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Introduccion

Los fenémenos financieros desempenan un papel crucial en la sociedad ac-
tual, de manera que su estudio ha motivado el desarrollo de diversos modelos
estadisticos y probabilisticos a lo largo del tiempo. Por ejemplo, se ha pro-
fundizado en el estudio de las series de tiempo y su prediccién. En particular,
han surgido ciertos modelos conocidos como modelos GARCH (heterocedas-
ticidad condicional autorregresiva generalizada), en los cuales la volatilidad
del proceso no es constante en el tiempo, sino que depende de la volatilidad
y errores que tuvo en tiempos previos. Estos modelos fueron desarrollados en
1986 por Tim Bollerslev como una manera de predecir la volatilidad en los
precios de los activos, lo cual a su vez fue una generalizacién de los modelos
ARCH (heterocedasticidad condicional autorregresiva) propuestos por Robert
Engle en 1982. Actualmente son muy utilizados para describir fenémenos fi-
nancieros, pues concuerdan con los hechos estilizados y, en la mayoria de los
casos, basta con considerar el modelo mas sencillo GARCH(1,1) para obtener
una muy buena explicacion de los datos.

Sin embargo, conforme se han ido estudiando y modelando fenémenos mas
complejos, los modelos también han incrementado en complejidad. Por ejem-
plo, algunos conjuntos de datos parecen comportarse como series de tiempo
GARCH distintas de acuerdo a los intervalos de tiempo en los que se encuentra
la serie. Es decir, si observamos a la serie de datos por pedazos, podemos notar
que se comportan como series GARCH(1,1) de parametros distintos. Esto se
conoce como un cambio de régimen y puede ser regido por distintos procesos
deterministas o probabilisticos. En este trabajo, consideraremos que el cambio
de régimen esta dado por una cadena de Markov.

El objetivo principal de esta tesis es intentar describir cierta serie de datos
financiera mediante un modelo GARCH con cambio de régimen markoviano,
asi como realizar simulaciones con este modelo ajustado. Para esto, presen-
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INTRODUCCION v

taremos una variacién del modelo GARCH asumiendo que los parametros no
son constantes, sino que pueden cambiar a lo largo del tiempo de acuerdo con
un switch markoviano especifico. Asi, otro objetivo es explicar la idea general
y algunos ejemplos de modelos con cambio de régimen.

En el primer capitulo, se introduciran los conceptos bésicos de las cadenas
de Markov, ya que estas determinaran el comportamiento del cambio de régi-
men. Se hablara acerca de las definiciones bésicas, como son la matriz de pro-
babilidad de transicion y las distribuciones, ademés de que se presentaran las
ecuaciones de Chapman-Kolmogorov y la particion de los estados de la cadena
en clases de comunicacion. Posteriormente, se incluirdan ejemplos detallados
de cadenas de Markov y se describird un método para realizar la estimacion
estadistica de las probabilidades de transicién asociadas a la cadena. Final-
mente, se realizard un estudio de las cadenas de Markov en R, considerando
una libreria conocida, asi como simulacién y estimacion estadistica mediante
funciones definidas por el usuario.

En el segundo capitulo, se introduciran los conceptos basicos de las series de
tiempo, ya que estds seran utilizadas para la descripcién de fenémenos finan-
cieros. Para esto, se presentara una introduccién tedrica a las series de tiempo,
considerando las definiciones basicas y la descomposicién clédsica. Posterior-
mente, se explicaran los modelos clasicos ARMA y los modelos GARCH, en
los cuales se profundizara mediante la explicacién de los hechos estilizados y
la simulacion de series de tiempo GARCH en R. Para finalizar, se describiran
las bases de la estimacién estadistica paramétrica.

En el tercer capitulo, se introduciran dos modelos markovianos de cambio de
régimen. Para comenzar, se estudiara el modelo autorregresivo de media con-
dicional con cambio de régimen markoviano, considerando el modelo basico,
algunas extensiones y dos métodos para su estimacion estadistica. Posterior-
mente, se describira y simulara el modelo principal de este trabajo: el modelo
GARCH con switch markoviano MSGARCH, para lo cual se presentara su
descripcion bésica y su simulacion en R.

Para concluir el trabajo, en el cuarto capitulo se aplicara el modelo marko-
viano de cambio de régimen MSGARCH descrito en el capitulo previo. Para
esto, se estudiard la serie de datos del Indice de Precios y Cotizaciones de
S&P Dow Jones Indices y la Bolsa Mexicana de Valores, realizando un anéli-
sis descriptivo de los datos y estimacion estadistica incluyendo su ajuste y
simulaciones.



Capitulo 1

Cadenas de Markov

En el presente capitulo, comenzaremos con los conceptos basicos de las ca-
denas de Markov. Estas son procesos estocasticos en los cuales la probabilidad
de que ocurra un evento depende unicamente de la ocurrencia del evento in-
mediatamente anterior. Existe una gran cantidad de fenémenos aleatorios que
se pueden modelar bajo esa caracteristica, de manera que su estudio resulta
de gran importancia en una gran variedad de campos, como son la economia,
la fisica, la quimica e incluso la epidemiologia.

En este caso, nos limitaremos al estudio de las cadenas de Markov discretas,
presentando la definiciéon de dicho proceso y algunos conceptos relacionados,
como son la matriz de probabilidades de transicién, las distribuciones asocia-
das y las ecuaciones de Chapman-Kolmogorov. Adicionalmente, veremos la
particion en clases de comunicacién que se puede generar a partir de cier-
ta relacién de equivalencia especifica relativa a las probabilidades positivas,
asi como algunos ejemplos detallados. Para concluir el capitulo, se describira
la estimacion estadistica de probabilidades de transicion para una cadena de
Markov.

El contenido de este capitulo estd basado en las ideas de Ross (2010) |1];
Suhov (2008) [2]; y Craig y Sendi (2002) [3].



CAPITULO 1. CADENAS DE MARKOV 2

1.1. Definiciones basicas

1.1.1. Definicion de cadenas de Markov

Definicién 1.1.1. Un proceso estocdstico es un conjunto de variables alea-
torias indezxadas, lo cual se denota como {X;}ier.

Un proceso estocastico es a tiempo discreto cuando I es un conjunto a lo
mas numerable y a tiempo continuo cuando I es un conjunto no numerable.

Definicién 1.1.2. El soporte de un proceso estocdstico, también cono-
ctdo como espacto de estados, es la union del soporte de cada una de las
variables aleatorias en el conjunto, es decir,

SOp {Xt}te[ - UtEI SOpXt‘

Un proceso estocdstico se denomina discreto cuando sopyx, es a lo mds

numerable y continuo cuando no es discreto.

}tEI

Definicién 1.1.3. Sea {X, }nen un proceso estocdstico discreto y a tiempo
discreto con espacio de estados denotado por €. Decimos que {X,}nen es
una cadena de Markov si para cualquier entero n > 0 y para todos los
X, X1, .., Ty € € se cumple con la propiedad de Markov, es decir, si

]P)[Xn = T | XO = Xy, Xl =T1y. .- 7Xn—1 - xn—l] - P[Xn = Tn | Xn—l - xn—l]-

Esto se asocia con la propiedad de pérdida de memoria, ya que nos indica
que el estado de la cadena a cierto tiempo futuro depende tinicamente de lo
que sucedio en el tiempo actual, sin importar lo sucedido en el pasado. En la
siguiente proposicion generalizaremos dicha propiedad.

Proposicién 1.1.1. Sea {X,, },en una cadena de Markov y nqy,na, ..., n, € Z
tales que 0 < ny < ng < +++ < ny,. Entonces, para todos los x1,xs, ..., 2, € €,
se cumple lo siguiente:

1. La probabilidad de la trayectoria con inicio dado se calcula como

PX,, = T2y, Xpn, = Tm | Xn, = 1]
m—1

= PX.

i = Tip1 | Xp, = 23]
=1
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2. La probabilidad de la trayectoria se calcula como

PX,, =21, Xp, =20,..., Xy, = Tp)
m—1

= ]P)[an = 1’1] H ]P)[Xni+l = Ti+1 ’ an‘ = ml]

=1

3. Se cumple la propiedad de Markov generalizada, es decir,

P[X

Nm,

=Tm | an = T, Xng =XT2,..., Xnm,1 - xm—l]

=PX,,, =2n | Xn, . = Tm_1].
Demostracion. Bajo las hipotesis dadas:

1. Aplicando el teorema de la probabilidad total inductivamente,

P[X,, = T2, ..., X, =2 | Xn, = 21]
=P[Xp, = 23,..., Xn,, = Tm | Xn, = 21, Xn, = 2] P[X,, = 23 | X, = 74]

Nm

=PX,, =2m | X0, =21, ., Xy, = Tin_1]| P[ X, = 20 | Xy, = 21]
P X, =23 | Xp, =21, Xp, =22 P[Xo, =24 | Xpy = 21,0, Xpy = 73]
. ]P)[XnWHl = Tm—1 | an = T1,... 7Xnm,2 = C(Zm_g].

Aplicando la propiedad de Markov, podemos quitar las variables intermedias
en las condicionales, con lo cual se sigue que

PX,, =22,..., Xy, =xn | Xo, = 1]
=PX,, =2 | Xnpoy = Tima] P[Xn, = 22 | Xy, = 1]
PlXo, = 23 | X, = 2] P[X,,, = 74 | Xy, = 73]
e ]P)[Xnmq = Tm-1 | Ky = xm—Q]

1

= H P[anurl = i1 | Xni = 931]

1=1

m
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2. Aplicando el teorema de la probabilidad total,
PX,, =21, Xp, = T2y, Xp, = Ty
=P[X,, =x9,..., Xy, =T | Xn, = 21] P[X,,, = 21]

m—1
= ]P[an = xl] H P[Xni+1 = Tit1 | Xm - xi]?
=1

donde la ultima igualdad se sigue de 1. O]

3. Utilizando la definicién de probabilidad condicional,

PXn, =xm | Xn, =21, Xoy =22y, Xpp ) = Tin—i1]
 PXy, =a, X, =, , Xy, = Ty
B ]P)[Xn1 = X1, Xn2 = Tg,... ,Xnm,l = xm—l]
_ P[Xm - 1’1] H?;l ]P)[X”iJA = Tit+1 ‘ Xm = :CZ]
P[an = £L‘1] H:iEQ P[Xni+1 = Tit1 | Xm = ml]

= ]P)[Xnm = Tm ’ Xnm_l = $m,1],
donde la segunda igualdad se sigue de 2. O

Con la proposicién previa tenemos mas informacion respecto a coémo se
comportan las probabilidades de trayectorias especificas en cadenas de Markov,
en congruencia con la propiedad de pérdida de memoria.

A continuacion, veremos una proposicion para demostrar que cierto proceso
estocastico es una cadena de Markov, lo cual es til pues en muchas ocasiones
resulta complicado probar la propiedad de Markov directamente y resulta mas
sencillo demostrarlo por este medio.

Proposiciéon 1.1.2. Sea {X,}nen un proceso estocdstico tal que X1 =
9(Xn, Yni1) para g una funcion real y {Y,}nen variables aleatorias con Yy 4
independiente de (Xo, X1, ..., X,) para todon € N. Entonces { X, }nen €s una
cadena de Markov.

Demostracion. Bajo las hipétesis anteriores, veamos que { X, },en cumple con
la propiedad de Markov.

P[XnJrl = Tn+1 | Xo =wg,..., Xy :xn]
= IED[ g(Xn, Yn—l—l) = Tp+1 | XQ = Xg, ... 7Xn = {En]
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y, como X,, = x, yva es un valor conocido en la condicional, se sigue que

IP)[ g(Xn, Yn—l—l) = In+1 | XO = Zg, ... 7Xn = ZL‘n]
=P[ g(xn, Yni1) = Tpi1 | Xo=20,..., Xy = 2,

De esta manera, el inico componente aleatorio en g(z,,Y,+1) es la variable
Y, 11. Ademas, por hipétesis tenemos que Y, es independiente de las variables
Xo, ..., X,, entonces,

Pl g(zn, Yni1) = Tny1 | Xo = o, ..., Xp = 2]
= ]P)[g<xna Yn—i—l) = Tn+1 ‘ Xn = xn] = P[Q(Xm Yn—l—l) = Tn+1 ‘ Xn = xn]
- P[Xn—l-l = Tn+1 | Xn - xn]
Por lo tanto,
P[Xn—i-l = Tn+1 | Xo = Zo, - - - 7Xn = «rn] = P[Xn—H = Tpt1 | Xn = xn]

y { X, }nen es una cadena de Markov. O

1.1.2. Matriz de probabilidades de transicion

Definicién 1.1.4. Sea { X, }nen una cadena de Markov. Sean n,m € N. De-
finimos una probabilidad de transicion como

PZ-(;L’ner) =P Xnim =7 | Xo, = 1|, para todos los i,j € ¢,
lo cual representa la probabilidad de pasar del estado i en tiempo n al estado
7 en tiempo n + m.

Definicién 1.1.5. Una cadena de Markov {X, }nen es homogénea en el
tiempo si para cada n,m € N, se cumple que

P(n,n—i—l) _ P(m7m+1)

i i , para todos los i,] € €.

En este caso, dicha probabilidad se denota como P, ;.

Esto quiere decir que la probabilidad es la misma para cualquier tiempo, en
cuyo caso existe una tnica probabilidad de transicién de 7 a j en 1 paso. En lo
que resta de este escrito, trabajaremos tnicamente con cadenas homogéneas,
pues esto bastara para plantear los modelos de interés.
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Definicién 1.1.6. Sea { X, }nen una cadena de Markov. Utilizando M at)ex|-|(R)
como la notacion para el conjunto de matrices de tamano || x || sobre el campo
R, definimos a la matriz de probabilidades de transicion como la matriz
P € Mat x| (R) con entradas

P = (Pi,j)z‘,jee .

Observacién. P, ; con i fija es la funcién de densidad de la variable (X, 41 | X, =
i) para cualquier n € N, de manera que la suma sobre su soporte es 1y
fXpi1 | Xa=i (j) > 0 para todo j € e.

Proposicién 1.1.3. La matriz de probabilidades de transicion P es una matriz
estocastica, es decir, satisface las siguientes propiedades:

1. P; >0 para todos los 1,5 € €.

2. ZPM =1 para todos los i,j € €.
j€e
Demostracion. Sea { X, }neny una cadena de Markov y n € N.

1. Sean 4,j € e. Entonces P,; = P[X, 41 = j | X,, = i] > 0, pues es una
probabilidad.

2. Sea i € . Entonces,
Y Pi=) PXu =3 | Xa =il =) fxur | xu=i (§):
j€e j€e j€e

Esta es la funcién de densidad de (X,,41 | X,, = i) sobre todo el espacio
de estados. Adicionalmente, sopx, ., | x,=i € S0Px,.; € SOD{X,}nex =
e, entonces dicha suma incluye el soporte de (X,11 | X, = i) y, por
consiguiente, > ;. P ; = 1.

]

Definicién 1.1.7. Sean {X,},en una cadena de Markov homogénea en el
tiempo y m € N.

= La probabilidad de transicion en m pasos se define como sigue.
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Sim =0,

b= . " para todos los i, ) € €.
’ 0 sii#]
En cualquier otro caso,

pm = PX,, =7 | Xo =1], para todos los i,j € ¢.

i?j
Como es homogénea, se cumple que

PZ(T) =P[X,im =J | X, =1] para todo n € N.

= La matriz de probabilidades de transicion a m pasos estd definida
como la matriz P € Mat . |(R) con entradas

pim) — (P(m))i,jea ‘

2'7j

La matriz P(™ también es una matriz estocastica; la prueba resulta aniloga
a la demostracion para la matriz IP en la Proposicién 1.1.3.

Ejemplo 1.1.1. A continuacién presentaremos un ejemplo numérico de una
cadena de Markov sencilla y su matriz de probabilidades de transicién.

Sea {X, }neny una cadena de Markov homogénea con espacio de estados £ =
{1,2,3} y con las siguientes probabilidades de transicién:

Po=PX, =2 |X,=1]=1 Py =PX;1=1|Xo=3]=3
P272:P[X1:2|XO:2]:% Pg}QZ]P)[X1:2‘X0:3]:%
Py=PX;=3|Xo=2]=2 Ps3=PX; =3 | Xo=3]=1.

Esto se puede representar mediante el siguiente esquema:

1 1/2
2/3

1/3 C(%D/_\ 1/4

1/4
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En este caso, la matriz de probabilidades de transicion es

P—

= O O
e Ll L
Bl O

Notemos que esta matriz en efecto cumple con tener entradas positivas y con
que la suma de cada uno de sus renglones es igual a 1, de manera de que cada
renglén i representa la funcién de densidad de la variable (X; | X = 7).

1.1.3. Distribuciones

Definicién 1.1.8. Sea {X,, },en una cadena de Markov con espacio de estados
e = {ay,a9,as,...} (puede ser un conjunto finito o infinito). Definimos las
siguientes distribuciones.

s La distribucion inicial estd dada por

0 0 0 0
7T( ) = (Wél),ﬂ'(g;,ﬂgg), .. ) y

donde
70 = P[Xy = a;], para cada a; € «.

a;

Este vector representa la distribucion de la variable aleatoria Xo y puede
ser finito o infinito, dependiendo de .

s Sean € N. La distribucion a tiempo n estd dada por

™ = (al) w m) )

donde
W((Z?) = P[X,, = a;], para cada a; € €.

Este vector representa la distribucion de la variable aleatoria X,, y puede
ser finito o infinito, dependiendo de €.

Proposicién 1.1.4. Para todo n € N, el vector 7™ es un vector estocdstico,
es decir, satisface las siguientes propiedades:

1. 7T§n) > 0 para todo i € ¢.

2. Y m =1

1€
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Demostracion. Sea { X, }neny una cadena de Markov y n € N.

1. Sea i € €. Entonces 7T2-(") = P[X,, = i] > 0, pues es una probabilidad.

2. Y e =Y PIX, = i] = Y. fx, (4):

Esta es la funcién de densidad de X,, sobre todo el espacio de estados.

Adicionalmente, sopx, C sop(x,1,.y = €, entonces dicha suma incluye el

soporte de X, y, por consiguiente, . = 1.

i€ z

1.2. Ecuaciones de Chapman—Kolmogorov

Teorema 1.2.1. (Ecuaciones de Chapman—Kolmogorov) Sea { X, }nen
una cadena de Markov con matriz de probabilidades de transicion P yn € N,
entonces para todo r € {0,1,...,n— 1} se cumple que

P(n Z sz k,j ) para todos los i,j € ¢.

kee

De forma matricial, dicho sistema de ecuaciones se puede expresar como

P — p) phr-r)
Demostracion. Seann € N, r € {0,1,...,n—1} yi,j € €.

1 sii=y
Si r = 0 se cumple lo requerido, pues P( ) = - ‘7 )
0 sii#j

Sir # 0, por definicién P( " = =PX,=j]| Xo=1]
Sean P;[X,, = j| := P[X,, = j | Xo = i], aplicando el teorema de la probabilidad
total,
P =PifXa=j] =" BilXa=j| X, = K] Pi[X, = K]
kee

=Y PX,=j| Xo=1i, X, =k P[X, =k | Xo=1].

kee
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Utilizando la propiedad de Markov generalizada,

PO =3 PlX,=j| X, =k X, =k | Xo =1

kee
= PPy =3 PR P
kee kee

O

Corolario 1.2.1. Sea {X,,}en una cadena de Markov con matriz de probabi-
lidades de transicion P. Entonces para todos losm € N yr € {0,1,...,n—1},
se cumple que P =P y 7 = 7 () pr=r),

Demostracion. Comprobemos que se cumple cada una de las afirmaciones.
» Procedemos por induccién. Para n = 1, PO = P = P!

Supongamos que para n = k se cumple que P*) = P, es decir, que para

todos los 7,j € ¢, PZ(];) (P®),; = (P*); ;. Entonces, para todos los

1,J € € se cumple que

k+1 k+1
I D SEINCLE SO

hee hee

- Z (P)is (P¥),,; = (P PH);; = (B 4.

hee

Por lo tanto,
Hﬂk+n ::E)k+y

= Para todo i € ¢, la entrada ¢ cumple que

) =PX, =i =Y PX,=i|X, =k PIX, =k

kee
=3 B A= Y A A = (20 B0
kee kee

Por lo tanto,
7 — (" pn—r)
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Este corolario resulta muy ttil para el calculo de distribuciones y proba-
bilidades de transicién a m pasos, ya que se reduce a realizar operaciones
algebraicas con matrices y vectores. Es decir, si tenemos una cadena de Mar-
kov { X, }nen ¥ queremos calcular la distribucién 7™ para algin m € N, un
posible procedimiento es el siguiente:

1. Diagonalizar la matriz P mediante cualquier método y expresar a dicha
matriz como P = ADA™! para alguna D matriz diagonal y A matriz
invertible.

2. Con esto, tenemos la expresion mas sencilla para la matriz de probabili-
dades de transicién a m pasos

P —P™=PP ... P=ADA* ADA™' ... ADA™' = AD™A "

Por lo tanto,
P = AD™A!,

La matriz D™ se pude calcular facilmente elevando cada una de las en-
tradas de su diagonal a la m.

3. Finalmente, la distribucién a tiempo m estd dada por

2m) — (0) plm)

1.3. Clases de comunicacién
Definicién 1.3.1. Sea { X, },en una cadena de Markov y sean i,j € ¢.

= Decimos que © accede a j si exviste n € N tal que PZ(?) > 0. Esto se
denota como © — j.

= Decimos que i se comunica con j si se cumple que i accede a j y que
7 accede a 1. FEsto se denota como i <> j.

Proposiciéon 1.3.1. La comunicacion es una relacion de equivalencia.

Demostracion. Sean 1, j, k € €. Veamos que cumplen con lo requerido.

» Reflexividad:

1 sii=j
Como Pi(q): . J,,entonces Pi(?):lyi—w.
7 0 sii#j ’
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Por lo tanto, i <> 1.

= Simetria:
1=t =] N j—oi=— J—1 N 1—]=— 7] <10
Por lo tanto, 1 <> j = j <> 1.

= Transitividad:

Sii < Jyyj <+ k, entonces T —=> 7]y —> k. Esto implica que exis-

ten ni,ny € N tales que P”1 >0y P "2) S y, por consiguiente,

PE?l) ]3].(722) > 0. Este es un sumando de las ecuaciones de Chapman-
Kolmogorov. Asi,

n1+n2 Z P(21 ng) _ P n1) P (n2) + Z P n1) P n2
hee hee\{j}
(n1) p(n2)
> P P > 0.

Es decir, para n; + ny € N se tiene que P("1+n2) > 0y i — k. Andloga-

mente, obtenemos que k — j A jJ — i = k — 1. Entonces, 1 <+ k.
Por lo tanto, 1 <+ jAj < k=1 < k.

En conclusion, la relacion de comunicacion es reflexiva, simétrica y transitiva.
Por lo tanto, la comunicacién es una clase de equivalencia. O

Ya que tenemos definida una relaciéon de equivalencia, se puede generar una
particion del espacio de estados € de acuerdo a sus clases de equivalencia.

Definicién 1.3.2. Sea { X, },en una cadena de Markov y i € €. La clase de
comunicacion del estado t se define como

Cli):={jee : j+i}

Estas clases de comunicacion representan que los elementos en una misma
clase se pueden comunicar entre ellos y los elementos que se encuentran en
clases distintas no pueden comunicarse. En este dltimo caso, es posible que
exista una trayectoria para acceder a otra clase con probabilidad positiva,
pero que ya no sea posible regresar por ninguna otra trayectoria.

En muchas ocasiones, las clases de comunicacion se pueden identificar facil-
mente a partir del esquema, como veremos en el ejemplo siguiente.
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Ejemplo 1.3.1. Consideremos la cadena de Markov con espacio de estados
e ={0,1,2} y matriz de probabilidad de transicién

01 0
P=10 3
0 5 3

Lo cual se puede visualizar en el siguiente esquema:

1
1/2
1/2

En este caso, contamos con dos clases de comunicacién, C'(0) = {0} y C(1) =
C(2) = {1, 2}. Estas clases tienen una interseccién ajena y su unién genera el
total, de manera que en efecto generan una particion del espacio de estados.

Definicién 1.3.3. Sea { X, }nen una cadena de Markov.
1. Una clase C se define como un subconjunto cualquiera de €.

2. Decimos que el estado © € ¢ es absorbente si P;; = 1. Es decir, si en
algun punto la trayectoria entra a estado v, ya no puede salir.

3. Decimos que una clase C es cerrada si para todos losi € C yj e C°=
e\C' se cumple que

rP™ =0 para todo n > 0.

Z?]

O equivalentemente, para cada v € C no existe ningun j € C tal que © —
j. Es decir, si en algun punto la trayectoria entra a la clase C, ya no
puede salir.

Una clase C es abierta si no es cerrada.

Ejemplo 1.3.1. (Continuacién) Retomando el ejemplo anterior, podemos
clasificar las clases de comunicacién de la siguiente manera:

= Para 1 € C(0)¢ se cumple que Pé’ll) =1 # 0. Por consiguiente, C'(0) es
una clase abierta.
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» Para todo i € {1, 2} = C(1) se cumple que PZ-(})L) = 0 para todo n > 0.
Por consiguiente, C'(1) es una clase cerrada.

Definicién 1.3.4. Decimos que una cadena de Markov es irreducible si exis-
te una unica clase de comunicacion, es decir, cuando C(i) = C(j) para todos
losi,j € ¢.

Proposiciéon 1.3.2. Una cadena de Markov es irreducible si se cumple cual-
quiera de las siquientes condiciones.

a) C(i)=C(j) para todos losi,j € ¢.
b) i — j para todos losi,j € €.

c) i< j para todos losi,j € ¢.

d) C(i) =¢ para todo i € ¢.

e) C(i) =¢ para alguna i € ¢.

Demostracion. A continuacién, demostraremos la equivalencia previa.

a=—c)
Sean i,j € e. Por reflexividad, i +» i y asi i € C(i) = C(j). Entonces
i€ C()yie

c=—a)

Sean i,j € . Como i > j, para todo k € C(i) se cumple que k < j
por transitividad. Entonces k € C'(j) y ast C(i) € C(j). Andlogamente,
C(j) € C(i). Por lo tanto, C(i) = C(j).

b= c)
Sean i, j € ¢, entonces por hipétesis i — j y 7 — i. Por lo tanto, ¢ < j.

c=4d)

Sea i € €. Se cumple que ¢ C C(i), pues para todo j € €, i <> j por
hipétesis y entonces 7 € C(7). Por otro lado, trivialmente C'(i) C ¢, de
manera que C(i) = e.

d=¢)
Como por hipétesis se cumple para todo i € €, en particular se cumple
para alguna ¢ € €.
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e=D>b)

Sea k tal que C'(k) = ¢ (lo cual existe por hipétesis), entonces para todos
los i, j € g, se cumple que i, j € C(k). Asi, i <> k y j <> k. Finalmente,
por transitividad, ¢ <> j y, en particular, : — j.

Con esto quedan demostradas todas las equivalencias. O]

1.4. Ejemplos

Ejemplo 1.4.1. (Cadena de dos estados) Uno de los ejemplos mds sencillos
de una cadena de Markov es la cadena de dos estados, la cual consiste en un
proceso estocastico que cumple la propiedad de Markov y que cuenta con un
espacio de estados de cardinalidad dos, asi como ciertas probabilidades de
transiciéon homogéneas en el tiempo.

Sea {X,, }neny una cadena de Markov de dos estados. A continuacidn,
enunciaremos algunas de sus propiedades.

a) El espacio de estados tiene cardinalidad 2, es decir, ¢ = {x,y} para
algunas x y .

b) Cumple con la propiedad de Markov.

c) Tiene las siguientes probabilidades de transicién:
P.=PXi =z Xo=z|=1-a P,,=PXi=z[Xo=y|=0
P,,=PXi=ylXo=2]=a P,,=PX, =yl Xo=y]=1-0,
para algunos 0 < a, b < 1.

Esto se puede representar en un esquema de la siguiente manera:

a
LMjCD::Cjﬁnb
b

En este caso, la matriz de probabilidad de transiciones es

1—a a
P:(b 1—0'
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Adicionalmente, podemos escribir su distribucién inicial como 7 = (' py , p1 )
con pg +p; = 1.

Para obtener la distribucién de la cadena a tiempo n, realizamos el proce-
dimiento expuesto en la seccion 1.2. Diagonalizando la matriz,

1 0 1 a b _a
0= (s ata) v st 8) == )
0 1—a—b 1 b T

Por lo tanto,
1 a 1 0 S e
(n) — nA-1 _ atb  atbd
wr-avat= (3 5) (o amamar) (2 25),

Ejemplo 1.4.2. (Cadena de Ehrenfest) La Cadena de Ehrenfest fue
propuesta por Tatyana y Paul Ehrenfest para describir el intercambio aleato-
rio de particulas en dos regiones separadas por una membrana porosa, donde
solo una particula puede atravesar la membrana a la vez. A continuacién es-
tudiaremos una versién simplificada de dicho modelo.

Planteamiento. Se tienen N particulas en dos contenedores, denotados por
A y B. En cada tiempo, una particula seleccionada de forma equiprobable se
cambia de contenedor.

Para todo n € N, definimos a X,, como el nimero de particulas en el
contenedor A después de n extracciones.

Demostracién de que es una cadena de Markov. Sea {X,},eny una
cadena de Markov. Para todo n € N, sea Y,, la variable dada por

v {—1 si la particula que se movié a tiempo n salié del contenedor A,
n

1 sila particula que se movié a tiempo n salié del contenedor B.

Sea g : R — R dada por g(x,y) = x + y. Entonces, para todo n € N se
cumple que X, 11 = g(X,, Y,41), donde Y,, ;1 es independiente de Xy, ..., X,.
Finalmente, por la Proposicién 1.1.2 podemos afirmar que { X, },cn es una
cadena de Markov.

Calculo de la matriz de probabilidades de transicion. El espacio de
estados de esta cadena es ¢ = {0,1,2,..., N}, pues en el contenedor A se
pueden tener entre 0 y N particulas. Entonces, para todo tiempo n € N, las
probabilidades de transicién son las siguientes:
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a) Po1 =P[X,41 =1] X,, =0] =1, pues si no hay ninguna particula en
el compartimiento A a tiempo n, forzosamente la particula seleccionada
pasara del compartimiento B al compartimiento A y este incrementara
su numero de particulas en 1.

b) Pvn-1 =P[X,s1 =N —1]| X, = N|] =1, pues si las N particulas se
encuentran en el compartimiento A a tiempo n, forzosamente la particula
seleccionada pasara al compartimiento B del compartimiento A y este
disminuira su nimero de particulas en 1.

c) Parake{1,...,N — 1},

Popr =P[Xps1 =k —1| X, =K
= IP[ Se seleccion6 una particula de A | X,, = k |
_k
=5 ¥

Pk7k+1 - P[Xn+1 - kf ‘I— 1 | Xn - k]
= IP[ Se seleccioné una particula de B | X, =k |
 N—-k k

A I

N N’

d) Los incisos a)-c) representan todos los casos en los cuales se tienen pro-
babilidades positivas, asi que el resto de las probabilidades de transiciéon
son 0. Esto se puede observar directamente pues para todos los estados
i, tenemos que » .. P ;=1

j€e

Asi, la matriz de probabilidades de transicion es

01 0 0 00
+ 0 1-% 0 0 0
p=|0 2 0 1-2 00

(e}
e
]
(e
—
=]
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Es decir,
( 1 si(i=0Nj=1)VE=NAj=N-1)
2 sij=i—1y i£N
po_] N
] T 2
1_N sij=1+1y i#0
L 0 en cualquier otro caso.

Calculo de distribuciones. Supongamos que X se distribuye Binomial con
parametros N y %, es decir,

Xy ~ Bin (N, %) = [x,(z) = <N>2iN

T

En otras palabras,

a3 (G 6) ()
Calculando la distribucién de X7,
e ()0 ()
(R Qo0 (1))
S0 )

Es decir, X; ~ Bin (N , %) y tiene la misma distribucion de Xj. Si realizamos
este proceso inductivamente, obtenemos que

1
X, ~ Bin <N, 5) , para todo n € N.

1.5. Estimacién de probabilidades de transicién

Ya que se estudié el modelo tedrico de las cadenas de Markov discretas y
homogéneas, es necesario relacionarlas con los datos muestrales obtenidos. En
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este caso, supondremos que se tienen datos de un grupo fijo con observaciones
en ciertos intervalos y se utilizaran para estimar la matriz de probabilidades
de transicion.

Para esto, primero definiremos la longitud del ciclo como el intervalo
constante entre los puntos de tiempo distintos en los cuales se analizan los
estados del grupo. De acuerdo con esta longitud, se cuentan con tres casos
para la estimacion:

(a) Los intervalos de observacién son constantes y coinciden con la
longitud del ciclo.

Este caso se refiere a cuando se tienen observaciones en ciertos perio-
dos de tiempo constantes y se desea obtener una matriz de transicién
en los mismos periodos de tiempo. Por ejemplo, cuando se tienen obser-
vaciones cada dos anos y se desea obtener una matriz de transicion de
probabilidades a dos anos.

Para {X,}ic; una cadena de Markov homogénea con h estados, la esti-
macién consta del siguiente procedimiento:

e Construimos la matriz de recuento de observaciones como

Ny N1z -+ Nip
N1 Moz -+ TNap

N = ,
Np1 Mp2 - Npp

donde para todos los r, ¢ € €, n,. representa el nimero de ocurren-
cias en las cuales un punto del grupo paso6 del estado r al estado ¢
en un ciclo.

e Ya que se tiene dicha matriz, el estimador de la matriz de transicién
de probabilidades se define como las proporciones de filas de N, es

decir,
M=(0 donde B, = — ¢ dos 1
=(0)ije, donde re = —5——, Daratodoslos T, c€e.
k=1 Ny

(b) Los intervalos de observacién son constantes, pero no coinciden
con la longitud del ciclo.
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Este caso se refiere a cuando se tienen observaciones en ciertos perio-
dos de tiempo constantes y se desea obtener una matriz de transicion
en periodos de tiempo distintos. Sea Ly la longitud de los intervalos de
observacion y Ly la longitud deseada. Por ejemplo, si se tienen obser-
vaciones cada dos anos y se desea obtener una matriz de transicion de
probabilidades a un ano, entonces Lo =2y Lg=1.

Para obtener el estimador buscado, primero se necesita obtener la matriz

de probabilidades de transicion M, asociada la la longitud Ly mediante

el método definido en el caso (a). Posteriormente, el estimador de la
matriz de transicién de probabilidades deseada esta dada por

]\/I\d:]\/f(’;, dondetzﬁ.

Lo

La potencia de la matriz M, se obtiene mediante su descomposicién
espectral, es decir,

M O - 0
— » B 0 X -+ 0
My=PDP " ,conD=| . . ;
0 0 - N\

donde \; es el i-ésimo valor propio y su vector propio asociado es la
i-ésima columna de P. Entonces,

X0 -0
—~ 0O X ... 0
My=PD'P™' conD'=| . "?
o 0 --- )\;L

Este método no siempre funciona, ya que las cadenas de Markov discretas
no necesariamente son cadenas de Markov en todas las longitudes de
ciclo posibles. Sin embargo, este método funciona siempre que la matriz
de transicion estimada sea positiva semidefinida, es decir, que todos los
valores propios sean no negativos. En su defecto, la estimacién se puede
realizar mediante el tercer método que expondremos a continuacion.

(c) Los intervalos de observacién no son constantes.
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Supongamos que se tienen T’ intervalos de observacién los cuales son
enteros {ki, ko, ..., kr} miltiplos de la longitud del ciclo. Para utilizar
toda la informacion disponible se utiliza el algoritmo EM, el cual consiste
en lo siguiente:

Se requiere una matriz de probabilidades de transicion inicial para co-
menzar el algoritmo. Dado que la convergencia al estimador no esta ase-
gurada, es recomendable realizar el procedimiento con distintas matrices
iniciales.

Paso E: Estimar los valores faltantes mediante el calculo de los valores
esperados de transiciones de un ciclo. Para esto, se utiliza la matriz de
probabilidades de transicién estimada en el paso M (o la matriz inicial
en la primera iteracién) para calcular la probabilidad de cada trayectoria
que un punto del grupo pudo haber tomado para terminar donde lo hizo
después de k; ciclos. Posteriormente, para obtener el niimero de puntos
que se movieron a cada estado en un ciclo, se multiplica esta probabilidad
por n* el nimero observado de puntos del grupo que se movieron del
estado r al estado ¢ después de k; ciclos. Asi se obtiene una matriz de
recuento de observaciones para cada ciclo.

Paso M: Tratar los valores esperados de transiciones de un ciclo como
si fueran los valores reales y aplicar el método definido en el caso (a).

Estos dos pasos se repiten hasta que la matriz de probabilidades de
transicién se estabilice.

Este algoritmo puede resultar muy largo debido a que es posible con-
tar con un gran nimero de caminos posibles, pero es facil de calcular
computacionalmente.

En Craig y Sendi (2002) [3], se pueden consultar ejemplos numéricos y més
detalles de esta estimacion.

1.6. Cadenas de Markov en R

1.6.1. Libreria “markovchain” en R

La manera mas directa de trabajar con cadenas de Markov en R es utili-
zando la libreria “markovchain”, tal como se muestra en el siguiente ejemplo.
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Ejemplo 1.6.1. Sea {X,,},cn una cadena de Markov que representa la salud
de un individuo a lo largo de su vida, medida en dias. Su espacio de esta-

dos es € = {saludable, enfermo, muerte} y su matriz de probabilidades
transicién esta dada por

0.8 0.15 0.05
P=104 05 0.1
0 0 1

A continuacién, utilizaremos dicha libreria para obtener el esquema de

de

la

cadena, asi como la distribuciéon del estado de un individuo después de 2 dias

y después de 100 dias, dado que en tiempo cero inicié en estado saludable.

# LIBRERIA DE R
# install.packages(” markovchain”)
library (” markovchain”)

# Creacién de un elemento:
salud <— new(”markovchain” ,
states = c¢(”saludable”, 7enfermo”, ”"muerte”)
transitionMatrix = matrix(data = ¢(0.8, 0.15, 0.05,
0.4, 0.5, 0.1, 0, 0, 1), byrow = TRUE, nrow = 3),
name = 7 Salud”)

# Diagrama de estados:
plot (salud)

# Calculo de distribuciones:
estadoInicial <— ¢(1, 0, 0) # La persona inicia en estado
saludable .

j| despues2dias <— estadolnicial x (salud ° 2) # Representa la

distribucién después de 2 dias.
despuesl00dias <— estadolnicial % (salud ~ 100) # Representa la
distribucién después de 100 dias.

Con lo cual se obtuvo el siguiente esquema:
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s4llbhb 0.8

015

04

o 05 08

0.1

Y las siguientes distribuciones:

7@ =(0.7,0.195,0.105),

7199 = (0.00116408, 0.0003993612, 0.9984366).

Esta libreria también nos permite clasificar los estados.

N

# Obtencién de estados absorbentes:
absorbingStates (salud)
communicatingClasses (salud)
summary (salud)

Con lo cual se obtiene el siguiente resultado:

Conscle  Terminal Background Jobs
R ~ R4.4.2 . CfUsers/Iltzel Rmz/OneDrive/Escritorio/Tesis/

> absorbingstates(salud)

[1] "muerte"

> communicatingClasses(salud)
[[1]1]

[11 "saludable" "enfermo"

[[211

[1] "muerte"

> summary(salud)

salud Markov chain that is composed by:
Closed classes:

muerte

Recurrent classes:

{muerte}

Transient classes:
{saludable,enfermo}

The Mmarkov chain is not irreducible
The absorbing states are: muerte

>

>
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Finalmente, es posible realizar simulaciones y estimacién estadistica mediante
el siguiente codigo:

# Simulacion
vidaCompleta <— rmarkovchain(n = 120, object = salud, t0 =7
saludable”)

# Estimaciéon estadistica
markovchainFit (vidaCompleta)$estimate

Sin embargo, esto se estudiara detalladamente mediante funciones definidas
por el usuario.

La libreria “markovchains” cuenta con una gran variedad de funciones rela-
cionadas a las cadenas de Markov. Se pueden consultar méas detalles al respecto
en Spedicato et al. (2014) [4].

1.6.2. Simulacion y estimacién estadistica

En esta subseccion se presentard un ejemplo tedrico de simulacion y esti-
macion estadistica para cadenas de Markov, basado en los contenidos de este
capitulo. En particular, para la estimacion estadistica utilizaremos el caso (a)
de la seccion previa.

A continuacion, se definen tres funciones:

# DEFINICION DE FUNCIONES:

condicionesCM <— function (P, E){
# Esta funcién auxiliar verifica las condiciones basicas y de
# formato que deben cumplir la matriz de probabilidades de
# transicién y el espacio de estados, ademds de que imprime
# los mensajes de error correspondientes.

¢ <— FALSE
if (sum(rowSums(P)!=1) != 0 || sum(P<0) != 0){
cat ("ERROR \nLa matriz no es una matriz estocdstica”)
} elseq
if (length (E) != nrow(P) || length(E) != ncol(P)){
cat ("ERROR \nLas dimensiones de la matriz y vector
ingresados no concuerdan.”)
} else{
if (is.data.frame(P) = FALSE){
cat ("ERROR \nLa matriz ingresada no es un data frame.”)
} else{
if (sum(row.names(P) != E, colnames(P) !=E) != 0){
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20 cat ("ERROR \nLas etiquetas de la matriz no coinciden con
el espacio de estados.”)

21 1 else{

22 ¢ <— TRUE

23 }

24 }

25 }

26|}

271 return(c)

28}

s0| simulacionCM <— function (P, E, n){

31|  # Esta funcién simula una realizacidén de n pasos de una cadena
32|  # de Markov con matriz de probabilidades de transicién P y

33]  # espacio de estados E.

35/ # El espacio de estados se tratara como un vector de caracteres
36| # para permitir valores arbitrarios , mientras que P debe ser
371 # un data frame con el espacio de estados como etiquetas.

39| ¢ <— condicionesCM (P,E)
40 if(c){

41 E <— as.character (E)

42 X0 <— sample(E, size = 1) # Un estado inicial arbitrario.

13 X <~ ¢(X0, rep(0,n)) # Iniciamos la simulacién con X0 y n
ceros.

44 for(i in 2:(n+4+1)){

a5 X[i] < sample(E, 1, prob = P[X[i—1], | )

46 }

a7 X <— X[2:(n+1)] # Quitamos el primer punto.

48 return (X)

49 }
50 }

5

52| estimacionCM <— function (X){

53|  # KEsta funcién realiza una estimacion estadistica de la matriz
54|  # de probabilidades de transicién de una cadena de Markov a

5| # partir de los datos de una realizacidn.

71 X <— as.character (X)

s5)  E <— sort (unique (X)) # Espacio de estados.

s9] 1 <— length(E) # Cardinalidad del espacio de estados.

60| N <— data.frame(matrix(0, 1, 1) , row.names = E) # Matriz de
recuento de observaciones.

61| colnames(N) < E

62| for(i in 2:length (X)){

63 N[X[i—-1],X[i]] < N[X[i—-1],X[i]] + 1
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64

65 }
66| P <— N/rowSums(N)
67 return (P)

68 }

En el codigo previo, condicionesCM es una funcién auxiliar para llevar a cabo
comprobaciones, las cuales incluyen condiciones probabilisticas y de formato
para la matriz de probabilidades de transicion y el espacio de estados. La se-
gunda funcién simulacionCM realiza una simulacién de cadena de Markov,
para lo cual es necesario introducir tres argumentos: la matriz de probabilida-
des de transicion P, el espacio de estados E y el nimero de pasos a simular n.
Finalmente, la tercera funcion estimacionCM estima la matriz de probabilida-
des de transicién tomando como tinico argumento los datos de una realizacién
X de la cadena.

Ejemplo tedrico.
Se desea realizar una simulacién de trayectoria de tamano 1000 de una cadena
de Markov con espacio de estados e = {0,1,2,3} y matriz de probabilidades

de transicién
0.1 0.15 065 0.1

0.15 0.25 0.55 0.05
0.1 0.05 0.8 0.05
0.25 0.25 0.25 0.25

P—

Para ello, utilizamos el siguiente cédigo:

# Argumentos iniciales:
E< c(0,1,2,3)
3|P <~ matrix(c (0.1, 0.15, 0.65, 0.1,

¥

. 0.15, 0.25, 0.55, 0.05,
5 0.1, 0.05, 0.8, 0.05,
6 0.25, 0.25, 0.25, 0.25),

7 nrow=4,byrow=T)
s|P <— data.frame (P, row.names = E)
o| colnames (P) <— E

11|# Simulacién y grafica:
12| X <— simulacionCM (P, E, 1000)
13| X <~ as.numeric (X)

1s|#install . packages(” ggplot2”)
6| library (7 ggplot2”)

7|t <— 1:1000

15| X <— data.frame(t, X)
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0| plot (X, type = "p”, xlab = ”Tiempo”)

20| ggplot (data = X, aes(x =t, y =X)) +

21 geom_point (shape = 1, color = ’'cadetblued ', size = 2)+
22| labs(x =7t7, y = "Xt”,

23 title = ”Simulacién de una cadena de Markov”)

Con lo cual se obtuvo la siguiente grafica:

Simulacién de una cadena de Markov
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A continuacion, se realiza la estimacion estadistica de la matriz de probabili-
dades de transicion utilizando como tnico argumento la realizacion X.

1| Ps <— estimacionCM (X$X)
error <— sum(abs(P-Ps))

V]

Con lo cual se obtuvo el estimador

0.08035714 0.1339286 0.6964286 0.08928571
0.14130435 0.2608696 0.5543478 0.04347826
0.09972299 0.0498615 0.7922438 0.05817175
0.24657534 0.2465753 0.2739726 0.23287671

La matriz estimada debe ser muy semejante a la matriz teérica P. En este caso,
obtuvimos que el estimador presenta un error de 0.1875806. Para los fines de
este ejercicio el error obtenido se considera suficientemente pequeno, aunque
si se desea un estimador mas cercano es necesario realizar mas simulaciones.

Las cadenas de Markov son un tema muy extenso dentro del campo de la
probabilidad, de manera que hay mucho mas material al respecto. Si se desea
profundizar més en el tema, se sugiere consultar bibliografia como Ross (2010)

y Suhov (2008) [2].



Capitulo 2

Series de tiempo

En el presente capitulo, comenzaremos con los conceptos basicos de las
series de tiempo, las cuales son procesos estocasticos que describen variables
aleatorias que varian a través del tiempo. Esto se utiliza para modelar una gran
cantidad de fenémenos de la vida cotidiana, como pueden ser ciertos precios o
el tamano de una poblacion. De tal manera, el principal objetivo de su anélisis
es la prediccién de dichos fenémenos.

A continuacién, se presentara una introduccién tedrica a las series de tiem-
po, considerando las definiciones basicas y la descomposicion clasica. Poste-
riormente, se explicaran dos modelos (los cuales son especificaciones utilizadas
para describir el comportamiento de la serie de tiempo) cldsicos: los modelos
ARMA y los modelos GARCH. Para finalizar, se describiran las bases de la
estimacion estadistica paramétrica.

El contenido de este capitulo estd basado en las ideas de Wei (1990) [5];
Chatfield (2004) [6]; y Larsen y Marx (2001) [7].

2.1. Motivacion

De manera intuitiva, las series de tiempo surgen cuando se tiene un conjunto
de observaciones de cierto fendmeno registradas secuencialmente en el tiempo.
Estas observaciones seran denotadas por {xy, }ier, donde

= [ es un conjunto de indices, el cual puede ser continuo o discreto y puede
incluir niimeros negativos. Por ejemplo, I puede ser definido como N, Z o

28
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R. En el presente trabajo, utilizaremos tinicamente conjuntos de indices
discretos.

= Para toda ¢ € I, t; € R representa un punto en el tiempo en el cual
se tiene una observacién. Estos ntimeros reales deben cumplir con que
{t:}icr sea una sucesién creciente, pues de esta manera las observaciones
estaran ordenadas en el tiempo.

» Para toda ¢ € I, x;, representa el valor que presenté la observacién de
interés en el tiempo ;.

En realidad, la descripcion anterior se puede entender como una observacién
especifica del modelo probabilistico de una serie de tiempo.

Ya que se cuenta con los datos muestrales, es posible realizar el analisis de
la serie de tiempo, donde generalmente se consideran tres pasos.

1. Descripcion: Utilizacion de métodos descriptivos y graficos sobre los da-
tos que se tienen, con el objetivo de entender la estructura de la serie y
tratar los datos atipicos en caso de que existan.

2. Explicacion: Intentar encontrar un modelo al cual se pueda afirmar que
la serie pertenece, con cierta confianza.

3. Prediccion: Ya que se tiene el modelo, utilizarlo para realizar predicciones
a futuro.

2.2. Definiciones basicas

Definicién 2.2.1. Una serie de tiempo es una coleccion de variables alea-
torias indexadas en el tiempo. Esto se denotard como { Xy, }ier, donde I es el
conjunto indexador y {t;}icr €s una sucesion creciente.

Definicién 2.2.2. Una serie de tiempo { Xy, }ier con I =7 o N es equiespa-
ctada si la distancia entre tiempos consecutivos es constante, es decir, para
todos los i, 1+ 1 € I se cumple que t; 1 —t; = ¢ para alguna constante c € R.

En lo que resta de este escrito trabajaremos con series de tiempo equies-
paciadas, pues las observaciones generalmente son registradas de tal manera.



CAPITULO 2. SERIES DE TIEMPO 30

Observacién. Una serie de tiempo se puede expresar de manera simplificada
como {X;}ier, donde T es un conjunto ordenado y equiespaciado de indices,
el cual podra ser interpretado como los tiempos en los cuales se tienen obser-
vaciones. En lo que resta de este escrito, consideraremos a T'=7 o T = N.
2.2.1. Caracteristicas clasicas de una serie de tiempo.

Definicién 2.2.3. Sea {X;}ier una serie de tiempo.

s La funcion de medias del proceso se define como la aplicacion
t— = E[Xy], para todot €T,
siempre que esta esperanza erista.
= La funcion de varianzas del proceso se define como la aplicacion
t v o = Var[X;], para todot € T,

siempre que esta varianza erista.

= La funcion de autocovarianzas del proceso se define como la apli-
cacion

(t1,t2) = Y0, = Cov(Xy,, Xy,), para todo (t1,t2) € T x T,
siempre que esta covarianza exista.

s La funcion de autocorrelacion del proceso se define como la apli-
cacion
V1 to

/52 2
Utlo-t2

siempre que esta correlacion exista.

(t1,ta) = pryp, = Cor(Xy,, Xy,) = , para todo (t1,t2) € T x T,

Estas definiciones se encuentran en términos de la esperanza, varianza, co-
varianza y correlacion entre variables aleatorias, de manera que heredan todas
sus caracteristicas y propiedades.

Otra propiedad cléasica de las series de tiempo es la estacionariedad, la
cual se refiere al comportamiento ciclico que pueden presentar ciertas series de
tiempo. A continuacion, se presentaran algunas definiciones relacionadas.
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Definiciéon 2.2.4. Se dice que {X;}er es un proceso estrictamente esta-
ctonario si para todo h >0y para todos los to,to+h,t1,t1+h,... t,, t,+
h €T se cumple que
D
(Xt()’tha R ,th) = (Xt0+h7Xt1+h7 N ’thJrh)‘

Aqui, 2 representa igualdad en distribucion, es decir, que se cumple la propie-

— n+1
dad de que Fx,  x,,..x., (%) = Fx, ., X, .. X, ., (@) para todos los v € R"T.

Sin embargo, en muchos casos esta es una propiedad muy fuerte y dificil de
probar, de manera que utilizaremos definiciones menos restrictivas.

Definicién 2.2.5. Se dice que { X, }ier es un proceso estacionario de pri-
mer orden o un proceso estacionario en media si la funcion de medias
es constante, es decir, para todot € T, u; = p para alguna p constante.

Definicién 2.2.6. Se dice que {X;}ier es un proceso débilmente estacio-
nario o un proceso estacionario de segundo orden si

1. Las funciones de medias y varianzas existen y son constantes.

2. La funcion de autocovarianzas cumple con la propiedad de que Vi 4p €s
independiente de t para todo h, es decir, Vi ¢4n = Vs s+n para todos los t,t+
h,s,s+heT.

Esto nos indica que la covarianza entre dos puntos en el tiempo depende
unicamente de la distancia que hay entre ellos.

Trabajaremos con series de tiempo débilmente estacionarias, de manera
que las funciones de autocovarianza y autocorrelacién del proceso tinicamente
dependen de la distancia entre dos puntos, asi que las funciones previas se
pueden definir de manera simplificada.

Definicién 2.2.7. Sea {X;}ier una serie de tiempo.

s La funcion de autocovarianza, también conocida como ACVF, se
define como

v =(h) :=~(t,t + h), para cualquier t,t+h €T .

Es decir, esta funcion depende unicamente de la distancia h, la cual se
conoce como rezago.
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» La funcion de autocorrelacion, también conocida como ACF, se de-
fine como

Jh

Yo

pn = p(h) == —, para cualquier t,t+h €T .

Si tenemos n datos provenientes de una serie de tiempo, denotados por
{z;}"_,, entonces podemos definir los estimadores de las funciones clasicas de
una serie de tiempo.

s Media muestral:

8|
I

n
D@
=1

» Funcion de autocovarianza (ACVF) muestral:

S|

Z xt+|h|—x (xy —T), para —n<h<n .

3IH

» Funcion de autocorrelacion (ACF) muestral:

p(h) = —=, para —n<h<n .

2.2.2. Operadores

Para trabajar con las series de tiempo, es ttil definir algunos operadores.
Estos son ciertas funciones que se les aplican a las series de tiempo con el
objetivo de identificar patrones y simplificar los datos, de manera que resultan
herramientas ttiles para entender su comportamiento y predecirlas. A conti-
nuacion definiremos tres operadores.

Para comenzar, definimos al operador de retraso, el cual debe su nombre
a que al ser aplicado a una variable temporal, la retarda cierto nimero de
periodos. Es decir, sirve para desplazar la serie de tiempo un niimero especifico
de periodos hacia atras. Este operador puede resultar 1til para expresar la
dependencia temporal de la serie de tiempo.

Definicién 2.2.8. (Operador de retraso) Sea { X;}icz una serie de tiempo.
Definimos el operador de retraso, denotado por B, como

BX; = X, 1, para todo t € Z.
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Aplicando este operador sucesivamente,

BYX, = X,_i., para todos lost € Z y k € N.

Observacién. B se puede operar con las definiciones de suma y producto de
funciones usuales, asi como sus propiedades de campo asociadas. Por consi-
guiente, B* representa aplicar el operador B sucesivamente k veces. En parti-
cular, los operadores de retraso se pueden combinar con polinomios.

Sea A un polinomio real de grado n € NU {oo}, entonces

Az) = Z a; ¥/ para algunos ai,...,a, € R = A(B) = Z a; B.
=0 =0

Por lo tanto,

AB)X, =) a; B’X, =) a; X,;, paratodot€Z.
j=0

J=0

El siguiente operador a definir es el operador de diferencia, el cual sirve
para calcular la diferencia entre el valor que tomo la serie de tiempo en t — 1
y t. Este operador es 1til pues nos permite estudiar como cambié la serie en
lugar de estudiar el valor que tomé en cada punto del tiempo.

Definicién 2.2.9. (Operador de diferencia) Sea {X;}icz una serie de
tiempo. Definimos el operador de diferencia, denotado por V, como V =
1 — B. Entonces,

VX, =1-B)X;=X; — X;_1 .

Aplicando este operador inductivamente,

k
k .
VX, = (1-B)"X, = Z (]) (—1)! X,—_;, para todos lost € Z y k € N.

=0

Finalmente, el operador de diferencia estacional nos permite calcular la
diferencia entre el valor que tomé la serie de tiempo en t — k y t. Es decir, es
una generalizacién del operador previo en la cual se puede obtener la diferencia
entre k periodos en lugar de inicamente 1 periodo. Este operador es 1til pues
nos permite estudiar cémo cambié la serie y, de esta manera, también se podra
estudiar el componente no estacional de algunas series de tiempo.
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Definicién 2.2.10. (Operador de diferencia estacional) Sea {X;}icz
una serie de tiempo. Definimos el operador de diferencia estacional de
d periodos, denotada por Vg, como Vg =1— B Entonces,

VaXi=(1-BHYX, =X, — Xy 4 .

2.3. Descomposicion clasica de una serie de
tiempo

Sea {X;}ier una serie de tiempo, entonces podemos dividir a la serie en
tres componentes.

= Componente de tendencia: Se refiere al comportamiento general de la
serie, de manera que nos representa el promedio de la serie incluyendo
sus periodos de crecimiento y decrecimiento. Se denota por {my}ier y
generalmente es una funcion determinista.

» Componente de estacionariedad: Se refiere a los patrones predecibles que
ocurren regularmente de acuerdo a ciertos ciclos. Por ejemplo, si analiza-
mos el nimero de vuelos realizados en cada mes, notaremos que existen
patrones repetitivos de acuerdo con las temporadas altas y bajas. Es-
te componente se denota como {s;};er v generalmente es una funcién
periddica y determinista.

= Componente de ruido o de aleatoriedad: Se refiere a la variabilidad resi-
dual que presenta la serie, es decir, aquello que no puede ser explicado
por los otros componentes. Este componente se denota como {Y; }er.

Analicemos como se ven dichos componentes de manera grafica.
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Componentes de una serie de tiempo
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En este caso, el componente de tendencia m; es la linea azul y representa el
comportamiento promedio de la serie; el componente de estacionariedad s; es
la linea roja y representa el comportamiento ciclico de la serie; y la linea verde
es el componente de ruido Y; y representa la variabilidad residual de la serie.
Finalmente, la linea negra representa la serie de tiempo original Xj.

De esta manera, ya tenemos la serie de tiempo dividida en sus componentes
basicos: la tendencia {m;}ier, la estacionariedad {s;}ier v el ruido {Y; her. A
continuacion, la serie original se puede representar como una funciéon de tales
componentes, es decir,

X, = f(my, s, Y:), paratodo t € T,

donde f es una funcién especifica en concordancia con las observaciones de la
serie de tiempo. Convencionalmente se consideran dos tipos de modelos.
Modelo aditivo: X; = m; +s; + Y, .
Modelos multiplicativos: X; = m; - s; - Y,
6 Xy =my+s5+Y,
éXt:St (mt—l—Y}) .
Siempre que X; > 0 paratodot € T, un modelo multiplicativo se puede
transformar en un modelo aditivo. En particular, para todo t € T,
X, =In(Xy) = In(my - s¢ - Yz) = In(my) + In(sy) + In(Yy)
=m,+s,+Y/.
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En el caso de que alguna observacién sea menor que cero, se puede sumar una
constante. Por consiguiente, el modelo aditivo generalmente bastara.

2.3.1. Estimaciéon y eliminacién de la tendencia

Un modelo no estacional es aquel cuya estructura estadistica no varia de
manera periddica a lo largo del tiempo, es decir, aquel cuya media, varianza
y autocovarianzas no dependen de ninguna periodicidad fija. En lo que resta
de esta seccion, trabajaremos con un tipo particular de modelo no estacional
descrito mediante los componentes de su descomposicion clasica, al cual nos
referiremos simplemente como el modelo no estacional aditivo.

Definicién 2.3.1. (Modelo no estacional aditivo) El modelo no estacional
aditivo es un modelo aditivo sin el componente de tendencia, es decir, X; =
my + Yy, para todot €T

Para la presente seccién, consideraremos modelos no estacionales con E[Y;] =
0 para todo t € T'. En realidad, este tltimo supuesto no es muy fuerte, pues si
tuviésemos un modelo con E[Y;] = u; # 0, podemos considerar a la serie como
Xy = (my + ) + (Ve — ) = my +Y/, con E[Y/] = 0.

Después de estimar la tendencia, podemos expresar el componente de ruido
como Y; = X; — my para todot € T, de manera que podemos analizar su
comportamiento a partir de los datos de la serie de tiempo original.

Existen diversos métodos para la estimacion de la tendencia y no existe un
método que sea mejor que el resto, sino que la seleccion depende completa-
mente de cada serie de tiempo. A continuacion, presentaremos dos métodos
clasicos y algunas de sus caracteristicas importantes.

Suavizado con filtro de medias maéviles

Definicién 2.3.2. Sea { X }ier una serie de tiempo y sea ¢ € N\{0}. Entonces
la tendencia se puede estimar como

q
my = (2 +1)7" Z Xi—j, para todot € {q,...,t —q}.

Jj=—q

Este estimador se conoce como el promedio movil de orden q.

En esta definicién, para cada tiempo ¢ se esta calculando el promedio desde
¢ puntos antes hasta ¢ puntos después, es decir, se estan realizando promedios
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en ventanas que se van moviendo. Ademds, en este caso observamos que en
la serie se pierden los primeros y ultimos datos, ya que no se pueden hacer
promedios para los extremos.

Caracteristicas:

= La estimacion es buena para funciones monétonas y es muy buena para
funciones lineales.

» Para ¢ — oo, m; es constante y, por lo tanto, la estimacién es mala.

Para ¢ — 0, m; =~ X; y, por lo tanto, la estimacién es mala pues no
aporta informacion al modelo.

= El natural ¢ se suele estimar utilizando minimos cuadrados, es decir,
buscamos ¢ € N\ {0} tal que > (X; — m;)? sea minima.

Suavizado exponencial

Definicién 2.3.3. Sea {X,}ien una serie de tiempo, entonces tenemos varia-
ciones del suavizado exponencial.

a) Simple
Sea a € [0,1], entonces definimos

WO = XO7
W, = aX; + (1 — a)W,_1, para todo t > 1.

Para todo t € T, Wy depende de todos los valores anteriores de la serie,
de manera que se puede expresar recursivamente como

t—1
Wy = a(l—a) Xy + (1—a)" Xy, para todot >0 .
J

Il
o

Finalmente, el estimador para la tendencia serd esta nueva serie Wy, es
decir,
my; = Wy, para todo t € N.

Este estimador se conoce como el estimador por suavizado expo-
nencial.

Caracteristicas:
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e « mide la importancia del presente en la serie, mientras que (1 —«)
mide la importancia del pasado de la serie.

e Sia =0, entonces my = X constante y, por lo tanto, la estimacion
es mala.

Si o = 1, entonces my = X, or lo tanto, la estimacion es mala
7 7 J
pues no aporta informacion al modelo.

e La eleccion de oo también se puede hacer por minimos cuadrados.

b) Brown o doble exponencial
Este suavizado consiste en aplicar el suavizado exponencial simple dos
veces.

Sea a € [0, 1], entonces definimos

WO = X07
W, =aX; + (1 —a)W,_1, para todo t > 1.

Posteriormente, se realiza un suavizado exponencial simple sobre Wy,

W(; - WO — Xo,
W/ =aW,+ (1 — «)W/_,, para todo t > 1.

Finalmente, el estimador para la tendencia serd esta nueva serie W/, es
decir,
my = W), para todo t € N.

Caracteristicas:

e Nucvamente, o se puede obtener mediante el método de minimos
cuadrados.

e Para el sequndo suavizado se puede tomar un valor de a distinto al
primero, sin embargo, resulta usual utilizar el mismo.

e Generalmente, la o del primer suavizado se utiliza en el sequndo,
aunque pueden existir variaciones, como son obtener una « global o
seleccionar una o como el minimo cuadrado del sequndo suavizado.
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e Se puede obtener un muy buen prondstico para tiempos futuros como

Xt-}—k = Q¢ + kbt, con ay = 2 Wt — Wt/

(0]
Yy by = E(Wt - W)).

Esto se realiza para el ultimo tiempo t y funciona para k > 0.

¢) Brown cuadrdtico o triple exponencial
Este suavizado consiste en aplicar el suavizado exponencial simple tres
veces.

Sea a € [0, 1], entonces definimos

WO = X07
W, =aX; + (1 —a)W,_1, para todo t > 1.

Posteriormente, se realiza un suavizado exponencial simple sobre Wy,

W(; - W() - Xo,
W/ =aW,+ (1 — a)W/_,, para todo t > 1.

Para finalizar, se realiza un suavizado exponencial simple sobre W/,

Wi =W, =W, = X,
W/ =aW/+ (1 - )W/, para todo t > 1.
Finalmente, el estimador para la tendencia serd esta nueva serie W', es

decir,
my = W/, para todo t € N.

Caracteristicas:

e Se puede obtener un muy buen prondstico para tiempos futuros como

BN 1
Xk = ay + kb + 5]620,5, con

at:3 Wt—?) Wg_’_Wt”?
[0

2
yct:< a ) (Wy —2 W)+ W/,
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Con estos procedimientos, ya podemos realizar una estimacion de la ten-
dencia en caso de contar con un modelo no estacional aditivo. En caso de
contar con un modelo estacional aditivo descrito mediante los componentes de
su descomposicion clasica, también es posible aplicar estos métodos mediante
una transformacion sencilla de la serie:

Observacion. Sea {X,;}icz una serie de tiempo con componente estacional
de periodo d, es decir, s; = s;.4 para todos los t,t + d € T. Supongamos que
Zle sq = 0 (es decir, el promedio de puntos en un ciclo es cero). Entonces
trabajaremos con la serie

ZtZVd Xt:Xt_thd .
Seant € T'y X; = m; + s; + Y;. La serie se puede expresar como

Zi=VgX;=(1—=BYm+s+Y,
= (my + 5+ Y;) — (My—q + St—q + Yia)
=(my —my_q) + (st — St—a) + (Y; — Yi_a)
=m; +Y/,

donde m; = m; — my_q4 es el componente de tendencia, Y/ = Y; — Y;_4 es el
componente aleatorio y s; — s;_¢q = 0. pues el componente estacional es de
periodo d. Esta serie es no-estacional, de manera que podemos trabajar con
ella utilizando los métodos expuestos previamente.

Aunque existen mas métodos para estimar y eliminar la estacionalidad, tini-
camente se presentara el anterior, ya que existen modelos que estiman los tres
componentes simultaneamente y son més utilizados. A continuacién presenta-
remos uno de dichos modelos.

2.3.2. Modelo de Holt-Winters.

Si tenemos un modelo estacional, podemos realizar estimaciones de los com-
ponentes y predicciones de la serie mediante este desarrollo. En este caso, hay
tres componentes a considerar.

» Nivel (Level): Se refiere al promedio de la serie y se denota por {a; }er.

» Tendencia (Trend): Se refiere a los incrementos o decrementos de la serie
y se denota por {b;}ier.
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» FEstacionalidad: Se refiere a la componente ciclica y se denota por {s; }er-

Estos componentes son semejantes a los que habiamos definido previamente,
con la estacionalidad definida exactamente como antes y la tendencia m; divi-
dida en dos componentes distintos que son el nivel a; y la tendencia b; definida
como incrementos y decrementos.

Definicién 2.3.4. Sea {X;}ien una serie de tiempo, entonces tenemos dos
variaciones del modelo.

» Forma aditiva. Este modelo supone que la componente de estaciona-
riedad afecta de forma aditiva, es decir, X; = my + s; + Y;.

Entonces la estimacion de componentes es la siguiente:
1) Para o« € (0,1),
a; =Xy —si1)+ (1 —a)(ag_1 — bi_1) -

2) Para € (0,1),
by = B(ar — ar—1) + (1 — B)by—1 .

3) Para vy € (0,1),
se =v( Xy —ay) + (1 —7)se1 -
Generalmente se considera ag = by = sg = Xo, aunque también se pueden
utilizar otras opciones como ay = by = sg = 0.
Con esto, se puede realizar el prondstico como
Xt+k’ = ay + kb; + St+(k mod p) -
= Forma multiplicativa. Este modelo supone que la componente de es-
tacionariedad afecta de forma multiplicativa como Xy = s; (my +Yy).

Entonces la estimacion de componentes es la siguiente:

1) Para a € (0,1),

%:a(ﬁi>+u—ax%4—m4y

St—1
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2) Para € (0,1),
by = B(ar — ar—1) + (1 — B)b—1 .

3) Para vy € (0,1),

XO St XQ?AO

Generalmente se considera by = Xg y ag = So = { 1 s Xa—0
0 p—

Con esto, se puede realizar el prondstico como
Xt+k: = (at + l{?bt) St4-(k mod p)-
Nota. El modelo de Holt-Winters sin estacionalidad se obtiene de considerar

el modelo anterior removiendo todas las s;, es decir, sin considerar la tercera
ecuacion y quitando la s;_; de la primera ecuacion.

2.4. Modelos ARMA

Ya que estudiamos el comportamiento de las series de tiempo, presenta-
remos algunos modelos clasicos y muy utilizados. Estos modelos describen el
presente de la serie en funcién de lo que ocurrié en tiempos previos.

Definicién 2.4.1. Una serie de tiempo {€;}ier es un proceso de ruido
blanco si cumple con

1) Es un proceso débilmente estacionario.

2) Su funcion de autocorrelacion (ACF) es
] 0 si h#0
PR=1 si h=0
En ese caso, se denota como W N (e, 0?), donde p. = Ele] y 02 = Varle].

Este tipo de procesos también se conocen como procesos estocdsticos no-
correlacionados.
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Definicién 2.4.2. Una serie de tiempo es un ruido blanco estricto si es
una sucesion de variables aleatorias independientes e idénticamente distribui-
das con varianza finita. En ese caso, se denota como SW N (u.,c?), donde
pe = Eleg] y 02 = Var[e].

Corolario 2.4.1. Si {¢; }er es un SW N (u.,0?), entonces es un WN (e, 02).

€

Demostracion. Sean {€; }ier, e = Eler] v 02 = Var|e].

= Sean s,t € T. Como €, y ¢ son idénticamente distribuidas se tiene que
e = Eles] = Ele], es decir, la funcién de medias es constante.

Sean s,s + h,t,t+heT.

Si h = 0, entonces

Vs.sth = Cov(es, €s1p) = Var(es) = o2

= Var(e) = Cov(e, €r0n) = Versn -

Si h # 0, como son variable independientes se cumple que

Vs.sih = Cov(eg, €spp) = 0= Cov(er, €14n) = Vetrn -
Por lo tanto, {€ }ier es un proceso débilmente estacionario.
m Seant,t+he T.
Si h = 0, directamente de la definicién se tiene que p, = 1.

Si h # 0, se cumple que €, y €., son independientes. Entonces v, =
Cov(e, €i4n) =0y pr, = 0. Por lo tanto,

] 0 si h#0
Ph=31 si h=0

2.4.1. Modelo autorregresivo (AR)

Definicién 2.4.3. Sea p € N U {oco}. Decimos que {X;} ier es un proce-
so autorregresivo de orden p, denotado por AR(p), si para {€ ier un
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W N (e, 02), se tiene que
P
Xt = Z ¢ Xi—i + €.
i=1

FEsta condicion también se puede expresar como
®(B)X; = ¢, donde ®(z) :=1— ¢z — dopx® — - -+ — P,a”

®(B) se conoce como el operador autorregresivo.

Observacién. Un modelo autorregresivo es débilmente estacionario si las raices
de ®(B) deben ser mayores o iguales que 1. Para mds detalles, consultar el
capitulo 3 de Wei (1990) [5].

Ejemplo 2.4.1. Sea {X;}icz un AR(1) débilmente estacionario. Entonces
Xy = 1 X411+ € paratodot € Z'y |¢1] < 1. A continuacién, enunciaremos
las propiedades principales de este proceso.

= Esperanza.
Sea p = E[X;] para cualquier ¢t € Z, lo cual existe pues es un proceso
débilmente estacionario. Entonces,

[he
1—¢’

p=E[Xi] = 0 E[X; 1] + Elet] = dipp+ pe = =

lo cual esta bien definido pues ¢; # 1.

= Varianza.
Sea 02 = Var[X,] para cualquier ¢ € Z, lo cual existe pues es un proceso
débilmente estacionario. Entonces,

0.2

0® =Var(Xy] = ¢iVar[X, 1] + Varle] = ¢jo”° + 07 => 0 = 1—252 :
— o1
lo cual esta bien definido pues |¢;| < 1.

= ACVF y ACF.

[ a? si h=0 1 si h=0
h Sy si h#£0 Y ¢r1pn1 si h#0
El procedimiento para obtener la funcién de autocovarianza puede ser

encontrado en la seccién 3.1 de Wei (1990) [5], mientras que la funcién
de autocorrelacién se obtiene directamente de la definicion.
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= Expresion en términos del ruido blanco.
Sustituyendo recursivamente en la ecuacion,

n—1
Xe =07 Xpon + Z 1 €.
=0
Como |¢1| < 1, entonces ¢7 "= 0y, en el limite, X; = > e ¢ €

2.4.2. Modelo de medias méviles (MA)

Definicién 2.4.4. Sea ¢ € NU {oco}. Decimos que {X;}ier es un proceso
de medias mdviles de orden q, denotado por M A(q), si para {€ }ier un
W N (ue,0?), se tiene que

q
Xt = €t + Z 0] Et—j'
j=1
Esta condicion también se puede expresar como
X, = O(B)e;, donde O(z) :=1+ 012 + 2”4+ - - + 6,21

®(B) se conoce como el operador de medias maviles.

Observaciéon. Este modelo siempre es débilmente estacionario, pues esta ex-
presado en términos del ruido blanco que es débilmente estacionario.

Ejemplo 2.4.2. Sea {X;}1cz un M A(1). Entonces X; = €; + 01¢,_1 para todo
t € Z y es débilmente estacionario. A continuacién, enunciaremos las propie-
dades principales de este proceso.

= Esperanza.
Sea p = E[X;] para cualquier ¢t € Z, lo cual existe pues es un proceso
débilmente estacionario. Entonces,

n = E[Xt] = E[Et] + 91E[et_1] = e + ‘91,LLE = ,U,E(l + 91)

= Varianza.
Sea 02 = Var[X,] para cualquier ¢ € Z, lo cual existe pues es un proceso
débilmente estacionario. Entonces,

o? = Var[X;] = Var[e] + 02Varle,_1] = 0 + 030 = o2(1 + 67).
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= ACVF y ACF.

o?(1+60}) si  h=0 1 si. h=0
=14 026 si h=1 Y pn = Lfﬁlaﬁ si h=1
0 en otro caso 0 en  otro caso

El procedimiento para obtener la funcién de autocovarianza puede ser
encontrado en Nosedal (2019) [8], mientras que la funcién de autocorre-
lacion se obtiene directamente de la definicién.

Notas respecto a los modelos anteriores:

» Para AR(1) débilmente estacionarios, AR(1) = MA(oco0), pues X; =
Do Pl € = ety 2 b & jparal; = ¢1, para todo j € {1,2,3,...}.

= Los modelos no son tnicos, es decir, puede que dos modelos del mismo
tipo sean iguales en distribucion aunque tengan parametros distintos.

2.4.3. Modelo autorregresivo de medias méviles (AR-
MA)

Definicién 2.4.5. Sean p,q € NU{oc}. Decimos que {X; et es un proceso
autorregresivo de medias mdviles (p, q), denotado por ARMA(p,q), si
para {e; }er un WN (ue, 0?), se tiene que

p q
Xy = Z ¢i Xi—i +Z 0; €—; , con Oy = 1.
=1 7=0

Esta condicion también se puede expresar como
®(B)X; = O(B)e;, donde ®(x) :=1— ¢yx — goa® — -+ — g2
y O(z) =1+ 011 + Og2® + - - + 0,2°

A continuacién, veremos ciertas definiciones que nos brindaran informacién
adicional respecto a los modelos anteriores.

Definicién 2.4.6. Un proceso estocdstico { X et es un proceso causal si

X = Z Yi€i_i, para todot € T,

=0
donde {€}ter es un proceso de ruido blanco y {1;}32, es una sucesion de
constantes reales absolutamente sumables, es decir, >~ 1] < co.
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Teorema 2.4.1. Sea {X;}ier un proceso ARMA(p, q) tal que los polinomios
O(x) y O(x) no tienen raices en comin. Entonces el proceso es causal si y solo
si ®(x) tiene todas sus raices fuera del circulo unitario.

La demostracién de esta propiedad puede ser encontrada en el apéndice B.2
de Shumway y Stoffer (2006) [9).

Proposicién 2.4.1. Sea {X;}ier un proceso ARM A(p, q) causal con p. =0,
entonces su funcion de autocovarianzas es

on = Zfio % wi—l-h
2ico Vi

Demostracion. Sea {X;}ier como en las hipétesis, entonces para todo t € T,

Z %Et—z’] = Z ViEle_;] =0
=0 i=0

Z %’Q—z’] = i Vi Var(e,. ]
i=0 i=0

=o? E Y7 < oo, pues son absolutamente sumables.
i=0

Ahora, sean h > 0 y t,t + h € T, entonces

E[X, =E

y Var[X,| = Var

o o0 o (o]
Yh = E[Xt Xt—i—h] =K Z Vi€ Z ¢j€t+h—j =K %%’Et—iﬁmh—j
i=0 j=0 i=0 j=0
o0 o
—E > ¢i¢i+h6§—i] =02 bithign.
i=0 i=0
Finalmente, p, = % y con ello se obtiene la expresién deseada. O

A continuacién, presentaremos una definiciéon que nos ayudara a identificar
los pardmetros de un proceso ARMA.

Definicién 2.4.7. Sea {X,}ier una serie de tiempo. Definimos su funcion
de autocorrelacion parcial (PACF) como

P11 = Corr(X1, Xo) = p1,

éOnp = Corr( Xy, — X;Z‘l,Xo — Xé”_l) para h > 2,
donde
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. X,i‘_l = 51 Xn_1+062Xn o+ -+ Pr_1X1 con los coeficientes (31, Ba, . . .
obtenidos de una regresion lineal entre X, y {X1, Xo, ..

n Xg_l = a1 Xp_1tas Xy ot - -Fap_1 X1 con los coeficientes a, s, . . .
obtenidos de una regresion lineal entre Xo y {X1, Xo, ..

Notas:

: 7Xh—1}‘

 Xpot )

48

75h—1

y Ap—1

= La idea de tomar a (X, — X' !) y (Xo — X'™!) es quitar la correlacion

lineal con el vector (Xi, X, ..

Xn).

= Por estacionariedad, el PACF es la correlacién entre X; y X,;_;, remo-

viendo la dependencia lineal a (X7, Xo, ..

L Xn1).

» Existen métodos numéricos para calcular esta funcién, sin embargo, no se
presentaran pues se puede obtener utilizando lenguajes de programacion
que tengan dicha funciéon implementada.

Finalmente, el criterio de seleccién de modelos de una serie de tiempo ARMA
se resume en la tabla presentada a continuacién.

Tabla 2.1: Comportamiento de la ACF y PACF para un ARMA causal.

AR(p) MA(q) ARMA(p, q)
ACF | Decrece asintético Se corta Decrece asintético
a Cero. después de q. a Cero.
PACF Se corta Decrece asintético | Decrece asintético
después de p. a Ccero. a Cero.

2.5.

Procesos GARCH

En la seccion previa analizamos cierto tipo de modelos lineales, sin em-
bargo, no todas las series de tiempo presentan un comportamiento lineal. A
continuacion, se presentaran ciertos tipos de modelos no lineales con varianza
no constante a lo largo del tiempo. Previo a ello, se explicaran los hechos es-
tilizados de las series de tiempo financieras, ya que muchas series de este tipo
pueden ser descritas bajo dicho modelo.
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2.5.1. Hechos estilizados

Los hechos estilizados de una serie de tiempo financiera son un conjunto
de observaciones empiricas e inferencias sobre estas observaciones que parecen
aplicar a la mayoria de series de tiempo diarias de cambios en factores de riesgo,
como pueden ser los tipos de cambio y los log-retornos de indices. En muchas
ocasiones, estos hechos se mantienen en series de tiempo con temporalidades
distintas, aunque no siempre sucede. Una versién de estos hechos enunciada
por McNeil et al. (2005) [10] es la siguiente:

a) A pesar de que las series de retornos muestran una baja correlacion serial,
no son independientes ni idénticamente distribuidas.

b) Las series de valores absolutos o cuadrados de los retornos muestran una
alta correlacién serial.

La esperanza condicional de los retornos es cercana a cero.

)

d) La volatilidad parece variar a lo largo del tiempo.
) Las series de retornos son leptoctrticas o de colas pesadas.
)

Los valores extremos de las series de retornos se presentan en agrupacio-
nes.

2.5.2. Proceso Autorregresivo de Heterocedasticidad Con-
dicional (ARCH)

Definicién 2.5.1. Sean p € NU{oo} y {Z;}rer un SWN(0,1). Decimos que
{Xi}ier es un proceso autorregresivo de heterocedasticidad condicio-
nal de pardmetro p, denotado por ARCH (p), si se cumple que

1) Es un proceso débilmente estacionario.
2) Para algin proceso {o}ier, ag >0 y oy > 0 para cada i € {1,...,p},

Xe=o0 2y Yy

p
2 2
o, =ap+ g o X[,

=1

Propiedades:
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» El proceso {o;}ier es predecible con F; la informacién de X, es decir,

Fi=0{Xs:s <t}
» EIX, | i) = 0E[Z] = 0.
» Var(X, | Fioi] = o2Var|Z,] = o2
» {X;}ier es débilmente estacionario siy solosi Y b, a; < 1.

La demostraciéon de esta propiedad puede ser encontrada en el capitulo
titulado “Stationarity, Mixing, Distributional Properties and Moments
of GARCH (p,q)-Processes” de Andersen et al. (2009) [11].

Ejemplo 2.5.1. Un proceso ARC'H(1) se ve como

2 2
Xy =0 2y con o;f =09+ a1 X7 4.

2.5.3. Proceso Autorregresivo Generalizado de Hetero-
cedasticidad Condicional (GARCH)

Definicién 2.5.2. Sean p,q € NU{oo} y {Z;i}ter un SWN(0,1). Decimos que
{X:}ier es un proceso autorregresivo generalizado de heterocedasti-
cidad condicional de pardmetros p,q, denotado por GARCH (p,q), si se
cumple que

1) Es un proceso débilmente estacionario.

2) Para algin proceso {o}ier, g > 0, a; > 0 para cada i € {1,...,p} y
B; >0 para cada j € {1,...,q},

Xi=o0t 2y y

p q
2 E : 2 E : 2
O't = + a; Xt—i + ﬁjUt_j .
i=1 j=1

Propiedades:

» El proceso {o;}ier es predecible con F; la informacién de Xy, es decir,
Fi=0{Xs:s <t}

L] ]E[Xt ‘ E,l] = O't]E[Zt} = O

» Var|X, | Fioi1] = o?Var|Z,] = o?.
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= {Xi}ier es débilmente estacionario si y solosi 327 | oy +3 7, £ < 1.

La demostracién de esta propiedad puede ser encontrada en el capitulo
titulado “Stationarity, Mixing, Distributional Properties and Moments
of GARCH (p,q)—Processes” de Andersen et al. (2009) [11].

Ejemplo 2.5.2. Un proceso GARCH(1,1) se ve como

2 2 2
Xi=0,2Z con o] =ap+ o X; 1+ [ioj_, .

2.5.4. Simulacion de series de tiempo GARCH

En esta subseccion se realizaran simulaciones de distintos procesos GARCH(1,1)

en R. A continuacién, se definen dos funciones:

# install.packages(” fGarch”)
library (7 fGarch”)

# Funcién auxiliar para generar simulaciones de un SWN:

| simAleatoria <— function(1l, n){

Esta funcién auxiliar verifica las condiciones basicas y de
formato que debe cumplir la especificacién de distribucién
del ruido blanco, denotada por 1. En caso de que se cumplan
dichas condiciones, regresa una simulaciéon de n elementos
pertenecientes a dicha distribucién. En su defecto, imprime
los mensajes de error correspondientes y regresa FALSE.

FHFIFFHFHFH®

sim <— FALSE

if (is.list (1) == FALSE){
cat ("ERROR \nLa primera entrada del input debe ser una lista.”

)
} oelse{
if (1[[1]] == "norm” & length(l) = 1){
sim <— rnorm(n, 0, 1)
} elseq
if (1[[1]] = 7tstudent” & length(1l) = 2){

if (is.numeric(1[[2]]) & 1[[2]] > 2){
sim <— rstd(n, 0, 1, nu = 1[[2]])

} else{
if (1[[1]] = 7sged” & length(l) = 3){
i (is.numeric( c(L[[2]], 1[[3]]) )){
sim <- rsged(n, 0, 1, nu = 1[[2]], xi = 1[[2]]) }
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}
}

if (sum(sim) = FALSE){

cat ("ERROR \nIntroducir la distribucién bajo el siguiente
formato:

\nDistribucién normal: list (’’norm’’)

\nDistribucién t de Student normalizada: list (’’tstudent’’,
nu), con nu > 2 los grados de libertad.

\nDistribucién de Error Generalizada Sesgada: list (’’sged’’,
nu, xi), con nu el pardmetro numérico de forma y xi el
pardmetro numérico de asimetria.”)

}

}
return (sim)

}

# Funcién principal para generar simulaciones de un GARCH(1,1):

simulacionGarch <— function (alphaO, alphal, betal, n, distr, x0,
s0){
# Esta funcién simula una realizacidén de n pasos de una serie de
# tiempo GARCH(1,1) con pardmetros alpha0, alphal y betal,
# utilizando un ruido blanco estricto con distribucién distr
# y con los valores iniciales X0=x0 y o00=s0.

if (alphal + betal >= 1){
cat ("ERROR \nLa suma de los pardmetros al y 1 debe ser menor
que 1.7)
} else{
if (alpha0 <= 0 || alphal < 0 || betal < 0){
cat ("ERROR \nEl pardmetro o0 debe ser positivo, al debe ser
no negativo y f1 debe ser no negativo.”)
} oelseq
# Ya que se verificaron las condiciones basicas de los paréa
metros, se realiza la simulacion.
ruido <— simAleatoria(distr, n)
if (sum(ruido)){
s <— s0
X <— ¢(x0)
for(i in 1:n){
s2 <— alpha0 + (alphal x tail(X,1)"2) 4+ (betal * s72)
s <— sqrt(s2)
X <— append (X, s x ruido[i])
}

X <— X[2:(n+1)] # Quitamos el primer punto.
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return (X)

}
}
}
}

En el cédigo previo, simAleatoria es una funcién auxiliar que comprueba que
la especificacion de distribucion ingresada sea correcta y, en caso de que lo
sea, regresa una simulacién de n elementos de dicha distribucion. La segunda
funcién simulacionGarch realiza una simulacién de un proceso GARCH(1,1)
con los parametros especificados.

A continuacién, utilizaremos la funcion simulacionGarch para simular dis-
tintos procesos GARCH(1,1).

Variando ay.

Para comenzar, consideraremos un ruido normal con distintos valores del
parametro ag. En este caso, simularemos las siguientes series de tiempo:

« NI, =0, Z con 0> =1+03N12, 40502, y Z, ~ N(0,1).
» N2, =0, Z; con 0 =50+0.3 N2?,+0.502, y Z ~ N(0,1).
» N3, =0y Z; con 0?=100+0.3 N3? ,+0.502, y Z; ~ N(0,1).

Para ello utilizaremos el siguiente cédigo:

#install .packages(” ggplot2”)
#install . packages (” gridExtra”)
library (" ggplot2”)
library (” gridExtra”)

# Simulaciones normales con distintos parametros
n <— 2000
t <— 1l:n

# Distintos valores de alpha0

N1 <— simulacionGarch (1, 0.3, 0.5, n, list(”norm”), 1, 0.5)
N1 <— data.frame(t, N1)

plotN1 < ggplot(data = N1, aes(x = t, y = N1)) +

geom_line (color = ’deeppinkd’, linewidth = .5)

labs(x = 7"t7, y = "Xt”,
title = 7 Simulacién de un GARCH(1,1) con ruido normal”,
subtitle = ?"Pardmetros a0=1, a1=0.3 y 51=0.5") +

theme _minimal ()
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N2 <— simulacionGarch (50, 0.3, 0.5, n, list("norm”), 1, 0.5)
N2 <— data.frame(t, N2)
plotN2 <— ggplot (data = N2, aes(x = t, y = N2)) +
geom_line (color = ’deeppinkd’, linewidth = .5)+
labs(x = "t7, y = "Xt”,
title = ”Simulacién de un GARCH(1,1) con ruido normal”,
subtitle = ?Pardmetros a0=50, a1=0.3 y $1=0.5") +

theme _minimal ()

N3 <~ simulacionGarch (100, 0.3, 0.5, n, list("norm”), 1, 0.5)
N3 <— data.frame(t, N3)
plotN3 <— ggplot (data = N3, aes(x = t, y = N3)) +

geom_line (color = ’"deeppink4’, linewidth = .5)+
labs(x — 77t77 , y — '/?Xt?’ ,
title = ”Simulacién de un GARCH(1,1) con ruido normal”,

subtitle = "Pardmetros «0=100, «1=0.3 y 1=0.5") +
theme _minimal ()

varianzas <— c(var(N1[2]) ,var(N2[2]) ,var(N3[2]))
grid . arrange (plotN1, plotN2, plotN3, ncol=1)

Con lo cual se obtuvo el vector de varianzas (4.741923, 226.234819, 436.508146)
y la grafica:
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Podemos observar que mientras mayor es el valor del parametro «q, la serie
tiene una mayor variacién, lo cual también es notorio en las varianzas numéri-
cas obtenidas de cada serie. Esto tiene sentido analiticamente pues «q se suma
a o; en cada paso. En realidad, al cambiar los valores de «ay, las simulaciones
se ven muy semejantes en distribucién, tinicamente con un cambio de escala.
Esto tiene sentido pues este parametro se pude interpretar como una especie
de varianza minima en la definicién de la varianza de la serie.

Variando oy y f.

Posteriormente, consideraremos un ruido normal con distintos valores de los
pardmetros oy y (1. En este caso, simularemos las siguientes series de tiempo:

» N4y =0y Z; con o} =1+0.1 N4? , +04502, y Z; ~ N(0,1).
» N5, =0 Z; con o =1+0.45 N5? | +0.4502, y Z; ~ N(0,1).
» N6, =0y Z; con 0?2 =1+045 N62 ,+0.162, y Z ~ N(0,1).

Para ello utilizaremos el siguiente cédigo:

# Distintos valores de alphal y betal
N4 <— simulacionGarch (1, 0.1, 0.45, n, list(”norm”), 1, 0.5)

3|N4 <— data.frame(t, N4)

plotN4 <— ggplot (data = N4, aes(x = t, y = N4)) +

geom_line (color = ’chartreuse4’, linewidth = .5)+

labs(x = "t7, y = "Xt”,
title = 7 Simulacién de un GARCH(1,1) con ruido normal”
subtitle = "Pardmetros a0=1, al=0.1 y 1=0.45") +

theme _minimal ()+
ylim(—15, 15)

2|N5 <— simulacionGarch (1, 0.45, 0.45, n, list ("norm”), 1, 0.5)
3|N5 <— data.frame(t, N5)

plotN5 <— ggplot (data = N5, aes(x = t, y = N5)) +

geom_line (color = ’chartreuse4’, linewidth = .5)+

labs (x = "t7, y = "Xt”,
title = 7 Simulacién de un GARCH(1,1) con ruido normal”
subtitle = "Pardmetros a0=1, al=0.45 y 1=0.45") +

theme _minimal ()+
ylim(—15, 15)

2|N6 <— simulacionGarch (1, 0.45, 0.1, n, list ("norm”), 1, 0.5)
3| N6 <— data.frame(t, N6)

plotN6 <— ggplot (data = N6, aes(x = t, y = N6)) +
.5

geom_line (color = ’chartreuse4’, linewidth = .5)+
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labs(x = "t7, y = "Xt”,
title = 7 Simulacién de un GARCH(1,1) con ruido normal”
subtitle = ?Pardmetros a0=1, a1=0.45 y $1=0.1") +
theme _minimal ()+
ylim(—15, 15)

varianzas <— c(var(N4[2]) ,var(N5[2]) ,var(N6[2]))
grid.arrange (plotN4, plotN5, plotN6, ncol=1)

Con lo cual se obtuvo el vector de varianzas (2.375247,8.017753,2.147776) y
la grafica:

Simulacién de un GARCH(1,1) con ruido normal
Parametros a0=1, al=0.1y 31=0.45
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Podemos observar que mientras mayores sean los valores de «y y (1, la serie
tiene una mayor variacién, lo cual también es notorio en las varianzas numéri-
cas obtenidas de cada serie. Esto tiene sentido analiticamente pues a1 y i
multiplican a valores positivos y se suman a o2 en cada paso. En este caso,
a diferencia del previo, al variar o y (31 las simulaciones no parecen tener la
misma distribucion.

Variando la distribuciéon del ruido blanco estricto.

Finalmente, utilizando valores fijos de todos los parametros, considerare-
mos ruidos con distintas distribuciones. Ademas, graficaremos tanto la serie
de tiempo simulada X;, como un histograma de los datos. En este caso, simu-
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laremos las siguientes series de tiempo:
L] Xlt = O0¢ Zt con Ut2 =2+0.3 X1371+0‘50-t271 Yy Zt NN(O,l)

» X2, =0y Z; con 02 =2+0.3 X2? | +0.502, y Z; con distribucién
t de Student estandarizada con 5 grados de libertad.

» X3, =0;Z; con 02 =2+0.3 X3? ,+0.502, y Z con distribucién
de Error Generalizada Sesgada (SGED)D con parametro de forma 2 y
parametro de asimetria 1.5.

Para ello utilizaremos el siguiente cédigo:

# Simulaciones con distintas distribuciones

n <— 5000
t <— 1:n

X1 <~ simulacionGarch (2, 0.3, 0.5, n, list("norm”), 1, 0.5)
X1 <— data.frame(t, X1)
plotX1 <— ggplot (data = X1, aes(x = t, y = X1)) +

geom _line (color = ’cyand’, linewidth = .5)+
labS(X — 77t”7 y — 77Xt77’
title = ”Simulacién de un GARCH(1,1) con ruido normal”,

subtitle = ?"Pardmetros a0=2, «1=0.3 y $1=0.5") +

theme _minimal ()+

ylim (—20, 20)

plotX1h <— ggplot(data = X1, aes(x = X1)) +
geom_histogram (color = ’cyand’, fill = ’cyan3’, linewidth = 0.5)
_l’_

labs(x = "Xt”, y = "Frecuencia”
title = ”Simulacién de un GARCH(1,1) con ruido normal”,
subtitle = "Pardmetros a0=2, «1=0.3 y 1=0.5") +

theme _minimal ()

X2 <~ simulacionGarch (2, 0.3, 0.5, n, list(”tstudent” ,5), 1, 0.5)
X2 <~ data.frame(t, X2)
plotX2 <— ggplot(data = X2, aes(x = t, y = X2)) +

geom_line (color = ’corald’, linewidth = .5)+

labs(x = "t7, y = "Xt”,
title = ”?Simulacién de un GARCH(1,1) con ruido t de Student
subtitle = "Pardmetros a0=2, «1=0.3 y 1=0.5") +

theme _minimal ()+
ylim (20, 20)
plotX2h <— ggplot (data = X2, aes(x = X2)) +

IConsultar el Apéndice [A| para detalles acerca de esta distribucién.
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geom_histogram (color = ’corald4’, fill = ’coral3’, linewidth =
0.5)+
labs(x = "Xt”, y = "Frecuencia”,
title = ”?Simulacién de un GARCH(1,1) con ruido t de Student

subtitle = "Pardmetros a0=2, «l=0.3 y 1=0.5") +
theme _minimal ()

X3 < simulacionGarch (2, 0.3, 0.5, n, list(”sged” ,2,1.5), 1, 0.5)
X3 < data.frame(t, X3)

plotX3 < ggplot(data = X3, aes(x = t, y = X3)) +
geom_line (color = ’darkgoldenrod3’, linewidth = .5)+
labs(x = "t7, y = "Xt”,
title = 7 Simulacién de un GARCH(1,1) con ruido SGED” ,
subtitle = ?"Pardmetros a0=2, «1=0.3 y $1=0.5") +
theme _minimal ()+
ylim (—20, 20)
plotX3h < ggplot(data = X3, aes(x = X3)) +
geom_histogram (color = ’'darkgoldenrod3’, fill = ’darkgoldenrodl’
, linewidth = 0.5)+
labs(x = "Xt”, y = "Frecuencia”
title = ”Simulacién de un GARCH(1,1) con ruido SGED”,

subtitle = "Pardmetros a0=2, «l=0.3 y 1=0.5") +
theme _minimal ()

varianzas <— c(var(X1[2]) ,var(X2[2]) ,var(X3[2]))
grid . arrange (plotX1, plotX1h, plotX2, plotX2h,
plotX3, plotX3h, ncol=2)

Con lo cual se obtuvo el vector de varianzas (10.105654,9.681584, 11.037851)
y la gréfica:
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Podemos observar que las tres series no presentan diferencias significativas en
la varianza, lo cual tiene sentido ya que los pardametros ag, oy y 7 de la serie
GARCH utilizados son los mismos en todos los casos, mientras que el ruido
blanco tiene la misma media y varianza. Por otro lado, en los histogramas se
pueden percibir més claramente las distintas tendencias de los datos:

= En la grafica con ruido normal, los datos presentan una tendencia simétri-
ca con respecto a la media cero. Es semejante a un histograma normal,

aunque con colas mas pesadas.

= En la gréafica con ruido t de Student, los datos presentan una tendencia
de leptocurtosis, es decir, colas pesadas y concentracién en el centro.

= En la gréafica con ruido SGED, los datos se encuentran cargados hacia la
derecha, de manera que la moda y mediana no coinciden.
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2.6. Estimacién de parametros

Ya que se desarrollaron los modelos tedricos, es necesario relacionarlos con
los datos muestrales que se tengan de algun fenémeno. Para ello, el objetivo
serd asociarlos con cierta distribucion de probabilidad conocida que cuenta con
parametros especificos, de manera que se puedan realizar predicciones median-
te dicho modelo. Cualquier funcién de una muestra aleatoria cuyo objetivo es
aproximar un parametro se denomina estimador.

2.6.1. Meétodos de estimacion

Para comenzar, se presentaran los métodos de estimaciéon puntual, los
cuales se refieren a hallar una aproximacion numérica puntual de los parame-
tros con base en los datos que se tienen de la muestra. Para este fin, se utilizan
principalmente dos procedimientos.

Método de maxima verosimilitud

Definicién 2.6.1. Sea wy, wy, . .., w, una muestra aleatoria de fy (w;6), don-
de 0 es el pardmetro desconocido (también puede ser un vector de pardmetros).

La funcion de verosimilitud, denotada por L(0), se define como el producto
de la funcion fy (w;0) evaluada en los n datos muestrales, es decir,

n

£O) =] fw(w::0).

i=1

Si E(g) > L(0) para todos los posibles valores de 8, entonces 0 se denomina
como el estimador de mdxima verosimilitud (MLE) para 0. La idea de
esta definicion es hallar el valor del pardametro que maximiza la probabilidad
de obtener la muestra aleatoria observada.

Para obtener este estimador, basta con obtener el maximo de la funcién
L(0) mediante los métodos de cédlculo usuales. Un método comin consiste en
obtener el maximo del logaritmo natural de £(f), ya que preserva el maximo
y puede simplificar los cédlculos.

Método de momentos

Sea wy, we, . . ., w, una muestra aleatoria de fy (w; 01,0z, ...,60x). El méto-
do de momentos propone los estimadores 01, 60,, ..., 60, como las soluciones
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del siguiente sistema de k ecuaciones

/ w fw(w; 61,09, ...,0k)dw =E[W/] = 52 w!, para todo j € {1,...,k}.
- i=1

o0

Ya que se cuenta con una propuesta de estimadores, es necesario considerar
qué tan adecuados resultan para describir a la muestra aleatoria. Para ello,
se puede considerar su variabilidad mediante los intervalos de confianza,
los cuales se refieren a rangos de niimeros que tienen cierta probabilidad dada
100(1 — «) % de contener al parametro, donde « generalmente toma valores
pequenos como son 0.1, 0.05 o 0.01.

Para obtener intervalos de confianza y estimaciones adecuadas, es necesario
considerar el tamano de la muestra, ya que una muestra muy pequena
aporta menos informacion, mientras que una muestra muy grande resulta mas
dificil de obtener practicamente.

2.6.2. Propiedades de los estimadores

Otra manera de evaluar qué tan adecuados son los estimadores es mediante
sus propiedades.

Insesgadez.

Definiciéon 2.6.2. Sea Wy, Wy, ..., W, una muestra aleatoria de fy (w;0).
Un estimador 0 = h(Wy,Ws, ..., W,) se denomina insesgado para 0 si
E[ 0 ] =0 para todo 6.

Eficiencia.

Definicién 2.6.3. Sean 51/3/ 52 dos estimadores insesgados para el pardmetro
0. Si se cumple que Var(6h) < Var(by) entonces decimos que 6, es mds

eficiente que 0. Ademds, la eficiencia relativa de 61 con respecto a 0y estd

VCL?‘(QQ)
dada por Var@) "

Asi, también podemos comparar qué estimador es mejor en caso de que
tengamos mas de una propuesta.

Adicionalmente, es razonable buscar al estimador insesgado mas eficiente,
para lo cual se utiliza un resultado conocido como la Cota de Cramér-Rao, la
cual representa la varianza minima que un estimador insesgado puede tener.
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De esta manera, si la varianza de cierto estimador insesgado coincide con la
cota, podemos afirmar que es el estimador mas eficiente. Este resultado se
puede consultar en Larsen y Marx (2001) [7].

Suficiencia.

Definicién 2.6.4. Sea Wi, Wy, ..., W, una muestra aleatoria de fy (w;0).
Un estimador 0 = h(Wy, Wy, ..., W,) se denomina suficiente para 0 si para

todo 0, la funcion de distribucion condicional de Wi, Ws, ..., W, dado 6 no
depende de 0.

Para probar la suficiencia, es comuin utilizar el Teorema de Fisher-
Neyman, el cual se puede consultar en Larsen y Marx (2001) [7].

Consistencia.

Definicién 2.6.5. Un estimador é\n = h(Wy, Wy, ..., W,) se denomina con-
sistente para 0 si converge en probabilidad a 0,es decir,

limP[|§n—9\<5} =1 para todo € > 0 .

n—oo

En el capitulo 5 de Larsen y Marx (2001) [7] se pueden consultar la cons-
truccion, mas propiedades y ejemplos de las definiciones contenidas en esta
seccion.



Capitulo 3

Modelos markovianos

En general, un modelo markoviano de cambio de régimen se construye com-
binando dos o mas modelos dinamicos por medio de un switch markoviano. En
el presente capitulo, se describiran dos modelos de series de tiempo con switch
markoviano. Para comenzar, se describira el modelo autorregresivo con cambio
de régimen markoviano, considerando el modelo bésico, algunas extensiones y
dos métodos para su estimacién estadistica. Posteriormente, se describird y
simulara un modelo GARCH con switch markoviano.

El contenido de este capitulo estd basado en las ideas de Kuan (2002) |12];
y Ardia et al. (2019) [13].

3.1. Modelo autorregresivo de media condi-
cional

Para comenzar, se explicara detalladamente el modelo autorregresivo mar-
koviano con cambio de régimen en la media presentado por Kuan (2002) |12].

En todo el desarrollo de este modelo, asumiremos que los datos son consis-
tentes con una serie de tiempo no-estacional. En caso de que este supuesto no
se cumpla, si d es el periodo de la serie bastara con aplicarle el operador de
diferencia estacional de d periodos, tal como se explico en el capitulo anterior.

63
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3.1.1. Modelo basico

El modelo més sencillo presentado es un AR(1) con cambio de régimen
markoviano definido como a continuacién.

Definicién 3.1.1. (Modelo de switch markoviano para un AR(1))
Sea {Si}ier una sucesion de variables aleatorias con soporte {0,1}, las cuales
se conocerdn como variables de estado. Entonces definimos a la serie de
tiempo {Z }rer como

Zy =g+ a1Sy + BZi_1 + €, para todot € T,

donde g, a1, 8 € R, || <1 y {e:}hrer es una sucesion de variables aleatorias
independientes e idénticamente distribuidas con media 0 y varianza 2.

Observacién. En este modelo las caracteristicas aleatorias de ¢; y la variable
de estado S; determinan el valor de la variable Z;, la cual tiene dos estructuras
distintas dependiendo del valor de S; en cada punto del tiempo:

= SiS; =0, la serie de tiempo toma el valor Z; = ag + 57,1 + €.

Sea u = E[Z;] para todo ! € T, entonces se puede calcular el primer
momento como

p=E[Z] =Elag + Z;-1 + &) = E[g] + E[BZ;_1] + Eley]
= + BE[Zt—l] + 0 = + ﬁu

Entonces p = la_—oﬁ, siempre que 3 # 1. Es decir, cuando S; = 0 este es
un proceso AR(1) con media 101_05'
= Si S; =1, la serie de tiempo toma el valor 7, = ag + a1 + 82,1 + €.

Sea u = E[Z;] para todo ! € T, entonces se puede calcular el primer
momento como

p=E[Z] =Elag + ao + 2,1 + &) = Elag + o] + E[BZ, 1] + Ele,]
= o+ oq +BE[Z75_1] + 0= oo + Qg +/8[L.
2ota giempre que 3 # 1. Es decir, cuando S, = 1 este es

1-8
un proceso AR(1) con media ai)%gl.

Entonces p =

Asi, siempre que ay # 0, la serie de tiempo alterna entre un proceso AR(1)

con media ﬁ—oﬁy un proceso AR(1) con media O‘f%gl. Esto se conoce como un
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cambio de régimen, ya que permite dos estructuras distintas que dependen del
valor que tome la variable de estado S;.

La variable de estado puede definirse de diversas maneras, a continuacién
se expondran cuatro propuestas posibles.
Modelo con un tinico cambio estructural.

Es el modelo resultante de la definicién 3.1.1 con la sucesion de variables
aleatorias independientes e idénticamente distribuidas {S;};er dadas por

0 st tSto ,
St—{l si >t , para algin to € T.

En este caso, el modelo presenta tinicamente un cambio de régimen después
del tiempo .

Ventajas:

= La definicién es sencilla de analizar y directa.

Desventajas:

= El modelo es muy restrictivo debido a que tinicamente permite un cambio
estructural.

= Aunque el modelo se puede extender directamente para permitir mas
cambios en el tiempo, la estimacion estadistica se complica.

= El cambio de régimen depende tinicamente del tiempo, el cual es externo
al modelo. De esta manera, depende tinicamente de una variable que no
se ve influida por el modelo y no es posible definir el cambio utilizando
la informacion relativa a lo que ya ocurrié en tiempos previos.

Modelo de cambio aleatorio de Quandt.

Es el modelo resultante de la definicién 3.1.1 con la sucesion {S; }ier com-
puesta por variables aleatorias Bernulli independientes, es decir,

st r=1
faw)={ 7, 52y en pe@)

En este caso, el modelo puede presentar multiples cambios de régimen en el
tiempo dependiendo del valor de p.
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Ventajas:
= El modelo permite multiples cambios.
Desventajas:

= El cambio de régimen depende tnicamente de una variable externa al
modelo. La realizacién de cada S; es independiente al pasado y al futuro,
de manera que el proceso Z; puede alternar entre distintos estados muy
frecuentemente.

= Debido a que las variables de estado son independientes, puede que no
sean aplicables a los datos de una serie de tiempo.

Modelo de umbral.

Es el modelo resultante de la definicion 3.1.1 con la sucesién de variables
aleatorias {S; };er dadas por

1 st <c
St:ﬂ{AtQ}:{O st A >c

para alguna sucesion de variables aleatorias {\; }er.

En este caso, el modelo presenta cambios de régimen dependientes de si el
valor de \; de cada tiempo es mayor que el valor de umbral ¢ € R. Es comtun
escoger una variable aleatoria desfasada, es decir, \; = Z;_4.

Ventajas:
= El modelo permite miltiples cambios.

= Las variables de estado pueden depender del modelo en lugar de ser
externas.

Desventajas:

= Escoger variables aleatorias \; y el valor de umbral ¢ para este modelo
generalmente es complicado.

Aunque todas estos modelos pueden ser ttiles para describir diferentes con-
juntos de datos con diversas ventajas y desventajas, para fines de este escrito
nos limitaremos al modelo de switch markoviano definido como sigue.
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Modelo de switch markoviano.

Definicién 3.1.2. (Modelo de switch markoviano) Es el modelo resul-
tante de la definicion 8.1.1 con la sucesion {S; her definida como una cadena
de Markov discreta con espacio de estados e = {0, 1} y matriz de probabilidades
de transicion P, la cual se puede expresar como

P = <p00 pm) _ (P[St =0|S_1=0] PS;=1]85= 0])
Po Pu PS,=0]|S_1=1 PS,=1]|S_,=1])"

donde para todos los 1,j € €, p;; representa la probabilidad de transicion del
estado i al estado j, es decir, la probabilidad de que S; = j dado que ya ocurrio
que Sy_1 = 1.

En este caso, el cambio esta dado por una cadena de Markov de dos es-
tados, de manera que depende tnicamente de lo que sucedid en el tiempo
inmediatamente anterior. Asi, el modelo presenta cambios de régimen en el
tiempo frecuentes y aleatorios, cuya persistencia depende de los valores de las
probabilidades de transicion.

Ventajas:

= El modelo es sencillo de implementar, pues la clasificacién de régimen es
probabilistica y queda determinada por los datos.

Desventajas:

= Este modelo no es tan facil de interpretar, ya que las variables de estado
no son observables.

Observacién. Dado que poo + po1 = 1 ¥ pio + p11 = 1, la matriz inicamente
tiene dos parametros libres, de manera que se puede expresar como

Poo 1 — poo
P= , CON Poo, € |0,1].
(1 —Pn P11 ) poo; P11 € [0, 1

3.1.2. Extensiones del modelo

El modelo de switch markoviano presentado anteriormente se puede exten-
der para permitir una mayor variedad de estructuras dindamicas. A continua-
cién, presentaremos brevemente cuatro posibles extensiones del modelo.

Definicién 3.1.3. (Modelo de switch markoviano para un AR(p))
Sea {S;}ier una cadena de Markov discreta con espacio de estados € = {0, 1}
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y matriz de probabilidades de transicion P. Entonces definimos a la serie de
tiempo {Z; }rer como

P
Zy = ag + oSy + Z BrZi—k + €
k=1
=ao+ oS+ 121+ -+ BpZi—p + €, para todot €T,

donde ag, a1 € R, B € R para cada k € {1,...,p} y {e}er €s una sucesion
de variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas con media
0 y varianza o>.

En lo que resta de esta subseccion, nos limitaremos al estudio de esta ex-
tension del modelo, con el objetivo de permitir una estructura mas compleja
que un AR(1).

Definicién 3.1.4. (Modelo de switch markoviano para un AR (p) con
m regimenes) Sea {S;}ier una cadena de Markov discreta con espacio de es-
tados ¢ de cardinalidad m y matriz de probabilidades de transicion P. Entonces
definimos a la serie de tiempo {Z;}ier como

P
Zy = ap+ 1S, + Z BrZi—r + €,
k=1

donde ap, a1 € R, B € R para cada k € {1,...,p} y {€ }er es una sucesion
de variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas con media
0 y varianza o?

€

Este modelo es muy semejante al previo, con la diferencia de que la cadena
puede tener un espacio de estados distinto a {0, 1}, de manera que la serie de
tiempo {Z,; }1er puede alternar entre m regimenes distintos (cada uno con su
respectiva media). En este caso, la matriz de probabilidades de transicién P
es una matriz m-dimensional y cuenta con una mayor cantidad de pardmetros
libres.

Definicién 3.1.5. (Modelo de switch markoviano d-dimensional para
un AR (p)) Sea {S;}ier una cadena de Markov discreta con espacio de estados
e ={0,1} y matriz de probabilidades de transicion P. Entonces definimos a la
serie de tiempo d-dimensional {Z;}er como

p
Zy = o + 05 + ZBthfk + €,
k=1
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donde o, a1 € R son vectores d-dimensionales, para cada k € {1,...,p}
By, son matrices cuadradas d-dimensionales de pardmetros y {€:}er €s una
sucesion de vectores aleatorios independientes e idénticamente distribuidas con
media cero y matriz de varianzas-covarianzas .

En este caso, Z; es un modelo de vector aleatorio autorregresivo con switch
markoviano.

Definicién 3.1.6. (Modelo de switch markoviano AR (p) con depen-
dencia a las variables de estado previas) Sea {S;}icr una cadena de
Markov discreta con espacio de estados ¢ = {0,1} y matriz de probabilidades
de transicion P. Entonces definimos a la serie de tiempo auxiliar {Zt}teT como

p
Zy = Z BrZi—r + €
k=1

donde B, € R para cada k € {1,...,p} y {€ ier es una sucesion de variables
aleatorias independientes e idénticamente distribuidas con media 0 y varianza
o2. Posteriormente, definimos a la serie de tiempo {Z; }ier como

22 ZZZZ‘+'QO‘+(11£%,
donde ag,a; € R.

Observacion. En este modelo, la serie de tiempo {Z;}icr tiene dependencia
a las variables de estado previas.

Tenemos que Zl = 7, — ag — a1.5; para todo | € T, entonces, para todot € T,

p
Zy =2y + o+ 1S, = (Z BrZi—i + €t> + o + 1Sy

k=1

p
= Z B (Zi—k, — ag — a1.Si—k) + ap + oS + &
k=1

p p p
= BZik— Y Br—a1 ¥ PSSk + a0+ S+ e
h=1 h=1 h=1

P P P
= Z Bri—i — g (Z Br — 1) — (Z BrSi—k — St) + €
k=1 k=1

k=1
p p

p
= ZBthfk — Zﬁk — Zﬁkstfk , con By = —1.
k=1 k=0 k=0
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Es decir, en este modelo los valores de Z; dependen tanto de .S; como de las
variables de estado en tiempos anteriores Si_,...,Si_p.

3.1.3. Estimacion estadistica

Supongamos que {Zt}te{l,,,_%} es una serie de tiempo descrita como el mo-
delo de switch markoviano para un AR(p) presentado en la definicién 3.1.3,
es decir,

p
Zt = Qg+ Oélst + Z 6th_k + €.
k=1
A continuacién, desarrollaremos dos métodos de estimacién estadistica para
dicho modelo.

Estimador de maxima quasi—verosimilitud (QMLE)

Sean {Zt}te{17”.7T0} los datos observados de la serie de tiempo. A partir de
dichos datos, el objetivo es estimar al vector de parametros

0 = (OZOaalaﬁlv cee 7/6p7052 7p007p11)'

Sea Z' = {z1,..., 2} el conjunto de todas las variables observadas a tiempo
t. De tal manera, Z70 = {z1,..., 2, } representa la informacién observada en
toda la muestra.

Para obtener la verosimilitud de la variable de estado S;, evaluaremos las
esperanzas condicionales de S; dado que se tienen diferentes conjuntos de in-
formacion.

Definicién 3.1.7. (Probabilidades a estimar)

1. Probabilidades de prediccion.
P[S, =i | 2% 6], para S, =0, 1.

Estas utilizan la informacion del tiempo previo para obtener una predic-
cion de lo que sucedio con la variable S;.

2. Probabilidades de filtrado.
P[S; =i | Z%; 6], para S; =0, 1.

En este caso, el filtrado se refiere a que se obtiene una estimacion del
estado Sy utilizando la informacion del tiempo actual y tiempos previos.
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3. Probabilidades de suavizado.
P[S; =4 | Z™; 6], para S; =0, 1.

Estas utilizan la informacion de toda la muestra para obtener una pre-
diccion de lo que sucedio con la variable S;.

A continuacion, obtendremos una estimacion de dichas probabilidades ba-
sadas en la muestra {z }cq1,.. 1) mediante el siguiente procedimiento:

Paso 1: Obtener la distribucion de Z; dado que conocemos los valores
de S, Zi='y 6.

Supongamos que €; son variables aleatorias normales independientes, en-
tonces la densidad de la variable aleatoria (Z; | S; = i, Z'™1; ) estd dada
por

Fy st 2 olz) =B < 5| 5, =i, 217 6]

[ P
=P (&%) —i—ozlSt + Zﬁkztfk +e6 <z | St — 2'7 thl; 0]
k=1

P
=P | < Zt—Ofo—OqSt—Zﬁth_k | S; =1, Zi- = {z1,.. -, 2ze-1}; 0:0’]

k=1

p
/ /- / . t—1 . . n
=P etgzt—ao—alz—g Brzi—k | Se =1, 27 ={z1,...,z1-1}; 9—0]
k=1

=Pl <z — —041 Zﬁkzt k]

El dltimo paso se cumple puesto que ¢; es independiente y 2, o, o}, %, B, Zi—k
para cada k € {1,,,,p} toman valores fijos conocidos, de manera que ya no
dependen de la informacién contenida en la condicional. Entonces,

P
6 < 2 —ap — ali — E ﬁ,’gztk]
- F€t (Zt - - al E /Blgzt k)

FZt | Sp=i, Zt—1; 0<Zt) - ]P)
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Derivando para obtener la funcién de masa,

d

th | Si=i, 2t-1; o(zt) = EFZt | Sy=i, 2t-1, a(Zt)
t

d RS
- d_thet (zt —ay — oyl — Z ﬁ,’cztk)
e e L Y

d !/ /- /
X 2o 2 — oy — gt — Zﬁkzt,k
k=1
p
= f (zt — oy — Ay — Z /B;Zt_k> :
k=1

Por lo tanto,

1 — (2t — o — aji Zk: L Bz k)
fzt | Sp=i, Zt-1; O(Zt) = \/FU?%P{ 2062 .

Con esto, la distribucién de la variable aleatoria (Z; | Sy = i, Z'™'; 0) es
conocida y se puede utilizar para el siguiente paso.

Paso 2: Obtener las probabilidades de filtrado, las probabilidades de
prediccién y las densidades condicionales f7, | zi-1, o(2).

Observamos que se cumplen las siguientes ecuaciones:

(i) Distribucidn de (Z; | Z'='; ) a partir de las probabilidades de prediccidn.
Si las probabilidades de prediccién P[S; = i | Z71; 6] son conocidas para
todo ¢ € {0, 1}, utilizando el teorema de la probabilidad total,

th | Zt-1; 0<Zt) = th | Sg=0, Zt—1; G(Zt) P[St =0 ’ th; 9]
+ fz | S¢=1, Zt-1, o(Zt) IP’[St =1 | Zt—l; 0]‘

Esta es una distribucién conocida, ya que para i = 0,1 conocemos el
valor de fz, | s,=i, zt-1, 9(2¢) por el Paso 1.

(ii) Probabilidades de filtrado a partir de las probabilidades de prediccion. Si
las probabilidades de prediccién P[S; =i | Z~1; 0] son conocidas para



CAPITULO 3. MODELOS MARKOVIANOS 73

todo i € {0, 1}, utilizando el teorema de Bayes,

Pls, =i | 2" 0] = Dot =11 275 O] f | sii, 2 o)
’ th | zt-1, e(Zt)

Este valor es conocido, ya que para ¢ = 0,1 conocemos el valor de
[2, | si=i, zt-1, o(2z) por el Paso 1 y la distribucién de (Z; | Z'71; 6)
es conocida a partir de las probabilidades de prediccién como se describe

en (i).

(iii) Probabilidades de prediccion a partir de las probabilidades de filtrado. Si
las probabilidades de filtrado P[S; =i | Z%; 6] son conocidas para todo
i € {0,1} , utilizando el teorema de la probabilidad total,

P[Siy1=i| 2" 0] =P[Sp1=1i| S =0,2" 0] P[S, =0 Z; 6]
—|—]P)[St+1 =1 | St == 1,Zt; 0] P[St =1 | Zt, 0]

Observemos que las ecuaciones (ii) y (iii) forman un sistema recursivo para t =
k,...,Ty. Entonces debemos tomar un valor inicial de la primera probabilidad
de prediccién P[S), =i | ZF71; 6] y sustituir recursivamente en las ecuaciones
hasta obtener las probabilidades de filtrado, las probabilidades de prediccién
y las densidades condicionales fz, | zt-1, g(2¢).

Este valor inicial se puede definir de distintas maneras, por ejemplo, en
Kuan (2002) [12] se propone iniciar con su contraparte no condicional dada

[_P) con [ la

por la tercera columna de la matriz (A’A)~!A’, donde A = ( v

matriz identidad y 1 la matriz de unos de dos dimensiones.

Paso 3: Obtener el estimador de maxima quasi—verosimilitud (QM-
LE).

Ya que contamos con las densidades condicionales f, | zt-1, (%), definimos
la funcién de quasi-log-verosimilitud como

To
1
Lr,(0) = ngln [z, | Z2t-1; o(zt) -
i=1

Esto tiene sentido puesto que Ty es un valor fijo no negativo y la funcién
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de log-verosimilitud bajo supuestos de normalidad estaria dada por
ln(ﬁTo( ln <H th Zt-1, 9 Zt ) Zln th Zt—1. 9(2,5) .

Para obtener el QMLE 67, tinicamente debemos maximizar la funcién
0
L7,(0) mediante cualquier método numérico, para lo cual es comin utilizar
algoritmos computacionales de busqueda.

Ya que se cuenta con este estimador, se pueden obtener estimadores de las
probabilidades de filtrado y prediccién sustituyendo los valores de 07, en las
ecuaciones correspondientes.

Paso 4: Obtener las probabilidades de suavizado.

Ya que se realizaron los pasos previos, es posible obtener las probabilidades
de suavizado para i,j € {0,1}. Para comenzar,

P[S; =i|Si1=j,2"; 0] =P[S; = i| Spy1 =5, 2"; 6] = p]P)][St-E—lt:j |‘Zt- 0]] '

Entonces las probabilidades de suavizado estan dadas por
P[S, =i | 2T, 8] = P[S, =i | Syy1 = 0, Z7; 8] P[S,1, =0 | Z°; 0]
+P[Se =i | Sp1 = 1, Z™; 0] P[Si41=1| Z"; 0]
PSS =0 2t 6]
P[S;11=1] 2% 0]

]P)[St—i-l =0 | ZTO; 0]

PS4 =1 | 2% 6]

=P[S, =i | 2% 6]x
pio P[Siy1 = 0] Z70; 6] n pia P[Si1 =1 Z%; 6]
P[St+1 =0 | Zt, 0] P[St+1 =1 | Zt, 0] .

Observemos que ya conocemos la probabilidad de filtrado P[Sy, =i | Z70; 6]
que también es la ultima probabilidad de suavizado, de manera que podemos
tomarla como valor inicial y obtener las probabilidades de filtrado correspon-
dientes a St,-1, 51,2, - - ., Sk+1 de manera recursiva sustituyendo en las ecua-
ciones. Adicionalmente, estas probabilidades también son funciones de 6, de
manera que los estimadores de las probabilidades de suavizado también se pue-
den obtener sustituyendo los valores de 87, en las ecuaciones correspondientes.
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Muestreo de Gibbs

Los métodos de Montecarlo basados en cadenas de Markov (MCMC) son
métodos de simulacién para el muestreo de una distribucién de probabilidad,
en los cuales dada dicha distribucién se puede construir una cadena de Mar-
kov que la aproxime. Uno de estos métodos es el muestreo de Gibbs, el cual
es un algoritmo que se utiliza para tomar una muestra de una probabilidad
multivariada especifica cuando la distribucion conjunta es complicada, pero
ciertas distribuciones condicionales son mas faciles de calcular. Este método
consiste en obtener simulaciones aleatorias de parametros como se expone a
continuacion.

Sean {2 }ieq1,.1,) los datos observados de la serie de tiempo. Para este

método, consideraremos a los pardmetros de 8 = (ag, ax, i, - - -, Bp, 02, Doos P11)
como variables aleatorias. Ademads, consideraremos las variables de estado no
observadas Sy, S, ..., S, como parametros.

Este vector puede ser clasificado en cuatro grupos:

Variables de estado: 81 = {Si}ieqn,. -

Probabilidades de transicion: 8y = {poo, p11}-

Pardametros del modelo AR(p): 05 = {ag, a1, 51, ..., Bp}-

Varianza: 0, = {o?}.

Entonces el vector aumentado de pardmetros, denotado por @', estd dado por
la unién de 64, 05, 83 vy 0,4, es decir,

0/ - (917 027 037 04) .

Ademas, para este método consideramos que contamos con las distribu-
ciones condicionales completas definidas como

m(6;| Z", {6;,j #i} ), parai=1,...,4.

Estas distribuciones se pueden obtener a partir de distribuciones previas dadas
de los parametros y las funciones de verosimilitud.

Paso 1: Obtener aleatoriamente valores iniciales para el algoritmo.

El muestreo de Gibbs comienza generando aleatoriamente valores iniciales

9O — (050), oL 6 020)) _
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Paso 2: Obtener N realizaciones de los parametros.
Posteriormente, se obtiene la i-ésima realizacién de 6.

1. Obtener una realizacién de 6i, la cual denotaremos como 052'), de la
distribucion condicional completa como

w(60] 27,007 607,607 ).

2. Obtener una realizacion de 6., la cual denotaremos como 052'), de la
distribucion condicional completa como

m (6212760657607 ).

3. Obtener una realizaciéon de 03, la cual denotaremos como Oéi), de la
distribucion condicional completa como

m (0512760 65.007Y ).

4. Obtener una realizacion de 64, la cual denotaremos como Off), de la
distribucion condicional completa como

m(0:127,60.05. 00 ).

De esta manera, la la i-ésima realizacién de @’ estd dada por

0 = (01,006,601 .

Este procedimiento se debe repetir N veces, con lo cual se obtiene la suce-
sion de Gibbs
{0V 9@ . o™

Sean N; + Ny = N. Es comun considerar la subsucesion resultante de
eliminar los primeros /Ny estimadores y conservar los Ny estimadores restantes,
con el fin de evitar efectos derivados de la seleccién de valores iniciales.

Paso 3: Calcular los estimadores.
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Finalmente, los estimadores buscados se definen como el promedio simple
de los elementos de la sucesion de Gibbs, es decir,

Sea 0 = (af), o, B7,.... 89,62 @ pi) p{)), para todo i € {1,...,N}.

6

Entonces los estimadores estan dados por

1= (1
:NZ

1 & 1 &
_ (@) _ = 2 (1)
al_szl ' ’ _]\/vz‘zlo-e
1 o 40 1
b = NZﬁl Poo = szoo

| N
Bp = N Z 6;(30
Propiedades de convergencia.

De acuerdo con Kuan (2002) [12], esta sucesién converge exponencialmente
en distribucién a la verdadera distribucién de @', es decir,

oM B @' cuando N — o .

También se cumple que para todo k € {1,2,3,4}, cada subvector de pardme-

tros B,EN) converge exponencialmente en distribucién a la verdadera densidad
de Ok.

Mas atin, para toda funcién medible g y para todo k € {1,2, 3,4}, se cumple
que

1 & .
=Y g(6Y) %3 E[g(e), do N — oo .
N - g( ) q cuando 00
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3.2. Modelo GARCH con switch markoviano

3.2.1. Descripcion del modelo

Los modelos GARCH son muy utilizados para el estudio de fenémenos
financieros, ya que la varianza no constante es una caracteristica presente en
diversas series de datos. Sin embargo, existen algunos fenémenos en los cuales
dicha definiciéon de la varianza no basta para describir el comportamiento de
la serie. Para esto se han desarrollado distintas generalizaciones en las cuales
se realizan cambios de régimen dentro de un proceso GARCH, las cuales se
conocen como modelos GARCH de cambio de régimen markoviano.

Una de estas generalizaciones se utiliza para ciertos fenémenos en los cua-
les el comportamiento de la varianza no puede ser descrito mediante un tinico
conjunto de parametros, sino que adopta distintos conjuntos de pardmetros
a lo largo del tiempo. Una posible solucién a este problema es permitir que
los parametros de la varianza se modifiquen de acuerdo con una cadena de
Markov discreta. De esta manera, cada régimen captura una dinamica de va-
rianza distinta perteneciente a un modelo GARCH, asi que se pueden modelar
periodos de alta y baja volatilidad.

Este enfoque se conoce como el modelo GARCH con switch markoviano, lo
cual se abrevia como MSGARCH por sus siglas en inglés. La idea de este mo-
delo es definir K procesos GARCH distintos y permitir que el proceso alterne
entre dichos procesos de acuerdo con la matriz de probabilidades de transicion
de una cadena de Markov de K estados, ocasionando que el proceso presente
cambios entre estos K regimenes distintos. A continuacion, estudiaremos este
modelo para procesos GARCH(1,1).

Definicién 3.2.1. (Modelo GARCH(1,1) con switch markoviano)
Sean {Zi}ieny un SWN(0,1) y K € N el nimero de regimenes del modelo.
Para toda k € {1,2,...,K}, definimos a los conjuntos de pardmetros como
0, = (awp, car, Big ) con agr > 0, aqy > 0y Big > 0 tales que
a1 + P < 1. Sea {Si}ien una cadena de Markov con espacio de estados
e=1{1,2,..., K} y matriz de probabilidades de transicion P.

Decimos que {Y;}ien es un modelo GARCH(1,1) con switch marko-
viano, denotado por MSGARCH (1,1), si se cumple que

Yi=vh Zi y

2
hy = s, + s, Yoy + Bis,hu—1.
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En esta definicién, la cadena de Markov {.S; }sen rige los cambios de régimen
entre los K conjuntos de parametros 6y, los cuales definen los K-regimenes
GARCH(1,1) del modelo. En cada tiempo ¢, el conjunto de parametros es
seleccionado de acuerdo con el valor que tomo la cadena de Markov a tiempo

t, lo cual depende unicamente de lo que sucedié en el tiempo ¢t — 1 por la
propiedad de Markov.

Ejemplo 3.2.1. Forma general del modelo GARCH(1,1) con switch
markoviano de 3 regimenes.

Consideramos un modelo con las siguientes especificaciones:

s Ruido blanco estricto.
Sea {Z; }ien un SWN(0, 1) cualquiera.

= Parametros del proceso GARCH.
Los parametros de cada uno de los regimenes estan dados por:

Estado 1 | Estado 2 | Estado 3
(&%) Qg1 Q2 Q.3
(851 11 Q19 Q13
B1 B B2 B3

Donde para todo k € {1,2,3} se cumple que o, > 0, a3 >0, f1 >0
yay,+ e <1l

Es decir, tenemos a los conjuntos de pardmetros 6; = (o1, a11, B11 ),
0, = ( Qo2 , Q12 , B2 ) y 03 = ( o3, @13, P13 )

= Variables de estado.
Sea {S:}ten una cadena de Markov con espacio de estados € = {1, 2,3}
y matriz de probabilidades de transicion

P11
D21
D31

P12
P22
D32

D13
P23 |
P33

P—

donde P es una matriz estocéstica.
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Con esto, podemos definir a {Y; };cy como el proceso dado por

Vi =vVhi Zi y

2
hy = aps, +ars, Yoy + Bis,u—1.

Este es un modelo GARCH(1,1) con switch markoviano que alterna entre
3 regimenes. Es decir, a lo largo del tiempo el proceso cambia entre las especi-
ficaciones de tres procesos GARCH(1,1) de diferentes parametros, de acuerdo
con una cadena de Markov.

3.2.2. Simulacion del modelo

En la presente seccién, desarrollaremos dos simulaciones del modelo GARCH
con switch markoviano descrito en el Ejemplo 3.2.1.

A continuacién, se define la siguiente funcién:

# install.packages(” fGarch”)
library (" {Garch”)
# PREVIO Cargar la funcién simAleatoria

simulacionGarchMarkoviano <— function (estadol , estado2, estado3,
P, n, distr, x0, s0, edo0){
# Esta funcidén simula una realizacién de n pasos de una serie de
# tiempo GARCH(1,1) con switch markoviano que alterna entre los
# parametros de estadol, estado2 y estado3 de acuerdo con la
# matriz de probabilidades de transicién P, utilizando un ruido
# blanco estricto con distribucién distr y con los valores
# iniciales X0=x0, 00=s0, y comenzando en los parametros del
# estado inicial edoO.

if (sum(rowSums(P)!=1) !=0 || sum(P<0) != 0){
cat ("ERROR \nLa matriz no es una matriz estocastica”)

} else{
if (sum(dim(P) = 3) != 2 || sum( c(length(estadol), length (
estado2), length(estado3)) = 3 ) != 3){

cat ("ERROR \nLa matriz debe tener dimensiones 3x3 y los

vectores de estado dimensién 3.7)
} else{

p <— data.frame(estadol, estado2, estado3)

if (sum(p[2,] + p[3,] >= 1) !=0 || sum(p[l,] <= 0) =0 ||
sum(p[2,] < 0) =0 || sum(p[2,] < 0) != 0){
cat ("ERROR \nPara todos los vectores de estados:
\nLa suma de los pardmetros al y 1 debe ser menor que 1.
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\nEl pardmetro a0 debe ser positivo, al debe ser no
negativo y f1 debe ser no negativo.”)
} elseq
# Ya que se verificaron las condiciones basicas de los
estados, la matriz y los pardmetros, se realiza la
simulacion.
parametros < data.frame(estadol , estado2, estado3,
row.names = c(”alpha0”, 7alphal” |
"betal”))
ruido <— simAleatoria(distr, n)
if (sum(ruido)){
s <— s0
X < ¢(x0)
edo <— edo0
historEdo <— ¢()
for (i in 1:n){
p < paste(”estado”, edo, sep = 77)
s2 <— parametros|[1,p] + ( parametros[2,p] * tail(X,1)
"2 ) + ( parametros[3,p] * s8°2 )
s <— sqrt(s2)
X <— append (X, s x ruido[i])
historEdo <— append (historEdo, edo)
edo <— sample(c(1l, 2, 3), 1, prob = P[edo,] )
¥

X < X[2:(n+1)] # Quitamos el primer punto.

return (data . frame (X, historEdo))

En el cédigo previo, simulacionGarchMarkoviano realiza una simulacion de un
proceso GARCH(1,1) con switch markoviano utilizando los parametros espe-
cificados. Para ejecutar esta funcion, es necesario tener previamente cargada
la funcion simAleatoria que fue presentada en la seccion 2.5.4. Simulacion
de series de tiempo GARCH del capitulo previo.

A continuacién, utilizaremos la funcion simulacionGarchMarkoviano para
simular dos procesos GARCH(1,1) distintos. Para ambos ejemplos, considera-
remos una simulacion de trayectoria de tamano 1000 con ruido normal, valor
inicial de la serie 1, varianza inicial 0.5 y que comienzan en el estado 1. Ademas,
consideraremos tres estados con los parametros:
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k 1 2] 3
aor | 0.001 [ 30 | 100
ar| 03 [03]03
Bix| 05 [05]05

En este caso solo varia el parametro ag, lo que implica que la distribucién
de las series de tiempo es similar, pero con un cambio de escala. Seleccionamos
estos valores debido a que el cambio en la varianza nos permitira distinguir
graficamente el comportamiento del proceso y en qué estado se encuentra.

Ejemplo 3.2.2. Como primer ejemplo, consideramos la matriz de probabili-

dades de transicion
0.95 0.03 0.02

P=1025 0.7 0.05
0.1 0.05 0.85

Esta matriz presenta pocos cambios de estado, ya que las probabilidades en la
diagonal son altas.

Para ello utilizaremos el siguiente cédigo:

#install . packages(” ggplot2”)
#install .packages(” gridExtra”)
library (" ggplot2”)
library (" gridExtra”)

j|# Ejemplo 1 : Matriz con pocos cambios (probabilidad alta en la

diagonal) y estados variando tnicamente el pardmetro alphaO.

# Simulacién:

estadol <— ¢ (0. 001 O 3 0.5)
| estado2 <— ¢ (30 5)
estado3 <— c(lOO 0.5)
P <~ matrix (c(0. 95 0 03, 0.02,
0.25, 0.7, 0.05,
0.1, 0.05, 0.85),
nrow=3,byrow=T)
iln <— 1000
7| distr <— list ("norm”)
x0 < 1
sO <— 0.5
edo0 <— 1

siml <— simulacionGarchMarkoviano (estadol , estado2, estado3, P, n,
distr , x0, s0, edo0)
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1|# Graficas :
5/t < 1:n
| X1 <~ data.frame(t, X1 = sim1$X)

historEdol <— data.frame(t, historEdol = siml$historEdo)

plotl <— ggplot(data = X1, aes(x =t, y = X1)) +

geom_line (color = ’firebrick’, linewidth = .5) +
labs(x = 7t7, y = "Xt”,
title = ”Simulacién de un GARCH(1,1) con switch markoviano”
subtitle = 7 Serie de tiempo”) +
scale _x_continuous (minor_breaks = t[1:(length(t)/20)==(length(t)
/20)]) # Esta sintaxis regresa cada (length(t)/20) elementos

de la secuencia
plot2 <— ggplot(data = historEdol, aes(x = t, y = historEdol)) +

geom_line (color = ’firebrick’, linewidth = .5)+

geom _point (color = ’firebrick’) +

labs(x = "t”, y = "Estado”,
title = 7?Simulacién de un GARCH(1,1) con switch markoviano”
subtitle = ”Estados”) +

scale _x_continuous (minor_breaks = t[1:(length(t)/20)==(length(t)

/20)1)

grid.arrange (plotl, plot2, ncol=1)

Con lo cual se obtuvieron las graficas:

Simulacién de un GARCH(1,1) con switch markoviano
Serie de tiempo
50-

' ' ' ' '
0 250 500 750 1000

Simulacién de un GARCH(1,1) con switch markoviano
Estados

' ' ' ' '
0 250 500 750 1000
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Podemos observar que en efecto la grafica de la serie de tiempo presenta dis-
tintos niveles de volatilidad dependiendo del estado en el que se encuentre:
cuando se encuentra en el estado 1 presenta una volatilidad muy baja, cuando
se encuentra en el estado 2 presenta una volatilidad media y cuando se en-
cuentra en el estado 3 presenta una volatilidad alta. Por la seleccion de los
parametros de los estados, es facil distinguir cuando la serie de tiempo se en-
cuentra en cada estado, lo cual también se puede corroborar con la grafica de
estados. Ademads, no existen cambios de régimen frecuentes, de manera que
cada régimen se mantiene por un periodo relativamente largo de tiempo y la
serie se puede identificar por pedazos.

A comparacién de un GARCH(1,1) sin switch markoviano, en este caso
podemos notar que el cambio de régimen ocasiona que el nivel de volatilidad
sea diferente a lo largo del tiempo. Ademads, si dividimos la serie de acuerdo
con el estado en el que se encuentra, cada pedazo de la grafica se ve como un
proceso GARCH(1,1) sin cambio de régimen.

Ejemplo 3.2.3. Como segundo ejemplo, consideramos la matriz de probabi-
lidades de transicion

P =

WI—W W=
WI—W W=
W—W|—W|

Esta matriz presenta cambios de estado frecuentes, ya que todos los estados
son equiprobables partiendo de cualquier estado.

Para ello utilizaremos el siguiente cédigo:

# Ejemplo 2 : Matriz con cambios frecuentes y estados variando 1
nicamente el pardmetro alphaO.

s|# Simulacion:

estadol <— ¢(0.001, 0.3, 0.5)
estado2 <— ¢(30, 0.3, 0.5)
estado3 <— c(100, 0.3, 0.5)

P <~ matrix(c(1/3, 1/3, 1/3,

1/3, 1/3, 1/3,

1/3, 1/3, 1/3),
nrow=3,byrow=T)

n <— 1000

distr <— list ("norm”)
x0 <— 1

sO0 <— 0.5

edo0 <— 1
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sim2 <— simulacionGarchMarkoviano (estadol , estado2, estado3, P, n,
distr , x0, sO0, edo0)

o|# Graficas:

t <— 1l:n
X2 < data.frame(t, X2 = sim2$X)
historEdo2 <— data.frame(t, historEdo2 = sim28$historEdo)

plot3 <— ggplot(data = X2, aes(x = t, y = X2)) +

geom _line (color = ’forestgreen’, linewidth = .5) +
labs(x = "t7, y = "Xt”,
title = ”Simulacién de un GARCH(1,1) con switch markoviano”
subtitle = ”Serie de tiempo”) +
scale _x_continuous (minor _breaks = t[1:(length(t)/20)==(length(t)
/20)])
plot4d <— ggplot(data = historEdo2, aes(x = t, y = historEdo2)) +
geom_line (color = ’forestgreen’, linewidth = .5)+
geom _point (color = ’forestgreen’) +
labs(x = 7t”7, y = "Estado”,
title = 7 Simulacién de un GARCH(1,1) con switch markoviano”
subtitle = "Estados”) +
scale _x_continuous (minor _breaks = t[1:(length(t)/20)==(length(t)
/20)])

grid . arrange (plot3, plotd, ncol=1)

Con lo cual se obtuvieron las graficas:
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Simulacién de un GARCH(1,1) con switch markoviano
Serie de tiempo

' ' ' ' '
0 250 500 750 1000

Simulacién de un GARCH(1,1) con switch markoviano
Estados

: IH' Il HH| \WHH

' ' ' ' '
0 250 500 750 1000

Podemos observar que en efecto la grafica de la serie de tiempo presenta di-
ferentes niveles de volatilidad dependiendo del estado en el que se encuentre;
cuando se encuentra en el estado 1 presenta una volatilidad muy baja, cuando
se encuentra en el estado 2 presenta una volatilidad media y cuando se en-
cuentra en el estado 3 presenta una volatilidad alta. Por la seleccion de los
parametros de los estados, es facil distinguir cuando la serie de tiempo se en-
cuentra en cada estado, lo cual también se puede corroborar con la grafica de
estados. Ademads, existen cambios de régimen frecuentes, de manera que cada
régimen se mantiene por un periodo corto de tiempo y la serie no se puede
identificar por pedazos.

Este proceso se ve mucho més semejante a un GARCH(1,1) sin switch mar-
koviano, pues los cambios de régimen ya no son tan facilmente identificables a
partir de la gréafica de la serie de tiempo.



Capitulo 4

Aplicacién al S&P/BMYV IPC

En el presente capitulo, se aplicara el modelo markoviano de cambio de
régimen MSGARCH a la serie de datos del Indice de Precios y Cotizaciones
evaluado por S&P Dow Jones Indices y la Bolsa Mexicana de Valores. Para
comenzar, se realizard un analisis descriptivo de los datos, que incluirda una
descripcion basica y un analisis de estadistica descriptiva. Posteriormente, se
realizara estimacion estadistica sobre los datos incluyendo un ajuste del modelo
y simulaciones.

Los contenidos de este capitulo estan basados en el anélisis hecho por Ferrer
(2022) |14] del indice S&P 500 utilizado en Estados Unidos, mientras que la
serie de datos analizada consta de la informacién historica del indice equiva-
lente en México, S&P/BMV IPC, obtenida de la pagina de S&P Dow Jones
Indices [15]. Por otro lado, la informacién teérica del indice fue consultada en
la pagina de S&P Dow Jones Indices |15] y en Castillo (2024) [16]. El cédi-
go mediante el cual se obtuvieron los resultados de esta seccién se encuentra
contenido en el Apéndice [B]

4.1. Analisis descriptivo de los datos

4.1.1. Descripcién de los datos
El S&P/BMV Indice de Precios y Cotizaciones (S&P/BMV IPC) es el

principal indicador de la tendencia y comportamiento del mercado accionario
mexicano. Este indice mide el desempeno de las 35 acciones mas representa-

87
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tivas listadas en la Bolsa Mexicana de Valores (BMV), es decir, aquellas con
mayor volumen y liquidez. Se consideran 8 sectores econémicos:

» Productos basicos de consumo = Servicios de comunicacién

s Finanzas
s Materiales

= Industria

Consumo discrecional

Bienes raices

Cuidado de la salud

Los cuales presentan el siguiente porcentaje de participacién en el indice:

Composicién por Sector Industrial

Sector

. Bienes raices: 1.7%

. Consumo discrecional: 1.5%

. Cuidado de la salud: 0.7%

. Finanzas: 15.7%

. Industria: 17.4%

. Materiales: 21.3%

. Productos basicos de consumo: 31.9%
. Servicios de comunicacion: 9.9%

En particular, de acuerdo con S&P Dow Jones Indices [15], las empresas
consideradas al 29 de noviembre de 2024 son las siguientes:

1.
2.

Grupo Financiero Banorte O
Grupo México SAB de CV B
Cemex SA CPO

Fomento Econémico Mexicano S.A.B. de C.V.

. América Movil SAB de CV B
. Walmart de México SAB de CV

Grupo Aeroportuario del Pacifico, S.A.B. de C.V.

. Grupo Aeroportuario del Sureste SAB de CV B
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9.
10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.
22.
23.
24.
25.
26.
27.
28.
29.
30.
31.

Arca Continental, SAB de CV

Grupo Bimbo S.A.B.

Alfa SA A

Alsea SA

Banco del Bajio, S.A.

Becle, S.A. De C.V.

Bolsa Mexicana de Valores SA de CV
Coca-Cola Femsa SAB de CV UBL
Corporacién Inmobiliaria Vesta, S.A.B. DE C.V.
El Puerto de Liverpool SAB de CV
Genomma Lab Internacional SA de CV
Gentera SAB de CV

Gruma SAB B

Grupo Aeroportuario del Centro Norte, S.A.B. de C.V.
Grupo Carso SAB de CV

Grupo Cementos de Chihuahua SAB de CV
Grupo Comercial Chedraui SA de CV
Grupo Financiero Inbursa O

Grupo Televisa SAB CPO

Industrias Penoles

Kimberly Clark de Mexico S.A.B. de C.V. A
La Comer S.A.B. de C.V. UBC

Megacable Holdings SAB de CV
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32. ORBIA ADVANCE CORPORATION SAB de CV

33. Promotora y Operadora de Infraestructura SAB de CV
34. Qualitas Controladora S.A.B de C.V.

35. Regional, S.A. de C.V.

Las primeras 10 empresas mencionadas en dicha lista son aquellas con mayor
peso en el mercado, mientras que el resto se presentan en orden alfabético.

El indice S&P/BMV IPC ha existido desde 1978 en la forma del BMV Indice
de Precios y Cotizaciones (BMV IPC), el cual era calculado inicamente por
la Bolsa Mexicana de Valores. Sin embargo, en 2015 se firmé un acuerdo de
licenciamiento con la empresa S&P Dow Jones Indices con el objetivo de alinear
el IPC con los estandares internacionales y globalizar el mercado de acciones
mexicano. De tal manera, a partir de 2017 este indice se calcula en conjunto
por la Bolsa Mexicana de Valores (BMV) y el organismo internacional S&P
Dow Jones Indices.

En cuanto a la metodologia de cdlculo, el S&P/BMV IPC se obtiene con
base en las variaciones de precios de las 35 acciones seleccionadas, las cuales
deben ser una muestra balanceada y representativa de todas las acciones coti-
zadas en la Bolsa Mexicana de Valores. Aunque este indice se calcula a tiempo
real, la seleccion de las empresas a considerar se realiza semestralmente en
marzo y septiembre mediante un proceso llamado rebalanceo, el cual toma en
cuenta distintas variables relativas a su operacion y volumen. Adicionalmen-
te, se pondera la participacion de cada una de las empresas que comprende
la muestra con base en el valor de mercado de sus acciones en circulacion.
Es importante mencionar que en esta ponderacién ningin componente debera
rebasar el 25 % y la ponderacién total de las 5 acciones de mayor tamano no
debera rebasar el 60 %, con la finalidad de obtener suficiente diversificacién en
la muestra.

De acuerdo con S&P Dow Jones Indices y la Bolsa Mexicana de Valores
[17], el célculo de los dividendos de un indice dado se realiza determinando los
dividendos totales pagados en cada dia de negociacién en bolsa como

DividendosT otalesPagados = Z Dividendo; x Numero de acciones; ,

(2

donde Dividendo; es el dividendo pagado por la compania i y Numero de
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acciones; es el nimero de acciones de la compania 2. El valor de Dividendo;
es cero en la mayoria de los casos, de manera que esta suma se reduce.

Posteriormente, esta variable se expresa en términos de puntos del indice,
es decir, se realiza un tipo de cambio de escala como

Dividendos del indice — DwzdendosTotalesPagados.

Divisor

Este divisor es un valor establecido desde el comienzo del indice, el cual se
selecciona de tal manera que la suma se vuelva un nimero mas interpretable.
De esta manera, el indice esta medido en puntos y no en una unidad financiera
como son los pesos mexicanos.

Debido a esta seleccion de divisor, resulta mas importante analizar los ren-
dimientos sobre este indice que el valor numérico que presenta, por lo cual
calcularemos la serie de tiempo de rendimientos. Sea { Py, P, ..., Pr} el con-
junto de datos que se tienen de la serie financiera del indice S&P/BMV IPC,
entonces la serie financiera de retornos sobre la inversién (ROI) esta dada por

_Pu- R

R
! P,

* 100, para cada t € {1,2,...,T —1}.

Esta serie representa los rendimientos que se obtienen sobre la inversiéon como
un porcentaje y sera la serie de tiempo sobre la cual realizaremos estimacién
estadistica.

Para consultar mas informacién con respecto a la seleccion del divisor de un
indice, el célculo de los indices y el proceso especifico para el indice S&P/BMV
IPC, se pueden consultar los manuales Index Mathematics Methodology [1§]
y S&P/BMV Indices Methodology [19].

4.1.2. Estadistica descriptiva

Para el presente andlisis se utilizard la serie de datos del indice S&P/BMV
IPC. En total, se cuenta con 2,516 observaciones desde el 28 de noviembre de
2014 hasta el 28 de noviembre de 2024, es decir, durante 10 anos.

La serie de tiempo se comporta de la siguiente manera:
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S&P/BMV indice de Precios y Cotizaciones

Valor del indice

92

50000 -|

IPC

40000 -

T T
2016 2018

T T
2020 2022

Fecha

T
2024

Los datos de esta serie de tiempo han sido reportados diariamente conside-
rando los dias hébiles, es decir, los dias naturales excluyendo sabados, domin-
gos y dias festivos. Las diferencias entre las fechas reportadas se comportan

COo1mao:

Dias
w

Diferencias entre fechas

o (¢] o o o

G0 O@O OO dmD

Q@O O0CXm GO

O O©@IX® a@@®» OO0

0 500 1000

1500 2000
t

Lo cual corresponde a la tabla de frecuencias:

Diferencia | Frecuencia
1 1971
2 22
3 460
4 52
5 10

2500
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Podemos notar que casi todas las observaciones fueron reportadas con un dia
de diferencia, lo cual corresponde a las observaciones diarias de lunes a viernes.
La siguiente diferencia mas frecuente fue de tres dias, lo cual corresponde a los
sabados y domingos, que no son reportados. También se presentan diferencias
de dos, cuatro y cinco dias, las cuales corresponden a dias festivos y otros
datos faltantes. Finalmente, la media de la diferencia fue de 1.452 dias y su
desviacion estandar fue de 0.8863573.

Ya que analizamos la frecuencia en la cual se presentan los datos, la serie de
tiempo de los rendimientos del S&P/BMYV se comporta de la siguiente manera:

S&P/BMV indice de Precios y Cotizaciones
Retornos sobre la inversién

5.0

2.5

0.0

Rt

-2.54

-5.04

T T T T T
2016 2018 2020 2022 2024
t

Observemos que la volatilidad varia a lo largo del tiempo y los valores extremos
ocurren en agrupaciones, lo cual concuerda con los hechos estilizados de una
serie de tiempo financiera. Ademds, notamos que los retornos absolutos grandes
son mas comunes alrededor de ciertas fechas especificas en 2017, 2019, 2020 y
2024, a comparacion de otros periodos. Esto sugiere que la varianza condicional
varia con el tiempo de acuerdo con una especificacion de cambio de régimen.

La serie de tiempo de rendimientos presenta un promedio cercano a cero
y desviacién estandar cercana a 1, especificamente 0.009785 % y 0.9909876 %,
respectivamente. Se tiene un valor minimo de -6.422562 % y un valor méximo
de 4.858268 %. Podemos observar el resumen de este comportamiento mediante
la grafica de caja:



CAPITULO 4. APLICACION AL S&P/BMV IPC 94

Retornos S&P/BMV IPC

Diagrama de caja
044

0.24
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-0.24

-0.4+4_ SR 25} B = =

-5.0 -2.5 0.0 25 5.0
Retorno

Ademas, la curtosis de esta serie es de 6.498854, por lo cual la serie es lep-

tocurtica como se indica en los hechos estilizados.

El histograma de los datos es:

Retornos S&P/BMV IPC
Histograma

Frecuencia
N
o
o
i

-5.0 -25 0.0 25 5.0
Retorno
Podemos notar que los datos se concentran en el cero y su concentracién dismi-
nuye conforme se alejan. Sin embargo, no presenta un comportamiento normal,
como se puede observar en el siguiente grafico Q-Q :
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Retornos S&P/BMV IPC
Gréafico Q-Q
501 5

2514
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-25%
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En el centro, los puntos se ajustan a una curva normal; sin embargo, la serie
de retornos presenta colas mas ligeras.

Por otra lado, calcularemos las ACF y PACF muestrales de la serie.

Series Retorno

1.0

ACF
02 04 06 038

0.0

Lag

Es decir, la funcién de autocorrelacion es significativamente cero desde un
rezago de 1. Ademds, debido a que la funcién no decrece asintoticamente a
partir de cierto punto, no contamos con evidencia de que la serie sea un modelo

MA.

Sin embargo, al calcular la funciéon de autocorrelacion del valor absoluto o
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el cuadrado, si se obtiene una correlacion significativa, como se puede observar
en las siguientes graficas:

Series abs(Retorno) Series Retorno”2
e e g
- Ll
o | @
o o
© ©
w S '8 S 7
3] 3]
< < | < < |
o o
& o {
o o
o - —‘—H—H—H—H—J—H—H—H—H—\—H—\—f—\—w—\—f—H—r—w—\—— o I H 'H'H'H'J"'{'LH'H'%'H'H'H'rr'h'H'm'f'\”
= I T [~ T T T =
T T T T T T T T T T T T T T T T
0 5 10 15 20 25 30 35 0 5 10 15 20 25 30 35
Lag Lag

Ambas observaciones concuerdan con los hechos estilizados. En cuanto a la
funcién de autocorrelaciones parciales:

Series Retorno

0.04
|

0.02
|

Partial ACF
0.00

-0.02

-0.04

Lag

En este caso, debido a que la funcién no decrece asintéticamente a partir de
cierto punto, no contamos con evidencia de que la serie sea un modelo AR.

4.2. Estimacion estadistica

La estimacion estadistica de este modelo se realiza mediante la libreria
“MSGARCH” en R, cuyo manual puede ser consultado en Ardia et al. (2019)
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[13].

4.2.1. Seleccién y ajuste de modelo

Lo primero que se debe realizar para utilizar esta libreria es crear la es-
pecificacion del modelo mediante la funciéon CREATESPEC(), la cual tiene la
siguiente sintaxis:

CREATESPEC(
VARIANCE.SPEC = LIST(MODEL = C("SGARCH”, "sGARCH")),
DISTRIBUTION.SPEC = LIST(DISTRIBUTION = C(”NORM”, "NORM”)),
SWITCH.SPEC = LIST(DO.MIX = FALSE, K = NULL),
CONSTRAINT.SPEC = LIST(FIXED = LIST(), REGIME.CONST = NULL)

Donde se tienen los siguientes argumentos principales:

= VARIANCE.SPEC: Es la especificacién del modelo que presenta cada régi-
men, en donde "SGARCH?” es el modelo MSGARCH que hemos descrito
en el capitulo previo. Este argumento debe ser una lista con nimero de
elementos igual al nimero de regimenes. En caso de que se desee que
todos los regimenes consideren el mismo modelo, basta con incluir un
vector con una entrada y fijar el valor deseado de K en el tercer argu-
mento.

= DISTRIBUTION.SPEC: Es la especificacion de la distribuciéon del ruido
blanco que presenta cada régimen, en donde ”NORM”,”STD” y ”SGED”
corresponden a la distribucién normal, t de Student y SGED, respecti-
vamente. Este argumento debe ser una lista con nimero de elementos
igual al nimero de regimenes. En caso de que se desee que todos los
regimenes consideren el mismo modelo, basta con incluir un vector con
una entrada y fijar el valor deseado de K en el tercer argumento.

= SWITCH.SPEC: Una lista en la cual el primer elemento DO.MIX = FALSE
representa la especificacién de un modelo MSGARCH y K representa el
nimero de regimenes. Si K = NULL se toma la misma longitud de las
listas MODEL y DISTRIBUTION.

= CONSTRAINT.SPEC: Una lista donde el primer elemento es una lista
numérica de entradas numéricas a fijar en la estimacion y el segundo
elemento controla los parametros que deben tomar el mismo valor den-
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tro de la estimacion.

Posteriormente se obtiene estimacion por Maxima Verosimilitud mediante
la funcién FITML(), la cual tiene la siguiente sintaxis:

FITML(SPEC, DATA)
Donde se tienen los siguientes argumentos principales:
» SPEC: La especificacion del modelo creada con CreateSpec.
= DATA: Vector de observaciones a ajustar.

La salida principal que nos regresa esta funcién es una tabla con las estima-
ciones estadisticas de los parametros a y § de cada uno de los regimenes y las
probabilidades de transicion, en la cual se tienen las siguientes columnas:

= Fstimate: El estimador del parametro.
= Std. FError: La desviacion estandar que presenta el parametro.

= ¢ value: Es el cociente entre el estimador y la desviacién estandar. Es
deseable que los coeficientes tengan un ¢ value grande pues esto indi-
caria que el error estandar es pequeno en comparacion con el valor del
coeficiente.

» Pr(> |t|): Es el p value que se calcula utilizando el estadistico ¢ de la
distribucién T. En la practica, si el p value es inferior a 0.05 usualmente
es considerado como significativo, es decir, el coeficiente no es cero con
un nivel de confianza del 95 % y en efecto aporta valor a nuestro modelo.
Es deseable tener p value pequenos.

Adicionalmente, nos regresa los indices AIC y BIC del modelo [[] los cuales
sirven para determinar el modelo mas adecuado para describir los datos.

A continuacion, realizaremos la estimacién con cuatro modelos distintos y
definiremos cual utilizar bajo el criterio del menor promedio ponderado del
AIC y BIC.

1. Modelo de 2 regimenes y ruido blanco normal.

!Consultar el Apéndice [C|para detalles acerca de estos criterios.



CAPITULO 4. APLICACION AL S&P/BMV IPC

Fitted parameters:

Estimate
alpha0_1  0.0041
alphal_1 0.0250
beta_1 0.9548
alpha0_2 0.1281
alphal_2 0.1048
beta_2 0.8719
P_1_1 0.9006
P_2_1 0.2868

std.

0
0
0
0
0.1186
0
0
0

Error
.0024
.0146
.0062
.0642

.0263
.0838
.0340

t value

1.

1.
153.
.9958
. 8832
.1048
L7429
.4318

6902
7136
0132

Pri-1tl)

4.549e-02
4.330e-02

<le-16

2.298e-02
1.886e-01

<le-16
<le-16
<le-16

es de 26.44695 y el promedio del p

El promedio del t value
0.03754054.

2. Modelo de 3 regimenes y ruido blanco normal.

Fitted parameters:

Estimate
alpha0_1  0.0010
alphal_1 0.0312
beta_1 0.9532
alphat_2 0.5691
alphal_2 0.0560
beta_2 0.4428
alpha0t_3 7.2903
alphal_3 0.0000
beta_3 0.0399
P_1_1 0.8752
P_1.2 0.1244
P_2_1 0.2084
p_2_2 0.7849
P_3_1 0.1105
P_3_2 0.0005

std.

Error
.0021
.0185
.0053
3685
. 0854
.3281
1576
.0000
. 9095
.6253
. 7540
.1036
.0008
.0002
.0838

t value

18

MO DD OO OHEEROD

-4565
.6813
.2583
.5444
.6558
. 3498
.3290
.0434
.0137
.3334
.1650
L0127
935.
.4993
.0060 4.976e-01

0822

oW

| = N R =N N N v s I L B )

Pri=1tl)
.240e-01
.635e-02

<le-16
.124e-02
.560e-01
.854e-02
.711e-01
.827e-01
.945e-01
.694e-01
.345e-01
.207e-02

<le-16

<le-16

es de 106.9621 y el promedio del p

El promedio del t value
0.2298654.

3. Modelo de 2 regimenes y ruido blanco t de Student.

99

value es de

value es de
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Fitted parameters:

Estimate
alpha0_1 0.0160
alphal_1 0.0459
bheta_1 0.9316
nu_1 11.5606
alpha0_2 0.8476
alphal_2 0.0730
beta_2 0.8446
P11 0.9972
P_2_1 0.1263

std. Error

. 0065
.0129
.0179
.8443
.1756
.1143
.1992
.0021
. 0692

t value

wn

HW oo WK

.4656
.5693
L9717
. 0645
L7210
.6386
2406
.0027
.8255

Priltl)
6.83%-03
1.789%e-04

<le-16
2.407e-05
2.355e-01
2.615e-01
1.115e-05

<le-16
3.397e-02

es de 59.89995 y el promedio del p

El promedio del ¢ value
0.05977904.

4. Modelo de 3 regimenes y ruido blanco t de Student.

Fitted parameters:

Estimate
alpha0_1 0.0026
alphal_1  0.0182
heta_1 0.9617
nu_1 98.4450
alphat_2 0.0256
alphal_2 0.0290
bheta_2 0.9565
alphat_3 0.7633
alphal_3 0.0192
beta_3 0.8943
P11 0.8555
P_1_2 0.1435
p_2_1 0.1722
p_2_2 0.8242
P_3_1 0.0986
P_3_2 0.0023

std.

o e I Y s s e [ I 5 s o s s L o i e s

Error t value

.0028
.0092
.0165
. 8646
.0223
.0230
.0338
3875
L0727
3345
.0629
.0631
0777
.0784
.0585
.0293

(%]

= )
OHFHONMNWNOODmHEHEFE®E O

=

.0211
.9832
.2875
.2053
.1462
.2648
.2915
. 3197
.2639
.6739
.5971
.2719
.2160
.5166
.6850
L0770

Pri>tl)
.785e-01

2.367e-02

<le-16

2.72%9e-10
1.25%9e-01
1.030e-01

<le-16

3.746e-01
3.95%e-01
3.749e-03

<le-16

1.155e-02
1.335e-02

<le-16

4.600e-02
4.693e-01

El promedio del ¢ value
0.1090912.

100

value es de

es de 8.23254 y el promedio del p value es de

Observamos que los modelos 2 y 4 presentan un p value alto, mientras que los
otros dos modelos presentan un p value significativamente cero. Por lo tanto,
podemos seleccionar cualquiera de estos dos modelos para la estimacién. En
cuanto al t wvalue, el modelo 2 presenta el valor mas alto, seguido por los

modelos 3, 1y 4.

En cuanto a los criterios de seleccion de modelos, se obtuvieron los siguientes

resultados:
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Modelo 1 | Modelo 2 | Modelo 3 | Modelo 4
AIC 6,650.1845 | 6,639.5277 | 6,647.6541 | 6,640.8603
BIC 6,696.8248 | 6,726.9781 | 6,700.1244 | 6,739.9708
Prom. ponderado | 6,668.8406 | 6,674.5079 | 6,668.6422 | 6,680.5045

Donde el promedio ponderado se obtuvo dédndole un peso del 60 % al AIC,
debido a que nos interesa una penalizaciéon mas leve por exceso de parametros.
Debido a que el modelo 3 tiene un promedio ponderado mas bajo y es ade-
cuado de acuerdo con sus p value y t value, proseguiremos con la estimacién
considerando este modelo. A continuacién, presentamos el modelo MSGARCH
ajustado.

Sean {Z, };en variables aleatorias independientes e idénticamente distribui-
das t de Student de pardmetro 11.5606 y {S;}ien una cadena de Markov con
espacio de estados € = {1,2} y matriz de probabilidades de transicién

P_ 0.9972 0.0028
- \0.1263 0.8737) "

Sean los conjuntos de parametros
0, = ( ap1 = 0.01596231 , a3 = 0.04593637 , (11 = 0.93162042 ),

0; = ((app = 0.84764282 , ay = 0.07299234 , [, = 0.84456307 ).
Entonces la serie de tiempo de los rendimientos del S&P/BMV IPC se ajusta

al modelo
Y, = \/E Ziy
hi = ags, + 15, Y2, + Brshi -

El primer régimen presenta una volatilidad no condicional de 0.8434259 y
probabilidad de permanecer en este régimen de 0.9972, es decir, presenta baja
volatilidad y alta persistencia. El segundo régimen presenta una volatilidad
no condicional de 3.2010593 y probabilidad de permanecer en este régimen de
0.8737, es decir, presenta alta volatilidad y alta persistencia.

4.2.2. Simulaciones con el modelo ajustado

A continuacién realizaremos simulaciones del modelo ajustado MSGARCH.
Para comenzar, se define la funcion equivalente a la funcion simulacionGarch-
Markoviano de la subseccion 4.2.2. Simulaciéon del modelo del capitulo
previo, modificada para permitir dos regimenes en lugar de tres:
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# install.packages(” fGarch”)

1

2| library (7 fGarch”)

s|# PREVIO — Cargar la funcién simAleatoria

4

5| simulacionGarchMarkoviano2 <— function (estadol, estado2, P, n,
distr , x0, s0, edo0){

6| # Esta funcién simula una realizacidén de n pasos de una serie de

7 tiempo GARCH(1,1) con switch markoviano que alterna entre los

8 parametros de estadol y estado2 de acuerdo con la

utilizando un ruido blanco estricto con distribucién distr
11| # y con los valores iniciales X0=x0, 00=s0 y comenzando en
12|  # los pardametros del estado inicial edoO.

13

wul  if (sum(rowSums(P)!=1) != 0 || sum(P<0) != 0){

10

#
#

9| # matriz de probabilidades de transicién P,
#

15 cat ("ERROR \nLa matriz no es una matriz estocdstica”)

6]} elseq

17 if (sum(dim(P) = 2) != 2 || sum( c(length(estadol), length (

estado2)) = 3 ) = 2){

18 cat ("ERROR \nLa matriz debe tener dimensiones 2x2 y los
vectores de estado dimensién 3.7)

19 1 elseq

20 p < data.frame(estadol , estado2)

21 if (sum(p[2,] + p[3,] >= 1) !=0 || sum(p[l,] <= 0) !=0 ||
sum(p[2,] < 0) =0 || sum(p[2,] < 0) !=0 ){

22 cat ("ERROR \nPara todos los vectores de estados:

23 \nLa suma de los pardmetros al y 1 debe ser menor que 1.

24 \nEl pardmetro a0 debe ser positivo, al debe ser no

negativo y 1 debe ser no negativo.”)
25 } else{
26 # Ya que se verificaron las condiciones bdsicas de los

estados, la matriz y los parametros, se realiza la
simulacion.

27 parametros <— data.frame(estadol, estado2,

28 row.names = c(”alpha0”, ”alphal” |
"betal”))

29 ruido <— simAleatoria(distr, n)

30 if (sum(ruido)){

31 s <— s0

32 X <— ¢(x0)

33 edo <— edo0

34 historEdo <— ¢ ()

35 for(i in 1:n){

36 p <— paste("estado”, edo, sep = 77)

37 s2 <— parametros|[1,p] + ( parametros[2,p] * tail(X,1)

"2 ) + ( parametros[3,p] * s"2 )
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}

s <— sqrt(s2)
X <— append (X, s x ruido[i])

historEdo <— append(historEdo, edo)

edo <— sample(c(1l, 2), 1, prob = P[edo,]

)

X <— X[2:(n+1)] # Quitamos el primer punto.

return (data.frame (X, historEdo))

103

En el cédigo previo, simulacionGarchMarkoviano2 realiza una simulacion de
un proceso GARCH(1,1) con switch markoviano utilizando los pardmetros es-
pecificados. Para ejecutar esta funcién, es necesario tener previamente cargada
la funcién simAleatoria que fue presentada en la seccién 3.5.4. Simulacién
de series de tiempo GARCH del capitulo 3.

A continuacién, utilizando dicha funcién se realizaron tres simulaciones dis-
tintas durante el mismo intervalo de tiempo de la serie original.

Retornos S&P/BMV IPC Retornos S&P/BMV IPC
Serie real Simulacién 1

5.0

25

o

Retornos S&P/BMV IPC
Simulacién 2

o

500 1000 1500 2000 2500
t

500

1000

t

1500

Retornos S&P/BMV IPC
Simulacién 3

2000

2500

o

o

500 1000 1500 2000 2500
t

500

1000

t

1500

2000

2500
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Observamos que estas simulaciones presentan un comportamiento semejante
a la serie de tiempo real, de manera que el modelo parece ser una buena
descripcion de la serie.

Por otro lado, se realizaron tres simulaciones para 100 puntos futuros de la
serie.

Retornos S&P/BMV IPC Retornos S&P/BMV IPC
Simulacion 1 Serie predecida mediante la simulacion 1

g0
-25
-1
-5.0
-2
0 25 50 75 100 0 1000 2000
t t
Retornos S&P/BMV IPC Retornos S&P/BMV IPC
Simulacién 2 Serie predecida mediante la simulacién 2
5.0
2
25
- - 00
& ° x©
-25
-2
-5.0
0 25 50 75 100 0 1000 2000
t t
Retornos S&P/BMV IPC Retornos S&P/BMV IPC
Simulacién 3 Serie predecida mediante la simulaciéon 3
5.0
2
25
1
- 4~ 00
@ o x

0 25 50 75 100 0 1000 2000

En muchas ocasiones, ya que se tiene el modelo teérico de una serie de
tiempo, basta con utilizar los estimadores para predecir los valores futuros. Sin
embargo, en este caso existe el componente aleatorio dado por el cambio de
régimen markoviano, de manera que dicho método no representa la division de
la serie de tiempo por trozos de acuerdo con el régimen en el que se encuentra.
Por lo tanto, para la prediccién de este modelo se propone aplicar los métodos
de Montecarlo partiendo del iltimo punto conocido.

Los métodos de Montecarlo son procedimientos en los cuales se generan
puntos aleatorios que simulan casos, con los cuales se puede calcular la distri-
bucién de la variable de interés vista como una variable aleatoria. Si el niimero
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de simulaciones es suficientemente grande, se obtendra una buena aproxima-
cién. En el caso de las series de tiempo MSGARCH, se debe considerar a cada
punto en el futuro como una variable de interés y realizar un nimero grande
de simulaciones, tal como se realizaron las tres simulaciones mostradas en la
grafica previa. Posteriormente, se deben utilizar los resultados para expresar
dicho punto como una variable aleatoria con momentos conocidos. Con ello, se
obtiene la prediccién de la serie describiendo una variable aleatoria por cada
uno de los puntos a predecir.

4.3. Conclusiones

A continuacién, presentaremos algunas conclusiones acerca del ajuste de
datos realizado en el presente capitulo.

Para comenzar, recordemos que en el andlisis descriptivo se evidencié que
la serie de tiempo trabajada cumple con los hechos estilizados de una serie de
tiempo financiera: la funciéon de autocovarianza es cero desde un rezago de 1
aunque la serie no es independiente ni idénticamente distribuida, las funciones
de autocovarianza del valor absoluto y cuadrado si tienen correlacién signifi-
cativa, la volatilidad varia a lo largo del tiempo, la serie es leptocurtica y los
valores extremos ocurren en agrupaciones. Unicamente faltarfa comprobar que
la esperanza condicional de los retornos es cercana a cero. Es decir, podemos
observar que los datos se comportan como es esperado de una serie financiera.

El analisis exploratorio resulté muy importante para la seleccion de modelo,
ya que pudimos observar que los datos se comportan como modelos GARCH
distintos por intervalos de tiempo, es decir, observando a la serie por pedazos
se presentan comportamientos correspondientes a modelos GARCH distintos.

En cuanto al ajuste de modelos, se prefiere un modelo mas sencillo con
alto poder descriptivo, asi que tiene sentido haber seleccionado un modelo con
menos parametros. En particular, el modelo MSGARCH de dos regimenes con
ruido t de Student resulté adecuado para describir a nuestros datos, ya que
tuvo un promedio ponderado de los criterios AIC y BIC mas bajo que las
otras opciones y tiene un p wvalue bajo en todos los coeficientes, lo cual indica
que ningun coeficiente es significativamente cero a un nivel de confianza del
94.022096 % y nuestro modelo no tiene pardametros de mas. Ademads, en general
cuenta con t value altos, lo cual indica que los errores estandar son pequenos
en comparacién con los valores de los coeficientes.
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Conclusiones

Debido a la importancia que presentan los datos financieros en la sociedad
actual, es necesario continuar desarrollando modelos con mayor capacidad des-
criptiva que se acoplen a la creciente complejidad del mundo. Esto es y seguira
siendo una etapa particularmente importante para la prediccién de ciertos
fenémenos que impactan la vida cotidiana de las personas. Por ejemplo, es
indispensable estudiar la inflacion para que la poblacién mantenga una vida
digna en la vejez mediante la creacién de fondos robustos de ahorro para el
retiro.

A lo largo de este trabajo, hemos logrado describir la serie financiera del
Indice de Precios y Cotizaciones mediante un modelo GARCH con switch mar-
koviano, a partir de lo cual se han realizado simulaciones del proceso. Para esto,
resulto necesario presentar conceptos basicos de cadenas de Markov y de series
de tiempo, asi como dedicar un capitulo a la presentaciéon y estudio de algu-
nos modelos markovianos de cambio de régimen. En particular, comenzamos
introduciendo el modelo autorregresivo de media condicional con cambio de
régimen markoviano, el cual sirve como primer ejemplo sencillo para obtener
la intuicion necesaria acerca de esta clase de modelos. Posteriormente, descri-
bimos detalladamente el modelo de interés y lo simulamos en el lenguaje de
programacion R. Finalmente, en el tltimo capitulo realizamos la estimacion
estadistica de este modelo mediante una libreria especifica de R denominada
“MSGARCH” y utilizamos dicho ajuste para realizar simulaciones con el ob-
jetivo de presentar una breve idea respecto a la prediccién de valores futuros.

Dentro de los resultados que se obtuvieron, notamos que basté con con-
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siderar dos regimenes para obtener un buen ajuste de los datos, lo cual esta
relacionado con la preferencia que tenemos por modelos sencillos con alto poder
predictivo. Sin embargo, mediante el estudio de modelos con mayor niimero de
regimenes también se puede lograr un buen ajuste de datos, ademas de que es
factible desarrollarlos utilizando métodos computacionales diversos. También
es importante notar que este modelo especifico es una de las muchas posibili-
dades de extender y adaptar series de tiempo para incluir cambios de régimen,
los cuales ademas pueden estar regidos por diversas distribuciones distintas a
la markoviana.

Finalmente, las simulaciones de valores futuros como método para obtener
predicciones estadisticas es un punto que puede ser desarrollado en trabajos
posteriores. En este escrito, se introdujo brevemente la idea de obtener pre-
dicciones mediante métodos de Montecarlo, para lo cual se utilizé un ejemplo
de tres simulaciones que parece presentar resultados satisfactorios. No se pro-
fundizé en la idea ni en el procedimiento puesto que esta fuera del alcance del
trabajo.

En conclusion, este es un trabajo introductorio a cierto tipo de modelos de
serie de tiempo con cambio de régimen, en donde se resalté su importancia
mediante su aplicacion para ajustar datos sobre el Indice de Precios y Co-
tizaciones. Sin embargo, con el objetivo de lograr un mejor analisis y ajuste
de datos reales provenientes de fenémenos aleatorios, queda mucho por de-
sarrollar acerca de estos modelos y, en general, dentro del amplio campo de
conocimientos que es la estadistica.



Apéndice A

Otras distribuciones

A.1. Distribuciéon de Error Generalizada (GED)

Una distribucion utilizada frecuentemente para modelar errores en fenéme-
nos financieros es la distribucién de error generalizada, la cual fue propuesta
en 1991 por Daniel B. Nelson. A continuacion, presentamos su definicion.

Sea X una variable aleatoria perteneciente a la familia de la Distribucién de
Error Generalizada de paramero v, donde 0 < v < oo es el parametro de
forma. Entonces su funcion de densidad es

v 1

S w e

Esta densidad esta estandarizada, de manera que tiene media cero y varianza 1.
También es posible obtener la distribucién con media p y varianza o mediante
la tranformacion (0 X + ).

X

_}A:(%>

Ay

De esta definicién podemos observar que es una densidad simétrica, de
manera que los momentos centrales impares son cero y los pares pueden ser
calculados como

. (2% )\V>27‘F (27“—{—1) |

Hor = O F(l) U

v
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Finalmente, los coeficientes de asimetria ~; y curtosis v, estan dados por

FreE)
L)’

Mm=0y 1=

El contenido presentado previamente esta basado en el capitulo 4 de Wiirtz
et al. (2006) [20].

A.2. Distribuciones Sesgadas Estandarizadas

Sea X una distribucion estandarizada simétrica y unimodal con funcién de
densidad fx. Entonces se puede introducir un sesgo mediante el cambio de
escala

* 2 sign(oex
fx(x) = Ff(l'ugag); Tpeoe = £ (0 + pie), donde
3

1 1
e (6 1) o ot (¢ 5 <2

M, = 2/ " fx(x)dx .
0
Donde 0 < & < 00 es el parametro de asimetria.

En particular, al aplicar esta transformacién a la Distribucion de Error Ge-
neralizada, se obtiene la Distribucién de Error Generalizada Sesgada (SGED).

El contenido presentado previamente esta basado en el capitulo 4 de Wiirtz
et al. (2006) [20].
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Apéndice B

Cédigo en R

Para obtener los resultados presentados en el capitulo 5 se utilizé el siguiente
c6digo en R:

B.1. Serie de tiempo del S&P/BMV IPC

#install .packages(” readxl”)
library ("readxl1”)

s|#install . packages(” ggplot2”)

library (" ggplot2”)

dl <— read_excel(”C:/Users/Itzel Rmz/OneDrive/Escritorio/Datos 1 —
BMV IPC. x1s”
range = 7A7:B25237)
dfl < data.frame(Fecha = as.Date(d1$Fecha), IPC = d1$‘S&P/BMV IPC
‘)

# Gréafica
ggplot (data = dfl, aes(x = Fecha, y = IPC)) +
geom _line (color = ’firebrick’, linewidth = .5) +
labs (x = "Fecha” , y = 7IPC” |
title = "S&P/BMV Indice de Precios y Cotizaciones”,
subtitle = ”"Valor del {ndice”)+
theme _bw ()
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B.2. Analisis de las diferencias entre las fechas
reportadas

# Calculo de las diferencias
# install.packages(” dplyr”)
library (" dplyr”)

dif < ¢()
for (i in 2:length(dfl$Fecha)){
dif <— append(dif, as.double(difftime (d$Fecha[i],d$Fechali—1],
units = "days”)) )
}
dif <— data.frame(dif)

# Grafica:
t <— 1l:length(dif$dif)

3| X <— data.frame(t, dif = dif§dif)

gegplot (data = X, aes(x = t, y = dif)) +

geom _point (shape = 1, color = ’'plum4’, size = 3)+
labs(x = 7t7, y = "Dias”,

title = ”Diferencias entre fechas”)+
theme _bw ()

# Tabla de frecuencias:
dif %%
group _by (dif) %%
summarize (Freq=n() )

B.3. Calculo del retorno sobre la inversion y
sus graficas

# Retorno sobre la inversidén

Retorno <— c ()

for (i in 2:length (df1$IPC)){
o, (

Retorno <— append(Retorn df1$IPC[i]—df1$IPC[i—1])/df1$IPC[i 1]

*x100)
}
ret <— data.frame(Fecha = dfl$Fecha[2:length(dfl1$Fecha)], Retorno
= Retorno)

# Graficas:

gegplot (data = ret, aes(x = Fecha, y = Retorno)) +
geom _line (color = ’springgreend ’, linewidth = .5) +
labs(x = "t7, y = "Rt”,
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title = 7S&P/BMV Indice de Precios y Cotizaciones”
subtitle = "Retornos sobre la inversidén”)+
theme _bw ()

j| summary (Retorno) # Media cercana a cero

sd (Retorno) # Desviacién estandar cercana a uno
# install.packages(” moments”)

library (”moments”)

kurtosis (Retorno)

ggplot (data = ret, aes(x = Retorno)) +
geom_boxplot (color = ’hotpinkd’, fill="hotpink3’) +
labs (x = ”"Retorno”
title = ”Retornos S&P/BMV IPC” ,
subtitle = "Diagrama de caja”)+
theme _bw ()

ggplot (data = ret, aes(x = Retorno)) +
geom_histogram (color = ’hotpink4’, fill="hotpink3’, linewidth =

0.7) +
labs (x = "Retorno”, y = ”Frecuencia” ,
title = ”Retornos S&P/BMV IPC” ,
subtitle = "Histograma” )+
theme _bw ()

| ggplot (data = ret, aes(sample = Retorno)) +

geom_qq(color = "hotpink3’) +
labs(x = "Tedrico”, y = "Muestra” |
title = ”Retornos S&P/BMV IPC” ,
subtitle = "Grafico QQ”)+
theme _bw ()

acf(Retorno)

5| pacf (Retorno)

B.4. Ajuste de los datos a modelo MSGARCH
y comparacion de parametros

#install . packages ("MSGARCH")
library ("MSGARCH”)

# Ajuste a MSGARCH y comparacién de modelos
specla <— CreateSpec(
variance.spec = list (model = c¢(”sGARCH”)) ,




o
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distribution.spec = list (distribution = c¢(”norm”)),
switch.spec = list (K = 2)

) # 2 regimenes normal

flaML <— FitML(spec = specla, data = ret$Retorno)

mlt <— mean(flaML$Inference$MatCoef[,3])

mlp <— mean(flaML$Inference$MatCoef|,4])

speclb <— CreateSpec(
variance.spec = list (model = c¢(”sGARCH”))
distribution.spec = list (distribution = ¢
switch.spec = list (K = 3)

) # 3 regimenes normal

fIbML <— FitML(spec = speclb, data = ret$Retorno)

m2t <— mean (flbML$Inference $MatCoef[,3])

m2p <— mean(flbML$Inference $MatCoef[ ,4])

9
("norm”) ),

speclc <— CreateSpec(
variance.spec = list (model = ¢(”"sGARCH”))
c

)
distribution.spec = list (distribution = c¢(”std”)),
switch.spec = list (K = 2),
constraint.spec = list (regime.const = "nu”)

) # 2 regimenes t de Student

fleML <— FitML(spec = speclc, data = ret$Retorno)
m3t <— mean(flcML$Inference$MatCoef[,3])

m3p <— mean(flcML$Inference $MatCoef[ ,4])

specld <— CreateSpec(
variance.spec = list (model = c¢(”sGARCH”))
distribution.spec = list (distribution = ¢
switch.spec = list (K = 3),
constraint.spec = list (regime.const = "nu”)

) # 3 regimenes t de Student

fldML <— FitML(spec = specld, data = ret$Retorno)

mdt < mean(fldML$Inference$MatCoef[,3])

mdp <— mean(fldML$Inference $MatCoef[ ,4])

("std”)),

B.5. Descripcion y estimacion del modelo MS-
GARCH

fitl < flcML
vol <— sapply (ExtractStateFit (fitl), UncVol) #UncVol regresa la
volatilidad no condicional del proceso

# Parametros estimados:
fitl$par
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estadol <— c(fitl$par[”alpha0_1"],
fitl$par[”alphal _17],
fit1$par [’ beta_17])

estado2 <— c(fitl$par[”alpha0_2"],
fitl$par[”alphal _27],
fitl$par[”beta_271])

2|P1 <— fitl1$par["P_1_1"]
3| P2 <— fitl$par["P_2_1"]
P <— matrix(c(P1, 1-PI1,
P2, 1 P2),
nrow=2,byrow=T)
7| distr <— list ("tstudent”, fitl$par[’nu_1"])

B.6. Simulaciones del modelo ajustado MS-
GARCH

w N

w N e

=~

NN NN N NN
ot ¢ >

V)

# Simulaciones en el mismo tiempo que la serie de retornos
#install .packages(” gridExtra”)
3| library (7 gridExtra”)
edo0 <— 1
5180 <— vol[1]

71x0 <— 0
sin <— length (ret$Retorno)

X0 <— data.frame(t = 1:n, Rt = ret$Retorno)
p0 <— ggplot(data = X0, aes(x =t, y = Rt)) +
geom_line (color = ’'cyand’, linewidth = .5) +
labs(x = 7t”7, y = "Rt”,
title = 7 Retornos S&P/BMV IPC” |
subtitle = 7 Serie real”)+
theme _light ()
7| X1 <— simulacionGarchMarkoviano2 (estadol, estado2, P, n, distr, x0
, s0, edo0)
5| X1 < data.frame(t = 1:n, Rt = X1$X)
ol pl < ggplot(data = X1, aes(x = t, y = Rt)) +

geom _line (color = ’cyan3’, linewidth = .5) +
labs(x = "t7, y = "Rt”,
title = 7 Retornos S&P/BMV IPC” |
subtitle = ”Simulacién 17)+

theme_light ()

X2 <— simulacionGarchMarkoviano2 (estadol , estado2, P, n, distr, x0
, 80, edo0)
X2 < data.frame(t = 1:n, Rt = X2$X)




se| pla <— ggplot (data = siml, aes(x = t, y =
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p2 <— ggplot(data = X2, aes(x =t, y = Rt)) +

geom_line (color = ’cyan3’, linewidth = .5) +
labs(x = "t”, y = "Rt",
title = 7 Retornos S&P/BMV IPC” ,
subtitle = ”Simulacién 27)+

theme _light ()

35| X3 <— simulacionGarchMarkoviano2 (estadol, estado2, P, n, distr, x0

, 80, edo0)

16| X3 <— data.frame(t = 1:n, Rt = X33$X)

p3 < ggplot(data = X3, aes(x =t, y = Rt)) +

geom_line (color = ’cyan3’, linewidth = .5) +
labs(x = "t”, y = "Rt”,
title = 7 Retornos S&P/BMV IPC” ,
subtitle = 7 Simulacién 37)+

theme_light ()

grid.arrange (p0, pl, p2, p3, ncol=2)

i|# Prediccion mediante simulacién

edo0 <— 1

s0 <— vol[1]

x0 <— tail(ret$Retorno,1)

s <— 100 # Numero de puntos a estimar

siml <— simulacionGarchMarkoviano2 (estadol , estado2, P, s, distr,
x0, s0, edo0)

siml <— data.frame(t = 1:s, sim = sim1$X)
pred <— data.frame(t = (length(ret$Retorno)+1):(length(ret$Retorno
)+s)

Rt = sim1$sim)

sim )
geom_line (color = ’cyand’, linewidth = .5) +
labs(x = "t”7, y = "Rt”,
title = 7 Retornos S&P/BMV IPC” ,
subtitle = ”Simulacién 17)+
theme_light ()
X <— data.frame( t = 1:(length(ret$Retorno)+s), Rt = c(ret$Retorno
, sim1$sim) )

plb <— ggplot(data =X, aes(x =t, y = Rt)) +
geom_line (color = ’'cyand’, linewidth = .5) +
labs(x = 7t”7, y = "Rt”,
title = 7 Retornos S&P/BMV IPC” ,
subtitle = ”Serie predecida mediante la simulacién 17)+

theme_light ()
plb <— plb + geom_line (data=pred, color="red4”, linewidth = .5)
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sim2 <— simulacionGarchMarkoviano2 (estadol , estado2, P, s, distr,
x0, s0, edo0)

sim2 <— data.frame(t = 1:s, sim = sim2$X)

pred <— data.frame(t (length (ret$Retorno)+1):(length (ret$Retorno
)+s)

Rt = sim2$sim)
p2a <— ggplot(data = sim2, aes(x = t, y = sim)
geom_line (color = ’'cyand’, linewidth = .5) +
labs(x = 7t7, y = "Rt”,
title = 7 Retornos S&P/BMV IPC” ,
subtitle = ”Simulacién 27)+
theme_light ()
X < data.frame( t = 1:(length(ret$Retorno)+s), Rt = c(ret$Retorno
, sim2$sim) )
p2b <~ ggplot(data = X, aes(x =t, y = Rt)) +
_|_

geom _line (color = ’'cyand’, linewidth = .5)
labs(x = 7t7, y = "Rt”,
title = 7 Retornos S&P/BMV IPC” ,
subtitle = ”?Serie predecida mediante la simulacién 27)+

theme_light ()
p2b <~ p2b + geom_line (data=pred, color="red4”, linewidth = .5)

sim3 <— simulacionGarchMarkoviano2 (estadol , estado2, P, s, distr,
x0, s0, edo0)

sim3 <— data.frame(t

pred <— data.frame(t
J+s) |

1:s, sim = sim3$X)
(length (ret$Retorno)+1):(length (ret$Retorno

Rt = sim3$sim)
p3a <— ggplot(data = sim3, aes(x = t, y = sim)
geom_line (color = ’'cyand’, linewidth = .5) +
labs(x = 7t7, y = "Rt”,
title = 7 Retornos S&P/BMV IPC” ,
subtitle = 7Simulacién 37)+
theme_light ()
X < data.frame( t = 1:(length(ret$Retorno)+s), Rt = c(ret$Retorno
, sim3$sim) )

p3b <— ggplot(data = X, aes(x =t, y = Rt)) +
geom _line (color = ’cyand’, linewidth = .5) +
labs(x = "t”7, y = "Rt”,
title = 7 Retornos S&P/BMV IPC” ,
subtitle = ”?Serie predecida mediante la simulacién 37)+

theme_light ()
p3b <— p3b + geom_line (data=pred, color="red4”, linewidth = .5)

grid . arrange (pla, plb, p2a, p2b, p3a, p3b, ncol=2)




Apéndice C

Indices AIC y BIC

Los indices AIC y BIC proporcionan criterios para la seleccién de modelos,
es decir, nos permiten determinar el modelo mas adecuado para describir a los
datos dado que se tienen distintas propuestas de modelos.

El criterio de informacién de Akaike (AIC) fue propuesto por Hirotu-
gu Akaike en 1974 y tiene como objetivo estimar la calidad de distintos mode-
los penalizando la complejidad. Para esto, el AIC intenta encontrar un modelo
que maximice la verosimilitud de los datos tomando en cuenta el nimero de
parametros utilizados. Su férmula es

AIC =2k — 2 In(L(9)),

donde E(é\) es la funcién de verosimilitud maximizada y k es el nimero de
parametros en el modelo. Cuando la funcién de verosimilitud resulta muy dificil
de calcular, en muchas ocasiones se utiliza la suma de errores cuadraticos en
lugar de la verosimilitud maximizada.

Al incorporar a la verosimilitud y al niimero de parametros, el AIC trata de
encontrar un balance entre el ajuste del modelo y su complejidad. Cuando se
desea seleccionar un modelo bajo este criterio, el mejor es aquel con un menor

AIC.

El criterio de informacién Bayesiano (BIC) fue propuesto por Gideon
E. Schwarz en 1978 e igualmente tiene como objetivo estimar la calidad de
distintos modelos penalizando la complejidad. Su féormula es

-~

BIC =k In(n) — 2 In(L(0)),

117
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donde L£(0) es la funcién de verosimilitud maximizada, k es el nimero de
parametros en el modelo y n es el tamano de la muestra. Cuando se desea
seleccionar un modelo bajo este criterio, el mejor es aquel con un menor BIC.

La diferencia entre estos dos criterios es inicamente el término de penali-
zacion por complejidad del modelo, ya que en el BIC la penalizacion aumenta
logaritmicamente con el tamafno de la muestra. De tal manera, el BIC tiende
a favorecer modelos mas simples.

El contenido presentado previamente esta basado en los contenidos de Mon-
tesinos (2011) [21].
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