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1 Introduccion

1.1. Motivacion

La propuesta de esta investigacion es describir y analizar los nimeros construibles
y los niimeros origami. A lo largo de mi tesis, examinaré su estructura algebraica y las
operaciones que se pueden definir y realizar con estos conjuntos numéricos. Ademas,
haré una comparacion entre ellos, lo cual brindard una comprension mas clara de
estas construcciones numeéricas.

Los numeros construibles son aquellos que se pueden obtener utilizando tnica-
mente regla y compés, siguiendo ciertas operaciones geométricas como la suma, resta,
multiplicacion, divisiéon, extraccion de raices cuadradas y construccion de alugnas
rafces n-ésimas [2].

Por otro lado, los niimeros origami son aquellos que se pueden construir utilizando
una técnica llamada origami, que consiste en plegar papel en patrones especificos para
crear figuras tridimensionales. Esta técnica también puede ser utilizada para construir
ciertos nimeros, como los enteros, los racionales y muchos mas [15].

1.2. Objetivo

En primer lugar, en este trabajo se describen las estructuras algebraicas, que
son la base para entender la estructura que cumplen los ntimeros construibles y los
numeros origami. Inmediatamente describimos los niimeros construibles, se exploran
las construcciones geométricas posibles con regla y compas y las operaciones que se
pueden realizar con estos. Adicionalmente planteamos los tres problemas cldsicos de
la geometria, a saber, la triseccion del angulo, la duplicacion del cubo y la cuadratura
del circulo y el porqué no se pueden resolver.

Continuamos con los nimeros origami, investigando las técnicas y construcciones
especificas que permiten construir longitudes utilizando inicamente pliegues de papel.
Por ejemplo en la versiéon més comin de la construccion de origami, se comienza con
una hoja de papel cuadrada sin marcar y solo se permite doblar, no cortar. También
exploramos cémo resolver dos de los problemas clasicos con esta técnica.

Espero que esta tesis contribuya al avance de la comprension de los ntimeros
construibles y los niimeros origami desde el punto de vista geométrico y algebraico.
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2 Estructuras algebraicas

Como introduccién a este trabajo primero hablaremos de algunos conceptos sobre
algebra y la construccion de los conjuntos numéricos.

2.1. Estructuras algebraicas

En matematicas, una estructura algebraica consta de un conjunto no vacio de
elementos y un conjunto de reglas o condiciones que estos elementos tienen que sa-
tisfacer |23].

2.1.1. Conjuntos

Pero ;qué es un Conjunto? Supongamos, por ejemplo, que definimos el término
conjunto como ‘Un conjunto es una coleccién bien definida de objetos’. Pero nos
podriamos preguntar, ;qué se entiende por coleccién? Podriamos definirla como ‘Una
coleccién es un agregado de cosas’ ;Qué es, entonces, un agregado? Ahora bien, nues-
tro lenguaje es finito, por lo que después de un tiempo nos quedaremos sin nuevas
palabras para usar y tendremos que repetir [9]. Por esta razén, se considera a conjunto
como un término primitivo, es decir, un concepto que se acepta sin definicion formal.
Algunas de las cosas que supondremos de los conjuntos son:

1. Un conjunto S esta compuesto de elementos y si a es uno de esos elementos,
denotamos esto como a € S, que se lee como a pertenece a S.

2. Hay exactamente un conjunto sin elementos. El conjunto vacio se denota por ().

3. Si los elementos z de un conjunto estén descritos por una propiedad P(z), los
denotaremos con {z | P(z)} que se lee como, el conjunto de todos los elementos
x tales que la proposicién P(z) es verdadera.

Definicién 2.1 ( [9, p. 20])
Una operacion binaria * en un conjunto S es una funcién que mapea S x S en S.
Para cada (a,b) € S x S, denotaremos al elemento *((a, b)) de S como a * b.

Definicién 2.2 ( [8, p. 16])
Sea * una operacién binaria en un conjunto S. Un subconjunto H de S es cerrado
bajo * si para todo a,b € H, tenemos a xb € H.



4 CAPITULO 2. ESTRUCTURAS ALGEBRAICAS

2.1.2. Grupos

Ya que tenemos una nocion bésica de qué es un conjunto definamos brevemente
la primera estructura algebraica de este trabajo grupo.

Definicién 2.3 ( [9, p. 37])
Un grupo (G,*) es un conjunto G cerrado bajo la operacién binaria *, tal que las
siguientes propiedades se cumplen:

Asociatividad de x: Para todo a,b,c € G tenemos que,

(axb)xc=ax(bxc)
Elemento identidad e para *: Existe un elemento e en GG tal que V x € G,

exT =T xe=21x
Inverso a’ de a: Para todo a € G existe a’ € G tal que,

axad =d xa=e
Adicionalmente decimos que:

Definicién 2.4
Un grupo G es abeliano si su operacion binaria es conmutativa. Para todos a,b € G
tenemos que,

axb=bxa

Con las definiciones de grupo y grupo abeliano, definiremos una de las estructuras
algebraicas principales de este trabajo, la de anillo.

2.1.3. Anillos

Definicién 2.5 ( |9, p. 167])

Un anillo (R, +, ) es un conjunto R junto con dos operaciones binarias + y -, las cuales
llamaremos adicién y producto definidas en R, tal que las siguientes propiedades se
cumplen:

» (R,+) es un grupo abeliano.
= El producto es asociativo.

= Para todo a,b,c € R se cumplen la ley de la distribucion por la izquierda,
a-(b+c)=(a-b)+ (a-c)ylaley de la distribucion por la derecha (a+b)-c =
(a-c)+ (b-c).

Definicién 2.6 ( [9, p. 173])
Un anillo en el cual la multiplicaciéon es conmutativa es un anillo conmutativo. Un
anillo con neutro multiplicativo es un anillo con unidad.
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2.1.4. Campos

Definicién 2.7 ( [17, p. 286])

Sea R un conjunto y +, - dos operaciones definidas en R. Decimos que (R, +, ) es un
campo si es un anillo conmutativo y ademas cada elemento distinto de cero tiene un
inverso multiplicativo.

Los campos son anillos en los que las estructuras aditiva y multiplicativa tienen
propiedades similares. Para ser mas especificos, en un campo F', no sélo el conjunto F'
es un grupo abeliano con la suma, sino que también el conjunto de elementos distintos
de cero de F es un grupo abeliano con la multiplicacién. Asi, en un campo no sélo
son posibles la suma, la resta y la multiplicacién, sino que también se puede definir
la divisién, ya que podemos encontrar inversos multiplicativos de elementos distintos

de cero |7, p. 169].

Definicién 2.8 ( |21} p.34])
Un campo F' es un campo euclidiano si cumple con la siguiente condicién:
Si x estd en F'y x > 0, entonces /z estd en F.

2.2. Conjuntos numeéricos

En esta seccién hablaremos de los conjuntos de ntimeros y sus propiedades. Hare-
mos una introduccién intuitiva y no formal de estos.

2.2.1. Los numeros naturales

Los niimeros naturales son el sistema numérico mas primitivo que conocemos. En
la antigiiedad se les utilizaba sin tener un concepto claro, simplemente para contar. En
este trabajo solo presentaremos las propiedades del conjunto de los sistemas naturales
y las tomaremos como ciertas, una construccion formal de los nimeros naturales se
puede encontrar en [6, p. 18].

Definicién 2.9 ( [17, p. 129])
Denotaremos con N al conjunto de los niimeros naturales cuyos elementos son:

N={0,1,2,...}
La suma + y el producto - tienen las siguientes propiedades:
Propiedades de la suma. Para cualesquiera m,n,r € N, se cumple que:

Propiedad asociativa: (m+n)+r=m+ (n+r).

Propiedad conmutativa: m +n =n + m.

Existencia del neutro aditivo 0: m +0=0+m = m.

Ley de la cancelacién por la izquierda: Sim+n = m+r, entonces n = r.

Ley de la cancelacién por la derecha: Si m +n = r + n, entonces m = r.
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Propiedades del producto. Para cualesquiera m,n,r € N, se cumple que:

Propiedad asociativa: (m-n)-r=m-(n-r).
Propiedad conmutativa: m-n =n-m.
Existencia del neutro multiplicativo 1: m-1=1-m =m.

Ley de la cancelacién por la izquierda: Sim-n =m-ry m # 0, entonces
n=r.

Ley de la cancelacién por la derecha: Si m-n =r-n y n # 0, entonces
m=r.

Distributividad del producto sobre la suma. Para cualesquiera m,n,r € N, se
cumple que:
m-(n+r)=m-n+m-r

2.2.2. Los numeros enteros

De la misma manera que hicimos con los ntimeros naturales, en este trabajo no
presentaremos la definicion formal de los ntimeros enteros, solo los abordaremos de
manera intuitiva. Por cada nimero natural n consideremos un objeto denotado por
—n.

Sea =N = {—n | n € N—{0}}, el conjunto de los nimeros enteros es Z = —NUN;
entonces a € Z si y sélo si a = —n o a = n para algin n € N.

Continuemos con las propiedades de los niimeros enteros pero antes necesitamos
definir la suma y el producto en los enteros.

Para definir la suma y el producto en Z debemos considerar las cuatro posibilidades
que existen para una pareja a y b de niimeros enteros con m y n nimeros naturales,
que son:

1. a=m, b=n.

2. a=—-m, b= —n.
3.a=m, b= —n.
4. a=—m, b=n.

Definicién 2.10
Sean a y b numeros enteros, la suma de a y b esta dada por:

(m +n sia=m, b=n
—(m+n) sia=-m, b=—-n
atb— m-—n sia=m,b=—nyn<m
—(n—m) sia=m,b=-nym<n
n—m sia=-m,b=nym<n
—(m—n) sia=-m,b=nyn<m
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A continuacién, asi como con los nimeros naturales, enunciaremos qué propiedades
cumple la suma que acabamos de definir.

Propiedades de la suma. Para cualesquiera a,b,c € 7Z, se cumplen las siguientes
propiedades:
Propiedad asociativa: (a +b) +c=a+ (b+c).
Propiedad conmutativa: a +b =0+ a.
Existencia del neutro aditivo: a + 0 = a.

Existencia del inverso aditivo: Existe o’ € Z tal que a +a’ = 0.

Como con la suma, veremos la definicién del producto en los nimeros enteros para
cualesquiera enteros a y b.

Definicién 2.11
Sean a y b nimeros enteros, el producto de a y b esta dado por:

b {m-n sia=m,b=noa=-m, b=-n
a-b=

—(m-n) sia=m,b=-noa=-m,b=n
Y cumple las siguientes propiedades.

Propiedades del producto. Para cualesquiera a,b,c € Z, se cumplen:

Propiedad asociativa: (a-b)-c=a-(b-¢).
Propiedad conmutativa: a-b=1>5-a.
Existencia del neutro multiplicativo: a-1 = a.

Ley distributiva del producto con respecto a la suma: a-(b+¢) = a -
b+a-c.

Con las propiedades que acabamos de enunciar y con la definicién de anillo (de-
finicién [2.5), podemos comprobar que los nimeros enteros forman un anillo con la
suma y el producto, (Z, +, ).

1. (Z,+) es un grupo abeliano, ya que cumple con asociatividad en la suma +,
tiene el elemento neutro para la suma 0 y cumple con la existencia del inverso
para todo a € 7Z, a saber, —a.

2. El producto es asociativo.

3. El producto cumple con la ley distributiva con respecto a la suma.



8 CAPITULO 2. ESTRUCTURAS ALGEBRAICAS

2.2.3. Los numeros reales

El 1ltimo conjunto numérico del que hablaremos en este capitulo es el de los
nimeros reales denotado por R pero para poder hablar de estos primero hablemos de
los nimeros racionales denotados por Q.

Definicién 2.12 ( |7, p. 70])
El conjunto de los niimeros racionales Q es

Q:{%|a,b EZyb;«éO}

Dado un numero racional ¢, a se llama el numerador y b se llama el denominador.

/ . 7 .
Donde: § = & siy sélosia-0' =a'-benZ.

Fueron los griegos, con el famoso teorema de Pitdgoras, quienes concluyeron que
el sistema de los nimeros racionales es incompleto para medir. Si consideramos el
tridngulo rectangulo donde cada uno de los catetos mide 1 y x es la medida de la
hipotenusa, por el teorema de Pitdgoras debe ser 22 = 141 = 2. Por lo cual, z es un
nimero cuyo cuadrado es 2; sin embargo, no existe un nimero racional cuyo cuadrado
se igual a 2, la demostracion de esto se encuentra en el famoso libro de los Elementos
de Euclides. Por lo que, v/2 no es un niimero racional [17, p. 129].

Si bien los nimeros racionales son aquellos nimeros que se pueden representar
como fracciones, los niimeros que no se pueden representar como una razén de dos
enteros, como /2, se llaman irracionales y el conjunto de los ntimeros irracionales lo
denotaremos como 1.

El conjunto de los niimeros racionales QQ y el conjunto de los niimeros irracionales
I juntos forman el conjunto de los ntiimeros reales, denotado por R. Los niimeros reales
se construyeron axiomaticamente por primera vez en el siglo XIX por Dedekind(1831-
1916). Sin embargo, no daremos una construccién estricta del conjunto de nimeros
reales, una demostracion formal de estos se puede encontrar en [4], pero si diremos que
las reglas de igualdad, suma y multiplicacién son las mismas que para las fracciones. La
“regla de los signos” para la multiplicacién/division es la misma que para los nimeros
enteros por lo que los niimeros reales cumplen con las propiedades de campo.

En este capitulo introdujimos las definiciones de estructuras algebraicas y presen-
tamos los conjuntos numéricos que utilizaremos més adelante en este trabajo para
comprobar qué propiedades cumplen los nimeros construibles y los niimeros origami.
Principalmente utilizaremos que los niimeros reales los podemos utilizar para medir
longitudes.



3 Numeros construibles

Los numeros construibles son aquellos que se pueden obtener utilizando tnica-
mente regla y compas [2]. La historia de los nimeros construibles se remonta a los
antiguos matematicos griegos, quienes exploraron las posibilidades de construir longi-
tudes utilizando sélo regla y compas. Euclides, en su famosa obra ‘Elementos’, sento
las bases de la geometria euclidiana y abordo la construccién de figuras geométricas
utilizando unicamente estos dos instrumentos [21].

3.1. La regla y el compas

Nota cultural: |21, p. 29]

A través de su ordculo en Delos, Apolo informé a los delianos que si querian
librarse de la peste debian construir un nuevo altar cubico que duplicaba
exactamente el volumen del existente. El problema de Delos entonces era
construir un cubo que tuviera un lado /2 veces més largo que un lado del
cubo original. Segun otra leyenda, Eratostenes informé que el problema fue
enviado a los gedmetras de la Academia de Platon en Atenas. Se supone que
Platon dijo que el dios habia asignado la tarea de avergonzar a los griegos
por su negligencia en las matematicas y su desprecio por la geometria. No es
que los griegos no pudieran construir segmentos de la longitud requerida por
varios métodos, sino que no podian hacerlo usando sélo la regla y el compas.
Esa era su tarea. Seguramente, los griegos sospecharon que el problema no
tenia solucién; sin embargo, carecian del algebra para probarlo.

Los griegos partieron de cinco postulados o axiomas, Los postulados de Euclides,
para la construccion de su geometria, recordemos cuéles son estos:

Definicién 3.1 ( |5 p. 6])
Postulados de Euclides
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1. Por dos puntos siempre se puede trazar un recta. Esto nos permite trazar

AB, figura[3.1]

Figura 3.1: Primer postulado de Euclides.

2. Toda recta es prolongable tanto como se quiera en cualquiera de sus
dos direcciones. Con esto podemos trazar AB y BC, figura [3.2]

Figura 3.2: Segundo postulado de Euclides.
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3. Cualquier punto del plano se puede usar como centro de un circulo
(o de un arco de circulo) de radio arbitrario. Esta propiedad permite
comparar tamanos de segmentos, figura 3.3

Figura 3.3: Tercer postulado de Euclides.

4. Todos los angulos rectos son iguales. Con esta propiedad es posible definir
una unidad angular: el angulo recto.

5. Dada una recta y un punto fuera de ella, existe una sola paralela a la
recta dada que contenga al punto dado, figura (3.4

Figura 3.4: Quinto postulado de Euclides.
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[24] Nota cultural:

Como se puede notar, el quinto postulado tiene una forma mas complicada
que los otros cuatro, incluso parece que Euclides percibié el papel especial de
éste, ya que evito utilizarlo en la deduccién de las primeras 28 proposiciones
de los Elementos.

Es justo este quinto postulado el que atrajo la atencién de los matematicos
durante siglos, que trataron de demostrar el quinto postulado a partir de los
cuatro anteriores.

No es facil mencionar las ideas y todas las personas que contribuyeron a crear
una nueva rama de una ciencia y justo para el descubrimiento de otro tipo
de geometria se tuvo que construir y destruir.

La geometria no Euclidiana es una categoria general que abarca geometrias
que no cumplen con los postulados de la geometria euclidiana y que fueron
desarrolladas por varios matematicos a lo largo de mucho tiempo. Las dos
mas conocidas son:

Geometria eliptica: También conocida como geometria esférica, se basa
en la superficie de una esfera. En la geometria eliptica, la suma de los
angulos de un triangulo es siempre mayor que 180 grados y no hay
lineas paralelas.

Geometria hiperbdlica: También conocida como geometria de
Lobachevsky-Bolyai-Gauss. En la geometria hiperbdlica, la suma
de los angulos de un triangulo es siempre menor que 180 grados y hay
miultiples lineas paralelas que pasan por un punto exterior a una recta
dada.

Para saber qué podemos construir con la regla y el compas, tenemos que precisar
lo que entendemos por ‘construir’. Con la regla podemos trazar una recta siempre que
tengamos dos puntos. Es importante mencionar que la regla sélo se usa para trazar
lineas a través de dos puntos dados y no se puede usar para medir la longitud. Con
el compas podemos dibujar un circulo siempre que nos den el centro y un punto en el
circulo o podemos dibujar un circulo si se nos da el centro y cualquier segmento que
tenga la longitud de un radio. Adicionalmente, nosotros tenemos una ventaja que no
estaba al alcance de los griegos, a saber, la geometria analitica. René Descartes (1596-
1650) fue quien desarrollé las bases de la geometria analitica la cual nos proporciona
un sistema de coordenadas para poder medir distancias con mayor facilidad y poder
ubicarnos con precision en el plano (definicién [A.1)).

Con la idea del parrafo anterior, ahora continuemos con una definicion formal de
qué entenderemos por numeros construibles.

Definicién 3.2
Supongamos que tenemos una hoja de papel infinita, o como lo podriamos pensar en
geometria analitica, R?, y las dos siguientes herramientas:
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1. Un Compas. Dados dos puntos A, B en nuestro papel, el compas permite di-
bujar un unico circulo centrado en A que pasa por el punto B (figura [3.5al).

2. Una Regla de longitud infinita. Dados dos puntos cualesquiera A, B en nues-
tro papel, la regla nos permite dibujar una recta que pase por ambos puntos

(figura [3.5D)).

(a) Circulo con compds (b) Linea con regla

Figura 3.5: Construccién con regla y compas.

Es importante senalar que, si bien la regla y el compés son las herramientas que
forman la abstraccion de las construcciones de este trabajo, para elaborar los dibujos
utilizamos Geogebra https://www.geogebra.org/geometry.

Ya que contamos con estas dos herramientas ;qué podemos hacer? Aparentemente,
debemos tener dos puntos dados para usar la regla o el compés euclidiano en primer
lugar. Por lo que se deduce que necesariamente debemos tener un conjunto inicial que
consta de al menos dos puntos a partir de los cuales podemos construir nuevos puntos
con nuestras herramientas. Los puntos que podemos construir se obtienen como las
intersecciones de rectas y circunferencias que podemos construir a partir de los puntos
{(0,0),(1,0)} y para eso utilizaremos la siguiente definicién formal.

Definicién 3.3 ( |21}, p. 31])

En el plano cartesiano, un punto es construible, si el punto estd en {(0,0),(1,0)} o
se obtiene de los puntos anteriores de manera inductiva aplicando las siguientes tres
construcciones de una de tres maneras:

1. La interseccién de dos lineas, figura 3.6
2. Un punto de interseccién de una linea y un circulo, figura
3. Un punto de interseccién de dos circulos, figura [3.8

Tomemos nuestros dos puntos {(0,0),(1,0)} y veamos qué otro punto podemos
construir, por ejemplo (2,0). Sigamos los siguientes pasos:

1. Dibujemos una linea L a través de (0,0) y (1,0).

2. Dibujemos un circulo C' centrado en (1,0) a través de (0,0).


https://www.geogebra.org/geometry

14 CAPITULO 3. NUMEROS CONSTRUIBLES

Figura 3.6: Interseccién de lineas.

Figura 3.7: Interseccién de linea y circulo.

3. Con esto encontramos un segundo punto P en el cual L y C se intersectan,
porque L pasa a través del centro de C'. La distancia de P a (0, 0) es exactamente
el doble del radio de C, i.e. 2, y P también esta a 1 de distancia del centro de
C que es (1,0); més atn, ya que P estd en la linea entre dos puntos con cero en
la coordenada y, la coordenada y de P es también 0 y en consecuencia P debe

de ser (2,0), figura[3.9

De esta manera podemos construir cualquier punto de la forma (n,0), para cual-
quier n € N.

Definicién 3.4

Un numero real » € R es construible si hay un nimero finito de construcciones
con regla y compéas, que en cierto orden crean un punto P con por lo menos una
coordenada igual a r.

Teorema 3.1 ( [2, p. 4]). Todos los niumeros naturales N son construibles.

Demostracion. Sea n € N por demostrar que n es construible. Haremos la demostra-
cién por principio de induccién y usaremos la definicién [A.4]

Paso base: Empezaremos por ver que 0 € N y 1 € N son construibles y esto se
cumple por la definicién |3.3
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Figura 3.9: Construccién nimeros naturales.

Paso inductivo: Ahora asumimos que ya hemos construido todos los niimeros na-
turales, entre 1 y n; especificamente, suponemos que construimos los niimeros
de la forma (k,0) para 0 < k < n y buscamos probar que podemos construir
n+ 1.

Para esto, simplemente construimos la linea L a través de (n — 1,0) y (n,0),
y dibujamos el circulo C' centrado en (n,0) que pase por (n — 1,0). Entonces,
obtenemos un segundo punto, P, en el que L y C' se intersecan. La distancia de
P a (n,0) es 1, porque C es un circulo de radio 1. Finalmente, la coordenada y
de P es 0. Por lo tanto, P es precisamente el punto (n + 1,0), figura .

O

Con esta misma idea podemos extender la construccion hacia la izquierda y cons-
truir todos los niimeros negativos y por tanto los nimeros enteros. Otra idea seria,
por cada nimero natural que ya construimos podemos dibujar un circulo centrado en
(0,0) que pase a través del natural (n,0) y entonces un segundo punto P se intersecta
con la linea L y la distancia de (0,0) a P es n, lo que construye el punto (0, —n).

Teorema 3.2. Todos los nimeros enteros Z son construibles.

Hasta este punto sélo hemos hecho construcciones sobre el eje x. Para movernos
también por y demostraremos algunos teoremas. Primero vamos a construir una linea
perpendicular a otra dada.
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(0,0) (1,0) (2,0) [ (n-1,0) (n,0) (n+1,0)

Figura 3.10: Construccion de los nimeros naturales.

Teorema 3.3 ( [2, p. 5]). Supongamos que L es un una linea y A es un punto
que no esta en L. Entonces, podemos construir una linea M a través de A que es
perpendicular a L, i.e., podemos construir una linea M tal que las dos lineas L y M
intersectan en un dangulo de w/2 radianes.

Demostracion. Sean L una linea y A un punto que no estd en L; entonces para la
construccién de la linea perpendicular:

1.
2.

6.
7.

Tomamos un punto X; en nuestra linea L.
Dibujamos un circulo C; con centro X; a través de A.

L pasa a través de este circulo y por lo tanto tiene dos puntos de interseccion
con éste. Elegimos cualquiera y lo llamamos X5.

. Ahora dibujamos otro circulo C con centro en X, que pase por A.

Sabemos que C; y C5 tienen como interseccion A porque asi los construimos.
También sabemos que dos circulos se pueden intersectar en uno o dos puntos.
Si se intersectan en un punto quiere decir que estos son tangentes, pero como
ambos circulos tienen su centro en L el punto de interseccion de tangencia
tendria que estar en L y sabemos por la hipotesis que A no esta en L. Por lo
tanto, debe de existir otro punto B que surge de la interseccion de C y Cs.

Dibujemos una linea M por A a través de B como se ve en figura [3.11

Finalmente afirmamos que M es nuestra linea perpendicular.

Para demostrar que efectivamente M y L son perpendiculares, seguimos los si-
guientes tres pasos, figura [3.12}

1.

2.

El tridngulo A X; A X5 es congruente al triangulo A X, B X5 porque tienen los tres
lados del mismo tamano, definicion . Uno con el radio de C, X14A = X B;
otro con el radio de Cy, XoA = X, B, y comparten el lado X; X5 .

Por lo tanto, los dangulos a; = ZAX P, as = ZBX, P son iguales. Entonces, los
triangulos AAX; P, ABX; P son congruentes por el criterio 2 de definicién [A.2]
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Figura 3.11: Construccion de linea perpendicular.

3. En consecuencia, el angulo 5, = ZAPX; es igual al angulo 8, = ZBPX;. Pero
la suma de estos dos dangulos es 7 = 180°, y como M es una linea recta que
pasa por A, Py B, estos angulos tienen que medir 7/2 = 90°. Entonces M y L
son perpendiculares.

Figura 3.12: Prueba de ortogonalidad.

O

Similar al resultado anterior, algo que también podemos hacer es construir lineas
paralelas.
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Teorema 3.4 ( [2, p. 7]). Supongamos que L es una linea y X es un punto que no
esta en L. Entonces podemos construir una linea N que pase por A y es paralela a
L.

Demostracion. Sean L una linea y A un punto que no esta en L. Para construir una
linea paralela seguimos los siguientes pasos:

1. Tomamos nuestra linea L y escogemos cualquier punto X que no esté en L.

2. Por el teorema [3.3] podemos dibujar una linea M perpendicular a L que pase
por X.

3. Si la linea pasa por A, elegimos otro punto X', dibujamos una linea perpendi-
cular M’, borramos X y M y llamamos al nuevo par X, M.

4. Con M perpendicular a L y A que no esta en M, construimos una linea per-
pendicular a M que pase por A y la llamamos N.

Para comprobar que N y L son paralelas, notamos que el angulo entre L y M es /2
y que el dngulo entre M y N es también 7/2; como consecuencia, el dngulo entre L
yNesrn/2+7/2=00m.

Figura 3.13: Lineas paralelas.

]

Teorema 3.5 (Equivalencia con el compés |2, p.7]). Dado cualquier punto A y cua-
lesquiera dos puntos diferentes B, C, podemos dibujar un circulo alrededor de A con
radio iqual a la distancia de B a C'. En otras palabras, podemos “transferir” el circulo
centrado en B que pasa por C' a A.

Demostracion. Sean A un punto y C el circulo con centro en B que pasa a través de
C, figura|3.14] Primero construimos un circulo C5 con centro en A que pase por B y
el circulo C5 con centro en B que pase por A. Cy y Cj se intersectan en dos puntos D
y E. Por otro lado C} y C intersectan en dos puntos F'y . Construimos un ultimo
circulo Cy con centro en D y que pasa por F, éste intersecta con C'3 en un punto P,
figura [3.15 Afirmamos que la distancia de A a P es la misma que B a C'.



3.1. LA REGLA Y EL COMPAS 19

C

Figura 3.14: Equivalencia con el compas.

Los triangulos APDB = AF DA son congruentes por el criterio de lados iguales,
definicién [A.2] Entonces, /PDB =~ /FDAy /PDB — ZADB = /FDA — ZADB.
Por lo que, ZPDA = /FDB.

Ahora, por como construimos los circulos, DP =2 DF y AD = BD. Por lo tanto,
por el criterio de lado-dngulo-lado (definicion AAPD = ABF D, lo que implica
que AP = BF. Finalmente, construimos C] con centro en A y radio AP.

Figura 3.15: Construccion de la equivalencia con el compas.

]

Otro resultado importante para convertir la nocién de niimeros construibles, ele-
mentos de R a puntos elementos de R? es el siguiente teorema.

Teorema 3.6 ( , p.7]). Supongamos que los dos valores a, b son construibles; en-
tonces, podemos crear los puntos (ta,£b) con regla y compds.
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Demostracion. Sean a, b nimeros construibles. Si a es construible, existe un punto P
con una coordenada igual a a y la otra coordenada igual a algtin valor c. Supongamos
sin perdida de generalidad que P = (a,c). Dibujamos una linea M perpendicular
al eje-x y que pasa por P. Esta linea intersecta con el eje-x en el punto (a,0). Si
dibujamos un circulo centrado en el origen y que pase por (a,0), construimos los
puntos (+a,0) y (0,%a). De la misma manera, lo podemos hacer con (+b,0) y (0, £b).
Con nuestro teorema anterior teorema m, podemos transferir un punto a otro y
construir (+a, £b). Por ejemplo, la interseccién del circulo con centro en (a,0) y de
radio la distancia de b al origen, interseca con M en (a,b). O

Con las herramientas anteriores, ahora podemos sumar dos puntos de la siguiente
manera.

Teorema 3.7 ( |2, p.7]). Supongamos que podemos construir los puntos (a,b) y (¢, d)
con regla y compds. Entonces podemos construir (a + ¢, b+ d).

Demostracion. Sean a,b, ¢, d construibles, entonces podemos construir (a,0), (b,0),
(¢,0), (d,0). Tomamos el punto (a,0) y utilizando el teorema [3.5 dibujamos un
circulo de radio dado por la distancia de (c¢,0) al origen. Este circulo tiene radio
¢ por construccion e intersecta con el eje-x en dos puntos (a %+ ¢, 0). De igual manera
podemos obtener (0,b & d). Ahora, dibujamos una linea paralela al eje-x que pase
por (0,b + d); esto nos genera todos los puntos de la forma (x,b + d). De manera
similar, construimos una linea paralela al eje-y que pase por (a + ¢,0); esto genera
todos los puntos de la forma (a + ¢, y). Entonces, la interseccién de estas dos lineas

es (a+ ¢, b+ d), figura|3.16,

C (atc,b+d)
(0,b)
®
(0,d)
°
X (0,0) (c,0) (a,0) \(atc,0)
Y

Figura 3.16: Construccién de (a + b, ¢ + d).

]

Teorema 3.8 ( |2, p.8]). Supongamos que podemos construir el punto (a,b) y también
supongamos que podemos construir el valor x, para x # 0. Entonces podemos construir

(xa,xb) y (a/x,b/x).
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Demostracién. Sea (a,b), sin pérdida de generalidad, un punto que no esté en el eje-x,
y x un valor que también podemos construir. Entonces para demostrar que podemos
“multiplicar” (a, b) seguimos los siguientes pasos.

1. Dibujamos una linea L que pase por (a,b) y el origen (0,0).
Dibujamos otra linea M que pase por (a,b) y el punto (1,0).
Como z es construible, podemos construir el punto (z,0).

Dibujamos una linea M’ paralela a M que pase por (z,0).

ARl R

Etiquetamos el puntos (0,0) como C, (a,b) como D, (1,0) como E, al punto de
intersecciéon de L, M’ como F, y otro punto (x,0) como G, figura m

Figura 3.17: Construccion de (za, zb).

Afirmamos que F' es (za,ab), para esto veamos que como M y M’ son paralelas. Por
el teorema [A.1] la longitud de (a,b) a F es proporcional a la longitud de (1,0) a
(x,0), lo que quiere decir que F' es un punto cuya longitud al origen es x veces mas
que (a,b), que es F' = (za, zb).

Para dividir, supongamos que empezamos con el punto F' = (za, zb) y necesitamos
construir el punto (a,b) y para esto seguimos el siguiente proceso:

1. Dibujamos la linea L que conecta a (za,xb) con (0,0).

2. Como z es construible, podemos construir (z,0).

3. Dibujamos la linea M’ que conecta a (za, zb) a (x,0).

4. Dibujamos una linea paralela M a M’ que pase por (1,0).

5. Etiquetamos a la interseccién de M y L como D.

Con la misma légica y resultado del teorema el punto D = (a,b). Por lo tanto,
podemos dividir por z. Si empezamos con F' = (a,b) y seguimos los pasos que acaba-
mos de enumerar, conectando F' a (z,0), podemos crear el punto D con coordenadas

(a/x,b/x). O
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3.2. Estructura algebraica de los nimeros cons-
truibles

A partir de los resultados anteriores, ahora hablaremos de la estructura algebraica
de los nimeros construibles.

Corolario 3.8.1 ( [2, p.10]). La coleccion de todos los nimeros construibles forma
un campo.

Demostracion. Por los teoremas anteriores, sabemos que los ntimeros construibles
tienen la suma y multiplicacién, ademas también sabemos que contienen a 0, 1 por la
definicién 3.4} Entonces tenemos los mismos axiomas de asociatividad (+, ), conmu-
tatividad (+, -), distributividad (+, -) e identidad (+, -). Sélo nos falta tener cerradura
e inversos. Por el teorema sabemos que la suma de dos nimeros construibles, es
construible y por el teorema[3.8] para cualquier nimero construible, podemos constuir
su inverso. Por lo tanto, los nimeros construibles forman un campo. O

Corolario 3.8.2 ( [2, p.10]). El conjunto de los nimeros racionales Q es construible.

Demostracion. Sea r € QQ entonces r = § para algunos a,b € Z con b # 0. Sabemos

por el teorema[3.2] que a, b son construibles por ser enteros. Por el teorema 3.8 podemos

construir %, yva que 1 y b son construibles. De la misma manera podemos construir
1 a

a-3 = ¢. Por lo tanto, r pertenece a los nimeros construibles. O

Ya sabemos que podemos construir los nimeros racionales Q, pero ;podemos ir
mas alla?. Los siguientes teoremas nos dicen qué mas podemos construir.

Teorema 3.9. Sin es construible, entonces también podemos construir \/n.

Demostracion. Supongamos que n es un numero construible. Veamos que podemos
construir \/n.

1. Empezamos la construccion con el segmento de longitud n — 1. Dado que pode-
mos construir la suma de ntimeros construibles.

2. Construimos el punto medio de este segmento, ya que podemos construir niime-
ros racionales, para obtener un segmento AB de longitud ”T_l

3. Construimos la recta L perpendicular a AB en B.

4. Con el compas, dibujamos un circulo de radio ”TH centrado en A y llamamos C
a la interseccién del circulo y L, figura [3.18]

Si consideramos el AABC, por el Teorema de Pitagoras,

n+1\? n—1\> n*+2n+1-(n?—-2n+1)
2 2 4

BC? = AC* — AB* = (

Entonces, BC' = y/n. Por lo tanto, \/n es construible.
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Figura 3.18: Construccién de y/n.

Corolario 3.9.1. Los numeros construibles forman un campo euclidiano.

Demostracion. Decir que x es un cuadrado en el campo F significa que x estd en F
y hay un ntimero y en F tal que y?> = x. En otras palabras, el nimero z en F es un
cuadrado en F siy sélo si y/z también estd en F. Entonces, un campo F es euclidiano
si y solo si todo niimero positivo en F' es un cuadrado en F'. Por lo que demostramos
en teorema 3.9, sabemos que podemos construir la raiz cuadrada de cualquier niimero
construible, por lo tanto \/z estd en el campo de los niimeros construibles y forma
un campo euclidiano. O

Los tres problemas que interesaron a los griegos de la antigiiedad y que han pa-
sado de generacion en generacion a través de los siglos son los tres problemas de la
geometria elemental, a saber, la triseccion del dngulo ;Podemos construir cos(20°)7;
la duplicacion del cubo {Se puede construir /27, v la cuadratura del circulo jPodemos
construir 77, [25].

Como lo mencionamos al principio, los griegos no contaban con las herramientas
para demostrar que ninguno de estos problemas se puede resolver sélo con regla y
compas.

Hasta ahora hemos hecho construcciones con regla y compas. Para dar respuesta
a los problemas anteriores, serd necesario incluir herramientas del algebra.

La idea es agrandar un campo dado para formar un campo nuevo, de modo que el
campo nuevo contenga algin niimero nuevo ademés de todos los nimeros del campo
dado. Esto resulta facil en el caso especial en el que el cuadrado del niimero especifico
que se va a sumar estd en el campo dado. Por ejemplo, v/5 no es un nimero racional
pero (v/5)? estd en Q. Queremos crear el campo que contenga v/5, asi como todos los
nimeros racionales. Con F' = Q y d = 5 en el enunciado del teorema a continuacién,
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el teorema dice que el nuevo campo consta de todos los nimeros de la forma p + ¢gv/5
conpyqen Q.

El siguiente teorema da la receta general para extender un campo dado por la raiz
cuadrada de un nimero positivo que ya esta en el campo.

Teorema 3.10 ( [21} p.35]). Si F' es un campo y d es un nimero entero positivo en
F pero \/d no estd en F entonces {p + qvV/d | p,q € F} es un campo.

Demostracién. Sea F un campo y d un nimero entero positivo en F tal que v/d ¢ F.
Queremos demostrar que el conjunto K = {p+¢+v/d | p,q € F} forma un campo bajo
las operaciones de suma y multiplicacién de F'.

Mostraremos que la suma y la multiplicacion en K satisfacen los axiomas de
campo:

Propiedades de la Suma: Sea la suma definida por (p; + ¢1Vd) + (p2 + @Vd) =
(p1+p2) + (@1 + ) Vd.

Cerradura bajo la suma: Sean = = p; + ¢1Vd e y = ps + ¢2V/d elementos
cualesquiera de K. Entonces, z +y = (p1 + p2) + (¢1 + ¢2)Vd. Dado que
P1+DP2 Y 1 + g son elementos de F' (ya que F' es un campo), se sigue que
x + y también es un elemento de K.

Conmutatividad: Sean z = p;+¢Vd e y = ps+¢\/d elementos cualesquiera
de K. Entonces, z+y = (p1+p2) + (1 +@)Vd = (p2+p1) + (@2 + 1) Vd =
y+x. La suma en K es conmutativa, ya que la suma en F' es conmutativa.

Asociatividad: Sean z = p,+qVd, y = ps + @V d y 2 = ps+ s\ d elementos
cualesquiera de K. Entonces, x + (y + 2) = (p1 + (p2 + p3)) + (@1 + (g2 +
QB))\/a = ((p1 +p2) +p3) + (1 + 2) + Q3)\/c_l = (z +y) + z. La suma en
K es asociativa, ya que la suma en [’ es asociativa.

Elemento neutro aditivo: El elemento neutro aditivo es 0 + 0v/d, que es el
mismo que el elemento neutro aditivo en F'.

Inversos aditivos: Para cualquier z = p 4+ ¢v/d € K, su inverso aditivo es
—p — ¢V/d, que también estd en K.
Propiedades de la Multiplicacion: Sea la multiplicacién definida por

(1 + (_h\/C_l) - (p2 + QQ\/E) = (p1p2 + dq1q2) + (p1g2 + QDQQ1)\/a

Cerradura bajo la multiplicacién: Sean z = p; + ¢1Vd e y = ps + ¢2V/d
elementos cualesquiera de K. Entonces, z -y = (p1p2 + dq1q2) + (p1g2 +
paq1)Vd. Dado que pips + dgiga y pigz + p2qi son elementos de F' (ya que
F es un campo), se sigue que x - y también es un elemento de K.

Conmutatividad: La multiplicaciéon en K es conmutativa, ya que la multipli-
cacion en F' es conmutativa.
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Asociatividad: Para probar la asociatividad de la multiplicacién, necesitamos
demostrar que para todos a,b,c € K, se cumple que (a-b)-c=a- (b-c).
Sean a = p; + Vd, b = ps + @Vd, v ¢ = p3 + ¢3v/d. Calculamos ambas
formas de la multiplicaciéon asociativa:

(a-b)-c=((p1+ Ch\/ﬂ_i) - (p2 + C]Q\/a)) - (ps + Q3\/3)

= (pip2 + dq1q2 + (P1g2 + pqu)\/a) - (ps + Q3\/C_l)

Desarrollando esta expresion:
= (p1p2+da162)p3+(P1p2+daig2) g3 Vid+ (P1g2+p2q1) \/C_ips +(p1g2+p2q1) \/ZZ% Vd

= (p1p2ps+dqigaps)+(p1p2gs \/E—i‘déh 4293 \/E) +(p1g2ps \/C_l+p2Q1p3 \/E) +(p19293d+p2q193d)
= (p1p2p3+dqi1gaps+dp1 ¢2q3+dp2qigs) +(P1P2G3+P192p3+D2q1 D3 +dG14243) Vi

Ahora calculamos a - (b - ¢):
a-(b-c)=(p1+qVd) - ((p2+ @Vd) - (ps + g:Vd))

=(p1+a \/g) - (paps + dgoqs + (p2g3 + p3Q2)\/C_Z)

Desarrollando esta expresion:

= p1(paps+dq2qs)+p1(P2g3+p3q2) \/E—Hh \/g(pzp:s +dg2q3)+a \/E(Zh q3+D3q2) Vi

= p1paps+dp1gaqs+p1pagsV d-+pipsgeV d+qupapsVd+dgy g2gsV d+dgipags+dai psg
= (p1paps+dquqaps+dp1gogs+dpagrqs)+(Prp2gs+p1psge+peqips+daigaqs)Vd

Comparando ambas expresiones obtenidas, vemos que son idénticas:

(a-b)-c=a-(b-c)
Por lo tanto, se cumple la asociatividad de la multiplicacion en K.

Elemento neutro multiplicativo: El elemento neutro multiplicativo es 1 +
0v/d, que es el mismo que el neutro multiplicativo en F.

Inversos multiplicativos: Sea z = p + ¢v/d € K con p # 0. Entonces, el

inverso multiplicativo de x en K es £~ q\@.
p?+q%d

La propiedad distributiva se cumple en K, ya que se cumple en F. O

Definicién 3.5 ( [21], p.36])

Si d es un ndmero positivo en el campo F pero v/d no estd en F, entonces F (\/E)
denota el campo {p+ ¢v/d | p,q € F}. Llamamos a F(v/d) una extension cuadrdtica
de F. Si Fy = F(\/dv), F, = Fi(J/dy),...,F, = F,_1(\/d,), entonces escribimos a
F, = F(\/di,\/dy,...,\/d,) y llamamos a cada uno de F, F, Fy, . .., F}, una extension
cuadrdtica iterada de F. Sea E la union de todas las extensiones cuadraticas iteradas
del campo Q.
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El siguiente diagrama nos muestra la iteracién sobre los racionales; asi, Fjy; es
una extensién cuadratica del campo Fi. Entonces, F) estd contenido en Fj 1 v F), es
una extension cuadratica iterada de los racionales. La union de los nimeros en todas
esas iteraciones sobre los racionales es E.

E

Fz‘+1=ﬂ<\/f+1>=@(\/d_1,\/d_2ww\/ﬁ>
Fi=Foa (V) = @ (Vi o, . V@)

Fy = Fy (Vids) = @ (Vi Vo, /)
F=F (Vi) =0 (Vi Vi)

Teorema 3.11. Se cumplen las siguientes propiedades:

(a) Si una linea pasa por dos puntos construibles, entonces la linea tiene una ecua-
cion con coeficientes en el campo de los niumeros construibles.

(b) Si tanto el centro de un circulo como un punto en el circulo tienen coordenadas
construibles, entonces el circulo tiene una ecuacion con coeficientes en el campo
de los niumeros construibles.

Demostracion. Sea a en el campo F', la prueba la haremos por casos:

Linea recta: Primero tomemos lineas que podemos construir con sélo dos puntos
construibles (a,b), (¢, d). Construyamos la linea que pasa por estos dos puntos
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(teorema [A.5)):

y—b:d_b(x—a), a#c
c—a
o equivalentemente,
d—1b b a
y_c—am—l—(c—a_d—b)'

Notemos que por corolario W, g, ﬁ, +% son construibles y podemos es-

cribir la ecuacion anterior como la ecuacion de la recta para m, b construibles.

y=mz+b

Circulo: Consideremos cualquier circulo que podamos construir, lo podemos hacer
especificando el centro (a,b) y el punto (¢, d), por lo tanto los circulos tienen la
forma:

(x—a)’+(y—0)*=(c—a)’+(d—b)*

Notamos que justo la parte derecha también se puede construir y por lo tanto,
podemos escribirla como la ecuacién general del circulo, teorema [A.6]

(x—a)’+(y—0)>*=r

[]

Teorema 3.12. Si dos rectas se cruzan y tienen coeficientes construibles, entonces
el punto de interseccion es construible.

Demostracion.

Interseccién de lineas: Si se intersectan dos lineas cualesquiera, no paralelas, de la
forma:
Yy =mix + b1, y = mox + by

Obtenemos,
by — b by — b
,CL’:—Z ! ,y:m1—2 ! +b1
mi — Mo my; — My
Por lo tanto, el punto de interseccién es construible. O

Teorema 3.13. Si una recta y un circulo se intersecan y cada uno tiene una ecuacion
con coeficientes construibles, entonces los puntos de interseccion son construibles.

Demostracion. Sean las ecuaciones de la linea y el circulo,
Yy =mzx + ¢,
(z—a)l+(y—0*=r
Si sustituimos mx + ¢ en y en la segunda ecuacién, obtenemos:
(x—a)+ (mx+c—b)?=r

:>x2+2m(c;b)—2ax a2—|—(c—b)2—7“:0
m? + 1 m? +1
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2m(c—b)—2 24 (c—b)2— : . ;
De nuevo notemos que mle—b)=2a, aH(e=b)Tor o) igualmente niimeros construibles.
m*+1 ’ m*+1

Por lo tanto, podemos cambiar estos por valores y decir que todas las soluciones para
x son raices del polinomio de la forma:

2?4+ ax + B
Para «, § construibles. O

Teorema 3.14. Si cada uno de dos circulos que se intersecan tiene una ecuacion
con coeficientes construibles, entonces los puntos de interseccion tienen coordenadas
construibles.

Demostracion. Similarmente, supongamos que se intersecan dos circulos, entonces lo
que tratamos es resolver las dos siguientes ecuaciones:

(=)’ +(y—01)> =71, (& —a)’+ (y—b2)* =1y
Simplemente tomamos la diferencia y obtenemos la ecuacion:

(I_a1)2+ (y—b1)2 - (x—a2)2—|—(y—b2)2 =Ty —T
= (2ay — 2a;y)x + (2by — 2by)y =71 — 1o — a3 + a5 — b3 + b3

Que es justo la ecuacion de una linea con coeficientes construibles. O]

Teorema 3.15 ( [21, p.39]). Las coordenadas de un nimero construible estdn en una
extensién cuadratica iterada del campo de los racionales Q.

Demostracion. Sea x un numero construible entonces de la definicion vemos que z
debe ser el ultimo de una secuencia P;, P, ..., P, de puntos, cada uno de los cuales
es (0,0),(1,0), o se obtiene en uno de tres maneras: (i) como la interseccién de dos
lineas; (ii) como punto de interseccién de una linea y un circulo, o (iii) como punto
de interseccién de dos circulos. Por teorema [3.11] teorema [3.12] teorema y teore-
ma [3.14], podemos asociar cada punto z; con los racionales y observar que cada punto
x1 para ¢ > 1 puede asociarse con un campo F; tal que las coordenadas de x; estan
en F; y tal que F; es igual a F;_; o es una extension cuadratica de F;_;. Por lo tanto,
F,, es una extension cuadratica iterada de los racionales y las coordenadas de z se
encuentran en F,. ]

Teorema 3.16 ( [21, p.42]). Si el polinomio de grado n,
" + 12"V a4+ a9 =0

tiene coeficientes enteros y una raiz racional p/q donde p y q son niumeros enteros
que no tienen factor comiun mayor que 1, entonces p divide a ag y q divide a,,.

Demostracion. Sustituyendo p/q en lugar de = en la ecuacién y multiplicando el
resultado por ¢", obtenemos a,p™ + an_1p" 'q + -+ + aipg® ! + apg™ = 0. Como p
divide el lado derecho de la ecuacién y como p divide todos los términos del lado
izquierdo que preceden al tltimo, entonces p debe dividir agg™. Sin embargo, dado
que p no tiene factor comin mayor que 1 en comun con ¢, entonces p debe dividir a
ag. Asimismo, dado que ¢ divide todos los términos después del primero pero no tiene
un factor comin mayor que 1 en comun con p, entonces g debe dividir a,,. O
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Teorema 3.17 ( [21, p.42]). Si una ecuacion cibica con coeficientes racionales no
tiene raiz racional, entonces ninguna de sus raices es un numero construible.

Demostracion. Sean a, b, c nimeros racionales y la ecuacién z3 + ax? + bx +c¢ = 0
sin raiz racional pero con una raiz construible. Sea Fy = Q . Entonces hay un entero
positivo k£ que es el minimo, tal que la ecuacién tiene una raiz construible en una
extensién cuadratica iterada Fj de los racionales con Fj, = Q(v/dy, Vds,...,\/dy).
Sea F; = Q(v/dy,\/ds,...,\/d;) parai=1,2,...,k—1. Entonces F; es una extension
cuadritica de F;_; parai = 1,2,..., k. Es decir, F; = F;_1(v/d;). Por nuestra suposi-
cién, existen p y g en Fj_; tales que r = p + ¢+/dj,. Debemos tener ¢ # 0, ya que de
lo contrario r esta en Fj_; y entonces k£ no es minimo. De la identidad algebraica

(p £ qv/dp)* + alp £ g/ dy,)* +b(p £ ¢\/dy) +
= p® £3p%q\/di + 3p®di £+ ¢*(\V/dp)? + ap® £ 2apqy/dy, + ag’dy + bp £ bg/d, + ¢
= (p° + 3pgdy + ap® + ag’dy + bp + ¢) + (3p*q + ¢*di + 2apg + bg)\/di = 0

vemos que p — qv/dy debe de ser raiz si p 4+ q\/dj por que para que sea igual a 0
ambos términos deben de ser igual a 0. Las raices p — ¢v/d y p + q/d;. son distintas
ya que g # 0. Sea t la tercera raiz, entonces:

2+ ar? +br+c

= (@ —t)(r = (p+qvd))(x — (p — ¢V dy))

=(x—t)(x—p—qVd (x—p+q\/ )

= (x —t)(a® — pz + zg/dy, — px +p° —M—MJrM: ¢*dy)

(z —t)(2* = 2pz + p* — quk)

=23 — 2pa? — x@Pdy + xp? — ta? + 2pat + t¢Pdy — tp?

= 2% + 22(—t — 2p) + 2(p* — ¢*di + 2pt) + tgPdy, —

para todo z. Al comparar los coeficientes de 22 en ambos lados, notamos que debemos
de tener a = —t — 2p, entonces t = —a — 2p y t € Fj_1; sin embargo, esto es una
contradiccion la minimalidad de k, ya que t es una raiz y esta en Fj_, por lo que

nuestro supuesto es falso.

[]

3.3. Los problemas clasicos de los griegos

Ya tenemos la herramientas necesarias para contestar si los problemas clasicos de
los griegos se pueden construir con regla y compas.

Teorema 3.18 ( [21} p.44]). El niimero /2 no es construible.
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Demostracion. Notemos que /2 es solucién de la ecuacién 23 — 2 = 0. Por el teore-
ma , sabemos que si un polinomio tiene una raiz racional p/q, donde el maximo
comun divisor de p y ¢ es 1, entonces p divide a —2 y ¢ divide a 1. Para este polinomio
vemos que ninguno de los divisores de —2, £1 , £2, es raiz del polinomio z* — 2. Por
lo tanto, no hay ningiin niimero racional que sea solucién de la ecuacién x> — 2 = 0.

Ahora por el teorema [3.17sabemos que si una ecuacién con coeficientes racionales,
como 73 — 2 = 0, no tiene ninguna raiz racional entonces ninguna de sus raices es
construible; por lo tanto, la raiz /2, es un nimero que no es construible. O

Lo que finalmente implica que la DUPLICACION DEL CUBO no tiene solu-
cion.

Continuemos con el desarrollo de las herramientas necesarias para demostrar que
no se puede resolver el siguiente problema clasico.

Teorema 3.19 ( [21, p.43]). Un dngulo de medida 0 es construible si y sdlo si cos 6
es construible.

Demostracion. Para demostrar este teorema vamos a probar ambas implicaciones:

Implicacién Directa (=): Sea 6 construible, debido a la periodicidad, podemos
restringir nuestra atencion al intervalo 0 < 6 < 27, mas atin, podemos enfor-
carnos a 0 < 0 < 7, pues:

1. Si un angulo con medida 6 es construible entonces también los angulos
T—0, m+0y2r—6.

2. Si x es construible también |z|.

Si el angulo estd formado por las lineas L; y Lo que se intersectan en el punto
c.

1. Dibujamos un circulo de radio 1 alrededor de c.
2. El circulo interseca con Ls en el punto q.

3. Dibujamos una linea perpendicular a L, a través de ¢ que cortara a L; en
un punto cos @ alejado de ¢ y sen 8 alejado de ¢, figura [3.19|

Implicacién Inversa («<): Supongamos que cos 6 es construible. Esto significa que
podemos construir un segmento de longitud cos # utilizando inicamente regla y

compés. Ahora consideremos la ecuacién trigonométrica bésica cos? 6 +sin® 0 =
1.

Podemos reorganizar esta ecuacién como sin®?f = 1 — cos? 6. Dado que pode-
mos construir cosf y realizar operaciones aritméticas y raices cuadradas con
segmentos construibles, también podemos construir sin?#@ y, por lo tanto, sin 6.

Construir cosf y sinf nos permite ubicar el punto en la circunferencia unita-
ria que corresponde al angulo #. Luego, trazamos lineas desde ese punto para
construir el angulo 6. Por lo tanto, demostramos que el angulo € es construible,
figura [3.20)] .
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Figura 3.19: Construccion de cos .

08
06

04
sin 0
02
()

2 k08 06 04 02 0 02 04 06 08
cost

Figura 3.20: Construccion de 6.

Ya demostramos que un angulo de medida 6 es construible si y sélo si cosf es

construible.
O]

Lema 3.1. La ecuacién x® — 3x — 2cos(3A) = 0 tiene las siguientes soluciones:
2 4
2cos A, 2cos(A+ §7r), 2cos(A+ §7r)

Demostracidn. Sea la ecuacién x® — 3z —2 cos(3A) = 0, para encontrar sus soluciones,
recordemos algunas identidades trigonométricas:

sin(A + B) = sin A cos B + cos Asin B
cos(A+ B) = cos Acos B — sin Asin B
1 =cos? A+sin? A
De éstas obtenemos:

sin2A = sin(A + A)
=gsinAcos A + cos Asin A
= 2sin Acos A
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cos2A = cos(A+ A)

= cos Acos A — sin Asin A

= cos® A —sin? A

=cos? A —14cos’? A=2cos* A—1
=1—-sin?A—sin?A=1-2sin’A4

sin3A = sin(A + 2A4) = sin Acos 2A + cos Asin 24
= sin A(2cos® A — 1) + cos A(2 cos Asin A)

= sin A(2cos> A — 1 + cos A(2cos A))

= [sin A][4(cos A)* — 1]

cos3A = cos(A + 2A4)

= cos Acos2A — sin Asin2A

= cos A(2cos® A — 1) — sin A(2sin A cos A)
= 2cos® —cos A — 2sin® Acos A

=2cos’ —cos A —2(1 — cos® A) cos A

= 2cos® —cos A —2cos A+ 2cos® A

= 4(cos A)® — 3cos A

Multiplicando las tltimas ecuaciones por 2 y ajustando términos, obtenemos:

(2cos A)* —3(2cos A) —2cos34 =0

Por lo que 2cos A es solucién de la ecuacién. Ahora, veamos que las siguientes
igualdades se cumplen cos[3(A + 27)] = cos[3(A + 37)] = cos[3A].

cos[3(A + %7?)] = cos[3A + 27]

= cos3A cos 2w — sen 3A sen 27
=cos3A -1 —sen3A-0
= cos3A

De manera anéloga para cos[3(A + 37)].
Sustituyendo 2 cos(A + %ﬂ') en nuestra ecuacion original obtenemos que:

(2 cos(A+ gw))?’ —3(2cos(A + ;ﬂ')) —2cos(34) =

2 2
8(cos(A + §7r))3 — 6cos(A + §7r) —2cos(3A) =

2 cos(3(A + ;W)) +W — W —2c0s(3A) =

2cos(3A) — 2cos(3A] =0
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De la misma manera para cos[3(A + 37)]. Por lo tanto, 2cos A, 2cos(A + 2m) y
2 cos(A 4 3m) son soluciones. O

Teorema 3.20. El numero cosg no es construible.

Demostracion. Sea el cos 3 = 1/2, si tomamos 34 = % por el lema , vemos que la
ecuacién z° — 3x — 1 = 0 tiene como soluciones 2 cos 3 2cos gw y 2cos %W. Como la
ecuaciéon no tiene solucién racional por teorema [3.16, por el teorema sus raices
no son construibles. O

Maés aun, por el teorema el dngulo 7 no es construible ya que el cos § no

es construible. Si bien hay una infinidad de estos dngulos, basta con escoger uno
para demostrar que el problema de la TRISECCION DEL ANGULO no tiene
solucion.

Por ultimo, veamos si el problema de la cuadratura del circulo no se puede resolver.

Lema 3.2. Si ¢ es una raiz de un polinomio de grado k con coeficientes en F(v/d),
entonces ¢ es una raiz de un polinomio de grado 2k con coeficientes en F'.

Demostracion. Supongamos que ¢ es una raiz del polinomio P(z) de grado k con
coeficientes en F(v/d). Es decir,

P(z) = ag + a1x + agx® + ... + aa®

donde cada a; es un elemento de F (\/c_l) Cada a; se puede expresar como a; =
u; + v;v/d donde w; y v; son elementos de F.
Entonces,

=0
Dado que ¢ es una raiz de P(z), tenemos que

P(c) = Z(UZ +uVd)d =0

1=0

Ahora, consideremos el conjugado de P(x) denotado P*(x) donde reemplazamos

Vd por —V/d:

Entonces,
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Para simplificar esta expresion, consideremos el producto de dos términos genéri-
cos de las sumas:

(u; + viVd)x' - (u; — v;Vd)a?

Este producto se expande como:
(u; + viVd) (u; — v;Vd) 2™ = (uu; — wwVd + viuVd — vo;d)z™

= (wu; — viv;d)z™ + (vu; — w;)Vdz ™I
Para el producto completo, debemos sumar todos los términos resultantes:

k

k
= Z Z(ulu] — U{Ujd + (viuj — uivj)\/a)a:”j

i=0 j=0

Notamos que los términos que involucran v/d se cancelan en pares:

k

k
E E (viu; — uv ) Vdz ™ =0

i=0 7=0
De modo que la expresién completa se reduce a:

k

k
:E E wu; — v;v;d) it

i=0 j=0

Esto resulta en un polinomio de grado 2k con coeficientes en F'.

Finalmente, dado que P(c) = 0, entonces P*(c) = 0. Asi, P(c)P*(c) = 0. Esto
demuestra que ¢ es una raiz del polinomio P(x)P*(z), que tiene grado 2k y coeficientes
en F'.

Por lo tanto, queda demostrado que si ¢ es una raiz de un polinomio de grado k
con coeficientes en F'(v/d), entonces ¢ es una rafz de un polinomio de grado 2k con

coeficientes en F'.
O

Teorema 3.21. Un elemento de E es raiz de una ecuacion polinémica con coeficientes
enteros cuyo grado es una potencia de 2.

Demostracion. Dado que E = F(\/dy,v/da, ..., \/d,), donde d; son elementos en E.
Tomemos cualquier elemento « en E. Por deﬁmclon de [E como una extension cuadrati-
ca de Q, a se puede escribir como:

a=a+bVd

donde a,b € Q.
El polinomio minimo de v/d sobre Q es 2% — d. Esto es porque (v/d)? — d = 0.
Considera el polinomio:

P(z) = (z — (a+ bVd)(x — (a — bVd)) = 2% — 2az + (a® — b?d)
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Las raices de P(x) son precisamente a + bv/d y a — bv/d.

Utilizando el lema , sabemos que cada +/d; es raiz de un polinomio de grado 2
con coeficientes en F'.

Ahora, consideremos la extensién F(v/dy, \/da, . .., +/d,) = E, que es una extensién
de grado 2" sobre F', ya que cada extension cuadrética introduce una extension de
grado 2 porque el polinomio minimo tiene grado 2. Entonces, cualquier elemento ¢
en [E es raiz de un polinomio de grado 2" con coeficientes en F. Esto cumple con la
condicién de que el grado del polinomio sea una potencia de 2.

Para obtener coeficientes enteros, podemos considerar el denominador comun m
de los coeficientes de P(x) y multiplicar todo el polinomio por m? (el grado del
polinomio), obteniendo un nuevo polinomio @(x) con coeficientes enteros.

O

Finalmente, vamos a concluir que el tercer problema clasico de los griegos de
construcciéon, la CUADRATURA DEL CIRCULO tampoco tiene solucién. Para
mostrar esto es necesario y suficiente mostrar que 7 no es construible. Del teorema|3.21
sabemos que los nimeros construibles son solucién de una ecuaciéon polinémica con
coeficientes enteros. A estas soluciones se les conoce como nimeros algebraicos. Los
numeros reales que no son raices de ninguna ecuaciéon polinémica con coeficientes
enteros se llaman numeros trascendentales. En 1882, el matematico aleman Ferdi-
nard Lindemann (1852-1939) demostré que 7 es trascendental y demostré asi que
el dltimo de los tres problemas de construccién clasicos tampoco tiene solucion. La
demostracion se puede encontrar en [11].

Con esto concluimos nuestro viaje a través de los nimeros construibles y ahora
continuaremos con el siguiente conjunto, los numeros origami.
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4 Numeros origami

Los nimeros origami son aquellos que se pueden construir utilizando una técnica
homoénima llamada origami, que consiste en plegar papel en patrones especificos para
crear figuras tridimensionales. Esta técnica también puede ser utilizada para construir
ciertos numeros, como los enteros y las fracciones |15].

En una construccion origami comenzamos con una hoja de papel que puede ser de
tamano infinito. La hoja de papel, tiene dos puntos marcados en ella 0 y 1. La hoja
de papel representa al plano complejo con el eje real que pasa por los puntos 0 y 1 y
el eje imaginario perpendicular al eje real y con interseccion en 0.

Las construcciones origami son simplemente series de dobleces en el papel. Cuando
el papel se dobla y se desdobla deja pliegues que en la construccién actiian como lineas.
En las construcciones oriagmi un punto sélo existe si se encuentra en la interseccion
de dos pliegues. Los tipos de dobleces que podemos hacer estardn definidos por los
axiomas que veremos en la siguiente seccion.

4.1. Los axiomas de origami

Humiaki Huzita enumerd seis pliegues que podemos usar en la construccion de
origami, [12].

Axioma 4.1
Las operaciones que se pueden realizar en la construccién de niimeros origami son las
siguientes:

Oq1: Dados dos puntos p; y p2, podemos doblar una linea que pase por p; y pa,

figura [1.1]

Figura 4.1: Axioma O; de origami.

37
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Os: Dados dos puntos p; y pa, podemos doblar una recta colocando p; sobre py (i.e.
encontrar la perpendicular al segmento formado por p; y ps), figura .

Figura 4.2: Axioma O, de origami.

Os: Dadas dos rectas l; y ly, doblar una recta colocando l; sobre [y (i.e. podemos
bisectar el d&ngulo entre ellas), figura .

Figura 4.3: Axioma O3 de origami.

O4: Dado un punto p y una recta [, podemos doblar una recta que pase por p y sea
perpendicular a [, figura 4.4}

Figura 4.4: Axioma O, de origami.
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Os: Dados dos puntos p; v po y una recta [, podemos doblar una recta colocando p;
sobre [ y pasando por p,, figura

Figura 4.5: Axioma Oy de origami.

Og: Dados dos puntos p; y po y dos rectas [ y lo, podemos doblar una recta colocando
p1 sobre [; y colocando py sobre [ con una sola linea, figura 4.6

Figura 4.6: Axioma Og de origami.
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Podemos pensar cada axioma como una funcién que toma puntos y lineas como
parametros y regresa una linea, a saber, doblez.

4.1.1. Construccién de ejes

Empecemos con nuestra hoja de papel y los dos puntos 0 y 1. Si aplicamos el
axioma[4.1;O1 a 0 y 1 nos da el eje real. Aplicando el axioma[4.1,04 a 0 y el eje real
obtenemos el eje imaginario.

4.2. Operaciones de campo

El objetivo de esta seccién es ver que los niimeros Origami forman un sub-campo
de C, es decir, estos estan contenidos en C y vamos a demostrar que para cualesquiera
nimeros origami a v 3, o — 3 y af3 son origami y que o' también es origami para

a # 0.

4.2.1. Operaciones elementales

Para lo siguiente definamos dos operaciones mas:

Lema 4.1. F1: Lineas paralelas Dados un punto p y una linea I, doblamos una
linea paralela a | que pase por p.

Demostracion. consiste en aplicar dos veces axioma [4.1, O4 y puede ser definida por
El(p,l) = O4(p,04(p,1)). La primera aplicacion de O4 nos da la linea [; que es
perpendicular a [ y que pasa por p. La segunda aplicacion nos da una linea I que es
perpendicular a [y; por lo tanto paralela a [, y pasa por p. O

Lema 4.2. E2: Lineas perpendiculares Dados un punto p y una linea [, refle-
jamos p a través de .

Demostracién. Primero aplicamos el axioma 4.1, O4 a p y [ para obtener la linea [,
perpendicular a [ y que pasa por p. Luego elegimos un punto p; en [ que no esté en [y,
este punto se puede obtener con la interseccion de [ con la linea que va de p a 1, 6 0,
6 . Ahora aplicamos axioma[d.I} O5 a p, p1, y 1 para doblar p sobre [ y mantenemos
el plano doblado. Una vez doblado, podemos marcar la linea entre p y p;. Esto marca
el punto py que es una reflexion de p en [. n

4.2.2. Suma

La suma se puede obtener si aplicamos dos veces O1 y dos veces E1. Empezamos
con tres puntos p1, po y 0. Aplicamos las operaciones en el siguiente orden para obtener
el punto p3 que es la suma de p; + ps.
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li < O01(0,p)

(
l2 < 01(07])2)

I3 < El(p2, l1)
(

ly <= Eq(p1, lz)

ps interseccién de (I3, 1)

Esencialmente lo que hacemos es encontrar la cuarta esquina del paralelogramo
con puntos 0, p1, p2, como se ve en la figura [4.7

Figura 4.7: Suma origami.

Cuando sumamos dos puntos p; y ps que son multiplos escalares, el paralelogramo
forma una sola linea, por lo que este método no funciona. Supongamos sin pérdida de
generalidad que p, tiene mayor magnitud que p;, primero aplicamos (), para marcar
la linea l; que pasa por 0, p; y ps. Después, aplicamos Os(pa, p1) (en el caso de que
p1 = P2, aplicamos O4(p1, 1)) y mantenemos el papel doblado. Ahora nuestro punto
ps estd encima de 0. Con el papel todavia doblado aplicamos O4(p1, (1) y esto marca
la suma ps.

En origami, para obtener un nimero negativo se hace reflejando al nimero dado
respecto a 0. Para esto, evaluamos el punto p de la siguiente manera Es(p, O4(p, O1(0,p))).

4.2.3. Multiplicacion

La multiplicacion en origami se implementa con dos operaciones, a saber, la mul-
tiplicacién por un nimero real y la multiplicaciéon por 7. Utilizamos propiedades de
los triangulos para multiplicar un nimero p; por un real r, de la siguente manera,

figura [4.8|
u ll <~ 01(07])1)

"y 01(1>p1)
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] l3 < El(T’7 lg)

= p, interseccién de (11, 13)
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Notamos que este método no funciona si p; es un numero real. En este caso,
podemos simplemente agregar ¢ a p;, multiplicarlo por r y proyectar el producto en

el eje real con con Oy

Figura 4.8: Multiplicacién por un nimero real origami.

Para multiplicar un nimero por i, lo que haremos serd rotar 7/2 en sentido con-

trario a las manecillas del reloj en 0.

u ll < 01(07p1)

lg < 04(0, ll)
l3 < Oz(ll, lg)

Dy EQ(pla l3)

Con esto podemos sumar, restar, multiplicar por reales y multiplicar por 7, y
finalmente combinar estas operaciones para multiplicar cualquier nimero complejo.

4.2.4.

Inverso multiplicativo

Sabemos que el inverso multiplicativo de cualquier nimero complejo (a, b) es igual
a (a — bi)/(a* + b?). Para realizar esto, necesitamos saber dividir. Esto se hace de
manera similar a la multiplicacién, como se muestra en figura [4.9]

b ll — 01(07291)
w Iy <= Oi(r,p1)
u l3 <— El(]_,lg)

= p, interseccién de (11, 13)
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Figura 4.9: Divisién por un nimero real origami.

4.3. Raices cuadradas

Cuando calculamos la raiz de un niimero complejo, consideramos su representacion
polar, calculamos la raiz de su magnitud y dividimos el angulo entre 2. Para hacerlo en
origami, por lo tanto debemos de tener dos operaciones: obtener la raiz de un niimero
real positivo y bisecar un angulo. La tltima ya la conocemos pues es el axioma Os.
Sacar la raiz cuadrada de un nimero real r usando origami requiere el uso del circulo.

Con la ecuacién:
z+1 2 e 1\?2 L
2 ) T\ 2 4

obtenemos, justamente y = /x. Con esto, entonces consideremos el circulo con centro
r—1 N e | : : _ 4
en (0, =2), con radio £+ y notemos que interseca al eje real en ps = (/7,0). El metédo

para obtener ps, raiz de r, es el siguiente, figura [4.10}

=Py AT
= p2 By
w 3 < Os(—1i, po, eje real)

n p3 — Eo(—1,13)

Para calcular la raiz de un niimero complejo p;, primero bisecamos el angulo entre
el eje real y p; para obtener el angulo medio [y, luego rotamos p; en el eje real con Oj
y F5 para obtener el real con magnitud positiva py, el cual llamaremos r. Tomamos
la raiz cuadrada de esta magnitud y la llamamos p,. Finalmente rotamos py a l; con
Os v FE5 para obtener p3 que es la raiz cuadrada de nuestro punto original p;.
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@
[

Figura 4.10: Raiz cuadrada origami.

4.4. Raices cubicas

Vamos a seguir el método para resolver las ecuaciones ctibicas en R de la forma
x4+ ax® + bz + ¢ con origami porpuesto en [12].

Sean dos puntos p; y pe con coordenadas (a,1) y (c,b), respectivamente, y las
lineas l; y ls con ecuaciones y + 1 = 0 y  + ¢ = 0, respectivamente. Doblamos una
linea colocando p; en [y y colocando ps en 5. Entonces la pendiente del pliegue es la
solucién de 2 + ax? + bz + ¢ = 0.

Sea P, una parabola con foco p; y directriz [;. Dado que el pliegue no es paralelo
al eje-y, podemos dejar que el pliegue tenga la ecuacién y = tx + u. Sea el pliegue
tangente a P en (z1,y1) vy (1 — a)? = 4y;. Debido a que el pliegue tiene la ecuacién
(x1 —a)(z —x1) = 2(y — 1), obtenemos t = (x; —a)/2 y u =y, — z1(x; —a)/2. De
estas ecuaciones, obtenemos u = —t? — at, figura [4.11]

Cuando ¢ no es 0, sea P, una pardbola que tiene el foco ps y la directriz ls. Sea el
pliegue tangente a P, en (23,%2) v (y2 — b)*> = 4cxo. Debido a que el pliegue tiene la
ecuacion (yo—b)(y—ya) = 2¢(x—x3), obtenemos t = 2¢/(ya—b) y u = yo—2cxs/(y2—b).
De estas ecuaciones, obtenemos u = b+ ¢/t (t no es 0 porque el pliegue no es paralelo
al eje-x). Por lo tanto, ¢3 + at> + bt + ¢ = 0.

Cuando c es 0, ps esta en [5. Entonces, el pliegue es perpendicular a [ o el pliegue
pasa por ps. En el primer caso, t = 0. En el tltimo caso, v = b, y t> + at + b = 0. Por
lo tanto t3 + at? + bt + ¢ = 0.

4.5. El campo de los niimeros origami

Con las operaciones que revisamos en la apartado vemos que los nimeros
origami O forman un subcampo de C, por lo que Q C O C C. Las secciones aparta-
do y apartado [£.4] nos hablan de que podemos resolver ecuaciones cuadraticas y
cibicas. Esto significa que, para cualquier subcampo k de O, si una extension K/k
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Figura 4.11: Raiz cibica en origami.

tiene grado 2 6 3, entonces K es un subcampo de O. La consecuencia de esto es que
un nimero complejo a es origami, si existe una cadena de campos

QCK@CK1CK2C"'CKn:Q(Oé)

donde cada extension K;,1/K; tiene grado 2 6 3. Si « es origami, su conjugado @
pude construirse al reflejar « en el eje imaginario al aplicar la operacién Fj.

4.6. Ejemplos de objetos origami construibles

En el capitulo|3|comprobamos que las construcciones con regla y compas producen
nimeros que son soluciones a ecuaciones que son parte de una extension cuadratica;
sin embargo, también demostramos que no se puede trisecar un angulo o duplicar un
cubo con regla y compas.

Como ya vimos en el apartado ademas de construir lo que pueden hacer la
regla y el compas, el origami también puede construir puntos que son soluciones a
ecuaciones cubicas. Entonces, es posible duplicar un cubo y trisecar un angulo con
origami.

4.6.1. La duplicacién del cubo

Recordemos que la duplicacién del cubo se refiere a construir un cubo con volumen
igual a 2. Asi que este problema se puede resolver siempre y cuando se pueda construir
un lado con longitud igual a /2. A continuacién, veremos que esto si es posible
realizando operaciones (dobleces) origami.

Teorema 4.1 ( [18, p.51]). Es posible construir /2 con origami.
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Demostracion. Segun y , Peter Messer desarroll6 el método de construc-
cién de v/2 en 1986.

Primero, doblamos la hoja de papel cuadrada en tercios, como explica , figu-
ra 412l

Figura 4.12: Construccién de v/2 con origami, paso 1.

Sea [; el borde izquierdo del papel [ la linea del pliegue del tercio superior, la
esquina inferior derecha del papel P; y la interseccién del borde derecho del papel con
la linea de pliegue de un tercio inferior P.

Aplicamos Og a los puntos Py, P y las lineas [,l, para hacer una linea de pliegue
m que coloque P; en l; y P, en ly, figura [4.13

Figura 4.13: Construccién de /2 con origami, paso 2.
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El punto P, donde P; toca el borde del papel divide el borde por v/2 a 1.
Para mostrar esto, consideramos la figura

y

Figura 4.14: Construccién de /2 con origami, paso 3.

Sea PPB = x; PLA = 1; AD = y. Entonces AB = x+1; PPD = x4+ 1 —y;
PP=(x+1)/3,CP=x—(x+1)/3=(2x—1)/3.
Aplicando el teorema de Pitagoras al triangulo AP, AD, tenemos,

(z+1-y)’=1+y

oy % + 2z (4-1)
S
Por otro lado,
/P.CPy= /DAP, = g
JCOPPy+ /CPP, = =
2 (4.2)
LADPy + LAPD = 2
JCPPy+ /AP.D = g

EDtODCGS, éCPlpg = 4OP2P1 y 4OP2P1 = 4AP1D Por lo tanto, APlcPQ ~
ADAP; y:

DA  PC
DP, PP,
y % 2z —1

a:—i—l—y: g”TH Cox+1

22+ 2z _2x—1
24+2r4+2 x+1
=3 +322+ 20 =203+ 322 + 22— 2

=3=2

por la ecuacién (4.1])

Por lo tanto, z = /2 O
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4.6.2. Triseccién del angulo

En esta seccién vamos a demostrar como, a diferencia de con los niimeros construi-

bles, con origami si podemos construir la triseccién de cualquier dngulo. Segun [13]
y [1] Hisashi Abe desarroll6 el método de triseccién de dangulos publicado en 1980 .

Teorema 4.2 ( [18, p.53]). Es posible trisecar cualquier dngulo 6 con origami.

Demostracion. Primero, colocamos un angulo de medida 6 en la esquina inferior iz-
quierda P de una hoja de papel cuadrada formada por el borde inferior del papel y
la linea [y, figura 4.15]

Figura 4.15: Triseccién de un angulo € con origami, paso 1.

Luego, para cualquier punto () construible en el borde izquierdo del papel, aplique
O, para doblar una linea perpendicular al borde izquierdo del papel a través del punto
(). Después con Oy doblamos P sobre () para producir la linea [l equidistante a las
rectas paralelas que pasan por Py @, figura |4.16]

Figura 4.16: Triseccién de un angulo € con origami, paso 2.

Finalmente, aplicamos Og a los puntos P, @) v las lineas [; , [ para hacer la linea
de pliegue m que pone P en ly y @ en [; figura[4.17]
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Figura 4.17: Triseccién de un angulo € con origami, paso 3.

La reflexiéon P’ del punto P sobre la linea m, se puede construir como la in-
terseccién de la linea perpendicular a m que pasa por P y ly. De manera andloga
construimos la reflexion Q" del punto Q. El angulo formado por el borde de abajo del
papel y el segmento PP’ tiene medida /3.

Para demostrarlo, consideramos figura [4.18|.

Figura 4.18: Triseccién de un angulo € con origami, paso 4.

Sea R la interseccién de los segmentos PQ' y P'Q; S la interseccién del borde
izquierdo del papel y linea Iy, y T la interseccién del segmento PP’ y la linea m.
Ademas, sean /ZRPP' = o, /PP'S =3,y ZRP'S = ~. Como P’y )" son reflexiones
de Py @ sobre m, R se encuentra también en la linea m. Ademas, como PS = QS
y PQ es perpendicular a SP’', AP'QP es un tridngulo isésceles. Entonces,

B=9q (4.3)

Similarmente, ya que P’ es una reflexion de P en m, PT = P'T'y PP' 1 TR,
ARPP' es un tridangulo isésceles. Por lo tanto,

a=p0+7y (4.4)
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Ya que [; y el borde inferior del papel son paralelos, el angulo formado por el
segmento PP’ y el borde inferior del papel tiene medida 3 . Entonces

0=a+p =(B+7) +p0, delaecuacion (4.5) = 35, de la ecuacion (4.3).  (4.5)

Notemos que el dngulo en la figura [4.18| estd entre 0 y 7. Cuando el angulo tiene
medida 0 = 7/2, Q = @', entonces la linea m dobla el punto P en [y a través de Q.
Dado que, AQPP’ es un tridngulo equildtero, en este caso, el segmento PP’ triseca
6. Cuando el angulo es obtuso, el angulo puede ser dividido en un angulo agudo « y
un angulo recto 3, entonces 8 = a+ 3. Esto se puede hacer usando O, para construir
una linea [ perpendicular a un lado del dngulo a través del centro O, figura [£.19]

a B a+p 0

3 3 3 3

Entonces, el angulo entre m (la linea de triseccién del dngulo agudo) y n (la linea
de triseccién del dngulo recto), nos da la triseccién del angulo obtuso. Por lo tanto,
este método puede ser aplicado a cualquier dngulo.

He

1
1
|
|
1
]
]
]
1
1
1
[} [}
V31
Vol
1
|
I
|
1
I

Figura 4.19: Triseccién de un angulo obtuso con origami.

]

Si bien los niimeros origami agregan raices ciibicas y nos permiten resolver dos de
los problemas clasicos de los griegos, que son imposibles de resolver sélo con regla y
compas, se tiene que el tercer problema, la cuadratura del circulo, no se puede resolver
con la construccién de nimeros origami. Ya que 7 es un nimero trascendental, esta
demostracion, queda fuera del alcance de la tesis.

El estudio de los niimeros origami es relativamente reciente a comparacion de otras
areas de las matematicas y se continua con su estudio.

En [14] estudiaron posibles extensiones del origami con compés. Con el compds
se puede construir circulos centrados en un punto de origami con radio una distancia
entre dos puntos de origami. En este articulo se da una nueva demostracion para la
triseccion del angulo y resolver ecuaciones de cuarto grado. No obstante, se concluye
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que utilizar el compds con origami no aumenta el poder de construccién de los niimeros
origami.

En |20], Lucero revisa las operaciones de doblado al verlas como geometria de
reflexiones. Después de enumerar todas las posibles incidencias entre puntos y rectas
construibles con un plano de reflexion, con esto se obtienen 8 posibles operaciones de
doblado. Las ocho operaciones incluyen los siete de los axiomas tradicionales y una
nueva operacion, que es doblar una linea construible de modo que se doble sobre si
misma.
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5 Conclusiones

En esta tesis, se han estudiado ciertos conjuntos de niimeros algebraicos, los niime-
ros construibles con regla y compés y también los niimeros construibles con origami.

El conjunto de los nimeros construibles con regla y compas conforman el con-
junto de nimeros que se pueden construir usando sélo un compds y una regla. Este
conjunto es un subconjunto de los nimeros algebraicos que incluye algunos nimeros
irracionales, tales como las raices cuadradas de los enteros.

El conjunto de los ntiimeros construibles con origami es el conjunto de todos los
numeros que se pueden construir haciendo dobleces en una hoja de papel. Este con-
junto contiene al conjunto de los ntiimeros construibles con regla y compas, ademas
también incluye a otros nimeros irracionales, como las raices ciibicas de los enteros.

El analisis de las estructuras algebraicas de estos conjuntos revela que el conjun-
to de numeros construibles con regla y compéas es un subconjunto de los nimeros
construibles con origami. Ademas, las construcciones de origami pueden resolver dos
problemas clasicos griegos:

1. Duplicaciéon del Cubo: Construir un cubo con el doble del volumen de un
cubo dado requiere construir una longitud de lado de +/2 . Las construcciones
de origami pueden lograr esto.

2. Triseccion de un Angulo: Aunque es imposible con sélo una regla y un
compas, el origami puede trisecar cualquier angulo.

Sin embargo, el tercer problema clésico, cuadrar el circulo, sigue siendo imposible
incluso con origami porque 7 es un numero trascendente. A pesar de esta limitacion,
el estudio de los niimeros de origami es un desarrollo relativamente reciente en las
matematicas, y la investigacién en curso contintia explorando sus posibilidades. Por
ejemplo, algunos investigadores han ampliado las posibilidades de las construcciones
de origami al utilizar un compds. Si bien esto permite la construccion de circulos
centrados en un punto de origami con un radio igual a la distancia entre dos puntos de
origami, se ha demostrado que el uso de un compas con origami no aumenta el poder
de la construccién de nimeros de origami. Ademads, otros estudios han explorado
diferentes enfoques para comprender las operaciones de origami. Por ejemplo, un
estudio examiné las operaciones de plegado como reflexiones en geometria, lo que
llevé a la identificacion de ocho posibles operaciones de plegado. Estas operaciones
incluyen los siete axiomas tradicionales del origami, junto con una nueva operacién
que implica plegar una linea construible sobre si misma.
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La exploracion de los nimeros de origami y sus métodos de construccién es un
testimonio de la rica interaccién entre la geometria, el dlgebra y esta antigua forma
de arte.

Figura 5.1: Imagen generada con inteligencia artificial.



A

A.1. Geometria

Definicién A.1 ( [19, p. 5])

El sistema coordenado regular o plano cartesiano consta de dos rectas dirigidas X'X
y Y'Y, llamadas ejes coordenados, perpendiculares entre si. La recta X'X se llama
eje-x; Y'Y es el eje-y, y su punto de interseccién O, el origen. Estos ejes coordenados
dividen al plano en cuatro regiones llamadas cuadrantes. La direccién positiva del
eje-x es hacia la derecha y la del eje-y hacia arriba.

Todo punto P del plano puede localizarse por medio del sistema rectangular. Se
traza P A perpendicular al eje-x y PB perpendicular al eje-y. La longitud del segmento
dirigido O A se representa por x y se llama abscisa de P, la longitud del segmento OB
se representa por y y se llama ordenada de P. Los nimeros reales, x y y, se llaman
coordenadas de Py se representa por (z,y). Las abscisas medidas sobre el eje-x a
la derecha de O son positivas y a la izquierda son negativas; las ordenadas medidas
sobre Y arriba de O son positivas y abajo negativas, figura

Dadas las coordenadas (z,y), z # y, quedan determinados dos puntos uno de
coordenadas (z,y) y otro de coordenadas (y,x) que son diferentes. De aqui que sea
importante escribir las coordenadas en su propio orden, con la abscisa en el primer
lugar y la ordenada en el segundo. Por esta razén un par de coordenadas en el plano
se llama un par ordenado de nimeros reales.

Definicién A.2 ( 3, p. 6])

Dos triangulos son congruentes, si tienen sus lados y sus angulos correspondientes
iguales. Es decir, los tridngulos ABC'y A’B'C" son congruentes si AB = A'B’, BC =
B'C'"y CA=C"A"y los dngulos en A,B y C son iguales a los dngulos A, B" y C".

El primer criterio de congruencia nos dice que si tenemos dos triangulos con un
lado igual y dos angulos adyacentes iguales, entonces son congruentes. A este criterio
se le conoce como lado-dngulo-lado.

El segundo criterio nos dice que si tenemos dos triangulos con un lado igual y
dos angulos adyacentes iguales, entonces son congruentes. A este criterio se le conoce
como angulo-lado-dngulo.

Finalmente, el tercer criterio nos dice que si tenemos dos triangulos con tres lados
iguales, entonces son congruentes. a este criterio se le conoce como lado-lado-lado.

Definicién A.3 ( [3, p. 18])
Decimos que dos triangulos ABC'y A’B’'C’ son semejantes, si sus angulos respectivos
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Figura A.1: Plano Cartesiano.

son iguales, es decir,
/ABC = /A'B'C'
LACB = LA'C'B
/BAC = /B'A'C’
y sus lados homologos son proporcionales, esto es,
AB BC CA
AB ~ BC T A
Lema A.1 ( [3| p. 14]). Si dos tridngulos tienen la misma altura, entonces, la razon
entre sus dreas es igual a la razon de las bases donde se levanta la altura comiin.

Demostracion. Sean los triangulos AABC' vy AXY Z, su érea esta dada por

BO'hyA(AXYZ):YZ'h

A(AABC) =

donde h es la altura comun. Asi la razén de sus areas es:
AABC Bt BC

AXYZ YZh Y7

]

Teorema A.1 (Primer teorema de Thales [3, p. 15]). En el triangulo AABC, sean D
y E puntos de AB y AC' respectivamente, tales que DE' es paralela a BC. Entonces
AB  AC
AD  AE
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Demostracion. Sean el tridngulo AABC y DE una recta paralela a la base. Obser-
vamos que los tridngulos AABE y AADE tienen la misma altura desde el vértice F,
figura [A.2] Luego, la razén de sus bases es igual a la razén de sus dreas, lema [A.T]
asi:

AB  A(ABE)

AD — A(ADE) (A1)
Andlogamente, al considerar los triangulos AADC y AADFE, tenemos que:

AC  A(ADC)

AE  A(ADE) (4.2)

Observemos que los tridngulos ADEB y ADEC tienen a DE como base comun;
y como DE y BC son paralelos, las repectivas alturas sobre esta base miden lo
mismo, luego: A(ADBE) = A(ADCE). Por lo tanto , A(AABE) = A(AADE) +
A(ADBE) = A(AADE) + A(ADCE) = A(AADC). Esta identidad junto con la
ecuacion y la ecuacién (A.2)), nos lleva a que:

AB _ Ac
AD AE

Figura A.2: Primer teorema de Thales

O
Teorema A.2 ( [3, p. 8]). La suma de los dngulos internos de un triangulo es 180°

Demostracion. Por el vértice A del tridngulo ABC' trazamos una recta paralela al lado
BC' (quinto postulado de Euclides definicién . Entonces 8 y v son iguales a los
angulos ' = LY AB y v/ = ZX AC respectivamente, por ser alternos internos (esto
se sigue de la congruencia de tridngulos). Por lo tanto a4+ +v = a+ '+~ = 180°

O

A.2. Geometria analitica

Teorema A.3 (|19, p. 8]). La longitud del segmento de recta entre dos puntos dados
se obtiene, en magnitud y signo restando la coordenada del origen de la coordenada
del extremo.
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Figura A.3: Suma de angulos internos de un triangulo

Demostracion. Veamos la figura[A.4] se cumple la relacién:

OP, + PP, =0PR,

Pero, OP, = 1 y OP, = 5. Luego,

1+ PiPy =y
de donde,
PPy =1y — 1
Por lo que, en cualquier caso la longitud de un segmento dirigido se obtiene restando
la coordenada del punto inicial de la coordenada del punto final. O
X ‘P' AP2 ‘O .A ‘P1 .F’ X
) ) © 0 ®x)

Figura A.4: Sistema coordenado lineal

Teorema A.4 ( [19, p. 11]). La distancia entre dos puntos Py(x1,11) y Pa(xe,ys)
estd dada por la formula:

d= /(21— 22)% + (y1 — ¥o)?

Demostracion. Sean Py(x1,11) y Pa(za,y2) dos puntos cualesquiera. Vamos a deter-
minar la distancia d entre P, y P, siendo d = |m| Por P, P, trazamos las perpen-
diculares PyA y P»D a ambos ejes coordenados, como se indica en la figura [A5]y sea
E su punto de interseccion. Ahora consideremos el tridngulo AP, EP,. Por el teorema
de Pitagoras, tenemos que:

=P P =DE +EP. (A.3)
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Las coordenadas de los pies de las perpendiculares a los ejes coordenados son

A(z1,0), B(0,y1), C(22,0), D(0,ys). Luego, por teorema [A.3| tenemos que:
mzm:%—fh, E_Plzﬁ:yl—w
Si sustituimos estos valores en la ecuacion , obtenemos que,
d* = (x1 — 22)* + (11 — y2)?

de donde,

Y
B P,(x4yq)

>

o------9¢
<V

Figura A.5: Distancia entre dos puntos

O

Teorema A.5 ( [19, p. 60]). La recta que pasa por dos puntos dados Py(x1,y1) ¥y
Py(x9,1y9) tiene por ecuacion:

Y2 — Y1
To2 —T1

Yy—uy = (515—531), Ty # T

Demostracion. Sea la recta P;P,. Como se conocen los dos puntos, su pendiente estd
dada por:

Y2 — 1
m:
To — I

9 1’1#.%2
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Por tanto, con esta pendiente y el punto Pj(x1,y;), el problema se reduce a hallar la
ecuaciéon de una recta que pasa por un punto y tiene pendiente dada que es:

y—ylzm(iﬂ—xl)
L]

Teorema A.6 ( |19, p. 99]). La circunferencia cuyo centro es el punto (h, k) y cuyo
radio es constante r, tiene por ecuacion

(@ = hf + (g =k = r?

Demostracion. Sea P(x,y) un punto cualquiera dentro de la circunferencia de cen-
tro (h,k) y radio r. Entonces por definicién de circunferencia, el punto P debe de
satisfacer la condicién geométrica que la distancia al centro es igual al radio.

|CP|=r
la cual podemos expresar por el teorema como :

V=R = RE =1

de donde,
(x—h)?+ (y — k)? =12

A.3. Algebra

Definicién A.4 ( [17, p. 136])
Sea A C N tal que:

1.0 A
2. ne€ Aimplican+1€ A

Entonces A = N
Sea P(n) una proposicién. Si queremos demostrar que P(n) es verdadera para
todo n € N, es decir que,

A={neN|P(n) es verdadera} = N

es suficiente mostrar que A satisface las dos hipdtesis del Principio de Induccién
Completa.
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