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INTRODUCC'ION 

En muchas situaciones estamos en posición de aprovechar 

la información auxiliar, básica o complementaria, relativa a 

una variable o caraderística correla~ionada. con la que se estu-
. . ' -

dia, con el objeto de obtener estimaciones más precisas que las 

calculadas a partir del muestre.o irrestricto aleatorio. 

El enfoque principal de la presente tesis es el de utilizar 

más de una variable auxiliar, para mejorar la estimación de 

medias y totales de la variable sujeta a. estudio; mediante es'l:i-

madores de razón y de diferencia múltiple, cuando las variables · 

auxilia.res son valor~s conocidos de la misma variable en perío-

dos anteriores. 

. . . 

Este enfoque de muestreo pudo ser antes prohibÜivo, de-

bido principalmente a la gran cantidad de ~peraciones incluídas 

en los cálculos, en la actualidad esto no constituye ningún obstá-

. culo, debido al gran desarrollo que han tenido las computadoras 



en los Últimos tiempos, valiéndose de su vasta capacidad y alta. 

velocidad para resolver problemas muy complejos fácilmente. 

Esta tesis intenta aplicar técnicas e specíiicas a pro ble-

mas también específicos. El tipo de problemas donde se pue-

. den utilizar estas técnicas, es en aquellas situaciones en las 

que .se llevan a cabo censos periódicamente, La idea fundamen-

.tal ea la de efectuar estimaciones entre censo y censo, para te-. 

ner información sin tener que esperar el censo siguiente, utili-

zando información de censos anterior:e~ • 

. Es importante hacer notar que en esta tesis. se hace la su:".' 
. . . . 

posición de que las unidades de muestreo son las mismas.en di-

f.erent.es períodos de tiempo. Si .las muestra.a son independien­

tes de período en período. la varianza de los estimadores de ra­

zón. y de diferencia se, hace. igúal a la varianza de una media sim'.".' 

ple, deb.ido a que los térmi~os de covarianza son cero, resulta 

enfonces inutil la utilización de las variables auxiliares y en 

consecuencia deberán utilizarse otros métodos de estimadón 

con los que se puedan aprovechar dichas variables. tales como 

los métodos dese ritos en Ha.nsfln Hurwitz y Madow (19,53, pag, 

490), los cuaies están fuera del enfoque de esta te.sis. 



Si existe un traslape parcial se pueden aprovechar los mé-

todos aquí descritos: sin embargo como se mencionó anterior,-

mente aquí se supone que el traslape es. total. 

Supongamos que lo que se quiere estimar es la media po ... 

blacionalf'y de una variable y; si se puede encontrar un conjun-

to de p variables x , x
2

, ••• x , altamente correlacionadas con 
1 p 

la variable I.• y si además se conocen las medias poblacioná.les 

de dichas variables, las cuales se denotarán por ¡.i,,,.p...,...;.;.J/'j 

entonces se estará en posición de proponer la sigui~nt~ e:xpre,... ·. 

sión general para la estimación de f~ utilizando p variables a~-

liares : 

Á-= ~wi Cmo .-~ ~~Cµ,t~ ro,)] 
• ¡ ' ' ; ,.' ' • 

.. . ·.. . . . .. . . ' . . ' .· .• .· '·: 
'Donde w. ,·es un !actor de ponderación para cada va¡riable W; 

' l . . . ,· ··. ' . . 1' 

(.i = l ,Z •.••• p), sujeto a la_restricci_Ón i~: l. . 
:J~1 

m
0

, es lá. media mu~stral (muestreo irrestricto aÍeá.torio) .de la 
. . ' 

variable y, mi es la media mue strél.l de la variable xi ~ - . . 
. ' 

Las gi pueden ser consideradas como coeficientes de 

correcé:ión del estimador simple .m • 
' ' ' ' ... . o 



Es interesante hacer notar algunos valores posibles de 

a} Cuando gi =O para toda i = 1, 2, •••• ,p, el estimador 

general se reduce al estimador simple, 

* JJy·: m.. 

b) Si cada gies igual al cociente de las medias muestra-
. . ' 

. . ·, . .. 

les °'by mi, es decir ~o /mi , entonces la forma general se 

convierte en el e stirnador .de razc5n múltiple, que es como sigue: 

'Donde, ~ ... .!Ot. para toda i. 
1"11.i 

c) Si cada g. esuna. constante C:ualquie. ra k
1 
.• (i = i, .· 

- l - ' 

2,. ~.,., p), se tendrá lo que se llamará estimador d~ di:feren~ 
~ .' . 

da múltiple 

' '· 

las ki se pueden aproximar a partir de encuestas anteriores •. o 

<:Je. información previa, Si xi son los vafo~es de la i::al'.acter(s~ 

tica y en perr~dos anter!ores, y la naturaleza de las variables 

no ha cambiado significativamente, el valor de ki será unva:.. 



lor cercano a l. (Hansen, Hurwitz y Madow 195~). 

d) En el caso en que gi = bi (i = 1,2, •••• ,p), donde bi 

es el i-ésimo componente de un vector b de coeficientes de re-

gresión múltiple, como se define usualmente en los libros de 

e stádística matemática, se obtiene un estimador de regresión 

múltiple. Como bi es ya un factor de ponderación no es ne ce-

sario incluir el factor w. 

D .. bi. e aqU1 que gi =~ y si se substituye esto en forma 

general se tendrá lo siguiente : 

b es un vector aleatorio, lo cual signüica q~e vari'a de mues-

traa.mue stra, y. por .tanto. sujeto. a errores de muestreo,; 

Hay que hacer notar que el valor optimo de gi sería 

'fF = íf'i -m.> 
(jh·- ~') 

por lo que el estimador general se reduciría a: 

* /iy =µy' 

. . . 
Lo anterior carece de sentido práctico; pue.sto que ·/ly·, 



es precisamente lo que se quiere estimar. 

Se pueden hacer otras definiciones distintas de. gi para 

obtener otros estimadores de Py pero si bien es fácil propo-

ner rliversos estimadores, el problema principal radica en eva-

luar su precisión y sus propiedades. 

En esta te sis se llevará a cabo un análisis detallado de 

·. los estimado1·es de razón y de diferencia múltiple, en.mues-

treo irre.stricto aleatorio y en muestreo estratificado. Se in-

cluye un tratamiento de los estimadores de razón y de diferen­

cia simples para una mejor comprensión del caso mÚltipl~. 



CAPITULO I 

ESTIMADORES DE RAZON Y DE DIFERENCIA 

SIMPLE. 

! .1) Estimador de razón simple. 

El propósl.to de esta sección es trata~ el método. de es-

hmación.de razón simple, el cual en muchas. situacio­

nes aumenta l~ precisión de las estimaciones muestra-. 

les. El ~étodo requiere del uso de una variable auxi-

liar :_:. de la cual te.nemas información detallada. para 

ajustar o calibrar nuestras estim,aciones d.e la media 

de una variable '!..en una población finita i la cuál deno-:. 

taremos por µ1 • Vamos a suponer que fa variable de 

interés y está altamenta correlacionada con la .varia-
- f ' • -

ble :_:, de la cual conocemos la media poblacionalJl.w: ; 

el estimador de la media a partir de la muestra.es co-

me.sigue : 

. (1.1.1} 



z. -

Donde my y mx son las medias muestrales de las variables~ 

y~ respectivamente. Además suponemos que 

y 

.. 
El estimado1Jl'; será insesgado, si en promedio es 

igual ªf'r. Si esto es verdadero el estimador de razón produ­

cirá la m.edia de la población en promedio. 

Desafortunadamente ésto no es siempre verdadero pa-

ra el estimador de razón, porque el valor promedio de una ra.:. 

zón, no es en general igual a la razón de los valores promedio, 

En la mayoría de las situaciones de muestreo aplicado, 

el sesgo como se demostrará más adelante es pequeño, de mo-

do que el error debido al sesgo es más que compensado por una 

reducción en la varianza del estimador, siempre y cuando :J. y 

x estén altamente correlacionadas• 

El sesgo tiende a ser pequeño si la correlación entre 
.. . . .· ~ ... 

r y mx es. peq17eña, se puede demostrarJácib;:nente queµ,. es 

consistente, es decir, el sesgo disminuye a,l awpentar el tama-

ño de muestra, 

. ~ 

La fórmula ex.:acta para la varianza de.)'r incluye una 

serie infinita y por tanto no es Útil en la práctica. pero se 



3.-

pueden usar los primero términos de la serie y llegar a la 

expresión siguiente : 

Donde N y n son el tamaño de la población y de la muestra 

respectivamente, (l'-f).: (1 .. N-) es el factor de cor.i.·ección 

para población finita, Cy y Cx son los coeficientes de varia-

ción de las variables y_ y~· el coeficiente de correlación en-. 

tre r_ y~· 

La fórmula .anterior es fa v'arianza de la .. distribución 

mue stral y expresa la varianza en términos de parámetros 

de la población. Como rara vez o nunca se conocen esos pa-. 

rámetros, la fórmula se usa prindpá.lmente en trabajo teóri-

co para comprobar varios métodos d_e estimación~ 

El estimador de razón no es siempre.más preciso que · 

el. estimador simple. Se demostrará más adelanté.que el es-
. . 

timador},; es más preciso sí y sólo si p excede Cx/2.CY' Por 
. . ·-

lo tanto el estimador de razón no debe ser usado indistinta• 

mente, sino en las circunstancias apropiadas en las que pro.-

duce un aumento considerable en precisión.· 

. Algunas veces el pr()pÓsito delmuestreo es estimar 

~-·'. ' .. ' 



;....-·.:, · .. ··~-·~-

4. -

la razón misma, más bien que una media o total basados en 

la razón, ésta Última la denotaremos por R (R =J.l,./Ji• ). 

Otras aplicaciones importantes del método de razón son la 

estimación de medias de sub-clases de una población y la 

estimación de medias en muestreo por conglomerados. 

Esperanza y varianza del estimador. -

" 
Se puede ver de (1, l. 1.) que f'.t está en función de. r, 

el cual a su vez es un estimador en que tanto el numerador 
' ' ' 

como el denominador se encuentran sujetos a errores de 

muestreo, es decir varían de m'llestraa muestra . 

... 
l?ara hacer un análisis def'j , tenemos que hacer 

prhn.ero un análisis de r y ver cual es su repercusión. sobre 

' ~ 
Si. tomamos la espera,nza y varianza de,(,/,.¡. tenemos: 

(1. 1.2) 

(1. L3) 

Para calcular la esperanza de r se puede utilizar 

el siguiente argumento : 

' ' ' 

Consideremos las desvfa.ciones de los, valores mués-



s.-

trale s de los valores poblacionales de las variables rny y mx, 

las cuales denotaremos por l y a . 

Donde 

Dichas desviaciones tienen- las siguientes propieda-

des 

i) .tro= o 

· . ii) .· Efó) .:'!o 

·. . .... ·. ::L 

iii) &.(f'):(~f)~ 

... 
i v) . i. ( ~.111,.ti>c_::L 

.· ~ / . " ·.,. 

v) ~a-s)" <1
;'',, C,c,, 

. ' . . .. . 
. . 

·Las ci.i<ü~s se p1.1eden dem~strar fácilmente·~ 

Por· definición 
. r. m,, . 

. "'· (Lf;4) 

De las.expresiones .de las desviaciones relativas, 
. . . 

. mas ffiy y ffix. quedándonos lo siguiente : . 

Si. ésto lo substituímos en (1.1. 4) 

. ' ... :-.·.·.•· ... /-~ .. :.>·. '\ 
:_·.,·' 



.. .::...;..;.. ·'.:;. :.:··.··:.,: ·- ... 

6.~ 

Por lo· tanto 

Necesitamos suponer que el valor absoluto de)/, es 

tan grande, que la probabilidad de que mx sea un valor cer'-

cano a cero, es insignificante y que la .desviación relativa 

·en valor absoluto, es suficientemente pequeña como para 

permitir que todos, excepto unos cuantos términos en et de-

sarrollo de Taylor sean despreciables• 

_, 
· Desarrollaremos (¡.¡.¡) en serie de P?tencias de 

usando el desarrollad~ Ta,;!}ºr• 

Al substituir este resultado en (1~1~5) y' al eféctuar 

operaciones se tiene que : 

. . 

.Además sup~ndremos que la contribudón de térmi;:. 
- . ·•. 

nos que conti~nenpotencias ~ayores quela segunda ~s des-

• •·· prec.iable. · 

.Por lo tanto consideraremos la siguiente aproxima-

· ciÓn * de r : 

·--------* S~ pueden encontrar otras aproximaciones al utilizár m~s 
términos de la serie de Taylor, pero el problema principal 

. ·.r. ª.•.di·c.a. e.n .. evalua .. r la.· e.spera.nz·.ª de t·é.r.min. º. s mayo. re··.5.· 1•. p. ára • · ·· le;> q'lle. ~.e requiere de· una algebra pei;ada, una segunaa ¡¡.pro-. 
xun~c1on se puede encontrar en Sukhatme (1954), · · ·· 



7. ~ 

Si tomamos la esperanza de la expresión anterior 

Por las propiedades de las desviaciones relativas 

vistas anteriormente y al efectuar operaciones obtenemos el 

siguiente resultado : 

(1.1.6) 

Clé!-ramente podemos observar que r es un estima-

dar sesgado de R, 

Si substituÍmos (1.1. 6) en (l, l. 2) obte.neinos la es-

"' peranza def'1' • 

.A . 

En consecuenciaf',,. es ün estimador sesgado dé)'f: 
. . 

Para el cálculo de la varianza de r se puede proce­

. der de la siguie~te manera 

Por definición 

. z 
v.rrJ-Err-E(rJ 1 ·e ) L' l.J l. l. 8 

' Si utilizamos las aproximaciones de .r y E (r) obte-

n:id¡s ant.eiiormente y la substituímos en {l. l. 8), al efec-

tuar operaciones y retener términos hasta de segundo grado • 
. . 



8.-

Geométricamente V{r) es una medida de dispersión 

. de las rectas de regresión mue strales, alrededor de la rec-

ta de la población. Uno de los objetos principales de un di-

seño de muestra es un aun1ento en la precisión, es decir 

queremos que la varianza de r sea tan pequeña como sea po-

sible. 

En la fórmula ant.erior podemos observar que CY' 
' . -.· ,. . . . . , ··, . 

· Cx y R son positivos, ádemás el coeficiente de correla.ción 
' . . . ·' ... ·. ·. 

está comprendido ent~~ -1 y 1, por loTanto la varianza de 1" 
. . 
·-· ' 

será u~ mínimo cuandop :1; é-stO tj,uiere <le~ir que eUnétodo 

.•. de razÓn tendra. varianza mínima cuando. E)XÍsta una corre la• 

ción positiva perfecta entre Y.Y~· 

Ótra forma de esc,ribi.r la varianza de r es 

(1.1,;9) 

/1 

!'ara encontrar la varianzaµ1 substüuÍmos (1.1.9) 

. Eiº (Ll. 3). 

(l. Ll O) 

"'"·' ¡·;,-'. 
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Uná expresión alternativa a la anterior es 

Como se verá posteriormente, esta forma simpli'-

fica la derivación del estimador de la varianza a partir de·· 

la muestra. 

Sesgo del e stima.dor de razón. -

. . 

En g~nerá.l, res un esthnador ses~a.do.de R.; pero 
" . ' 

es consistente, lo cual puede demostrar fácilme~te ~ 

La expreaiÓn del se·sgo de acuerdo con {l .1•7) e~ 

Sesgo (r) : R u~FL<c: -f C1 C,,,) 
. . 71 

En.el caso e.n que la regresión de y sobre x sea una 

. línea :recta•ª través del origen, el ·.sesgoserá·ig~al ci.·~13ro¡ 
est.o se puede verificar d1~ la siguiente forma: .. 

. . . . a . ., . 

Si sesgo (r): R <.!.:.!J. (C11•pC;,,c,.) =o 
. 71 

Esto implica que • í?S1< -= f Sy (1.1.12) 

·Ahora para demostrar to anterior supongamos que 



10. -

la rei;:ta de regresión pasa a través del origen. 

Entonces 

De lo anterior se· concluye que cuando la recta de 

regresión pasa a través del origen, R ... By por lo tanto el 

primer miembro de la ecuación (1 • l. l Z) es igual a : 

;?s ... ,,. .as~ = s
5 

.... ¡( .,,, F s.¡ 
. J( 

Con·lci cual se demuestra lo anterior!. 

De aqu(que c.uando la regresión de r_sobre :'fes una 

Línea recta a través del origen, el sesgo.de r es igual a ce-
;· . .· " ' ,· '. ' ;. ·. ·. . 

ro y por tanto un estimador. iris~~gado de.R. En la resolu-

.· cióri de problemas prácticos, podemos fácilmente compro.-

. bar silosdatos satisfacen aproximad~mente esta cond,ició11. 

. . 
Otro resultado importante es el debido a Hartley y 

·. Ross (l 954)qUienen proporeionan un límite superior dé la. 

razón del sesgo de r al error estandar. 

Considerernos la siguiente relación : . 

Ct:?V<?J"'").., E.érm" J - eO·).E CmA) 

E.(">??,) - er.,-) ¿·(m~) 

{L Ll3) 



:, __ .,...., ... ···-..:'< ·.:..· · .•• ··:..:-· ·.:..;..;._ . .;,,.._. __ 

Por otra parte 

Pe (1.1.12) y (L 1.13} 

J'Escu> crJ = _ p •<SV'c:le 'o/., 
S{r} 

Finalmente 

1 
SE~GO. ('T')f.t. CV de lrh 

Sc-r " 

S (r} Er.ror estanda.r de r. S(r) 

f' * Coefic~ente de correlación entre r y mx• 

CV Coeficiente c1e variación •. 

,. 

11. -

El mismo ltmite se aplica ªfl¡; de acuerdo a Cochran 
. ' . , ' 

(1953}, si el coeficiente de variación de mx es menor que 0;1; 

el sesgo con mu.cha seguridad pu~de ser consid~rado insigni-
. ' . 

fiCarite en relación al error estanda~. 

. . . .. . 
. ' ' . . - .. . .. 

Estimación de la. v~:danza a pa:r:tir de la muestra. -

. . . ' . .. . ..... .. 

De la .sección 1. 2 vimos qu~ fa varianza dep/'íué 

V(f¡1): (;fl/~(j:-Rx¿)/N-J 

Uri e sti~ado.r mue stral de 

"' .i 
~Ú~- R,.·¿) 

N-1 

'?'l. . . z 
~ ( 1''- l<x¡) 

71~ 1 
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Por lo tanto 

Siendo esta Última más fácil para efectuar los cálculos. 

1. 2) Estimadores de razón simple en muestreo estratificado, 

Existen dos tipos de estimadores de razón en muestreo 

estratificado¡ el estimador separado y el estimador coinbina-

d.o. En el primero de ellos es necesario conocer las medias 

poblacionales de la variable auxiliar en cada estrato, mien-

tras que en el estimador combinado Únicamente es necesario 

c~nocer la media pobla:cional total de la variable amdliar. 

a) Estimador separado. 

La expresión de. este estimador.es la siguiente 

• · lis - -'-- ~ M. 1."1 <M - ,..!.. ~ M 'rÚ>J /,//"'' /7- N ,,.. 'lir/ · - "' 62• ~. · r' 

En donde 

;,;m . . . µ 1 . es el estimador de la media poblacional del 
estrato h, 

es la media poblacional de 4ra variable auxiliar 
~en el estrato h. 

. . 
es la razón muestral en el estrato h. 



.......... -·· ,',"·~ "" ·- ·-· -- .... , 

13. -

M, es el tamaño de la poblaC'ión e11 el estrato h. 

11 es el número de estratos. 

La expresión para la varianza de¡..t; se puede encon­

trar como sigue : 

Por definición 

"s ) Si consideramos la diferencia <µ1 -)J¡1. , la podemos 

expresar como. : 

mas' 

Y si elevamos al cuadrado este Último término tene-

.· . , .. :_ >./·r.µ· <ni_ 1.1 ,,, 1 ,. _J__ ./!: M r./b ·(·yt. .. " ... ,.A. '').<f'. .. "c.11¡1-iJ· .. (.··¿) i ; -; e:,~, f 1~1 / ¡.¡l. e:: ' .V . e¡'.' - y . ,. - y ;,; 
• N .. ¿., ·. . . ~.ª' . ; 

Al tomar esperanza se tiene que 

. Vº~.")= _!...· ~ M' vo;<Aj. 
rl · ""' e:: • " rt · . /¡s I 

* Alt~.mar esperanza del segundo término, éstedesaparece 
porque.ehnuestreo es independiente entre estrátos: •. · 

,• . . . , 
''·,· .. -;..:.: ... ~~ 



14.-

Pero 
~ . 

µ;'J es un estimador de razón de la media po-

blacional en el estrato h, con toda validez podemos utilizar la 

.4 
expresión de la varianza dej11 pero con el Índice h. 

(h = 1 , 2 , •••• , H) • 

Finalmente 

La fórmula anterior únicamente es valida si el tamaño 

. . . 
de muestra en cada estrato es suficientemente grande de tal 

·. manera que se. pueda aplicar la fórmÚÍa de la várianza en cadá 

estrato. 

b) Estimador comb.inado, 

La expre siÓn para el .e sÜmadot combinádo es 

Dóride 

. H 
,;,¡:..!. ~~ >nf" 

/'/ .f& I .. , 

.. H.. . .·· 
;.. .. 111:!At.,;..<l1J . . m,, .. -/1/ e:: •r4 "/J( . . . . lt•, . . ' ' 

Como habfamos ~endonado¡ este estimador no requie­

re del conocimiento de las ¡.tf-'J , sino solamente de /L" . ·. 

La varianza se puede calcular como sigue · 

Por definición : vcjLJJ= er¡Jye.¡,¡,.l 
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Si se considera la expresión dentro del paréntesis, se 

puede enco:itrar otra expresión equivalente 

.. ,,,a:-¡.iy " ¡;_ f'" -¡l/y 

:: )1,. (7¡-R) 

.. 4 r-m,, - >ñ,,í?J 
>rJ. 

• ( ;;,,, - ,;;~ í? J 
H 

= -1- !?1\14 ('11;4~ m . ..'"'R) 
111 Ir•• 

Al elevar esto .al cuadrado y al tomaresperanza 

termi,D.o desaparece), finalmentetememosla siguiente expre-

El estimador de razón separado tendrá menor var.ian-

.za que el combinado si las razones muestrales en el estrato 

h•esimo, varí'an en una forma considerable de estrato a es-

trate, si se conocen el tamaño de la población en .cada estra-

to y si el número de estratos e.s grande. Por otra parte el 

sesgo de cada. r(h)púede ·ser grande comparado con su varfan-

za si el tamaño de mu.estra dentro de los estratos es reduci,-
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do, al sumarse estos sesgos pueden formar un sesgo grande. 

Si adem.ás a las anteriores razones agregamos la de disponer 

de buenos valores Nh/N y de que las razones muestrales en 

cada estrato no son muy variables en casi todos los casos, 

esto hace que el estimador combinado sea más utilizado en la 

práctica. 

1. 3) Estimador de diferencia simple. 

Teóricamente, aunque este .tipo d.e estimador es más 
' . - - . 

s·encillo que elde razón, en ciertas situaciones tiene menor 

yarianza que éste. 

La forma de este estim(l.dor es como sigue · · 

~onde my, mx, x y están definidas c~mo ·en la .sección i. 2 

k es una constante. -. . 

- .. 
A este.estimador se le denomina de. diferencia y es 

un estimador insesgado y su varianza está ac.i:aa ~orno sigue 

vrjJ.1J= r':,,n [s; +is:- i.plcsrs,) 

La cual puede. obtenerse de la siguiente formé!. 

Por definición 



17. -

Si elevamos al cuadrado y desarrollamos <¡lí~ ji,), tenemos 

- ,( l ~ /,/ ).l rp¡-j-i;) :r (m,.-fly)-.z.~(mr:)i>')(m.-J',.) r k(777,,-r" 

Al tomar esperanza 

Por lo tanto 

El caso que nos .interesa más es cuando~ = 1; es decir· 

E.sto sucede cuando tener:nos un dato censal anterior 

el cual puede ser ajustado con la dife.rencia de c.ambio. ·. 

(my - mx) de u~á. muestra, en fórmula esto equivale a : 

. . . . . 

I .. a var,ianza eneste .caso e.stará represen~ada por . 

L.4) Estimadores de diferencia simple en muestreóesfrati-

ficado. 

Al i~ual qué para el estimador de razón tenemos lo.a 

.dos estimadores; el separado y el combinado, los cuales. fue-
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ron descritos en la sección l, 2. 

a} Estimador separado 

Su forma es la siguiente : 

""3 N -(''" JI [ (JJ ' LJ >} I / / C::: ,A/ µ llJ ¡ o:= A/ 1. <)l.;"_ .._.. _<~I) My ,,. - C:: /11',+ y = - C:: ;~ '71T ~ ,.-h - - ,,,_ 
111 .... "' h:t 

/fS· Si tomamos la esperanza de r·>' tenemos 

-s H - n 
E<,· / ./;) ., -' · '2. tY1t E. Cl.J.: I .., ,tly-ri ""' ,. .. , /--, . 

, L~ que demuestra que es un estimador insesgado. 

Su varianza está dada por : 

V<)ÁJJ=-'- ~ 'N1r (1-!i,)[S;,,,.~;s:h -2.1'¡,f¡S,;;,s,,J 
' ,..¡z. 6• 1 7111 ' .· ' ·. ' . 

b) Estimador combinado, 

Su· forma es com:o sigue : 

'' 
.;~ 

l 
;.J 

Donde 
A' .H. . ,, 

...., , c::M '"'' ,,,,. ". l"i .:::. ' :.t ,.,,¡( 

Además su varianz.a está dada por : 
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1. 5) Comparación de los métodos de !'a.zÓn y diferencia con 

el muestreo irrestricto aleatorio. 

Para poder efectuar co1nparaciones es necesario su-. 

poner que el tamaño de muestra es suficientemente grande 

de modo que la aproximación de la varianza sea válida 

Sea : 

La varianza del estimador simple. 

De acuerdo a lo anterior ( t10Y1'dlt10 c/11·1~i:Ón) 

v~,.j-= rt;'' re/, e: - 2¡o e,, ·e~) 

Si consideramos el cociente 

Tenemos lo siguiente 

Se puede observar que cuando 
a c. < t.p (&.. 

eª e,, 
í' 

Entonces p > ·~ ; lo cual implica que 
2c,,. 

V(p¡) < V("m,,-) 

(1 •. 6~1) 
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Para comparar el estimador de diferencia con el irres-

tricto aleatorio procedemos de una forma análogo al de razón. · 

De la sección 1.3 sabemos que la varianza del estima~ 

dor de dife re ncía es : 

Consideremos el cociente 

Se tiene que es igual a : 
'• z ~ .. 
Jt A- Sx ;.. z f ~ . s; . Sy 

:lkf' Sx:Sr 

> ~ s ... 
7" s,. 

; entonces 

~o cual implica que el .estimador de diferencia tiene m~nór 

· varianza que irrestricto aleatorio, si se cumple la condi~iÓri 

anterior. 

.··;· 



CAPITULO II 

ESTIMADORES. DE RAZON MULTIPLE. 

2, l) De se ripción general; 

En este capítulo se hará una generalizadón del método' 

de razón simple, mediante el uso de más de una variable áuxi-

liar .para estimar la media ¡Uo *. 

Las variables que intervienen sori.: layariable a esti­

mar y:ylas variables aÚxiliares X.1 • Xz,.: .. ,xp. Como se 

demostrará posteriormente rol entras más alta sea la c.orrela-. ' .. ,·. ', 

ciÓn entre las variabl.e s Y. y x · para toda i " 1, 2, ~ , .• p, este 
. ' ', . . . 

. . . ' . 
' .,; . . ·,. . . . ' .. · 

metodo produce mejores.resultados. "" . ,,· La riotadon usada. aqui 

es muy similar al del capíttilo anterior, 

·Denotemos las medias poblacionales por 

. µ1,µ.e1······~····'PI' 

* .. En este capítulo y en los s.ubsectientes el índice o se. refie.;. 
re a la varia.ble y. 
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donde tenemos p medias conocidas y una media deséonocida. 

Por definición : 

Las razones poblacionale s pueden ser denotadas por 

"R.' 'R .. , ....•... , ~;6 

Donde 

La muestra aleatoria simple de tamaño n observada es como 

sigue : 

y las medidas muestrales son : m
0 

,m1 , ~. •. ,m
0 

..,.,, 
· Donde "770 = ; .:2; íf. 

El estimado.r de razón múltiple es 

A 

.J-'a :: \111 y; j,11 r ...... .,. v./¡ 7f /11' 

Que puede escribirse en una forma compacta como 

... 
~ = 2 ~- 'if-'i, 

El vecto1· de ponderac(ón w = (w 1 , w 2 , ••• , w p) 



propiedad :E w¿ = 1 1 

para toda i ,. 1 , 2, •• ~ , p. 

Como en el caso simple, la fórmula exacta de la varianza de 

... 
)to está dada por una serie infinita, de la cual se puede 

obtener una aproximación mediante el uso de términos l/n, 

porque los términos mayores o iguales a l/rf sori desprecia;. 

bles pára efectos prácticos, 

La aproximaciÓnde la varianza de µa es como sigue 

v<¡U.,J ~ (/-rJ ft: W')f w' 
. . . "'· . 

A es_ una matriz cuadrada de orden pxp, cada ele~ento de la 

matriz A= (aij ) es definido de la siguiente rnaner?-.: 

C0 coeficiente de variación de _la v¡¡,ri_able y 

c. 11 
l 

11 11 11 11 11. ·.!i .• 

fHj 11 li ·. c_orrelaC:ión entre. las variables xr y xj • 

eoi 11 11· 11 11. 11 11 

Y. y Xi• 

poj 11 11 11 11 .. 11 11 
1 y xj•. . 
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(l .;f) es el factor de corrección finita. 

w es un factor de ponderación. 

w' es el vector transpuesto 

Posteriormente explicaremos como se obtuvo la fórmu-

la de la varianza, así como también de que forma se obtiene. el 

valor Óptimo del vector de ponderación w .de tal manera que la 

" varianza de)A0 sea un mínimo. 

2.2) Esperanza y varianza del estimador. 

Primerame.nte pondremos la esperanza y; varianza del 

estimador como una fonción de la E (ri)Y Cov (ri ,rj} respe~..: 

tivamente. 

El· estimador propue ato · 
. ,;. . -f.· . . . 

Po = ~. ~· "µ,· ,., 

Se puede escribir como 

Por lo tanto tenemos finalmente 
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Al tomar esperanza de la expresión anterior tenemos 

que; 
,.. I 

E. <flo ) = /-1-o ~ ( 141'/R ¡ ) E (r,.·) 
I 

(2. 2. .1) 

.... 
Por otra parte la varianza dejlo se puede escribit· corno 

ya que por definic iÓn ·: 
,., .. ·~ l 

vrµo J = E (¡ll,, - &<ji)) 

La expresión dentro del paréntesis .rectangular se puéde 

poner en la forma : 

. ... . .i' ji 

fto -. ~ r¡,to ) -= ~ w,·,,,11; - ~ w,f'i t;(r,·} 

= ~ Wif',· [r,- Ji(~')} 
' 

Si llamamos 

al tomar la espe.ranza de la expresión anterior, 



26,-

Como /J. . )lo 
'" --~,i 

finalmente tenemos que: 

De lo anterior se puede observar que. la esperanza y varianza 

del es~imador están en función de E (ri) y Cov (ri, rj ) respec-

tivamente. 

" Para el cálculo de la esperanza def"o se puede utilizar un ar'." 

. gumento semejante al del primer capítulo. 

Por definición 

: .Podemos escribir 

Para tal efecto necesitamos suponer que el vafor de¡U; 

tal que 

l) Las xi S()n positivas y n es suficiente grande 

es 

2) ELérror i·elativo JS¡I es suficientemente pequeño de 

tal manera que s~ puedan despreciar términos del de.-

sai-rollo de Taylor. 



De las expresiones anteriores tenemos que 

_, 
r,,·,.:!!h. :z -U0 {/l'(o)_ ~·(/f"f.,)(/1$¡} 

"J¡ µ~· (r/' J'¡} -
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Si utilizamos el desarrollo de Taylor para el término 

y despreciamos términos de orden l/n2 en adelante, se ob-

tiene la siguiente aproximación : 

Al tomar esperanza de la expresión anterior se obtiene 

.Eé~) .. R"'· l-11' ("/- FJ rc/-f'o/ Co C¡J_] .,,, 

J 

Si llamamos <>i ~ c. :.:.!'"' c. e · ' ' 

Finalmente tenemos 

lo cual lo podemos expresar en forina :natricial 

Donde b y w son vectores de. un renglón por p ,columnas 

Para ene.entrar la Cov (ri, rj), utilizaremos una apro­

ximadón de la manera siguiente : 

Por definición CoV C-r,; 'Yj)"' E("-¡-,-;;·) - ,:rr,).~:<1j) 
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Para encontrar el producto E (ri) E (rj) es necesario utili..: 

zar las siguientes aproximaciones: 

Al efectuar operaciones obtenemos lo siguiente 

Ahora para encontrar ei' término E (ri rj), primero_ éfectua.,. 
. . . 

. mos el producto ~ntre r1 y rJ {usando. las aprc.iximaclones an:-

terio:res) y tomamos esperanza 

·E. ('t 1J.».;,, R;Rj [11 <:J..:_!j re/ -fai C,, C. ¡} f (1-:-f) ((0
1 
-f0 j (o e¡) 

71 >J 

- o-F>(c:-foiGCl.-f'ºJ e.e¡)} 
'n .· . . . . . .":, 

Si. llamamos 
2 . . 

.· a.(j·: (C., - ·¡'Joi. Co C¡ -foi.C.,,Ci tf,·¡ác¡) 

Te.nemas que 

Si ahora substituimos (2, 2, 5) y (2. 2, 6) en (2. 2.4), obtenemos 

una aproximaeión de la covarianza entre ri y rj : 

cov(l(·, r¡') '::' í<IR/ r1- f J a,:; .,, 
. · .. .... ·. 
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La cual la podemos reemplazar en (2.2. 2), quedándonos, lo 

siguiente : 

Finalmente tenemos una expresión matricial para la varian-

" za de ¡Uo 

(2.2. 7) 

D,onde A = (a¡j ) es utl.a rn~triz simétrica de ,orden p x p. 

w esun vecto,r renglón de 1 x p. 

Oti-aforma de escribir la matriz Aes como el producto ma-

tricial TCT', donde C y T son definidas de acuerdo a lo ,si- . 

guiente : 

C,. {Gij ) es una matrfa de varianza-c~varianza rel.a:-. 

tivade orden(p+ l) x (p-t 1) 

e 5 .. . • ¡J 
~J = µ¡µ.j 

Por ejemplo S00 es la varianza de.~> S0 i es la covarianza et1-

trexy x. 1 • 

Vamos a suponer que C es positivadefinida, por otra parte de:-
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finimos T como la matriz de orden p x (p t' 1), la cual es de la 

siguiente forma 

T: 

1 
1 

1 o 

o 
-1 

•••. o 
•••• o 

.... -~ 
T 1 es la matriz transpuesta de T. 

Como C es positiva def~nida y T es de rango p se concluye que 

A es. positiva definida, Entonces se puede usa~. ésta otra far-

ma á.lternativa de A. 

2. 3) Factores de Ponderación. 
. . 

. ,. . ' . ·.,' .. · .. ' 

En esta sección vamos a determinar' el valor Óptimó 

. . .. . . . . . ··.·. . ,.• .. · ... · < ···•· .· ...• 
de. w que hace mínima la \rarianzadeµ 0 conla.condici,éln dé 

que ~W¡ ... 1 
i,.z,·· 

Para encontrar el extremo restringido (Il1.áximo>ó 
' ' .. . . '.. ·'. 

mínimo) de función de varias variabÍe,. se puede proceder 

de la siguiente manera : podemos hacer uso de la desigual~ 

dad generalizada de Cauchy ó bien mediante el empleo de. 

multiplicadores de Lag;ran.o:.e. ·En esta secciÓ1:1 vamos a usar 
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este Último, el cual se puede enunciar como sigue 

Para encontrar el máximo ó mínimo de una función 

de p variables f (x1 ,x2 ,, •• , ,xp) condicionada por un siste-

ma de ecuaciones de la forma 

gi (x1 ,x2 , .... xp) = O 

i:l,2, •• ~.,r (r<p) 

Se puede construir la siguiente función 

S~ derivamos parcialmente }" con respecto ax1 ,x2 , •••• xp 

e' igualamos a cero, obtenemos un sistema de p ecuaciones 

y si consideramos lar r condiciones para encontrar los va-

lores de p.,. r incógnitas de este sistema, llegamos a lo que 

INCOGNITAS 

En forma matricial nuestro problema lo podemos plantear 

de la siguiente manera 

H/;, ·v~do>~ d, wtf w' 
'1 

inm..mTECA CEN':m~C 
U. N, A! ~ 
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Sujeta a la condición 

Sea 

Y .. vc;4J 1 4rwe'-1) 

Si tomamos la derivada de 'Y con respecto a w tenemos: 

Si lo anterior lo .igualamos a cero y despejamos ·a w. · 

~eA-' 

('1.)tóª/n) 

De acuerdo a la restricción 

we'cl 

{2.3~1) 

Al multiplicar l~ expresión (2. 3.i)por e' obtenemos 

wr~': 1 fe.A-'é) .,._1 
riµoª/;,} 

De donde al despejar 

) .. _ (2dl>?) 
:;¡:.e. 

y si sub;tituímos esto en (2. 3. 1) obtenemos la expre -

sión reque~ida para w. 
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El cual hace mínima la varianza de f'• 

33. -

Si reemplazamos esta expresión para en {2.?•3) y (2.2.7) 

llegamos al siguiente resultado. 

(2.2.3) 

I 
(2. 2.4) 

De (2.2,3) se observa fá:cilmente que el sesgo es eliminado_ si. 

y sólo si eA·'t:i' =O lo cuaUmplica que b : O. 

Es decir 

_Esto ocurre cuando la regresión es tomada individualmente a 

través del origen. Hay que hacer notar q~e los pesos serán 

uniformes sí y sólo si las sumas. de las col~nas de A s.on igua..; 

les, 

. · Un ejemplo en donde los .pesos son uniformes es en el casó en 

. que:. 
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La varianza en este caso esta dada por 

2.4) Estimador de la varianza a partir de la muestra. 

En el capítulo anterior (estimador simple) vimos que 

y su varianza a partir de la muestra es 

En el caso multivariado es conveniente escribir la tna-

triz. A. en una forma similar a la expresión de v<;iJ,,.) e ignorar 

el factor de corrección finita (1-f). 

~ 

C:.-fo,i.CC,,; - fo/Cae;.¡. ft/ c·c.i ,. _S 0 ~ - $.,¡_ ~ Soj t S;J 

,/,{. J.loµ· lk#/ 1'.l;/-f/ 

-:: . .,_ 
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Por lo tanto 
... . " a,,;,,..,,. a;/~ fr.:-nx;t)(ú-"í'-<¿t-) = 

f: ?/• I 

I 

/:'· a;i 

• 
De aquí que la Y5'1¡1) puede ser estimado por 

,. I 
rr_µ.) = }:} . 

I 

2. 5) Efecto al aumentar el número de variables. 

El objetivo principal de esta .sección e.s analizar ~ue 

pasa cuando utilizamos dos. conjuntos de variables auxiliares 

del siguien~e tipo 

Dónde ( s > p ) 

Para tal efecto consideremos las varianzas al utilizar .. ··•.· '.: 

py s .variables (con afijación Óptima) 

Sean: 

A . < 

V <)t./s) ., Á:f!_ . --' --
. }'/ G Á.r:'e 1 
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La matriz~ la podemos expresar como sigue : 

-1· 
Además por medio de particiones tenemos As 

A,1 • r ~~~ s7;' 

Donde f"' ( r:13 A;jJ'f' 

Considere se como· es la diferencia • 

Conrespecto a cero ( ¿ = > ) 

Supongamos que 

Jt ,, "A . 

//<µu /s)- · f/ (j..'• /¡5) 

· Es deéir 

I .1 I 

"l ·. ~ A;'e' 
.. / - -·--....:..-

Esto es equivalente 

I 

eA;'e' 
De aquíque: 

:n ··.·~ A;~e' 

I 

eA¡:e' 

A-· 1 e·. se ~ .. -•e• . e ~p .. 

~o·· 
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Por lo tanto 

e A"~e 1 - e A"~ff lo podemos ex:pre sar como 

.Lo anterior es mayor o igual a cero debido a que 

es positiva definida de tal manera que ;<. '!;<'>·o 

lo que nuestra suposición se confirma • 

• Por 

. 2, 6) Estimadores de razón múltiple en muestreo ·estratificado. 

a) Estimador. separadó. 

. " (/t) 
Sea. h. (/ ·; ,,, «6}. aJ ,..,, . . . / (h} r:h) c4) /<i VV/ • 'Y,. "·/. .'. f • • "".". f. ·...v... . }';¡. '//_ . /-. . , '/'. _,,.....,., .. · 

h·,.1,2, ••• ·.,H 

Donde 

jA-o (h) estimador d~ razóri mÚltiple de ~o (h) 

Por lo tanto el estimador separado está dado por 

" . J/S 
/A-º % 

· .. ·.··,» 



La expresión para la varianza es 

b) Estimador combinado 

El estimador es corno s ig.ue ,. 
21.i:: I 
i::I 

En este caso ~· son los factores de ponderación. 

38~-. 

. , A 

Se puede demostrar q~e la varianza de ~·e es como 

sigue 

·Donde.: 

Este problema se ha red.ucido ali estructura del pro­

bleITia original de 'tal manera que la teoría anterior permane-

ce válida. 
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CAPITULO IIl 

ESTIMADORES.DE DIFERENCIA MULTIPLE 

3.1) Descripción General. 

En este capí'tulo se describirá lo que .s~ ha llamado .esti-
- - -' 

mador de diferencia mÚltiple 1 el cual es 11na generalización d~l 

estimador de diferencia simple. 

Tal vez la aplicación más simple de este es~ima®r es 

en estimaciones i ntercensales, en que las variables auxiliares 

son .datos de censos anteriores, razón por la cual representa la 

parte principal de la presente tesis. 

·:,. 
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El estimaqor general que se propone es de la siguien-

te forma 

(3. 1. 1) 

Con la condición de que 

~,>Pt¡,._,u,·están defin.idos como en el capítulo anterior, .u en.es-

te caso es el vector de ponderación para el estimador y k; es 

una Constante para cada variable Xi , 

La expresión general para la .varianza es 

· Donde: 

"t• . d-1) .· ~ •. · .. · 'lilU ·z,-1. ____,..... l-. . ' 'J :.l 

.,, . "'., Jili ·. 

l . . 

Z// = So - k; Soi - k¡'Soj f ki k¡• ~{j 
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S
0 

Desviación éstandar unitaria de la variable y. 

S
0

i Covarianza unitaria entre la variable 5.. y xi. 

s .. 
lJ " 11 

U vector renglón de 1 x p. 

1\ 

k; es u!la constante (i :. l, 2 •••• , p). 

11 

En forma rriatricial se puede exptesar como 

v<¡i .. ) = º.;{ J -zt l u' 

Cuando las variables auxiliares son datos de censos 

anteriores 

= s o 
2 
-S.-S.+ 

01 OJ 
s .. 

lJ 

En el desarrollo de este capítulo encontraremos la fun-

ción de ponderación y mostraremos el estimador separado y 

combinado en muestreo estratificado. 

3. 2) Esferanza y varianza del estimador. 

Sin pérdida de generalidad podemos encontrar la espe-' 

.... 
ranza y varianza de jiu considerando que ki = 1 , sí xi (i = j •.• p) 

es el valor de la característica y en un tiempo anterior y la na-

turaleza de las variables no ha sufrido un cambio significativo 

d\lrarüe ese tiempo, el valor de k¡ será igual a la. unidad, 
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Por lo tanto 

De lo siguiente se ve que es un estimador in sesgado • 

..E~).,..-4~ u.·,[ l!(m.) t' ~¿¿¡¡qn;;Jj =?o 

La varianza del estimador la podemos deducir como 

sigue : 

Por definición 

(3.2.1) 

Si consideramos la expresión en el paréntesis y elevamos al 

.cuadrado. 

Entonces 
,; . 2' 2. . I> . . 1 

(2 ~·et.¡- /La)::: (2u,-o4)- ZJL.,,~wd1 f',t/r> 
,::. , ¡.:,, 

El. primer término lo podemos expresar como sigue 

.Por lo tanto (3. 2. 2) es como sigue 

·-, ..: .. 
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Al torriar la experanza de la expresión anterior tene-

mosque :, 

L:(//_ J' ¡. 1! .) l ) 
¡;;; rº 1" = ~ u,. fi <" d,· + ~ .u.· ti/ E(i:/i<I¡ 

,., <l.1 
(3.2.3) 

:.. 2/10~ U'é<"d;) 

Se puede demostrar fácilmente que : 

Si substituímos i), H). iii) en (3.2.3} y efectuamos ope-

radones tenemos 

(3. z.4)' 

(3.2.5) 
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Si llamamos 

Por lo tanto 

(3.2.6) 

Finalmente esto lo podemos expresar en forma ma-

tricial 

(3.2.7} 

3~ 3) Factores de Ponderación. 

Para encontrar el vector de ponderáciÓn ~que mini-

miza v<¡l .. ) vamos a utilizar la desigualdad general de 

· <:;auchy, 

(xy') ~ (xMx') (yMy') 

Donde M es una matriz positiva definida y simétrica:, 

la igualdad se sostie.ne sí y sólo si x M = 8 y donde Sµ1(esca:.... 

lar) 
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Sea e • ( 1, 1. , , 1 ) un vector suma de 1 x p. 

Si hacemos corresponder x = u, y= e y M = Z 

2 
1 = (ue • ) ~ (u z u. ) (e z-· e') . 

La igualdad, como se puede ver, se sostiene si y sólo 

si ul,, = oe. 

Pero por la restricción ue' = 1 se sigue que 

tJ ... l 

ez·e' 
De aquí que la Óptima u es 

u. e z·, 
é z·' e' 

En consecuencia la varianza .. está dada por 

Un caso particular ocurre cuando los factores de pon-.· 

deración son uniformes, por ejemplo U¡ • l/p para i .. 1 ,' ••• ,p. 

Lo anterior se logra haciendo la suposición de que 

y f • poi .. f oj = pij 
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Si substituímos esto en la fórmula de la varianza 

(3.2.4) y al ef~ctuar operaciones 

Se puede de.mostrar que 

p 
~ u.-u¡ .... .É::.!... 

,·~l t' 
Por otra parte 

t /> %. . /> . 

/-= ( 2-_U¡) : [_U.· - 'f.UiU/. 

Por lo. tanto 

. :t z 
· .2... U,¡ -::. / - ..é::.!. :.. - 1

-

"."' . i' -j? . 

Al substituir (3;2.3) y (3.3,3) en (3.3.l) y efect~ando 

operaciones, se llega finalmente a : 

11(/L,,) = . (1-/' > ·st(i-~) f.t-;-1) 
"J1 7° 

3.4) Estimador de la varianza a partir de la muestra. 

Si consideramos prime ro el caso .en que utilizamos la 

constante Ki tenemos : 



Si agrupamos tenemos que 

41 

Z"' lJ 
L { >'t· ,f; X1't)( ~- k¡ X./~) 

= 

Lo cual se puede estimar.con : 
..,. 
E r*-x;x,·i:Jrn- ~·x.,-~> .. . .,,_, 

47. -

Por lo tanto esto permite e sti.mar la varianza e or:rio : 

V (j;. ) " ( 1 • f) 
n 

·I 
. l'i.. , 

e.L. e 

3, 5) Estimadore·s de diferencia múltiple én muestreo estratifi-

cado. 

a) Estimador separado. 

Su forma es la siguiente 
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Donde: 

,/" "'' <4J[ clt) e/.) 'h2J w - A) AJ 0 o ::: 'Zf, ')1}~ .¡. ( ,(~ - ....... f ........ • 1 ,,, L'm~ _L <LI' , .. ,) I .e• ,,, ""1' • r r~I' - lnl' 

h=l,2, .... ,H 

La varianza del estimador se puede expresar como 

sigue 

Para 
.... (hl) 

11<¡11,, / con.toda validez se usa v~0)pero 

con el Índice h. 

b) Estimador combinado. 

r . . U ft.c -== E -u; [ ?n; * ~·- -m .. ·) 
.(,':¡ 

;. . A , 

Donde "m• y )n,· estan d.efinidos como en las secciones 

anteriores. 

Su varianza esta dada por : 
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CAPITULO IV 

COMPARACION DE LOS METODOS DE RAZON 

Y DIFERENCIA 

49. -

· La~ varianzas de los estimadores de razóny diferen-

cía simple son : 

vr¡Ú,.) = ~ (S; r í?~~,.2 - 2.RS7x) 

v<)itJ = ~ é s; f s:--< s""J 

Consideremos la' diferencia 

Nos interesa. conocer las condiciones bajo las cuales; 

el estimador de diferencia tiene menor varianza que el de ra-

zón; esto ocurre cuando 
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O sea 

Sx z ( 1-R~) l ,,, 2 S · ( 1-R) 
- xy (5. l. l) 

Es conveniente analizar cada uno de los tres casos si-

guientes : 

1) R <. 1 

2) R = 1 

3) R) 1 

i · En ~l primer caso R-:: l; y esto im:plica que ·(1-R ) es 

positivo; por lo tanto (5. L 1) se puede expresar como • 

( 1-../l) < zS~l!. 
(!-?<) ~ 

(1-~)(HR) <Zó 
(1-~) 

( 6 Coeficiente de regresión) 

D~ aquíque 

~< 2.6-/ 

En el segundo caso, si R = O es fácil ve1· que:· 



Por Último si R > l entonces (1 - R
2

) es negativo y 

al pasarlo al primer miembro en la expresión (5.1.1) cam-

bia el signo de la desigualdad. 

Por lo tanto 

(!- R,') 

(1-1?) 
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Y la condición para que el estimador ele diferencia se -

rá mejor que el de razón es que : 

R > 2 b - l 

De lo anterior podemos concluir que el estimador de 

diíerenéia tendrá menor .varianza que el de razón si : 

a. - R< l y además R<..Zb - l 

h. - R > 1 y además R > Zb - 1 



CAPITULO V 

EJEMPLOS Y APLICACIONES 

Las posibles aplicaciones de los es.timadores de razón 

y de diferencia/múltiple que se proponen en.la presente tesis 

se pueden encontrar en aquellas actividades en las que se lle~ 

van a cabo censos en .forma per.ÍOdica. Es así que la apÜca;.. 

ción de dic.hos métodos es posible en las acti.vidades industri.a­

les, agrícolas, comerciales y de población para las que se 

efectúan censos períodicamente con un desglose, nivel, ámbi- .· 

to y alcance determinados .por los mismos censos. 

En el sector privado las posibilidades son también: 

bastante grandes, debido a que la mayoría de las empresas 

tienen registros históricos de su desarrollo que permitan la 

aplicación de éstas técnicas. Se puede mencionar la estima-

:,, 
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c;ión de cuentas que afectan el régimen de encaje legal o depó-

sito obligatorio en una Institución de crédito. 

En todos estos campos existe una serie de problemas 

que se presentan a la mitad de los censos, cuya resolución 

podría llevarse a cabo mediante la aplicación de las técnicas 

anteriores, sin tener que efeCtuar un censc:i completo1 a un cos-

to menor y en muchas situaciones con mejores resultados. 

Ejemplo l ;-

Este primer ejemplo, nos muestra numéricamente que el es-

timador de difereneia ttene menor varianza que ~l de razón, 

bajo condiciones mencionadas en el capítulo anterior. 

Supongamos que la muestra obtenida de una cierta población 

j:unto con la variable auxilíar es como sigue : 

X y 
l 26 
2 32 
3 38 
4 44 
5 50 

15 190 

R:l90/15:12,67 (R>l) 
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Factor = 2~-1- 11 
s~ -

2 

Si<:-::¡ 

s; = 1 z. 

S"'t"' IZ 

lo cual debe implicar que: 

S.c ... 1.+14' 

s,..- Y.4 ~52. 

,. 
V CJJ.t) 

2 
:l/5(72t 2 (12.7} -2 (12.7}{12))..:88.97 .. 17.79 

-s- -

:l/5(72t 2 - lx 12) = lQ. 

Ejemplo 2. -

Como segundo ejemplo consideraremos el expuesto por Olkin 

(1968) quien solo utiliza el estimador de razón múltiple~ Se 

presenta este ejemplo para tener una idea mas clara de los 

diferentes resultados que se pueden obtener por medio del 

método de razón múltiple y el método de diferencia múltiple. 

El problema consiste en estimar el número promedio 

de habitantes en 200 de las ciudades mas grandes en los Esta-

dos Unidos, excluyendo las 5 mas grandes, 

Par-a. tal efecto se utiliza la información censal de l~s 

años 1940 y 1930; en este caso las variables son y= 1950, 

x 1 = 1940, x 2 = 1930. 
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Se toma una muestra de n = 50 ciudades aleatoriamen-

te con los siguientes resultados 

r 1 = 1.1199 

mz = 1643 rz: 1.1539 

Por otra parte las medias poblacionales ;lt' ¡ )1# corre spon-

dientes a 1940 y 1930 son : 

• 1482 

jiz : 1420 

La matriz de varianza-covarianza unitaria Ses 

... * ['60512 3983501 3912601 

3731856 3713435 

3727939 

El estimador de razón múltiple es 

JI /'o :i w, e 1. l/?'f,. ¡~ f1. f Wz ;t l. SJ 'f 1'./l/.tO 

* Los espacios en blanco indican que es una matriz simétri-

ca. 

. ' •" 

.:·:·.'::_!·,_,~~~~·~~:,_~·;'._·, .. :_·: 
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Para determinar w necesitamos 

Donde la matriz A se obtiene con fa siguiente transfo1·mación : 

., 
ª•'f ':::. Co - Coi - Coj ,,. c,,j 

Por lo tanto 

A= 

.. De aquí' que 

.o.sq 

. oszj 

- 481.2~ 
311. s:J 

w = (2. 38. - l. 38) 

Por lo que finalmente 

,. 
µo : 2, 38 X 1.1199 X 14.8.2 ~ 1.38 X 1.539 X: 1.420 .:: 1689 

La varia~za de la estimación es 

~ 

..V.ei~. - e·;,l· 'e•::- /;tJ.33 
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El estimador de diferencia múltiple es : 

Lo Único que necesitamos determinar es U 

Para tal efecto se utiliza 

Z··' 'U= _€;;;._=--

e z-'e · 
La matriz Z se puede encontrar mediante la transformación : 

z = 

z .. 
lJ 

2 ' 
• S . - S · - S · + S· · O 01 OJ .lJ 

Por lo tanto 

De aquí que 

17782, 51 
2632491 

u = (1. 7 5 J - o. 7 5) 

Y por lo tanto 

z-~ - ' ·[··1.9 -12· .. J·-· __ ··.-··' 

- _,,. 
10 - - '' -_.· 
' --. -· 9 

' - ' 

¡;. .. l. 75 ( 1896 + (1482 - 16930 - .o. 75 

' (1896 ... (1420 ~ .1643)] " 1694 
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Su varianza está dada por : 
1 

• -5 
Nor¡A'. ez·é'=- ,¡ .. 10 

De aquí que el error estandar es 19.63 -
El valor real re sultÓ ser de 1699 y se puede calcular el error 

relativo real en las dos estimaciones, el estimador de razón 

múltiple tuvo un error relativo total de 

1699 .;1689 ... 0059 " 0.59 

1699 

. Y para el estimador de diferencia múltiple el error fué de · 

1699-1694 = ~0029 = o.z<J 

1699. 

$e puede observar que el error. total es menor para el estima~ 

dar de diferencia múltiple; sin embargo los coeficientes de 

· va:i:'ia.ción son muy similares pues resultan ser de 

18.61 .. 0.01102 ó·sea 1.102 t para 

1689 

El estimador de razón . . 

19. 3 :. o. 01139 ó sea 1.13:9 ro para el de .dife-
1694 · rencia. 
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El GI/. del de dife_rentes ligeramente superior en este caso al 

de razón. 

Ejemplo 3. -

Se desea estimar el número promedio de cabezas de ganado 

de .un cierto municipio, el cual comprende 250 fincas. Los da­

tos a utilizar son datos muestrales del ganado en el perfodo 

actual y datos censale-3 de 4 años anteriores. 

Para tal efecto se toni.Ó una muestra aleatoria estrati­

ficada. Se hizo esta estratificación debido a la gran variación. 

que en cabezas de ganado habia de finca a finca, en otras pala-: 

bras se agruparon fincas con características similares, con 

.el objeto de aumentar la precisión de las estimaciones. 

La variable de estratificación usada fué el ganado eXis­

tente eri el período inmediato anterior. 

Para la a.fijación del tamaño de muestra fn .. 70) entre · 

los dive.rsos estratos se utilizó afijación de Neyman entre los 

7 estratos .escogidos por'l/2 de valores con los siguientes re­

sultados : 
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h Nh sh Nh 8ii 

1 8 514. 21 4113.68 

2 13 238.11 3095.43 

3 20 171. 88 3437.60 

4 20 91.88 1836.00 

5 31 113.17 3508.27 

6 47 38.93 1829.71 

7 111 80.00 8880.QO 

250 26700.69 

, ... 

. . .J\l aplicar la fórmula 

.,,,T ]?, ..v..·. 
r~s,· 

Se llega al resultado siguiente ~ 

'},, = 8 

ñ, -· 11 

h, = 9 

)¡' = 5 

'1s ·- 9 

'>le .. 5 

1'}/ m 23 



Las medias de los censos anteriores son : 

ft• = 542 

¡Lit = 555 

ft' = 552 

µ11 = 571 
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Los resultados obtenidos de la muestra fue ron : 

Media.s ponderadas Razones 

A 

..,,,,. = 569. 37 
,. 

m. = 562. 91 ~. = l. 0114 
,., 

)n, ., 5 7 6 • 24 'n!a -- 0.988 
,.. 

:m, = 567. 28 lé,,= L0036 
,.. 

·m ... 589.33 ~-= 0,9661 

La. matriz de covarianza unitaria S fué : 

908201 873197 
845872 

895813 
866) 69 
891871 

893.383 
$62720 
887355 
887030 

951247 
918156 
946763 
9443.19 

1013740 

La matriz de covarianzas<t>relativas es : 

0.909860 

·.·.; 

0.889007 
0~875178 

0.89132.l 
o. 875837 . 
0.881334 

0.894366 
0.877701 
o. 881380 
0.887360 

0.907695 
0.890352 
o.897243 
0.900428 
0.931351 
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El estimador de razón múltiple es : 

~ 

/Jo~.,. t, Ye,/-fuf.'l'e1.j.11f /., 7t::J1".¡ ~ l'e#ftfll 

Donde : 
" -t ':t e tf' 

I' I t e A· e 
La matriz A es como sigue : 

.003874 

.001620 

Su inverso es : 

-305.05 
645.89 

De donde :. 

/, .. o. 575436 
l. :-0.010482 
. t • .. ·0.220746 
-lt1 .:: 0.21430 

DE;! aquí: 

.00302 
,00464 
.00611 

- n.68 
-170.88 

464.08 

• 00253íl ,00583 

• º.0593 
.. 01140 

161. 7~ ~173~70 

-136,.76 
225 ..• 17 · .. 

6i.-

AC . .· . . . . • .·.·· ·. .· .. _,a= 0.575436xl.0114x542 ~.010482x'.988x 55 
• . . • 21430 X , 96661 X 571 . · 

11:: = 550 

La varianza de la estimación. es 
11 1 

(sso) -= (a.') 
JS'-.11 



Para el estimador de diferencia mÚltiple. -

Matriz Z 

5360 
8446 

4341 
6360 
8465 

7904 
7890 

1913] 

l o/447 .. 

Como: 

z-' 
-2.226 
4.619 

;..0, 727 
-1. 259 
3, 146 

. " ez-' u - " ', e·z-'e'. 

l.(, = 0.589.99 
. '211 = ~ .. 00775 
u, :; o. 27831 
Uil = 0.1394.5 

o. 90íl 
-1 ..•. 14 7 ... o.693 
1.173 
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fa = 0.592833{ 569,3Tt (542-56Z.91)t- .OOS.40.2 
{569. 37 (555 ·- 576. z.4'J} f O', 279584 L 569. 37+ ..... 

(5sz - 567~ 28)] + o.13958 [569. 37 + (571-5s9;33)j 

= 552 

Su 'varianza esta dada por 
' .. 

' / - ('7.11-) 



Mientras que el de diferencia es 

9,4 11 .017 • 1.7 
552 
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El coeficiente de variación del estimador de razón en este ca.-

so resuelto menor que el de diferencia, esto se debe como men-

ciona.mos anteriormente a que la serie es más bien decrecien-

te, lo cual se podrá observar de las medias poblacionales, 

Es interesante notar cuales fueron los coeficientes de 

correlaci.ón del problema anterior. 

Matriz de Correlación 

1 • 996251 .995348 • 995354 .991380 

1 • 997251 · • 995974 .991521 . 

l • 997648 .99.5699 

1 .995835 

1 



CONCLUSIONES 

1. - Los· métodos de razón y de diferencia mÚltiple pueden 

proporcionar estimadores que aprovechan la informa.: 

ciÓn .censal a·nterior y logran de esa manera aumentar 
. . . . 

la precisión de las estimaciones cot?-siderablemente. 

2 .• - Cuando las razones son cercanas.a.la unidad, elesti-

mador de diferencia mÚltlple y el de razón múltiple 

sonmétodos equivalentes. 

' 
. 3. - ·Bajo ciertas condicion~s el estimador de diferencia 

tiene. menor varianza que el de razón. 

4. - . Los estimadores .de razón y diferencia. múltiples .tal 

como han sido enfocados en esta. tesis, pueden ser 

aplicados como ya mencionamos; en industria, en 
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empresas privadas, en el sector público y en general 

en cualquier situación donde se desee aprovechar la 

información anterior para mejorar la precisión de las 

estimaciones muestrales. Una \•entaja importante de 

los métodos anteriores, es que no solamente se pu~den 

aplicar en series de tiempo, sino también tienen mu-

. chas otras aplicaciones cuando las variables atuciliares 

no son necesariamente datos censales; 

5.;.; Un tema que puede ser importante conocer, ~s elméto­

do de regresión múltiple, el cual podría se:i: tema de 

otra tesis. Igualmente la aplicación de lo.s estimadore.s 

de razón, diferencia y regresión mÚltip~e en muestreo 

doble. 
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