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Intoduccion

Este trabajo surge del estudio teérico del algoritmo en tiempo lineal para
resolver problemas de programacion lineal de dimensiones fijas de Megiddo y
la curiosidad de explorar su eficiencia practica. Debido alo anterior se considerd
para su aplicacién el problema de sujecién robdética, el cual se puede modelar
como un problema de programacioén lineal de dimension fija y relativamente
baja.

Lo atractivo del enfoque de Megiddo, es que en cada subrutina realiza una
cantidad lineal de trabajo y va reduciendo por una fraccién constante el nu-
mero de restricciones en cada iteracién; para problemas de dimensién menor
o igual a tres lo anterior resulta en un algoritmo de complejidad lineal sobre
el nimero de restricciones [30]. Este enfoque para resolver problemas de pro-
gramacion lineal fue estudiado de manera paralela por Dyer en [14]. En [31]
Megiddo expuso la generalizacién de este algoritmo para dimensiones mayo-
res fijas; posteriormente, Dyer en [15] y Clarkson en [9] presentaron mejoras en
la eficiencia computacional del algoritmo. Sin embargo, se decidié implemen-
tar el algoritmo original de Megiddo debido a su relativa sencillez con respecto
a las versiones mejoradas. Cabe destacar a pesar de la busqueda realizada no
se encontraron implementaciones del algoritmo disponibles ptiblicamente, por
lo cual es imposible comparar los resultados obtenidos en este trabajo con otra
implementacién del mismo algoritmo.

Se realiz6 un estudio minucioso del articulo [30] donde Megiddo dio a co-
nocer su algoritmo en tiempo lineal para problemas de programacion lineal de
dimensiones dos y tres. Para verificar la eficiencia del método, como parte de
esta tesis se realizaron implementaciones del algoritmo en Python tanto para
problemas de programacion lineal en el plano como en el espacio. Cabe men-
cionar que éste fue el proceso mads laborioso en este proyecto y el que requiri6 de
mads tiempo y atencién debido a la vaguedad y falta de detalles en ciertos puntos
en el articulo del Megiddo. Es importante la programaciéon correcta de este al-
goritmo ya que una interpretacién errénea podria aumentar la complejidad del
algoritmo.

Por otra parte, el estudio y andlisis de sujeciones robéticas es un drea que
se ha desarrollado en las dltimas tres décadas, ya que la sustitucién de la mano
de obra por manos robéticas ha ido dominando los procesos de produccién en
masa, y encontrando aplicaciones en distintos campos como en la medicina, la
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industria o en el sector militar. En general, la meta del estudio de sujecién rob6-
tica es lograr la inmobilizacién de un objeto a través de un conjunto adecuado
de contactos (dedos), independientemente de si el objeto interactiia con fuerzas
externas o no. Son muchos los factores que se involucran en la sujecién de un
objeto, y cada uno de ellos da pie a problemas fisicos concretos. El problema de
interés de este trabajo es el de determinar si una sujecion presenta la propiedad
de force-closure, que a grosso modo indica la “estabilidad ” de la sujecién frente
a perturbaciones sobre el objeto; esto quiere decir que si un objeto es sujeto por
una mano robdtica, ésta es capaz de aplicar fuerzas a través de los dedos para
balancear cualquier perturbacién razonable ejercida sobre el objeto en forma
de fuerza o torque externos.

Desde el punto de vista matematico, el problema de la sujecién robética es
interesante porque su formulacién como problema de programacién lineal no
es trivial; requiere un tratamiento cuidadoso de la teoria de poliedros asi como
nociones bdsicas de fisica. Para resolver el problema de identificar si una suje-
cién tiene la propiedad de force-closure se recurrié al método desarrollado por
Zhengy Qian, quienes en [60] introdujeron un algoritmo de caracter cualitativo,
el cual hace uso de la programacion lineal. Para estudiar este planteamiento se
revisa el trabajo realizado por Liu y Wang en [29], quienes inspiran el trabajo de
los primeros. El trabajo de Zheng y Qian se presenta como una version mejorada
yrevisada de la propuesta de Liu y Wang, por lo tanto es importante saber como
nace este enfoque.

La estructura de la tesis es la siguiente: en el capitulo 1 se describe la teoria
de poliedros y polaridad de conjuntos necesaria tanto para la construccién del
algoritmo de Megiddo como el desarrollo de la propuesta de Zheng y Qian. A
continuacioén, se dedica el capitulo 2 al estudio de programacién lineal en di-
mensiones bajas: primero se exponen los conceptos bdsicos de programacioén
lineal; posteriormente, se realiza un profundo anélisis de cada una de las par-
tes que componen el algoritmo de Megiddo para problemas de dimensién dosy
tres.

En el capitulo 3 se da una introduccién al problema de la sujecién robética.
Se inicia con un marco histérico y se presentan los conceptos de robética nece-
sarios para la descripcién de un modelo de sujecién; posteriormente, se dan a
conocer los principales problemas relacionados con sujeciéon robética y como
se ha atacado cada uno de ellos, concluyendo asi el marco de trabajo.

En el capitulo 4 se hace una explicacion formal de la modelacién del proble-
ma de interés: la propiedad de force-closure de una sujecién robética, asi como
su interpretacién como problema de programacion lineal. Finalmente, los ca-
pitulos 5 y 6 presentan los resultados y conclusiones de la implementacion del
algoritmo de Megiddo para determinar la propiedad de force-closure de distintas
sujeciones de objetos varios en el plano.



Notacion

La notacién presentada a continuacion se seguird a lo largo de este trabajo,

a menos se especifique lo contrario.

= Todas las letras mayusculas negritas representan matrices.

» Todas las letras mintsculas negritas representan vectores.

= Todos los vectores seran vectores columna.

= Las letras griegas simbolizan escalares.

A
A;
aff(s)
b(s)
Bx, 1)
c
cl(S)
conv(S)
dim(S)
H_
H,
int(S)
[(m]
Lm]
Rl’l
R+
ri(S)
rb(S)
S
S*
<7
Xi
[1x]|

Coeficientes de la matriz de un problema de programacion lineal .

i-ésimo renglén de la matriz A.
Envoltura afin del conjunto S.

Frontera del conjunto S.

Bola centrada en el punto x y con radio r.
coeficientes de la funcién objetivo.
Cerradura del conjunto S.

Envoltura convexa del conjunto S.
Dimension del conjunto S.

Semiplano inferior.

Semiplano superior.

Interior del conjunto S.

Conjunto con todos los niimeros naturales hasta el m.
La parte entera de m.

Espacio real de dimensién n.

Espacio real positivo.

Interior relativo del conjunto S.

Frontera relativa del conjunto S.
Conjunto polar de Srestringido al afin de éste.
Conjunto polar del conjunto S.
Transpuesta del vector x.

i-ésima coordenada del vector x.

Norma euclidiana del vector x.



Capitulo 1

Teoria de poliedros

En este capitulo se presentan las definiciones y resultados de poliedros y
andlisis convexo necesarios para estudiar el problema de sujecién robética y el
algoritmo de Megiddo. Son de particular interés un conjunto de resultados de
andlisis convexo relacionados con el interior relativo y la funcién de soporte de
un conjunto, ya que éstos son cruciales para la validacién del algoritmo pro-
puesto por Zheng y Qian, y se utilizardn en el capitulo 4. Para repasar conceptos
necesarios de topologia refiérase al apéndice A. El contenido de esta seccion es-
td basado en los textos de Rockafellar [49] y Dahl [10].

1.1. Conjuntos convexos

Supdngase que S es un subconjunto de R”. Se dice que S es un conjunto
convexo si dados x;,x; € S

(1-)x; +Ax € S, (1.1)

paratodo 0 < A < 1. Geométricamente, un conjunto es convexo si para todo par
de puntos en €], el segmento de recta que los une estd contenido en S. Estos con-
juntos tienen caracteristicas interesantes, ya que la propiedad de convexidad se
preserva bajo distintas operaciones como suma de conjuntos, interseccién ar-
bitraria de conjuntos y transformaciones afines [10].

Dado un conjunto de vectores Xx1,Xy, ..., X; € R", a un vector de la forma

t
x=)_ Ajxj, (1.2)
j=1
t
Y Aj=1, (1.3)
j=1
Ay, AreRtalque 1520 (1.4)
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(a) Conjunto S (b) conv(S)

Figura 1.1: Envoltura convexa de un conjunto de puntos.

se le llama combinacion convexa de X;,Xy,...,X;. En general, si S ¢ R” se dice
que x es una combinacién convexa de elementos de S si se puede expresar como
una combinacién convexa de un niimero finito de elementos de S. Al conjunto
conv(S) de todas las combinaciones convexas de elementos de S se le llama la
envoltura convexade S. En la figura 1.1 se muestra un conjunto S y su envoltura
convexa. Notese que conv(S) es un conjunto convexo, independientemente de
si S lo es. Para un conjunto S cualquiera, conv(S) se puede expresar como la
interseccién de todos los conjuntos convexos que contienen a S.

Dado un conjunto de vectores x,X»,...,X; € R" y una expresion de la for-
ma (1.2) donde los coeficientes 1; cumplen la condicion (1.4), entonces se dice
que X es una combinacién no negativa de los vectores X; para j € [¢]. Si para di-
cha expresion los coeficientes son de la forma A > 0 para todo indice, entonces
se dice que x es un combinacion positiva de X;,Xy, ..., X;.

1.2. Conjuntos afines

Definicién 1.2.1. Se le da el nombre de conjunto o espacio afin a aquellos con-
juntos S < R" tal que para toda pareja de elementos x,,x; € S se satisface la con-
dicion (1.1) con A € R.

Esto implica que toda la recta que pasa por estos dos puntos pertenezca a S.
Obsérvese que en particular todo conjunto afin es convexo. Dado un conjunto
de elementos {xy, ...,X;} € R", a los vectores de la forma

t t
x=) Ajxj, donde ) Aj=1, A;eR Vjeli]
=1 =1

se llaman combinaciones afines dexy, ..., X;. Asi se define la envoltura afin, aff (S),
de un conjunto S como el conjunto de todas las combinaciones afines de sus ele-
mentos (véase la figura 1.2). De manera anéloga al concepto de envoltura con-
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Figura 1.2: Envoltura afin de un conjunto de puntos y el subespacio vectorial paralelo a
ésta.

vexa, se puede definir aff (S) como la interseccién de todos los conjuntos afines
que contienen a S. Si se tienen xy, ...,X; en R” distintos, se dice que estos vectores
son afinmente independientes si

t
Y Ajxj=0y Y A;=0 (1.5)

implican que A; = 0 para todo indice. Six;, ..., x; en R” es un conjunto afinmente
independiente maximal entonces es una base afin. Se observa que esta concep-
to de independencia afin resulta muy similar a la definicién de independencia
lineal. A continuacion, se presenta un resultado que deja claro c6mo se relacio-
nan estos dos conceptos.

Proposicién 1.2.2. Los vectores Xy, ..., X; € R" son afinmente independientes si y
solo si los vectores Xy — Xy, ..., X; —X] Son linealmente independientes.

Demostracion. Un conjunto de vectores {xi,...,X;} < R" es afinmente indepen-
diente si el cumplimiento de la condicion (1.5) implica que A1; = 0 para todo
j € [t]. Considerando entonces que . ;:1 Ajx1 =0 se tiene

t t t t
Z AjXj = Z Ajxj— Z Ajxy = Z Ajxj—x1) =0,
j=1 j=1 j=1 =

siempre y cuando A1; =0, Vj € [z]. Esto implica que {x» —x1,...X; —X1} €s un con-
junto linealmente independiente en R”. La suficiencia resulta naturalmente de
forma inversa. O

Un corolario del resultado anterior expresa la relacién que existe entre con-
juntos afines y subespacios vectoriales de R”, y se describe a continuacion.
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Corolario 1.2.3. Los subespacios lineales de R" son conjuntos afines que contie-
nen al origen.

Demostracion. Este resultado se obtiene al considerar x; = 0 en la proposicién
anterior.
O

También existe una relacién entre conjuntos afines y ecuaciones lineales:

Definicién 1.2.4. El conjuntoH de soluciones de una ecuacion de la forma ax” =

bconaeR",beRya#0 esllamado hiperplano.

Es facil ver por la linealidad de la ecuacién que H es un conjunto afin. Otros
conjuntos de importancia para este trabajo son los semiespacios cerrados:

Definicién 1.2.5. Un semiespacio cerrado o medio espacio cerrado H_(H,) es
el conjunto de soluciones de una desigualdad de la forma c'x< b (c"x= b), con
c# 0.

Si la desigualdad es estricta el semiespacio es llamado abierto. A H, se le
llama semiespacio superior y a H_ semiespacio inferior. En general en este tra-
bajo se trabajard con semiespacios cerrados, por lo que se les hard referencia
simplemente como semiespacios, a menos de que se especifique de otra mane-
ra. Intimamente relacionado con programacién lineal, se tiene el concepto de
poliedro:

Definicién 1.2.6. Un poliedro convexo o simplemente poliedro es la intersec-
cion finita de un conjunto de medios-espacios. Un politopo es un poliedro acota-
do [42].

Por otra parte, existe una relaciéon entre dos conjuntos determinada por la
traslacion en el espacio de uno de ellos. Dado un conjunto S € R"” y a € R” se
define la traslacién de S por a, S + a, como

S+a={x+a: xeS}.

Un par de conjuntos afines S,L son paralelossi S = L+ a con a € S. En parti-
cular todo conjunto afin es paralelo a un subespacio vectorial tinico (figura 1.2)
como lo determina la proposicién siguiente.

Proposiciéon 1.2.7. Si S <R" es un conjunto afin no vacio, entonces S es paralelo
a un unico subespacio vectorial L. Mds atin, S puede ser expresado como

S=L+xy={x+xy:x€l}

donde L es un subespacio vectorial deR" y xo € S.
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Demostracion. Seaxg € S, constriiyase el conjunto
L={yeR" : y=x-x9, Xx€S}.

Notese que L es un espacio afin que ademds contiene al origen, asi por el
corolario 1.2.3 se tiene que L es un espacio vectorial. Ahora, supéngase que S es
paralelo a dos subespacios vectoriales L1, L,. Esto implica que

S=L1+x0 =L +Xy,

para algunos xg € R”. Entonces ambos subespacios son paralelos y por con-
siguiente se pueden expresar de la forma L; = L, +xo —Xg. Por lo tanto el espacio

vectorial es tinico.
O

Esta traslacion define un isomorfismo entre Ly S donde el nuevo origen estd
dado por xy. Ahora, gracias a la proposicién anterior se puede dar las siguientes
definiciones.

Definicién 1.2.8. La dimensién de un conjunto afin es la dimension de su subes-
pacio paralelo.

Definicién 1.2.9. La dimension de un conjunto S R" se define como la dimen-
sion de aff (S).

La dimensién de un conjunto se denota por dim(S). Si para S < R” se tiene
que dim(S) = n entonces se dice que S es de dimension completa. El siguiente
teorema es uno de los principales resultados de andlisis convexo y se relaciona
con la dimensién de un conjunto.

Teorema 1.2.10. (Carathéodory) Sea S = {x1, ..., X;} € R". Entonces todo elemento
x € conv(S) se puede expresar como una combinacion convexa de a lo mds n+ 1
puntos (afinmente independientes) en S.

Demostracion. Six e conv(S) se puede expresar como
x=)Y Ajxj, > Aj=1, A;>0. (1.6)

Claramente si x;,...X; son afinmente independientes el resultado es inme-
diato, por lo tanto supéngase lo contrario. Esto implica que ¢ > n+ 1. Definiendo
a) = —Z;:Z aj, se tiene que

t t
Y ajxj=0, > a;=0. 1.7)
j=1 j=1

De las ecuaciones (1.6) y (1.7) se puede expresar a X como
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[ >

Figura 1.3: Ilustracion del teorema de Carathéodory: para definir el punto p en el plano,
se necesitan a lo sumo los tres puntos sefialados.

t t
x=) Ajx;—p0=3 (A; - Pa)x; (1.8)
j=1 j=1

para cualquier § € R. En particular, si § = min je(q {% : aj > 0} entonces todos
los coeficientes en (1.8) son no negativos y Ay — faj = 0 para alguna k. Esto im-
plica que x se puede expresar como una combinacién convexa de t—1 puntos de
S.Si t—1 < n entonces x es la combinacién convexa de un conjunto de vectores
linealmente independientes y el resultado se sigue de inmediato. En caso con-
trario, se repite este proceso, hasta poder describir a x como una combinacién
convexa de a lo més n + 1 elementos. O

Uniendo los resultados del teorema anterior y la proposicién 1.2.2 se tiene
que para un conjunto finito S se puede expresar dim(conv(S)) como el nimero
maximo de puntos afinmente independientes en S menos 1. Intuitivamente la
dimensién de un conjunto convexo S expresa los grados de libertad para mover-
se dentro del conjunto sin salirse de éL.

1.3. Polaridad y funcién de soporte

A continuacioén, se presentan los resultados de polaridad necesarios para las
construcciones y demostraciones en los siguientes capitulos. Para los conceptos
y resultados necesarios de topologia se hace referencia al apéndice A.

Alo largo de esta seccién, el conjunto S va a denotar un conjunto no vacio
convexo en R”, int(S) y ri(S) indican el interior y el interior relativo de S respec-
tivamente. En el siguiente teorema se describe la relaciéon entre los elementos
de un conjunto convexo y el interior relativo del mismo.
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Teorema 1.3.1. Sea S = conv({xy,...,Xs}) conx; € R" para todo i € [t]. Entonces
toda combinacion convexa positiva de {X;, ..., X;} estd en ri(S).

Demostracion. Supoéngase sin pérdida de generalidad {xy, ..., X} una base afin de
X1,...X:1 y T = conv({xy, ...,X}). Se puede definir la frontera relativa de T rb(T),
como la unién de subconjuntos llamados T; (ver figura 1.4) donde

e e
Ti={yeT:y=) Ajxj,A4i=0,) A;=1}
j=1 j=1

Asi, rb(T) = U‘l?zl T;.Six = Z;zl AiX; es una combinacion convexa positiva de
elementos de la base, entonces x € T < S. Sin embargo, por ser todos los coefi-
cientes A; de x positivos, resulta que x ¢ T; para todo i € [e] y consecuentemente
x ¢ rb(T). Asi, x es un punto interior relativo de T y por lo tanto de S.

En la figura 1.4 se muestra un ejemplo de la demostracién anterior. En este
caso los puntos x;,X; vy X3 definen una base afin del conjunto S y su envoltura
convexa T se presenta sombreada; claramente el hecho de que x sea combina-
cién convexa positiva de la base afin indica que es un punto interior de T y por
lo tanto de S. O

Figura 1.4: Ilustracién de la demostracién del teorema 1.3.1.

Definicién 1.3.2. Dado un conjunto S < R" se define el conjunto polar S* de S,
como
S*={xeR": ysz 1, Vye S}

En la figura 1.5 se presenta un conjunto convexo S (poliedro gris), su polar
S* (poliedro negro) y el circulo unitario se muestra punteado; de aqui se puede
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Figura 1.5: [lustracién de un conjunto S (poliedro delgado) y su conjunto polar S* (po-
liedro grueso) en relacion al circulo unitario (circulo punteado).

observar que los vértices de S més alejados del circulo unitario generan hiper-
planos cercanos al origen y viceversa. La polaridad crea una dualidad entre los
elementos de S y su polar de la siguiente manera: a un punto x de S le corres-
ponde un semiespacio polar Hy conformado por todoslosy € R” talquex’y <1,
y de manera semejante a cada semiespacio en S le corresponde un punto xy.

Se tienen tres observaciones importantes sobre conjuntos polares: la prime-
ra es que si S es acotado convexo y contiene al origen, (§*)* = S [52]; la segunda
es que el conjunto polar de cualquier conjunto es siempre convexo por ser la
interseccién de semiespacios y finalmente, el conjunto polar del origen es todo
el espacio. El conjunto polar es de particular interés ya que por sus propieda-
des, ayudan a simplificar el problema de sujecién robdtica planteado por Zheng
y Qian. A continuacién, se demuestran ciertas propiedades del conjunto polar
de un conjunto y se muestra su relacion con los puntos interiores del conjunto
original.

Lema 1.3.3. Sir > 0 finito, entonces B(0, %) c B(0O,1)*.

Demostracion. Siy € B(0, %) se puede expresar de laformay = (r%)llxll para cual-
quier x € R"” y € > 0. En particular, supdngase que x € B(0, r). Entonces,

T xI' Xl

VX o™ re

Puesto que ||x|| < r, de la ecuacién anterior resulta que y’x < 1 por lo que
ye B(0,r)". 0O

Lemal.3.4. SiScR" y T < S entonces S* < T*.
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Demostracion. Sixe S* entonces por la definicién 1.3.2 y’x < 1 paratodo y € S.
En particular, T < S lo que implica que y'x < 1 paratodo y € Ty asi x€ T*.
Luego S* < T*. O

Estas propiedades sintetizan el comportamiento de los conjuntos polares de
bolas y conjuntos contenidos entre si de una manera intuitiva. Ademds dado un
conjunto S, se tiene un simple resultado para determinar la presencia del origen
en el conjunto polar S*.

Teorema 1.3.5. Si S<R" es acotado y 0€ ri(S), entonces 0€ int(S*).

Demostracion. Como S es acotado y contiene al origen, entonces existe un r > 0
finito tal que S < B(0, r). Por el lema 1.3.4 se tiene que B(0,r)* < S* y por el lema
1.3.3 B(0,1) = B(0,r)* < S*. Luego 0 € int(S*). O

De ahora en adelante se va a restringir el estudio de S* al espacio afin donde
vive S, por lo que resulta pertinente presentar la siguiente definicién.

Definici6n 1.3.6. Dado un conjunto S < R" se define el conjunto S como el con-
junto polar S* restringido al espacio afin aff(S), es decir § = S* N aff(S).

A continuacion, se muestra que S es compacto y tiene una interesante rela-
cién con S* si el origen pertenece a S.

Teorema 1.3.7. Sea S <R" compacto tal que 0 € ri(S). Entonces S es un conjunto
compacto convexo.

Demostracién. Como 0 € ri(S), existe r > 0 tal que B(0,7) naff(S) = S.Sixe Sy
€ >0, entoncesy = (r — e)ﬁ € B(0,r) naff(S), por lo que y es un elemento de S.
En particular x € S* y por consiguiente resulta que

Tx=(r—e)— x=(r—e)lxll <1
y x| ="

Esto implica que [|x]| = i o bien que la norma de x estd acotada. Luego S es
acotado. Ahora como S es compacto, para todo y € S considérese el medio es-
pacio cerrado Hy = {x € aff(S) : y'x < 1}. Como la interseccién arbitraria de

conjuntos cerrados es cerrado resulta que

n Hy = {x€ aff(s) : y'x<1,Vye S =S,
ye

por lo que S es cerrado. Luego S es compacto. Finalmente como S* y aff(S) son
conjuntos convexos y la interseccion de conjuntos convexos es convexa, se sigue
que S es convexo. O

Teorema 1.3.8. Si S <R” es convexo tal que 0€ S, entonces S* = S+ aﬁ‘(S)l.
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Demostracion. Por el corolario 1.2.3 el hecho de que 0 € S implica que aff(S) es
un subespacio vectorial de R” y por lo tanto aff(S)* es simplemente el comple-
mento ortogonal de aff(S).

Supéngase que x € S+ aff(S)*, entonces se puede expresar X como

X=X; +Xo,
donde x; € Syx; € aff (S)*. Asi, paray € S € aff (S) se tiene que
yTx = yT(x1 +Xp) = yTx1 + yTx2 = yTx1 <1.

Luego, x € S*.

Ahora para demostrar la suficiencia supéngase que x € S*. Por ser aff(S) un
subespacio vectorial se puede reescribir x como x = x; + X, donde x; € aff(S) y
X € aff (). Asi paraye S

yTx = yTxl + yTx2 = yTx1 <1,

lo que implica que x; € S* y por consiguiente x; € S. Se sigue que x € $ + aff (S*
y finalmente que S* = S+ aﬁ”(S)L. O

Figura 1.6: Conjunto S (poligono negro) junto con su polar S* (poliedro punteado) y el
polar restringido a aff(S) (poligono punteado); aff(S) se muestra como un plano som-
breado.

Una interpretaciéon geométrica del teorema anterior se presenta en la figu-
ra 1.6. En ésta se muestra el conjunto S (poligono negro) de dimensién no com-
pleta, por lo tanto su conjunto polar S* (poliedro punteado) resulta en un polie-
dro proyectado sobre la dimensién faltante; finalmente la restriccién del polar a
affis), S, se muestra como el poliedro punteado.
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Definicién 1.3.9. Lafuncién de soporte pgs de un conjunto S < R" se define como

ps(z) = supz’x,
XeS

para todoz € R",

De manera andloga se puede definir la funcién soporte pg-. Paralos siguien-
tes resultados, se considerard que S es un conjunto compacto convexo tal que
0 < ri(S).

Teorema 1.3.10. La funcion de soporte ps-(z) es finita si y solo siz € aff (S).

Demostracion. Por el teorema 1.3.8, todo x € S* puede expresarse como X =X +
Xy cOnXj € §yx2 € aﬁc(S)l.

Para demostrar la suficiencia supéngase que z ¢ aff (S). Expresando z de la
formaz=2z;+z, conz; €aff(S)yz € aﬁ”(S)L, resulta

T T T T
ps+(z)= sup (z;X1+2]Xp+Z,X1 +2),Xp)
X +X,€8*

= sup (z{xl + z2Tx2)
X) +Xp€S5*

= suplexl + sup zszz.
x1€8 xzeajf(S)J‘

Por el teorema 1.3.7, S es compacto convexo. De topologia se sabe que toda
funcién real continua definida en un conjunto compacto alcanza sus valores
extremos y por ser el producto interno continuo, la funcién ps- (z) restringida a
§ alcanza su méaximo y por lo tanto el valor de le x; es finito [38]. Por otra parte,
aff (St esun subespacio vectorial y consecuentemente no acotado; esto implica
que z2T X puede crecer arbitrariamente. Por lo tanto si z ¢ aff (S) entonces ps-(z)
no es finita.

Inversamente, si z € aff (S) entonces,

ps+(z) = sup (sz1 +sz2) = supszl.
X1 +Xp€8* S

Los argumentos anteriores demuestran que supgz! x; es finita.
Por lo tanto pgs-(z) es finita siy solo si z € aff (S). O

El teorema anterior concluye que si se evalia la funcién de soporte ps+ en
aff(S)la funcién se puede reescribir como

ps+(z) = maxz!x.
xeS*

Elsiguiente corolario presenta resultados que se obtienen de manera natural
del teorema anterior; més adn, se probara que siz € aff (S) distinto de 0 entonces
ps+(z) no sélo es finita sino positiva y ps-(z)~'z no sélo estd en S sino en su
frontera relativa.
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Corolario 1.3.11. Size€ aff(S), existex € S tal que ps- (z) = z' X y entonces ps (z) =
ps(2). Siz es distinto de cero, entonces pg-(z) > 0.

Demostracion. Por el teorema anterior, si z € aff(S) la funcién de soporte de S*
es finita, lo que implica que para todo z € aff (S) existe un X tal que

ps(z) = maxz x=z"x.
xeS*

Mads atn, el teorema 1.3.8 indica que x = X; +Xp con X; € S,xz € aﬁ”(S)L y
resulta que
ps+(z) = mgszx maxz xl ps(z)
S

Por otra parte, como 0 € ri(S) el teorema 1.3.5 indica que 0 € int(S*). Sea
r > 0 tal que B(r,0) < S*. Si z # 0 entonces existe un y € B(r,0) tal que z'y > 0,
por lo tanto pgs- > 0. O

Se puede ir més alld y demostrar que el valor de la funcién de soporte pg-(z)
estd acotado al intervalo [0, 1) siempre y cuando z esté en el interior relativo de
S.

Lema 1.3.12. Siz € aff(S) distinto de 0, entonces z€S.

_1
ps(2)

Demostracion. Por la deﬁnicién 1.3.9 se tiene que ps-(z) = z'x para todoxe S*.

Por ser pg- ﬁnita, 1= (Z)x para todo x € S*. Esto implica que (z)z €(S§M* =

S. Luego HZES. O
Teorema 1.3.13. Size€ aff(S) distinto de 0, entonces —— o 1 S @RETb(S).

Demostraczon Supongase ( ro@Z€ ri(S), entonces existe r > 0 tal que B( (z) Z,7) <
S.Seay= - (z) =@t o un elemento endichabola. Porellema 1.3.12 se tlene que
ps*l(z)z € S y por el corolario 1.3.11 se sabe que existe X € S tal que ps:(z) = z'x,

asi

_ 1 Tg Tgo 1
VX =552 X2 X(gy)

=1+ ps- (@) (5,

porlo tanto y'% > 1. Lo que implica que y ¢ (S*)* = S, contradiciendo las hipé-
tesis. Se sigue que -5 Z€ rb(S). O

En la figura 1.7 se ilustra el teorema 1.3.13. Nétese que la magnitud del vec-

1
tor "z es una fraccion del vector z, por lo que - (z) < 1lyasi ps:(z) > 1. Si

z pertenemera a ri(S) entonces para que el vector - 1 S Z pertenezca a la fron-

tera relativa de S se tiene que satisfacer que D (Z) > 1 o b1en que ps-(z) < 1. Lo
anterior se demuestra de manera formal a continuacion.
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Figura 1.7: Ilustracién del teorema 1.3.13.

Lema 1.3.14. Sixg € ri(S) yx; € S, entonces (1 — 1)xg + Ax; € ri(S) para todo A €
[0,1).

Demostracion. Supongamos que para algin A € [0,1) el punto z = (1 - A)xp +
Ax; ¢ ri(S). Esto implica que para todo r > 0 resulta que B(z,r) N aff(S) € S, es
decir z € rb(S), sin embargo, por convexidad esto implicaria que xg € r b(S). Por
lo tanto, z € ri(S) para todo A € [0, 1). O

Teorema 1.3.15. Seaze aff(S), entoncesz€ ri(S) siy solo si ps-(z) < 1.

Demostracion. Trivialmente si z = 0 entonces ps-(0) = 0 < 1. Para demostrar la
suficiencia considérese que se puede escribir a z como una combinacién con-
vexa de la forma

z2=(1-ps(2)0+ ps(z) Z. (1.9)

ps+(2)
Puesto que por hipétesis 0 € ri(S) y ps+(z) < 1 el lemma anterior concluye que
z € ri(S). Para demostrar la necesidad, supéngase que ps-(z) = 1 y obsérvese la
ecuacion (1.9). Por el lema 1.3.14 y el teorema 1.3.13 resulta que z estd en la
frontera o fuera de Sy asiz¢ ri(S). O



Capitulo 2

Programacion lineal en
dimensiones bajas

En este capitulo se presentan los conceptos bésicos de programacién lineal
(PL) y un andlisis riguroso sobre el algoritmo en tiempo lineal de Megiddo para
problemas de PL en dimensiones bajas. Este capitulo se divide en dos secciones:
en la seccién 2.1 se introducen algunas definiciones y resultados necesarios de
PL; en la seccién 2.2 se trata de manera detallada el algoritmo lineal de Megiddo
para problemas de PL de dimensiones dos, tres y la generalizacion del mismo a
una dimension fija arbitraria. Esta tltima seccién resulta extensa por la canti-
dad de material necesario para cada algoritmo: primero se presenta una intro-
duccién al algoritmo, planteando de manera general la idea de éste y los princi-
pios en los que se basa; a continuacién, se demuestran resultados importantes
utilizados por Megiddo para la transformacién de un problema PL en forma ca-
nénica a un problema de optimizacién de menor dimension; posteriormente se
presenta el algoritmo lineal de Megiddo para problemas de PL en cada dimen-
sién; finalmente se analiza la complejidad computacional del algoritmo.

2.1. Conceptos basicos

Un problema de PL consiste en maximizar o minimizar una funcién lineal
sujeta a un conjunto de m restricciones lineales y n varibles. El problema de
minimizacion en forma canénica [42] se puede como

T

minc’x, 2.1)
sujeto a

Ax=b 2.2)

x=0 (2.3)

dondex,c€ R”,be R™ yA e R™ ", Alaexpresién z = ¢! x se le llama funcién ob-
jetivo. El objeto definido por la interseccién de las restricciones en (2.2) y (2.3) es

20
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(a) Problema factible acotado donde la so-
lucién 6ptima es alcanzada en un segmento (b) Problema no factible.
derectade P.

(c) Problema no acotado.

Figura 2.1: Clasificacién de problemas de PL.

un poliedro llamado espacio de solucionesy se denota por P [11]. Alos renglones
de Ay b se hara referencia como Aj, bj con j € [m].

Se dice que un problema de PL es factible si P es no vacio; caso contrario,
se dice que el problema es no factible. A las condiciones (2.2) y (2.3) se les llama
condiciones de factibilidad y un vector x es una solucion factible si satisface es-
tas condiciones. Un problema de minimizacién es no acotado si existe un rayo
R dentro de P en la misma direccién que c, tal que la funcién objetivo decrece
arbitrariamente a lo largo de éste, si no es asi el problema resulta ser acotado.
Alos vectores que satisfacen las condiciones de factibilidad y minimizan la fun-
cién objetivo se le llama solucion optima; al valor de la funcién objetivo evaluada
en dicho vector se le llama valor éptimo [16].

Resumiendo, un problema de PL se puede clasificar segtin sus propiedades
en tres casos distintos:

1. El problema es acotado y factible, asi que tiene una solucién éptima; en
este caso el poliedro de soluciones es un politopo. En la figura 2.1a se ilus-
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traun problema de PL acotado factible el cual tiene como solucién 6ptima
el segmento de recta punteado, ya que es paralelo a la funcién objetivo.

2. El poliedro de soluciones P es vacio por lo que el problema es no factible
(figura 2.1b).

3. El problema tiene una solucidn factible y es no acotado, por lo tanto no
tiene una solucién 6ptima (figura 2.1c).

Es importante observar que en el primer caso es posible que existan multi-
ples soluciones 6ptimas [42]. Mds aun, la bisqueda de una solucién 6ptima se
puede restringir a un subconjunto de puntos de P, como se verd mas adelante.

Una desigualdad Ajx = b;j con j € [m] es activa en un punto Xo si A;jXg = b
y es una desigualdad superflua si el hiperplano que define no determina la so-
lucién 6ptima del problema. Una restriccién es redundante si no es necesaria
para definir el polidero P. Un vértice de P es una solucién factible donde al me-
nos n restricciones son activas; el problema de PL resulta ser degenerado si al
menos un vértice se define por més de n restricciones vélidas activas; en caso
de que cada vértice sea definido por exactamente 7 restricciones el problema es
no degenerado.

Figura 2.2: Ejemplo de un politopo de dimensioén tres y todas sus caras.

Una cara Fy de un poliedro P se define como
Fr={xeP:Ajx=Dbj, jeJ}

donde J < [m]. Nétese que las caras son poliedros en siy Fy € P para cualquier
subconjunto J. Las caras de dimensién cero son vértices, las caras de dimen-
sién 1 son aristas y las caras de dimension dim(P) — 1 son llamadas facetas (figu-
ra 2.2). Las caras triviales de un poliedro son el vacio y el poliedro. Una forma de
definir la frontera de un poliedro P es

b(P) = Ujem: Fj, 2.4)



2.2. ALGORITMO DE MEGIDDO 23

donde F; con j € m* son las facetas de P. Nétese que la frontera de un poliedro
no esti exenta de tener caras de dimensién menor a dim(P) — 1 como vértices,
aristas, etcétera. Los siguientes teoremas determinan la estructura geométrica
de P y surelacion con las soluciones 6ptimas.

Teorema 2.1.1. Dado un problema de PL definido por (2.1), (2.2) y (2.3), el espa-
cio de soluciones P es convexo.

Demostracion. Seanx;,Xp € Py A€[0,1]. Six= (1 - A)x; + Axy, por propiedades
de algebra lineal se tienen las siguientes equivalencias

Ax=A[(1- /1)X1 + AXz] =(1- /UAXl + /1AX2 <(1 —ﬂ)b +Ab=Db.
Por lo tanto x € P. Se sigue que P es convexo. O

Teorema 2.1.2. Dado un problema de PL definido por (2.1), 2.2) y (2.3). Si P
es el politopo asociado al problema y x* es una solucién éptima del problema,
entoncesx* pertenece a una cara F de P no trivial.

Demostracion. Supdéngase quex* € int(P). Entonces existe 7 > 0 tal que Bx*,r) c

P.Siy=x" - 57g7 con c el vector asociado a la funci6n objetivo, entonces
rllell _r
ly-x"ll=-—=7,
2lell 2

por lo que y € B(x*, r). Sin embargo se tiene que

T

rcle r
cly=clx*-——=cIx* _EHCH <c

_ T
2 lcl|

*
X,

lo que implica que x* no es una solucién éptima. Luego, x* € b(P), y por la ex-
presion en (2.4) resulta que x* estd en una faceta de P. a

2.2. Algoritmo de Megiddo

Una vez presentados los criterios de existencia de una solucién de un pro-
blema de PL, se puede analizar qué sucede para problemas de PL de dimen-
sion fija. Megiddo inici6 el dearrollo de su algoritmo después de que en 1979
Kachiyan [24] dio a conocer el primer algoritmo polinomial de programacion
lineal. Megiddo argumentaba que éste no era un algoritmo “genuinamente” po-
linomial ya que dependia del tamafio de los coeficientes. Por ello, su objetivo
era desarrollar un algoritmo que requiriera un niimero polinomial de operacio-
nes en términos del tamafo del problema, presentando en 1983 el articulo [30]
donde propone un algoritmo lineal para la resolucién de problemas de PL de
dimensiones dos y tres utilizando herramientas bdsicas de geometria.
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El algoritmo de Megiddo tuvo poca repercusion en la comunidad de progra-
macién matemadtica ya que en 1984 Karmarkar [25] publicé su algoritmo poli-
nomial, el cual, a diferencia del algoritmo elipsoidal era eficiente en la préctica.
Sin embargo, en el &mbito de la geometria computacional tuvo mayor repercu-
si6én como lo muestran los articulos de Hurtado et al [21], de Clarkson [9] y Dyer
en [14, 15, 17]. El enfoque de Megiddo ha sido aplicado en problemas como el
centro ponderado de un arbol, el circulo més pequefio que contenga n puntos
[30], el elipsoide de menor volumen [21], entre otros.

Para facilitar la descripcién general del algoritmo, transférmese el problema
de PL en R” definido por las ecuaciones (2.1), (2.2), (2.3) ala forma

min x,

sujeto a

Xp=a1X1+ AipXo+ ...+ Aip_1Xn_1+b; ,i€l,
Xp < Gj1X1+ AjpXp+ oo+ Gin_1Xn-1+b; ,i€l,

0=dpx1+apxs+..+adip_1xXpn1+b; ,i€ls,

donde |I;|+ 12|+ |I3| = n representan conjuntos de indices de restricciones. Esta
formulacién se obtiene mediante una transformacion lineal (un cambio de va-
riables) y se le llamard la formulacién de Megiddo para un problema de PL en
R".

Considérense una pareja de restricciones i,j del conjunto Iy con k = 1,2,3.
Los hiperplanos correspondientes a cada pareja de restricciones pueden ser pa-
ralelos, lo que implica que uno de ellos es redundante y por lo tanto puede ser
eliminado, o bien se pueden intersectar en un hiperplano H;; de dimension
n—2. Notese que, H;; divide a R"~! en dos semiespacios y cada uno de ellos
estd dominado por alguna de las restricciones que definen a H;;. Asi, si se sabe
en qué semiespacio yace la solucién 6ptima, se sabe cual de los hiperplanos es
redundante y puede ser eliminado.

Saber la ubicacién de un punto con respecto a un hiperplano no es una ta-
rea sencilla, pero Megiddo implementa una biisqueda multidimensional para
resolver este problema (llamada la prueba de un hiperplano). Esta prueba no
s6lo determina algunas restricciones superfluas, también indica qué hiperpla-
nos son los que conviene probar.

El algoritmo realiza a lo mds n — 1 pruebas para identificar la ubicacién de la
solucién 6ptima respecto a todo el conjunto de restricciones. Para esto genera
hiperplanos delaforma x; = a; coni =1, ..., n—1, para determinar cual de los se-
miespacios que genera es de interés. Esto se lleva a cabo resolviendo de manera
recursiva a lo més tres problemas de PL (también llamados problemas auxilia-
res) de dimensién n — 1 por cada variable. El primer problema auxiliar consiste
en resolver el problema sobre el hiperplano x; = @;; obteniendo una solucién
sobre él que serd la solucién inicial de la iteracién. Los otros dos problemas tra-
bajan solamente con los hiperplanos activos en la solucién inicial, ya que éstos
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son suficientes para describir el comportamiento del problema alrededor de di-
cho punto. Estos dltimos dos problemas determinan si la solucién 6ptima esta
en el semiplano superior o inferior generados por el hiperplano a prueba.

Para cada subproblema construido por el algoritmo, el algoritmo calcula la
mediana de un conjunto de elementos, de tal manera que a lo més la mitad de
los elementos de dicho conjunto sean necesarios para encontrar la soluciéon 6p-
tima. Lo anterior permite que en cada paso una fraccion fija de las restricciones
superfluas sean eliminadas. A la técnica de realizar una cantidad de trabajo en
cada paso para reducir el tamafio del problema por una fraccién constante se le
llama prune and search (podar y buscar).

El algoritmo termina cuando el ntimero de restricciones es suficientemen-
te pequeno para poder resolver el problema de PL de manera directa (Megiddo
propone que 4 es un namero considerable para poder resolver el problema de
manera directa), o bien cuando la solucién inicial de alguna iteracién coinci-
da con la solucién 6ptima. Cada subproblema del algoritmo es cuidadosamente
disefiado para llevarse a cabo en un tiempo proporcional al niimero de restric-
ciones presentes en cada iteracion.

El hecho de que cada subproblema del algoritmo se lleve a cabo en un tiem-
po proporcional al niimero de restricciones presentes y éste disminuya en cada
iteracion, reafirma la complejidad lineal del algoritmo en funcién del nimero
de restricciones.

En las siguientes secciones se discute a mayor profundidad el algoritmo para di-
mensiones dos y tres, y se discute su generalizacién a dimensiones fijas mayores.
También se analiza su complejidad computacional.

2.2.1. Algoritmo de Megiddo en R?

En particular, para problemas de PL en el plano, la primera parte del algorit-
mo consiste en clasificar las restricciones y emparejarlas segtin el subconjunto
al que pertenecen; claramente si para alguna pareja las rectas correspondien-
tes a las restricciones tienen la misma pendiente, una de las restricciones serd
eliminada. De las parejas que no presenten esta propiedad se determinara su
interseccion, obteniendo una sucesiéon de puntos ay, @2, ...a, de los cuales se
seleccionard la mediana, a,,. Posteriormente, se aplica la prueba al hiperplano
X1 = &y, la cual consiste en comparar la cota superior con la cota inferior de las
restricciones activas en a,, y elegir el menor valor para obtener la solucién ini-
cial. Los problemas auxiliares de PL de dimensi6én menor consisten en estudiar
las derivadas laterales de una funcién auxiliar en x; = a,,, para determinar la
ubicacién de minimo global. A continuacién, se expanden estas nociones.
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El problema de PL en el plano puede expresarse como
min C1 X1+ C2X2
sujeto a (2.5)
aj1x1+apxy=b; i€[m).

Por propdésitos practicos, la formulacién anterior se puede transformar en
una equivalente en tiempo lineal.

Lema2.2.1. El problema de PL definido en (2.5) en R? es equivalente al problema

min y

sujeto a
y=ax+b;, iel, (2.6)

y<aix+b;, i€l,

dl =X= dz,

donde || + || < m.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad, supéngase que c» # 0 (de no ser asi

se puede realizar el mismo procedimiento con c;). Utilizando el cambio de va-
riable x = x1 y y = c1x1 + c2 X2, el sistema (2.5) se transforma en

min y

a1 a2 .
(ail——aig x+—y=b; ie[m].
2 C2

Si para algtin indice i € [m] la constante “C—‘; > 0, entonces al multiplicar la

desigualdad (2.7) por ac—fz resulta que
= (ﬁaiz - dil) xX+Db;
2

> . 2.7
a2

Andlogamente, si para algiin indice i € [m]se tiene que ”C—i; <0, al multiplicar
la desigualdad (2.7) por ;—fz se obtiene

C
<2

< . (2.8)
a2

€1
(—diz - dil) xX+b;
C2

Finalmente, si a;» = 0 para algtin i € [m] la desigualdad (2.7) es de la forma
aj1x=b;. (2.9)

Para este caso se tiene alguna de las dos opciones siguientes: si a;; > 0 en-
tonces x = % ; si a;; <0 entonces x < ab—’l Se puede entonces definir las cons-
1 1
tantes d; = mélx{ab—i"1 tai2=0,a;1 >0 ydy = {ub—i"1 : ajp =0, a;; <0} de tal forma
que x € [dy, d2]. Ahora, definiendo las siguientes constantes
~ C2ai1 = 2
aj=ci - v bi=bi—,
apz apz
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las desigualdades (2.7) y (2.8) se transforman en las restricciones

donde I, I representan los conjuntos de todos los indices para los que se
satisface ac—l; >0y 02—122 < 0 respectivamente, y |I1| + | I>| < m. Ya que el cambio de
variables propuesto es biyectivo y continuo para ci, ¢, fijos, la transformacién
tiene inversay las formulaciones son equivalentes. A la formulacién en (2.6) se le
llamaré formulacién de Megiddo para el plano. Puesto que de ahora en adelante
se utilizara esta formulacidn, se omitiran las tildes de las constantes que definen

las restricciones. O

Una vez reformulado el problema de PL en el plano, se busca transformar
nuevamente el problema para llegar a un problema unidimensional. Para esto
definanse las funciones

filx) =max{a;x+b; : i€ I},
fo(x) =minfa;x+ b; : i € L}.

Noétese que fi y f> son convexa y cOncava respectivamente, ambas funcio-
nes son lineales por partes. Basandose en la formulacién de Megiddo para el
plano, fi vy f> constituyen una cota inferior y superior de y respectivamente. Asf,
el problema de PL en (2.6) se puede reescribir como

miny

sujeto a
i) =y=<fhlx), (2.10)
di<x<d. (2.11)

Al encontrar un valor de x factible el valor de y queda acotado. Puesto que se
quiere minimizar la variable y, su valor minimo serd el valor minimo que pueda
tomar la funcién f; (x) sujeto a (2.10) y (2.11). Por lo tanto, el problema de PL en
el plano se puede expresar como un problema unidimensional de la forma

min fi(x)

sujeto a
H(x) = fa(x), (2.12)
dy < x < d, (2.13)

donde un valor de x es factible si satisface las restricciones (2.12) y (2.13). En esta
formulacidn las restricciones (2.12) y (2.13) determinan a P. A esta formulacion
se le llamard la formulacién unidimensional de un problema de PL en el plano.
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(a) El valor 6ptimo del problema esta (b) El valor 6ptimo del problema no es el
determinado por fi(x). minimo de f; (x).

(c) El valor 6ptimo del problema se define
por la interseccion de fi(x) y f2(x).

Figura 2.3: Ejemplos de distintas soluciones para el problema unidimensional. El drea
gris indica el poliedro de soluciones.

Una ilustracién de esta formulacion se presenta en la figura 2.3. En la figu-
ra 2.3a la solucién éptima se encuentra en Py satisface la condicién de facti-
bilidad de la forma f;(x) < f>(x). En la figura 2.3b el valor minimo de la fun-
cion fi(x), denotado por un circulo punteado, no es el valor 6ptimo del proble-
ma de PL (marcado por un circulo continuo), ya que no se encuentra dentro de
P.Enlaimagen 2.3cla solucién 6ptima se encuentra en el punto de interseccién
de las dos funciones satisfaciendo la factibilidad de la forma f; (x) = f>(x).

En adelante, se utilizardn las formulaciones de Megiddo y unidimensional
de un problema en el plano. Una vez realizadas las transformaciones pertinen-
tes y la definicién de las funciones auxiliares se pasa a la primera etapa del algo-
ritmo.
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2.2.1.1 Eliminacioén de restricciones redundantes

En primera instancia el algoritmo retine los elementos de I; en parejas de
disjuntas y lo mismo sucede con los elementos de I,. Nétese que a lo mas, un
elemento de cada conjunto de indices puede quedar sin pareja. De cada pareja
de indices se puede eliminar una restriccién u obtener un punto de intersec-
cion. Sea i, j € I una pareja de indices. Si a; = a; entonces una de las restric-

Figura 2.4: Eliminaci6n de restricciones redundantes e identificaciéon de puntos de in-
terseccion x;;.

ciones y = a;x+b; 6 y = ajx + bj es redundante ya que representan el mismo
semiespacio trasladado sobre la vertical. Puesto que las restricciones correspon-
dientes a I; definen semiespacios superiores, la restriccién redundante es la que
tenga menor ordenada al origen. Ahora, si a; # aj, las restricciones correspon-
dientes se intersectan en el punto

Xi j= u
aj—dad;j

Si x;; no estuviera en el intervalo de definicion del problema [d, d>], una de
las restricciones que definen el punto es redundante y puede ser descartada: si
x;j < dy entonces se elimina la restriccion que tenga pendiente menor; si dp <
x;j se elimina la restriccion con pendiente mayor.

Una argumentacién anédloga se sigue para las parejas de indices de I». Si a; =
aj se descarta la restriccion que tenga componente ordenada al origen mayor. Si
a; # aj se obtiene un punto de interseccion x;;. Si x;; ¢ [dy, d»] entonces x; j < dy
por lo que se remueve la restriccién con pendiente mayor, o bien d» < x;; con
lo que se descarta la restricciéon con pendiente menor. Notese que, tanto para I;
como I el hecho de que x;; ¢ [d1, d>] implica que no es un valor factible y puede
ser eliminado.
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En la figura 2.4 se presenta un ejemplo de este proceso: las rectas punteadas
son las correspondientes a las desigualdades en I; y las rectas continuas las co-
rrespondientes a I». Las rectas L; y Ly son paralelas y corresponden a una pareja
de restricciones en I; puesto que el poliedro de soluciones esta definido por la
interseccion de los semiespacios determinados por las restricciones en I y I», la
recta L, (cuya ordenada al origen es mayor que lade L,) es innecesaria para defi-
nir P, y por lo mismo, para obtener la solucién 6ptima. Por otra parte, los puntos
de interseccién marcados de negro son soluciones factibles, mientras que los
marcados por circulos son soluciones no factibles. El punto p; corresponde a la
interseccién de dos restricciones en I; y, por ser no factible, una de las restric-
ciones que lo definen es redundante para definir el poliedro de soluciones, y asi,
la solucién 6ptima. Nétese que, la restricciéon con pendiente menor, es la que
resulta redundante. De manera semejante, el punto p» corresponde a la inter-
seccion de dos restricciones pertenecientes a I» y no es una solucién factible; se
observa que la restriccién con pendiente menor que define este punto, resulta
redundante.

Finalizado este paso, hay alo mds | 3| puntos x;; pertenecientes al intervalo
de soluciones [d;, d»]; los puntos fuera de él son redundantes y por consiguiente
una de las restricciones que definen a estos puntos es innecesaria, terminando
con a lo mas mrestricciones al final de esta instancia.

En la figura 2.5 se presenta en forma de diagrama un bosquejo sobre el pro-
ceso de eliminaci6n de restricciones redundantes y creacién de puntos de inter-
seccion.

2.2.1.2 Prueba para un punto en una recta

Aqui se muestra la prueba medular del algoritmo utilizada para resolver el
problema en su forma unidimensional. Esta determina la existencia de un va-
lor 6ptimo o la no factibilidad del problema. En general, sup6ngase x’ tal que
dy < x' < dy. Si x' es factible,el algoritmo determina si es también 6ptimo, y si
no, precisa si x' es menor o mayor que el valor 6ptimo. Si x’ no es factible, el
algoritmo determina si existe algin valor factible menor o mayor que x'; si no
existe tal valor, entonces el algoritmo decreta que el problema no es factible. Pa-
ra realizar este andlisis, se definen las derivadas laterales de fi(x) y f>(x) en el
punto x':

df; =minfa; : i€ I, a;x'+b; = fi(x")},
dfi" =méx{a; : i€ I, a;x"+ b; = fi(x")},
df, =méx{a; : i€ I, a;x"+ b; = fo(x")},
df,” =minfa; : i€ I, a;x'+ b; = fo(x')},

donde df;” y df, son las derivadas por la izquierda y df;", d f," las derivadas
por la derecha de f (x) y f>(x) respectivamente.

Asumiendo que x’ satisface la factibilidad de la forma f; (x) < f>(x'), el ana-
lisis resulta sencillo, ya que sélo se debe estudiar el comportamiento de las de-
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Figura 2.5: Diagrama de flujo para la eliminacién de restricciones redundantes y crea-
cién de puntos.

rivadas laterales de f; (x). Entonces:

= Sidf; >0 entonces fi es creciente en x' y la solucién x* debe ser menor
que x'.
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» Sidf]" <0 ]lafuncién resulta ser decreciente en x" y el valor 6ptimo del
problema debe ser mayor que x'.

= En caso contrario, resulta que d f;” es negativa y d f;" positiva, por lo que
se concluye que x' = x*.

En la figura 2.4 se tienen los puntos x; y x» que satisfacen la factibilidad de
la forma fi(x') < fo(x"). En el punto x; la derivada izquierda de fi es positiva
por lo que el 6ptimo debe ser menor. El punto x; resulta ser el 6ptimo ya que la
derivada por la izquierda de f; es negativa y la derivada por la derecha de f es
positiva.

Si x" satisface la factibilidad de la forma fi(x') = f>(x') , entonces x’ es un
punto de interseccién entre ambas funciones y se presentan nuevamente tres
casos importantes. Estos estén ilustrados en la figura 2.6.

» Sidfi >0ydfi =df, entonces f(x) es creciente en x’ y x* debe ser
menor que x’ (punto (x3,0) en la figura 2.6).

» Sidfi" <0ydf]" <df, resulta que fi(x) es decreciente en x' y x* debe
ser mayor que x’ (punto (x;,0) en la figura 2.6).

= En caso contrario, se tiene que x’ es un minimo de fi(x) y por lo tanto la
solucién 6ptima.

Figura 2.6: Problema en donde la factibilidad se satisface f(x) = f>(x) para los puntos
X1V Xo.

Ahora, si x’ no es factible, es decir, fi(x') > f>(x'), considérese la funcion
auxiliar

fx) = fil0) - f2(x) (2.14)

Por ser la diferencia de una funcién convexa con una funcién céncava, f(x)

es convexa y f(x) > 0. Esto implica que si existen valores x tal que f(x) < 0,
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entonces estdn en el mismo intervalo [d, x) o (x,d»]. Mds atin, todo x tal que
f(x) =0 esun valor factible para el problema unidimensional. Se presentan en-
tonces tres casos importantes a analizar para el caso de la no factibilidad:

» Si dfi >df, implica que la derivada por la izquierda de f(x) en x’ es
positiva y por consiguiente, que f(x) es creciente en dicho punto. Por lo
tanto, un valor factible x solo puede estar a la izquierda de x'. Este caso es
equivalente a que d f;" > df,” (la coordenada x; en la figura 2.7 satisface
este caso).

» Sidf,’ >df" entoncesla derivada por la derecha de f(x) en x’ es negativa
y f(x) es decreciente en x'. Se sigue que si existe un valor x tal que f(x) <0
entonces debe ser mayor que x’. El anélisis de este caso es equivalente al
realizado para df]” <df, (esto se representa en la figura 2.7 por la coor-
denada x;).

» Sidf —df, <0=<df]"—df, significa que la derivada por la izquierda
de f(x) es negativa y la derivada por la derecha es positiva, lo que implica
que x’' es un minimo de f(x) y sin embargo, no es factible. Por lo tanto el
problema es no factible.

Figura 2.7: Problema en donde la factibilidad se satisface fi (x) > f>(x) para algin punto
X.

Asi, dado un valor x" en un intervalo [d;, d>], esta prueba puede determinar
en tiempo lineal si el problema es factible o no, si el valor x’ es 6ptimo o en
su defecto si el valor 6ptimo es mayor o menor que x'. Es importante observar
que una vez que se ha determinado si x* es mayor o menor que x’, el resto de
la computacién se contintia en alguno de los intervalos [dy, x'] o [x/,d>] y por
lo tanto todo valor que corresponda al intervalo contrario es redundante. Por



34 CAPITULO 2. PROGRAMACION LINEAL EN DIMENSIONES BAJAS

aix+b;, i€l
aix+b;, i€l
xl
[(x), f2(x),dy, dy
A0 < folx) 1o A = o) > dfy > dfy

. no
. si
si

Redefinir
Fin intervalo
soluciones

no

Fin

Figura 2.8: Diagrama de flujo para la prueba de un punto en una recta.

consiguiente, de cada punto redundante una de las restricciones que lo definan.
puede ser eliminada.

En la figura 2.8 se esboza un diagrama de la prueba para un punto en una
recta.

2.2.1.3 Algoritmo de Megiddo para R?

En esta seccidn se describe el algoritmo de Megiddo para el plano. Prime-
ro se realiza la eliminacion de restricciones redundantes segtin las indicaciones
descritas previamente y se obtiene un conjunto de puntos x;; pertenecientes
aP

A continuacion se calcula la mediana x,, del conjunto de los x;; (de acuerdo
a Aho et al. es posible calcular la mediana de un conjunto en tiempo lineal [1]).
Al aplicar la prueba para un punto en la recta al punto x,,, se determina si el
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problema es no factible, si el valor x,, es 6ptimo, o bien si la solucién 6ptima se
encuentra en [dj, X;) 0 (X, d2]. Si se llega a presentar uno de los primeros dos
casos, el problema es resuelto y el algoritmo finaliza. Si no es asi, se ha redefinido
el intervalo de trabajo, ya que se sabe en cual de ellos se encuentra el 6ptimo.

Esto se traduce en la eliminacién de al menos la mitad de los valores x;; y
por lo tanto se puede descartar una de las restricciones por cada uno de estos
valores. Lo anterior resulta en la supresion de al menos un cuarto de restriccio-
nes iniciales, limitando el problema original a uno de a lo més L% m] donde m se
actualiza en cada iteracidon.

Puede suceder que al realizar el célculo de los puntos de interseccién no se
obtenga alguno factible; esto puede deberse a que: P sea vacio, que los puntos
obtenidos no sean factibles, que el 6ptimo sea uno de los valores extremos del
intervalo [d;, d»], o bien que la solucién 6ptima sea la intersecciéon de una res-
triccién en I yuna en I,. De ser asi, se debe realizar nuevamente el primer paso
del algoritmo.

Si después de repetir el proceso de eliminacién e interseccion de restriccio-
nes | '] veces o si el niimero de restricciones deja de disminuir, y no se ha obte-
nido un punto de interseccién factible, el problema es no factible y el algoritmo
finaliza. Sila solucién 6ptima estd dada por la interseccién de una restriccion en
I yunaen I, o bien por los puntos extremos de [d}, d2], el algoritmo va acotan-
do el intervalo de soluciones y eliminando restricciones hasta quedar con a lo
mas dos restricciones en cada conjunto I, I>. Esta situacion se resuelve de ma-
nera directa, es decir, simplemente se calculan todas las intersecciones posibles
entre las restricciones restantes, (independientemente del conjunto de indices
a pertenezcan), se determina cuales de ellas son factibles y éstas son evaluadas
en f1 (junto con los extremos de d; y d») para determinar la solucién 6ptima.
Esta ultima instancia es claramente lineal.

Una vez que el algoritmo obtiene el punto 6ptimo x* y el valor 6ptimo fj (x*)
del problema unidimensional, se tiene que y = fi(x*) y x = x* son las solucio-
nes al problema en el plano en su forma de Megiddo en 2.6. Finalmente, para
obtener la solucidn al problema de PL candnico original, se aplica la inversa de
los cambios de variables utilizados en el lema 2.2.1 de la seccién 2.2.1 y se sus-
tituyen los valores de x, y para determinar el valor y punto éptimo. En la figura
2.9 se presenta un diagrama de flujo que sintetiza este algoritmo.

Notese que la solucion de este algoritmo, (x*, fi(x*)) corresponde a un vér-
tice del poliedro generado por las funciones fi (x) v f2(x) y por lo tanto del poli-
topo de soluciones del problema 2.6. Como el cambio de variables realizado al
problema de PL original es biyectivo, preserva la estructura de P por lo que la so-
lucién (x*, f1 (x*)) transformada con el cambio de variables, pertence también a
una cara del politopo P.



36 CAPITULO 2. PROGRAMACION LINEAL EN DIMENSIONES BAJAS

Inicio

miny
y=zaijx+b;, i€l
y<aix+b;, i€l

l

Eliminacién
restricciones

—| |Calcular {x;;}

Problema
no .
es —> Fin
factible
si
si i
Fin
no
Eliminar
restricciones
redundantes

Figura 2.9: Diagrama de flujo para el algoritmo de Megiddo en R?.

2.2.2. Algoritmo de Megiddo en R

Para problemas de PL en el espacio, la primera instancia del algoritmo clasi-
fica las restricciones en distintos subconjuntos y las empareja segtin el subcon-
junto al que pertenecen. Si alguna pareja de restricciones corresponde al mismo
plano trasladado sobre el plano xy, una de las restricciones serd eliminada; de las
parejas que no presenten esta propiedad se calculard su interseccién, obtenien-
do una sucesién de rectas L1, L, ..., Li v se calcula su dngulo. Una vez elegida la
mediana de estos dngulos, a,,, las rectas se pueden clasificar segtin si su dngulo
es mayor o menor que & ,. Posteriormente, se forman parejas de rectas tal que
una tenga angulo menor a @, y otra mayor y se intersectan, obteniendo una
sucesion de puntos (x1,1,X2,1), (x1,2, X2,2), ..., (X1,k, X2,k). Considerando la media-
na x,,, de las primeras entradas de estos puntos se determina la recta x; = x1,,
a analizar.

La prueba a la recta x, = x;,,, estd constituida en la resolucién de a lo mas
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tres problemas auxiliares de PL de dimensién menor. Resolver el primer pro-
blema de PL auxiliar en dimensién menor consiste en minimizar la funcién
f(x1,x2,m) sujeta a F(x1,x2,,,) = 0 para obtener la solucién inicial. Los siguien-
tes problemas de PL auxiliares consisten en estudiar las derivadas laterales de
estas funciones sobre el hiperplano, para determinar la ubicacién del minimo
global. Una vez resuelta la prueba al hiperplano x, = x; ;; se ha determinado
en cual de los semiespacios generados por el hiperplano se encuentra la segun-
da coordenada de la solucién 6ptima. De los puntos de interseccion que estén
en el semiespacio contrario se considera la mediana de su primera coordenada,
X1,m v se realiza la prueba al hiperplano x; = x; ,,. Finalizada la prueba se tiene
un resultado anélogo a la primera coordenada y la interseccién de los semies-
pacios determina un “cuadrante"donde se encuentra el 6ptimo. Es el cuadrante
“opuesto” el que resulta irrelevante para encontrar la solucién 6ptima y por lo
tanto una de las rectas correspondiente a los puntos en él y uno de los planos
que definan esa recta resultan redundantes. Esto concluye que al final de cada
iteracion se pueden eliminar aproximadamente % de las restricciones en la ite-
racion.

En el espacio, un problema de PL puede ser expresado como

minc; x; + o Xp + C3X3
sujeto a (2.15)

aj1 X1+ ajaxy+ajzx3=b;, i€[m].

Igual que en la seccién anterior, esta formulacién se transformard a una
equivalente, segun el siguiente lema.

Lema 2.2.2. La formulacion descrita en (2.15) para un problema de PL en R3 es
equivalente a
minz
sujeto a
z2=a;x+bjy+¢ i€l (2.16)
z2<dix+ I;iy+5i i€y,
0=a;x+bjy+¢ icls
donde ||+ || + |I3| = m.

Demostracion. Alaplicarlos cambiosdevariablex=x;, y=xpyz=c1x1+C2 X2+
c3Xx3 a las restricciones en (2.15) se obtiene

minz
sujeto a

C14a;3 C2a;3 a3
(ail— x+|aip— y+—z=b;,
C3 C3 Ci3




38 CAPITULO 2. PROGRAMACION LINEAL EN DIMENSIONES BAJAS

para todo i € [m]. Si I representa el subconjunto de indices que satisfacen ‘z—’j >
0, entonces al multiplicar (2.17) por ;—33 se obtiene

c c3a; c3a; )
zz—Sb,-+(cl— 3 ll)x+(02— 3 lz)y iel. 2.17)
i ais ais

Si I, consiste de todos indices para los que el valor de “c—;s es negativo, el re-
sultado de multiplicar por ;—133 a las desigualdades correspondientes resulta

C: C3d; C3aj
zs—gbi+(cl— 3 ”)x+(c2— 3 ’Z)y i€l (2.18)
as a3 ais

Finalmente, si el indice i es tal que a;3 = 0, entonces la desigualdad (2.17)
se simplifica a
0=b;j—anx—ajpy icls, (2.19)

y el indice pertenecerd al conjunto de indices I3.
Si para los indices en I y I, se realiza el cambio de notacién

~ C3aj1 =~ C3aj2 ~ a3
dj=c1— » bi=c- » Ci=——b;
a3 ais C3
y para los indices en I3
a;=-aj1, bi=-aj» C;i=Db,
entonces el sistema en (2.15) se puede reescribir como el problema (2.16). O

A la formulacién en (2.16) se le llamard la formulacion de Megiddo para el
espacio. Como s6lo se va a trabajar con esta formulacioén, se omitiran las tildes de
los coeficientes. De manera similar al problema de PL en el plano, es de interés
transformar el problema de PL en R® a un problema de dimensién menor, en
este caso dimensién 2. Asi, asociadas a cada conjunto de restricciones en 2.16 se
definen las funciones

filx,y) =maéax{a;x+b;y+c; : i€ 1},
f(x,y) =minfa;x+ b;y+c; : i€ IL}, (2.20)
e, y)=maxiaix+biy+c; : i€},

donde cada una de éstas es lineal por trozos y f1, f3 son convexas mientras que

f> es concava. Notese que, las restricciones en 2.16 imponen a las funciones an-
teriores las siguientes condiciones

hy) sz< folx,y),
fslx,») =<0

Puesto que el problema consiste en minimizar la variable z, la expresién en
(2.21) implica que el valor 6ptimo de z es el minimo valor que puede alcanzar
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la funcién fi(x,y) sujeto al cumplimiento de (2.21). Asi, el problema (2.16) se
puede reescribir como

min fi (x, y)

sujeto a

H,y) - fo(x,) <0
f3(x,y) =<0.

(2.21)

Definiendo la funcién convexa auxiliar F(x, y) = max{f (x, y)—fo(x,¥), f3(x, M)},
el problema formulado en (2.21) es equivalente a

min fi(x,y)
sujeto a
F(x,y) =0,

reemplazando un problema en R® por un problema equivalente en R?. A esta
representaciéon de un problema de PL en el espacio se le llamard formulacion
bidimensional. N6tese que, la factibilidad de un punto (x, y) estd sujeta a que
L)) - o, y) <0y f5(x, ) <0.

De aqui en adelante, se utilizaran para trabajar la formulacién de Megiddo y
la formulacién bidimensional de un problema en el espacio.

Eliminacion de restricciones redundantes

Dada la formulacién en (2.16), el algoritmo inicia eligiendo parejas disjuntas
i, j de elementos de cada conjunto de indices I, I, I5. El criterio para emparejar
restricciones es seleccionar los indices i, i + 1. Nétese que a lo més un elemento
de cada conjunto puede quedar sin pareja. De cada pareja de indices se puede o
bien eliminar una de las restricciones, o bien obtener una recta generada por la
interseccion de los planos correspondientes.

Sea i, j unapareja de indices de I tal que de las restricciones correspondien-
tes satisfacen que (a;, b;) = (aj, b;). Entonces ambas restricciones representan el
mismo plano trasladado sobre el plano xy y, por lo tanto, una de las restriccio-
nes es redundante. Puesto que para los indices en I; el drea de interés definida
por las restricciones es el semiespacio superior, se puede eliminar la restriccién
cuya constante sea menor. Si i, j son indices en I, argumentos semejantes in-
dican que si (a;, b;) = (aj, b;), entonces la restriccion cuya constante sea mayor
resulta redundante.

Si para cualquier pareja de indices i, j en I o I resulta que (a;, b;) # (aj, bj),
entonces los planos correspondientes z = ajx+bjy+c;y z=a;x+b;y+¢; se
intersectan en unarecta L; j, que al ser proyectada sobre el plano xy lo divide en
dos semiplanos. Estas rectas estan definidas como

Lij={x,y) : (bj—b)y=(a;—aj)x+c;—cj}.
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Figura 2.10: Eliminacién de restricciones redundantes e identificacién de rectas de in-
terseccion.

Notese que las restricciones en I3 corresponden a planos verticales sobre
el plano xy, por lo que su proyeccién sobre el plano corresponde de manera
directa con una recta. Por lo tanto, cada pareja de restricciones con indices en I3
que no satisfagan la condicién (a;, b;) = (aj, b;) define una pareja de rectas en el
plano y ésta se afiade al conjunto de rectas generadas en esta subrutina. En caso
contrario, se eliminard la restriccién que tenga constante menor.

En la figura 2.10 se ilustra un ejemplo de esta subrutina: los planos H;, Hp,
Hs corresponden a restricciones en I, mientras que Hz y Hy corresponden a Iy;
las rectas punteadas son las intersecciones de los planos y la restriccién corres-
pondiente al plano H; es redundante. Una vez terminado este proceso, se ha
eliminado alos mds un cuarto de las restricciones originales para cada conjunto
de indices en un tiempo lineal. Este proceso se ve bosquejado en el diagrama
2.11.

Prueba para un recta en el plano

Esta prueba es una generalizacién de la prueba para un punto en una recta.
Su objetivo es determinar, dada unarecta en el plano xy, cual de los semiplanos
que genera es relevante para el problema. Para esto la prueba analiza una vecin-
dad de un punto sobre la recta, determinando su factibilidad y si el valor de la
funcién objetivo puede disminuir dentro de la vecindad.

Esta busqueda de la solucion 6ptima es transformada por Megiddo en la re-
soluci6én de a lo mds tres problemas de PL de dimensi6én menor, permitiendo la
solucién recursiva de problemas de PL en el espacio, al descomponerlos en pro-
blemas de PL de dimensién dos. Cada uno de los problemas de PL de dimensién
dos es resuelto con el algoritmo de Megiddo en el plano descrito anteriormen-
te. Asi, la prueba consiste en determinar la ubicacién de la solucién 6ptima al
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Inicio

aix+bjy+c;, i€l
aix+bjy+ci, i€l
aix+bjy+ci, i€l

Emparejar Emparejar Emparejar
elementos elementos elementos
de I de I, de I

| l |

(ai, bi) = (aj, bj)

(ai, bi) = (aj, b)) (ai, bi) = (aj,bj)

Eliminar Eliminar Eliminar
restriccién con restriccién con restriccién con
constante constante constante
menor mayor menor
Calcular
no g Lij no no
Fin

Figura 2.11: Diagrama eliminacién de restricciones redundantes.

problema bidimensional respecto a una recta en el plano, y lo lleva a cabo resol-
viendo a lo més tres problemas de PL de dimensién dos.

Supéngase por razones précticas, que la recta coincide con el eje x y con-
sidérese un punto cualquiera (xy, yo) sobre la recta y = 0. Si (xp, yo) es factible
para el problema bidimensional, la prueba determina en cual semiplano defi-
nido por y = 0 se encuentra la solucién 6ptima, o bien si se encuentra sobre la
misma recta; si el punto no es factible, designa en cual semiplano se puede en-
contrar una solucién factible o, en su defecto, la no factibilidad del problema.
Por simplicidad sup6ngase que (xo, yo) = (0, 0).

Se sigue de lo anterior, que para analizar la vecindad de (xo, o) son necesa-
rias solamente las restricciones que satisfagan la factibilidad de manera estricta
(es decir, las restricciones activas en el punto) y las que violen la factibilidad
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sobre ese punto. El resto de las restricciones no aportan informacién relevan-
te para esta prueba. Se definen entonces los siguientes subconjuntos de indices
correspondientes a las restricciones mencionadas

I} ={iel; : ¢;= £1(0,0)},
I=lich:c=£0,0 siFO,0=fi0,0-»0,0=0, (222
L =liel: ci= f3(0,0)si F(0,0) = f3(0,0) = 0}.

Notese que I; < I; para k=1,2,3; ademds I, = @ si F(0,0) <0 o F(0,0) =
f3(0,0) y I?f es vacio si F(0,0) <0 o F(0,0) = f1(0,0) — f2(0,0). Estos conjuntos
tienen la informacién necesaria y suficiente para analizar el comportamiento
del problema alrededor del punto.

Si el origen es un punto factible, entonces se desea saber si existe un valor
(x, y) factible en una vecindad del origen que disminuya el valor de la funcién
objetivo. Los siguientes resultados relacionan lo anterior con la solucién de un
problema auxiliar cuando el origen es un valor factible.

Proposicion 2.2.3. Suponiendo que (0,0) es un valor factible, la existencia de un
punto (x,y) factible tal que y > 0, f1(x,y) < f1(0,0) es equivalente a la existencia
de un valor real A tal que

1. méXiejl* {a; 1+ b;} <0,
2. InélXiejl* {ail+b;} < minielg{ai/l + bi},
3. méx,-els* {ai/l+ bi} <0.

Demostracion. Primero, supéngase que existe el punto (x, y) que satisface las
hipétesis correspondientes. Si A = f se tiene que

riré’j;lgi{(éli/1 +b)y+cit< fi(ly,y) < f1(0,0) = rirgx{ci} = Ck, (2.23)
1 1

para algin k € I;. Si existiera un indice j en I} tal que a;A + b; = 0, entonces de
(2.23) resulta que
(aj/1+ bj)y<Ck—Cj, (2.24)

donde el término de la derecha en (2.24) es constante positivo. Sin embargo,
para y arbitrariamente grande la desigualdad anterior se viola. Luego, para todo
i € I} se cumple a; A+ b; <0, por lo que A satisface el punto 1.

Ahora, si I; = ¢ la condicién 2 se cumple trivialmente, por lo que se puede
suponer que el conjunto es no vacio. Esto implica que por ser el origen factible,
F(0,0) = f1(0,0) — f2(0,0) = 0 y por consiguiente para todo i € I] y j € I, se tiene
¢; = cj. Por la factibilidad de (x, y) se tiene

I};?}{(ai}t +b)y+cit < filly, y) < Ay, y) < Ig;l}p{(aifl +b))y+ci}.
1 2
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En particular, paratodo i € I, j € I, se tiene
(aiA+ bl')y+ Ci = (aj/l + bj)y+ Cj

donde ¢j —¢; =0, asiresulta a; A + b; < a;A + b;. Se sigue que A satisface la con-
dicién 2. Finalmente si I3 fuera un conjunto vacio la condicion 3 se satisface por
vacuidad, asi se puede suponer I; # @. Como el origen es una solucion factible,
F(0,0) = f3(0,0) = 0, lo que implica c; = 0 para todo i € I;. Por otra parte, se tiene

I,Iéé}gi{(di/1 +b))y+ci} < fz(Ay,y) <0,
1el3

o equivalentemente, (a;A + b;)y <0 paratoda i € I, lo que implica a; A + b; < 0.
Luego, A satisface la condicion 3.

Inversamente, supdngase que existe un valor A € R que satisfaga las tres con-
diciones descritas. Sea x = 1y con y > 0 suficientemente pequefio para que se
cumpla

max{(a; A+ b))y + ¢;} < max{(a; A+ b))y + ¢}, (2.25)
icl iel;

min{(a; A+ b))y +c¢;} =2 min{(a; 1+ b))y + ¢;}, (2.26)
icl, iel;

max{(a;A+ b;)y + c¢;} <= max{(a; A+ b;)y + c;}. 2.27)
iely el

De la condicién 1y de la definicién del conjunto I} se tiene

max{(a; A+ b;)y + ¢;} = max{a; A + b;} y + max{c;} < max{c;}. (2.28)
ielf iel} iel ielh

Uniendo los resultados de las desigualdades (2.25) y (2.28) se llega a

filx,y) =max{(a;A + by)y + ¢;} <max{c;} = f1(0,0),
iel} ielh

Ahora, como se mencion6 anteriormente, si I, # ¢ la factibilidad del origen
implica que fi(0,0) = f>(0,0) por lo que de la condicién 2 resulta
max{(a;A+ b;)y + ¢;} = max{a; A + b;}y + max{c;}
ielf ielf iel) (2.29)
<maéx{a; 1+ b;}y + max{c;} = max{(a; A + b;)y + ci}. '
iely i€l iely

Asi, de la expresion en (2.29) y las desigualdades en (2.25) y (2.26) resulta
fi(x,y) < f2(x, ). Finalmente de la condicién 3 y la definicion de I; se satisface

max{(a; A+ b;)y + ¢;} = max{a; A + b;}y + maxi{c;} <0, (2.30)
iely iely iely

y por (2.27) f3(x,y) < 0. Por lo tanto, el punto (x, y) disminuye el valor de la fun-
cién objetivo y es factible. O
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La proposicién anterior se puede presentar como un problema de PL de la
siguiente forma: sea 17 € R una variable auxiliar tal que

max{a;A + b;} <n <minf{a; A + b;}.
ielf iely

Si ademds n < 0 y A satisface las condiciones en la proposicion (2.2.3) entonces
la solucién 6ptima del problema bidimensional esté en el semiplano superior en
R2. Esto se puede traducir a una formulacién de Megiddo para el plano auxiliar

minn

sujeta a
n=al+b;, i€lf, (2.31)

n<al+b;, i€l

0=aid+Db;,icl;.
Si la resolucion de este problema tiene como resultado que 17 = 0 entonces la
solucién 6ptima se encuentra en el semiplano inferior, o bien el origen es la so-
lucidn factible. La siguiente proposicion presenta un resultado anélogo ala pro-

posicién 2.2.3 para el caso en que el punto (x, y) se encuentre en el semiplano
inferior.

Proposicion 2.2.4. Suponiendo que (0,0) es un valor factible, la existencia de
un punto (x,y) tal que y <0, fi(x,y) < f1(0,0) y F(0,0) < 0 es equivalente a la
existencia de un valor real A tal que

1. min{a;A+b; : i€ I} >0,
2. min{a;A+b; : i€ IJ} zméx{a;A+b; : i€ L]},
3. min{a;A+Db; : i€I3*}20.
Demostracion. La demostracion resulta andloga a la demostracion de la propo-

sicién 2.2.3. O

La proposicién anterior se puede representar como un problema de PL de-
finiendo 1 € R como una variable auxiliar tal que

max{a; A + b;} =1 = max{a; 1 + b;}
iely iel;

Si ademads 1 > 0 y A satisface las condiciones en la proposicién 2.2.4 entonces la
solucién 6ptima del problema bidimensional estad en el semiplano superior en
R2. El problema de PL asociado es el siguiente
maxn
<ajd+bj,ielf
1= @ T (2.32)
nzajA+b; i€l
0<a;A+b;, l'EI;.
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Si las soluciones a los problemas (2.31) y (2.32) resultan n = 0 y ) < 0 respecti-
vamente, entonces buscar soluciones factibles fuera de la recta y = 0 no mejora
la funcién objetivo y por lo tanto, el origen es la solucién factible al problema
bidimensional.

Ahora, si el origen no es una solucion factible, se busca un punto (x, y) que
intuitivamente se acerque mads a ser factible o bien que F(x, y) < F(0,0) y, si es
posible, logre ser una solucién factible. Las siguientes proposiciones presentan
los argumentos para mostrar la equivalencia entre un problema de optimizacién
auxiliar y la existencia de dicho punto en alguno de los semiplanos generados
porlarecta y =0.

Proposicion 2.2.5. Si el origen no es una solucién factible, la existencia de un
punto (x,y) cony >0y quesatisfaga F(x, y) < F(0,0) es equivalente a la existencia
de un valor real A tal que

1. méxiejr {aiA+ b;} < minielz* {a; A+ b;},
2. méXiEIS* {a;jA + b;} <0.
Demostracion. Supdngase que existe el punto (x, y) con y > 0 tal que F(x, y) <

F(0,0) ytomando A = § se tiene f1(x,y) — fo(x,y) < f1(0,0) — £(0,0) si y solo si

ax{(a;A + b;)y + c¢;} —min{(a; A + b;)y + ¢;} < méx{c;} — min{c;}. (2.33)
iel iel, iely iel,
Por otra parte
max{(a;A+ b;)y + c;} —min{(a; A + b;) y + ¢;}
iel i€l
21};2}13({(ai/1+bi)y+ ci}—Igglzl{(a,-/l+b,-)y+ci} (2.34)
=max{(a; A + b;) y} + méx{c;} —min{(a;A + b;)y + ci},
iEIl* iel iel,
ya que ¢; = méXjEII{Cj} para todo i € 11*. De las expresiones en (2.33) y (2.34)

resulta
max{(a;A + b;)y} —min{(a; A + b;) y + ¢;} < —min{c;}.
ielf iel, iel,

Reacomodando los términos de la expresién anterior se tiene

max{(a;A + b;)y} + min{c;} < min{(a; A + b;) y + ¢;} < min{(a; A + b;) y + c;},
iEIl* iel, iel, lEIz*

que es equivalente a
max{(a; A + b;) y} + min{c;} < min{(a; A1 + b;) y} + méx{c;}.
l’EIl* iel, lEIZ* iel,
Por lo tanto, fi(x,y) — fo(x,y) < f1(0,0) — f>(0,0) siy solo si

max{a; A + b;}y <min{a; A+ b;}y.
iel} iel;
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Ahora, f3(x,y) < f3(0,0) siy solo si max;ey: {(a;A + b;)y} <0 puesto que

ax{c;} > max{(a; A+ b;)y + ¢}
i€[3 iEI3

= max{(a;A+ b;)y + c;}
iel;

=max{(a; A + b;) y} + méx{c;}.
lEI; i€l

O

La proposicion anterior indica que si el maximo entre max;es; {a;A + b;} —
minieI; {ail+ b}y méx,-els*{ai/l + b;} es un valor negativo entonces existe un
valor (x,y) en el semiplano superior que puede mejorar la no factibilidad del
origen. A partir de esta proposicion se define la funcién convexa lineal por trozos

F*(A) = méax{max{a; A + b;} —min{a; A + b;}, max{a; A + b;}}. (2.35)

ielf iely iel;

Esta funcién es la generalizacién de la funcién auxiliar f(x) descrita en (2.14 uti-

lizada en la prueba de un punto en un recta cuando el punto no es factible. El

algoritmo de Megiddo para el plano, también se puede utilizar para minimi-

zar esta funcién de la siguiente manera: considérense parejas disjuntas i, j de

elementos de cada uno de los conjuntos I, 12* , I;‘ ; utilizando las restricciones

correspondientes en su forma aiA + by calctlese el punto de interseccién de es-

tas parejas de restricciones. Posteriormente, se calcula la mediana x;, de estos
puntosy se evaltia F* (x,). Si

F*(x,,) = max{a; x,, + b;} —min{a;x,, + b;}, (2.36)
iel; i€l}
entonces se realiza el andlisis de las derivadas laterales presentado en la secciéon
2.2.1 ala funcién en (2.36) para encontrar su minimo. Por el contrario, si

F*(xm) = Irée}gc{aixm +bi}, (2.37)
1&g

se aplica el andlisis de las derivadas laterales en la seccién 2.2.1 a la funcién en
(2.37). Una vez realizado el andlisis, se ha redefinido el intervalo de biisqueda
de una solucién factible y se ha eliminado una proporcién de las restricciones.
Entonces se efecttian nuevas parejas con las restricciones sobrevivientes y se
ejecuta nuevamente el andlisis, hasta obtener el valor minimo de la funcién F*.

Si F* (A1) < 0 entonces se debe buscar soluciones factibles en el semiplano
superior. En caso contrario puede existir una solucion factible en el semiplano
inferior, o bien el problema no es factible. La siguiente proposicién presenta
condiciones anélogas a la proposicién 2.2.5 para encontrar un punto factible
en el semiplano inferior del plano.

Proposicion 2.2.6. La existenciade un punto (x,y) talquey <0, fi(x,y) < f1(0,0)
v £(0,0) < 0 es equivalente a la existencia de un A tal que
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1. min{a;A+b; : i€ I]} >max{a;A+b; : i€ IJ},
2. min{a;A+b; : i€ I;‘} > 0.
Demostracion. La demostracién es semejante a la proposicion anterior. O

De manera andloga a la proposicién anterior, la proposicion 2.2.6 induce la
construccién de una funcién convexa lineal por trozos

F*(A) = min{min{a; A + b;} — méx{a; A + b;}, min{a; A + b;}}. (2.38)
ielf iely iely

Esta funcién es minimizada por el algoritmo de Megiddo para R? de mane-
ra semejante a la funcién (2.35). Si el valor minimo de esta funcién es positivo,
entonces la proposicién 2.2.6 indica que existe un valor factible en el H_. De no
ser el caso, se ha determinado que la funcién objetivo tiene su valor minimo en
el origen, sin embargo, no es un valor factible y por lo tanto el problema es no
factible.

Una vez descrita la teoria pertinente se presenta la prueba a una recta en un
plano. La prueba inicia resolviendo el primer problema de PL auxiliar de dimen-
sién dos,

min f (x,0)
sujeta a (2.39)
F(x,0) <0,

para obtener una solucién 6ptima del problema bidimensional restringido a la
recta y = 0. La aplicacién de este algoritmo puede dar como resultado que el
problema no es factible, que el problema no es acotado, o bien puede encontrar
una solucién éptima (x*,0). Claramente, si al resolver el problema auxiliar resul-
ta que es no acotado, entonces el problema original es no acotado y la prueba
termina, pues no hay nada que hacer.

Por lo tanto, sup6ngase que la solucién del problema auxiliar (2.39) genera
un valor éptimo (x*,0) el cual puede ser factible o no. Ahora, se estudiara el
comportamiento de una funcién objetivo en una vecindad de este punto. Sin
pérdida de generalidad supongase que x* = 0 (si no es asi, se puede trasladar el
sistema coordenado en tiempo lineal). Genérense los subconjuntos de indices
correspondientes a restricciones activas en el origen I, I, y I5.

Si 0 es un valor factible se resuelve el problema de PL (2.31). Si 7 < 0 la pro-
posicién 2.2.3 indica que la solucién 6ptima se encuentra en H,. Sin = 0 se
resuelve el tercer problema auxiliar (2.32): si ) > 0 seglin la proposicién 2.2.4 el
6ptimo se encuentra en el semiplano inferior; si 7 = 0 significa que el valor de
f1(x,y) no puede ser mejorada en ningiin semiplano y por lo tanto, el origen es
el valor 6ptimo.

Ahora, si el origen es no factible, se minimiza la funcién (2.35). Si el valor
de F* (1) < 0 entonces la proposicion 2.2.5 indica que se debe buscar soluciones
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factibles en H,, en caso contrario, se minimiza la segunda funcién auxilar (2.38).
La proposicién 2.2.6 seiiala que si el valor de F* (1) > 0 entonces se debe buscar
soluciones factibles en H_, en caso contrario, la funcién f; (x, y) tiene su minimo
en el origen y éste no es una solucién factible, por lo que el problema es no
factible. En la figura 2.12 se presenta un diagrama de flujo que bosqueja este
algoritmo.

Asi, dada una recta y un punto sobre ella, esta prueba puede determinar en
tiempo lineal si el problema es factible o no, si el punto es 6ptimo, o bien en
cual cuadrante del plano se puede encontrar la solucién éptima. Es importante
observar que en la prueba se realizan dos transformaciones del sistema coorde-
nado: la primera transformacién tiene por objeto que la recta de interés coincida
con el eje x; la segunda transformacion se realiza para trasladar la solucién 6p-
tima del problema bidimensional restringida al eje x para que corresponda con
el origen. Esta tiltima traslacién se realiza siempre y cuando el primer problema
auxiliar resulte factible.

Algoritmo de Megiddo para R®

A grandes rasgos el algoritmo determina dos rectas, y = y,,, v X =, alas cua-
les aplica la prueba descrita en la seccion anterior. Al finalizar ambas pruebas, se
tiene un semiplano por cada variable en donde se puede encontrar la solucién
6ptima (o una solucién factible). Al intersectar estos semiplanos se obtiene un
cuadrante en donde se sabe existe que exista una solucién 6ptima, acotando asi
el poliedro de soluciones.

Entonces, dado un problema de PL en R® en formulacién de Megiddo, se
procede a realizar la ronda de eliminacion de restricciones redundantes y la ob-
tencién de las rectas de interseccion de planos presentada anteriormente. De
este primer subproblema, considérese el conjunto de todas las rectas resultan-
tes L;j que por razones practicas se renombran sin ningtn orden en particular
como L1, L,,..., L, donde kel nimero de rectas de interseccién. Se calcula el an-
gulo 0; € [-7, 7] entre cada recta L; y la parte positiva del eje x, parai=1,..., k.
Sea 0, la mediana de estos angulos.

Considérese la transformacion lineal que lleva el eje x alarecta y = tan(6yy).
Esto define un nuevo sistema coordenado en donde a lo més la mitad de las rec-
tas L; tienen dngulo no positivo y la otra mitad 4ngulo no negativo. Retinanse en
pares una recta con angulo no positivo y una con dngulo no negativo. Obsérvese
que alo més puede quedar una recta sin aparear y se tienen L%J pares. Para cada
pareja de rectas, se calcula su punto de interseccion (x;j, y; ;). Si las rectas no se
intersectan, significa que las rectas son paralelas al eje x y entonces se define el
valor y;j como el promedio entre las coordenadas y de las rectas L;, L;. Al calcu-
lar la mediana y)s del conjunto de valores y;; se obtiene la primerarecta y = yu
y se le aplica la prueba de la seccién anterior.

Una vez determinado el semiplano de interés para la coordenada y, se iden-
tifican los puntos de interseccién cuya coordenada y pertenezca al semiplano
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Figura 2.12: Esquema de la prueba para una recta en el plano.

contrario. De estos puntos se calcula la mediana x; de los valores x;; y se defi-
ne la segunda recta de evaluacién x = xj;. Ahora, se aplica la prueba a la recta
X = x)y obteniendo un semiplano de interés para la coordenada x. La intersec-
cién de los cuadrantes de interés para cada coordenada resulta en un cuadrante
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en donde puede encontrarse la solucién 6éptima, una solucién factible, o bien
se ha concluido la no factibilidad del problema. En la figura 2.13 se ilustra un
ejemplo del sistema definido por las rectas x = xj; v y = yu; €l cuadrante donde
se puede encontrar la solucién 6ptima se indica sombreada.

Figura 2.13: Cuadrantes definidos por las rectas x = X, Y ¥ = ¥m-

Por lo tanto, todos los puntos que se encuentren en el cuadrante “opuesto”
son redundantes. Para cada uno de estos puntos una de las rectas que lo define
es redundante, a saber, la recta que no intersecte el cuadrante de interés (en la
figura 2.13 dicha recta estd resaltada). Finalmente cada recta redundante esta
definida por una pareja de hiperplanos y uno de ellos serd redundante para la
siguiente iteracion del algoritmo. Si la pareja de hiperplanos pertenece a I; o I,
el hiperplano redundante serd aquel hiperplano que tenga valores mayores en
el cuadrante de interés; para el caso de parejas de hiperplanos en I, serd aquel
que tenga valores menores en el cuadrante de interés.

Puesto que en cada aplicacién de la prueba para una recta en el plano se
declara que al menos la mitad de los valores y;; y x;; son redundantes, resulta
que aproximadamente un cuarto de los puntos (x;j, y;;) son redundantes. Eso
implica que al menos % de las rectas que definan esos puntos son irrelevantes
y por consecuencia al menos 11—6 de restricciones eliminadas para la siguiente
iteracion. En la figura 2.14 se presenta el diagrama de flujo de este algoritmo.

2.2.3. Complejidad computacional y generalizacién de algoritmos de
Megiddo

Los algoritmos de Megiddo para problemas de PL resultan ser una meto-
dologia ingeniosa que se valen de las propiedades geométricas del problema
para resolverlo de forma efectiva. Lo novedoso de sus algoritmos es la técnica
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Figura 2.14: Diagrama de flujo del algoritmo de Megiddo en el espacio.

de prune and search la cual es muy similar a la idea de dividir y conquistar. Sin
embargo, la caracteristica de los algoritmos prune and search es que la recur-
sién se va restringiendo a una fraccién constante de las restricciones origina-
les (lo cual implica una complejidad computacional menor) hasta que reste un
numero pequeiio de restricciones suficientes para hacer el problema tratable
eficientemente. Cada iteracion del algortimo requiere un tiempo proporcional
al nimero de restricciones disponibles en ese momento y por lo tanto todo el
proceso es lineal.

Entonces, los algoritmos de tipo prune and search realizan un trabajo lineal
en cada iteracién para reducir el nimero de restricciones por una fraccién k.
Para el caso de PL en el plano, en cada iteracién se eliminan a lo mds un cuarto
de restricciones (k = i) en tiempo Cm, donde C es una constante que indica el
costo de una iteracién, lo que implica que el tiempo total del algoritmo es de la
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forma

) 3 3 3\ (3)
Cm(l+(1-bH+Q-k°+(1-k’+..)=Cm 1+Z+Z 7] *
convergiendo a 4Cm y por lo tanto el algoritmo tiene una complejidad lineal.
De manera andloga para R3, se elimina en cada iteraciéon % de restricciones por

lo que el tiempo total de trabajo del algoritmo es

15 152 153 )
Cm(l+ —+— +— +...],
16 16 16
lo cual converge a un tiempo de 16Cm, y asi el algoritmo sigue siendo lineal.

Naturalmente, era interesante saber si este enfoque podia ser generalizado
a cualquier problema de PL con dimensioén fija. En [31] Megiddo demostr6 que
esto era posible; sin embargo, la generalizacién resulta ser nada trivial debido a
que conlleva una gran cantidad de transformaciones y un ntimero significativo
de pruebas a hiperplanos, ademés que la constante de proporcionalidad cre-
ce de manera exponencial. Si el problema es de dimensién d y m restricciones
el algoritmo de Megiddo va eliminando una fraccién de restricciones cada vez
menor al aumentar la dimensién del problema, por lo que la constante de pro-
porcionalidad crece rapidamente. En general, en cada iteracion se resuelven a
lo mas 3-297! problemas de tamario a lo més m x (d — 1), reduciendo un proble-
ma de tamano m x d a uno de tamano a lo mas m(1 — 21‘2d) x n obteniendo un
algoritmo de complejidad O(sz m), el cual es polinomial si d < loglogm + O(1)
[31].

Esto indica que la implementacién de este algoritmo para problemas de PL
de dimensién mayor que tres se muestra ineficiente en la practica comparado
con algortimos existentes; ademads la generalizacién de todos los conceptos y
procesos descritos resultan ser no triviales, por lo que se pone en duda la prac-
ticidad del algoritmo para problemas de dimensiones mayores a tres. Sin em-
bargo, para problemas de PL de dimensi6én menor o igual a tres el algoritmo se
manifiesta atractivo.

De manera independiente Clarkson [9] y Dyer [14] propusieron mejoras al
algoritmo de Megiddo, obteniendo una complejidad de O(Bd2 n) que resulta ser

polinomial si d = O(y/logn).



Capitulo 3

El problema de sujecion robotica

La mano humana cumple con tres funciones importantes: explorar, sujetar
y manipular objetos, independientemente de su forma [3]. Por lo tanto, resul-
ta natural que la automatizacién de distintos procesos de produccién llevados
a cabo por maquinaria automatizada introdujera la necesidad de la mano ro-
bética. La creaciéon de manos robéticas con multiples dedos sirvié, entre otras
cosas, para analizar los fundamentos mecénicos de la sujecién y manipulacién
de objetos por manos humanas. Las ventajas de éstas son una mayor estabili-
dad debido al niimero de puntos de contacto que sujetan al objeto; son capaces
de sostener objetos con formas arbitrarias; es posible aplicar varios momentos
angulares al objeto restringido [59], entre otras. La primera mano robdtica dise-
fiada para una manipulacién diestra fue la mano de Salisbury [51]. El andlisis y
modelado de la sujecion realizado por Salisbury sent6 las bases para las ramas
de andlisis y sintesis de sujecion, y la investigacién de manipulaciones diestras
que se llevan a cabo hoy en dia [47]. Su trabajo destacé ademads por utilizar teoria
de torsores para trabajar el problema de agarre de una mano robdtica.

La teoria de sujecién robdética tiene como propésito analizar y emular la ca-
pacidad de restriccién y manipulacién de un objeto por una mano humana (en
relacién con la mufieca y la palma de la mano) dado un conjunto adecuado de
puntos de contacto y la estabilidad de dicha sujecién [6],[59]. En el estudio de
una sujecién robética, se presentan dos tipos de aprehensién que resultan ser
los més importantes, estos son llamados sujeciones de tipo force-closurey form-
closure. Estos términos fueron acufiados por Reuleaux [48] al estudiar la mecéa-
nica de algunas mdquinas. La primera méquina era una rueda hidrdulica, cuyo
eje se ubicaba en una ranura de una seccién transversal semicircular. Para el
correcto funcionamiento de la maquina, era necesario que el peso de la rueda
mantuviera el contacto o cercania entre el eje y la ranura, por lo que el término
force-closure describe sujeciones en las que su correcto funcionamiento requie-
re de la aplicacién de una fuerza [57]. Sin embargo, si el contacto es mantenido
debido a la geometria de los objetos en contacto (como el caso de una pelota
dentro de un cilindro), es cuando se produce una sujecion form-closure.

53
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En andlisis de sujecion, la determinacién de alguna de las dos propiedades
anteriores queda sujeta al modelo de contacto que se emplee. Un modelo de con-
tacto mapea las fuerzas que pueden ser transmitidas de los dedos a la superficie
a través de los puntos de contacto a las fuerzas generalizadas [26]. Asi, la princi-
pal diferencia entre una sujecidn force-closurey una form-closure es que para la
primera se utilizan modelos de contacto con friccién o modelos de dedos sua-
ves, mientras que la segunda se basa en modelos de contacto sin friccién [63].

Para sujeciones en el espacio, determinar la propiedad de force-closure re-
sulta méas complicado que determinar la propiedad de form-closure debido a la
no-linealidad que presentan los modelos de contacto utilizados [62]. Salisbury
y Roth [51] demostraron que una condicién necesaria y suficiente para tener
force-closure es que las fuerzas generalizadas primitivas generen positivamen-
te todo el espacio 6-dimensional de fuerzas generalizadas. Esto es equivalente a
que el origen del espacio de fuerzas generalizadas pertenezca a la envoltura con-
vexa de las fuerzas generalizadas primitivas [33]. De esta forma, distintas equi-
valencias para la condicién de force-closure han sido propuestas en las tltimas
décadas, pocas de ellas para sujeciones en R? debido a la mencionada comple-
jidad.

Es de particular interés el estudio de la propiedad force-closure y distintos
problemas relacionados. Algunos de ellos son determinar la calidad de la su-
jecion y la optimizacién de las fuerzas de contacto ejercidas para mantener la
sujecion del objeto. En 1989 Nakamura et al. [40] propusieron la primera prue-
ba cualitativa exacta para determinar si una sujecion es force-closure. La prueba
consiste en la solucién de 12 problemas de programacién no-lineal con restric-
ciones. Por su parte, en 1992 Liu [27] propuso una técnica de reduccién recursiva
que permite determinar si el origen del espacio estd contenido en la envoltu-
ra convexa de las fuerzas generalizadas primitivas en dimensiones superiores,
resolviéndolo en la dimensién més baja posible. Posteriormente, Liu y Wang
[29] presentaron en 1998 la formulacién de una prueba cualitativa para sujecion
force-closure en 3D como un problema de ray-shooting.

En 1999 Bicchi [5] demostrd la relacién entre una sujecién force-closurey el
equilibrio de una ecuacion diferencial ordinaria incluyendo en su trabajo prue-
bas tanto cualitativas como cuantitativas. En 2006 Phoka et al. [45] implementan
los métodos de algoritmos genéticos, estrategia evolutiva, gradiente conjugado
y downhill simplex basados en la distancia Q, como pruebas cualitativas para
sujecion force-closure en objetos con superficies curvas. La distancia Q utiliza
un compacto convexo que contenga al origen como métrica para determinar si
el origen pertenece o no en el interior relativo de las fuerzas primitivas gene-
ralizadas. También utiliza algoritmos genéticos que explotan las caracteristicas
de la distancia Q para encontrar sujeciones force-closure 6ptimas en curvas pa-
ramétricas y superficies paramétricas en 2D y 3D respectivamente [44]. Inde-
pendientemente, Niparnan et al. [41] utilizaron métodos heuristicos para una
prueba cualitativa sin linearizacién del cono de friccién. En 2009 Zheng et al.
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[61] presentan un algoritmo que calcula la minima distancia de un punto a un
cono convexo en un espacio n-dimensional, aplicindolo como prueba cualita-
tiva de force-closure, determinan la equivalencia entre el hecho de que la suma
de fuerzas generalizadas normales negativas pertenezcan al cono de friccién y
que la distancia entre dicha suma y el cono convexo sea cero.

Por su parte, Trinkle fue el primero en formular la propiedad de force-closure
como un problema de programacion lineal. En su trabajo de 1992 [56], Trikle
presenta por primera vez una prueba cuantitativa para determinar si una mano
robdética presenta sujecion force-closure para una cantidad arbitraria de puntos
de contacto. En 2003 Zhu y Wang [63] expusieron el problema de cuantificar
una sujecién al minimizar la distancia Q, la cual expresa el mejor desempeno
de una sujecién frente a perturbaciones externas. Posteriormente, Han, Trin-
kle y Li presentan [20] una transformacién de las restricciones no lineales del
cono de friccién a desigualdades de matrices lineales. Asi, formulan los proble-
mas anteriores como un conjunto de problemas de optimizacién convexa con
desigualdades de matrices lineales. Zhu y Ding [62] presentan en 2006 un algo-
ritmo iterativo basado en observaciones de la condicién geométrica de la suje-
ciones del tipo force-closure. Con esto, y la discretizacion del cono de friccién
proponen un algoritmo cuantitativo. En 2009 Sahbani et al. en [18] demuestran
que las fuerzas generalizadas asociadas a tres puntos de contacto no coplanares
en 3D forman una base en el espacio de fuerzas generalizadas. Utilizando este
hecho, implementan un algoritmo heuristico para una prueba cuantitativa pa-
ra sujeciones force-closure. Finalmente, en 2010 Al-Gallaf [2] presenta una regla
basada en redes neuro-difusas para optimizacién de fuerzas en tiempo real para
una mano con 7n dedos.

La calidad, la estabilidad y la optimizacién de fuerzas de contacto de una su-
jecién de tipo force-closure son los problemas principales abordados en los ar-
ticulos anteriores, y a los que se da seguimiento en este trabajo. A continuacién
se da una breve introduccién a los conceptos bésicos del problema de sujecién
roboética.

3.1. Preliminares

En el estudio de la sujecién robética se presentan dos tipos de problemas
principales: andlisis de sujecidn y sintesis de sujecion [26]. El primero consiste
en determinar si la sujeciéon de un objeto por una mano robética y n puntos de
contacto es estable, es decir, sila sujecion es capaz de resistir cualquier perturba-
cién aplicada al objeto. Para el anélisis de sujecion se desarrollan e implementan
pruebas cualitativas y cuantitativas basadas en distintas propiedades de la suje-
cién y las caracteristicas del problema a trabajar. Las pruebas cualitativas, sim-
plemente determinan si la sujecién estudiada cumple alguna propiedad, como
force-closure o form-closure (como se verd més adelante), las cuales determi-
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nan la estabilidad de la sujecién estudiada. Las pruebas cuantitativas aportan
una medida de qué tan bueno es el tipo de sujecién. La sintesis de sujecion es
el problema de determinar la posicién correcta de la mano respecto al objeto y
encontrar un conjunto de puntos de contacto adecuado para la manipulacién
6ptima de un objeto determinado [47]. Algunos articulos donde se desarrollan
algoritmos de sintesis de sujecién son [3], [13], [50], [63].

La sujecion de un objeto por una mano robética se puede describir median-
te un conjunto de puntos de contacto y/o un conjunto de fuerzas generalizadas
aplicadas a la superficie de dicho objeto.

Al punto donde el dedo robético toca la superficie del objeto se le llama pun-
to de contacto. Es importante mencionar que las caracteristicas de friccién en
estos puntos depende del material de las superficies en contacto y presenta po-
ca dependencia del drea de contacto entre éstas [46]. Para balancear cualquier
fuerza y/o torque externos, la mano robética puede aplicar una fuerza al objeto
a través de sus dedos. Esta fuerza es conocida como la fuerza de sujecién o con-
tacto. En cada uno de los puntos de contacto se define una fuerza generalizada,
la cual es aplicada con direccion al centro de masa del objeto y es estrictamente
dependiente de la fuerza de sujecién. Una fuerza generalizada w es un vector
con componentes determinados por la fuerza de sujecién y el torque; es decir,
w = (f, 7), donde f es la fuerza de sujecién y T es el torque o momento angular
del objeto y depende de fy del centro de masa de objeto. Al espacio de todas las
fuerzas generalizadas posibles que se pueden aplicar a un objeto en cada punto
de contacto es llamado espacio de fuerzas generalizadas.

Existen distintos tipos de sujecién que pueden ser llevados a cabo por una
mano robdtica. Por lo tanto, para determinar el tipo de aprehensién adecuado
para sujetar o manipular un objeto especifico, se debe analizar el caso particu-
lar a estudiar y asignarle un modelo de contacto apropiado, el cual determina las
fuerzas o torques que pueden ser ejercidas por la mano sobre objeto. Estos mo-
delos crean una caracterizacion de las fuerzas generalizadas asi como los movi-
mientos de los dedos sobre la superficie del objeto [23]. Dicha caracterizacion es
especificada por la geometria de las supeficies en contacto y las caracterisitcas
de friccién determinadas por los materiales de las superficies [23]. Los principa-
les modelos de contacto son:

a) Modelo de contacto puntual con friccién.
b) Modelo de contacto puntual sin friccion.
c¢) Modelo de dedo suave.
Los modelos ddciles o de dedo suave (figura 3.1c), suponen que la mano es
deformable y el objeto que sostiene es rigido. Estos modelos resultan ser un po-

co complicados debido a la complejidad de una modelacién detallada de las
deformaciones posibles de los dedos.
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Los modelos puntuales o de cuerpos rigidos, suponen que tanto los dedos
como el objeto sujetado son sdlidos y rigidos, por lo que no se generan defor-
maciones en los puntos de contacto y las dreas de contacto entre el dedo y la
superficie del objeto son puntuales [23]. Las fuerzas de contacto en estos mo-
delos surgen de las restricciones de incompresibilidad e impenetrabilidad entre
objetos rigidos y fuerzas friccionales superficiales. Los modelos puntuales son
sencillos de modelar y resolver, y resultan apropiados para determinar si una
sujecién es capaz de sostener cierto objeto.

(a) Modelo de contacto (b) Modelo de contacto (c) Modelo de contacto
sin friccién. con friccién. con dedo suave.

Figura 3.1: Modelos de contacto utilizados en la robética.

Los modelos puntuales pueden ser sin friccion o con friccion. Los primeros
s6lo pueden transmitir fuerzas a lo largo del vector normal a la superficie del
objeto en el punto de contacto (ver figura 3.1a). Este tipo de modelo dificilmente
puede representar una situacién real y, por lo tanto, su implementacién puede
resultar en efectos negativos para el desempefio de la mano robética.

El modelo de contacto con friccién (figura 3.1b) es utilizado cuando existe
suficiente friccion entre las superficies y por lo tanto se pueden transmitir fuer-
zas en direccién normal y tangencial a la superficie del objeto pero los compo-
nentes de momento no son transmitidos [26]. Un ejemplo de estos modelos es
el modelo de friccién de Coulomb o friccién seca, cuyas hip6tesis indican que la
friccién se opone al movimiento y su magnitud es independiente de la velocidad
en el punto de contacto [26]. Este modelo supone que la fuerza de friccion Fr
entre dos cuerpos en contacto es proporcional a la fuerza normal Fy,, Fr < uFy,
donde u es el coeficiente de friccién dependiente de los materiales en contacto
[46].

Si al ejercer una fuerza en el punto de contacto la direccion de deslizamien-
to del dedo robético no es uni-direccional, la fuerza de contacto pertenece a un
cono de friccion. Este cono de friccion tiene vértice en el punto de contacto y
semidngulo A = tan~!(u), y todas las fuerzas de sujecién que pueden ser apli-
cadas al objeto son restringidas al interior del cono para evitar que se deslice el
dedo. La sujecién de un objeto estd en equilibrio si la suma de toda las fuerzas y
momentos actuando sobre el cuerpo resulta cero.

Una sujecion en equilibrio puede ser estable o inestable. Asi, una sujecién
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puede neutralizar total o parcialmente la movilidad del objeto dada la presencia
de perturbaciones externas sobre éste [39]. Por lo tanto, una vez determinado el
modelo de contacto adecuado para el problema de sujecién a estudiar, se ana-
liza el conjunto de puntos de contacto de ésta para determinar si es capaz de
resistir la aplicacion de fuerzas externas al objeto.

Si la sujecidn es capaz de aplicar fuerzas generalizadas especificas en cada
punto de contacto para neutralizar cualquier fuerza externa aplicada al objeto,
entonces es del tipo force-closure [47]. Esto implica que la propiedad de force-
closure es indispensable para tener una sujecién estable. Por su parte, una su-
jecion form-closure determina la capacidad de neutralizar movimientos basan-
dose tinicamente en restricciones de contacto unilaterales sin friccién; es consi-
derada una propiedad netamente geométrica, es decir, depende de la geometria
de la sujecién mds que de las fuerzas que pudieran ser aplicadas por los dedos
robéticos [5]. Force-closure se puede considerar como una versiéon mads realis-
ta que form-closure, en el sentido de permitir a las fuerzas de friccién ayudar a
mantener el balance de las fuerzas generalizadas aplicadas [47].

El presente trabajo se enfoca en el problema de andlisis de sujecién de de-
terminar si ésta es de tipo force-closure y los distintos problemas relacionados
con la sujecion.

3.2. Los problemas de sujecion force-closure

Debido a la no linealidad del cono de friccidn, determinar si una sujecion
es force-closure resulta un problema complicado. Sin embargo, la propiedad de
force-closure es un prerrequisito para una sujecioén estable y, por lo tanto, dis-
tintos métodos y algoritmos han sido creados para comprobar dicha propiedad
[60]. La propiedad de force-closure estd asociada a distintos problemas de inte-
rés:

a) Prueba cualitativa de force-closure.
b) Evaluacién cuantitativa de force-closure.
¢) Optimizaciéon de fuerzas de contacto.

Los problemas anteriores han sido abordados con diferentes perspectivas:
desde programacion lineal y no-lineal hasta ecuaciones diferenciales y algorit-
mos genéticos. Cada uno de estos problemas parte de la siguiente premisa: su-
pongamos una mano robética con n dedos sujetando un objeto, al cual se aplica
alguna perturbacién externa. El problema a) consiste en el desarrollo e imple-
mentacién de algoritmos para determinar si la sujecién es o no force-closure. El
problema b) utiliza herramientas similares al problema anterior y determina la
calidad de una sujecién de tipo force-closure, es decir, se analiza la sujecién y
se concluye qué tan estable es la propiedad o “cudnto” le falta para perderla. El
problema c) es el siguiente: si en cada punto de contacto el dedo robético ejerce
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una fuerza de sujecién, determinar el conjunto de fuerzas de contacto que neu-
tralice la fuerza externa y minimice el esfuerzo de la mano robética.

En el presente trabajo, se estudia e implementa el enfoque iniciado por Liu
y Wang en [29] y mejorado por Zheng y Qian en [60] para resolver el problema
a). La propuesta de Liu y Wang fue la formulacién de una prueba cualitativa
para sujecion force-closure en el espacio con friccién como un problema de ray-
shooting: dado un politopo y un punto en su interior, el problema ray-shooting
consiste en encontrar la intersecciéon de un rayo que parte de dicho punto con
la frontera del politopo. Para esto, se basaron en dos propiedades conocidas:

1) Una sujecidn es de tipo force-closure siy solo si el origen del espacio de
fuerzas generalizadas pertenece al interior de la envoltura convexa de las
fuerzas generalizadas primitivas.

2) Existe una dualidad polar entre la envoltura convexa de un conjunto de
puntos y un politopo representado por un sistema de desigualdades li-
neales.

Demostrando la equivalencia entre la propiedad 1) y un problema de ray-shooting,
simplifican el problema original @) a un problema de programacién lineal, el
cual es equivalente al problema ray-shooting por la propiedad 2. M4s aun, pre-
sentan una solucion al problema ¢) al transformarlo en un problema ray-shooting
utilizando la norma L; como indice de desempenio de las fuerzas generalizadas
y haciendo la simplificacién a un problema de PL. Hasta ese momento, el enfo-
que de Liu y Wang era la prueba cualitativa mds rdpida y usada [12],[27],[28].
Posteriormente, Zheng y Qian, influenciados por la alta eficiencia y la no li-
mitacién de puntos de contacto del enfoque de Liu, utilizaron resultados de teo-
ria de poliedros para mejorar el método. Tomando en consideracién la dimen-
sién de la envoltura convexa de las fuerzas generalizadas primitivas evitan resul-
tados erréneos, algo que no se habia considerado hasta ese momento. Obviar la
dimension de la envoltura convexa, resulta en un problema de ray-shooting no
acotado y/o que el origen sea confundido por un punto interior de la envoltura
convexa. Mds atin, aumentaron la eficiencia del método al eliminar algunos pa-
sos del algoritmo propuesto por Liu y propusieron un indice de estabilidad para
la optimizacion de fuerzas generalizadas a partir de la formulacién ray-shooting.



Capitulo 4

Modelacion de la sujecion
robdtica con programacion lineal

En este capitulo se presenta un desarrollo formal y matemadtico del proble-
ma de sujecién con una mano robdética visto en el capitulo 3. Se introducen los
preliminares de andlisis de sujecion asi como la formulacién de las fuerzas gene-
ralizadas relacionadas con las fuerzas de contacto de una sujecién force-closure.
Ademads, se explican los modelos propuestos por Liu y Wang en [29] y por Zheng
y Qian en [60], se observan sus diferencias, asi como la descripcién y validacién
de sus algoritmos. El contenido de este capitulo se basa en el libro de Pratichizzo
y Trinkle, Grasping Handbook of Robotics [47], y en el libro de Le6n, Morales, y
Sancho, From Robot to Human Grasping Simulation [26].

4.1. Modelacion matematica

Se pueden construir modelos matematicos para describir el comportamien-
to de una mano robética aplicando un conjunto de fuerzas para sujetar un ob-
jeto. Naturalmente, el comportamiento deseado es la inmovilizacién del objeto,
lo que implica que se desea evitar el deslizamiento de los puntos de contacto
o la separacion de los dedos de la superficie. Las sujeciones que cumplen estos
requisitos se llaman sujeciones de tipo closure. A continuacién se presentan los
sistemas de referencia, definiciones y notacién pertinentes para modelar el caso
particular de sujeciones force-closure.

4.1.1. Fuerzas de contacto

A lo largo de la siguiente seccion y el resto de la tesis, se consideraran afir-
mativas las siguientes hip6tesis:

= Tanto los dedos de la mano robética como el objeto sujetado son rigidos.

= Los contactos entre ambas superficies son puntuales.

60
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= El espacio de trabajo de la sujecion es R! con I = 2,3, mientras que el es-
pacio de trabajo de las fuerzas generalizadas es R€ con g = 3,6 respectiva-
mente.

= Cada dedo toca al objeto en un punto regular, es decir, un punto cuya ve-
cindad en el objeto sea una curva o una superficie suave.

= El niimero de dedos sujetando al objeto es mayor o igual a dos en el caso
de sujeciones en R? y mayor igual que tres en el caso de R3; ésto es un
prerrequisito para tener force-closure [5].

En un modelo de sujecién robdética se definen tres tipos de sistemas de referen-
cia. El primero es el sistema inercial (R"), que es el espacio donde vive el objeto
y en el que las leyes del movimiento cumplen las leyes de Newton. El segun-
do es el sistema de referencia del objeto ({0O}), el cual determina la posicién y la
orientacion del objeto con respecto al sistema inercial. Finalmente, se tienen los
sistemas de referencia locales ({C;}), los cuales estdn definidos en cada punto de
contacto.

Figura 4.1: Sistemas de referencia utilizados en la modelacién matemaética de una suje-
cién force-closure.

Considérese una mano robética con n dedos sujetando un objeto rigido en
el sistema de referencia inercial R! (figura 4.1). Sea p un vector en el sistema
inercial contenido en el objeto (el centro de masa del objeto es usualmente uti-
lilzado como el vector p). El sistema de referencia del objeto {O} esté fijo en éste
y tiene como origen el vector p. La posicién del i-ésimo punto de contacto en
referencia al sistema inercial estd determinada por el vector ¢; y r; = ¢; —p de-
fine la posicién del i-ésimo punto de contacto respecto a p. Puesto que cada
punto de contacto es regular hay un plano tangente de contacto P; bien definido
con origen en c;. Asi, se define el i-ésimo sistema de referencia local {C;} con
ejes {h;,0;,1;} definidos en {0}, donde fi; es el vector unitario normal al plano
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tangente de contacto y t;,6; son dos vectores ortogonales unitarios cualesquie-
ra que viven en el plano de contacto P;. Nétese que si la sujecién vive en R?
entonces los sistemas de referencia local pierden su componente t; y lo mismo
sucederd con las fuerzas de contacto.

Una fuerza de contacto o sujecién f es una fuerza producida por un dedo y
aplicada a la superficie del objeto, con el propésito de balancear o neutralizar
alguna fuerza o momento externo (ver figura 4.1). En cada punto de contacto se
define una fuerza de contacto f;, donde f; es expresado en el sistema coordena-
dolocal {C;} como

fin
fi=| fio (4.1)
fir

El contacto de la mano con el objeto crea ademds un momento o torque, el
cual describe la tendencia de una fuerza a hacer girar o rotar un objeto respecto
a algin eje. Este torque se define como r; x f;. La i-ésima fuerza generalizada
w; € R8 se define como la combinacién de la fuerza de contacto y el momento
aplicado por el i-ésimo dedo a p. Esta es una representacién del doble efecto
que ejerce f; sobre el objeto por cada uno de los dedos y se puede interpretar
como la combinacién de una fuerza lineal y un momento rotacional a lo largo
de un eje. La i-ésima fuerza generalizada se describe como

w; = G;f; (4.2)

donde la matriz G; se llama matriz de sujecion en el i-ésimo contactoy se define
como
G;= ﬁiA 0i R L .-
rixn; r;xo0; I;xt;
Cabe mencionar que el producto cruz de dos vectores X, y en el plano esta
definido como el determinante de la matriz (xy), es decir, x; y2 — x2y.

Alamatriz G € R8*3" se le llama matriz de sujecién total, y se compone como
G =1[G,Gy, ..., Gyl.

Una fuerza generalizada como su nombre lo indica, es la generalizacién de
una fuerza, libre de sistema coordenado, lo que implica que ésta es invarian-
te del sistema de referencia en el que se trabaje. Esto le da flexibilidad, reduce
errores y emula los fenémenos naturales, ya que en la naturaleza no hay siste-
mas coordenados fijos, y las leyes son dictadas simplemente en un sistema fisico
[58]. Por lo tanto, su implementacién en el estudio de sujeciones robéticas re-
sulta de gran practicidad.
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4.1.2. Modelo de contacto

Como se mencioné en el capitulo 3, un modelo de contacto relaciona las
fuerzas de contacto con las fuerzas generalizadas correspondientes. De los mo-
delos de contacto mencionados, son de particular interés los modelos de con-
tacto puntual con friccién. El modelo que se usard es el modelo de friccion de
Coulomb, el cual se basa en la idea de que la friccién se opone al movimiento y
su magnitud es independiente de la velocidad y el 4rea de contacto [26].

Figura 4.2: [lustracién del modelo de friccién de Coulomb.

Dado un punto de contacto c; y el plano de contacto P; tangente en este
punto, la fuerza de contacto f; se descompone en una fuerza tangencial f; 7 =
(fi.0, fi,1) sobre P;, la cual indica la direccién en que el dedo se puede mover
y la componente normal f; ,, de f; sobre el eje fi; (ver figura 4.2). La fuerza f;
también crea por reaccion una fuerza de friccion f; ¢ en el plano P; que se opone
a la fuerza tangencial y cuya magnitud de acuerdo a la ley de Coulomb es puf; ,,
donde p es el coeficiente de friccion. Este coeficiente depende de los materiales
del objeto y los dedos, y se determina empiricamente.

Mientras la fuerza tangente sea menor o igual a la fuerza de friccién, no hay
desplazamiento de las superficies en contacto. Asi, la condicién para que no ha-
ya desplazamiento de los dedos es

£ 71 < pif pnl. (4.3)

Claramente, esta propiedad es indispensable para una sujecién estable. Cuan-
do If; 7| = plf,l, se dice que la fuerza de friccion es limitante, lo que significa que
el contacto no presenta perturbacién alguna, sin embargo, un deslizamiento o
movimiento estd a punto de ocurrir.

Al dngulo A que se forma entre el vector f; y el vector normal se le llama dn-
gulo de friccién. Entonces las componentes de f; en el vector normal y el vector
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tangencial tienen como magnitud
Ifi,nl = IfilcosA, Ifir|=IfilsinA, (4.4)
respectivamente. Sustituyendo 4.4 en la expresion 4.3 se tiene que
If;IsinA < plf;lcos A

y por lo tanto A < tan™! u. Nétese que cuando la fuerza de friccion es limitante,
A =tan"!(u). Esto implica que para evitar deslizamiento entre las superficies en
contacto, f; debe estar restringida a un cono con vértice en c; y eje sobre f;,
donde el semidngulo del cono es A cuando la friccién es limitante.

Figura 4.3: Cono de friccién que delimita las fuerzas que se pueden aplicar a un objeto
para evitar que los dedos se deslicen.

A este cono se le llama cono de friccion'y se puede ver una representacion de
él en la figura 4.3. Matemadticamente, el i-ésimo cono de friccién K; correspon-
diente a f; se puede expresar formalmente como

Ki = {(fiyn;fi,t»fi,o) 4/ iz,t + i2,0 < [inyn, fln > 0}’

imponiendo a la modelacién una restriccién no lineal. En el caso de sujeciones
en el plano, el cono de friccién pierde su término cuadrético, transformandose
en un cono sobre el plano generado por dos vectores unitarios. Asi, el i-ésimo
cono de friccién para sujeciones en R? es descrito por

1
Ki=<fin fi,o): (fin, fij)) = ——=(c1(@, D) + c2(=p, 1)) ¢.
{f fio): (fin, fi NS 1(p 2 (—p }
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4.1.3. Discretizacion del cono de friccion

La formulacién del problema de PL de la sujecién robética se basa en la li-
nealizaciéon del cono de friccién. Este es aproximado por un cono poliédrico
regular de m lados, es decir, como el espacio generado por combinaciones no
negativas de m generadores (figura 4.4).

Figura 4.4: Cono de friccién discretizado.

Estos generadores son las aristas del cono poliédrico y se expresan en el sis-
tema local como

1
2jm
S; = ,ucos(jﬁ R

,usin(%)

i€l[n], jelm]. (4.5)

Por lo tanto, la i-ésima fuerza de contacto f; puede ser expresada como
m
fl'= Zaijsj, aijzo, (4.6)
j=1

donde cada una de sus componentes es especificada por

m m 2jn mn . 2jm
fin=2 aij, fio=H) a’ijCOS(—] ), fir=H) aijSIH(_] ). 4.7)
i a1 m m

j=1

De igual forma, la i-ésima fuerza generalizada w; se puede discretizar de la
forma

m
Ww; = Z ocl-jwij. (4-8)
j=1

donde w;; = G;s; son llamadas fuerzas generalizadas primitivas. Estos vectores
son los que cargan con toda la informacién necesaria para describir el compor-
tamiento general de la sujecion.



66 CAPITULO 4. MODEACION DE LA SUJECION ROBOTICA

Por lo tanto, el conjunto total de fuerzas generalizadas, w;,.;, que pueden
ser transmitidas al objeto por todos los puntos de contacto es una combinacién
lineal de las fuerzas generalizadas primitivas, es decir

n n m
T
WnetZZWiZZZaijWijZWa , aijj=0, 4.9
i=1 i=1j=1

y el vector de coeficientes « es de la forma
a = [all:---y alm;“Zl)---»anm]- (4.10)

Finalmente se define como #  la envoltura convexa de las fuerzas generali-
zadas primitivas.

4.2. Prueba cualitativa para sujecion force-closure

En esta seccién se introduce la formulacién de Liu y Wang para el problema
de determinar si una sujecién tiene la propiedad de force-closure [29]. Poste-
riormente se sefialan los fallos y errores que tiene esta teoria y se presentan las
mejoras realizadas por Zheng y Qian en [60]. Ellos logran aislar estos errores y
desarrollan una clasificacién para la envoltura convexa #', mejorando asi la teo-
ria de Liu y Wang.

4.2.1. Antecedentes de Liu y Wang

Liu y Wang, presentaron en 1998 [29] un test cualitativo para determinar si
una sujecion es force-closure basandose en las propiedades de convexidad de
¥ . La formulacion presentada transforma el problema original en un problema
de ray-shooting y éste a su vez, lo transforma en un problema de programacion
lineal. Su trabajo se basa en dos propiedades importantes:

» Una sujecion es de tipo force-closure si el origen del espacio de fuerzas ge-
neralizadas RE pertenece al interior de la envoltura convexa de los fuerzas
generalizadas primitivas, es decir, 0 € int(#) [33].

= Laenvoltura convexa de los fuerzas generalizadas primitivas es el polar de
politopo dado por un sistema de desigualdades lineales [37].

La prueba propuesta por Liu y Wang se basa en el siguiente argumento: sea
W la envoltura convexa de los fuerzas generalizadas primitivas y q € int(#'). El
rayo Rq que parte de qy pasa por el origen 0 de RS intersecta una faceta de # en
un punto q'. Una sujecién de tipo force-closure es equivalente a que la distancia
entre qy q’ sea mayor que la distancia q a 0 (ver figuras 4.5ay 4.5b).

Por lo tanto, el algoritmo inicia encontrando un punto interior q de #'. Des-
pués detecta el punto de interseccién q’ entre el rayo Rq y una determinada fa-
ceta de # . Finalmente, compara las distancias d(q,q’) y d(0,q). Claramente el
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(a) Envoltura convexa #  perteneciente (b) Envoltura convexa # perteneciente
a sujecion tipo force-closure. a sujecion sin propiedad de force-closure.

Figura 4.5: Figuras representativas de una sujecion force-closure y una no force-closure.

punto
1 m n
- w;i,

llamado el centroide de #, es un punto interior de # y es el punto de eleccién.

Ahora, el problema de encontrar la faceta intersectada por el rayo Rq estd in-
timamente relacionado con un problema ray-shooting. Este problema consiste
en: dado un conjunto de puntos M < R”" tal que 0 € conv(M), y un rayo R que
parta de 0, encontrar la faceta de conv(M) intersectada por R. Se puede trans-
formar el problema de encontrar la faceta intersectada por Rq a un problema de
ray-shooting de manera sencilla trasladando #  por -q y transformando el rayo
Rq al rayo Rg que inicia en el origen y pasa por —q.

Si #7 es la traslacion de # por -q, entonces su polar se define como

ﬂﬁ:qxeR”wwﬁ—qmsl,vWﬁewm 4.11)

el cual ya se sabe que es un politopo que define una correspondencia entre fa-
cetas y vértices de #7 y su polar. Luego el problema ray-shooting es equivalente
a solucionar el problema de PL de maximizar el valor de ROT xparaxe #;, obien

maxR{ x
W —@x<1,i€[nl, jelml

En la figura 4.6 se presenta una ilustracion del conjunto #7, su polar #7; y
el rayo Ry; la solucién del problema de PL, x* da como resultado el punto de
interseccion q'. Entonces, si x* es la solucion 6ptima de este problema de pro-
gramacion lineal, el polar de x* es la faceta F* intersectada por el rayo Ry. El
calculo del punto de interseccion q’ y de las distancias d(0,—q) y d(0,q’) es in-
mediato. Si d(0,q’) > d(0,—q) entonces la sujecion es de tipo force-closure; en
caso contrario la sujecién no es force-closure.
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Figura 4.6: Envoltura convexa #7, su polar #7 y el rayo Ry.

4.2.2. Propuestade Zhengy Qian

A pesar del extensivo uso que se le ha dado a # a lo largo de la literatura,
su dimensi6én no se habia considerado como un problema. Con esto en mente,
Zheng y Qian propusieron la siguiente clasificacion de # dependiendo de su
dimensién y posicién relativa al origen 0 del espacio de las fuerzas generalizadas
RE:

a) dimW)<gyo0¢aff(W) (figura4.7a).
b) dimW)<gy0eaff(#) (figura4.7b).
c) dim(W)=gy0¢ri(¥) (figura4.7c).
d) dimW)=gyO0eri(#) (figura 4.7d).

Zheng et.al. encontraron inconsistencias en la formulacion de ray-shooting
de Liu y Wang generadas por la falta de consideracion de la dimensién de #'. Si
la dimensién de # no es completa, la formulacién no presenta solucién alguna
para sujeciones en el caso a), y para problemas con las caracteristicas del caso b)
en donde 0 € ri(#'), la formulacién considera al origen 0 como un punto interior
dew .

Por consiguiente, Zheng y Qian se dieron a la tarea de reestructurar la pro-
puesta de Liu y Wang tomando en cuenta la dimensién de #'. Su trabajo se basa
en la caracterizacién de una sujecién force-closure dada por Mishra en [33]: una
sujecion es force-closure siy sélo si 0 € int(#'). Una consecuencia inmediata del
teorema A.0.1 es la siguiente: como #  es convexo, el origen 0 pertenece al inte-
rior de # siemprey cuando dim(#)=gy0eriW).
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(@) dimW)<gyO0¢affW). (b) dim(W)<gyO0€aff#).

(© dimW)=gy0¢riW). (d) dim(#)=gyO0eri¥).

Figura 4.7: llustracion de los distintos tipos de #'.

Sea w, el centroide de # definido como

1
mn

El teorema 1.3.1 indica que toda combinacién convexa estrictamente positi-
va de elementos de un convexo es un punto interior relativo de éste, por lo tanto
w¢ € ri(#'). Definiendo 9 como la traslacién de # por el centroide w, es decir,

=W -wg, (4.12)

se observa que 9 es también un politopo en R# tal que 0 € ri(9") y por el coro-
lario 1.2.3 resulta que aff (") es un subespacio vectorial de RE. Por otra parte, la
matriz de vértices de I es

T = [Wi1 = We, .o, Wij = We, ooy Wiy — W] € RET,
Se utilizaran también 9 * (el conjunto polarde 97) y pg~ (la funcién de soporte)

pg=(z) = rggi}ngx. (4.13)
X
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Por las definiciones de 9 y # se puede describir * como
T*=1{zeR8:z" (w;j—w) <1,ie[n],jeml}. (4.14)
Proposicion 4.2.1. Las siguientes proposiciones son verdaderas:
1. dim(W)=gsiysolosidim(9)=g.
2. dim(9) = g siysolosiel rango(T) = g.
3. 0eri(W) siysolosi—w; €ri(J).
4. —w:eri(9) siysolosi pg+(—w;) < 1.

Demostracion. El primer enunciado resulta de la congruencia de # y . El se-
gundo inciso se obtiene por ser aff(9") un subespacio vectorial, el cual es gene-
rado por Ty asi resulta que dim(J") = rango(T). El tercer inciso es consecuencia
directa de la definicién de 9 en (4.12). Finalmente, el teorema 1.3.10 indica que
pg+(—w,) es finita si y solo si —w, € aff(9), y el teorema 1.3.15 asevera que si
—w, € aff (97) entonces el dltimo inciso se satisface. O

De la proposicién anterior se deben hacer dos observaciones importantes.
La primera es el hecho de que pr+(—w,) < 1 implica que —w, € ri(9") siempre y
cuando se verifique primero que —w, € aff(9"). La segunda es que si la dimen-
sién de # sea g implica que rango(G) = g, pero no necesariamente lo inverso.
Esto se debe a que la dimensién de # es igual al rango de T el cual puede ser
menor que el rango de W sila dimension de # no es completa.

La proposicién 4.2.1, demuestra que las propiedades de interés de # son
igualmente determinadas por 9, més aun se tiene una relacién directa entre
la pertenencia de —w, al interior relativo de 9~ y los valores de la funcién de
soporte. La ventaja de trabajar con 9 es el hecho de que su espacio afin sea un
espacio vectorial. Ademads, se puede concluir que el problema de determinar si
—Ww, es una combinacién afin de 9 es equivalente a que un sistema lineal de
ecuaciones sea consistente. La siguiente proposicidon describe esta propiedad.

Proposicion 4.2.2. —w, € aff (J") siy solo si el sistema lineal
Tz = —w, (4.15)

es consistente. Mds aun, la consistencia de este sistema es equivalente a rango(T) =
rango(T), donde T es la matriz aumentada de T.

Demostracion. Como aff(97) es un subespacio vectorial generado por T, un vec-
tory € aff (9") se puede expresar como combinacién lineal de las columnas de
T si el sistema Tx =y tiene solucién. Luego, —w, € aff(9") siy solo si el sistema
Tz = —w, es consistente.

Ahora, el teorema de Rouché-Capelli de dlgebra lineal [53] dice que un sis-
tema de ecuaciones lineales es consistente siy solo si el rango de la matriz aso-
ciada al sistema es igual al rango de la matriz aumentada, lo que concluye la
demostraciéon de este teorema. O
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Entonces una sujecién robética es force-closure si y solo si dim(#)=gy
0 € ri(#), lo cual es equivalente a que rango(T) =gy pr-(—w;) < 1 siempre y
cuando Tz = —w, sea consistente. Por otra parte, del teorema 1.3.10 se sabe que
la funcién soporte de T* es finita por lo que

pr+(z) = sup z'x = maxz'x.
xeT* xeT*
Dela ecuacion anterior yla definicién de polaridad, la evaluacién de pr- (—wy)

se traduce en resolver el problema de PL

max-w.x

sujeto a (4.16)
wij—we)'x<1, ieln];jelm],

Por lo tanto una sujecion es force-closuresi rango(T) = g, rango(T) = rango(T’)
y el valor 6ptimo del sistema (4.16) es estrictamente menor que 1. En el diagrama
presentado en la figura 4.8 se expone una sintesis de las equivalencias presenta-
das en esta seccion.

Tz = -w,
es consistente

|

0eriW) «<—> —WeeriW) «<— pg+(-We) <1 — —wceaff(T)

/

force-closure «—— 0¢€ int(W)

T~

dim(W) =g «——> dim(9) = g «—> rango(T) = g —> rango(W) = g
Figura 4.8: Equivalencias para obtener la propiedad de force-closure.

Dadala clasificacién de #” al principio de la seccién 4.2.2, el andlisis anterior
puede arrojar alguno de los siguientes casos:

a) rango(T) < gy rango(T) # mngo(T’ ).
b) rango(T) < gy rango(T) = rango(T’).
¢) rango(T) =gy pg+(—w;) = 1.
d) rango(T) =gy pg-(—w;) <1.

Claramente, si el andlisis de la sujecién resulta en el caso d la sujecion es
force-closure. En el caso de obtener como resultado b), sucede que la sujecion
satisface la propiedad de force-closure parcial, 1a cual determina la propiedad de
force-closure en un espacio de dimensién menor que la del espacio de las fuerzas
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generalizadas [60]. Los casos a) y ¢) concluyen que la sujecién no presenta la
condicién de force-closure.

Ya que el trabajo de Zheng y Qian se basa en la propuesta de Liu y Wang, se
pueden obtener los mismos resultados de los tltimos utilizando las conclusio-
nes de esta seccion. Sea Ry, el rayo que nace en w. y pasa por el origen 0

Rw, ={-pw.+w.: f=0},

donde w, # 0. Si —w, € aff(9") entonces Ry, también pertenece a aff(J) y el
teorema 1.3.10 a su vez garantiza que pg+(—w,) es finito. Asi, como J * es no
vacio, el problema de programacion lineal (4.16) siempre tiene una solucién y
puede ser resuelto en tiempo O(mn) [60]. Por lo que dado un punto interior y el
rayo que emana de él, es posible resolver el problema de ray-shooting sobre I *
y por polaridad encontrar el punto g de interseccion entre el rayoy .

Figura 4.9: Interpretaciéon del método de Zheng y Qian como un problema de ray-
shooting.

Més atn, el teorema 1.3.13 indica que Ry, intersecta la frontera de I en el

punto — %. Entonces la interseccion de Ry, y la frontera de # ocurre en el
puntoq=— ﬁ +w,. En la figura 4.9 se presenta una ilustracién del anélisis
anterior.
Considerando las distancias en el espacio euclidiano RE, d(w,,0) = [lw¢|| y
W, .

dWe,q) =IWe — (= 5—7555 + W)l se tiene que

dwe,0) __well ___ wdl

- W, - 1 —Pg AT We)
d(w(,‘!q) || Do (_Wc) || Do (*Wc) ”wC“

Esto implica que pg-(—w,) expresa la razén entre la distancia entre w, y 0 y la
distancia de w, y el punto de interseccién. Por lo tanto, si pg+ (—w,) < 1 significa
que d(w,0) < d(w,q) yasiOe ri(#') o bien, la sujecién es de tipo force-closure.
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Esta interpretacion geométrica de la funcién de soporte evaluada en el centroide
ayuda a eliminar el célculo de las distancias mencionadas y por lo tanto simpli-
ficar el algoritmo de Liu y Wang.

A partir de las relaciones encontradas en la seccién anterior se puede desa-
rrollar un algoritmo para determinar si una sujecion es force-closure. La valida-
ci6n del mismo estd determinada por las demostraciones vistas en esta seccion.

Inicio Caso d)

Caso ¢)

Calcular w;
conie€[ml,je€(n]

i

]
_J

T

Resolver problema
Calcular w, de PL

S

i
Calcular
T, rango(T) ——— - / Caso b) /
/ / no S1
T, rango(T")
no
Caso a)

Figura 4.10: Diagrama de flujo para el algoritmo cualitativo de Zheng y Qian.

Asi, dado un objeto sujetado con n dedos, los puntos de contacto r; de los
dedos respecto al sistema de referencia local y los vectores normales en cada
uno de estos puntos, se inicia el algoritmo calculando las fuerzas primitivas ge-
neralizadas. Posteriormente, se calcula en centroide y la matriz de vectores de
la traslacion de # por w;, y se determinan los rangos de T, T'. Si rango(T) #
rango(T’) entonces La figura 4.10 contiene un diagrama de flujo con el algorit-
mo cualitativo de Zhengy Qian para force-closure.



Capitulo 5

Resultados e Implementacion

En este capitulo se presentan los resultados obtenidos de implementar el al-
goritmo de Megiddo en la prueba cualitativa de Zheng y Qian para determinar la
propiedad de force-closure en distintas sujeciones robéticas. Ademas, se presen-
ta una evaluacion del algoritmo de Megiddo en tiempo lineal para problemas de
PL surgido de su codificacion.

Como se menciond en la seccién 2.2.3, tanto la teoria como el desarrollo
practico del algoritmo de Megiddo se complica conforme la dimensién del pro-
blema aumenta. Para problemas de sujecién robética en R® el espacio de trabajo
es RS, porlo que la constante de proporcionalidad del algoritmo es del orden de
10'%; mas atin, la dificultad de la construccién del algoritmo para problemas de
tales dimensiones es tan compleja que no se considera un trabajo pertinente
para los propdsitos de este proyecto. Por lo tanto, se decidi6 trabajar con suje-
ciones en el plano. Esto significa que el espacio de trabajo (el espacio de las fuer-
zas generalizadas) es de dimension tres y por lo tanto se puede implementar el
algoritmo descrito a lo largo de estas pédginas.

Puesto que no se ha encontrado una implementacién publica del algoritmo
de Megiddo, se corroboraron los resultados obtenidos usando la paqueteria de
Mathematica para resoluciéon de problemas de PL. Se seleccion6 el método sim-
plex para comparar los tiempos de corrida de la implementacion del algortimo.
Cabe mencionar que durante el proceso de desarrollo del c6digo, se encontra-
ron inconsistencias, ambigiiedades y errores en el articulo de Megiddo, algunos
de los cuales fueron corregidos y otros simplemente se sefalardn a continua-
cién. Con esto en mente, de ninguna manera se considera la implementacion
desarrollada como un c6digo 6ptimo y depurado, se realiz6 la mejor versién po-
sible.

5.1. Resultados

Se consider6é como objeto a sujetar un cuadrado con centro de masa en el
origen y lados de magnitud uno, paralelos a los ejes. Se implementaron 21 con-

74
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Configuracion 1. Configuracion 2. Configuracion 3.
Configuracion 4. Configuracion 5. Configuracion 6.
Configuracién 7. Configuracion 8. Configuracién 9.
Configuracio6n 10. Configuraci6n 11. Configuracion 12.

Figura 5.1: [lustracién de las distintas configuraciones de sujecién probadas.

figuraciones bdsicas de sujeciones entre 2 y 4 dedos. Ademas, se verificaron que
las rotaciones dextrégiras de 90 grados de cada una coincidieran con los resul-
tados de la configuracién inicial; para una configuracién x, la rotacién por 90
grados se denotara por x.1, para la rotacion de 180 grados por x.2 y las rotacio-
nes por 270 grados como x.3. En las figuras 5.1 y 5.2 se presentan las 21 confi-
guraciones bdsicas. Notese que la configuracion 2 sélo tiene dos rotaciones de
interés, la original y la que resulta de girar la figura 90 grados; en la configura-
cién 4 no se considera ninguna rotacion. Lo anterior resulta en un total de 79
configuraciones de sujeciones que fueron evaluadas para determinar si cuen-
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tan con la propiedad de force-closure. Posteriormente, se realizaron pequeiias
modificaciones en algunas configuraciones para comparar el comportamiento
de la prueba cualitativa y la intuicién que dan las imagenes.

(a) Configuracion 13. (c) Configuracio6n 15.

(b) Configuracién 14.

(d) Configuracién 16. (e) Configuracién 17. (f) Configuracio6n 18.

(g) Configuracién 19. (h) Configuraci6n 20. (i) Configuracion 21.

Figura 5.2: Tlustracion de las diferentes configuraciones de sujecion probadas.

Las configuraciones 2, 4 y 11 resultan ser force-closure de manera directa.
Esto se debe a que el rango de T es de dimensién completa y el centroide w, es
el origen de R3; esto implica que no hay necesidad de resolver el problema de PL.
Por otra parte la configuracién 8 no es force-closure ya que el sistema Tx = —w,
no es consistente.

Para el resto de las configuraciones se implement6 el algoritmo de Megiddo
para determinar el valor de la funcién de soporte pg+(—w,) descrita en (4.13).
En la tabla 5.1 se presentan los resultados de la implementaciéon de la prueba
cualitativa de Zheng y Qian; en ésta se indica el valor de la funcién de soporte,
la respuesta a la prueba cualitativa (si la sujecion es force-closure), y los tiempos
de ejecucion tanto del algoritmo de Megiddo como de Simplex para las configu-
raciones que corresponda. La dltima columna indica en qué iteracién y en cudl
de las pruebas (pruebas a las rectas x = x;,, y y = ¥m) el algoritmo de Megiddo
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Force Tiempo Tiempo Instancia de
Configuracién | p(—w.) | Closure | Megiddo Simplex conclusién
1 4 No 0.000628 | 0.000144 | Iteracién 1, directo
3 0.5714 Si 0.00238 | 0.000155 | Iteraci6on 1, prueba 1
5 0.25 Si 0.00151 | 0.000185 | Iteraci6on 1, prueba 1
6 0.6666 Si 0.00713 | 0.000187 | Iteracién 3, directo
7 4 No 0.00738 | 0.000222 | Iteracién 3, directo
9 4 No 0.00151 | 0.000206 | Iteracion 3, prueba 1
10 2.08510 No 0.00793 | 0.000172 Iteracion 3, directo
12 2 No 0.00151 | 0.000166 Iteracion 3, directo
13 4 No 0.0065 0.000226 | Iteracion 3, directo
14 1 No 0.0077 | 0.000218 | Iteracion 3, directo
15 1.70833 No 0.01523 | 0.000166 | Iteracién 5, directo
16 0.6666 Si 0.002301 | 0.000163 | Iteracién 1, prueba 1
17 1 No 0.00257 | 0.000625 | Iteracién 3, directo
18 4 No 0.00679 | 0.00016 Iteracion 3, directo
19 2.654 No 0.007792 | 0.000117 | Iteracion 3, directo
20 4 No 0.0117 0.000167 | Iteracién 4, prueba 1
21 0.6666 Si 0.0020 0.000225 | Iteracién 1, prueba 1

Cuadro 5.1: Resultados de las corridas

obtuvo la solucién 6ptima; el concepto de directo se refiere a que en alguna ite-
racién el namero de restricciones fue suficientemente pequefio y el problema
se resolvié de manera directa. Para el caso del algoritmo de Megiddo en el es-
pacio, se consider6 que aquella iteracién en donde intersectar planos resulte en
solamente una recta, es en la que se procede a resolver el problema de manera
directa.

Puesto que los problemas propuestos son de tamafio d x 3 con d = {4,6, 8}, el
tiempo de ejecucién estd entre los érdenes de magnitud de 10~ y 1072 segundos
para Megiddo, mientras que simplex es mds rdpido corriendo siempre en un
tiempo del orden de 10~ segundos. Naturalmente, el algoritmo fue mds rapido
en tiempo de computo en las configuraciones con menos dedos. En la mayor
parte de los casos, el algoritmo de Megiddo realiz6 un ntimero de iteraciones
necesarias hasta llegar a la cantidad minima de restricciones para poder buscar
la solucidon de manera directa.

De las configuraciones bésicas se presentaron inconsistencias para los pro-
blemas 18.1, 18.3. El algoritmo de Megiddo determina que el origen es no fac-
tible y que ademads, minimiza el valor de la funcién objetivo, lo que determina
que el problema no tiene solucién. En contraste las rotaciones 18.2 y 18.4 pro-
ceden hasta encontrar una cantidad de restricciones suficientemente pequefia
y encuentra asi de manera satisfactoria la solucién 6ptima factible. A pesar de
estar identificado el problema atin no se ha logrado descubrir si el error yace en
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el c6digo o en la formulacién de Megiddo.

Se observa que las configuraciones 3, 5, 6, 16 y 21 presentan la cualidad de
force-closure, lo que implica que éstas son capaces de neutralizar cualquier fuer-
za externa (realista) que se aplique al objeto. Recordando que si el valor de la
funcién de soporte estd en el intervalo (0, 1) la sujecién es force-closure y mien-
tras mads chico sea su valor mejor es la calidad de la configuracién, se concluye
que de la muestra de sujeciones force-closure, la configuracion 5 es la mejor con
un valor de 0.25. Por otra parte, las configuraciones 1, 7, 9, 10, 12, 13, 14, 15,
17, 18, 19 y 20 no conservan la propiedad. De éstas las configuraciones 14 y 17
presentan el valor 1 en la funcidn de soporte, lo que significa que realizando
una pequena modificacion en la configuracion, la propiedad de force-closure se
puede llegar a alcanzar. Estos resultados coinciden con la intuicién visual pro-
porcionada por las imdgenes en las figuras 5.1 y 5.2.

Para poder observar el comportamiento de la funcién de soporte se hicieron
pequenias variaciones en algunas configuraciones para mostrar como estos pe-
quefios cambios modifican la calidad de la sujecién y como esto se ve reflejado
en el valor de la funcién de soporte. La configuracién 14 tiene puntos de con-
tacto ¢; = (—%, 1),c = (1,—%),03 = (—1,—%), si al cambiar el punto de contacto
¢ a (1,—%) la funcién de soporte tiene un valor de 0.81481, lo cual trasforma
la configuracién a una force-closure; de manera semejante, la configuracién 17
tiene como puntos de contacto ¢; = (1, %), c=(1,0),c3=(-1, —%), si se modifi-
ca el segundo punto de contacto al ¢; = (1, —i) entonces el valor 6ptimo de la
funcién objetivo es 0.78571 y nuevamente se ha encontrado una mejoria en la
configuracién de la sujecion.

5.2. Implementaciéon

La implementacion de la prueba cualitativa de Zheng y Qian para determi-
nar si una sujecion es force-closure no tuvo mayores complicaciones. Por otra
parte la implementacion del algoritmo de Megiddo, como se ha mencionado
anteriormente, resulté complicada y requirié un riguroso andlisis del algoritmo
presentado en los articulos [30] y [31]. A partir de esto se encontraron errores o
ambigiiedades que se tuvieron que resolver; de éstos algunos merecen la pena
discutirse y se presentan a continuacion.

Es importante mencionar que el algoritmo se basa mayormente en el célcu-
lo de la mediana de distintos elementos (dngulos, coordenadas de puntos), por
lo que para mantener la linealidad del algoritmo es necesario que este proceso
también lo sea. Para calcular la mediana de un conjunto L de ¢ ntimeros, un en-
foque es ordenar los elementos y finalmente seleccionar el elemento que corres-
ponda a la posicién zt El simple hecho de ordenar un conjunto requiere tiempo
O(nlogn), por lo que Megiddo propone utilizar un algoritmo lineal que simple-
mente aproxime la mediana. Este algoritmo es llamado mediana de medianas y
se describe en el apéndice B. Se debe mencionar que el célculo de la mediana
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para los angulos de las rectas Ly, ..., L en el algoritmo para R3 no est4 bien defi-
nida. Esto se debe a que una recta de la forma ax + b = 0 tiene dngulo —5 o bien
3, lo cual puede modificar la mediana del conjunto de dngulos, resultando en
errores al momento de transformar el sistema coordenado.

Una observacion significativa para el algoritmo es que al resolver el proble-
ma de manera directa la solucién 6ptima puede estar definida por cualquier
subconjunto de restricciones, independientemente del conjunto de indices al
que pertenezcan. Sin embargo, es importante notar que para problemas en el
plano, la solucién 6ptima puede estar definida por alguno de los extremos del
intervalo de soluciones [d, d2]. En este caso, el algoritmo de resolucién directa
calcula todos los puntos de interseccién posibles entre las restricciones restan-
tes y anade d; y d» al conjunto de posibles soluciones; posteriormente analiza
cudles de ellas son soluciones factibles y selecciona la 6ptima (si ésta existe).

Por otra parte, en el algoritmo para problemas de PL en R3, las restricciones
en I3 aportan informacién diferente que las correspondientes a I y I>. Ya que
las restricciones pertenecientes a I3 son de la forma ax+ b+ y + ¢ = 0, éstas son
restricciones paralelas al eje z, y al ser proyectadas sobre el plano xy, se obtiene
una recta, a diferencia de las otras restricciones en las que se obtiene todo el
espacio. Por eso, al momento de intersectar los planos correspondientes a las
restricciones, s6lo se debe tomar en cuenta las que pertenezcan a los conjuntos
I e I, ya que la interseccién de éstos, proyectada en el plano resulta en una
recta. Las restricciones en I3 simplemente deben omitir este paso.

Después, a partir de la proposicién 2.2.4 se construye el tercer problema au-
xiliar para la prueba de una recta en el plano, el cual determina si la existencia
de una solucién factible que mejore la funcién objetivo pertenece al semiplano
inferior. En el articulo [30], Megiddo declara que esto es equivalente a un pro-
blema de minimizacién, sin embargo, esto es un error por lo siguiente. De la
proposicién mencionada, se define una variable auxiliar 7 tal que min {a; A+ b; :
i€ I} zn=maéx{a;A+b; : i€ I;}ylas condiciones min {a;A+b; : i € I} >0,
ymin {a;A + b; : i € I} = 0 sean satisfechas. Al fijarse en el valor minimo que
puede alcanzar 1 se tiene que es max {a;A+b; : i€ 12*}, no obstante, como
se menciona al principio de esa seccién el conjunto I; puede ser vacio, lo que
puede resultar en un problema no acotado y la obtencién de falsos 6ptimos. Al
considerar el valor mdximo que puede tomar 7, min {a; A+ b; : i € I}, la mis-
ma proposicion asegura que si este valor es positivo entonces es el semiplano
inferior el de interés.

Finalmente se debe mencionar que, aunque la construccién tedrica del algo-
ritmo para bajas dimensiones resulta elegante e ingeniosa, la implementacién
puede ser bastante larga e intrincada, por lo que si no se tiene especial cuidado
la complejidad del algoritmo puede aumentar.



Capitulo 6

Conclusiones

El propésito de este trabajo es realizar un estudio detallado del algoritmo
lineal de Megiddo para resolver problemas de programacion lineal en dimen-
siones fijas bajas y probar su eficiencia practica. Para esto se decidi6 elegir un
problema de relevancia actual como lo es el andlisis de sujeciones roboéticas.

El algoritmo de Megiddo para problemas de dimensién baja nacié como una
inquietud por tener un algoritmo lineal en el niimero de restricciones y conclu-
y6 como un algoritmo te6éricamente elegante e intuitivo, utilizando herramien-
tas bésicas de geometria computacional. El ingenioso uso de la mediana para ir
eliminando restricciones, y la manera de ir transformando un problema en va-
rios problemas de dimensién menor, refuerzan la perspicacia con que fue idea-
do este algoritmo. Esto, aunado al seguimiento que se le dio por una corriente
de seguidores, caus6 interés ya que tenia una interesante base teérica y moti-
vaba su implementaciéon préctica. Por su parte, la modelacién de un problema
de calidad de una sujecién rob6tica como un problema de programacién lineal
resulta de un refinado estudio de teoria de poliedros, resultando en un proble-
ma de dimensién fija y una cantidad de restricciones moderada, lo cual lo hace
atractivo para probar el algoritmo de Megiddo.

Al iniciar el estudio del algoritmo se determiné que su construccién teérica
y practica para dimensiones mayores que tres era bastante elaborada y a pesar
de ser lineal sobre el ntimero de restricciones, el algoritmo es mucho més lento
que distintos algoritmos ya existentes y por lo tanto, no era una labor que corres-
pondiera al presente trabajo. Sin embargo, su implementacién para problemas
de dimension dos y tres es bastante intuitiva y relativamente rdpida, asi que se
decidi6 analizar el algoritmo de Megiddo aplicado a la resolucién de pruebas
cualitativas de sujeciones robéticas en el plano para los cuales su espacio de
trabajo es R3.

Al progresar el andlisis del articulo [30] donde se presentaba por primera
vez el algoritmo de Megiddo se encontré que las ideas del algoritmo no estaban
completamente desarrolladas y se requiri6 el estudio de articulos posteriores
sobre el algoritmo tanto de Megiddo como de sus seguidores. Sin embargo, la
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teoria detrds de éste es sumamente elegante y se puede procesar desde distin-
tas perspectivas, por lo cual se entiende la curiosidad que generd. No obstan-
te, se encontré que el contenido teérico muchas veces era faltante, por lo que
ocurrian errores en la comprensién debido a ambigiiedades o vaguedades sobre
ciertas instancias. Mds atin, se detectaron errores en la construcciéon de subpro-
blemas y el manejo de algunos conjuntos de restricciones, errores a los que no
se encontré mencién en ningin articulo posterior, por lo que se pone en duda
la existencia de alguna implementacién practica anterior del algoritmo.

A pesar de que las multiples instancias que constituyen cada uno de los al-
goritmos es sencilla, el resultado es un c6digo con muchisimas subrutinas, por
lo que se debe tener sumo cuidado en mantener el tiempo de corrida lineal en
cada una de ellas, arriesgando aumentar la complejidad del algoritmo. Una ob-
servacion es que en el articulo [31] Megiddo menciona que el algoritmo se puede
llevar a cabo sin la transformacién inicial la formulacién de Megiddo. A pesar de
este comentario, se considera que esta transformacién inicial es indispensable
para el resto del desarrollo del algoritmo ya que todo estd construido a partir de
ésta. No obstante, a lo largo del algoritmo se realizan una cantidad considerable
de transformaciones lineales al problema, lo que puede acarrear errores de re-
dondeo y causar problemas desde el punto de vista de andlisis numérico. Una
posible mejora al algoritmo consistiria en eliminar algunas de estas transforma-
ciones ya que a pesar de no perjudicar la linealidad del algoritmo, puede crear
problemas de caracter numérico.

Por su parte, la caraterizaciéon de una sujecion force-closure como un pro-
blema de programacion lineal es uno de los distintos enfoques que se han desa-
rrollado para resolver este tipo de problemas, y la propuesta de Zheng y Qian
se considera una teoria bastante robusta y concisa. La formulacién y conceptos
desarrollados por ellos, se pueden utilizar no solo para determinar la propiedad
de force-closure, sino para optimizar las fuerzas de contacto que son aplicadas
por una configuracion force-closure al objeto, problema de gran importancia por
el ahorro de energia que representa. En virtud de lo anterior, en este trabajo se
considera muy interesante realizar investigaciones en esta area que incluyen la
buisqueda de algoritmos especificos para este tipo de problemas donde la di-
mension es fija y baja (por ejemplo [35]).



Apéndice A

Topologia de Espacios Afines

El contenido de este apéndice se basa en los capitulos 2 y 3 del libro de to-
pologia de James Munkres [38].

Se define una bola abierta centrada en a con radio r como todos los puntos
cuya distancia a a es menor que r, i.e.,

B(a,r)={x¢€ R? : lx—a|| <r},

donde a € R?, r € R*. Por comodidad se har referencia a la bola abierta B(a, r)
como bola. De forma semejante, se puede definir una bola cerrada con centro
en ayradio r, B(a, r), como todos los puntos cuya distancia a a no es mayor que
1, 0 bien

B(a,r)={x€ R% . |lx—al| <r}.

Asi, se puede definir un conjunto A € R? abierto como aquel conjunto tal
que para todo x € A existe una bola B(a, r) que esté totalmente contenida en A.
Por su parte, un subconjunto A de R? se dice que es cerrado si su complemento
es abierto. Una propiedad muy importante de estos conjuntos es que la inter-
seccion arbitraria de conjuntos es cerrado. Un conjunto es acotado si existe un
valor K € R tal que ||x|| = K para todo x en el conjunto, es decir, si existe una
bola B(xy, K) tal que S c B(xy, K) para algtin x; € R?. Para los propésitos de es-
te trabajo, se define como conjunto compacto a un conjunto que sea cerrado y
acotado. De lo anterior se concluye que una bola abierta es un conjunto abierto
y una bola cerrada es un conjunto compacto.

El interior de un conjunto S, int(S), se define como la unién de todas las
bolas abiertas contenidas en S. Puesto que la unién de abiertos es abierto, el
interior es un conjunto abierto, de hecho, el abierto mdas grande contenido en
S. De manera complementaria, la cerradura de un conjunto S se define como
la interseccién de todos los conjuntos cerrados que contienen a S y se denota
por cl(S). La frontera de un conjunto S, b(S) se puede expresar como b(S) =
cl(S\int(S).

En optimizacién el concepto de interior es muy importante, pero al trabajar
en conjuntos convexos en R con dimensién menor que d, esta nocién puede
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perderse. Por lo tanto, es de interés estudiar esta propiedad en el “espacio mas
pequefio"que contenga al conjunto. Este espacio es la envoltura afin del con-
junto. Asi, dado S<R? yx € S se dice que x es un punto interior relativo si existe
un radio r > 0 tal que

Bx,r)naff(S) < S.

Entonces, el interior relativo de S, ri(S), es el conjunto de todos los puntos
interiores de S. En otras palabras, el interior relativo de S < R es el interior de S
que resulta de considerar S como subconjunto de su envoltura afin, es decir, es
el interior de S en relacién con af f(S). N6tese que el concepto de interior esta
relacionado con la dimensién. Finalmente, se define la frontera relativa r b(S)
como los puntos de la cerradura de S que no estdn en el interior relativo, es decir,
rb(S) = cl($)\ri(S). Es importante observar que cuando af f(S) = R? entonces
ri(S) =int(S), lo cual se demuestra a continuacion.

Teorema A.0.1. Dado S<R", 0c int(S) siysolosidim(S)=ny0¢cri(S).

Demostracion. Si 0 € int(S) entonces existe un radio r > 0 tal que B(0,r) < S.
Puesto que la dimensién de una bola es completa resulta que dim(S) = n. Sin
embargo, S € R” por lo que dim(S) = n. Por definicién dim(S) = dim(af f(S)),
asf que la dimension del espacio afin es n, lo que implicaaf f(S) = R". Se sigue

BO,r)naff(S) SB©O,r<S.

Luego, 0 € ri(S) y dim(S) = n. Inversamente, si dim(S) = dim(af f(S)) =n
entonces af f(S) = R" lo que implica ri(S) = int(S). Asi 0 € ri(S) implica 0 €
int(S). O



Apéndice B

Algoritmo mediana de medianas

El algoritmo mediana de medianas estd basado en el algoritmo quickselect
[1]. El algoritmo quickselect es un algoritmo tipo divide and conquer (divide y
vencerds) el cual encuentra el k-ésimo elemento mds pequefo de una lista; este
algoritmo tiene una complejidad computacional promedio de O(n) pudiendo
empeorar hasta ser cuadratico si el pivote con el que trabaja no estd bien se-
leccionado. Quickselect funciona eligiendo un elemento pivote que divida L en
dos conjuntos tal que uno contenga los elementos menores al pivote y el otro
los elementos mayores; posteriormente compara la posicién del pivote con k
para proceder de manera recursiva en alguna de las sublistas o determinar si
el pivote es el elemento deseado. Lo que hace el algoritmo de mediana de me-
dianas es elegir de manera inteligente este pivote de tal forma que las sublistas
tengan tamafios aproximados, por lo tanto el algoritmo inicia descomponiendo
el conjunto L en subconjuntos de a lo més 5 elementos y calcula la mediana de
cada subconjunto; posteriormente aplica de manera recursiva el algoritmo para
encontrar la mediana del conjunto de medianas y ese elemento lo utiliza como
pivote para quickselect obteniendo un algoritmo de complejidad O(n).
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