
UNIVERSIDAD NACIONAL AUTÓNOMA DE MÉXICO
PROGRAMA DE MAESTRÍA Y DOCTORADO EN CIENCIAS MATEMÁTICAS Y

DE LA ESPECIALIZACIÓN EN ESTADÍSTICA APLICADA.

Análisis crítico del algoritmo de Megiddo
para dimensiones bajas y su aplicación al

problema de sujeción robótica

TESIS
QUE PARA OPTAR POR EL GRADO DE:

MAESTRA EN CIENCIAS

PRESENTA:
ANDREA BUSTILLOS GOROSAVE

DIRECTOR DE LA TESIS:
DR. GILBERTO CALVILLO VIVES

INSTITUTO DE MATEMÁTICAS, UNIDAD CUERNAVACA

MÉXICO, D. F., Mayo 2016



 

UNAM – Dirección General de Bibliotecas 

Tesis Digitales 

Restricciones de uso 
  

DERECHOS RESERVADOS © 

PROHIBIDA SU REPRODUCCIÓN TOTAL O PARCIAL 
  

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal 
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México). 

El uso de imágenes, fragmentos de videos, y demás material que sea 
objeto de protección de los derechos de autor, será exclusivamente para 
fines educativos e informativos y deberá citar la fuente donde la obtuvo 
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro, 
reproducción, edición o modificación, será perseguido y sancionado por el 
respectivo titular de los Derechos de Autor. 

 

  

 



Índice general

Introducción 4

Notación 6

1. Teoría de poliedros 7
1.1. Conjuntos convexos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
1.2. Conjuntos afines . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
1.3. Polaridad y función de soporte . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

2. Programación lineal en dimensiones bajas 20
2.1. Conceptos básicos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
2.2. Algoritmo de Megiddo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

2.2.1. Algoritmo de Megiddo en R2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
2.2.2. Algoritmo de Megiddo en R3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
2.2.3. Complejidad computacional y generalización de algoritmos

de Megiddo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

3. El problema de sujeción robótica 53
3.1. Preliminares . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55
3.2. Los problemas de sujeción force-closure . . . . . . . . . . . . . . . . . 58

4. Modeación de la sujeción robótica 60
4.1. Modelación matemática . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60

4.1.1. Fuerzas de contacto . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60
4.1.2. Modelo de contacto . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63
4.1.3. Discretización del cono de fricción . . . . . . . . . . . . . . . 65

4.2. Prueba cualitativa para sujeción force-closure . . . . . . . . . . . . . 66
4.2.1. Antecedentes de Liu y Wang . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66
4.2.2. Propuesta de Zheng y Qian . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68

5. Resultados e Implementación 74
5.1. Resultados . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74
5.2. Implementación . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78

6. Conclusiones 80

2



3

A. Topología de Espacios Afines 82

B. Algoritmo mediana de medianas 84



Intoducción

Este trabajo surge del estudio teórico del algoritmo en tiempo lineal para
resolver problemas de programación lineal de dimensiones fijas de Megiddo y
la curiosidad de explorar su eficiencia práctica. Debido a lo anterior se consideró
para su aplicación el problema de sujeción robótica, el cual se puede modelar
como un problema de programación lineal de dimensión fija y relativamente
baja.

Lo atractivo del enfoque de Megiddo, es que en cada subrutina realiza una
cantidad lineal de trabajo y va reduciendo por una fracción constante el nú-
mero de restricciones en cada iteración; para problemas de dimensión menor
o igual a tres lo anterior resulta en un algoritmo de complejidad lineal sobre
el número de restricciones [30]. Este enfoque para resolver problemas de pro-
gramación lineal fue estudiado de manera paralela por Dyer en [14]. En [31]
Megiddo expuso la generalización de este algoritmo para dimensiones mayo-
res fijas; posteriormente, Dyer en [15] y Clarkson en [9] presentaron mejoras en
la eficiencia computacional del algoritmo. Sin embargo, se decidió implemen-
tar el algoritmo original de Megiddo debido a su relativa sencillez con respecto
a las versiones mejoradas. Cabe destacar a pesar de la búsqueda realizada no
se encontraron implementaciones del algoritmo disponibles públicamente, por
lo cual es imposible comparar los resultados obtenidos en este trabajo con otra
implementación del mismo algoritmo.

Se realizó un estudio minucioso del artículo [30] donde Megiddo dio a co-
nocer su algoritmo en tiempo lineal para problemas de programación lineal de
dimensiones dos y tres. Para verificar la eficiencia del método, como parte de
esta tesis se realizaron implementaciones del algoritmo en Python tanto para
problemas de programación lineal en el plano como en el espacio. Cabe men-
cionar que éste fue el proceso más laborioso en este proyecto y el que requirió de
más tiempo y atención debido a la vaguedad y falta de detalles en ciertos puntos
en el artículo del Megiddo. Es importante la programación correcta de este al-
goritmo ya que una interpretación errónea podría aumentar la complejidad del
algoritmo.

Por otra parte, el estudio y análisis de sujeciones robóticas es un área que
se ha desarrollado en las últimas tres décadas, ya que la sustitución de la mano
de obra por manos robóticas ha ido dominando los procesos de producción en
masa, y encontrando aplicaciones en distintos campos como en la medicina, la
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industria o en el sector militar. En general, la meta del estudio de sujeción robó-
tica es lograr la inmobilización de un objeto a través de un conjunto adecuado
de contactos (dedos), independientemente de si el objeto interactúa con fuerzas
externas o no. Son muchos los factores que se involucran en la sujeción de un
objeto, y cada uno de ellos da pie a problemas físicos concretos. El problema de
interés de este trabajo es el de determinar si una sujeción presenta la propiedad
de force-closure, que a grosso modo indica la “estabilidad ” de la sujeción frente
a perturbaciones sobre el objeto; esto quiere decir que si un objeto es sujeto por
una mano robótica, ésta es capaz de aplicar fuerzas a través de los dedos para
balancear cualquier perturbación razonable ejercida sobre el objeto en forma
de fuerza o torque externos.

Desde el punto de vista matemático, el problema de la sujeción robótica es
interesante porque su formulación como problema de programación lineal no
es trivial; requiere un tratamiento cuidadoso de la teoría de poliedros así como
nociones básicas de física. Para resolver el problema de identificar si una suje-
ción tiene la propiedad de force-closure se recurrió al método desarrollado por
Zheng y Qian, quienes en [60] introdujeron un algoritmo de carácter cualitativo,
el cual hace uso de la programación lineal. Para estudiar este planteamiento se
revisa el trabajo realizado por Liu y Wang en [29], quienes inspiran el trabajo de
los primeros. El trabajo de Zheng y Qian se presenta como una version mejorada
y revisada de la propuesta de Liu y Wang, por lo tanto es importante saber como
nace este enfoque.

La estructura de la tesis es la siguiente: en el capítulo 1 se describe la teoría
de poliedros y polaridad de conjuntos necesaria tanto para la construcción del
algoritmo de Megiddo como el desarrollo de la propuesta de Zheng y Qian. A
continuación, se dedica el capítulo 2 al estudio de programación lineal en di-
mensiones bajas: primero se exponen los conceptos básicos de programación
lineal; posteriormente, se realiza un profundo análisis de cada una de las par-
tes que componen el algoritmo de Megiddo para problemas de dimensión dos y
tres.

En el capítulo 3 se da una introducción al problema de la sujeción robótica.
Se inicia con un marco histórico y se presentan los conceptos de robótica nece-
sarios para la descripción de un modelo de sujeción; posteriormente, se dan a
conocer los principales problemas relacionados con sujeción robótica y como
se ha atacado cada uno de ellos, concluyendo así el marco de trabajo.

En el capítulo 4 se hace una explicación formal de la modelación del proble-
ma de interés: la propiedad de force-closure de una sujeción robótica, así como
su interpretación como problema de programación lineal. Finalmente, los ca-
pítulos 5 y 6 presentan los resultados y conclusiones de la implementacion del
algoritmo de Megiddo para determinar la propiedad de force-closure de distintas
sujeciones de objetos varios en el plano.



Notación

La notación presentada a continuación se seguirá a lo largo de este trabajo,
a menos se especifique lo contrario.

Todas las letras mayúsculas negritas representan matrices.

Todas las letras minúsculas negritas representan vectores.

Todos los vectores serán vectores columna.

Las letras griegas simbolizan escalares.

A - Coeficientes de la matriz de un problema de programación lineal .
Ai - i-ésimo renglón de la matriz A.

aff(S) - Envoltura afín del conjunto S.
b(S) - Frontera del conjunto S.

B(x, r) - Bola centrada en el punto x y con radio r.
c - coeficientes de la función objetivo.

cl(S) - Cerradura del conjunto S.
conv(S) - Envoltura convexa del conjunto S.
dim(S) - Dimensión del conjunto S.

H− - Semiplano inferior.
H+ - Semiplano superior.

int(S) - Interior del conjunto S.
[m] - Conjunto con todos los números naturales hasta el m.
bmc - La parte entera de m.
Rn - Espacio real de dimensión n.
R+ - Espacio real positivo.

ri(S) - Interior relativo del conjunto S.
rb(S) - Frontera relativa del conjunto S.

Ŝ - Conjunto polar de S restringido al afín de éste.
S∗ - Conjunto polar del conjunto S.
xT - Transpuesta del vector x.
xi - i-ésima coordenada del vector x.
||x|| - Norma euclidiana del vector x.
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Capítulo 1

Teoría de poliedros

En este capítulo se presentan las definiciones y resultados de poliedros y
análisis convexo necesarios para estudiar el problema de sujeción robótica y el
algoritmo de Megiddo. Son de particular interés un conjunto de resultados de
análisis convexo relacionados con el interior relativo y la función de soporte de
un conjunto, ya que éstos son cruciales para la validación del algoritmo pro-
puesto por Zheng y Qian, y se utilizarán en el capítulo 4. Para repasar conceptos
necesarios de topología refiérase al apéndice A. El contenido de esta sección es-
tá basado en los textos de Rockafellar [49] y Dahl [10].

1.1. Conjuntos convexos

Supóngase que S es un subconjunto de Rn . Se dice que S es un conjunto
convexo si dados x1,x2 ∈ S

(1−λ)x1 +λx2 ∈ S, (1.1)

para todo 0 ≤λ≤ 1. Geométricamente, un conjunto es convexo si para todo par
de puntos en él, el segmento de recta que los une está contenido en S. Estos con-
juntos tienen características interesantes, ya que la propiedad de convexidad se
preserva bajo distintas operaciones como suma de conjuntos, intersección ar-
bitraria de conjuntos y transformaciones afines [10].

Dado un conjunto de vectores x1,x2, ...,xt ∈Rn , a un vector de la forma

x =
t∑

j=1
λ j x j , (1.2)

t∑
j=1

λ j = 1, (1.3)

λ1,λ2, ...,λt ∈R tal que λ j ≥ 0 (1.4)

7



8 CAPÍTULO 1. TEORÍA DE POLIEDROS

(a) Conjunto S (b) conv(S)

Figura 1.1: Envoltura convexa de un conjunto de puntos.

se le llama combinación convexa de x1,x2, ...,xt . En general, si S ⊂ Rn se dice
que x es una combinación convexa de elementos de S si se puede expresar como
una combinación convexa de un número finito de elementos de S. Al conjunto
conv(S) de todas las combinaciones convexas de elementos de S se le llama la
envoltura convexa de S. En la figura 1.1 se muestra un conjunto S y su envoltura
convexa. Nótese que conv(S) es un conjunto convexo, independientemente de
si S lo es. Para un conjunto S cualquiera, conv(S) se puede expresar como la
intersección de todos los conjuntos convexos que contienen a S.

Dado un conjunto de vectores x1,x2, ...,xt ∈ Rn y una expresión de la for-
ma (1.2) donde los coeficientes λ j cumplen la condición (1.4), entonces se dice
que x es una combinación no negativa de los vectores x j para j ∈ [t ]. Si para di-
cha expresión los coeficientes son de la forma λ j > 0 para todo índice, entonces
se dice que x es un combinación positiva de x1,x2, ...,xt .

1.2. Conjuntos afines

Definición 1.2.1. Se le da el nombre de conjunto o espacio afín a aquellos con-
juntos S ⊆ Rn tal que para toda pareja de elementos x1,x2 ∈ S se satisface la con-
dición (1.1) con λ ∈R.

Esto implica que toda la recta que pasa por estos dos puntos pertenezca a S.
Obsérvese que en particular todo conjunto afín es convexo. Dado un conjunto
de elementos {x1, ...,xt } ∈Rn , a los vectores de la forma

x =
t∑

j=1
λ j x j , donde

t∑
j=1

λ j = 1, λ j ∈R ∀ j ∈ [t ]

se llaman combinaciones afines de x1, ...,xt . Así se define la envoltura afín, aff (S),
de un conjunto S como el conjunto de todas las combinaciones afines de sus ele-
mentos (véase la figura 1.2). De manera análoga al concepto de envoltura con-
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Figura 1.2: Envoltura afín de un conjunto de puntos y el subespacio vectorial paralelo a
ésta.

vexa, se puede definir aff (S) como la intersección de todos los conjuntos afines
que contienen a S. Si se tienen x1, ...,xt enRn distintos, se dice que estos vectores
son afinmente independientes si

t∑
j=1

λ j x j = 0 y
t∑

j=1
λ j = 0 (1.5)

implican que λi = 0 para todo índice. Si x1, ...,xt en Rn es un conjunto afinmente
independiente maximal entonces es una base afín. Se observa que esta concep-
to de independencia afín resulta muy similar a la definición de independencia
lineal. A continuación, se presenta un resultado que deja claro cómo se relacio-
nan estos dos conceptos.

Proposición 1.2.2. Los vectores x1, ...,xt ∈ Rn son afinmente independientes si y
solo si los vectores x2 −x1, ...,xt −x1 son linealmente independientes.

Demostración. Un conjunto de vectores {x1, ...,xt } ⊆ Rn es afinmente indepen-
diente si el cumplimiento de la condición (1.5) implica que λ j = 0 para todo
j ∈ [t ]. Considerando entonces que

∑t
j=1λ j x1 = 0 se tiene

t∑
j=1

λ j x j =
t∑

j=1
λ j x j −

t∑
j=1

λ j x1 =
t∑

j=2
λ j (x j −x1) = 0,

siempre y cuando λ j = 0, ∀ j ∈ [t ]. Esto implica que {x2 −x1, ...xt −x1} es un con-
junto linealmente independiente en Rn . La suficiencia resulta naturalmente de
forma inversa.

Un corolario del resultado anterior expresa la relación que existe entre con-
juntos afines y subespacios vectoriales de Rn , y se describe a continuación.
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Corolario 1.2.3. Los subespacios lineales de Rn son conjuntos afines que contie-
nen al origen.

Demostración. Este resultado se obtiene al considerar x1 = 0 en la proposición
anterior.

También existe una relación entre conjuntos afines y ecuaciones lineales:

Definición 1.2.4. El conjunto H de soluciones de una ecuación de la forma axT =
b con a ∈Rn ,b ∈R y a 6= 0 es llamado hiperplano.

Es fácil ver por la linealidad de la ecuación que H es un conjunto afín. Otros
conjuntos de importancia para este trabajo son los semiespacios cerrados:

Definición 1.2.5. Un semiespacio cerrado o medio espacio cerrado H−(H+) es
el conjunto de soluciones de una desigualdad de la forma cT x ≤ b (cT x ≥ b), con
c 6= 0.

Si la desigualdad es estricta el semiespacio es llamado abierto. A H+ se le
llama semiespacio superior y a H− semiespacio inferior. En general en este tra-
bajo se trabajará con semiespacios cerrados, por lo que se les hará referencia
simplemente como semiespacios, a menos de que se especifique de otra mane-
ra. Íntimamente relacionado con programación lineal, se tiene el concepto de
poliedro:

Definición 1.2.6. Un poliedro convexo o simplemente poliedro es la intersec-
ción finita de un conjunto de medios-espacios. Un politopo es un poliedro acota-
do [42].

Por otra parte, existe una relación entre dos conjuntos determinada por la
traslación en el espacio de uno de ellos. Dado un conjunto S ⊆ Rn y a ∈ Rn se
define la traslación de S por a, S +a, como

S +a = {x +a : x ∈ S}.

Un par de conjuntos afines S,L son paralelos si S = L +a con a ∈ S. En parti-
cular todo conjunto afín es paralelo a un subespacio vectorial único (figura 1.2)
como lo determina la proposición siguiente.

Proposición 1.2.7. Si S ⊆Rn es un conjunto afín no vacío, entonces S es paralelo
a un único subespacio vectorial L. Más aún, S puede ser expresado como

S = L+x0 = {x+x0 : x ∈ L},

donde L es un subespacio vectorial de Rn y x0 ∈ S.
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Demostración. Sea x0 ∈ S, constrúyase el conjunto

L = {y ∈Rn : y = x−x0, x ∈ S}.

Nótese que L es un espacio afín que además contiene al origen, así por el
corolario 1.2.3 se tiene que L es un espacio vectorial. Ahora, supóngase que S es
paralelo a dos subespacios vectoriales L1,L2. Esto implica que

S = L1 +x0 = L2 +x0,

para algunos x0 ∈Rn . Entonces ambos subespacios son paralelos y por con-
siguiente se pueden expresar de la forma L1 = L2+x0−x0. Por lo tanto el espacio
vectorial es único.

Esta traslación define un isomorfismo entre L y S donde el nuevo origen está
dado por x0. Ahora, gracias a la proposición anterior se puede dar las siguientes
definiciones.

Definición 1.2.8. La dimensión de un conjunto afín es la dimensión de su subes-
pacio paralelo.

Definición 1.2.9. La dimensión de un conjunto S ⊆Rn se define como la dimen-
sión de aff (S).

La dimensión de un conjunto se denota por dim(S). Si para S ⊆ Rn se tiene
que dim(S) = n entonces se dice que S es de dimensión completa. El siguiente
teorema es uno de los principales resultados de análisis convexo y se relaciona
con la dimensión de un conjunto.

Teorema 1.2.10. (Carathéodory) Sea S = {x1, ...,xt } ⊆Rn . Entonces todo elemento
x ∈ conv(S) se puede expresar como una combinación convexa de a lo más n +1
puntos (afinmente independientes) en S.

Demostración. Si x ∈ conv(S) se puede expresar como

x =
t∑

j=1
λ j x j ,

t∑
j=1

λ j = 1, λ j > 0. (1.6)

Claramente si x1, ...xt son afinmente independientes el resultado es inme-
diato, por lo tanto supóngase lo contrario. Esto implica que t > n+1. Definiendo
α1 =−∑t

j=2α j , se tiene que

t∑
j=1

α j x j = 0,
t∑

j=1
α j = 0. (1.7)

De las ecuaciones (1.6) y (1.7) se puede expresar a x como
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Figura 1.3: Ilustración del teorema de Carathéodory: para definir el punto p en el plano,
se necesitan a lo sumo los tres puntos señalados.

x =
t∑

j=1
λ j x j −β0 =

t∑
j=1

(λ j −βα j )x j , (1.8)

para cualquier β ∈ R. En particular, si β = mı́n j∈[t ]{
λ j

α j
: α j > 0} entonces todos

los coeficientes en (1.8) son no negativos y λk −βαk = 0 para alguna k. Esto im-
plica que x se puede expresar como una combinación convexa de t−1 puntos de
S. Si t −1 ≤ n entonces x es la combinación convexa de un conjunto de vectores
linealmente independientes y el resultado se sigue de inmediato. En caso con-
trario, se repite este proceso, hasta poder describir a x como una combinación
convexa de a lo más n +1 elementos.

Uniendo los resultados del teorema anterior y la proposición 1.2.2 se tiene
que para un conjunto finito S se puede expresar dim(conv(S)) como el número
máximo de puntos afinmente independientes en S menos 1. Intuitivamente la
dimensión de un conjunto convexo S expresa los grados de libertad para mover-
se dentro del conjunto sin salirse de él.

1.3. Polaridad y función de soporte

A continuación, se presentan los resultados de polaridad necesarios para las
construcciones y demostraciones en los siguientes capítulos. Para los conceptos
y resultados necesarios de topología se hace referencia al apéndice A.

A lo largo de esta sección, el conjunto S va a denotar un conjunto no vacío
convexo en Rn , int(S) y ri(S) indican el interior y el interior relativo de S respec-
tivamente. En el siguiente teorema se describe la relación entre los elementos
de un conjunto convexo y el interior relativo del mismo.
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Teorema 1.3.1. Sea S = conv({x1, ...,xt }) con xi ∈ Rn para todo i ∈ [t ]. Entonces
toda combinación convexa positiva de {x1, ...,xt } está en ri(S).

Demostración. Supóngase sin pérdida de generalidad {x1, ...,xe } una base afín de
{x1, ...,xt } y T = conv({x1, ...,xe }). Se puede definir la frontera relativa de T rb(T),
como la unión de subconjuntos llamados Ti (ver figura 1.4) donde

Ti = {y ∈ T : y =
e∑

j=1
λ j x j , λi = 0,

e∑
j=1

λ j = 1}.

Así, rb(T) =∪e
i=1Ti . Si x =∑e

j=1λi x j es una combinación convexa positiva de
elementos de la base, entonces x ∈ T ⊆ S. Sin embargo, por ser todos los coefi-
cientesλ j de x positivos, resulta que x ∉ Ti para todo i ∈ [e] y consecuentemente
x ∉ rb(T). Así, x es un punto interior relativo de T y por lo tanto de S.

En la figura 1.4 se muestra un ejemplo de la demostración anterior. En este
caso los puntos x1,x2 y x3 definen una base afín del conjunto S y su envoltura
convexa T se presenta sombreada; claramente el hecho de que x sea combina-
ción convexa positiva de la base afín indica que es un punto interior de T y por
lo tanto de S.

Figura 1.4: Ilustración de la demostración del teorema 1.3.1.

Definición 1.3.2. Dado un conjunto S ⊆ Rn se define el conjunto polar S∗ de S,
como

S∗ = {x ∈Rn : yT x ≤ 1, ∀ y ∈ S}.

En la figura 1.5 se presenta un conjunto convexo S (poliedro gris), su polar
S∗ (poliedro negro) y el círculo unitario se muestra punteado; de aquí se puede
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Figura 1.5: Ilustración de un conjunto S (poliedro delgado) y su conjunto polar S∗ (po-
liedro grueso) en relación al círculo unitario (círculo punteado).

observar que los vértices de S más alejados del círculo unitario generan hiper-
planos cercanos al origen y viceversa. La polaridad crea una dualidad entre los
elementos de S y su polar de la siguiente manera: a un punto x de S le corres-
ponde un semiespacio polar Hx conformado por todos los y ∈Rn tal que xT y ≤ 1,
y de manera semejante a cada semiespacio en S le corresponde un punto xH .

Se tienen tres observaciones importantes sobre conjuntos polares: la prime-
ra es que si S es acotado convexo y contiene al origen, (S∗)∗ = S [52]; la segunda
es que el conjunto polar de cualquier conjunto es siempre convexo por ser la
intersección de semiespacios y finalmente, el conjunto polar del origen es todo
el espacio. El conjunto polar es de particular interés ya que por sus propieda-
des, ayudan a simplificar el problema de sujeción robótica planteado por Zheng
y Qian. A continuación, se demuestran ciertas propiedades del conjunto polar
de un conjunto y se muestra su relación con los puntos interiores del conjunto
original.

Lema 1.3.3. Si r > 0 finito, entonces B(0, 1
r ) ⊆ B(0,r )∗.

Demostración. Si y ∈ B(0, 1
r ) se puede expresar de la forma y = x

(r+ε)||x|| para cual-
quier x ∈Rn y ε> 0. En particular, supóngase que x ∈ B(0,r ). Entonces,

yT x = xT

(r +ε)||x||x = ||x||
(r +ε)

.

Puesto que ||x|| < r , de la ecuación anterior resulta que yT x < 1 por lo que
y ∈ B(0,r )∗.

Lema 1.3.4. Si S ⊆Rn y T ⊆ S entonces S∗ ⊆ T ∗.
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Demostración. Si x ∈ S∗ entonces por la definición 1.3.2 yT x ≤ 1 para todo y ∈ S.
En particular, T ⊆ S lo que implica que yT x ≤ 1 para todo y ∈ T y así x ∈ T ∗.
Luego S∗ ⊆ T ∗.

Estas propiedades sintetizan el comportamiento de los conjuntos polares de
bolas y conjuntos contenidos entre sí de una manera intuitiva. Además dado un
conjunto S, se tiene un simple resultado para determinar la presencia del origen
en el conjunto polar S∗.

Teorema 1.3.5. Si S ⊆Rn es acotado y 0 ∈ ri(S), entonces 0 ∈ int(S∗).

Demostración. Como S es acotado y contiene al origen, entonces existe un r > 0
finito tal que S ⊆ B(0,r ). Por el lema 1.3.4 se tiene que B(0,r )∗ ⊆ S∗ y por el lema
1.3.3 B(0, 1

r ) ⊆ B(0,r )∗ ⊆ S∗. Luego 0 ∈ int(S∗).

De ahora en adelante se va a restringir el estudio de S∗ al espacio afín donde
vive S, por lo que resulta pertinente presentar la siguiente definición.

Definición 1.3.6. Dado un conjunto S ⊆ Rn se define el conjunto Ŝ como el con-
junto polar S∗ restringido al espacio afín aff(S), es decir Ŝ = S∗∩aff (S).

A continuación, se muestra que Ŝ es compacto y tiene una interesante rela-
ción con S∗ si el origen pertenece a S.

Teorema 1.3.7. Sea S ⊆Rn compacto tal que 0 ∈ ri(S). Entonces Ŝ es un conjunto
compacto convexo.

Demostración. Como 0 ∈ ri(S), existe r > 0 tal que B(0,r )∩aff (S) ⊂ S. Si x ∈ Ŝ y
ε> 0, entonces y = (r −ε) x

||x|| ∈ B(0,r )∩aff (S), por lo que y es un elemento de S.
En particular x ∈ S∗ y por consiguiente resulta que

yT x = (r −ε)
x

||x||
T

x = (r −ε)||x|| ≤ 1.

Esto implica que ||x|| ≤ 1
r−ε o bien que la norma de x está acotada. Luego Ŝ es

acotado. Ahora como S es compacto, para todo y ∈ S considérese el medio es-
pacio cerrado Hy = {x ∈ aff (S) : yT x ≤ 1}. Como la intersección arbitraria de
conjuntos cerrados es cerrado resulta que

∩
y∈S

Hy = {x ∈ aff (S) : yT x ≤ 1, ∀y ∈ S} = Ŝ,

por lo que Ŝ es cerrado. Luego Ŝ es compacto. Finalmente como S∗ y aff(S) son
conjuntos convexos y la intersección de conjuntos convexos es convexa, se sigue
que Ŝ es convexo.

Teorema 1.3.8. Si S ⊆Rn es convexo tal que 0 ∈ S, entonces S∗ = Ŝ +aff (S)⊥.
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Demostración. Por el corolario 1.2.3 el hecho de que 0 ∈ S implica que aff(S) es
un subespacio vectorial de Rn y por lo tanto aff (S)⊥ es simplemente el comple-
mento ortogonal de aff(S).

Supóngase que x ∈ Ŝ +aff (S)⊥, entonces se puede expresar x como

x = x1 +x2,

donde x1 ∈ Ŝ y x2 ∈ aff (S)⊥. Así, para y ∈ S ⊆ aff (S) se tiene que

yT x = yT (x1 +x2) = yT x1 +yT x2 = yT x1 ≤ 1.

Luego, x ∈ S∗.
Ahora para demostrar la suficiencia supóngase que x ∈ S∗. Por ser aff(S) un

subespacio vectorial se puede reescribir x como x = x1 +x2 donde x1 ∈ aff (S) y
x2 ∈ aff (S)⊥. Así para y ∈ S

yT x = yT x1 +yT x2 = yT x1 ≤ 1,

lo que implica que x1 ∈ S∗ y por consiguiente x1 ∈ Ŝ. Se sigue que x ∈ Ŝ +aff (S)⊥

y finalmente que S∗ = Ŝ +aff (S)⊥.

Figura 1.6: Conjunto S (polígono negro) junto con su polar S∗ (poliedro punteado) y el
polar restringido a aff(S) (polígono punteado); aff (S) se muestra como un plano som-
breado.

Una interpretación geométrica del teorema anterior se presenta en la figu-
ra 1.6. En ésta se muestra el conjunto S (polígono negro) de dimensión no com-
pleta, por lo tanto su conjunto polar S∗ (poliedro punteado) resulta en un polie-
dro proyectado sobre la dimensión faltante; finalmente la restricción del polar a
aff(S), Ŝ, se muestra como el poliedro punteado.



1.3. POLARIDAD Y FUNCIÓN DE SOPORTE 17

Definición 1.3.9. La función de soporte pS de un conjunto S ⊆Rn se define como

pS(z) = sup
x∈S

zT x,

para todo z ∈Rn .

De manera análoga se puede definir la función soporte pS∗ . Para los siguien-
tes resultados, se considerará que S es un conjunto compacto convexo tal que
0 ∈ ri(S).

Teorema 1.3.10. La función de soporte pS∗(z) es finita si y solo si z ∈ aff (S).

Demostración. Por el teorema 1.3.8, todo x ∈ S∗ puede expresarse como x = x1+
x2 con x1 ∈ Ŝ y x2 ∈ aff (S)⊥.

Para demostrar la suficiencia supóngase que z ∉ aff (S). Expresando z de la
forma z = z1 +z2 con z1 ∈ aff (S) y z2 ∈ aff (S)⊥, resulta

pS∗(z) = sup
x1+x2∈S∗

(zT
1 x1 +zT

1 x2 +zT
2 x1 +zT

2 x2)

= sup
x1+x2∈S∗

(zT
1 x1 +zT

2 x2)

= sup
x1∈Ŝ

zT
1 x1 + sup

x2∈aff (S)⊥
zT

2 x2.

Por el teorema 1.3.7, Ŝ es compacto convexo. De topología se sabe que toda
función real continua definida en un conjunto compacto alcanza sus valores
extremos y por ser el producto interno continuo, la función pS∗(z) restringida a
Ŝ alcanza su máximo y por lo tanto el valor de zT

1 x1 es finito [38]. Por otra parte,
aff (S)⊥ es un subespacio vectorial y consecuentemente no acotado; esto implica
que zT

2 x2 puede crecer arbitrariamente. Por lo tanto si z ∉ aff (S) entonces pS∗(z)
no es finita.

Inversamente, si z ∈ aff (S) entonces,

pS∗(z) = sup
x1+x2∈S∗

(zT x1 +zT x2) = sup
Ŝ

zT x1.

Los argumentos anteriores demuestran que supŜ zT
1 x1 es finita.

Por lo tanto pS∗(z) es finita si y solo si z ∈ aff (S).

El teorema anterior concluye que si se evalúa la función de soporte pS∗ en
aff(S) la función se puede reescribir como

pS∗(z) = máx
x∈S∗ zT x.

El siguiente corolario presenta resultados que se obtienen de manera natural
del teorema anterior; más aún, se probará que si z ∈ aff (S) distinto de 0 entonces
pS∗(z) no sólo es finita sino positiva y pS∗(z)−1z no sólo está en S sino en su
frontera relativa.
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Corolario 1.3.11. Si z ∈ aff (S), existe x̃ ∈ Ŝ tal que pS∗(z) = zT x̃ y entonces pS∗(z) =
pŜ(z). Si z es distinto de cero, entonces pS∗(z) > 0.

Demostración. Por el teorema anterior, si z ∈ aff(S) la función de soporte de S∗

es finita, lo que implica que para todo z ∈ aff (S) existe un x̃ tal que

pS∗(z) = máx
x∈S∗ zT x = zT x̃.

Más aún, el teorema 1.3.8 indica que x = x1 + x2 con x1 ∈ Ŝ,x2 ∈ aff (S)⊥ y
resulta que

pS∗(z) = máx
x∈S∗ zT x = máx

Ŝ
zT x1 = pŜ(z).

Por otra parte, como 0 ∈ ri(S) el teorema 1.3.5 indica que 0 ∈ int(S∗). Sea
r > 0 tal que B(r,0) ⊂ S∗. Si z 6= 0 entonces existe un y ∈ B(r,0) tal que zt y > 0,
por lo tanto pS∗ > 0.

Se puede ir más allá y demostrar que el valor de la función de soporte pS∗(z)
está acotado al intervalo [0,1) siempre y cuando z esté en el interior relativo de
S.

Lema 1.3.12. Si z ∈ aff (S) distinto de 0, entonces 1
pS∗ (z) z ∈ S.

Demostración. Por la definición 1.3.9 se tiene que pS∗(z) ≥ zT x para todo x ∈ S∗.

Por ser pS∗ finita, 1 ≥ zT

pS∗ (z) x para todo x ∈ S∗. Esto implica que 1
pS∗ (z) z ∈ (S∗)∗ =

S. Luego, 1
pS∗ (z) z ∈ S.

Teorema 1.3.13. Si z ∈ aff (S) distinto de 0, entonces 1
pS∗ (z) z ∈ r b(S).

Demostración. Supóngase 1
pS∗ (z) z ∈ ri(S), entonces existe r > 0 tal que B( 1

pS∗ (z) z,r ) ⊆
S. Sea y = 1

pS∗ (z) z+r z
||z|| un elemento en dicha bola. Por el lema 1.3.12 se tiene que

1
pS∗ (z) z ∈ S y por el corolario 1.3.11 se sabe que existe x̃ ∈ Ŝ tal que pS∗(z) = zT x̃,
así

yT x̃ = 1
pS∗ (z) zT x̃+zT x̃( r

||z|| )

= 1+pS∗(z)( r
||z|| ),

por lo tanto yT x̃ > 1. Lo que implica que y ∉ (S∗)∗ = S, contradiciendo las hipó-
tesis. Se sigue que 1

pS∗ (z) z ∈ r b(S).

En la figura 1.7 se ilustra el teorema 1.3.13. Nótese que la magnitud del vec-
tor 1

pS∗ (z) z es una fracción del vector z, por lo que 1
pS∗ (z) ≤ 1 y así pS∗(z) > 1. Si

z perteneciera a ri(S) entonces para que el vector 1
pS∗ (z) z pertenezca a la fron-

tera relativa de S se tiene que satisfacer que 1
pS∗ (z) > 1 o bien que pS∗(z) ≤ 1. Lo

anterior se demuestra de manera formal a continuación.
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Figura 1.7: Ilustración del teorema 1.3.13.

Lema 1.3.14. Si x0 ∈ ri(S) y x1 ∈ S, entonces (1−λ)x0 +λx1 ∈ ri(S) para todo λ ∈
[0,1).

Demostración. Supongamos que para algún λ ∈ [0,1) el punto z = (1−λ)x0 +
λx1 ∉ ri(S). Esto implica que para todo r > 0 resulta que B(z,r )∩aff (S) * S, es
decir z ∈ r b(S), sin embargo, por convexidad esto implicaría que x0 ∈ r b(S). Por
lo tanto, z ∈ ri(S) para todo λ ∈ [0,1).

Teorema 1.3.15. Sea z ∈ aff (S), entonces z ∈ ri(S) si y solo si pS∗(z) < 1.

Demostración. Trivialmente si z = 0 entonces pS∗(0) = 0 < 1. Para demostrar la
suficiencia considérese que se puede escribir a z como una combinación con-
vexa de la forma

z = (1−pS∗(z))0+pS∗(z)
1

pS∗(z)
z. (1.9)

Puesto que por hipótesis 0 ∈ ri(S) y pS∗(z) < 1 el lemma anterior concluye que
z ∈ ri(S). Para demostrar la necesidad, supóngase que pS∗(z) ≥ 1 y obsérvese la
ecuación (1.9). Por el lema 1.3.14 y el teorema 1.3.13 resulta que z está en la
frontera o fuera de S y así z ∉ ri(S).



Capítulo 2

Programación lineal en
dimensiones bajas

En este capítulo se presentan los conceptos básicos de programación lineal
(PL) y un análisis riguroso sobre el algoritmo en tiempo lineal de Megiddo para
problemas de PL en dimensiones bajas. Este capítulo se divide en dos secciones:
en la sección 2.1 se introducen algunas definiciones y resultados necesarios de
PL; en la sección 2.2 se trata de manera detallada el algoritmo lineal de Megiddo
para problemas de PL de dimensiones dos, tres y la generalización del mismo a
una dimensión fija arbitraria. Esta última sección resulta extensa por la canti-
dad de material necesario para cada algoritmo: primero se presenta una intro-
ducción al algoritmo, planteando de manera general la idea de éste y los princi-
pios en los que se basa; a continuación, se demuestran resultados importantes
utilizados por Megiddo para la transformación de un problema PL en forma ca-
nónica a un problema de optimización de menor dimensión; posteriormente se
presenta el algoritmo lineal de Megiddo para problemas de PL en cada dimen-
sión; finalmente se analiza la complejidad computacional del algoritmo.

2.1. Conceptos básicos

Un problema de PL consiste en maximizar o minimizar una función lineal
sujeta a un conjunto de m restricciones lineales y n varibles. El problema de
minimización en forma canónica [42] se puede como

mı́ncT x, (2.1)

sujeto a

Ax ≥ b (2.2)

x ≥ 0 (2.3)

donde x,c ∈Rn ,b ∈Rm y A ∈Rm×n . A la expresión z = cT x se le llama función ob-
jetivo. El objeto definido por la intersección de las restricciones en (2.2) y (2.3) es

20
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(a) Problema factible acotado donde la so-
lución óptima es alcanzada en un segmento
de recta de P .

(b) Problema no factible.

(c) Problema no acotado.

Figura 2.1: Clasificación de problemas de PL.

un poliedro llamado espacio de soluciones y se denota por P [11]. A los renglones
de A y b se hará referencia como A j ,b j con j ∈ [m].

Se dice que un problema de PL es factible si P es no vacío; caso contrario,
se dice que el problema es no factible. A las condiciones (2.2) y (2.3) se les llama
condiciones de factibilidad y un vector x es una solución factible si satisface es-
tas condiciones. Un problema de minimización es no acotado si existe un rayo
R dentro de P en la misma dirección que c, tal que la función objetivo decrece
arbitrariamente a lo largo de éste, si no es así el problema resulta ser acotado.
A los vectores que satisfacen las condiciones de factibilidad y minimizan la fun-
ción objetivo se le llama solución óptima; al valor de la función objetivo evaluada
en dicho vector se le llama valor óptimo [16].

Resumiendo, un problema de PL se puede clasificar según sus propiedades
en tres casos distintos:

1. El problema es acotado y factible, así que tiene una solución óptima; en
este caso el poliedro de soluciones es un politopo. En la figura 2.1a se ilus-
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tra un problema de PL acotado factible el cual tiene como solución óptima
el segmento de recta punteado, ya que es paralelo a la función objetivo.

2. El poliedro de soluciones P es vacío por lo que el problema es no factible
(figura 2.1b).

3. El problema tiene una solución factible y es no acotado, por lo tanto no
tiene una solución óptima (figura 2.1c).

Es importante observar que en el primer caso es posible que existan múlti-
ples soluciones óptimas [42]. Más aun, la búsqueda de una solución óptima se
puede restringir a un subconjunto de puntos de P , como se verá más adelante.

Una desigualdad A j x ≥ b j con j ∈ [m] es activa en un punto x0 si A j x0 = b j

y es una desigualdad superflua si el hiperplano que define no determina la so-
lución óptima del problema. Una restricción es redundante si no es necesaria
para definir el polidero P. Un vértice de P es una solución factible donde al me-
nos n restricciones son activas; el problema de PL resulta ser degenerado si al
menos un vértice se define por más de n restricciones válidas activas; en caso
de que cada vértice sea definido por exactamente n restricciones el problema es
no degenerado.

Figura 2.2: Ejemplo de un politopo de dimensión tres y todas sus caras.

Una cara F J de un poliedro P se define como

F J = {x ∈ P : A j x = b j , j ∈ J },

donde J ⊆ [m]. Nótese que las caras son poliedros en sí y F J ⊆ P para cualquier
subconjunto J . Las caras de dimensión cero son vértices, las caras de dimen-
sión 1 son aristas y las caras de dimensión dim(P)−1 son llamadas facetas (figu-
ra 2.2). Las caras triviales de un poliedro son el vacío y el poliedro. Una forma de
definir la frontera de un poliedro P es

b(P ) =∪ j∈m∗F j , (2.4)
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donde F j con j ∈ m∗ son las facetas de P . Nótese que la frontera de un poliedro
no está exenta de tener caras de dimensión menor a dim(P)−1 como vértices,
aristas, etcétera. Los siguientes teoremas determinan la estructura geométrica
de P y su relación con las soluciones óptimas.

Teorema 2.1.1. Dado un problema de PL definido por (2.1), (2.2) y (2.3), el espa-
cio de soluciones P es convexo.

Demostración. Sean x1,x2 ∈ P y λ ∈ [0,1]. Si x = (1−λ)x1 +λx2, por propiedades
de álgebra lineal se tienen las siguientes equivalencias

Ax = A[(1−λ)x1 +λx2] = (1−λ)Ax1 +λAx2 ≤ (1−λ)b+λb = b.

Por lo tanto x ∈ P . Se sigue que P es convexo.

Teorema 2.1.2. Dado un problema de PL definido por (2.1), (2.2) y (2.3). Si P
es el politopo asociado al problema y x∗ es una solución óptima del problema,
entonces x∗ pertenece a una cara F de P no trivial.

Demostración. Supóngase que x∗ ∈ int(P ). Entonces existe r > 0 tal que B(x∗,r ) ⊂
P . Si y = x∗− r

2
c

||c|| con c el vector asociado a la función objetivo, entonces

||y−x∗|| = r

2

||c||
||c|| =

r

2
,

por lo que y ∈ B(x∗,r ). Sin embargo se tiene que

cT y = cT x∗− r

2

cT c

||c|| = cT x∗− r

2
||c|| < cT x∗,

lo que implica que x∗ no es una solución óptima. Luego, x∗ ∈ b(P ), y por la ex-
presión en (2.4) resulta que x∗ está en una faceta de P .

2.2. Algoritmo de Megiddo

Una vez presentados los criterios de existencia de una solución de un pro-
blema de PL, se puede analizar qué sucede para problemas de PL de dimen-
sión fija. Megiddo inició el dearrollo de su algoritmo después de que en 1979
Kachiyan [24] dio a conocer el primer algoritmo polinomial de programación
lineal. Megiddo argumentaba que éste no era un algoritmo “genuinamente” po-
linomial ya que dependía del tamaño de los coeficientes. Por ello, su objetivo
era desarrollar un algoritmo que requiriera un número polinomial de operacio-
nes en términos del tamaño del problema, presentando en 1983 el artículo [30]
donde propone un algoritmo lineal para la resolución de problemas de PL de
dimensiones dos y tres utilizando herramientas básicas de geometría.
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El algoritmo de Megiddo tuvo poca repercusión en la comunidad de progra-
mación matemática ya que en 1984 Karmarkar [25] publicó su algoritmo poli-
nomial, el cual, a diferencia del algoritmo elipsoidal era eficiente en la práctica.
Sin embargo, en el ámbito de la geometría computacional tuvo mayor repercu-
sión como lo muestran los artículos de Hurtado et al [21], de Clarkson [9] y Dyer
en [14, 15, 17]. El enfoque de Megiddo ha sido aplicado en problemas como el
centro ponderado de un árbol, el círculo más pequeño que contenga n puntos
[30], el elipsoide de menor volumen [21], entre otros.

Para facilitar la descripción general del algoritmo, transfórmese el problema
de PL en Rn definido por las ecuaciones (2.1), (2.2), (2.3) a la forma

mı́n xn

sujeto a

xn ≥ ã1x1 + ãi 2x2 + ...+ ãi n−1xn−1 +bi , i ∈ I1,

xn ≤ ãi 1x1 + ãi 2x2 + ...+ ãi n−1xn−1 +bi , i ∈ I2,

0 ≥ ãi 1x1 + ãi 2x2 + ...+ ãi n−1xn−1 +bi , i ∈ I3,

donde |I1|+|I2|+|I3| = n representan conjuntos de índices de restricciones. Esta
formulación se obtiene mediante una transformación lineal (un cambio de va-
riables) y se le llamará la formulación de Megiddo para un problema de PL en
Rn .

Considérense una pareja de restricciones i,j del conjunto Ik con k = 1,2,3.
Los hiperplanos correspondientes a cada pareja de restricciones pueden ser pa-
ralelos, lo que implica que uno de ellos es redundante y por lo tanto puede ser
eliminado, o bien se pueden intersectar en un hiperplano Hi j de dimensión
n − 2. Nótese que, Hi j divide a Rn−1 en dos semiespacios y cada uno de ellos
está dominado por alguna de las restricciones que definen a Hi j . Así, si se sabe
en qué semiespacio yace la solución óptima, se sabe cual de los hiperplanos es
redundante y puede ser eliminado.

Saber la ubicación de un punto con respecto a un hiperplano no es una ta-
rea sencilla, pero Megiddo implementa una búsqueda multidimensional para
resolver este problema (llamada la prueba de un hiperplano). Esta prueba no
sólo determina algunas restricciones superfluas, también indica qué hiperpla-
nos son los que conviene probar.

El algoritmo realiza a lo más n−1 pruebas para identificar la ubicación de la
solución óptima respecto a todo el conjunto de restricciones. Para esto genera
hiperplanos de la forma xi =αi con i = 1, ...,n−1, para determinar cual de los se-
miespacios que genera es de interés. Esto se lleva a cabo resolviendo de manera
recursiva a lo más tres problemas de PL (también llamados problemas auxilia-
res) de dimensión n −1 por cada variable. El primer problema auxiliar consiste
en resolver el problema sobre el hiperplano xi = αi ; obteniendo una solución
sobre él que será la solución inicial de la iteración. Los otros dos problemas tra-
bajan solamente con los hiperplanos activos en la solución inicial, ya que éstos
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son suficientes para describir el comportamiento del problema alrededor de di-
cho punto. Estos últimos dos problemas determinan si la solución óptima está
en el semiplano superior o inferior generados por el hiperplano a prueba.

Para cada subproblema construido por el algoritmo, el algoritmo calcula la
mediana de un conjunto de elementos, de tal manera que a lo más la mitad de
los elementos de dicho conjunto sean necesarios para encontrar la solución óp-
tima. Lo anterior permite que en cada paso una fracción fija de las restricciones
superfluas sean eliminadas. A la técnica de realizar una cantidad de trabajo en
cada paso para reducir el tamaño del problema por una fracción constante se le
llama prune and search (podar y buscar).

El algoritmo termina cuando el número de restricciones es suficientemen-
te pequeño para poder resolver el problema de PL de manera directa (Megiddo
propone que 4 es un número considerable para poder resolver el problema de
manera directa), o bien cuando la solución inicial de alguna iteración coinci-
da con la solución óptima. Cada subproblema del algoritmo es cuidadosamente
diseñado para llevarse a cabo en un tiempo proporcional al número de restric-
ciones presentes en cada iteración.

El hecho de que cada subproblema del algoritmo se lleve a cabo en un tiem-
po proporcional al número de restricciones presentes y éste disminuya en cada
iteración, reafirma la complejidad lineal del algoritmo en función del número
de restricciones.
En las siguientes secciones se discute a mayor profundidad el algoritmo para di-
mensiones dos y tres, y se discute su generalización a dimensiones fijas mayores.
También se analiza su complejidad computacional.

2.2.1. Algoritmo de Megiddo en R2

En particular, para problemas de PL en el plano, la primera parte del algorit-
mo consiste en clasificar las restricciones y emparejarlas según el subconjunto
al que pertenecen; claramente si para alguna pareja las rectas correspondien-
tes a las restricciones tienen la misma pendiente, una de las restricciones será
eliminada. De las parejas que no presenten esta propiedad se determinará su
intersección, obteniendo una sucesión de puntos α1,α2, ...αk , de los cuales se
seleccionará la mediana, αm . Posteriormente, se aplica la prueba al hiperplano
x1 =αm , la cual consiste en comparar la cota superior con la cota inferior de las
restricciones activas en αm y elegir el menor valor para obtener la solución ini-
cial. Los problemas auxiliares de PL de dimensión menor consisten en estudiar
las derivadas laterales de una función auxiliar en x1 = αm , para determinar la
ubicación de mínimo global. A continuación, se expanden estas nociones.
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El problema de PL en el plano puede expresarse como

mı́nc1x1 + c2x2

sujeto a

ai 1x1 +ai 2x2 ≥ bi i ∈ [m].

(2.5)

Por propósitos prácticos, la formulación anterior se puede transformar en
una equivalente en tiempo lineal.

Lema 2.2.1. El problema de PL definido en (2.5) enR2 es equivalente al problema

mı́n y

sujeto a

y ≥ ãi x + b̃i , i ∈ I1,

y ≤ ãi x + b̃i , i ∈ I2,

d1 ≤ x ≤ d2,

(2.6)

donde |I1|+ |I2| ≤ m.

Demostración. Sin pérdida de generalidad, supóngase que c2 6= 0 (de no ser así
se puede realizar el mismo procedimiento con c1). Utilizando el cambio de va-
riable x = x1 y y = c1x1 + c2x2, el sistema (2.5) se transforma en

mı́n y(
ai 1 − c1

c2
ai 2

)
x + ai 2

c2
y ≥ bi i ∈ [m].

Si para algún índice i ∈ [m] la constante ai 2
c2

> 0, entonces al multiplicar la

desigualdad (2.7) por c2
ai 2

resulta que

y ≥ c2

ai 2

[(
c1

c2
ai 2 −ai 1

)
x +bi

]
. (2.7)

Análogamente, si para algún índice i ∈ [m]se tiene que ai 2
c2

< 0, al multiplicar

la desigualdad (2.7) por c2
ai 2

se obtiene

y ≤ c2

ai 2

[(
c1

c2
ai 2 −ai 1

)
x +bi

]
. (2.8)

Finalmente, si ai 2 = 0 para algún i ∈ [m] la desigualdad (2.7) es de la forma

ai 1x ≥ bi . (2.9)

Para este caso se tiene alguna de las dos opciones siguientes: si ai 1 > 0 en-
tonces x ≥ bi

ai 1
; si ai 1 < 0 entonces x ≤ bi

ai 1
. Se puede entonces definir las cons-

tantes d1 = máx{ bi
ai 1

: ai 2 = 0, ai 1 > 0} y d2 = { bi
ai 1

: ai 2 = 0, ai 1 < 0} de tal forma
que x ∈ [d1,d2]. Ahora, definiendo las siguientes constantes

ãi = c1 − c2ai 1

ai 2
, b̃i = bi

c2

ai 2
,
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las desigualdades (2.7) y (2.8) se transforman en las restricciones

y ≥ ãi x + b̃i , i ∈ I1

y ≤ ãi x + b̃i , i ∈ I2

donde I1, I2 representan los conjuntos de todos los índices para los que se
satisface αi 2

c2
> 0 y αi 2

c2
< 0 respectivamente, y |I1|+ |I2| ≤ m. Ya que el cambio de

variables propuesto es biyectivo y continuo para c1,c2 fijos, la transformación
tiene inversa y las formulaciones son equivalentes. A la formulación en (2.6) se le
llamará formulación de Megiddo para el plano. Puesto que de ahora en adelante
se utilizará esta formulación, se omitirán las tildes de las constantes que definen
las restricciones.

Una vez reformulado el problema de PL en el plano, se busca transformar
nuevamente el problema para llegar a un problema unidimensional. Para esto
defínanse las funciones

f1(x) = máx{ai x +bi : i ∈ I1},

f2(x) = mı́n{ai x +bi : i ∈ I2}.

Nótese que f1 y f2 son convexa y cóncava respectivamente, ambas funcio-
nes son lineales por partes. Basándose en la formulación de Megiddo para el
plano, f1 y f2 constituyen una cota inferior y superior de y respectivamente. Así,
el problema de PL en (2.6) se puede reescribir como

mı́n y

sujeto a

f1(x) ≤ y ≤ f2(x), (2.10)

d1 ≤ x ≤ d2. (2.11)

Al encontrar un valor de x factible el valor de y queda acotado. Puesto que se
quiere minimizar la variable y, su valor mínimo será el valor mínimo que pueda
tomar la función f1(x) sujeto a (2.10) y (2.11). Por lo tanto, el problema de PL en
el plano se puede expresar como un problema unidimensional de la forma

mı́n f1(x)

sujeto a

f1(x) ≤ f2(x), (2.12)

d1 ≤ x ≤ d2, (2.13)

donde un valor de x es factible si satisface las restricciones (2.12) y (2.13). En esta
formulación las restricciones (2.12) y (2.13) determinan a P. A esta formulación
se le llamará la formulación unidimensional de un problema de PL en el plano.
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(a) El valor óptimo del problema está
determinado por f1(x).

(b) El valor óptimo del problema no es el
mínimo de f1(x).

(c) El valor óptimo del problema se define
por la intersección de f1(x) y f2(x).

Figura 2.3: Ejemplos de distintas soluciones para el problema unidimensional. El área
gris indica el poliedro de soluciones.

Una ilustración de esta formulación se presenta en la figura 2.3. En la figu-
ra 2.3a la solución óptima se encuentra en P y satisface la condición de facti-
bilidad de la forma f1(x) ≤ f2(x). En la figura 2.3b el valor mínimo de la fun-
ción f1(x), denotado por un círculo punteado, no es el valor óptimo del proble-
ma de PL (marcado por un círculo continuo), ya que no se encuentra dentro de
P. En la imagen 2.3c la solución óptima se encuentra en el punto de intersección
de las dos funciones satisfaciendo la factibilidad de la forma f1(x) = f2(x).

En adelante, se utilizarán las formulaciones de Megiddo y unidimensional
de un problema en el plano. Una vez realizadas las transformaciones pertinen-
tes y la definición de las funciones auxiliares se pasa a la primera etapa del algo-
ritmo.
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2.2.1.1 Eliminación de restricciones redundantes

En primera instancia el algoritmo reúne los elementos de I1 en parejas de
disjuntas y lo mismo sucede con los elementos de I2. Nótese que a lo más, un
elemento de cada conjunto de índices puede quedar sin pareja. De cada pareja
de índices se puede eliminar una restricción u obtener un punto de intersec-
ción. Sea i , j ∈ I1 una pareja de índices. Si ai = a j entonces una de las restric-

Figura 2.4: Eliminación de restricciones redundantes e identificación de puntos de in-
tersección xi j .

ciones y ≥ ai x +bi ó y ≥ a j x +b j es redundante ya que representan el mismo
semiespacio trasladado sobre la vertical. Puesto que las restricciones correspon-
dientes a I1 definen semiespacios superiores, la restricción redundante es la que
tenga menor ordenada al origen. Ahora, si ai 6= a j , las restricciones correspon-
dientes se intersectan en el punto

xi j =
bi −b j

a j −ai
.

Si xi j no estuviera en el intervalo de definición del problema [d1,d2], una de
las restricciones que definen el punto es redundante y puede ser descartada: si
xi j ≤ d1 entonces se elimina la restricción que tenga pendiente menor; si d2 ≤
xi j se elimina la restricción con pendiente mayor.

Una argumentación análoga se sigue para las parejas de índices de I2. Si ai =
a j se descarta la restricción que tenga componente ordenada al origen mayor. Si
ai 6= a j se obtiene un punto de intersección xi j . Si xi j ∉ [d1,d2] entonces xi j ≤ d1

por lo que se remueve la restricción con pendiente mayor, o bien d2 ≤ xi j con
lo que se descarta la restricción con pendiente menor. Nótese que, tanto para I1

como I2 el hecho de que xi j ∉ [d1,d2] implica que no es un valor factible y puede
ser eliminado.
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En la figura 2.4 se presenta un ejemplo de este proceso: las rectas punteadas
son las correspondientes a las desigualdades en I1 y las rectas continuas las co-
rrespondientes a I2. Las rectas L1 y L2 son paralelas y corresponden a una pareja
de restricciones en I2; puesto que el poliedro de soluciones está definido por la
intersección de los semiespacios determinados por las restricciones en I1 y I2, la
recta L2 (cuya ordenada al origen es mayor que la de L1) es innecesaria para defi-
nir P, y por lo mismo, para obtener la solución óptima. Por otra parte, los puntos
de intersección marcados de negro son soluciones factibles, mientras que los
marcados por círculos son soluciones no factibles. El punto p1 corresponde a la
intersección de dos restricciones en I1 y, por ser no factible, una de las restric-
ciones que lo definen es redundante para definir el poliedro de soluciones, y así,
la solución óptima. Nótese que, la restricción con pendiente menor, es la que
resulta redundante. De manera semejante, el punto p2 corresponde a la inter-
sección de dos restricciones pertenecientes a I2 y no es una solución factible; se
observa que la restricción con pendiente menor que define este punto, resulta
redundante.

Finalizado este paso, hay a lo más bm
2 c puntos xi j pertenecientes al intervalo

de soluciones [d1,d2]; los puntos fuera de él son redundantes y por consiguiente
una de las restricciones que definen a estos puntos es innecesaria, terminando
con a lo más m restricciones al final de esta instancia.

En la figura 2.5 se presenta en forma de diagrama un bosquejo sobre el pro-
ceso de eliminación de restricciones redundantes y creación de puntos de inter-
sección.

2.2.1.2 Prueba para un punto en una recta

Aquí se muestra la prueba medular del algoritmo utilizada para resolver el
problema en su forma unidimensional. Ésta determina la existencia de un va-
lor óptimo o la no factibilidad del problema. En general, supóngase x ′ tal que
d1 ≤ x ′ ≤ d2. Si x ′ es factible,el algoritmo determina si es también óptimo, y si
no, precisa si x ′ es menor o mayor que el valor óptimo. Si x ′ no es factible, el
algoritmo determina si existe algún valor factible menor o mayor que x ′; si no
existe tal valor, entonces el algoritmo decreta que el problema no es factible. Pa-
ra realizar este análisis, se definen las derivadas laterales de f1(x) y f2(x) en el
punto x ′:

d f −
1 = mı́n{ai : i ∈ I1, ai x ′+bi = f1(x ′)},

d f +
1 = máx{ai : i ∈ I1, ai x ′+bi = f1(x ′)},

d f −
2 = máx{ai : i ∈ I2, ai x ′+bi = f2(x ′)},

d f +
2 = mı́n{ai : i ∈ I2, ai x ′+bi = f2(x ′)},

donde d f −
1 y d f −

2 son las derivadas por la izquierda y d f +
1 , d f +

2 las derivadas
por la derecha de f1(x) y f2(x) respectivamente.

Asumiendo que x ′ satisface la factibilidad de la forma f1(x ′) < f2(x ′), el aná-
lisis resulta sencillo, ya que sólo se debe estudiar el comportamiento de las de-



2.2. ALGORITMO DE MEGIDDO 31

Inicio

ai x +bi , i ∈ I1

ai x +bi , i ∈ I2
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Eliminar
restricción con

ordenada al
origen menor

Calcular
xi j

xi j < d1

Eliminar
restricción con
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xi j > d2

Eliminar
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Fin
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Eliminar
restricción con

pendiente mayor

xi j > d2
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Figura 2.5: Diagrama de flujo para la eliminación de restricciones redundantes y crea-
ción de puntos.

rivadas laterales de f1(x). Entonces:

Si d f −
1 > 0 entonces f1 es creciente en x ′ y la solución x∗ debe ser menor

que x ′.
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Si d f +
1 < 0 la función resulta ser decreciente en x ′ y el valor óptimo del

problema debe ser mayor que x ′.

En caso contrario, resulta que d f −
1 es negativa y d f +

1 positiva, por lo que
se concluye que x ′ = x∗.

En la figura 2.4 se tienen los puntos x1 y x2 que satisfacen la factibilidad de
la forma f1(x ′) < f2(x ′). En el punto x2 la derivada izquierda de f1 es positiva
por lo que el óptimo debe ser menor. El punto x1 resulta ser el óptimo ya que la
derivada por la izquierda de f1 es negativa y la derivada por la derecha de f1 es
positiva.

Si x ′ satisface la factibilidad de la forma f1(x ′) = f2(x ′) , entonces x ′ es un
punto de intersección entre ambas funciones y se presentan nuevamente tres
casos importantes. Éstos están ilustrados en la figura 2.6.

Si d f −
1 > 0 y d f −

1 ≥ d f −
2 entonces f1(x) es creciente en x ′ y x∗ debe ser

menor que x ′ (punto (x2,0) en la figura 2.6).

Si d f +
1 < 0 y d f +

1 ≤ d f +
2 resulta que f1(x) es decreciente en x ′ y x∗ debe

ser mayor que x ′ (punto (x1,0) en la figura 2.6).

En caso contrario, se tiene que x ′ es un mínimo de f1(x) y por lo tanto la
solución óptima.

Figura 2.6: Problema en donde la factibilidad se satisface f1(x) = f2(x) para los puntos
x1 y x2.

Ahora, si x ′ no es factible, es decir, f1(x ′) > f2(x ′), considérese la función
auxiliar

f (x) = f1(x)− f2(x) (2.14)

Por ser la diferencia de una función convexa con una función cóncava, f (x)
es convexa y f (x ′) > 0. Esto implica que si existen valores x tal que f (x) ≤ 0,
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entonces están en el mismo intervalo [d1, x) o (x,d2]. Más aún, todo x tal que
f (x) ≤ 0 es un valor factible para el problema unidimensional. Se presentan en-
tonces tres casos importantes a analizar para el caso de la no factibilidad:

Si d f −
1 > d f −

2 implica que la derivada por la izquierda de f (x) en x ′ es
positiva y por consiguiente, que f (x) es creciente en dicho punto. Por lo
tanto, un valor factible x solo puede estar a la izquierda de x ′. Este caso es
equivalente a que d f +

1 > d f +
2 (la coordenada x2 en la figura 2.7 satisface

este caso).

Si d f +
2 > d f +

1 entonces la derivada por la derecha de f (x) en x ′ es negativa
y f (x) es decreciente en x ′. Se sigue que si existe un valor x tal que f (x) ≤ 0
entonces debe ser mayor que x ′. El análisis de este caso es equivalente al
realizado para d f −

1 < d f −
2 (esto se representa en la figura 2.7 por la coor-

denada x1).

Si d f −
1 −d f −

2 ≤ 0 ≤ d f +
1 −d f +

2 significa que la derivada por la izquierda
de f (x) es negativa y la derivada por la derecha es positiva, lo que implica
que x ′ es un mínimo de f (x) y sin embargo, no es factible. Por lo tanto el
problema es no factible.

Figura 2.7: Problema en donde la factibilidad se satisface f1(x) > f2(x) para algún punto
x.

Así, dado un valor x ′ en un intervalo [d1,d2], esta prueba puede determinar
en tiempo lineal si el problema es factible o no, si el valor x ′ es óptimo o en
su defecto si el valor óptimo es mayor o menor que x ′. Es importante observar
que una vez que se ha determinado si x∗ es mayor o menor que x ′, el resto de
la computación se continúa en alguno de los intervalos [d1, x ′] o [x ′,d2] y por
lo tanto todo valor que corresponda al intervalo contrario es redundante. Por
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Inicio

ai x +bi , i ∈ I1

ai x +bi , i ∈ I2
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Fin
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Fin
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Figura 2.8: Diagrama de flujo para la prueba de un punto en una recta.

consiguiente, de cada punto redundante una de las restricciones que lo definan.
puede ser eliminada.

En la figura 2.8 se esboza un diagrama de la prueba para un punto en una
recta.

2.2.1.3 Algoritmo de Megiddo para R2

En esta sección se describe el algoritmo de Megiddo para el plano. Prime-
ro se realiza la eliminación de restricciones redundantes según las indicaciones
descritas previamente y se obtiene un conjunto de puntos xi j pertenecientes
a P.

A continuación se calcula la mediana xm del conjunto de los xi j (de acuerdo
a Aho et al. es posible calcular la mediana de un conjunto en tiempo lineal [1]).
Al aplicar la prueba para un punto en la recta al punto xm , se determina si el



2.2. ALGORITMO DE MEGIDDO 35

problema es no factible, si el valor xm es óptimo, o bien si la solución óptima se
encuentra en [d1, xm) o (xm ,d2]. Si se llega a presentar uno de los primeros dos
casos, el problema es resuelto y el algoritmo finaliza. Si no es así, se ha redefinido
el intervalo de trabajo, ya que se sabe en cual de ellos se encuentra el óptimo.

Esto se traduce en la eliminación de al menos la mitad de los valores xi j y
por lo tanto se puede descartar una de las restricciones por cada uno de estos
valores. Lo anterior resulta en la supresión de al menos un cuarto de restriccio-
nes iniciales, limitando el problema original a uno de a lo más b3

4 mc donde m se
actualiza en cada iteración.

Puede suceder que al realizar el cálculo de los puntos de intersección no se
obtenga alguno factible; esto puede deberse a que: P sea vacío, que los puntos
obtenidos no sean factibles, que el óptimo sea uno de los valores extremos del
intervalo [d1,d2], o bien que la solución óptima sea la intersección de una res-
tricción en I1 y una en I2. De ser así, se debe realizar nuevamente el primer paso
del algoritmo.

Si después de repetir el proceso de eliminación e intersección de restriccio-
nes bm

2 c veces o si el número de restricciones deja de disminuir, y no se ha obte-
nido un punto de intersección factible, el problema es no factible y el algoritmo
finaliza. Si la solución óptima está dada por la intersección de una restricción en
I1 y una en I2, o bien por los puntos extremos de [d1,d2], el algoritmo va acotan-
do el intervalo de soluciones y eliminando restricciones hasta quedar con a lo
más dos restricciones en cada conjunto I1, I2. Esta situación se resuelve de ma-
nera directa, es decir, simplemente se calculan todas las intersecciones posibles
entre las restricciones restantes, (independientemente del conjunto de índices
a pertenezcan), se determina cuales de ellas son factibles y éstas son evaluadas
en f1 (junto con los extremos de d1 y d2) para determinar la solución óptima.
Esta última instancia es claramente lineal.

Una vez que el algoritmo obtiene el punto óptimo x∗ y el valor óptimo f1(x∗)
del problema unidimensional, se tiene que y = f1(x∗) y x = x∗ son las solucio-
nes al problema en el plano en su forma de Megiddo en 2.6. Finalmente, para
obtener la solución al problema de PL canónico original, se aplica la inversa de
los cambios de variables utilizados en el lema 2.2.1 de la sección 2.2.1 y se sus-
tituyen los valores de x, y para determinar el valor y punto óptimo. En la figura
2.9 se presenta un diagrama de flujo que sintetiza este algoritmo.

Nótese que la solución de este algoritmo, (x∗, f1(x∗)) corresponde a un vér-
tice del poliedro generado por las funciones f1(x) y f2(x) y por lo tanto del poli-
topo de soluciones del problema 2.6. Como el cambio de variables realizado al
problema de PL original es biyectivo, preserva la estructura de P por lo que la so-
lución (x∗, f1(x∗)) transformada con el cambio de variables, pertence también a
una cara del politopo P.



36 CAPÍTULO 2. PROGRAMACIÓN LINEAL EN DIMENSIONES BAJAS
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Figura 2.9: Diagrama de flujo para el algoritmo de Megiddo en R2.

2.2.2. Algoritmo de Megiddo en R3

Para problemas de PL en el espacio, la primera instancia del algoritmo clasi-
fica las restricciones en distintos subconjuntos y las empareja según el subcon-
junto al que pertenecen. Si alguna pareja de restricciones corresponde al mismo
plano trasladado sobre el plano xy, una de las restricciones será eliminada; de las
parejas que no presenten esta propiedad se calculará su intersección, obtenien-
do una sucesión de rectas L1,L2, ...,Lk y se calcula su ángulo. Una vez elegida la
mediana de estos ángulos, αm , las rectas se pueden clasificar según si su ángulo
es mayor o menor que αm . Posteriormente, se forman parejas de rectas tal que
una tenga ángulo menor a αm y otra mayor y se intersectan, obteniendo una
sucesión de puntos (x1,1, x2,1), (x1,2, x2,2), ..., (x1,k , x2,k ). Considerando la media-
na x2,m de las primeras entradas de estos puntos se determina la recta x2 = x1,m

a analizar.

La prueba a la recta x2 = x1,m está constituida en la resolución de a lo más
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tres problemas auxiliares de PL de dimensión menor. Resolver el primer pro-
blema de PL auxiliar en dimensión menor consiste en minimizar la función
f (x1, x2,m) sujeta a F (x1, x2,m) ≥ 0 para obtener la solución inicial. Los siguien-
tes problemas de PL auxiliares consisten en estudiar las derivadas laterales de
estas funciones sobre el hiperplano, para determinar la ubicación del mínimo
global. Una vez resuelta la prueba al hiperplano x2 = x2,m se ha determinado
en cual de los semiespacios generados por el hiperplano se encuentra la segun-
da coordenada de la solución óptima. De los puntos de intersección que estén
en el semiespacio contrario se considera la mediana de su primera coordenada,
x1,m y se realiza la prueba al hiperplano x1 = x1,m . Finalizada la prueba se tiene
un resultado análogo a la primera coordenada y la intersección de los semies-
pacios determina un “cuadrante"donde se encuentra el óptimo. Es el cuadrante
“opuesto” el que resulta irrelevante para encontrar la solución óptima y por lo
tanto una de las rectas correspondiente a los puntos en él y uno de los planos
que definan esa recta resultan redundantes. Esto concluye que al final de cada
iteración se pueden eliminar aproximadamente 1

16 de las restricciones en la ite-
ración.

En el espacio, un problema de PL puede ser expresado como

mı́nc1x1 + c2x2 + c3x3

sujeto a

ai 1x1 +ai 2x2 +ai 3x3 ≥ bi , i ∈ [m].

(2.15)

Igual que en la sección anterior, esta formulación se transformará a una
equivalente, según el siguiente lema.

Lema 2.2.2. La formulación descrita en (2.15) para un problema de PL en R3 es
equivalente a

mı́n z

sujeto a

z ≥ ãi x + b̃i y + c̃i i ∈ I1,

z ≤ ãi x + b̃i y + c̃i i ∈ I2,

0 ≥ ãi x + b̃i y + c̃i i ∈ I3

(2.16)

donde |I1|+ |I2|+ |I3| = m.

Demostración. Al aplicar los cambios de variable x = x1, y = x2 y z = c1x1+c2x2+
c3x3 a las restricciones en (2.15) se obtiene

mı́n z

sujeto a(
ai 1 − c1ai 3

c3

)
x +

(
ai 2 − c2ai 3

c3

)
y + ai 3

ci 3
z ≥ bi ,
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para todo i ∈ [m]. Si I1 representa el subconjunto de índices que satisfacen ai 3
c3

>
0, entonces al multiplicar (2.17) por c3

ai 3
se obtiene

z ≥ c3

ai 3
bi +

(
c1 − c3ai 1

ai 3

)
x +

(
c2 − c3ai 2

ai 3

)
y i ∈ I1. (2.17)

Si I2 consiste de todos índices para los que el valor de ai 3
c3

es negativo, el re-

sultado de multiplicar por c3
ai 3

a las desigualdades correspondientes resulta

z ≤ c3

ai 3
bi +

(
c1 − c3ai 1

ai 3

)
x +

(
c2 − c3ai 2

ai 3

)
y i ∈ I2. (2.18)

Finalmente, si el índice i es tal que αi 3 = 0 , entonces la desigualdad (2.17)
se simplifica a

0 ≥ bi −ai 1x −ai 2 y i ∈ I3, (2.19)

y el índice pertenecerá al conjunto de índices I3.
Si para los índices en I1 y I2 se realiza el cambio de notación

ãi = c1 − c3ai 1

ai 3
, b̃i = c2 − c3ai 2

ai 3
, c̃i = ai 3

c3
bi

y para los índices en I3

ãi =−ai 1, b̃i =−ai 2 c̃i = bi ,

entonces el sistema en (2.15) se puede reescribir como el problema (2.16).

A la formulación en (2.16) se le llamará la formulación de Megiddo para el
espacio. Como sólo se va a trabajar con esta formulación, se omitirán las tildes de
los coeficientes. De manera similar al problema de PL en el plano, es de interés
transformar el problema de PL en R3 a un problema de dimensión menor, en
este caso dimensión 2. Así, asociadas a cada conjunto de restricciones en 2.16 se
definen las funciones

f1(x, y) = máx{ai x +bi y + ci : i ∈ I1},

f2(x, y) = mı́n{ai x +bi y + ci : i ∈ I2},

f3(x, y) = máx{ai x +bi y + ci : i ∈ I3},

(2.20)

donde cada una de éstas es lineal por trozos y f1, f3 son convexas mientras que
f2 es cóncava. Nótese que, las restricciones en 2.16 imponen a las funciones an-
teriores las siguientes condiciones

f1(x, y) ≤ z ≤ f2(x, y),

f3(x, y) ≤ 0

Puesto que el problema consiste en minimizar la variable z, la expresión en
(2.21) implica que el valor óptimo de z es el mínimo valor que puede alcanzar
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la función f1(x, y) sujeto al cumplimiento de (2.21). Así, el problema (2.16) se
puede reescribir como

mı́n f1(x, y)

sujeto a

f1(x, y)− f2(x, y) ≤ 0

f3(x, y) ≤ 0.

(2.21)

Definiendo la función convexa auxiliar F (x, y) = máx{ f1(x, y)− f2(x, y) , f3(x, y)},
el problema formulado en (2.21) es equivalente a

mı́n f1(x, y)

sujeto a

F (x, y) ≤ 0,

reemplazando un problema en R3 por un problema equivalente en R2. A esta
representación de un problema de PL en el espacio se le llamará formulación
bidimensional. Nótese que, la factibilidad de un punto (x, y) está sujeta a que
f1(x, y)− f2(x, y) ≤ 0 y f3(x, y) ≤ 0.

De aquí en adelante, se utilizarán para trabajar la formulación de Megiddo y
la formulación bidimensional de un problema en el espacio.

Eliminación de restricciones redundantes

Dada la formulación en (2.16), el algoritmo inicia eligiendo parejas disjuntas
i , j de elementos de cada conjunto de índices I1, I2, I3. El criterio para emparejar
restricciones es seleccionar los índices i , i +1. Nótese que a lo más un elemento
de cada conjunto puede quedar sin pareja. De cada pareja de índices se puede o
bien eliminar una de las restricciones, o bien obtener una recta generada por la
intersección de los planos correspondientes.

Sea i , j una pareja de índices de I1 tal que de las restricciones correspondien-
tes satisfacen que (ai ,bi ) = (a j ,b j ). Entonces ambas restricciones representan el
mismo plano trasladado sobre el plano x y y, por lo tanto, una de las restriccio-
nes es redundante. Puesto que para los índices en I1 el área de interés definida
por las restricciones es el semiespacio superior, se puede eliminar la restricción
cuya constante sea menor. Si i , j son índices en I2, argumentos semejantes in-
dican que si (ai ,bi ) = (a j ,b j ), entonces la restricción cuya constante sea mayor
resulta redundante.

Si para cualquier pareja de índices i , j en I1 o I2 resulta que (ai ,bi ) 6= (a j ,b j ),
entonces los planos correspondientes z = a j x +b j y + ci y z = ai x +bi y + ci se
intersectan en una recta Li j , que al ser proyectada sobre el plano x y lo divide en
dos semiplanos. Estas rectas están definidas como

Li j = {(x, y) : (b j −bi )y = (ai −a j )x + ci − c j }.
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Figura 2.10: Eliminación de restricciones redundantes e identificación de rectas de in-
tersección.

Nótese que las restricciones en I3 corresponden a planos verticales sobre
el plano x y , por lo que su proyección sobre el plano corresponde de manera
directa con una recta. Por lo tanto, cada pareja de restricciones con índices en I3

que no satisfagan la condición (ai ,bi ) = (a j ,b j ) define una pareja de rectas en el
plano y ésta se añade al conjunto de rectas generadas en esta subrutina. En caso
contrario, se eliminará la restricción que tenga constante menor.

En la figura 2.10 se ilustra un ejemplo de esta subrutina: los planos H1, H2,
H5 corresponden a restricciones en I2, mientras que H3 y H4 corresponden a I1;
las rectas punteadas son las intersecciones de los planos y la restricción corres-
pondiente al plano H1 es redundante. Una vez terminado este proceso, se ha
eliminado a los más un cuarto de las restricciones originales para cada conjunto
de índices en un tiempo lineal. Este proceso se ve bosquejado en el diagrama
2.11.

Prueba para un recta en el plano

Esta prueba es una generalización de la prueba para un punto en una recta.
Su objetivo es determinar, dada una recta en el plano x y , cual de los semiplanos
que genera es relevante para el problema. Para esto la prueba analiza una vecin-
dad de un punto sobre la recta, determinando su factibilidad y si el valor de la
función objetivo puede disminuir dentro de la vecindad.

Esta búsqueda de la solución óptima es transformada por Megiddo en la re-
solución de a lo más tres problemas de PL de dimensión menor, permitiendo la
solución recursiva de problemas de PL en el espacio, al descomponerlos en pro-
blemas de PL de dimensión dos. Cada uno de los problemas de PL de dimensión
dos es resuelto con el algoritmo de Megiddo en el plano descrito anteriormen-
te. Así, la prueba consiste en determinar la ubicación de la solución óptima al
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Inicio

ai x +bi y + ci , i ∈ I1
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Figura 2.11: Diagrama eliminación de restricciones redundantes.

problema bidimensional respecto a una recta en el plano, y lo lleva a cabo resol-
viendo a lo más tres problemas de PL de dimensión dos.

Supóngase por razones prácticas, que la recta coincide con el eje x y con-
sidérese un punto cualquiera (x0, y0) sobre la recta y = 0. Si (x0, y0) es factible
para el problema bidimensional, la prueba determina en cual semiplano defi-
nido por y = 0 se encuentra la solución óptima, o bien si se encuentra sobre la
misma recta; si el punto no es factible, designa en cual semiplano se puede en-
contrar una solución factible o, en su defecto, la no factibilidad del problema.
Por simplicidad supóngase que (x0, y0) = (0,0).

Se sigue de lo anterior, que para analizar la vecindad de (x0, y0) son necesa-
rias solamente las restricciones que satisfagan la factibilidad de manera estricta
(es decir, las restricciones activas en el punto) y las que violen la factibilidad
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sobre ese punto. El resto de las restricciones no aportan información relevan-
te para esta prueba. Se definen entonces los siguientes subconjuntos de índices
correspondientes a las restricciones mencionadas

I∗1 = {i ∈ I1 : ci = f1(0,0)},

I∗2 = {i ∈ I2 : ci = f2(0,0) si F (0,0) = f1(0,0)− f2(0,0) ≥ 0},

I∗3 = {i ∈ I3 : ci = f3(0,0) si F (0,0) = f3(0,0) ≥ 0}.

(2.22)

Nótese que I∗k ⊂ Ik para k=1,2,3; además I∗2 = ; si F (0,0) < 0 o F (0,0) =
f3(0,0) y I∗3 es vacío si F (0,0) < 0 o F (0,0) = f1(0,0)− f2(0,0). Estos conjuntos
tienen la información necesaria y suficiente para analizar el comportamiento
del problema alrededor del punto.

Si el origen es un punto factible, entonces se desea saber si existe un valor
(x, y) factible en una vecindad del origen que disminuya el valor de la función
objetivo. Los siguientes resultados relacionan lo anterior con la solución de un
problema auxiliar cuando el origen es un valor factible.

Proposición 2.2.3. Suponiendo que (0,0) es un valor factible, la existencia de un
punto (x, y) factible tal que y > 0, f1(x, y) < f1(0,0) es equivalente a la existencia
de un valor real λ tal que

1. máxi∈I∗1 {aiλ+bi } < 0,

2. máxi∈I∗1 {aiλ+bi } ≤ mı́ni∈I∗2 {aiλ+bi },

3. máxi∈I∗3 {aiλ+bi } ≤ 0.

Demostración. Primero, supóngase que existe el punto (x, y) que satisface las
hipótesis correspondientes. Si λ= x

y se tiene que

máx
i∈I∗1

{(aiλ+bi )y + ci } ≤ f1(λy, y) < f1(0,0) = máx
i∈I1

{ci } = ck , (2.23)

para algún k ∈ I1. Si existiera un índice j en I∗1 tal que a jλ+b j ≥ 0, entonces de
(2.23) resulta que

(a jλ+b j )y < ck − c j , (2.24)

donde el término de la derecha en (2.24) es constante positivo. Sin embargo,
para y arbitrariamente grande la desigualdad anterior se viola. Luego, para todo
i ∈ I∗1 se cumple aiλ+bi < 0, por lo que λ satisface el punto 1.

Ahora, si I∗2 = ; la condición 2 se cumple trivialmente, por lo que se puede
suponer que el conjunto es no vacío. Esto implica que por ser el origen factible,
F (0,0) = f1(0,0)− f2(0,0) = 0 y por consiguiente para todo i ∈ I∗1 y j ∈ I∗2 se tiene
ci = c j . Por la factibilidad de (x, y) se tiene

máx
i∈I∗1

{(aiλ+bi )y + ci } ≤ f1(λy, y) ≤ f2(λy, y) ≤ mı́n
i∈I∗2

{(aiλ+bi )y + ci }.
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En particular, para todo i ∈ I∗1 , j ∈ I∗2 , se tiene

(aiλ+bi )y + ci ≤ (a jλ+b j )y + c j

donde c j − ci = 0, así resulta aiλ+bi ≤ a jλ+b j . Se sigue que λ satisface la con-
dición 2. Finalmente si I∗3 fuera un conjunto vacío la condición 3 se satisface por
vacuidad, así se puede suponer I∗3 6= ;. Como el origen es una solución factible,
F (0,0) = f3(0,0) = 0, lo que implica ci = 0 para todo i ∈ I∗3 . Por otra parte, se tiene

máx
i∈I∗3

{(aiλ+bi )y + ci } ≤ f3(λy, y) ≤ 0,

o equivalentemente, (aiλ+bi )y ≤ 0 para toda i ∈ I∗3 , lo que implica aiλ+bi ≤ 0.
Luego, λ satisface la condición 3.

Inversamente, supóngase que existe un valorλ ∈R que satisfaga las tres con-
diciones descritas. Sea x = λy con y > 0 suficientemente pequeño para que se
cumpla

máx
i∈I1

{(aiλ+bi )y + ci } ≤ máx
i∈I∗1

{(aiλ+bi )y + ci }, (2.25)

mı́n
i∈I2

{(aiλ+bi )y + ci } ≥ mı́n
i∈I∗2

{(aiλ+bi )y + ci }, (2.26)

máx
i∈I3

{(aiλ+bi )y + ci } ≤ máx
i∈I∗3

{(aiλ+bi )y + ci }. (2.27)

De la condición 1 y de la definición del conjunto I∗1 se tiene

máx
i∈I∗1

{(aiλ+bi )y + ci } = máx
i∈I∗1

{aiλ+bi }y +máx
i∈I1

{ci } < máx
i∈I1

{ci }. (2.28)

Uniendo los resultados de las desigualdades (2.25) y (2.28) se llega a

f1(x, y) ≤ máx
i∈I∗1

{(aiλ+bi )y + ci } < máx
i∈I1

{ci } = f1(0,0),

Ahora, como se mencionó anteriormente, si I∗2 6= ; la factibilidad del origen
implica que f1(0,0) = f2(0,0) por lo que de la condición 2 resulta

máx
i∈I∗1

{(aiλ+bi )y + ci } = máx
i∈I∗1

{aiλ+bi }y +máx
i∈I1

{ci }

≤ máx
i∈I∗2

{aiλ+bi }y +máx
i∈I2

{ci } = máx
i∈I∗2

{(aiλ+bi )y + ci }.
(2.29)

Así, de la expresión en (2.29) y las desigualdades en (2.25) y (2.26) resulta
f1(x, y) ≤ f2(x, y). Finalmente de la condición 3 y la definición de I∗3 se satisface

máx
i∈I∗3

{(aiλ+bi )y + ci } = máx
i∈I∗3

{aiλ+bi }y +máx
i∈I3

{ci } ≤ 0, (2.30)

y por (2.27) f3(x, y) ≤ 0. Por lo tanto, el punto (x, y) disminuye el valor de la fun-
ción objetivo y es factible.
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La proposición anterior se puede presentar como un problema de PL de la
siguiente forma: sea η ∈R una variable auxiliar tal que

máx
i∈I∗1

{aiλ+bi } ≤ η≤ mı́n
i∈I∗2

{aiλ+bi }.

Si además η< 0 y λ satisface las condiciones en la proposición (2.2.3) entonces
la solución óptima del problema bidimensional está en el semiplano superior en
R2. Esto se puede traducir a una formulación de Megiddo para el plano auxiliar

mı́nη

sujeta a

η≥ aiλ+bi , i ∈ I∗1 ,

η≤ aiλ+bi , i ∈ I∗2 ,

0 ≥ aiλ+bi , i ∈ I∗3 .

(2.31)

Si la resolución de este problema tiene como resultado que η ≥ 0 entonces la
solución óptima se encuentra en el semiplano inferior, o bien el origen es la so-
lución factible. La siguiente proposición presenta un resultado análogo a la pro-
posición 2.2.3 para el caso en que el punto (x, y) se encuentre en el semiplano
inferior.

Proposición 2.2.4. Suponiendo que (0,0) es un valor factible, la existencia de
un punto (x, y) tal que y < 0, f1(x, y) < f1(0,0) y F (0,0) ≤ 0 es equivalente a la
existencia de un valor real λ tal que

1. mı́n {aiλ+bi : i ∈ I∗1 } > 0,

2. mı́n {aiλ+bi : i ∈ I∗1 } ≥ máx {aiλ+bi : i ∈ I∗2 },

3. mı́n {aiλ+bi : i ∈ I∗3 } ≥ 0.

Demostración. La demostración resulta análoga a la demostración de la propo-
sición 2.2.3.

La proposición anterior se puede representar como un problema de PL de-
finiendo η ∈R como una variable auxiliar tal que

máx
i∈I∗1

{aiλ+bi } ≥ η≥ máx
i∈I∗2

{aiλ+bi }

Si además η> 0 y λ satisface las condiciones en la proposición 2.2.4 entonces la
solución óptima del problema bidimensional está en el semiplano superior en
R2. El problema de PL asociado es el siguiente

máxη

η≤ aiλ+bi , i ∈ I∗1
η≥ aiλ+bi , i ∈ I∗2
0 ≤ aiλ+bi , i ∈ I∗3 .

(2.32)
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Si las soluciones a los problemas (2.31) y (2.32) resultan η ≥ 0 y η ≤ 0 respecti-
vamente, entonces buscar soluciones factibles fuera de la recta y = 0 no mejora
la función objetivo y por lo tanto, el origen es la solución factible al problema
bidimensional.

Ahora, si el origen no es una solución factible, se busca un punto (x, y) que
intuitivamente se acerque más a ser factible o bien que F (x, y) < F (0,0) y, si es
posible, logre ser una solución factible. Las siguientes proposiciones presentan
los argumentos para mostrar la equivalencia entre un problema de optimización
auxiliar y la existencia de dicho punto en alguno de los semiplanos generados
por la recta y = 0.

Proposición 2.2.5. Si el origen no es una solución factible, la existencia de un
punto (x, y) con y > 0 y que satisfaga F (x, y) < F (0,0) es equivalente a la existencia
de un valor real λ tal que

1. máxi∈I∗1 {aiλ+bi } < mı́ni∈I∗2 {aiλ+bi },

2. máxi∈I∗3 {aiλ+bi } < 0.

Demostración. Supóngase que existe el punto (x, y) con y > 0 tal que F (x, y) <
F (0,0) y tomando λ= x

y se tiene f1(x, y)− f2(x, y) < f1(0,0)− f2(0,0) si y solo si

máx
i∈I1

{(aiλ+bi )y + ci }−mı́n
i∈I2

{(aiλ+bi )y + ci } < máx
i∈I1

{ci }−mı́n
i∈I2

{ci }. (2.33)

Por otra parte

máx
i∈I1

{(aiλ+bi )y + ci }−mı́n
i∈I2

{(aiλ+bi )y + ci }

≥ máx
i∈I∗1

{(aiλ+bi )y + ci }−mı́n
i∈I2

{(aiλ+bi )y + ci }

= máx
i∈I∗1

{(aiλ+bi )y}+máx
i∈I1

{ci }−mı́n
i∈I2

{(aiλ+bi )y + ci },

(2.34)

ya que ci = máx j∈I1 {c j } para todo i ∈ I∗1 . De las expresiones en (2.33) y (2.34)
resulta

máx
i∈I∗1

{(aiλ+bi )y}−mı́n
i∈I2

{(aiλ+bi )y + ci } <−mı́n
i∈I2

{ci }.

Reacomodando los términos de la expresión anterior se tiene

máx
i∈I∗1

{(aiλ+bi )y}+mı́n
i∈I2

{ci } < mı́n
i∈I2

{(aiλ+bi )y + ci } ≤ mı́n
i∈I∗2

{(aiλ+bi )y + ci },

que es equivalente a

máx
i∈I∗1

{(aiλ+bi )y}+mı́n
i∈I2

{ci } ≤ mı́n
i∈I∗2

{(aiλ+bi )y}+máx
i∈I2

{ci }.

Por lo tanto, f1(x, y)− f2(x, y) < f1(0,0)− f2(0,0) si y sólo si

máx
i∈I∗1

{aiλ+bi }y < mı́n
i∈I∗2

{aiλ+bi }y.
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Ahora, f3(x, y) < f3(0,0) si y solo si máxi∈I∗3 {(aiλ+bi )y} < 0 puesto que

máx
i∈I3

{ci } > máx
i∈I3

{(aiλ+bi )y + ci }

≥ máx
i∈I∗3

{(aiλ+bi )y + ci }

= máx
i∈I∗3

{(aiλ+bi )y}+máx
i∈I3

{ci }.

La proposición anterior indica que si el máximo entre máxi∈I∗1 {aiλ+ bi }−
mı́ni∈I∗2 {aiλ+ bi } y máxi∈I∗3 {aiλ+ bi } es un valor negativo entonces existe un
valor (x, y) en el semiplano superior que puede mejorar la no factibilidad del
origen. A partir de esta proposición se define la función convexa lineal por trozos

F∗(λ) = máx{máx
i∈I∗1

{aiλ+bi }−mı́n
i∈I∗2

{aiλ+bi },máx
i∈I∗3

{aiλ+bi }}. (2.35)

Esta función es la generalización de la función auxiliar f (x) descrita en (2.14 uti-
lizada en la prueba de un punto en un recta cuando el punto no es factible. El
algoritmo de Megiddo para el plano, también se puede utilizar para minimi-
zar esta función de la siguiente manera: considérense parejas disjuntas i , j de
elementos de cada uno de los conjuntos I∗1 , I∗2 , I∗3 ; utilizando las restricciones
correspondientes en su forma akλ+bk calcúlese el punto de intersección de es-
tas parejas de restricciones. Posteriormente, se calcula la mediana xm de estos
puntos y se evalúa F∗(xm). Si

F∗(xm) = máx
i∈I∗1

{ai xm +bi }−mı́n
i∈I∗2

{ai xm +bi }, (2.36)

entonces se realiza el análisis de las derivadas laterales presentado en la sección
2.2.1 a la función en (2.36) para encontrar su mínimo. Por el contrario, si

F∗(xm) = máx
i∈I∗3

{ai xm +bi }, (2.37)

se aplica el análisis de las derivadas laterales en la sección 2.2.1 a la función en
(2.37). Una vez realizado el análisis, se ha redefinido el intervalo de búsqueda
de una solución factible y se ha eliminado una proporción de las restricciones.
Entonces se efectúan nuevas parejas con las restricciones sobrevivientes y se
ejecuta nuevamente el análisis, hasta obtener el valor mínimo de la función F∗.

Si F∗(λ) < 0 entonces se debe buscar soluciones factibles en el semiplano
superior. En caso contrario puede existir una solución factible en el semiplano
inferior, o bien el problema no es factible. La siguiente proposición presenta
condiciones análogas a la proposición 2.2.5 para encontrar un punto factible
en el semiplano inferior del plano.

Proposición 2.2.6. La existencia de un punto (x, y) tal que y < 0, f1(x, y) < f1(0,0)
y f (0,0) ≤ 0 es equivalente a la existencia de un λ tal que
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1. mı́n {aiλ+bi : i ∈ I∗1 } > máx {aiλ+bi : i ∈ I∗2 },

2. mı́n {aiλ+bi : i ∈ I∗3 } > 0.

Demostración. La demostración es semejante a la proposición anterior.

De manera análoga a la proposición anterior, la proposición 2.2.6 induce la
construcción de una función convexa lineal por trozos

F∗(λ) = mı́n{mı́n
i∈I∗1

{aiλ+bi }−máx
i∈I∗2

{aiλ+bi },mı́n
i∈I∗3

{aiλ+bi }}. (2.38)

Esta función es minimizada por el algoritmo de Megiddo para R2 de mane-
ra semejante a la función (2.35). Si el valor mínimo de esta función es positivo,
entonces la proposición 2.2.6 indica que existe un valor factible en el H−. De no
ser el caso, se ha determinado que la función objetivo tiene su valor mínimo en
el origen, sin embargo, no es un valor factible y por lo tanto el problema es no
factible.

Una vez descrita la teoría pertinente se presenta la prueba a una recta en un
plano. La prueba inicia resolviendo el primer problema de PL auxiliar de dimen-
sión dos,

mı́n f1(x,0)

sujeta a

F (x,0) ≤ 0,

(2.39)

para obtener una solución óptima del problema bidimensional restringido a la
recta y = 0. La aplicación de este algoritmo puede dar como resultado que el
problema no es factible, que el problema no es acotado, o bien puede encontrar
una solución óptima (x∗,0). Claramente, si al resolver el problema auxiliar resul-
ta que es no acotado, entonces el problema original es no acotado y la prueba
termina, pues no hay nada que hacer.

Por lo tanto, supóngase que la solución del problema auxiliar (2.39) genera
un valor óptimo (x∗,0) el cual puede ser factible o no. Ahora, se estudiará el
comportamiento de una función objetivo en una vecindad de este punto. Sin
pérdida de generalidad supóngase que x∗ = 0 (si no es así, se puede trasladar el
sistema coordenado en tiempo lineal). Genérense los subconjuntos de índices
correspondientes a restricciones activas en el origen I∗1 , I∗2 y I∗3 .

Si 0 es un valor factible se resuelve el problema de PL (2.31). Si η< 0 la pro-
posición 2.2.3 indica que la solución óptima se encuentra en H+. Si η ≥ 0 se
resuelve el tercer problema auxiliar (2.32): si η > 0 según la proposición 2.2.4 el
óptimo se encuentra en el semiplano inferior; si η ≥ 0 significa que el valor de
f1(x, y) no puede ser mejorada en ningún semiplano y por lo tanto, el origen es
el valor óptimo.

Ahora, si el origen es no factible, se minimiza la función (2.35). Si el valor
de F∗(λ) < 0 entonces la proposición 2.2.5 indica que se debe buscar soluciones
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factibles en H+, en caso contrario, se minimiza la segunda función auxilar (2.38).
La proposición 2.2.6 señala que si el valor de F∗(λ) > 0 entonces se debe buscar
soluciones factibles en H−, en caso contrario, la función f1(x, y) tiene su mínimo
en el origen y éste no es una solución factible, por lo que el problema es no
factible. En la figura 2.12 se presenta un diagrama de flujo que bosqueja este
algoritmo.

Así, dada una recta y un punto sobre ella, esta prueba puede determinar en
tiempo lineal si el problema es factible o no, si el punto es óptimo, o bien en
cual cuadrante del plano se puede encontrar la solución óptima. Es importante
observar que en la prueba se realizan dos transformaciones del sistema coorde-
nado: la primera transformación tiene por objeto que la recta de interés coincida
con el eje x; la segunda transformación se realiza para trasladar la solución óp-
tima del problema bidimensional restringida al eje x para que corresponda con
el origen. Esta última traslación se realiza siempre y cuando el primer problema
auxiliar resulte factible.

Algoritmo de Megiddo para R3

A grandes rasgos el algoritmo determina dos rectas, y = ym y x =m , a las cua-
les aplica la prueba descrita en la sección anterior. Al finalizar ambas pruebas, se
tiene un semiplano por cada variable en donde se puede encontrar la solución
óptima (o una solución factible). Al intersectar estos semiplanos se obtiene un
cuadrante en donde se sabe existe que exista una solución óptima, acotando así
el poliedro de soluciones.

Entonces, dado un problema de PL en R3 en formulación de Megiddo, se
procede a realizar la ronda de eliminación de restricciones redundantes y la ob-
tención de las rectas de intersección de planos presentada anteriormente. De
este primer subproblema, considérese el conjunto de todas las rectas resultan-
tes Li j que por razones prácticas se renombran sin ningún orden en particular
como L1,L2, ...,Lk , donde k el número de rectas de intersección. Se calcula el án-
gulo θi ∈ [−π

2 , π2 ] entre cada recta Li y la parte positiva del eje x, para i = 1, ...,k.
Sea θM la mediana de estos ángulos.

Considérese la transformación lineal que lleva el eje x a la recta y = tan(θM ).
Esto define un nuevo sistema coordenado en donde a lo más la mitad de las rec-
tas Li tienen ángulo no positivo y la otra mitad ángulo no negativo. Reúnanse en
pares una recta con ángulo no positivo y una con ángulo no negativo. Obsérvese
que a lo más puede quedar una recta sin aparear y se tienen bk

2 c pares. Para cada
pareja de rectas, se calcula su punto de intersección (xi j , yi j ). Si las rectas no se
intersectan, significa que las rectas son paralelas al eje x y entonces se define el
valor yi j como el promedio entre las coordenadas y de las rectas Li ,L j . Al calcu-
lar la mediana yM del conjunto de valores yi j se obtiene la primera recta y = yM

y se le aplica la prueba de la sección anterior.
Una vez determinado el semiplano de interés para la coordenada y , se iden-

tifican los puntos de intersección cuya coordenada y pertenezca al semiplano
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Figura 2.12: Esquema de la prueba para una recta en el plano.

contrario. De estos puntos se calcula la mediana xM de los valores xi j y se defi-
ne la segunda recta de evaluación x = xM . Ahora, se aplica la prueba a la recta
x = xM obteniendo un semiplano de interés para la coordenada x. La intersec-
ción de los cuadrantes de interés para cada coordenada resulta en un cuadrante
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en donde puede encontrarse la solución óptima, una solución factible, o bien
se ha concluido la no factibilidad del problema. En la figura 2.13 se ilustra un
ejemplo del sistema definido por las rectas x = xM y y = yM ; el cuadrante donde
se puede encontrar la solución óptima se indica sombreada.

Figura 2.13: Cuadrantes definidos por las rectas x = xm y y = ym .

Por lo tanto, todos los puntos que se encuentren en el cuadrante “opuesto”
son redundantes. Para cada uno de estos puntos una de las rectas que lo define
es redundante, a saber, la recta que no intersecte el cuadrante de interés (en la
figura 2.13 dicha recta está resaltada). Finalmente cada recta redundante está
definida por una pareja de hiperplanos y uno de ellos será redundante para la
siguiente iteración del algoritmo. Si la pareja de hiperplanos pertenece a I1 o I3,
el hiperplano redundante será aquel hiperplano que tenga valores mayores en
el cuadrante de interés; para el caso de parejas de hiperplanos en I2 será aquel
que tenga valores menores en el cuadrante de interés.

Puesto que en cada aplicación de la prueba para una recta en el plano se
declara que al menos la mitad de los valores yi j y xi j son redundantes, resulta
que aproximadamente un cuarto de los puntos (xi j , yi j ) son redundantes. Eso
implica que al menos 1

8 de las rectas que definan esos puntos son irrelevantes
y por consecuencia al menos 1

16 de restricciones eliminadas para la siguiente
iteración. En la figura 2.14 se presenta el diagrama de flujo de este algoritmo.

2.2.3. Complejidad computacional y generalización de algoritmos de
Megiddo

Los algoritmos de Megiddo para problemas de PL resultan ser una meto-
dología ingeniosa que se valen de las propiedades geométricas del problema
para resolverlo de forma efectiva. Lo novedoso de sus algoritmos es la técnica
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Figura 2.14: Diagrama de flujo del algoritmo de Megiddo en el espacio.

de prune and search la cual es muy similar a la idea de dividir y conquistar. Sin
embargo, la característica de los algoritmos prune and search es que la recur-
sión se va restringiendo a una fracción constante de las restricciones origina-
les (lo cual implica una complejidad computacional menor) hasta que reste un
número pequeño de restricciones suficientes para hacer el problema tratable
eficientemente. Cada iteración del algortimo requiere un tiempo proporcional
al número de restricciones disponibles en ese momento y por lo tanto todo el
proceso es lineal.

Entonces, los algoritmos de tipo prune and search realizan un trabajo lineal
en cada iteración para reducir el número de restricciones por una fracción k.
Para el caso de PL en el plano, en cada iteración se eliminan a lo más un cuarto
de restricciones (k = 1

4 ) en tiempo Cm, donde C es una constante que indica el
costo de una iteración, lo que implica que el tiempo total del algoritmo es de la
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forma

C m(1+ (1−k)+ (1−k)2 + (1−k)3 + ....) =C m

(
1+ 3

4
+ 3

4

)2

+
(

3

4

)3

+ ....,

convergiendo a 4C m y por lo tanto el algoritmo tiene una complejidad lineal.
De manera análoga para R3, se elimina en cada iteración 1

16 de restricciones por
lo que el tiempo total de trabajo del algoritmo es

C m

(
1+ 15

16
+ 15

16

2

+ 15

16

3

+ ....

)
,

lo cual converge a un tiempo de 16C m, y así el algoritmo sigue siendo lineal.
Naturalmente, era interesante saber si este enfoque podía ser generalizado

a cualquier problema de PL con dimensión fija. En [31] Megiddo demostró que
esto era posible; sin embargo, la generalización resulta ser nada trivial debido a
que conlleva una gran cantidad de transformaciones y un número significativo
de pruebas a hiperplanos, además que la constante de proporcionalidad cre-
ce de manera exponencial. Si el problema es de dimensión d y m restricciones
el algoritmo de Megiddo va eliminando una fracción de restricciones cada vez
menor al aumentar la dimensión del problema, por lo que la constante de pro-
porcionalidad crece rápidamente. En general, en cada iteración se resuelven a
lo más 3 ·2d−1 problemas de tamaño a lo más m×(d −1), reduciendo un proble-
ma de tamaño m ×d a uno de tamaño a lo más m(1−21−2d

)×n obteniendo un
algoritmo de complejidad O(22d

m), el cual es polinomial si d ≤ loglogm +O(1)
[31].

Esto indica que la implementación de este algoritmo para problemas de PL
de dimensión mayor que tres se muestra ineficiente en la práctica comparado
con algortimos existentes; además la generalización de todos los conceptos y
procesos descritos resultan ser no triviales, por lo que se pone en duda la prac-
ticidad del algoritmo para problemas de dimensiones mayores a tres. Sin em-
bargo, para problemas de PL de dimensión menor o igual a tres el algoritmo se
manifiesta atractivo.

De manera independiente Clarkson [9] y Dyer [14] propusieron mejoras al
algoritmo de Megiddo, obteniendo una complejidad de O(3d 2

n) que resulta ser
polinomial si d =O(

√
logn).



Capítulo 3

El problema de sujeción robótica

La mano humana cumple con tres funciones importantes: explorar, sujetar
y manipular objetos, independientemente de su forma [3]. Por lo tanto, resul-
ta natural que la automatización de distintos procesos de producción llevados
a cabo por maquinaria automatizada introdujera la necesidad de la mano ro-
bótica. La creación de manos robóticas con múltiples dedos sirvió, entre otras
cosas, para analizar los fundamentos mecánicos de la sujeción y manipulación
de objetos por manos humanas. Las ventajas de éstas son una mayor estabili-
dad debido al número de puntos de contacto que sujetan al objeto; son capaces
de sostener objetos con formas arbitrarias; es posible aplicar varios momentos
angulares al objeto restringido [59], entre otras. La primera mano robótica dise-
ñada para una manipulación diestra fue la mano de Salisbury [51]. El análisis y
modelado de la sujeción realizado por Salisbury sentó las bases para las ramas
de análisis y síntesis de sujeción, y la investigación de manipulaciones diestras
que se llevan a cabo hoy en día [47]. Su trabajo destacó además por utilizar teoría
de torsores para trabajar el problema de agarre de una mano robótica.

La teoría de sujeción robótica tiene como propósito analizar y emular la ca-
pacidad de restricción y manipulación de un objeto por una mano humana (en
relación con la muñeca y la palma de la mano) dado un conjunto adecuado de
puntos de contacto y la estabilidad de dicha sujeción [6],[59]. En el estudio de
una sujeción robótica, se presentan dos tipos de aprehensión que resultan ser
los más importantes, estos son llamados sujeciones de tipo force-closure y form-
closure. Estos términos fueron acuñados por Reuleaux [48] al estudiar la mecá-
nica de algunas máquinas. La primera máquina era una rueda hidráulica, cuyo
eje se ubicaba en una ranura de una sección transversal semicircular. Para el
correcto funcionamiento de la máquina, era necesario que el peso de la rueda
mantuviera el contacto o cercanía entre el eje y la ranura, por lo que el término
force-closure describe sujeciones en las que su correcto funcionamiento requie-
re de la aplicación de una fuerza [57]. Sin embargo, si el contacto es mantenido
debido a la geometría de los objetos en contacto (como el caso de una pelota
dentro de un cilindro), es cuando se produce una sujeción form-closure.

53
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En análisis de sujeción, la determinación de alguna de las dos propiedades
anteriores queda sujeta al modelo de contacto que se emplee. Un modelo de con-
tacto mapea las fuerzas que pueden ser transmitidas de los dedos a la superficie
a través de los puntos de contacto a las fuerzas generalizadas [26]. Así, la princi-
pal diferencia entre una sujeción force-closure y una form-closure es que para la
primera se utilizan modelos de contacto con fricción o modelos de dedos sua-
ves, mientras que la segunda se basa en modelos de contacto sin fricción [63].

Para sujeciones en el espacio, determinar la propiedad de force-closure re-
sulta más complicado que determinar la propiedad de form-closure debido a la
no-linealidad que presentan los modelos de contacto utilizados [62]. Salisbury
y Roth [51] demostraron que una condición necesaria y suficiente para tener
force-closure es que las fuerzas generalizadas primitivas generen positivamen-
te todo el espacio 6-dimensional de fuerzas generalizadas. Esto es equivalente a
que el origen del espacio de fuerzas generalizadas pertenezca a la envoltura con-
vexa de las fuerzas generalizadas primitivas [33]. De esta forma, distintas equi-
valencias para la condición de force-closure han sido propuestas en las últimas
décadas, pocas de ellas para sujeciones en R3 debido a la mencionada comple-
jidad.

Es de particular interés el estudio de la propiedad force-closure y distintos
problemas relacionados. Algunos de ellos son determinar la calidad de la su-
jeción y la optimización de las fuerzas de contacto ejercidas para mantener la
sujeción del objeto. En 1989 Nakamura et al. [40] propusieron la primera prue-
ba cualitativa exacta para determinar si una sujeción es force-closure. La prueba
consiste en la solución de 12 problemas de programación no-lineal con restric-
ciones. Por su parte, en 1992 Liu [27] propuso una técnica de reducción recursiva
que permite determinar si el origen del espacio está contenido en la envoltu-
ra convexa de las fuerzas generalizadas primitivas en dimensiones superiores,
resolviéndolo en la dimensión más baja posible. Posteriormente, Liu y Wang
[29] presentaron en 1998 la formulación de una prueba cualitativa para sujeción
force-closure en 3D como un problema de ray-shooting.

En 1999 Bicchi [5] demostró la relación entre una sujeción force-closure y el
equilibrio de una ecuación diferencial ordinaria incluyendo en su trabajo prue-
bas tanto cualitativas como cuantitativas. En 2006 Phoka et al. [45] implementan
los métodos de algoritmos genéticos, estrategia evolutiva, gradiente conjugado
y downhill simplex basados en la distancia Q, como pruebas cualitativas para
sujeción force-closure en objetos con superficies curvas. La distancia Q utiliza
un compacto convexo que contenga al origen como métrica para determinar si
el origen pertenece o no en el interior relativo de las fuerzas primitivas gene-
ralizadas. También utiliza algoritmos genéticos que explotan las características
de la distancia Q para encontrar sujeciones force-closure óptimas en curvas pa-
ramétricas y superficies paramétricas en 2D y 3D respectivamente [44]. Inde-
pendientemente, Niparnan et al. [41] utilizaron métodos heurísticos para una
prueba cualitativa sin linearización del cono de fricción. En 2009 Zheng et al.
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[61] presentan un algoritmo que calcula la mínima distancia de un punto a un
cono convexo en un espacio n-dimensional, aplicándolo como prueba cualita-
tiva de force-closure, determinan la equivalencia entre el hecho de que la suma
de fuerzas generalizadas normales negativas pertenezcan al cono de fricción y
que la distancia entre dicha suma y el cono convexo sea cero.

Por su parte, Trinkle fue el primero en formular la propiedad de force-closure
como un problema de programación lineal. En su trabajo de 1992 [56], Trikle
presenta por primera vez una prueba cuantitativa para determinar si una mano
robótica presenta sujeción force-closure para una cantidad arbitraria de puntos
de contacto. En 2003 Zhu y Wang [63] expusieron el problema de cuantificar
una sujeción al minimizar la distancia Q, la cual expresa el mejor desempeño
de una sujeción frente a perturbaciones externas. Posteriormente, Han, Trin-
kle y Li presentan [20] una transformación de las restricciones no lineales del
cono de fricción a desigualdades de matrices lineales. Así, formulan los proble-
mas anteriores como un conjunto de problemas de optimización convexa con
desigualdades de matrices lineales. Zhu y Ding [62] presentan en 2006 un algo-
ritmo iterativo basado en observaciones de la condición geométrica de la suje-
ciones del tipo force-closure. Con esto, y la discretización del cono de fricción
proponen un algoritmo cuantitativo. En 2009 Sahbani et al. en [18] demuestran
que las fuerzas generalizadas asociadas a tres puntos de contacto no coplanares
en 3D forman una base en el espacio de fuerzas generalizadas. Utilizando este
hecho, implementan un algoritmo heurístico para una prueba cuantitativa pa-
ra sujeciones force-closure. Finalmente, en 2010 Al-Gallaf [2] presenta una regla
basada en redes neuro-difusas para optimización de fuerzas en tiempo real para
una mano con n dedos.

La calidad, la estabilidad y la optimización de fuerzas de contacto de una su-
jeción de tipo force-closure son los problemas principales abordados en los ar-
tículos anteriores, y a los que se da seguimiento en este trabajo. A continuación
se da una breve introducción a los conceptos básicos del problema de sujeción
robótica.

3.1. Preliminares

En el estudio de la sujeción robótica se presentan dos tipos de problemas
principales: análisis de sujeción y síntesis de sujeción [26]. El primero consiste
en determinar si la sujeción de un objeto por una mano robótica y n puntos de
contacto es estable, es decir, si la sujeción es capaz de resistir cualquier perturba-
ción aplicada al objeto. Para el análisis de sujeción se desarrollan e implementan
pruebas cualitativas y cuantitativas basadas en distintas propiedades de la suje-
ción y las características del problema a trabajar. Las pruebas cualitativas, sim-
plemente determinan si la sujeción estudiada cumple alguna propiedad, como
force-closure o form-closure (como se verá más adelante), las cuales determi-
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nan la estabilidad de la sujeción estudiada. Las pruebas cuantitativas aportan
una medida de qué tan bueno es el tipo de sujeción. La síntesis de sujeción es
el problema de determinar la posición correcta de la mano respecto al objeto y
encontrar un conjunto de puntos de contacto adecuado para la manipulación
óptima de un objeto determinado [47]. Algunos artículos donde se desarrollan
algoritmos de síntesis de sujeción son [3], [13], [50], [63].

La sujeción de un objeto por una mano robótica se puede describir median-
te un conjunto de puntos de contacto y/o un conjunto de fuerzas generalizadas
aplicadas a la superficie de dicho objeto.

Al punto donde el dedo robótico toca la superficie del objeto se le llama pun-
to de contacto. Es importante mencionar que las características de fricción en
estos puntos depende del material de las superficies en contacto y presenta po-
ca dependencia del área de contacto entre éstas [46]. Para balancear cualquier
fuerza y/o torque externos, la mano robótica puede aplicar una fuerza al objeto
a través de sus dedos. Esta fuerza es conocida como la fuerza de sujeción o con-
tacto. En cada uno de los puntos de contacto se define una fuerza generalizada,
la cual es aplicada con dirección al centro de masa del objeto y es estrictamente
dependiente de la fuerza de sujeción. Una fuerza generalizada w es un vector
con componentes determinados por la fuerza de sujeción y el torque; es decir,
w = (f,τ), donde f es la fuerza de sujeción y τ es el torque o momento angular
del objeto y depende de f y del centro de masa de objeto. Al espacio de todas las
fuerzas generalizadas posibles que se pueden aplicar a un objeto en cada punto
de contacto es llamado espacio de fuerzas generalizadas.

Existen distintos tipos de sujeción que pueden ser llevados a cabo por una
mano robótica. Por lo tanto, para determinar el tipo de aprehensión adecuado
para sujetar o manipular un objeto específico, se debe analizar el caso particu-
lar a estudiar y asignarle un modelo de contacto apropiado, el cual determina las
fuerzas o torques que pueden ser ejercidas por la mano sobre objeto. Estos mo-
delos crean una caracterización de las fuerzas generalizadas así como los movi-
mientos de los dedos sobre la superficie del objeto [23]. Dicha caracterización es
especificada por la geometría de las supeficies en contacto y las caracterísitcas
de fricción determinadas por los materiales de las superficies [23]. Los principa-
les modelos de contacto son:

a) Modelo de contacto puntual con fricción.

b) Modelo de contacto puntual sin fricción.

c) Modelo de dedo suave.

Los modelos dóciles o de dedo suave (figura 3.1c), suponen que la mano es
deformable y el objeto que sostiene es rígido. Estos modelos resultan ser un po-
co complicados debido a la complejidad de una modelación detallada de las
deformaciones posibles de los dedos.
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Los modelos puntuales o de cuerpos rígidos, suponen que tanto los dedos
como el objeto sujetado son sólidos y rígidos, por lo que no se generan defor-
maciones en los puntos de contacto y las áreas de contacto entre el dedo y la
superficie del objeto son puntuales [23]. Las fuerzas de contacto en estos mo-
delos surgen de las restricciones de incompresibilidad e impenetrabilidad entre
objetos rígidos y fuerzas friccionales superficiales. Los modelos puntuales son
sencillos de modelar y resolver, y resultan apropiados para determinar si una
sujeción es capaz de sostener cierto objeto.

(a) Modelo de contacto
sin fricción.

(b) Modelo de contacto
con fricción.

(c) Modelo de contacto
con dedo suave.

Figura 3.1: Modelos de contacto utilizados en la robótica.

Los modelos puntuales pueden ser sin fricción o con fricción. Los primeros
sólo pueden transmitir fuerzas a lo largo del vector normal a la superficie del
objeto en el punto de contacto (ver figura 3.1a). Este tipo de modelo difícilmente
puede representar una situación real y, por lo tanto, su implementación puede
resultar en efectos negativos para el desempeño de la mano robótica.

El modelo de contacto con fricción (figura 3.1b) es utilizado cuando existe
suficiente fricción entre las superficies y por lo tanto se pueden transmitir fuer-
zas en dirección normal y tangencial a la superficie del objeto pero los compo-
nentes de momento no son transmitidos [26]. Un ejemplo de estos modelos es
el modelo de fricción de Coulomb o fricción seca, cuyas hipótesis indican que la
fricción se opone al movimiento y su magnitud es independiente de la velocidad
en el punto de contacto [26]. Este modelo supone que la fuerza de fricción F f

entre dos cuerpos en contacto es proporcional a la fuerza normal Fn , F f ≤ µFn

donde µ es el coeficiente de fricción dependiente de los materiales en contacto
[46].

Si al ejercer una fuerza en el punto de contacto la dirección de deslizamien-
to del dedo robótico no es uni-direccional, la fuerza de contacto pertenece a un
cono de fricción. Este cono de fricción tiene vértice en el punto de contacto y
semiángulo λ = tan−1(µ), y todas las fuerzas de sujeción que pueden ser apli-
cadas al objeto son restringidas al interior del cono para evitar que se deslice el
dedo. La sujeción de un objeto está en equilibrio si la suma de toda las fuerzas y
momentos actuando sobre el cuerpo resulta cero.

Una sujeción en equilibrio puede ser estable o inestable. Así, una sujeción
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puede neutralizar total o parcialmente la movilidad del objeto dada la presencia
de perturbaciones externas sobre éste [39]. Por lo tanto, una vez determinado el
modelo de contacto adecuado para el problema de sujeción a estudiar, se ana-
liza el conjunto de puntos de contacto de ésta para determinar si es capaz de
resistir la aplicación de fuerzas externas al objeto.

Si la sujeción es capaz de aplicar fuerzas generalizadas específicas en cada
punto de contacto para neutralizar cualquier fuerza externa aplicada al objeto,
entonces es del tipo force-closure [47]. Esto implica que la propiedad de force-
closure es indispensable para tener una sujeción estable. Por su parte, una su-
jeción form-closure determina la capacidad de neutralizar movimientos basán-
dose únicamente en restricciones de contacto unilaterales sin fricción; es consi-
derada una propiedad netamente geométrica, es decir, depende de la geometría
de la sujeción más que de las fuerzas que pudieran ser aplicadas por los dedos
robóticos [5]. Force-closure se puede considerar como una versión más realis-
ta que form-closure, en el sentido de permitir a las fuerzas de fricción ayudar a
mantener el balance de las fuerzas generalizadas aplicadas [47].

El presente trabajo se enfoca en el problema de análisis de sujeción de de-
terminar si ésta es de tipo force-closure y los distintos problemas relacionados
con la sujeción.

3.2. Los problemas de sujeción force-closure

Debido a la no linealidad del cono de fricción, determinar si una sujeción
es force-closure resulta un problema complicado. Sin embargo, la propiedad de
force-closure es un prerrequisito para una sujeción estable y, por lo tanto, dis-
tintos métodos y algoritmos han sido creados para comprobar dicha propiedad
[60]. La propiedad de force-closure está asociada a distintos problemas de inte-
rés:

a) Prueba cualitativa de force-closure.

b) Evaluación cuantitativa de force-closure.

c) Optimización de fuerzas de contacto.

Los problemas anteriores han sido abordados con diferentes perspectivas:
desde programación lineal y no-lineal hasta ecuaciones diferenciales y algorit-
mos genéticos. Cada uno de estos problemas parte de la siguiente premisa: su-
pongamos una mano robótica con n dedos sujetando un objeto, al cual se aplica
alguna perturbación externa. El problema a) consiste en el desarrollo e imple-
mentación de algoritmos para determinar si la sujeción es o no force-closure. El
problema b) utiliza herramientas similares al problema anterior y determina la
calidad de una sujeción de tipo force-closure, es decir, se analiza la sujeción y
se concluye qué tan estable es la propiedad o “cuánto” le falta para perderla. El
problema c) es el siguiente: si en cada punto de contacto el dedo robótico ejerce
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una fuerza de sujeción, determinar el conjunto de fuerzas de contacto que neu-
tralice la fuerza externa y minimice el esfuerzo de la mano robótica.

En el presente trabajo, se estudia e implementa el enfoque iniciado por Liu
y Wang en [29] y mejorado por Zheng y Qian en [60] para resolver el problema
a). La propuesta de Liu y Wang fue la formulación de una prueba cualitativa
para sujeción force-closure en el espacio con fricción como un problema de ray-
shooting: dado un politopo y un punto en su interior, el problema ray-shooting
consiste en encontrar la intersección de un rayo que parte de dicho punto con
la frontera del politopo. Para esto, se basaron en dos propiedades conocidas:

1) Una sujeción es de tipo force-closure si y solo si el origen del espacio de
fuerzas generalizadas pertenece al interior de la envoltura convexa de las
fuerzas generalizadas primitivas.

2) Existe una dualidad polar entre la envoltura convexa de un conjunto de
puntos y un politopo representado por un sistema de desigualdades li-
neales.

Demostrando la equivalencia entre la propiedad 1) y un problema de ray-shooting,
simplifican el problema original a) a un problema de programación lineal, el
cual es equivalente al problema ray-shooting por la propiedad 2. Más aún, pre-
sentan una solución al problema c) al transformarlo en un problema ray-shooting
utilizando la norma L1 como índice de desempeño de las fuerzas generalizadas
y haciendo la simplificación a un problema de PL. Hasta ese momento, el enfo-
que de Liu y Wang era la prueba cualitativa más rápida y usada [12],[27],[28].

Posteriormente, Zheng y Qian, influenciados por la alta eficiencia y la no li-
mitación de puntos de contacto del enfoque de Liu, utilizaron resultados de teo-
ría de poliedros para mejorar el método. Tomando en consideración la dimen-
sión de la envoltura convexa de las fuerzas generalizadas primitivas evitan resul-
tados erróneos, algo que no se había considerado hasta ese momento. Obviar la
dimensión de la envoltura convexa, resulta en un problema de ray-shooting no
acotado y/o que el origen sea confundido por un punto interior de la envoltura
convexa. Más aún, aumentaron la eficiencia del método al eliminar algunos pa-
sos del algoritmo propuesto por Liu y propusieron un índice de estabilidad para
la optimización de fuerzas generalizadas a partir de la formulación ray-shooting.



Capítulo 4

Modelación de la sujeción
robótica con programación lineal

En este capítulo se presenta un desarrollo formal y matemático del proble-
ma de sujeción con una mano robótica visto en el capítulo 3. Se introducen los
preliminares de análisis de sujeción así como la formulación de las fuerzas gene-
ralizadas relacionadas con las fuerzas de contacto de una sujeción force-closure.
Además, se explican los modelos propuestos por Liu y Wang en [29] y por Zheng
y Qian en [60], se observan sus diferencias, así como la descripción y validación
de sus algoritmos. El contenido de este capítulo se basa en el libro de Pratichizzo
y Trinkle, Grasping Handbook of Robotics [47], y en el libro de León, Morales, y
Sancho, From Robot to Human Grasping Simulation [26].

4.1. Modelación matemática

Se pueden construir modelos matemáticos para describir el comportamien-
to de una mano robótica aplicando un conjunto de fuerzas para sujetar un ob-
jeto. Naturalmente, el comportamiento deseado es la inmovilización del objeto,
lo que implica que se desea evitar el deslizamiento de los puntos de contacto
o la separación de los dedos de la superficie. Las sujeciones que cumplen estos
requisitos se llaman sujeciones de tipo closure. A continuación se presentan los
sistemas de referencia, definiciones y notación pertinentes para modelar el caso
particular de sujeciones force-closure.

4.1.1. Fuerzas de contacto

A lo largo de la siguiente sección y el resto de la tesis, se considerarán afir-
mativas las siguientes hipótesis:

Tanto los dedos de la mano robótica como el objeto sujetado son rígidos.

Los contactos entre ambas superficies son puntuales.

60
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El espacio de trabajo de la sujeción es Rl con l = 2,3, mientras que el es-
pacio de trabajo de las fuerzas generalizadas es Rg con g = 3,6 respectiva-
mente.

Cada dedo toca al objeto en un punto regular, es decir, un punto cuya ve-
cindad en el objeto sea una curva o una superficie suave.

El número de dedos sujetando al objeto es mayor o igual a dos en el caso
de sujeciones en R2 y mayor igual que tres en el caso de R3; ésto es un
prerrequisito para tener force-closure [5].

En un modelo de sujeción robótica se definen tres tipos de sistemas de referen-
cia. El primero es el sistema inercial (Rl ), que es el espacio donde vive el objeto
y en el que las leyes del movimiento cumplen las leyes de Newton. El segun-
do es el sistema de referencia del objeto ({O}), el cual determina la posición y la
orientación del objeto con respecto al sistema inercial. Finalmente, se tienen los
sistemas de referencia locales ({Ci }), los cuales están definidos en cada punto de
contacto.

Figura 4.1: Sistemas de referencia utilizados en la modelación matemática de una suje-
ción force-closure.

Considérese una mano robótica con n dedos sujetando un objeto rígido en
el sistema de referencia inercial Rl (figura 4.1). Sea p un vector en el sistema
inercial contenido en el objeto (el centro de masa del objeto es usualmente uti-
lilzado como el vector p). El sistema de referencia del objeto {O} está fijo en éste
y tiene como origen el vector p. La posición del i -ésimo punto de contacto en
referencia al sistema inercial está determinada por el vector ci y ri = ci −p de-
fine la posición del i -ésimo punto de contacto respecto a p. Puesto que cada
punto de contacto es regular hay un plano tangente de contacto Pi bien definido
con origen en ci . Así, se define el i-ésimo sistema de referencia local {Ci } con
ejes {n̂i , ôi , t̂i } definidos en {O}, donde n̂i es el vector unitario normal al plano
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tangente de contacto y t̂i , ôi son dos vectores ortogonales unitarios cualesquie-
ra que viven en el plano de contacto Pi . Nótese que si la sujeción vive en R2

entonces los sistemas de referencia local pierden su componente t̂i y lo mismo
sucederá con las fuerzas de contacto.

Una fuerza de contacto o sujeción f es una fuerza producida por un dedo y
aplicada a la superficie del objeto, con el propósito de balancear o neutralizar
alguna fuerza o momento externo (ver figura 4.1). En cada punto de contacto se
define una fuerza de contacto fi , donde fi es expresado en el sistema coordena-
do local {Ci } como

fi =
 fi ,n

fi ,o

fi ,t

 (4.1)

El contacto de la mano con el objeto crea además un momento o torque, el
cual describe la tendencia de una fuerza a hacer girar o rotar un objeto respecto
a algún eje. Este torque se define como ri × fi . La i-ésima fuerza generalizada
wi ∈ Rg se define como la combinación de la fuerza de contacto y el momento
aplicado por el i-ésimo dedo a p. Ésta es una representación del doble efecto
que ejerce fi sobre el objeto por cada uno de los dedos y se puede interpretar
como la combinación de una fuerza lineal y un momento rotacional a lo largo
de un eje. La i-ésima fuerza generalizada se describe como

wi = Gi fi (4.2)

donde la matriz Gi se llama matriz de sujeción en el i-ésimo contacto y se define
como

Gi =
(

n̂i ôi t̂i

ri × n̂i ri × ôi ri × t̂i

)
.

Cabe mencionar que el producto cruz de dos vectores x, y en el plano está
definido como el determinante de la matriz

(
xy

)
, es decir, x1 y2 −x2 y1.

A la matriz G ∈Rg×3n se le llama matriz de sujeción total, y se compone como

G = [G1,G2, ....,Gn].

Una fuerza generalizada como su nombre lo indica, es la generalización de
una fuerza, libre de sistema coordenado, lo que implica que ésta es invarian-
te del sistema de referencia en el que se trabaje. Esto le da flexibilidad, reduce
errores y emula los fenómenos naturales, ya que en la naturaleza no hay siste-
mas coordenados fijos, y las leyes son dictadas simplemente en un sistema físico
[58]. Por lo tanto, su implementación en el estudio de sujeciones robóticas re-
sulta de gran practicidad.
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4.1.2. Modelo de contacto

Como se mencionó en el capítulo 3, un modelo de contacto relaciona las
fuerzas de contacto con las fuerzas generalizadas correspondientes. De los mo-
delos de contacto mencionados, son de particular interés los modelos de con-
tacto puntual con fricción. El modelo que se usará es el modelo de fricción de
Coulomb, el cual se basa en la idea de que la fricción se opone al movimiento y
su magnitud es independiente de la velocidad y el área de contacto [26].

Figura 4.2: Ilustración del modelo de fricción de Coulomb.

Dado un punto de contacto ci y el plano de contacto Pi tangente en este
punto, la fuerza de contacto fi se descompone en una fuerza tangencial fi ,T =
( fi ,o , fi ,t ) sobre Pi , la cual indica la dirección en que el dedo se puede mover
y la componente normal fi ,n de fi sobre el eje n̂i (ver figura 4.2). La fuerza fi

también crea por reacción una fuerza de fricción fi , f en el plano Pi que se opone
a la fuerza tangencial y cuya magnitud de acuerdo a la ley de Coulomb es µ fi ,n ,
donde µ es el coeficiente de fricción. Este coeficiente depende de los materiales
del objeto y los dedos, y se determina empíricamente.

Mientras la fuerza tangente sea menor o igual a la fuerza de fricción, no hay
desplazamiento de las superficies en contacto. Así, la condición para que no ha-
ya desplazamiento de los dedos es

|fi ,T | ≤µ|fi ,n |. (4.3)

Claramente, esta propiedad es indispensable para una sujeción estable. Cuan-
do |fi ,T | =µ|fn |, se dice que la fuerza de fricción es limitante, lo que significa que
el contacto no presenta perturbación alguna, sin embargo, un deslizamiento o
movimiento está a punto de ocurrir.

Al ángulo λ que se forma entre el vector fi y el vector normal se le llama án-
gulo de fricción. Entonces las componentes de fi en el vector normal y el vector
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tangencial tienen como magnitud

|fi ,n | = |fi |cosλ, |fi ,T | = |fi |sinλ, (4.4)

respectivamente. Sustituyendo 4.4 en la expresión 4.3 se tiene que

|fi |sinλ≤µ|fi |cosλ

y por lo tanto λ≤ tan−1µ. Nótese que cuando la fuerza de fricción es limitante,
λ= tan−1(µ). Esto implica que para evitar deslizamiento entre las superficies en
contacto, fi debe estar restringida a un cono con vértice en ci y eje sobre n̂i ,
donde el semiángulo del cono es λ cuando la fricción es limitante.

Figura 4.3: Cono de fricción que delimita las fuerzas que se pueden aplicar a un objeto
para evitar que los dedos se deslicen.

A este cono se le llama cono de fricción y se puede ver una representación de
él en la figura 4.3. Matemáticamente, el i-ésimo cono de fricción Ki correspon-
diente a fi se puede expresar formalmente como

Ki =
{

( fi ,n , fi ,t , fi ,o) :
√

f 2
i ,t + f 2

i ,o ≤µ fi ,n , fi n ≥ 0
}

,

imponiendo a la modelación una restricción no lineal. En el caso de sujeciones
en el plano, el cono de fricción pierde su término cuadrático, transformándose
en un cono sobre el plano generado por dos vectores unitarios. Así, el i-ésimo
cono de fricción para sujeciones en R2 es descrito por

Ki =
{

( fi ,n , fi ,o) : ( fi ,n , fi ,o) = 1√
µ2 +1

(c1(µ,1)+ c2(−µ,1))

}
.
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4.1.3. Discretización del cono de fricción

La formulación del problema de PL de la sujeción robótica se basa en la li-
nealización del cono de fricción. Éste es aproximado por un cono poliédrico
regular de m lados, es decir, como el espacio generado por combinaciones no
negativas de m generadores (figura 4.4).

Figura 4.4: Cono de fricción discretizado.

Estos generadores son las aristas del cono poliédrico y se expresan en el sis-
tema local como

si =

 1

µcos( 2 jπ
m )

µsin( 2 jπ
m )

 , i ∈ [n], j ∈ [m]. (4.5)

Por lo tanto, la i -ésima fuerza de contacto fi puede ser expresada como

fi =
m∑

j=1
αi j s j , αi j ≥ 0, (4.6)

donde cada una de sus componentes es especificada por

fi ,n =
m∑

j=1
αi j , fi ,o =µ

m∑
j=1

αi j cos(
2 jπ

m
), fi ,t =µ

m∑
j=1

αi j sin(
2 jπ

m
). (4.7)

De igual forma, la i -ésima fuerza generalizada wi se puede discretizar de la
forma

wi =
m∑

j=1
αi j wi j . (4.8)

donde wi j = Gi s j son llamadas fuerzas generalizadas primitivas. Estos vectores
son los que cargan con toda la información necesaria para describir el compor-
tamiento general de la sujeción.
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Por lo tanto, el conjunto total de fuerzas generalizadas, wnet , que pueden
ser transmitidas al objeto por todos los puntos de contacto es una combinación
lineal de las fuerzas generalizadas primitivas, es decir

wnet =
n∑

i=1
wi =

n∑
i=1

m∑
j=1

αi j wi j = WαT , αi j ≥ 0, (4.9)

y el vector de coeficientes α es de la forma

α= [α11, ...,α1m ,α21, ...,αnm]. (4.10)

Finalmente se define como W la envoltura convexa de las fuerzas generali-
zadas primitivas.

4.2. Prueba cualitativa para sujeción force-closure

En esta sección se introduce la formulación de Liu y Wang para el problema
de determinar si una sujeción tiene la propiedad de force-closure [29]. Poste-
riormente se señalan los fallos y errores que tiene esta teoría y se presentan las
mejoras realizadas por Zheng y Qian en [60]. Ellos logran aislar estos errores y
desarrollan una clasificación para la envoltura convexa W , mejorando así la teo-
ría de Liu y Wang.

4.2.1. Antecedentes de Liu y Wang

Liu y Wang, presentaron en 1998 [29] un test cualitativo para determinar si
una sujeción es force-closure basándose en las propiedades de convexidad de
W . La formulación presentada transforma el problema original en un problema
de ray-shooting y éste a su vez, lo transforma en un problema de programación
lineal. Su trabajo se basa en dos propiedades importantes:

Una sujeción es de tipo force-closure si el origen del espacio de fuerzas ge-
neralizadas Rg pertenece al interior de la envoltura convexa de los fuerzas
generalizadas primitivas, es decir, 0 ∈ int(W ) [33].

La envoltura convexa de los fuerzas generalizadas primitivas es el polar de
politopo dado por un sistema de desigualdades lineales [37].

La prueba propuesta por Liu y Wang se basa en el siguiente argumento: sea
W la envoltura convexa de los fuerzas generalizadas primitivas y q ∈ int(W ). El
rayo Rq que parte de q y pasa por el origen 0 de Rg intersecta una faceta de W en
un punto q′. Una sujeción de tipo force-closure es equivalente a que la distancia
entre q y q′ sea mayor que la distancia q a 0 (ver figuras 4.5a y 4.5b).

Por lo tanto, el algoritmo inicia encontrando un punto interior q de W . Des-
pués detecta el punto de intersección q′ entre el rayo Rq y una determinada fa-
ceta de W . Finalmente, compara las distancias d(q,q′) y d(0,q). Claramente el
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(a) Envoltura convexa W perteneciente
a sujeción tipo force-closure.

(b) Envoltura convexa W perteneciente
a sujeción sin propiedad de force-closure.

Figura 4.5: Figuras representativas de una sujeción force-closure y una no force-closure.

punto

q = 1

nm

m∑
i=1

n∑
i=1

wi j ,

llamado el centroide de W , es un punto interior de W y es el punto de elección.
Ahora, el problema de encontrar la faceta intersectada por el rayo Rq está ín-

timamente relacionado con un problema ray-shooting. Este problema consiste
en: dado un conjunto de puntos M ⊂ Rn tal que 0 ∈ conv(M), y un rayo R que
parta de 0, encontrar la faceta de conv(M) intersectada por R. Se puede trans-
formar el problema de encontrar la faceta intersectada por Rq a un problema de
ray-shooting de manera sencilla trasladando W por -q y transformando el rayo
Rq al rayo R0 que inicia en el origen y pasa por −q.

Si WT es la traslación de W por -q, entonces su polar se define como

W ∗
T = {x ∈Rn : (wT

i j −q)x ≤ 1, ∀ wi j ∈W }, (4.11)

el cual ya se sabe que es un politopo que define una correspondencia entre fa-
cetas y vértices de WT y su polar. Luego el problema ray-shooting es equivalente
a solucionar el problema de PL de maximizar el valor de RT

0 x para x ∈W ∗
T , o bien

máxRT
0 x

(wT
i j −q)x ≤ 1, i ∈ [n], j ∈ [m].

En la figura 4.6 se presenta una ilustración del conjunto WT , su polar W ∗
T y

el rayo R0; la solución del problema de PL, x∗ da como resultado el punto de
intersección q′. Entonces, si x∗ es la solución óptima de este problema de pro-
gramación lineal, el polar de x∗ es la faceta F∗ intersectada por el rayo R0. El
cálculo del punto de intersección q′ y de las distancias d(0,−q) y d(0,q′) es in-
mediato. Si d(0,q′) > d(0,−q) entonces la sujeción es de tipo force-closure; en
caso contrario la sujeción no es force-closure.
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Figura 4.6: Envoltura convexa WT , su polar W ∗
T y el rayo R0.

4.2.2. Propuesta de Zheng y Qian

A pesar del extensivo uso que se le ha dado a W a lo largo de la literatura,
su dimensión no se había considerado como un problema. Con esto en mente,
Zheng y Qian propusieron la siguiente clasificación de W dependiendo de su
dimensión y posición relativa al origen 0 del espacio de las fuerzas generalizadas
Rg :

a) dim(W ) < g y 0 ∉ aff (W ) (figura 4.7a).

b) dim(W ) < g y 0 ∈ aff (W ) (figura 4.7b).

c) dim(W ) = g y 0 ∉ ri(W ) (figura 4.7c).

d) dim(W ) = g y 0 ∈ ri(W ) (figura 4.7d).

Zheng et.al. encontraron inconsistencias en la formulación de ray-shooting
de Liu y Wang generadas por la falta de consideración de la dimensión de W . Si
la dimensión de W no es completa, la formulación no presenta solución alguna
para sujeciones en el caso a), y para problemas con las características del caso b)
en donde 0 ∈ ri(W ), la formulación considera al origen 0 como un punto interior
de W .

Por consiguiente, Zheng y Qian se dieron a la tarea de reestructurar la pro-
puesta de Liu y Wang tomando en cuenta la dimensión de W . Su trabajo se basa
en la caracterización de una sujeción force-closure dada por Mishra en [33]: una
sujeción es force-closure si y sólo si 0 ∈ int(W ). Una consecuencia inmediata del
teorema A.0.1 es la siguiente: como W es convexo, el origen 0 pertenece al inte-
rior de W siempre y cuando di m(W ) = g y 0 ∈ ri(W ).
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(a) dim(W ) < g y 0 ∉ aff (W ). (b) dim(W ) < g y 0 ∈ aff (W ).

(c) dim(W ) = g y 0 ∉ ri(W ). (d) dim(W ) = g y 0 ∈ ri(W ) .

Figura 4.7: Ilustración de los distintos tipos de W .

Sea wc el centroide de W definido como

wc = 1

mn

n∑
i=1

m∑
j=1

wi j .

El teorema 1.3.1 indica que toda combinación convexa estrictamente positi-
va de elementos de un convexo es un punto interior relativo de éste, por lo tanto
wc ∈ ri(W ). Definiendo T como la traslación de W por el centroide wc , es decir,

T =W −wc , (4.12)

se observa que T es también un politopo en Rg tal que 0 ∈ ri(T ) y por el coro-
lario 1.2.3 resulta que aff (T ) es un subespacio vectorial de Rg . Por otra parte, la
matriz de vértices de T es

T = [w11 −wc , ...,wi j −wc , ...,wmn −wc ] ∈Rg×mn .

Se utilizarán también T ∗ (el conjunto polar de T ) y pT ∗ (la función de soporte)

pT ∗(z) = máx
x∈T ∗ zT x. (4.13)
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Por las definiciones de T y W se puede describir T ∗ como

T ∗ = {z ∈Rg : zT (wi j −wc ) ≤ 1, i ∈ [n], j ∈ [m]}. (4.14)

Proposición 4.2.1. Las siguientes proposiciones son verdaderas:

1. dim(W ) = g si y solo si dim(T ) = g.

2. dim(T ) = g si y solo si el rango(T) = g.

3. 0 ∈ ri(W ) si y solo si −wc ∈ ri(T ).

4. −wc ∈ ri(T ) si y solo si pT ∗(−wc ) < 1.

Demostración. El primer enunciado resulta de la congruencia de W y T . El se-
gundo inciso se obtiene por ser aff (T ) un subespacio vectorial, el cual es gene-
rado por T y así resulta que dim(T ) = rango(T). El tercer inciso es consecuencia
directa de la definición de T en (4.12). Finalmente, el teorema 1.3.10 indica que
pT ∗(−wc ) es finita si y solo si −wc ∈ aff (T ), y el teorema 1.3.15 asevera que si
−wc ∈ aff (T ) entonces el último inciso se satisface.

De la proposición anterior se deben hacer dos observaciones importantes.
La primera es el hecho de que pT ∗(−wc ) < 1 implica que −wc ∈ ri(T ) siempre y
cuando se verifique primero que −wc ∈ aff (T ). La segunda es que si la dimen-
sión de W sea g implica que rango(G) = g, pero no necesariamente lo inverso.
Esto se debe a que la dimensión de W es igual al rango de T el cual puede ser
menor que el rango de W si la dimensión de W no es completa.

La proposición 4.2.1, demuestra que las propiedades de interés de W son
igualmente determinadas por T , más aun se tiene una relación directa entre
la pertenencia de −wc al interior relativo de T y los valores de la función de
soporte. La ventaja de trabajar con T es el hecho de que su espacio afín sea un
espacio vectorial. Además, se puede concluir que el problema de determinar si
−wc es una combinación afín de T es equivalente a que un sistema lineal de
ecuaciones sea consistente. La siguiente proposición describe esta propiedad.

Proposición 4.2.2. −wc ∈ aff (T ) si y solo si el sistema lineal

Tz =−wc (4.15)

es consistente. Más aun, la consistencia de este sistema es equivalente a rango(T) =
rango(T′), donde T′ es la matriz aumentada de T.

Demostración. Como aff (T ) es un subespacio vectorial generado por T, un vec-
tor y ∈ aff (T ) se puede expresar como combinación lineal de las columnas de
T si el sistema Tx = y tiene solución. Luego, −wc ∈ aff (T ) si y solo si el sistema
Tz =−wc es consistente.

Ahora, el teorema de Rouché-Capelli de álgebra lineal [53] dice que un sis-
tema de ecuaciones lineales es consistente si y solo si el rango de la matriz aso-
ciada al sistema es igual al rango de la matriz aumentada, lo que concluye la
demostración de este teorema.
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Entonces una sujeción robótica es force-closure si y solo si dim(W ) = g y
0 ∈ ri(W ), lo cual es equivalente a que rango(T) = g y pT ∗(−wc ) < 1 siempre y
cuando Tz =−wc sea consistente. Por otra parte, del teorema 1.3.10 se sabe que
la función soporte de T ∗ es finita por lo que

pT ∗(z) = sup
x∈T ∗

zT x = máx
x∈T ∗ zT x.

De la ecuación anterior y la definición de polaridad, la evaluación de pT ∗(−wc )
se traduce en resolver el problema de PL

máx−wT
c x

sujeto a
(wi j −wc )T x ≤ 1, i ∈ [n]; j ∈ [m],

(4.16)

Por lo tanto una sujeción es force-closure si rango(T) = g , rango(T) = rango(T′)
y el valor óptimo del sistema (4.16) es estrictamente menor que 1. En el diagrama
presentado en la figura 4.8 se expone una síntesis de las equivalencias presenta-
das en esta sección.

force-closure 0 ∈ int(W )

0 ∈ ri(W ) −wc ∈ ri(W ) pT ∗(−wc ) < 1 −wc ∈ aff (T )

Tz =−wc

es consistente

dim(W ) = g dim(T ) = g rango(T) = g rango(W) = g

Figura 4.8: Equivalencias para obtener la propiedad de force-closure.

Dada la clasificación de W al principio de la sección 4.2.2, el análisis anterior
puede arrojar alguno de los siguientes casos:

a) rango(T) < g y rango(T) 6= rango(T′).

b) rango(T) < g y rango(T) = rango(T′).

c) rango(T) = g y pT ∗(−wc ) ≥ 1.

d) rango(T) = g y pT ∗(−wc ) < 1.

Claramente, si el análisis de la sujeción resulta en el caso d la sujeción es
force-closure. En el caso de obtener como resultado b), sucede que la sujeción
satisface la propiedad de force-closure parcial, la cual determina la propiedad de
force-closure en un espacio de dimensión menor que la del espacio de las fuerzas
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generalizadas [60]. Los casos a) y c) concluyen que la sujeción no presenta la
condición de force-closure.

Ya que el trabajo de Zheng y Qian se basa en la propuesta de Liu y Wang, se
pueden obtener los mismos resultados de los últimos utilizando las conclusio-
nes de esta sección. Sea Rwc el rayo que nace en wc y pasa por el origen 0

Rwc = {−βwc +wc : β≥ 0},

donde wc 6= 0. Si −wc ∈ aff (T ) entonces Rwc también pertenece a aff (T ) y el
teorema 1.3.10 a su vez garantiza que pT ∗(−wc ) es finito. Así, como T ∗ es no
vacío, el problema de programación lineal (4.16) siempre tiene una solución y
puede ser resuelto en tiempo O(mn) [60]. Por lo que dado un punto interior y el
rayo que emana de él, es posible resolver el problema de ray-shooting sobre T ∗

y por polaridad encontrar el punto q de intersección entre el rayo y T .

Figura 4.9: Interpretación del método de Zheng y Qian como un problema de ray-
shooting.

Más aún, el teorema 1.3.13 indica que Rwc intersecta la frontera de T en el
punto − wc

pT ∗ (−wc ) . Entonces la intersección de Rwc y la frontera de W ocurre en el

punto q =− wc
pT ∗ (−wc ) +wc . En la figura 4.9 se presenta una ilustración del análisis

anterior.
Considerando las distancias en el espacio euclidiano Rg , d(wc ,0) = ||wc || y

d(wc ,q) = ||wc − (− wc
pT ∗ (−wc ) +wc )|| se tiene que

d(wc ,0)

d(wc ,q)
= ||wc ||

|| wc
pT ∗ (−wc ) ||

= ||wc ||
1

pT ∗ (−wc ) ||wc ||
= pT ∗(−wc ).

Esto implica que pT ∗(−wc ) expresa la razón entre la distancia entre wc y 0 y la
distancia de wc y el punto de intersección. Por lo tanto, si pT ∗(−wc ) < 1 significa
que d(wc ,0) < d(wc ,q) y así 0 ∈ ri(W ) o bien, la sujeción es de tipo force-closure.
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Esta interpretación geométrica de la función de soporte evaluada en el centroide
ayuda a eliminar el cálculo de las distancias mencionadas y por lo tanto simpli-
ficar el algoritmo de Liu y Wang.

A partir de las relaciones encontradas en la sección anterior se puede desa-
rrollar un algoritmo para determinar si una sujeción es force-closure. La valida-
ción del mismo está determinada por las demostraciones vistas en esta sección.

Inicio

Calcular wi j

con i ∈ [m], j ∈ [n]

Calcular wc

Calcular
T, rango(T)

T′, rango(T′)
rk(T) = g rk(T′) = rk(T)

Caso a)

Caso b)

Resolver problema
de PL

pT∗(−wc ) < 1 Caso c)

Caso d)

Fin

no

no

si

si

no

si

Figura 4.10: Diagrama de flujo para el algoritmo cualitativo de Zheng y Qian.

Así, dado un objeto sujetado con n dedos, los puntos de contacto ri de los
dedos respecto al sistema de referencia local y los vectores normales en cada
uno de estos puntos, se inicia el algoritmo calculando las fuerzas primitivas ge-
neralizadas. Posteriormente, se calcula en centroide y la matriz de vectores de
la traslación de W por wc , y se determinan los rangos de T, T′. Si rango(T) 6=
rango(T′) entonces La figura 4.10 contiene un diagrama de flujo con el algorit-
mo cualitativo de Zheng y Qian para force-closure.



Capítulo 5

Resultados e Implementación

En este capítulo se presentan los resultados obtenidos de implementar el al-
goritmo de Megiddo en la prueba cualitativa de Zheng y Qian para determinar la
propiedad de force-closure en distintas sujeciones robóticas. Además, se presen-
ta una evaluación del algoritmo de Megiddo en tiempo lineal para problemas de
PL surgido de su codificación.

Como se mencionó en la sección 2.2.3, tanto la teoría como el desarrollo
práctico del algoritmo de Megiddo se complica conforme la dimensión del pro-
blema aumenta. Para problemas de sujeción robótica enR3 el espacio de trabajo
es R6, por lo que la constante de proporcionalidad del algoritmo es del orden de
1019; más aún, la dificultad de la construcción del algoritmo para problemas de
tales dimensiones es tan compleja que no se considera un trabajo pertinente
para los propósitos de este proyecto. Por lo tanto, se decidió trabajar con suje-
ciones en el plano. Esto significa que el espacio de trabajo (el espacio de las fuer-
zas generalizadas) es de dimensión tres y por lo tanto se puede implementar el
algoritmo descrito a lo largo de estas páginas.

Puesto que no se ha encontrado una implementación pública del algoritmo
de Megiddo, se corroboraron los resultados obtenidos usando la paquetería de
Mathematica para resolución de problemas de PL. Se seleccionó el método sim-
plex para comparar los tiempos de corrida de la implementación del algortimo.
Cabe mencionar que durante el proceso de desarrollo del código, se encontra-
ron inconsistencias, ambigüedades y errores en el artículo de Megiddo, algunos
de los cuales fueron corregidos y otros simplemente se señalarán a continua-
ción. Con esto en mente, de ninguna manera se considera la implementación
desarrollada como un código óptimo y depurado, se realizó la mejor versión po-
sible.

5.1. Resultados

Se consideró como objeto a sujetar un cuadrado con centro de masa en el
origen y lados de magnitud uno, paralelos a los ejes. Se implementaron 21 con-

74
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Configuración 1. Configuración 2. Configuración 3.

Configuración 4. Configuración 5. Configuración 6.

Configuración 7. Configuración 8. Configuración 9.

Configuración 10. Configuración 11. Configuración 12.

Figura 5.1: Ilustración de las distintas configuraciones de sujeción probadas.

figuraciones básicas de sujeciones entre 2 y 4 dedos. Además, se verificaron que
las rotaciones dextrógiras de 90 grados de cada una coincidieran con los resul-
tados de la configuración inicial; para una configuración x, la rotación por 90
grados se denotará por x.1, para la rotación de 180 grados por x.2 y las rotacio-
nes por 270 grados como x.3. En las figuras 5.1 y 5.2 se presentan las 21 confi-
guraciones básicas. Nótese que la configuración 2 sólo tiene dos rotaciones de
interés, la original y la que resulta de girar la figura 90 grados; en la configura-
ción 4 no se considera ninguna rotación. Lo anterior resulta en un total de 79
configuraciones de sujeciones que fueron evaluadas para determinar si cuen-
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tan con la propiedad de force-closure. Posteriormente, se realizaron pequeñas
modificaciones en algunas configuraciones para comparar el comportamiento
de la prueba cualitativa y la intuición que dan las imágenes.

(a) Configuración 13. (b) Configuración 14. (c) Configuración 15.

(d) Configuración 16. (e) Configuración 17. (f ) Configuración 18.

(g) Configuración 19. (h) Configuración 20. (i) Configuración 21.

Figura 5.2: Ilustración de las diferentes configuraciones de sujeción probadas.

Las configuraciones 2, 4 y 11 resultan ser force-closure de manera directa.
Esto se debe a que el rango de T es de dimensión completa y el centroide wc es
el origen deR3; esto implica que no hay necesidad de resolver el problema de PL.
Por otra parte la configuración 8 no es force-closure ya que el sistema Tx =−wc

no es consistente.
Para el resto de las configuraciones se implementó el algoritmo de Megiddo

para determinar el valor de la función de soporte pT ∗(−wc ) descrita en (4.13).
En la tabla 5.1 se presentan los resultados de la implementación de la prueba
cualitativa de Zheng y Qian; en ésta se indica el valor de la función de soporte,
la respuesta a la prueba cualitativa (si la sujeción es force-closure), y los tiempos
de ejecución tanto del algoritmo de Megiddo como de Simplex para las configu-
raciones que corresponda. La última columna indica en qué iteración y en cuál
de las pruebas (pruebas a las rectas x = xm y y = ym) el algoritmo de Megiddo
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Configuración p(−wc )
Force

Closure
Tiempo

Megiddo
Tiempo
Simplex

Instancia de
conclusión

1 4 No 0.000628 0.000144 Iteración 1, directo
3 0.5714 Si 0.00238 0.000155 Iteración 1, prueba 1
5 0.25 Si 0.00151 0.000185 Iteración 1, prueba 1
6 0.6666 Si 0.00713 0.000187 Iteración 3, directo
7 4 No 0.00738 0.000222 Iteración 3, directo
9 4 No 0.00151 0.000206 Iteración 3, prueba 1

10 2.08510 No 0.00793 0.000172 Iteración 3, directo
12 2 No 0.00151 0.000166 Iteración 3, directo
13 4 No 0.0065 0.000226 Iteración 3, directo
14 1 No 0.0077 0.000218 Iteración 3, directo
15 1.70833 No 0.01523 0.000166 Iteración 5, directo
16 0.6666 Si 0.002301 0.000163 Iteración 1, prueba 1
17 1 No 0.00257 0.000625 Iteración 3, directo
18 4 No 0.00679 0.00016 Iteración 3, directo
19 2.654 No 0.007792 0.000117 Iteración 3, directo
20 4 No 0.0117 0.000167 Iteración 4, prueba 1
21 0.6666 Si 0.0020 0.000225 Iteración 1, prueba 1

Cuadro 5.1: Resultados de las corridas

obtuvo la solución óptima; el concepto de directo se refiere a que en alguna ite-
ración el número de restricciones fue suficientemente pequeño y el problema
se resolvió de manera directa. Para el caso del algoritmo de Megiddo en el es-
pacio, se consideró que aquella iteración en donde intersectar planos resulte en
solamente una recta, es en la que se procede a resolver el problema de manera
directa.

Puesto que los problemas propuestos son de tamaño d×3 con d = {4,6,8}, el
tiempo de ejecución está entre los órdenes de magnitud de 10−4 y 10−2 segundos
para Megiddo, mientras que simplex es más rápido corriendo siempre en un
tiempo del orden de 10−4 segundos. Naturalmente, el algoritmo fue más rápido
en tiempo de cómputo en las configuraciones con menos dedos. En la mayor
parte de los casos, el algoritmo de Megiddo realizó un número de iteraciones
necesarias hasta llegar a la cantidad mínima de restricciones para poder buscar
la solución de manera directa.

De las configuraciones básicas se presentaron inconsistencias para los pro-
blemas 18.1, 18.3. El algoritmo de Megiddo determina que el origen es no fac-
tible y que además, minimiza el valor de la función objetivo, lo que determina
que el problema no tiene solución. En contraste las rotaciones 18.2 y 18.4 pro-
ceden hasta encontrar una cantidad de restricciones suficientemente pequeña
y encuentra así de manera satisfactoria la solución óptima factible. A pesar de
estar identificado el problema aún no se ha logrado descubrir si el error yace en
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el código o en la formulación de Megiddo.

Se observa que las configuraciones 3, 5, 6, 16 y 21 presentan la cualidad de
force-closure, lo que implica que éstas son capaces de neutralizar cualquier fuer-
za externa (realista) que se aplique al objeto. Recordando que si el valor de la
función de soporte está en el intervalo (0,1) la sujeción es force-closure y mien-
tras más chico sea su valor mejor es la calidad de la configuración, se concluye
que de la muestra de sujeciones force-closure, la configuración 5 es la mejor con
un valor de 0.25. Por otra parte, las configuraciones 1, 7, 9, 10, 12, 13, 14, 15,
17, 18, 19 y 20 no conservan la propiedad. De éstas las configuraciones 14 y 17
presentan el valor 1 en la función de soporte, lo que significa que realizando
una pequeña modificación en la configuración, la propiedad de force-closure se
puede llegar a alcanzar. Estos resultados coinciden con la intuición visual pro-
porcionada por las imágenes en las figuras 5.1 y 5.2.

Para poder observar el comportamiento de la función de soporte se hicieron
pequeñas variaciones en algunas configuraciones para mostrar cómo estos pe-
queños cambios modifican la calidad de la sujeción y cómo esto se ve reflejado
en el valor de la función de soporte. La configuración 14 tiene puntos de con-
tacto c1 = (−1

2 ,1
)

,c2 = (
1,−3

4

)
,c3 = (−1,−1

4

)
, si al cambiar el punto de contacto

c2 a
(
1,−2

3

)
la función de soporte tiene un valor de 0.81481, lo cual trasforma

la configuración a una force-closure; de manera semejante, la configuración 17
tiene como puntos de contacto c1 = (

1, 1
2 ),c2 = (1,0),c3 = (−1,−1

2

)
, si se modifi-

ca el segundo punto de contacto al c2 = (
1,−1

4

)
entonces el valor óptimo de la

función objetivo es 0.78571 y nuevamente se ha encontrado una mejoría en la
configuración de la sujeción.

5.2. Implementación

La implementación de la prueba cualitativa de Zheng y Qian para determi-
nar si una sujeción es force-closure no tuvo mayores complicaciones. Por otra
parte la implementación del algoritmo de Megiddo, como se ha mencionado
anteriormente, resultó complicada y requirió un riguroso análisis del algoritmo
presentado en los artículos [30] y [31]. A partir de esto se encontraron errores o
ambigüedades que se tuvieron que resolver; de éstos algunos merecen la pena
discutirse y se presentan a continuación.

Es importante mencionar que el algoritmo se basa mayormente en el cálcu-
lo de la mediana de distintos elementos (ángulos, coordenadas de puntos), por
lo que para mantener la linealidad del algoritmo es necesario que este proceso
también lo sea. Para calcular la mediana de un conjunto L de t números, un en-
foque es ordenar los elementos y finalmente seleccionar el elemento que corres-
ponda a la posición t

2 . El simple hecho de ordenar un conjunto requiere tiempo
O(n logn), por lo que Megiddo propone utilizar un algoritmo lineal que simple-
mente aproxime la mediana. Este algoritmo es llamado mediana de medianas y
se describe en el apéndice B. Se debe mencionar que el cálculo de la mediana
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para los ángulos de las rectas L1, ...,Lk en el algoritmo para R3 no está bien defi-
nida. Esto se debe a que una recta de la forma ax +b = 0 tiene ángulo −π

2 o bien
π
2 , lo cual puede modificar la mediana del conjunto de ángulos, resultando en
errores al momento de transformar el sistema coordenado.

Una observación significativa para el algoritmo es que al resolver el proble-
ma de manera directa la solución óptima puede estar definida por cualquier
subconjunto de restricciones, independientemente del conjunto de índices al
que pertenezcan. Sin embargo, es importante notar que para problemas en el
plano, la solución óptima puede estar definida por alguno de los extremos del
intervalo de soluciones [d1,d2]. En este caso, el algoritmo de resolución directa
calcula todos los puntos de intersección posibles entre las restricciones restan-
tes y añade d1 y d2 al conjunto de posibles soluciones; posteriormente analiza
cuáles de ellas son soluciones factibles y selecciona la óptima (si ésta existe).

Por otra parte, en el algoritmo para problemas de PL en R3, las restricciones
en I3 aportan información diferente que las correspondientes a I1 y I2. Ya que
las restricciones pertenecientes a I3 son de la forma ax +b + y + c = 0, éstas son
restricciones paralelas al eje z, y al ser proyectadas sobre el plano xy, se obtiene
una recta, a diferencia de las otras restricciones en las que se obtiene todo el
espacio. Por eso, al momento de intersectar los planos correspondientes a las
restricciones, sólo se debe tomar en cuenta las que pertenezcan a los conjuntos
I1 e I2, ya que la intersección de éstos, proyectada en el plano resulta en una
recta. Las restricciones en I3 simplemente deben omitir este paso.

Después, a partir de la proposición 2.2.4 se construye el tercer problema au-
xiliar para la prueba de una recta en el plano, el cual determina si la existencia
de una solución factible que mejore la función objetivo pertenece al semiplano
inferior. En el artículo [30], Megiddo declara que esto es equivalente a un pro-
blema de minimización, sin embargo, esto es un error por lo siguiente. De la
proposición mencionada, se define una variable auxiliar η tal que mı́n {aiλ+bi :
i ∈ I∗1 } ≥ η≥ máx {aiλ+bi : i ∈ I∗2 } y las condiciones mı́n {aiλ+bi : i ∈ I∗1 } > 0,
y mı́n {aiλ+bi : i ∈ I∗3 } ≥ 0 sean satisfechas. Al fijarse en el valor mínimo que
puede alcanzar η se tiene que es máx {aiλ+ bi : i ∈ I∗2 }, no obstante, como
se menciona al principio de esa sección el conjunto I∗2 puede ser vacío, lo que
puede resultar en un problema no acotado y la obtención de falsos óptimos. Al
considerar el valor máximo que puede tomar η, mı́n {aiλ+bi : i ∈ I∗1 }, la mis-
ma proposición asegura que si este valor es positivo entonces es el semiplano
inferior el de interés.

Finalmente se debe mencionar que, aunque la construcción teórica del algo-
ritmo para bajas dimensiones resulta elegante e ingeniosa, la implementación
puede ser bastante larga e intrincada, por lo que si no se tiene especial cuidado
la complejidad del algoritmo puede aumentar.



Capítulo 6

Conclusiones

El propósito de este trabajo es realizar un estudio detallado del algoritmo
lineal de Megiddo para resolver problemas de programación lineal en dimen-
siones fijas bajas y probar su eficiencia práctica. Para esto se decidió elegir un
problema de relevancia actual como lo es el análisis de sujeciones robóticas.

El algoritmo de Megiddo para problemas de dimensión baja nació como una
inquietud por tener un algoritmo lineal en el número de restricciones y conclu-
yó como un algoritmo teóricamente elegante e intuitivo, utilizando herramien-
tas básicas de geometría computacional. El ingenioso uso de la mediana para ir
eliminando restricciones, y la manera de ir transformando un problema en va-
rios problemas de dimensión menor, refuerzan la perspicacia con que fue idea-
do este algoritmo. Ésto, aunado al seguimiento que se le dio por una corriente
de seguidores, causó interés ya que tenía una interesante base teórica y moti-
vaba su implementación práctica. Por su parte, la modelación de un problema
de calidad de una sujeción robótica como un problema de programación lineal
resulta de un refinado estudio de teoría de poliedros, resultando en un proble-
ma de dimensión fija y una cantidad de restricciones moderada, lo cual lo hace
atractivo para probar el algoritmo de Megiddo.

Al iniciar el estudio del algoritmo se determinó que su construcción teórica
y práctica para dimensiones mayores que tres era bastante elaborada y a pesar
de ser lineal sobre el número de restricciones, el algoritmo es mucho más lento
que distintos algoritmos ya existentes y por lo tanto, no era una labor que corres-
pondiera al presente trabajo. Sin embargo, su implementación para problemas
de dimensión dos y tres es bastante intuitiva y relativamente rápida, así que se
decidió analizar el algoritmo de Megiddo aplicado a la resolución de pruebas
cualitativas de sujeciones robóticas en el plano para los cuales su espacio de
trabajo es R3.

Al progresar el análisis del artículo [30] donde se presentaba por primera
vez el algoritmo de Megiddo se encontró que las ideas del algoritmo no estaban
completamente desarrolladas y se requirió el estudio de artículos posteriores
sobre el algoritmo tanto de Megiddo como de sus seguidores. Sin embargo, la
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teoría detrás de éste es sumamente elegante y se puede procesar desde distin-
tas perspectivas, por lo cual se entiende la curiosidad que generó. No obstan-
te, se encontró que el contenido teórico muchas veces era faltante, por lo que
ocurrían errores en la comprensión debido a ambigüedades o vaguedades sobre
ciertas instancias. Más aún, se detectaron errores en la construcción de subpro-
blemas y el manejo de algunos conjuntos de restricciones, errores a los que no
se encontró mención en ningún artículo posterior, por lo que se pone en duda
la existencia de alguna implementación práctica anterior del algoritmo.

A pesar de que las múltiples instancias que constituyen cada uno de los al-
goritmos es sencilla, el resultado es un código con muchísimas subrutinas, por
lo que se debe tener sumo cuidado en mantener el tiempo de corrida lineal en
cada una de ellas, arriesgando aumentar la complejidad del algoritmo. Una ob-
servación es que en el artículo [31] Megiddo menciona que el algoritmo se puede
llevar a cabo sin la transformación inicial la formulación de Megiddo. A pesar de
este comentario, se considera que esta transformación inicial es indispensable
para el resto del desarrollo del algoritmo ya que todo está construido a partir de
ésta. No obstante, a lo largo del algoritmo se realizan una cantidad considerable
de transformaciones lineales al problema, lo que puede acarrear errores de re-
dondeo y causar problemas desde el punto de vista de análisis numérico. Una
posible mejora al algoritmo consistiría en eliminar algunas de estas transforma-
ciones ya que a pesar de no perjudicar la linealidad del algoritmo, puede crear
problemas de carácter numérico.

Por su parte, la caraterización de una sujeción force-closure como un pro-
blema de programación lineal es uno de los distintos enfoques que se han desa-
rrollado para resolver este tipo de problemas, y la propuesta de Zheng y Qian
se considera una teoría bastante robusta y concisa. La formulación y conceptos
desarrollados por ellos, se pueden utilizar no solo para determinar la propiedad
de force-closure, sino para optimizar las fuerzas de contacto que son aplicadas
por una configuración force-closure al objeto, problema de gran importancia por
el ahorro de energía que representa. En virtud de lo anterior, en este trabajo se
considera muy interesante realizar investigaciones en esta área que incluyen la
búsqueda de algoritmos específicos para este tipo de problemas donde la di-
mension es fija y baja (por ejemplo [35]).



Apéndice A

Topología de Espacios Afines

El contenido de este apéndice se basa en los capítulos 2 y 3 del libro de to-
pología de James Munkres [38].

Se define una bola abierta centrada en a con radio r como todos los puntos
cuya distancia a a es menor que r, i.e.,

B(a,r ) = {x ∈Rd : ||x−a|| < r },

donde a ∈ Rd ,r ∈ R+. Por comodidad se hará referencia a la bola abierta B(a,r )
como bola. De forma semejante, se puede definir una bola cerrada con centro
en a y radio r, B(a,r ), como todos los puntos cuya distancia a a no es mayor que
r, o bien

B(a,r ) = {x ∈Rd : ||x−a|| ≤ r }.

Así, se puede definir un conjunto A ⊆ Rd abierto como aquel conjunto tal
que para todo x ∈ A existe una bola B(a,r ) que esté totalmente contenida en A.
Por su parte, un subconjunto A de Rd se dice que es cerrado si su complemento
es abierto. Una propiedad muy importante de estos conjuntos es que la inter-
sección arbitraria de conjuntos es cerrado. Un conjunto es acotado si existe un
valor K ∈ R tal que ||x|| ≤ K para todo x en el conjunto, es decir, si existe una
bola B(xk ,K ) tal que S ⊂ B(xk ,K ) para algún xk ∈ Rd . Para los propósitos de es-
te trabajo, se define como conjunto compacto a un conjunto que sea cerrado y
acotado. De lo anterior se concluye que una bola abierta es un conjunto abierto
y una bola cerrada es un conjunto compacto.

El interior de un conjunto S, i nt (S), se define como la unión de todas las
bolas abiertas contenidas en S. Puesto que la unión de abiertos es abierto, el
interior es un conjunto abierto, de hecho, el abierto más grande contenido en
S. De manera complementaria, la cerradura de un conjunto S se define como
la intersección de todos los conjuntos cerrados que contienen a S y se denota
por cl (S). La frontera de un conjunto S, b(S) se puede expresar como b(S) =
cl (S)\i nt (S).

En optimización el concepto de interior es muy importante, pero al trabajar
en conjuntos convexos en Rd con dimensión menor que d, esta noción puede
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perderse. Por lo tanto, es de interés estudiar esta propiedad en el “espacio más
pequeño"que contenga al conjunto. Este espacio es la envoltura afín del con-
junto. Así, dado S ⊆Rd y x ∈ S se dice que x es un punto interior relativo si existe
un radio r > 0 tal que

B(x,r )∩aff (S) ⊆ S.

Entonces, el interior relativo de S , ri(S), es el conjunto de todos los puntos
interiores de S. En otras palabras, el interior relativo de S ⊆Rd es el interior de S
que resulta de considerar S como subconjunto de su envoltura afín, es decir, es
el interior de S en relación con a f f (S). Nótese que el concepto de interior está
relacionado con la dimensión. Finalmente, se define la frontera relativa r b(S)
como los puntos de la cerradura de S que no están en el interior relativo, es decir,
r b(S) = cl (S)\r i (S). Es importante observar que cuando a f f (S) ∼= Rd entonces
r i (S) = i nt (S), lo cual se demuestra a continuación.

Teorema A.0.1. Dado S ⊆Rn , 0 ∈ i nt (S) si y solo si di m(S) = n y 0 ∈ r i (S).

Demostración. Si 0 ∈ i nt (S) entonces existe un radio r > 0 tal que B(0,r ) ⊆ S.
Puesto que la dimensión de una bola es completa resulta que di m(S) ≥ n. Sin
embargo, S ⊆ Rn por lo que di m(S) = n. Por definición di m(S) = di m(a f f (S)),
así que la dimensión del espacio afín es n, lo que implicaa f f (S) =Rn . Se sigue

B(0,r )∩a f f (S) ⊆ B(0,r ) ⊆ S.

Luego, 0 ∈ r i (S) y di m(S) = n. Inversamente, si di m(S) = di m(a f f (S)) = n
entonces a f f (S) = Rn lo que implica r i (S) = i nt (S). Así 0 ∈ r i (S) implica 0 ∈
i nt (S).



Apéndice B

Algoritmo mediana de medianas

El algoritmo mediana de medianas está basado en el algoritmo quickselect
[1]. El algoritmo quickselect es un algoritmo tipo divide and conquer (divide y
vencerás) el cual encuentra el k-ésimo elemento más pequeño de una lista; este
algoritmo tiene una complejidad computacional promedio de O(n) pudiendo
empeorar hasta ser cuadrático si el pivote con el que trabaja no está bien se-
leccionado. Quickselect funciona eligiendo un elemento pivote que divida L en
dos conjuntos tal que uno contenga los elementos menores al pivote y el otro
los elementos mayores; posteriormente compara la posición del pivote con k
para proceder de manera recursiva en alguna de las sublistas o determinar si
el pivote es el elemento deseado. Lo que hace el algoritmo de mediana de me-
dianas es elegir de manera inteligente este pivote de tal forma que las sublistas
tengan tamaños aproximados, por lo tanto el algoritmo inicia descomponiendo
el conjunto L en subconjuntos de a lo más 5 elementos y calcula la mediana de
cada subconjunto; posteriormente aplica de manera recursiva el algoritmo para
encontrar la mediana del conjunto de medianas y ese elemento lo utiliza como
pivote para quickselect obteniendo un algoritmo de complejidad O(n).
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