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c;onuros ulcnlinos, ha purec;iúo :;:-ozonabluJ>:o:n;.:; co;~c;1l0 ;;a, 

to por lo que so dedica especial ntonci611°al estudio -

U.o tal Gon-~;ro, osto hn ;J.i.do idon·:;:i. r.':i.cu(;o por· n:::.:unaii--

cia do ospin dol electr6n, como un eloctr6n ~~rap~do 

en una vacancia ionica necC>tiva en COí:tpleto acueréw 

con ul modelo Gnc;erido por Boor. 

La transición electr6nicu principal en absorción, es 

llaw.ido. lo. b::.mda I!~, la cual "elevo." al eJ.ect::'.'6n a ur. 

nivel abajo de la banda do conducción, una trunsici6n 

m~s d&bil sobre el lado de alta ener~ia de la banda F, 

es observada tniabión y correspondo u 1.irérnsicioncls f.l n:i. 

veles irrnediatmnente abajo de la bandu de co::-id.ucci6n 

denominandose banda.K, se encuentran tambi&n las ban-­

d.as L, J_,J I,3 las cuales son mts 11e·1.uefi::is c;ae l.::: bandrr .F, 

pero son proporcionales n 6sta. Estas bandas F,K, L 1 ,L~ 

LJ se asocian con estados excitados del Cuntro F, y se 

prueba que estos astados excitados se originan del es­

tndo base del Jentro F. 

Existen sin emharfjO varias dificult<ldes en acop-:;:.1.r es­

ta interpr.e t;aci6n, <n>.o. es el concerJto clo estado Jocali 

zado de enerr~ía en la banda ele conducción. ¿Puede tal 

estado existir?. Si es así, es el tiempo de vida de es 

te estnclo lo suficientemente r.:;rnndo como para q-:.i.e luo 



fu11cio11es d.c ancla ~t l<.ls enurg:Las ele loe r.H31iüv.G~.:l e:~cci 1;a-

ratur~ de manara satisfactoria. 

31 trabajo ect~ basado en varios artículos roport~eos en 

la literatura. 

So ci.a tn;:ibién evidencia experimental ele l;_; t.:xistencia ó.e 

los estados excitados del Cantro F. 
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CAPI'l1UJJO l 

DE AI3SOn.crmr OJ.11.l1TCA LO}JlJI,.'i.DA. (l) 

La existencia de estados excitados del ce~tro ?, si-

tuados de 3 a 5 ev arriba de su OG"tado baso, ha sido su~~ 

rida por Lüty paro. explicar la o.paric:i.ón do los ::-,icoz d.e 

obsorci6n llamadas bandas L 1 , 1 1 , L 3 , sobro el lado do al 

ta enerc;ía de la banda F en Halo¡:i;onuros Alce.linos. 

El conocimiento de los niveles de enercia dol cen 

tro F en KCl, especialmente las mefiidas de ~ild y Brov~1 

muestran unu fotoconductiviclad ur:J.bral bien clefiriiclc. o.lre 

dedor de 2.9 ev, indicando ~ue ol centro F está en su -

conficuraci6n no-relajada a monos de 3 ev del fondo te 

la banda de conducción. Por tanto las bandas L debor~n 

corresponder a transiciones a estad.os cicn"tro del co:::.tümo 

de niveles de la banda de conducción. 

Por otra parte las bando.s L obedecen ln bien cono­

cida ley de MHllwo - Ivey, la cuul es característica de 

un estado ligado, asi que estas no pueden asociarse si~-­

plementc con uno. estructura do le: clansidnd C.e ostsdos ele 

la banda do conducción, pero parecen en cambio ser dobi-­

das a la presencia de niveles localizados dentro de la ban 

da de conducción. • 

A pesar de la indudable importancia c],e les as;)ec-­

tos teóricos del problema de las b~ma.as J.,, rwil:cncio. e:-:-­

perimeni;o.l soportrmdo su atrubuci6n a estados excil;ad.os 1 
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ta. 

convincor::t;c os J. [i . . 
O~:):~ ü:.::"'\r; ~e J.. e C; 

Lüty, que la nlturn da las bundus L es pronorcio~al n l& 

justa;;,onte ubaj o do la banda de condi.;.cción. r '.ús 0.1.::.~1 o.le:!::: 

nas de las bandas L han sido encontrnCas 0n cris~alos, -

los cuales han sido irradiados o decalora¿os a oaJ~S ~e~ 

peraturas, una cond:Lción muy diferente C.e la colo:cr1ción 

aditiva. 

2ste e;~ericonto es realizado ccn la inte~ció~ Ce 

probar que las transiciones ópticas responsables de las 

bandas L,K de absorción se oriGinan del estnCo base de 

un centro F. 

El principio del método es el sicuie~to: ~n cris-

tal de Rcl aditivaraente coloreado es o>~ues~o a baja te~ 

})eratura n un haz intonso ele luz 3' , cuya interrniC."d va-

ria con el tienpo a una frecuencia v. Comq rowJ.l·'.;c,co c~2 

esta excitación las poblaciones del estado baoa y del -

primer esto.do excitado del centro :e varian coi: el tierr.-

po alrededor de ~u valor promedio a la misma frecuencia. 

Un haz de luz auxiliar de d.c, el cual pasa atruves del 

cristal induciendo trnnsiciones dal nivel Fo 6 ~ m~es--

tra entonces modulación en amjilitud a la f~ocue::".cia v • 
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o 
5L~GO f\ es aislr;.t::.-':... ·l;o~.:- :.JC:.:ú~o C.o . ' . ,. 

1.lnl~ \;G:;-.lJ:_~':.D.:.::;. \;~--· ,._· :_; 

rancia y do !iltros. 

, . . ·::::_o 

- S" 
dad, modulaciones ~e 10 puo~an sur f~cil~en~e ~o~ec~atos. 

auxili~r causa~o por ~ran~iciones p&r~ieL(o ~el as~ado ba 

se del centro r ec Codo ~or: 

i··¡_ 

de absorción ¿el cristal en la loncitud do o~du da la ra-
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dio.ción exci trmi.;e df (A) es definida n ·;;ravós de la relr~-

ci6n: 

donde Ylor es la concentración de centros i" y I<¡: (.l.) ol -

coefiriicnte do obsorción del cristal causado por todas -

lo.s transiciones desde el nivel F0 , 

Co.lculamos el cambio de intensidn.c1 ciul linz ele laz 

auxiliar, trnsmiticlo a travÓG dol cristal a lo ln:::-¡~o de -

la dirección Z cuando algunos de los centros de absorción 

son excito.dos por lo luz F incidente en la dirección X. 

Sea N0 y N el número de fotones transmitid.os yor -

seg, en la dirección' Z en ausencia y en la pre:3encia de -

la luz F res~ectivamente, definimos el índico de moclula--

ci6n como: M - N - No sobre la hipótesis ciue la luz 
' - No 

excitante es puesta(y quitada periódicamente, con referen 

cía a la fig. (1-z) 
No:::: o. b Io w 

N ::: b I OVJ }: '2 l' p \.- k ( ¡r, 1 >- \ c. 1 .h 

~·(q 
1 

~l'll,>.) coeficientes de absorción en la ausencia 

' y en la presencia de la luz F, 10'1>1 intensidad. de la luz 

blnncn, k(~,~ \ es dudo por \ 

~(le:,>.)= ~&(>.) - Y\\: Cq:(A) 

~(X,).): [Ylor- - Y\'\: 1 t. f ().,) 

población del nivel F0 en la presencia 

de la luz F, para pequeiias modulaciones: 

M =. 6Io~ J: oP l-~lX,}.) e) Jx - o.\, lollJ Q.'i-P~-leo(>.)C] 
o,'olow e'l.pt-kºP)cJ 
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'>---'"F==i-~-".--~~..;:o..,..~~~~-
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Fig. 1-2. Posición del cristal relativa a la 

posición de la luz excitant~ y li luz -

medida. 
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si consi.c.'~u1·;J..;1os U.1'1. oot~tlo siDplo tcnio~do u~ .e: ::~o 

'{\º
,.. - V\ T'. '1\11 \,o ~-1."" ('; '/.. o (' - ~o ..... .! -J·, 
y 11 '\ := f -::.. 1- "\' !-- -'-C'f ~ \ \. r r-

(°'- r 1 i l ··1 "~ ~" d X 
tv\ 'i' l ). ) -.::. ~ !::. :i¡ ( f..) 1

0 
Q.-¡.. ~ L. • 12. 

0
-t X J o f 1.. ~ V 

Hr (A)= ~ t:,,.,(>,) Ioi¡ t*' lzof ~~e.Y-?~-~~\( i Ji. 

~1 í:c.ciice ele E1otlulació:a c:r·ece ar ... la i:ritensidn(: c~e J_E:. luz 

F con el tioLlpO de vi~o. del nivel Fi y con la lor::i~ud del 

cristal atravesad.o por el haz de luz o.uxiliar. ?a:ru. :oo.~:_;.;.Q 

ñas valores do Rºf el ínclice de mod.ul8ci6n, no C.e:yond.e --

del espesor del cristal en la direcci6n de la luz excite~ 

to. 

1-2 Resultados Experimento.los y Discusi6n. 

31 índice do modulación de la luz auxiliar es :nost:::aclo er" 

la fig. o-~, corao función de lu enorcía del cristal do 

1 . - 7 l'T c oruro do potasio, contenionáo l. z 10 centros Y iJo:::-

cm3 a la ter:ir>eratura del ni trógono líquido y o. la .r:coci..:en 

cia do corte de 75 Hz. La modulación 11ue so muos"c:c-a cowo 

positiva en ln. fi(j. (l·.3), corresponde a seil.ales en fase --

con la luz F, el cristal se torna más transparente bajo 

iluminación con luz F, y esto puede ser debió.o en ::_;:::-inci-

pio a transiciones, las cuales principian desde F0 , la 

curva de la fig. (1·3), ;-;1uestra la mrr)()rposición úe T- -'.'::.o::; 

picos positivos a onerrjías que corrosp(mden a ::.~,:C,Ii., y 

L 3 y con un pico r.13.s ne[t~u.t:i.vo centrado en la onerc;ía 6.e 



.zo 

IO 

8 

5 &j .3 ;¿ l (cV) 
Fig. 1-3 Indice de Modulación como unn funci6n de l~ 

cncr~ía de los fotones pnru un cristnl de KCl con 
teniendo 1.1~ x 1011' ccnl~ros l~/r,¡;f~ (Frocuc·r;ci'i cie =. 
corte 75 Hz y tomperaturn ??ºK) 
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da L:z estú oculto bajo una r;oííal mns r.r):~a~i.va, !ioro :;-;neo.e 

fig.0~). Lu for~n del espectro en ollado do 

en la b~nda F, os debido n la combinación do F,K,F' y L, 

con las fases apropiadas. 

Una curva similar es obtenida dol osncctro de no--

sorci6n de KCl, si graficamos la diferencia entre el cae-

ficiente de absorci6n antes y despu6s de la . ' 
COY1VCl':J2.0l"i. 

F - ... F'. Los resulto.dos de la fig.(1~3) _prueban f!.UB las b0.~ 

das K y L(s) se originan de transiciones partiendo del eg 

tado base de un centro F y muestran ta,11bión nue bajo la 

acci6n de luz :B' a 77 ° K., una banda F' se d.e[;arrolla ln -

cual se reconvierte en la F en tiempos no más 0"ra11cles oue 
l) >~ 

l/~ • El proceso puede ser representado por la siGuiente 
. , 

reacc:i.on: 

(1-~) F + F _ _. l!..,' + vacancia; seguido por F' + vacancia 

--.2F (J.1¡) 

Las reacciones anteriores parecen involl¡crar afee-

to túnel de un electrón de un nivel excitad.o F1f a u:1 con-

tro F vecino, seguido por la ionizaci6n cleJ_ cer .. tro F' por 

el car.1po eléctrico de la vacancia abandonada. J.;l espect:::o 

de la fig. 6~) no depende de la temperatura en un ran~o 

o - o aproximadamente de 15 K alredector d<1 90 K, esto muestra 

que el proceso (/·}) no involucra ionizaci6n tór:nic2, C:.el 

nivel Fi, puesto que el rendimiento para la fotoi0ni:;;a--

ción del centro F varía fuertemente con la te~.: 0~ernc1c:'~'­

nlrededor de 90°K. 
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:i?or otro. po.rtl'1 1 lo absorción modulada en lo. fip;. 

(1-3) dc¡¡onclc do la frcci:oncia clo corte do la ln?, oxd.tan-

te y do ln concentración de lon cen~ros de color. La fic. 

(1-'i) r:lllcstra ol índico de mocl.ulación como funcic)n <Lo la 

enerr~ía a dos diforontos frocncncii:.1s ele corte (100 Hz y 

1000 Hz), dos características cualitativas aparecen do 

la fi¡:,;. ~-1.l) : 

I.) Indico do modulación decrece con el incremento de la 

frecuencia para las bandas K,F y L, como también para se-

ñales en la región de la banda F'. 

II.) Los picos K,F, L(s) los cuales se originan de transi 

cienos, partionclo éiel nivel F0 de un centro F ticnclen a 

sor predominantes a altas frecuencias, esto se puede ver 

1ao jor de los puntos experimentales de las curvas de la 

fig. (1-~), dondo la cantidad. ¡,¡ /fi proporcional al índice 

de modulo.ción os mostrado como función de la frecuencia de 

corto para las bandas J!'' y K ·e 6 para F' y o para IC en la 

fig.) 

La conducta de ~as curvas de la fig. (1-s), se entien 

de fácilmente si uno supone que al menos uno de los p:::-oc.2_ 

sos ~-3) y Q-1() es gobernado por una constante de tiempo -­
. -2. 

del orden d~ 10 se~. Entonces a altas frecuencias de cor 

te, la banda F' no es reversible y el único proceso que 

contribuye a la modulación de 1a población del nivel F0 , 

es la ciesoxci i;n.ci6n luminjscente, del nivel Fil la cual no 

depende de la frecuencia en el ranr;o inver;tir;ado. 

Los procesos que ocurren en el cristal, son mostra 

dos esquem~ticamente en la fig. Q-0, donde las probabili-
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?:L1·;. l- 1) '/:1Jo;\i:;;; n~-:;-1uri.::·.(;T~t;:_:_t1~:) <·i·J Jl.ll /U r·,:1·i"ii. }~·¡n L1:1·:·l 
crl!.j ~-: ~,.. .•1 1 .;0:1·~0 J-~11~1e.Lón e~; lr.:. J.'1.\ce~lC~~1c.:i.a de c.Cir-

to A o TJ~lJ_.,;1.. ; .. :, 1:1::~ C!UI.,vn~J 

Jn,J cc~1;:1c:iono:~ (\-13) y (1-lh) eon 
='1.:c10-~snr 1;. 

\i 1! obt).(:nt.::J1 dtJ 

==:'~1~{].CJ*°'r~:~:. y 
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dado o 

to, la ruz6n ¿0 co.~bio ~o n~ oz: (l-5) 

d Y\ "v .::: N o.. ( el OJ u.Yt -\- 1 ) -
dt. 

dando Xa os el nfuaoro da fotonou ubsorbidos po~ u~idud de 

volúraen ~)OJ.l uniclacl do tio~apo y Gf:i: 

i:*es 
, 

l.ú\lS co:::-to que 

1 
+ -et -r, 

-" 10 SCfj• ), 

La solución de (1-{) con la condición do u..n:~.::< l os: 

( H) V\ ll~ :: No. L.¡( ( ~VJ uJt + l) 

la ecuo.ción T ...... -,vi·-, .,.., 1 O· C'. 
;;.jl..AJ...(• J...O. f >.J. 

(H) la cual t:L.;::e buje la Iílic:-. 

ma condición, la colución es·cacior.:o.ria: 

(1-10) 
Y\f 1 = 

con -l <j ~ -:: W _L;, 

La conservación dol n6mero do electrones da: 

.. 

La cual vuede ser escrita corao: 



·• 
' 

::.18~.:os: 

{-14) 

(1·1~) 
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lcó', • • \ 1 
~ (\ o~ - \i-¡: : ..:.\ '/.. 

.,. \ ( l \.o 1 \ 
lllf "(;; (\+-::¿-,) \-1!.'i-f -;.(FO.j) 

de un es"c ado cxci·caclo sinllÜe ele vicla :noll.io.. 't ~. Li ::;;o el u.~. él-

ción clacl.::.i por (¡ .. p~ 11uede se.r L1ucho.. :.1C~, .·.;rt~.i:d.e que l:: daG.a 

Por otra parte para transiciones partie~do del ni-

A bajas frecuencias 

L.,,.., i , esto es o1 ínl:.ice C..o r.:UúlllL:cióri C.:21 :;.1i·vc:l :i' 0 
i:', 

es GOborr.s.do })rir...cil)al:neD::.;e ')Or los ~Jrocesos (J-.3) y (1·1/) 

J_¡os :L::iü.icos ele 

tiendo clol ~ivel 5 , (l-1.~ CO!"l 
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e.o 

F' y ~ so obtionon do G~D 

·, . . ./' 

:;;oc. t~.:..< ... c i01·1 

y (h~) con 

.._., •"'.: Y1 • 
~ ........ (.. .... l .-, r:· 

_,_ 1.~ .. 1 , j • '· .... , ..... e;.. .:.J 

frecuencia ele ~ nuocie sei~ uso.do :)c.ra doter:,:inur el 
!::. \i. • -

tierapo de vicia del ostaü.o exc::. ~;~:ca C..ol centro :;? , '-·· :.c:.o -

un valor de acuerdo con el I:1ediC.o ~;or S\'./0.Y'J.~: y Jr-o·:m. 

Los resultad.os d.o la i'it;. (¡·.i) muc:strs.:-: q_ue r,o.ra 

cristales conteniend.o 1.2 x 10 1 ~centros F/cLl la ~rob&bi 

lidad (l/~ ) que ol electr6n excitado rosreso ul ~1va1 

q_ueiía 1J_llO la probabilidad éie closexci tac.i.ón ll.:r;:üü ;:;corJ.te 

acrecentami6nto de ln concontraci6n de centros ~ , pues-

to que la probabilidad de túnel 
, 

os rn.as 

la distn.ncia n:r01'1C\~ÍO entre los Cl'intros f, COCl'GC::;, esto 

se mucs'cra claraL1ento en la fig. G-1') a.onde el índico ó.e 

modulaci6n. es mostrado como función de la enorcia .1ara 

diferentes concentraciones de ce:'l',;ros c'.c) colo::'. 
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nir:;c erre iJ. ',.).,'):-~,·.-~·,-.;:,r,·,•.:'.:,;; .,-.,,,-~,,A\ l"ll:r,~,,-~3 
-J -- • '-~'--, ,1.J!.,tHo ..... \\lf) \v >../•••• 

,_.,(_; ..L 

rentes. Ln profundidad te pcna~rnci6n Ca lu Juz cx~~tan-

ta varia de 0.25 u 0.0025 e~ 

e;üte luminiscencia irnro son C.02excL;o.r:i.o::: J.lO:.".' lúf3 ::wcc.--

nismos (\·3) y (1-lj) onco;1traclos :-•o.rn 1 ,, 
-L•. probn'oil:..c~t.td. de o cu 

rrcncia d.~ la reacción (1·3) y 0-'f) 

Y'[= ~~ ::: \-V\:¡: = l- .21-p l - '-1/3 T\2.~ Yif J =- J ¡¡\?,
3
f\f 

usando los vo.lo::."cs G.e l..,. 50 o~"co::iC:.o 
. 1:'¡:: 

ele lo. fi;:;. (1·~) encontrmnoc el v;,;.lor de 

o 
compara co~ Q,-:.. 20 A olyt;eniclo po:c' C1..x: .. )·Coi1 y :tca·0~~u:2. 
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l ...... ·- ,..., -=· 
' .... ·-··· ...... ·- ... ,.,,i -~ .. "-' .. \ , .. , ... , 

'..,: -'-··· .~;...:..• 

' :-.~ ..... ·:;ocG~: 

l:ve~r. 

Discutira~os ulc~nos 
. . ' z:. :.1 s o:-·c :..0r1 

rrrún: on la re3i6~ de lu vacanciu la se 

cial elec~rostático ~e~8ruto nor lo~ ~anas t~l c~istul -

enorc;ia G.e 

dra~o de paredes i:ifini~as, en es~a ~odalo la enc~~ia eL 

a es la distancia del ori~en a ~a ~~~~0r~ ne poto~ciol, 



..¡ 

' 

IWUOTECA CENTil,t.r! 
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por Ivey. 

- 2-3 

~1.H L/ 
o,, 

So encuentra 01e les 

:.:_~ Ol1C r:~~~-: .. ( <·J .L, ~ 

- . . 

, ,. 
,_,._,,,, .. ,_ •. :.e 

:Jc:.::·:cr ... s ... ~ :.~l:c;;_:·1~~~·;._:.::~ --...J..~-1C'.o. :;·~; 

laci6n de GFcon a para al~unos haloGcnurcs alcc!inos. 

de la banda y la depenci.encin. ele lu DnciJ.u:C'8. ~r li"~ 7;0Eic:~(~~ 

del pico con la tomrioratura. J"o. .J.nchura se ori¡~ina ele la 

de a y asi do ~I' , la am~üi tud G.o os·:;a va:.c-iac:'...fJn es f~.::1-

chura. :;_;_;1 cambio en la posición del pico "0Uoci.e o:.·ir;in.; .. ~·-

.. ,,1 hecn' O .~1' "l. CO O'" c.-,,~; el r,,,,,.-f :Jaroco SO:!.' r>UO G2. ;" · , .L ·"-'· .;;l",uv~ • < ·~ »- , ., 

estado base 2r los estad.os e:r:cite,dos en abso::.'ci6n, :::tr:~º10::; 

tienen funciones ue onda cor:,pactas y '~.uo el r-o~;e::,cial ·--

efectivo en la re~i6n de la vacancia es aproximadaCTente 

un pozo cuadrado. 

:;En este r.10dclo se su-pone que el eloctrórc del ccn1;ro j:, 
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Fi~. 2-2. Distancia de vecinos carcanos 
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casa e~~c~iva sean sa~isfach~s. 

obtener "tres aproximacionas, escribimos la c~:~ci6n Ce 

.::. 
r:. '1 l \ )"' . \ \;. ,- ¡' 
l.:;! l.. \\,. 

V(r), contiene el potencial io~i~o, te couloub y ~a i~--

tercurnbio. TJn.a rn&r10.::'a C.tJ resolvo:r: asto.. ecus.cj~(~~ .. e::: 

trinsfor~nrla a una ecuaci6~ e~uivalente, su~onie~do rue 

oi .... ~co~;o::.:al 8. --

los eiGenestuaos ¿o valencia y n~cleo fc~Cr) 

(:1-:.") '-V~ ( '(' ) = LP ~ L") ~ ( LP'" 1>, ttl ¿ ) LP e'? e'(' J 

y e es un estado ~e valencia 

o nucleo C.cl ion ->. 
(2-71) r _L' -\·V (rj] ~~lr) = & ·, \)(\. l\') 

)m ' 
Su3ti tu~rencio la lll ti:-:ia ·ecuaci{S~ .. 011 lc:.t T'ri:·:-;0::."';J. 

pues-co oue: 

(t-'1) ~ /: -1-vl-rl J fcv l'I"):: 

to:'iniciÓ"1 úr: f<Y. 
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la ecuaci6n 

(7~) e:~ -r IJ (i- l l 
formn la baae para la formulación de la tooriu Gel se~uo-

potencial, se puedo hacer uso del tGore~a do cun~olucil~ 

do Klcimnn, el cual dico que, puesto quo: 

(M) - L l 4 O' , ~ ~ ) L &, e v - t ~ ) ~ e Y 
c,v 

es un Beneral positivo, puede cancelar alg~n e:ecto del 

potencial que es ne~ativo, la ecuación ~-~ es la baso do 

tres aproximaciones: ion punto, ion extendiclo y lu a;::i:co:zi. 

maci6n del seudo-potencial, las cuales discuti~os. 

2-4 Aproximaci6n del ion - punto. 

Para desarrollar esta aproximación primero notamos que -

el potencial del cristal puede ser escrito como: 

(.1-iz) V(r )= Vm(r )+U(r) 

donde Vm(r) es el potencial de i:~adelunf, definid.o por: 

(.2-13) - e'- + 
\ '( - el \ 

donde Rv es la posici6n del 11-esimo ion ne;:_i;ativo, y itv-d 

la del posi-th;o, la par·te de simetría esférica éi_,3 v~ es 

mostrada en la Fig.(~·1), separando el potencial de Made­

lung, y analizando U(r), el cual es el potencial típico 

de una colec~i6n de &tomos. 

En la aproximaci6n del ion - punto, har,emos 

(.2-1~) VLv\ ~·dy) - L (l\l,v, 4\) Ucy - é1.) '-f lY LY-) 
e, v 

i~ual a cero y tratamos de resolver la ecuaci6n: 

1..r!+V~L'í)l4'~lv) =- L 4\ l«) 
l d-W' 

las soluciones de esta ecuaci6n son obteni~as por 
, 

r; ..... :~:0-
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I 
S o p, la parí;," no 

viendose on el poi;oncial esf6ricamente si~~~rico. 

estndo p el estndo excitado, se prueban varins for~a2 tle 

do lo. for11;b. do llL.a .función ]GBsel, clen.t:io do ur:.0 "'.r::,.c~-.~-:~--

cia, y una funci6n inversn de 'f por uno 0:-::;_-iono::-J:i::i.l de:--

creciente .::u,3ra de vacancia, esto'-:; resultaC.os no son nL;.-

cho mejores QUG los obtenidos con funcionas del tipo de 

las de Hidr6~ono. 

Los resultados de esta aproximación concacrd.a,. 

bien con el experimento. 

Esta aproximación da buenos resultados para la 

absorción del cen:;ro l", pero úobemos recnJ.ca:'.' va:ciCi.s li-

mitaciones, como por ejemplo, l~s funciones de onda no 

son orto3onales a los estados de n6cl00 o valeccia ~e ic 

nes vecinos y segundo despreciar los poter:ci::<los ionices 

y los efecto~ de polarización que hacen dudoso ~ue los 

estados excitados puedan ser calculados exacta~e~te ~or 

este método. 

2-5 Aproxiraación del ion - extendido. 

La aproximación del ion extendido, presenta una cejo~!~ 
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. . , .. 
:.i:: .. r .. G:.'i.C~_:.:. 1 ' ~o t::O..!...O 

tos do pola.rizo.ción, ucan el rnótoC.o v~ll'_: ·. cic:;.uJ. :Jxr·a :ai-

efoc~uar las inte~rules y otras 

encuentrun que la distorsi6n do lo. 

tes de los potonciaJ.es ionices. ~os rosultaios pa~u 

oner~ias de absorci6n e intunsi~adcs so~ buo~os. 

. . 

1 ··¡ ,_.., 
.~._, 

El ~odelo del ion-extendido, es ~as exDc~o que 

m~s complicados, este da funciones do onda nuo :on D:::'O--

de vecinos cercanos. La ir:i;,Jortancj_o. cie e.s-~o l'l.:.cé~c SGl' 

discutida en conexión con la int;oracció::i S1;in 0:::-bita. ·:n_ 

desprecio de los efectos de polarización puede, ~rob2ble 

mente ser justificado, si las funciones de onda astan lo 

calizad<Js. 

2-6 La aproximución del Geudo-notancial. 

Para :r.lojorqr la :J.pro:dr:w.ción dül ion-rn~nto el.e-

sarrollaron la t6cnica del Seudo-)otencicl p~~a resolver 

:·~ 
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lu ecuación ( ;.-1"), ellos desprecian término de intorcam-

bio y lw.con uno. "nproxünaci6n locali7,acln" romovicntlo la 

funci6n del centro F, dentro de dos intocrnlos, sobre ln 

base de riue esta es relativmnent;e cons·tanto en lo. vocini 

dad de vecinos cercanos, con osas aproxirno.ciorws la ocun-

ción (;¡.~lo) es escrita como: 

(.2-1 ó) 

~ + vfl-\ "'º~\ - 2: \ ~l\I, V/) ~cV J l{l¿ -::. E,¡ <f.: 
.).'l'll C,\I 

donde IJn es el potencial del ion-purito y V/ es el clel 

ion-punto más el potencial de Coulomb del ion 1/ 1 los ul-

timos dos términos en la ecuaci6n ()-1b) representan el 

Seudo-potencial, estos términos pueden ahora sor desarro 

llados en la misma forma que fué hecho para el ior.-punto, 

alrededor de la vacancia, el resultado para la parte de 

simetría esférica del ion-punto, mús el seudo-potencial, 

en el cual el seudo-potencial ha sido calculado para ci~ 

co capas, como se muestra en la Fig.(2·3). Klibler y Friauf 

han investiGado el efecto de términos no esféricos en ol 

potencial sob~e las soluciones del problema del centro F, 

su conclusi6n es ·que incluyendo los términos no esféricos 

del potencial del ion-punto, conduce a un desacuerdo con 

el experimento, pero esto puede ser evitado con ln adi--

Se han hecho inves·ti¡:;aciones de la teoría del 

Seudo-potencial en la aproximación de Hartree-Fock y so 



t 
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ordon de d~ci~un tlo ov. 

tenor l " "· .:or1:u1 del potencial, utiliza~os 

Jos~, ol cual conGidoru el ffiatoriul coffiO un moaio u~i~or 

me 31olarií~nble, corn;oniondo un ''ac;ujoro" en la posición. 

La vacancia so considera esf6rica y vncia, el diol6ctri-

co alrededor de 6stn, es considerado como continuo o so-

micontínuo de}hmrlienc1o clol problemD. en consiCieración, la 

ecuación de ~)cllrCk~iD[\Gr dcn~ro cio ln. vacanc::.a es: 

Gol1C~e m es ln r.e.sa 

del electrón y V(r) es el potencial en la vacanci~, deb! 

do a la distribución <le carr;a (fuer<J. d.e la vac(;(ncia), . en 

un cristal perfecto la ocuaci6n do Schr~din~cr as ~~~a -

;por (:.l-Fr) donde V(r) es el :potencial en "'( -,r esta cn::r:;t;.0s 
LI ,, -

to de dos partos Ve el riotencial ele los iones y ·.;.,. ... el 

potencial de l.ladolung y es ir;ual a Vm= ± J- € 6.0;1d0 ¡;\ es 
3. 

lu constante do Madclung, a es la distancia en~re veci--

no:J COl'Canou. 

Cuando coneideramos los efectos del ion ne3ativo 

ausente y la rlisi;orci6n alrecl.edor C.e él, un té:·r.:ir.o V-:r. 

tiene que sor su;nad.o al pot0ucial, esto té:;:-:.1~.no Vr. oc:cG':',; 

pOríJ.UC: 

Hay un ion ausente, esto crea un campo on o.:. c::.'istal; --

• • ' 
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puocto ~ue cc~e sin e: cloct~6n no os ne~~ro. 

l:'..b::>iO. 

~ ~ .,., ,., 
\.~4 ... ;.J. 

·.·,,,. , ....... . u:.:: 

\ - fi z. v ¡ +- v l e,· l ] w ::::::.. l t. i - t. º ) uJ 
\. ~Yf\ 

y VJ y 'V er.;-c~m rolctcionuda::; pü::'.' Ün= ri'"- wl'f) y - ---
il¡~ 

Sin)son su;lone una . ' . 
ecunc~on nunGua as~u deis 

partes, puesto 1uo V(r) es cnlculo.Co por ~os metodos t~ 

ferentes dentro y fuera de la esfo?a da Jost, dentro ~~ 

es calculada C.el potencial en ol centro te la esfera, 

los lados clol pozo serán a~.)ro::i::laClos ~)or un cu;~;·:·:o c~_e 

Coulo;:ab con cor:::-eccionos par<J. los C.0r>~üazmliontos ionicos 

y el ::::'aclio ;~v del pozo es ic;ual o.l valor c,o Lott ;/ I.i "'.";'ele 

ton. 

ponier.úo U...'1. eloc"cr6n sobro un ion on ol oric;0:::. o en CJ.n 

rn.eC:.:i.o contiüuo dioléctrico, con by k ccms'üantes C.io2. C:c-

tricas do alta y baja frecuencia. ~ar~ calcular le e~a~-

cía j,1otencial o el poºcencial VI, suponer:ios nuG un 8.f'.Uje-

ro no es la vacancia ionica neco~ivn, lo poCemos intro~~ 

/ ~- ~. /' ! .,.. . ) 
... •• :~ ¡' ,),,, \ .. '' 1.} 



(2-!Y) D(·r) :: 
a 
T 

~2 
noto 

tro c1.o la osfera 

- . . 
c..~~-:.·:-.; ~).:::~G ~-: ~ 

··r· • \...• .. ). 

(z-ii) -_3_(1--\) 
"'. 1,-
"-1. ¡..a 

contra la polari~aci6n os: 

(z.-z~) 

el tr<:;.'oaj o to·~ al 

( 2-21/) V ¡e_ 1 1\- J._ \ e; 1 o 
::::. - ) ~ \ t:o ) -r d i 

b '-1. 

esta cor.~9"U.osto (;_e 

Q.(1- \) -Q-: k 

'( :. ·:: 

donde I~v os el r3C.io C.e lu vo.ct..~'lciD. ;/ \: 0 la cte C.iolóc 

trien. eothtica la ecuación r .. ,1) ~uer·'-,, n.,,., ... 
\¿"~ \,... .... u~ .... ~ .. .:..e\ 

los de ~ott y Li~tleton calcul~n el valor del }Ote~c~al 

en el con.tro cls la vacancia y ove.luan Hv, usanC.o la ocun 

ci6n (¿-Z?). Calculan ta~bi&n el valo~ de 2v y os O.S5a e~ 

.:facl. 

" 1 

• 
1 
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es: 

+ 

la ecaaci6~ to~a en cuontn ol ca2bio do 

rre en el proceso. 

GÍa de :.~adel 1111g; el S0[;U.:..'1C.O se origina ele la 

1 
4- •¡ 

i.. 

de los iones :r el tercero es debido a .:.e.l ... de.spl:..:zar;iie;-~.;.:o 

ionice, el factor~ se de considerar un ~·)rocssc 

zu~icntos deben ser Ceterminados COl'l 

derando ln ec1.wción: 

(N?) _0e2:, 1 
1:: ¡)"::. o... ..... 'Z. 

~r el r>o-

tencial es: 

V ::: -
• e,2 1 

Clt + 
().... 2. _, 1 

Suponiendo aJ1ora .-'.uc el ~"'ad.io del :ieujero l~i :;.r G..:.. ~--~~C.ic 

------------·.<;; 
ElBi.J1j'f!i.::,'\ Cli' .. 'l1'flhl.. 

tJ .• )i, t., .... 

·-.·.. ( 1 -

'7 \ • 
,...; 

+_ ) 
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vucanciu os coro. 
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l. '· ¡-
{.::::.,,) 

sido polarizado )Or una carga ~icticia ~c~~~~va, el ter-

cor t6rnino se ori~ina por~uo el electr6n es to~ado de 

un punto del cric; cal don<~G ln pol<11'i2ucifo1 es debida a 

él rnismo, esto es una carca rie[:;o.ti va. 

~xuminando Vd en ~hs dotallo 1 el electr6n no. es 

tá totalraente confi~~do en la vacancia. Sea p(r) la ce: 

ga contorüda clen-;ro 6.e una esfera de l'adio '( y on té::·~;,:'_ 

nos de '-V 

done.e 'V es una función ele ond.a :para el elec"'.::::.f.-011. 

El carr(lO en '( es: 

J_ (' \ -í'l'') J e.7 
l.:. l '("l. 

Y (1-~)[l-P(-r)] ~-.l7.·.:,a)~e oriíjina de.la polurizaci.6n ~,;:_(;;·. 

tras c:ue L.i-PM] _s es debido a la carga·ctentro c~e ~~. 
y• 

tas clos Úl"ci:r;ns opresiones C.an (.2·Jo) el efecto de }!Ol~l:::'i 

zaci6n de los iones es dado por: 

- ( 1 - -'-. \ ( \ - PU) J 
'¿o ) 

c2. 
yZ 
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res tnnclo Q;.-y,)(J. y (•-..IV tonomo.s: 

'I' 

y VJ=-Le.."fdlv-) j'{' es la contribuc:i ó;--, D.l poton--

cia~y el potencial V(r) 

V(r)= 

e<"'. '-'. 

\} (r) J r \ ¿, = Ti..'1 
/ 

Q.. l\-P('<'/]( 
_L_ - l. ) (_z-3¿) 

'( 7.. \'<o ~ donde l<'(r) -::: 

el potencial V(r) que será usado on la ecuaci6n úe 3cil:!.'O 

din¡jer os el poüencial del campo li' y depc:nd.o (Le o/ ;:;w:; Lo 

que una relación entre V y ~ es dada por la ccuuci6& de 

Schrodinr;er misma, las dos pueden ser calculadas por c;.n 

metodo autoconsistente, el metoclo usado c~n.uí es el varia 

cional y puede sor delineado brevemente como si~ue: 

a).La forma de la función de ondo. del electrón es supue~ 

ta y una función de· este tipo tenienüo uno o m:J.s pnréÍ.ir.-e-

tros variables se esco,je, digamos ~=-A e ).A 
1 \2-33) 

b) Usando las ecuaciones (¡.-~ y (1-3~ el cmnpo on el cual 

el electrón se mueve y el potencinl se calcaJ.2,n. 

e) Se supone ci.ue la función ele onda final es e~ d mismo -
- >- '( 

tipo ci.uo la inicial er.;cojida ~"' 13 e. (2-3..1) us;_mdo lo. into--

¡:i;rl11 vurindonal: 

~-:,0 W ~ ) '-\J,14 l - ~: f."/ z +y J 4J , d "t 

se obtiene un límite superior a ln rmcrc;ía de este esta-

do, W es función de A y ;J. , 

d) 111. mejor funci6n de la forrna (J.·J;) se obtiene :':"w.ciend.o 

~~ :: 0 y esto da· ),. como función ele ;J.. 

e) Si la soluci6n final de la ecuac~ón do onda es consis 

tente con lo. función inicialmente escoBida doberaos tono~ 

A-=µ. y d.e Cd) obtenemos uno. relación , la cunl puede 
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la ecuación W·Y/) obt(_mernos la funci6n de o;-,11a y l:: c>l01.' 

[5Ía. 

Ln inte~rnl vnrincionnl es: 
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.,; .. ~ r 
.·.·::'. ao-:. u 

1.;,._ '·"··· 

., 

..¡ 

o 
Co 

P(v-)= ~ \tVIZ LllTr'dr _ :1 Surrt;i tuyonclo 
o 

P(r-) '.::. r 62 e iAr Wrf'ri d -r = i 
O) 

( z - ;¿ ,\ r ., t 
) Be 41¡r-dr-:::1· 

o 

co 

~ --l -e .Jl 41r sz e 
o t/ ¡\Z ;¡_).. 

o 

l..fTf 62 \1 L3) -::. i = 
~ ;¡_3 

':::. 

o 

a; 

l./Tf B2 i 1 l-a Jt i -:::. --i:. 
e, 

!:; ¡..:o 
o 

(n-1) ~ :Cntoncos: 

El campo actuando sobre un electrón en r es: 

i: Crl 

Y' r 

Pt-r) -::: j \l.\J\Z1nrr"d.r J '!::. 

o 

" 
integrando por partes: 

4íf B' 
- 2.Á '{' 

'( 2 d '(" e 

I 1 r 1 1 \ 
-+ P1." J l -· -.- -.-. : 

~í;; ::!.or" cr· J 

=-

i' 

lfff B Z J ¿t,"r'(, ""'~ 
D 

u::. - 1 
~ ..... 

- -_i\t 
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término: Inter;rando por partes el Último 

1) ( (') -=- Li1T 1:! 2 l l - 5-! e ·¿¡\ 'r' ] 'f l ;_>-. o 

\ ( \ -i - ·¿>,Y-)'( 
-+ -;.· ( [ - ~; c. CJ 

Sustituyendo ( 2· 3 7) 
2 >.3 

B ;: -
1T 

? (_,-) -=- l/A 3 vz" _z).'( 
4 >. 3" - z),. r L/ A 3 -z.>.r 

11;..>. e. - e.. 
¿¡)., 3 

e. 
..l )..7-

p (_ '('\ = 1 -
-"'2>.r ( 7. e ;(}_yz+ z >. '( -t 1 ) (i:3-1~ 

+ 1 

-+ 

Considerando la expresión para l!'(r), susti tuyenél.o el valor 

de p(r) en unidades atómicas, tenemot: 
flv)::: -' +;.l. í _1 _l. l í 1_ e_?.ir ( .z>.'r' + 1>-.r +1)] 

'e '( z ·(z. L ko le. J L 

El potencial V es: 

Sea 



VM =-

\ - z >.." ).. c. 

\ -- -
ti" Y' 

( 
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'(' 

Io ::: ~ 
OJ 

i 

1 ~ ) - -
12 o 

::. 
12.., yi 

z + I3 
. -· 2. ~ r 

- .• _I_ ¿ 
'( 

( - A -- ~ J 
- I ~ r 
) 
~- (.:'-3:1) 

j__) ( l + 
--;::_,\'(' 

- _\ ( 1 
vJA :: ·\- -- - -r ;_ L 

\eo ( '( 120 \;?.. 

Sustituyendo en la integral varincional, t0ne:::OS: 

Có ~ 

w::: ~ 0.!, ( - \ v¿l\>,)1.rrrrz dr-+ ~ ~\VO LV, 
o o 

Sea 
W =- I 1 ~ °1.7_ ·\- 1:. 3 (~-.3'1) 

R 

Y" 
' 

¡;o 

( . lf ¡\, 

) " ";-'- 'f1 
¡¿ 

CD -

1.1::.) ~' \- ~ v2 t~ q11'('-d'f 
T 

2 
::: ~ 'f, V::; '-\l1 L.\\i'(' _J. r 

o 
() 

co 

l3 :: \ ~\ \Jµ. 0{, 
11.. 

'Y7.. ~I:: 

o 

Como o/; dencnoe de r, tomonó.o }[, 

parte radial de en cocrd.cr1.ndns 

esféricas: 

).Z B \ ¿>--r- l\"IH'-Jf" 
~ 1 . 

'(' 

-· ,\ r 
~ GJ ~ 

~ r -Üf 
'1-=- J 4íi13

2 'A e. "d.í -
() 

o 

' \ .. __¡,,,,_ 
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Seu 

co 
qrrc-;zp\ 

L 
_\__ \ : ·l 1 7: 

¿¡..l-· ) ~ 

.., 
\: 1 , .• ,-t_ , ... J 

w 
Pero l'(YI) =) i~ )<.Y\-I Jx y 

3 B 7. :: !:__ 
T\ o 

Por tanto 

Considerando 

Q 

I 2 = ~ 4>\ Vo ~' LfíT'íi J r 
o 

{.i 

o 

Integrando por partes 
o 

Haciendo 

12. = -Vo {2>.z.,ez+ ;¿').12 f1) -t- v0 \ (1-41) 

co Considerando 13 J 

v= -- _L 
)..},. 

I. 3 -=- \ '\J1 Vy '-\!, L\ ííY-' j r 
e 

\ Q~e..-z..;>-.f" \ - J._ -\-l..( \ \ )( \ \ _z.;..r ~J LJnrLJv~ 
J:.3 -::. ) v l 1.2ov- Y \ \e0 - ~ 1 

+Y-/' ) ¿ 
~ 
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Sen. 

La inte~rul es dol tipo: 

\_ - l 

donde a=-4· ahora 

\it-:. (>iZ~+~/.) 

Ir-=- _ Li rru::: 
\z,, 

CD 

~ · r ¿· z ;:._ -r d ·r 
\2. 

e~ r-1 
o.:. 

' r ·1, 

\ ~'"; \ ' " - 2.. ¡\ .... "i ,.,,_ . I ) \ o -t 1 .•. :. JI -- l l._,,,_ I ::... 

Lj).. ¿ l::.o 

3 ~i..t)J:.+I 
;¡\ --
-¡ /' I b ,\ c_ 

-t./)..l::/ 
e. i 

..1 

Sea 

Iill. -=-
LJ lT e i. >- ~ oo y'- e- L.J >. '(' á"" -:: L.' rr ;.'! 

-1.-
iÍ 

R. 

donde 
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\e.o 
[ [ 2 ;._et- 1 ) ::.- 2 >. ;;: J + ( 

¡ \ \ l 
-:-;-~) 

k'.41 1'-

:::. - ~ [ ( ~ ,\ R + 1) é_ z ~;:; J + 
t.::." 

~ :..¡)..., i~ 
<2 -¡-

VJ::. I\ + .r~:. -r I3 s~::t:..1~U~T·jr .. :ic loe~ "'!::1-~~() 
res encontrados por estas intacrales, tono~os la e:~1~0s~6n do la 
ener~ía para el es0ado ls. 

)._ - 2.A¡;:: 
,. /:::A.Zt-1) c. 
\,:,., 

. ,. 
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Bstndo 2p. 

Considerando las ecuaciones (Z·2C/) (:Mi) {;.-3S) 

'{' 
? ( rJ ) \'-\1\Z L\1Tr'dr .f"(r):: l \_1-l'Crl] + P(Y') =-

\'(. '( 1. 
~of"z 

o ro 

\>J ::: 1 'IJ, ( -* V 7. l\J, l Ll 1H ' d r 
(2. 

) t\>, Vµ L\ lif°' d·r 
-\" ) ~\\Jo 4>, l..l ll ~l. J '( + 

l2. 
o o 

tenemos tres funciones de onda ~ue describen el estado 2p, la 
enerGÍn ~ue se obtiene as la misma para cual~uiera de las tros 
funciones. 

-.u A'<' Q."' r s.w. e ct.h ~ ~z'.l::: Ar e. Q..q-;& YJu. = 

t\I 2:1 = Av e"" f' &»-9 $.u;.~ 
A es evnluada l!Or normalización, tomando ~ 2 corno ln función 
para el est~do 2p. Sustituyendo en (2-29) l\J para evnluo.r i'c 

co ({) 

) ' "cA, '(' e-z.'(2. SU<.S de d~ d y-j ll.jil"'<.J1HiJ.; Az(z.i., ern -::. 

t> ó 

o:i zíT iT 
w 

) ) ) A'<' ~z He.,' e e' Su.ce ds d <!> J \l\>\7. L.\\1¡'(~ J'( = 
o o ó o 

efectuando ln integrnci6n on + 
'i.. l r1. r C.rn '2. e r 7.. ~ e d. e- d "r :: 

haciendo uso de ~ue: 

~ r ~o-ºº e ) = 3 ~?. e ( - s.tu. o ) 
de ~ 

i 

-::::.. 

dr 

i 
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) 

o 

La into~rnl es do la forma: 

con 

)
' Consider •. ·mdo la ecuaci6:n. (:.i.-<1) '-~us-'-' -'-u·.;p·.·,c""c J.¡ 1-..J lJ ..!.. V ,¡ ~.1 ...... -. 1 l 

1 1 

d ó; 

1 --ó 1 

~' .:•; 
Haciéndo d l 3 J _ 3 l!.rhz e { - S.W. e J 
uso de: de eir.i & - '" 

0..-=. -Z..o\ 

-, '( 

) -·'· 

'-' 

l .. "·~; ;,: 
l .. ,:;_."··:. 



2-2ó 

- -:<.J..'{' ( \ _ l : ~ 4 '( Lf + L.j 
~ 3 

Cn.lcula.;;-.os '/ 

•·. 

! ' - --
R ::1\2 l:.::. \"'.:. j 

-. ,, 

- - - 1 - e. ... -::.· ;, -¡ '( "' + '.:!. 
\ 

1 1 ) ~ _..,el, f ~ z " ' 
y t \?.o \':! .) ;::, 

"'j \'"::, -r ~ V\ : \ z r ::. ~ r r- :,1 :· 
.J 

SustHuyer.ilo en <;.-11,) 

'(' 

+ ) 
ºº 

Sea 
'( 

) á'f --lo= -
tí) b<" 

z¡.i.-;. í '--r 7.. 

'(' - c.d-. f 
- 2 ¡;/. '( d V' 

~ i~~ 
1 

e, -\ z d\ 
co '( '-

·r 
\ .:: 2."' Y' 1 

. 1· 
-3 = j ...:;. d .~ 

J. ol ~ ~r I,-==- -..3 (Í) 

- 'Z.cA '( 
1 e J.cJ.. á'( 
r 

- z_r).. '(" d.,-í "Z. '2. :: 

+ 

(-

'° 
'(" 

\ 
·-:.V.Y" d.\( ¿ 
~ 

J 
co 

y 2.. 

-~ r 
1 ~ 

? 1 -~ .,.. _ r.-, 

"' . - -~·-,--- ·' 

3 
.... 

~ 

'~ " " .. ' ' 1 

\ ~ 
\ e ·r 

·•1' ) '(::. J 
~.j 

"\ 
- ~e-!,. 1 
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- -z..J, '(" \ 
'("c. Óí :::: 

~1.< ~ 
-·---.... 

,~ 

13= ~ -¡ ' ' 
- Zi;\'f" df ,., 

== .... C\ '<.. 
- v\ 

o:> 

( ~ ? \ 
+ ~ ~~'( ~ " í + 

-::. 

-\- "" 
__, ' -\· 

\2o"f o zv' '( 

La 

I,a función~ en este caso cle~oende de r y e. 

'Yi= ~G~(íz_},.\+ _L _]¿ 
\ V 1 V \ ) '{'z ,'.iw e CJ fil 

Corno '\' no de"])ende de ~ tenemOé->: 

1 V'i ~ = 1 l +~ 
E_!.¡¿±. - - .+ 

z --2. 
7> '{' o'( 

+ -s.~ 9- o "2. !.\-' - -:.0 .9 2 
'\' 2 S¿.I).. tí 

oÚr' 
- J..'( [ 1 - Ar) 

-=-- = A e a_¡¡';!!;) 

o'< 

\ ....:¿M ;"' 1 

,, f 
J 

6 \ 

! l . -
:.Zei ¡2. 

1t~ 

\ i,l) \J \jJ . ·1·· '( ¿ i .r-j \ \ ;,A . 1 ._, l () ... \ 

¡_ 

"".-·· _:f). ?. 
,,..!'-f 

·- _ .. \ 
+ ;., ... (', 

----··~'·· 
·~·-________ ....._lllÍI 



Sea w::: + r3. , considerando 1 1 

<íleo \14 

1 1 
'( J 

O) 

l..1 =. ) tV1 (- ~ ~i'"l l\J,) 4 \\'(?.. ¿:,\ v -= ~ ~ \ 4i, C- ~.z r 2 4;.) Y 
2 ~ e el & á ~ d" 

o 

) . 

'T.:g::: _ ?.. f\ 
2 tTr:J.' J 

o () o 

do e\~ d·r 

cP 

~ .I.I.:: 9A"v<TT j r:O 

o 
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C{) 

Ir-=- $/d"' J t. 3 il d.--l-.::. 
u • ..i ,, º 

co 
I u ::. - z A' TI J. t. J 'fi..1 e- '-.,,¡Y' J r 

o 

-!:. ::: - 2.i:{ í 

f3 .). G 

1 ~ d "I 

\ 

) 

! t \ 
~o¡ ' -

I T -+ 1: e • 1 . r,_l,.,,\1 1 : - :t 1! ciustituyond.o as ccuaciono.s "' ' 

Considerando I~ : 

Iz-::. )Rl.\J 1 VoY\ L\li'<'-d'<' 
b 

3 
;z, ) 

Efectuando la integración en e y ~ como n"1tes: 

I 1 
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ro 

I 3 :: ~ 'V 1 \) ).Á. '\J 1 Lrl\ '( 1. e\ f 

\?. 

El potencial calculado fu6: 

;J..2\r + ~- ) .. ~ 
2. 

}~fectuando la integrnción en 6 y t 
CD 

-\ 

( 
l \ \ l "_:z..;.r iJ d '( -\- - - - 4\i k e. y 
'e o ~ } 

separamos ln inte~ral anterio~ 
w 

Ia - - J\ 2. :..i li \ ., - c.o1.. r i 
.L - --;:- J '(.Je.. d'f 

í~ 

':: -
- 1 /_¡ '" . .-, 

-- i 

i:Zo L 

- 2 "" 
í li...2. 

~- ; : . 
\.. 

-; -- 2 ,:.."~ -· " 

) J ~ 
12. 

' \ 

r ·~·· .:.-- .,.. ·--
~ -

------&.··: ... b~' .... ..._---...~--~-,·~-·-~·-·~"----~í ~ 
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l i-SJ) 1 3 11 :::. ( il' - ~ l ) 00 

l{ \T A' e i .\\.ti ( ~ ~r z + ~ 2 r + ~ -1 + *- ) d 1 

e. 

Considerando r3"' I
3 

+ I.~_+ I + I ; y efectuando cada una de estns ·· 
integrales: !I J:, -Jli, 3ir 3 3.1t4 



2-32 

ro 
I 3JI z ;;:, LJ ot T j '( ¡;- (2- l. ¡;.{ '(' d '("' 

IZ 

. I_3 n:<- -::: -

t(, 

I 3 rr Lt -::: LJ oZ .:.- J '( .3 ¿ z. "'- r d Y' 

R 

1 

di ) 
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- - Zt>\ Q 

+ ¿¡:i.,.,1,Je2 + L/2CA' 2 /2. + ;¡_/cJ.] e 

Sumando lo.s expresiones ~-:iZ) (2.sJ) p:-tro. obt;e:~rnr ... 3 

) 
// .) 

+ ( -ii-o - f I ~ e,¡. c>l.1- + '/ R S.,{ ¡.. + ~ i< i./,). :,- -/. 2 (Y /~ .3 ,,,( 1 ...¡. </ 2 ,e z.,: f 

' -2o{i2. 
+ 42eo1. 2 +.2./e>{] ¿ 

1 

Suraando las expresiones (,i·'lf.) (J.J'-o) (i.-sl) para obtenor -.'! ~ :·rn.0.Q_ 

to ri_ue W fué igual a la suma de I,I.z, I 3 

(:z-Sti). 

Vi/ .::: ;, J. 2 + 3 V o - V o ( 2 IZ t./~ </ f ¿¡ ,e 3 .,,.( 
3 .¡. e, e 4 

,..: z -/-

+ ;2./o{ J 



2-34 

Los valores do A y W GOn: 

w 
lo 2~ ls 

O.~G -3.2 -1.0 

~ (en uniuaóoa nt6micnG) 

w (en ev). 

. ~ 
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3 

FORMULAGION GJ•;mmAL y SOI,ucrmr l"OHI.íJ\.J,, 

Jllrint;eamos y ro sol vemos forrn::ümontc, el ·protl0;:1n de 

los esto.dos de un electr6n de Tlloct1, en un potenc:L:11 peri2_ 

dico V(r), y Ul1 potencial ele i.mpnr8zn c1wlqu:i.0::.'L' V (I·), oQ_ 

tenemos un métoclo F,eneral para calcular las ej_¡:•:;n.ft.mciur1t",s 

y los eirjenvaloros, obtenemos primero la ecuación del olee 

tr6n do Bloch, y resolvemos esta ecuación, r112c e:=; u;rn eci..:.a 

ci6n inte5ral, reduciendo su Kernel a una su~a do prod~c-­

tos do funciones ele ~ por funciones de k•, aplicanc~o u.n r.16-

todo de ecuaciones inte~rales. 

3-l.Ecuaci6n General para los estados del electr6n de 

Blocho 

Suponemos que el Hamiltoniano totnl consta de clos partes: 

H 0 el Hamil toniano no perturbado 

U ··el potencial de la impureza. 

J,as éigenfunciones de H 0 son funciones de Bloch y en térm,2:. 

nos de estas se pueda expresar otra funci6n, si suponemos 

que las primeras forman un conjunto completo. ~v.~( Y') es 

una funci6n de Bloch ~ denota la banda y R el vector de on 

da en la primera zona de Drillouin del cristal. 

(3·1) y el estado 'f satis-

face lu ecuación c~-2) 
( l-\o -t lJ l t\1 '::. E:. ~ 

'\111't-=. º-~k.,.. u..,1¡¡_ L'<') 

es una funci6n periódica la cual tiene la perioaicidac co 
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la rotl. Considernmos una bancla con ~m rní.ro.:ino en K= o 

Considerarnon ahora ol con;junto de funciono:-:: 

l.le·'f 
Q L\ Y\O 

y asec~uramoa que forrnan un conjur.l;o cornpJr: \;o u:::~ono:;:t:al 

si '1i11~ lo formn, suriongamos aho1~a ur; f-..mr;~(;;c f('f) d.u--

sarrolladn en t(Jrminos de las l\J"' k 

y por otra parte una función periódica puede ser dosarr~ 

llada o ·expresada en tGrminos de funciones de Bloch en el 

fondo de la bnnda. 

sustituyendo '3·') en (3·>) da: { (V' ) -:: '2: ~ J ~ 9>'\l~) :r l'\~ 
Y\ 

qv'\ l ~) ':. ¿: !? '(\ 1 l \.a) ~V\ VII ( \t¿) 
'11' 

la orto normal idacl para las funciones de Bloch. 

'3-r) 

t ~ 11 le ' '{> '11
1 k· ) -:: J ~i'V\ le 'Vn1le1 JI"' ::. g '/¡ y¡I bl~-'-<') 

y para '.f"~ es: 

~-a) ( fV\~' "f\'\1\e1 \ ~ 
l. t le.'- k) · 'f" 

;:: e. . ¡( 

l.( VIO L.\ V\ 1 0 
d'(' 

como 4!ol.{~'otiene la periocliciclnd ele la red la podeliios de;;1é:. 

rrollar en serie de Fourier: 

4""\'10 ~ v'I' o ::: L. 13 ;VI' e_ L Kr-1 • '( 
WI 

son coeficientes numéricos y Km son vectores de reG. roci--

pro ca, sustituimos (J.j) en '3·)>): 



)-3 

k ~· 1 estnn en lél 
.. 

prir;;ora zoca ele b.r:LlJ_o1l::.r:..~ 

estn en la primorn zona por sor vec~or Ca red ~aci)roc~ 

en la prü10rn 1.onu: 
0-

¡;on }r o 
o.. 

es unn oncia pr.·opar;:'mcio<>e, por tanto 

posible si \'V\ -=-D y por tanto: 

o J 1; _, \ / 1 ,' '·•. 

V 
"-W\ es solo 

Usnndo el teorema de :i!'ourier y toi;:nnéc.o on C.:Li.on~·;;_: e:. '.'G~: i'i. 

rnen de una celda unitaria los coeficientes son Catlos 

por: 

, lo cual os la ortonor~ali--

dad requerida. 

La función ele onda de la ecuación (:¡-¿), e.e "?Ut'JC.o 

escribir como: 

y la ecuación ~-;,), q_ueda como: 

[ \\o-\-\JL'<'lj ~ \J\Q.' ~"''\1.e•) :r\'\.)<1 =e~ )á~ 1 f\Yl 1 l\2 1 l f,·"'''e.
1 

L (J'e.,( d'\ r~~ t\\o.\.ülV'l] 1yi''p_I f'i ... ·l~1) ==E..~, \Jii2..' )cl·r "f'<l\,._r,.,1,,1An1(~:) 
YI' ) J 'l\ 

¿:_\J.~· \V\'e \\-\o-tu('<')\ Yl1\e1) t\.,,• lk1) -= E- Ari l'.z.) 
'(\ 1 ) 

dOIJ.de l VI 'e\ ~b +U l'<'l \ v-.' ~') son los oler:•er.tos do ~.:atr:Lz. con 



' ~ .. ·., 

{)2.:: -'V" 

'.::' .r 

-\- l Vl'<') 
O 'A 1 n L ¡:,:. • Y' 

~ l.l v\' o 

·k.' ·b1v- 1] 
1 ~r ·'Z1.i L .f 1) +L.'·' e:·,..·. 'íí(U..,1ol'(' 

- - - L L tz.' e Ll. "'lº l'r \(!. y 
2. 'M 

' 1 1 l ~ -t e..\ '12.·'í" v"l \_IJ.r'\ 10LV"\ Ji 

1 

= 
- ~ L [ - ~ 1 {. + '2 L ~ 1. p + pZ. J -\- \J ( \" l j 

,?_ M l 

- \ l E.'· p + 
'M 

J ,, 

,, .1 
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('r'l' es ln energía en ol fonclo de la Y\-tr.ü1:,r, b;:-:-;dn ~r P es 

el operador momento (-l. 9), tornancio on eucn1;ri (!110 

do en serie de Fourior, tomando en cuenta nuc ~.~'estan 

en la primorn zoma do Ilrillouin, etc.) quotin: 

(\'\~\~lo \V\ 1 k 1 ) -= (~l 3 H~-\i) J LÁ~o ( t:V\ 1 + ~! + 

es definida como: 

P11~, = l~l 3 J ~~º (;V.;) Lt,,,D Jr 
son los elementos de rntitriz del momento en el fon--

do de le banda y tienen las propiedades siguientes: 

"" rJ. o{ ("')-'1.1 . . ) P'l'rl -::. o j PY'VI' :: ?n'V1 :: I\"' o. prJ.mera se s1c;ue de. hecho -

que ?'(\~ _ WI o~" l~l la cual es cero en el mínimo de la 
- roM 

banda, y la sev,unda de que existe un centro ele sirr.otría -

en el cristal. 

Para los elementos de matriz V procedemos de ma 

nera similar 

.. 
tomando en cuenta que ~nbU~ 0 tiene la periodicidad de la 

red y de.sárrollando en serie de Fourier, ( Y1 le.\ u l y¡' \e 1) 

la podemos escribir como: 

, ( Vi k \ u \ V\' le. 1) ~ \ e.~ ( ~ 1 
• le. ) · Y" B :"' • L 

e 
tomando on cuontn ln 

" 
u lle\ - -d~· y" l 1 e v Y' 
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os la tranGforrnada de l.i'ourior do la \J 

Si ~ '- ~= k'w. implica "M"-o, o~; oi. Único c¡:¡;;o ;io:;i. 

ble dentro úe ln 'primera :wna, 1 1 

.... ' ;¿ 
. , 

f-;CUtJ.Cj.Cf .. 

como: 

(3·1") 

nos son pro-porcionnles a ~ o do primer orcü;n en 12 . 

PYI~' pueden .. ser cambiados por una tr;:i.nsfornmción canonicn 

a primer orden. 

~-1v) A n( 12. J -=. -¿:_ ) J. k 1 ( Y\ k \ T 1 Y\' k') lf n 1 
( ~' J 

Y\ 1 

y tratar de encontrar T tal que las ecuaciones para~"(~) 

no contenr.;an elementos de acoplo.miento. 

Bn noto.ci6n simbólica tolilomoa ln cc11~J.ción (3-1~ y 

~-1\) \-\ 1i. -:: € A 

~·z~ A = T 1\1 -=- e. 5 f 

'3 ·zv ( i ~ \-\ e.s) = é- ~ ::: -;¡ ~ sustituyendo 0-1°) en (3-1~) • 

~·ll) ~\ =. \-\ -\- l \.\ 1 s) .\-- ! l ( \.1 , s ) 1 s J -t . - - . 

~-.a) \-\ -::: \.\o -\- \.] 

escribimos ~=-\\l"lt \-\ti) tV donde 

escojamos .S tal q_ue: 

1 

1 



.¡ 

.. , 

·l 

:, . ~ 

r l 
! • 
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'3.¡~ \\ ( 1) t l \-\(o l , ~ ) -::::. O 

escojicndo S tal <lue: r1ol:: -(H'-ºl
1 

5 ) 

eliminnmos los' t~rminos ent1'.'e bandas a primer ord.on en \<. 

para Y'I -.J=- n ' 

11 

donde w rw.1 ::. t'..n- (;., 1 

11 lºl i 14l.•) son: 

1 
los ·términos de segundo orden de 

\ ) 

1 f' t Le>) ) J 1 ( \-t ( 1 ) , \ 
( \-\ l1 1 s 4. -1z L L H 1 s 1 'S = ·:z: ¡" I 

lo cual da: . \ ' J..(V1k\t\"\(<~)\"'de1)::: 11 &;(·~-le1) ~ L {nkl \-l, 'r'l'''.2.J 
z )'\ 

( '1" k \ S j ~· le. ) ( n le \ s \ ~" k ) ( n " ~ \ \11, \ "' \, ) l 
\_ ~ (':l ( 1 + -'-- '\ & ( ~. \~·) . 

~ (Y1k\r1t1J1s\Vl1 k1):: ~ l ;. P.,~· Pn•'n' -U.JVln'' w'11·~··Í J 
zV'/17. '0'1 ~1'1,l'l 1 

en la representación tr.\.. • Los términos de corrección a 

-v se puede encontrar consideremos 

usando (').'/ y J.-1) • 
~-/!/) l•le\1.u,s)\n•le•) 0 \ J~"[n\e\ u\n•k')/n<•' 1'1 "'~·) 

- \ j ~" \ n \, :s \ •' ¡,_" 1( n' le " \ U\ n' k• 1 

1 
YI -- V\ 

-
f:\ 
'f 



,, 

•! 

1 ., 

' 
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6~~ tiene solamente t6rminos a primer orden en~' poro 

tiene términos inl;o.rbanda J, a primara vü1tn Tl1lnd0 ]mroc(Jr 

sin ernbnrc;o que se ha ndolnntaclo poco ln dj_fo:r•(rncia Clst(\ 

en el orden do magnitud, la ecuación G-1-"J) oued:i: 

(E>,+:~ + ~~ ~ P/n• Pri 1111í' 1 l() 11 (~) -\- (y (k-k1)\fn(k 1)d_i:. 1=Gf.tr! 
'M 2 Yl"-t- I'\ LU YIV111 l J 

En esta expresión se clesprecian los tórmino::; en l?. 3 y los 

de interbanda de ~ 2 , el coeficiente de ~n(~) en el lodo 

izquierdo es justamente el dosnrrollo de fY\(~) a sec;ru1C:o 

orden, esto debe ser así'J puesto que si U= O estn es la -­

ecuación <i.Ue determina (\'\(E) a ser;undo ord.en esto puede 

ser verificado utilizando la regla de la suma f . 
.¡ ~( 

~-~ 2 ¿ P ~V\' (e) l\ 11 
ri ~l = ~J~ 'M o 7E-nlld para I<..,,, o 

m n"1-n 1;.,,.,¡1e.J -~nUd o~.,1.) e¡o 
Por tanto podemos escribir: 

~~V\ L k ) - f. J tQ r\ ( ~ ) -\- ) L( L k: - k;) Lf f\ l ~ l) J ~ 1 
-:_ o 

l fY\ l~ l. - €: l ~ ~ L ~ l + ~ « L 12, ~ ) lf" l \r¿ i) J k l ::: D 

U(r) por asi decirlo es un potencial "decente", los tér-­

minos de la ecuaci6n ~-1~) con m=o ne ce si tan m.:inl;enor.se, la 

raz6n es ln siguiente, la soluci6n de este problema da va 

lores de e§~ 1 mucho más peq_uoños ci.ue cunlq_uier Km con In=O 

en términos de (,..~ con m=o contiene componentes de Fourier 

"más e;randes q_ue con m=o y son asi más pequeiias. 
,,. 111 1 (- ~ ¿ ( ~ '- k.J · r \ 

) l.\' 'ti. u -r~ d'(' -::. J 4 't u'rl' u Q º '(' 
es una función periódica de "f y pued.0 ser 
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oscriija 
.. . ', 

ICm son los vectoreG de red recíproca, 1Lt r:.oJ.'::.(,.;_:_ :··,:.1~::.or1 

do i{; irnplic:: nuo 

J 'Í '-" 

si m=o 

3 - 2~ Soluci6n de ln ~cunci6n General. 

Consideremos ahora ln ecunci6n. 
1 \., 1 --
'" ~ --- o 

donde fr., l\?.) es la ener(;Ía clo ln es~;ructu1'a (~,j la ·:)anda. 

lfnllz.J son coeficientes de la función G.o ond.n del elec­

trón, cuando se desarrolla en funciones de Dloch. 

U( k
1
1e') son los elementos de matriz del pot,:mc:Lal el o imp~ 

reza, 

Las soluciones de la ecuación (l-~1) dnn todos los 

estados del electrón en presencia de un potencial porió-

dico y un potencial de irnpu:reza. cuaL'._llil"::cs.. 

Obtenemos la solución formal de la ec~aci6n &~O 

reduciendo el Kernel do esta ecunciór~ into¡s:::-al a lli'lU EU-

ma de productos de funciones de ~ , por funciones de 12.
1 

si el Kernel es de este tipo, dice que es C.e PL10he:::-le-

Goursat, o brevemente un Kernel PG , in'crod.ucirr:.os el con 

junto de estados c::lW.. los insertamos en los elementos de 

la matriz, o sea esta exprcisión 

c~-3~ ~( '(-'<"'' \ d-r' -::: ~ ) d'í"1 q: (r) 5'M (_y-•) 

entonces: 

~~~;. ::'.; .. tv i. ,:, ... , ... 
' f!i. ~i, ! }.'; :;,i 
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; 1
1 

,- ; 1 ¡. f; )¡\ 'i ( ;, ¡'-. ·:._; ~\ ¡ .• \. ~·· ! 

~-Je,? \,\ C'Q,\;!1)::. '2 A: ltJ-\..J~·)fü ::.m-pono:~:o~; e: .<e: :-;(-e) es ::it1°Er::-

"' ti VO don<1G : 

(: 1 '" • 

... , (/¡ \.. l I 

la ecuación 

queda susr.i tuy(-mdo '6·-:it/ 

lC'\l~\-é J ~~lk} 
la solución general do onta ecuación puec~o sor c.scr::_t8. 

como: 

lfY)(r:.}= rz-f:Ck) 
'(\11 

donde .,\ ( k, E) es una función dete:2rünnda C.o las concl::..cio-

nes a la frontera. P indica la parte principal de la inte 

¡;ral. Sea 

,-- :::. 
f.n(l.?.j-E. 

multiplicamos esta ecuación por .f:ro1(k)0 intoGra;:or;; y CD.:.~bia 

mos m por rn' y ~por k 1 • · _, _ 3 3 1 

~ f'M l~') lP11 {~ 1 ) d ~I-:. Z ) ~;, (~•l ~"' (~·l 
""'' (.y,l\a'}-( 

hacemos )~f~·,rl ~(E11(~·)-l] f,,Jki)J~ 1 =-\,.vi y 
entonco>:i: 

(H1) 2 C\.\y\\'i'\
1 ~MI 
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por ~~ y rociprocnmonto a cudn coluci6n ~o 6~9 la co--

rrosponde una soluci6n del sü;tomn 11lr~nín.[; i. co ~-;1) y de 

esto. manera podemos hahlar ele oqu:Lvalr~nci.;, üntro la GClU:t 

r,obráico ~-3'1), consecnentemcmte oJ. nucloo ó 0] ¡;rob J. orna ,;e 

reduce o. estudiar el dotorminanto de los coofid.011tes 

y podemos analizar los casos en que ( =- CV\l ie)y f. :/-- (" (lej; 

considerando el último de estos bm=o porque ~ (tn(li) - t J :·o 

~ J 121 -(., •. l1
'1

1l (;, (e 1
) \ = 0 

{;\'\(¡e') -é. 

para f. -.f- l\'\lk\y el determinante es: 

Det \ ~mrn' -

los valores de E que satisfacen ~-'10 ,dan los estados li-

gados del sistema y su correspondientes funciones de on 

da estan localizadas. 

Para E=l!ill( ~), suponernos que exiB"te una superficie donclo 

E=E(~), la funci6n oi (~1G) está especificada sobre la su 

perficie si la funci6n ~ (r) de la ecuaci6n ~¡~ contie­

ne una onda entranto en una d.irecci6n, y ol ( k, E") es urbi 

trario solo en esa direcci6n especfica ~º' esto corres-

pande a remplazar el lado derecho cie la ecuaci6n ~-J•) 

por ~ S ( ~ -Íto)., con E=E( k.) y sustituir B por Etíe. 

Normalizarnos la onda entrante .{ = l y suponemos 

ciue la ampliación analítica de la ecuación Ú-fo) en un --

' casquete admite una ooluci6n con parte real~~on parte 

. ' ' T't 1 ·. \IL -imaginaria ;a, que: Lt..o , esta condici6n correspon-

de a una coluci6n cerca del eje real. 

.El sistema de ecuaciones (!-.;<!) para esa energia 
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es: 

y admito un determinante para E cerca do Eo, los coefi 

cientes ~ son e;rnncles cuando E este::. cerca do fo • . :'ara 

el caso de un potencial do runGo finito y osco~iendo -­

apropiadamente las ~"'las funcion0s t .fon peny0;:ias pa:ra 

todos los valores de k para rf\') Yn, y te nomos un número r:.­

nito~ de coeficientes~. La condición para la existen-­

cia de un estndo resonante puede sor vistn escribiendo 

ln. función de onda do la. ocuaci6n (10.) corao: 

~~1!J \J>L·d""" ~ t,,) J,• Gl.'(,_,1) 9"' l'f') [-uCv-)J 'h.-\- \{Plkº,rJ 

l\J'Jf l k, y-\ \f l 1! 1 r 1 ) 

En l Je.) - t. - ¿ 12.. 

Puesto que ias contribuciones al primor t6rmino del la 

do derecho de la ecuación G-111) son claclos por l;(~:rr:iinoc -

con Wll ~el t;,anslnpo de ~~(Y-) con U( 0 es dN;-prC!cia-­

ble paravv"\)~ 1 y J.os valore·s dc-3 }..,., paral'l'l<'-M son c;ran-­

des euando ' esta coreano do f.o, el primor t;Ó:::mino os · 

muy Grande y esto es la condic:i.6n para la existencia --

de un es.tado, resonante. 



montnl do 1uo so dispono hustn el ffiouonto, co~cern~ch 

ton ln posibilidad do otro2 estados oxci~n·on eol 

Centro l~. 

hncon ox-plíc:Ltos ele inanora n.uo el lector puccle é.i.pLi.-

car este método a cualquier caso sin n:i.n;';nnCt 6~-~~~: c~<1. 

tncl, incluyen<lo la posibiliclad do calcular otros es-

·t;ndo ¡3 excitados. 

4) Se cia un r;iétodo formal para calcular 0stncior:; ezcita-

dos, el cual' tor,ia en cuenta la estructura c:i.e la banci.a 

aun cuando su aplicación explícito. no resultG fÚc:'...l • 

. ' 

.. 

·~· 
t 

.. ·~ 
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