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INTRODUCCION

En el siglo XVII era comin plantear retos en las publicaciones cientificas,
particularmente en las de matematicas. Asi, alrededor de 1660, Pascal planted un
reto a los matematicos de la época consistente en encontrar, por un lado, el area
de un segmento de cicloide y su centro de gravedad y, por otro, el de determinar el
volumen y la superficie del s6lido generado al girar a una cicloide en torno a su
eje. Uno de los muchos personajes que se ocupd de estos problemas, aunque no
participd en el concurso, fue Christian Huygens, con lo cual adquirid un gran
conocimiento de las propiedades de la cicloide. En 1673, Huygens comunico su
descubrimiento (experimental) de que un cuerpo que resbala sin friccidn por la
parte interna de una cicloide, emplea el mismo tiempo en llegar al fondo de elta sin
importar desde que altura se le deje caer. A una curva que tiene esta propiedad se
le llama tautécrona (o iséerona).

Algun tiempo después (1696), Johann Bernoulli propuso el problema de
encontrar la trayectoria de menor tiempo de recorrido entre dos puntos a diferente
altura en el campo gravitacional uniforme de la Tierra y que no se encuentren en la
misma vertical (la braquistécrona). A este reto contestaron seis matematicos, entre
los cuales se encontraba Isaac Newton.

Desde entonces, los escritos sobre estos temas han sido numerosos y
variados, principalmente en relacién a esta ultima.

La palabra braquistdcrona proviene del griego brachistos -menor- y clironos —
tiempo- y es aquella trayectoria que uniendo dos puntos del espacio requiera el
menor tiempo de recorrido entre ellos.

LLa palabra tautdcrona también proviene del griego tauto —la misma o el
mismo- y chronos —tiempo- y se refiere a una trayectoria en la que el tiempo de
recorrido entre dos puntos del espacio sea independiente del punto de partida y de
llegada; es decir, que la trayectoria sea is6crona.

En algunos textos se resuelve el problema de la braquistécrona, planteado
por Johann Bernoulli {1], pero casi ninguno presenta una solucidon completa, con la
excepcion del Spiegel [2]. El problema de la tautécrona, que comunicé Huygens,
aparece con menos frecuencia en los textos y una excepcion es el Arfken [3], que
lo resuelve de manera ingeniosa usando transformadas de Laplace.

La propuesta de este trabajo es resolver estos mismos problemas, en varios
casos, dividiéndolo de la siguiente manera:

El Capitulo 1 es un relato del origen del problema
de la braquistdcrona, cuyo objetivo, ademas de situarlo
histéricamente, es poner, al principio, un poco de sazén
de lo que después sera esencialmente técnico.

En el Capitulo 2 se establece el marco teodrico en
el cual se sientan las bases de los métodos que se



utilizaran en la solucién de los problemas planteados
en la tesis.

En el Capitulo 3 se plantean las soluciones
tradicionales de los problemas de la braquistécrona y
de la tautdcrona. Es decir, se tratara el caso del campo
gravitacional constante y homogéneo (la “Tierra
insulsa” U = mgy, en donde U es el potencial
gravitacional).

En el Capitulo 4 se utiliza un método simplificado
para resolver estos y otros problemas. Concretamente
se tratan los problemas de un campo gravitacional
homogéneo, pero que varia con el inverso de la
distancia a la superficie de la Tierra (la “Tierra plana®,
U=k/y), para continuar con una “Tierra ficticia”, en la
que el campo gravitacional aumenta linealmente con el
cuadrado de la distancia a la superficie de la Tierra,
(U = ky?). En este capitulo también se ejemplifica el
problema inverso. Es decir, dada una trayectoria
arbitraria, ¢qué potencial hace que esta trayectoria sea
braquistdcrona (o tautdcrona)?

Por tltimo, en el Capitulo 5 se tratara el caso de
la Tierra verdadera: hallar la braquistécrona y la
tautdcrona en el campo gravitacional inhomogéneo de
la Tierra (U = GMm/r).

La tesis termina con algunos comentarios generales relacionados con
aspectos didacticos y con un Apéndice con la soluciéon de las integrales elipticas
de primer y segundo tipos.



CAPITULO 1

LA BRAQUISTOCRONA Y LA TAUTOCRONA EN SUS
ORIGENES

1.1 El problema clasico de la braquistécrona

En 1638 Galileo planted, en su Discurso sobre dos nuevas Ciencias [4), los
siguientes teoremas:

Teorem’t XIX Proposncmn XXX,

- pzmto”«-‘(B) (Ie mm homzontal desc:emle una

n: Ia mzsma

"':’qivle separa én'la perpendicular un trozo zgualg(B dfla distancia
' Lque se da- entre el segundo punto tomado’ en: Ia«?lzorlzonml y el
g “fﬂ:e\'tremo de la perpendicular (BC).[4, p.357] =

que,a(:o'fmypa,né del siguiente esquema

Este teorema establece que para que un objeto viaje en el menor tiempo
posible para pasar de una vertical a la otra siguiendo una trayectoria recta,
moviéndose sélo por la accion de la gravedad, la recta que une a las dos
verticales debe formar un angulo de 45° con ellas.



:Teroremra XXIL I”r'opo'sicic")n‘ E.XXXVI.

- Si (Iesde el pzmto "mas bzyo de un circulo (C) erigido sobre la
,,horzzantal se traza un’ pl(mo mc[mado (CD) - de modo que abarque
“un"arco'no mayor’q an-cuadrante, y si de los extremos se trazan
f,‘otros (Ios planos mcllnados (BD,BC) a un punto cualquiera del
: ' X lo argo-de estos dos iiltimos planos tendrd
’Iugar en-menos tiempo que a lo largo del primer plano solo, y en
menos tiempo también a lo largo de uno solo de. estos planos; es
decir, en menos tiempo también que por el plano inferior.[4, p.371]

gue acompaiié del siguiente dibujo

Estos teoremas, y su demostracion, constituyen el primer intento
documentado para resolver el problema de encontrar la trayectoria que debe
recorrer un cuerpo, que se mueve sin friccion en el campo gravitacional (constante
y uniforme) de la Tierra, para pasar de un punto a otro inferior que no se encuentre
en la misma vertical que el primero en el menor tiempo posible; tal curva recibe el
nombre de braquistocrona. Después de demostrar correctamente los teoremas,
Galileo concluye, incorrectamente:

De lo demostrado hasta el momento parece que se puede inferir que
el movimiento mas veloz [lationem omnium
velocissimam] de un extremo a otro no tiene lugar a lo largo de
la linea mds corta, sino a lo largo de un arco del circulo... [4,
p.374]

Algunos afios después, en junio de 1696, el problema fue retomado por
Johann Bernoulli al publicar un reto bajo el titulo “Problema novum ad cujus
solutionem Mathematice invitantur’ para poner a prueba el conocimiento y la
habilidad de las personas que gustaban de las ciencias matematicas [5]. El
problema era: Dados dos puntos A y B en el mismo plano vertical, asignar la
trayectoria que describe un cuerpo que parte de A y llega hasta B bajo la accion
de la gravedad, siendo la condicidn que la trayectoria sea la de menor tiempo y
aclard que la solucion no es una linea recta.




Lanzar retos en las revistas cientificas no era una actitud extrafia en aquella
época. De hecho. Bernoulli lo presentd con las siguientes palabras[6]:

Nada resulta mds atractivo a las personas inteligentes que la

© presentacion de un problema que signifique un reto honesto cuya
posible solucion confiera fama y permanezca como un monumento
duradero. Siguiendo el ejemplo de Pascal, de Fermal, etc., espero
ganarme la gratitud de toda la comunidad cientifica al plantearle a
los mejores matemdticos de nuestro tiempo un problema que
pondra a prueba sus métodos y la fuerza de su intelecto. Si alguien
me comunica la solucién del problema propuesto, yo declararé
prblicamente que es digno de admiracion.

Gotffried Wilhem Leibniz persuadié a Johann Bernoulli de que ampliara el
plazo para resolver el problema, que originalmente era de seis meses, para darle
oportunidad a matematicos extranjeros de enterarse del reto. En realidad, tanto
Johann Bernoulli como Leibniz deseaban retar a Isaac Newton en un nuevo
intento para resolver la disputa sobre la paternidad del calculo fluxional', al
desarrollo del cual ambos habian contribuido de manera significativa. Por otra
parte, la relacién entre Johann Bernoulli y su hermano Jacob Bernoulli habia
empezado a deteriorarse, asi que también plante6 el problema para él. Dados
estos antecedentes, no es extrafio que Johann Bernoulli halla incluido las
siguientes palabras en su reto:

son pocos los que pueden resolver nuestros excelentes
problemas, y aun menos, entre los matemditicos que se vanaglorian
de que... han extendido sus limites en forma maravillosa mediante
teoremas cureos que (segtin ellos) no eran conocidos por nadie
pero que, de hecho, habian sido publicados previamente por
otros.[6] '

Johann Bernoulli ya habia resuelto el problema cuando lanzé el reto y recibid
las repuestas correctas de su hermano Jacob Bernoulli, de Leibniz, de L'Hdpital y
una respuesta andénima. Cuando Johann Bernoulli recibié la carta andénima
comentd que en la solucidn del problema “se notaban las garras del leon”,
refiiéndose sin duda, a Newton. Una vez convencido de que el leén habia
contestado, Johann Bernoulli manifestd su beneplacito de la siguiente manera:

mi hermano mayor contribuyé con la cuarta de estas
soluciones, de tal forma que las tres grandes naciones, Alemania,
Inglaterra y Francia se unieron a mi en tan bella investigacion, y
todos encontramos la misma verdad.[G)]

En Enero de 1697 Sir Isaac Newton escribié al presidente de la Royal
Society, Charles Montague, notificando haber recibido una carta de un
matematico, en la que se le planteaba el problema de la braquistécrona, y por otro

! Nombre dado por Newton a lo que conocemos como calculo diferencial.
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lado le transcribié una carta dirigida a Johann Bernoulli proveniente de Leibniz en
la que no solo aseveraba haber resuelto el problema que se habia planteado;
también le pedia que replanteara el problema de la siguiente manera:

Se quiere encontrar el camino que une dos puntos fijos que no se
encuentren en la misma vertical y en diferentes alturas, a lo largo
del cual un cuerpo se mueva del punto mas alto, bajo la accion
de la gravedad, hacia el otro punto en el menor tiempo.[6]

Segun el bidgrafo John Conduitt, Newton resolvié el problema en una
noche: ‘
... a pesar de haber llegado muy cansado a su casa a las cuatro
de la tarde, no se durmio hasta haber resuelto el problema, lo
cual ocurrié alrededor de las cuatro de la madrugada. [6)

La Royal Society publicd la solucion andnima de Newton en la revista
Philosophical Transactions of the Royal Society en enero de 1697. Sin embargo,
Newton desilusiond a sus retadores al resolver el problema usando sélo geometria
y poco tiempo después manifestd su desagrado hacia el reto de la siguiente
manera:

No me agrada que los extranjeros me molesten y se burlen de mi
sobre asuntos de matemdaticas [6].

El nimero de Mayo de 1697 del Acta Eruditorum contenia la solucion de
Leibniz en la pagina 205, la de Johann Bernoulli en las paginas 206 a 211, la de
Jacob Bernoulli en las paginas 211 a 214 y una traduccién al latin de la solucién
de Newton en la pagina 223. La solucién de Johann Bernoulli adapta e! teorema
de Fermat sobre ‘el cambio de la velocidad de la luz en un medio éptico mas
denso, al movimiento de un cuerpo en el area de mecanica. La solucién de Jacob
Bernoulli se refiere a las propiedades de curvas que poseen una propiedad
extremal (maximos o minimos). La solucion de Newton es puramente geométrica,
la de Leibniz utiliza elementos del calculo fluxional. La solucion de L°Hépital fue
publicada hasta 1988, casi 300 afios después, por P. Costabel y J. Peiffer [7]. En
un articulo reciente [7] se analizan las distintas soluciones dadas al problema,
aunque tampoco este trabajo menciona la solucién de L 'Hdpital.

A pesar de que Johann Bernoulli se refiere en forma amistosa a la solucion
de su hermano Jacob Bernoulli, después de la publicacion de las soluciones en el
Acta Euruditorum surgié entre ellos una fuerte disputa. Ahora era Jacob Bernoulli
quien retaba a su hermano de la siguiente manera:

Dado un punto de partida y una linea vertical cudl de todas las cicloides
con la misma base horizontal y que partan de ese punto hard que un cuerpo
que la recorra, sometido sélo a la accion de la gravedad uniforme, llegue a
la linea vertical mds rapidamente [G].




Con este planteamiento de Jacob Bernoulli casi regresaba al planteamiento
original de Galileo. Johann Bernoulli resolvié este problema demostrando que la
cicloide en cuestion era la que cortaba a la linea vertical en angulo recto. Los
hermanos Bernoulli continuaron retandose mutuamente y, a pesar de las agrias
discusiones que tuvieron en torno a estos problemas, su disputa fue de gran valor
para el desarrollo de las matematicas [9], pues de ellas surgid el calculo de
variaciones, que después seria extendido por Euler y publicado en Methodus
inveniendi lineas curvas maximi minimive propvrietate gaudentes sive solutio problematis
isoperimetrici latissimo sensu accepti’, en 1744. La generalizacion de sus resultados
condujo a la formulaciéon de las ahora llamadas ecuaciones de Euler-Lagrange
{10].

1.2 El problema clasico de la tautécrona

El problema de la tautdcrona esta

estrechamente relacionado con el de la

braquistécrona. Dicho problema es

encontrar una curva tal que el tiempo de

recorrido de un cuerpo que se mueva sin

friccion a lo largo de dicha curva no

dependa de su punto de partida. Tal

curva recibe el nombre de tautécrona (o

también is6crona). Alrededor de 1660, y

como resultado de un reto publicado por

Blaise Pascal, Christian Huygens habia

estudiado varias propiedades de Ia

cicloide y descubrié experimentalmente

. . que una esfera que rueda sin resbalar en

Figura 1. El péndulo isécrono la parte interna de una cicloide invertida

de Huygens. llega al fondo de ésta en el mismo

tiempo, sin importar cual fue su punto de

partida. Con ello demostré la propiedad

de isocronfa de la cicloide y publico sus

resultados en 1673 en su libro Horologium oscillatorium [11]. Como la involuta y la

evoluta de una cicloide también son cicloides [12], Huygens utilizé esta propiedad

para construir un péndulo verdaderamente isécrono restringiendo el movimiento

de la cuerda de suspension mediante dos secciones cicloidales (ver la Figura 1).

Desafortunadamente, la friccion de la cuerda del péndulo con las superficies
constrictivas introducia un error mayor que el que se queria corregir.

En dos ocasiones Johann Bernoulli se manifestd asombrado con el

resultado de Huygens en su trabajo sobre la tautdcrona, pues resultaba que la

solucion también era la braquistécrona:

2Métodos para encontrar curvas planas que tengan una propiedad de maximo o minimo.
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. quedardas petrificado por la sorpresa cuando te diga que
exactamente esta misma cicloide, la tautocrona de Huygens,
es la braquistocrona que hemos buscado,...[6]

y también

antes de terminar debo manifestar nuevamente mi
admiracion por la inesperada identidad entre la tautécrona
de Huygens y mi braquistocrona. Quiero resaltar de manera
especial que esta coincidencia solo pueda ocurrir bajo la
hipotesis de Galileo, de tal forma que también implica una
prueba de la veracidad de tal hipdtesis. La naturaleza
siempre tiende a actuar en la forma mas simple, de tal forma
que en este caso permite que una sola curva cumpla con dos
Junciones, en tanto que cualesquiera otra hipdtesis se
requeririan dos curvas distintas...[G]

De esta coincidencia surge la interrogante, que no sera abordada en esta
tesis, de si es verdad que so6lo con la hipétesis de Galileo, de que la velocidad es
proporcional a la raiz de g, una braquistécrona es tautdcrona y viceversa.
¢ Existiran otros potenciales para los cuales se de también esta coincidencia?

CIIRISTIANY

HV GENII

ZVLICHEMII, CONST. F

HOROLOGIVM
OSCILLATORIVM

SIVE
DE MOTV PENDVLORVM
AD HOROFLOGIA APTATO
DEMONSTRATIONLS
GEOMETRIC AL

PARISI]S,
Apud F. Mucuacr, Reps 8 Hinttntbm Anducpifioge Ty pogeaphom
vis Cwhaer, ad anfigne tnum Rigum.
MRCLXX1t
CrM TRIFILEGRO REGTS.



CAPITULO 2

EL MARCO TEORICO

En este capitulo se revisaran algunos resultados importantes del calculo de
variaciones, con lo cual se resolvera primero el problema de la braquistocrona y
después el de la tautocrona.

2.1 El formalismo de Euler-Lagrange

El problema es encontrar la trayectoria que debe recorrer un cuerpo, bajo la
influencia del campo gravitacional (constante y homogéneo), que cumpla con la
condicion de que el tiempo de recorrido entre dos puntos A(xo,Yo) ¥ B(X,y) sea
minimo. Es decir, hay que encontrar el minimo de

= [ (2-1)

en donde ds es un elemento de arco a lo largo de la trayectoria seguida por el
cuerpo y v es su rapidez. El procedimiento que se sigue es el de expresar al
elemento de arco en coordenadas cartesianas y encontrar la expresion
correspondiente de la rapidez usando la conservacién de la energia. El resultado
es una expresion del tipo:

X o

t = J‘f[y(x,a),y'(x,a),x]dx, (2-2)

X

en donde f es una funcidon cuya forma explicita depende del potencial al que esté
sometido el cuerpo, y’' =dy/dx y o es un parametro asociado con las diferentes
trayectorias posibles que puede seguir el cuerpo y que permite encontrar la
trayectoria que hace que la integral sea una extremal. Calculando la variacién 6t e
igualandola a cero se tlega a que f debe cumplir con la siguiente ecuacién [13]:

of _d (of \_,
dy dx \ oy’ ’ (2-3)

que es la llamada ecuacién de Euler. De hecho, esta ecuacion es valida aunque
no se utilicen coordenadas cartesianas. En general, la ecuacion de Euler se
expresa como



_Qf__ ._ _9_‘ (__a_f_) =0, . (2_4)

En particular, si f = T(q/)-U(q,) = L(q,.q], x) es la funcién lagrangiana y x
es el tiempo, las ecuaciones resultantes son las bien conocidas ecuaciones de
Euler-Lagrange.

Podemos entonces escribir que si f = f [y(x), ¥’ (x), x], entonces

df  af of af
— " y7, 2-5
dx ax+ayy ay' 24 2-5)

0 bien

of df _,af af ., d af
L P VICLE | 2.6
ox dx Yoy oy oy’ a2y’ dx( ) (2-6)

= 5y

que es una forma distinta de expresar la Ec. (2-3). En particular, cuando la funcién
f=f(y,y') no depende explicitamente de x,

d(, af
f-y'—|=0, 2-7
dx( 2 y) (2-7)
o bien
af
f-y = tante. 2-8
y 3y constante (2-8)

2.2 Nuevo enfoque para resolver el problema de la braquistécrona
usando el formalismo de Euler — Lagrange.

Si se trabaja en coordenadas cartesianas se puede hacer una simplificacion
adicional, ya que entonces el elemento de arco es:

ds = Jdx? Fdy? =1+ ydx, (2-9)
y si la energia potencial sélo es funcién de una coordenada U = U(y); la velocidad
2
inicial es cero, entonces, por conservacién de energia T—;— = —AU, tenemos
2AU
v = [U(yo) uy)l = | = (2-10)

10



eh Vdo'nd'e' y es una posicién arbitraria a la largo de la trayectoria; y, es la posicion
inicial del cuerpo. Sustituyendo estos valores en la Ec. (2-1) resulta de (2-1) y (2-2)
que -

f=oo 2 (2-11)

que al sustituirse en (2-8) conduce a

(2-12)

V2 - =i - st ©

Despejando de (2-12), tenemos

_d_y_~A+AU _ —_.k

X = j\/ A+AU dy , (2-14)

en donde A = m/2C?, C es una constante y en donde la posicién inicial x, se tomd
igual cero, sin perder generalidad. Si el cuerpo parte del reposo, entonces AU es
igual a la energia cinética adquirida en la caida y entonces C debe cumplir con la
condicion C < 1/v;, en donde vy es la rapidez del cuerpo al final de su recorrido.
Hasta donde tengo conocimiento, ésta es la primera ocasion en que se formula la
solucién de la braquistdcrona en coordenadas cartesianas de esta manera.

y entonces

Partiendo de la Ec. (2-13) se llega a otro resultado novedoso que permite
resolver el problema inverso: dada una trayectoria especifica, ¢ cual es el potencial
para el cual una trayectoria especifica es braquistécrona?

De la Ec. (2-13) se llega a que

dsY dx Y’ A
=2 =1 = = -
(&) =+(5) =xiw @19

y despejando AU se obtiene




_al(9yY .
l\J—Uo = A[(dSJ 1], (2-16)

en donde Up = U(yp) = constante. Esta expresién permite seleccionar una curva
arbitraria y buscar el potencial que “la hace" braquistécrona®,

2.3 El formalismo de Laplace

Para utilizar el formalismo de la transformada de Laplace en el caso de la
tautdcrona recordaremos un par de cosas [3]:

1.- La transformada de Laplace f(s) de una funcién F(t) se define como:

f(s) = LIF(t)} = ?e“s'F(t)dt. 2-17)
0

y la convolucién entre dos funciones se define como:
1 t
[Fi(@)F(t-2)dz = [F (t - 2)F,(z)dz = F, *F,, (2-18)
o 0

2.- El teorema de convolucién establece que:

Si fi(s) y fa(s) son las transformadas de Laplace de
Fi(t) y Fa(t), respectivamente, entonces fi(s)fz(s ) es
la transformada de Laplace de Fq * F,. Es decir, si
fi(s) = LF4(t) y fa(s) = LFz(t), entonces

fi(s) fa(s) = LF4(t) LFa(t).

2.4 Nuevos resultados en el formalismo de Laplace para resolver
el problema de la tautécrona.

Si de nuevo consideramos el tiempo de recorrido a lo largo de una
trayectoria definida por un elemento de arco ds, tenemos

2
3 En forma andloga se llega al siguiente resultado: U-U, = A(%Zs&) .
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. y T 8 y 2
T=fdt= [ 1+X dy. (2-19)
; L0

oV -.rf.‘[u(yo)—U(y)]

en donde X' =dx/dy. En este caso general no podemos utilizar el teorema de la
convolucion, debido_a que en la Ec.(2-19) no se tiene la parte correspondiente a
f(y — y') de la Ec. (2-18). Sin embargo, si hacemos el cambio de variable Z= U(y),

de tal forma que

duU dx dxdZ dx
d =_—d =U'd '=-—-—=—-_=U’ -,
2=dy =YY y =Gy " dzdy - dz

entonces la Ec. (2-19) puede escribirse como

I %
2% (2 R v (X1 dZ _ % ok -
\/_r; Jor _\/;sz{(zo 2) [1+u ( dz] ] U - J@ - 2¥%eenz, @0

en donde

1% |
1 dx

Ahora bien, puesto que el lado izquierdo de esta ecuacion es una
constante, bajo la condicion de ser tautécrona, entonces la integral del lado
derecho no depende de los limites de integracién y, en consecuencia el lado
derecho es la convolucién de G(Z) y podemos aplicar el teorema de convolucion:

L \/?_T _ %_:_ - (z%)L0@) - " Lo(2), (2-22)

debido a que la transformada de una constante A es A/s y la de z* es (n/s)” [14].

Despejando a LG(Z) se obtiene

LG(2) = (\/;i— %J I (2-23)

Apicando la transformada inversa, Z=U(y) y de la Ec. (2-21), tenemos

13




(2-24)

de donde resulta ; o
1}3 T fuau = | ds, ' (2-25)
mw o) .

o bien

- 2\[—5— Tu% - AVT, (2-26)
m T

8T?
mir?
tautdcrona a una curva dada. Por otra parte de la Ec. (2-24)

en donde A = . Este resultado permite encontrar el potencial que hace

dx = S —1ldy. 2-27
X (mwz W] ) y ( )

Cabe mencionar que los resultados expresados en las Ecs. (2-16) y (2-26)
establecen un poderoso procedimiento para resolver el problema inverso: Dada
una curva, ¢cual es el potencial que “la hace” braquistécrona o tautécrona?.
Aunque los resultados establecidos en las Ecs. (2-26) y (2-27) ya habian sido
obtenidos previamente [15], el formalismo utilizado por este autor (derivadas
fraccionales) dista de ser un formalismo comun entre los estudiantes de una
carrera cientifica. La transformada de Laplace, por otro lado, es parte integral de
los cursos de matematicas para las carreras de Fisica y de Ingenieria.
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CAPITULO 3

La solucién tradicional a los problemas de la
braquistocrona y la tautécrona en el caso del
campo gravitacional uniforme y constante
(U=mgy).

El objetivo de este capitulo es el de resaltar los resultados obtenidos en el
Capltulo 2. Para ello, se desarrollaran las soluciones tradicionales de la
braquistdécrona y de la tautocrona para que sirvan como comparacion a la solucion
simplificada de estos problemas que se hard en el siguiente capitulo.

Adicionalmente se incluyen algunos resultados poco conocidos relacionados con
la cicloide que es solucion comun de la braquistdcrona y de la tautécrona.

3.1 La braquistécrona en el caso del campo homogéneo
Aqui: v =33y <Y) y ds=1/dx? +dy? =1+ (dy/dx)idx = 15 yidx,
asi que, de (2-11)

fo [ Lry?) )
\Eg(yp -y) e

Primero calculamos:

% —*y)(1+y'2))2y~y)" G2

m

(3-3)

TESIS COW
s |FALLA DE ORIGEN




Por otro lado
W "2 29

y entonces de la ecuacién de Euler

i

22

d
d_ ’ ‘ (3'5)

%lsa

se obtiene que

vl y2) P lyo - y) % = 2y i+ ye) %o - y) %

1 IR ' ) (3-6)
s 2yl y? Ry - 9% = S0y Polve - ) .
Multiplicando por (1 + )}'?
y*(1+ v Xy, - Y).';( o\ g
Wo = V" + vy -y’ y) (1 + y'zly’2 - (1 +y?)=0,
y simplificando _
20y, —y)y" -1-y* =0, (3-8)
) du dudy du
h do y'=u, de talformaque y" = — = — == =u——
aciendo y' =u que y ax = dy dx u dy , se obtiene
du
20 (Yo —y)-1-u? = -
udy(yo y)-1-u? =0, (3-9)
separando variables e integrando
2udu
juz 1 jy =y (3-10)

cuya solucioén es

16
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In(u® +1)=In(a) - In(y, - y)=In—>—, (3-11)

con a una constante de integracién que se determina con las condiciones iniciales
del problema, asi que

a

u? +1=-—"— -, (3-12)
Yo—Y
o bien
u=x2-Wo-y) _dy (3-13)
Yo - Y dx ' L
separando variables e integrando
X Yy T N
Yo ¥
dx =+ | [—T dy, (3-14)
Joe= ez Gow

haciendo y, — y = asen?®8, tenemos que — dy = 2asen0cos0d0 y por la identidad
del angulo doble obtenemos

X = T[fF __asen’® (2asen0cos0do) = F2a yIsen"’ede
v a(1- sen?8) y
[s] 0
) (3-15)
=Fa [(1- cos26)i6 = $92» [26 - sen26]] .
Yo
como x va aumentando la solucion correcta es la positiva, entonces
X = g (26 — sen26) = b(o - sena) (3-16)
y :
Yo — Y = asen’0 = ; (1-co0s26) = b(1-cosa), (3-17)

con =20 y b=a/2. Estas son las ecuaciones paramétricas de una cicloide. La
curva resultante se muestra en la Fig. 3-1
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. U = mgy

. - TESS COF \
FALLA DE ORIGEN

Y (unidades arbitrarias)

X (unidades arbitrarias)

Figura 3-1 La braquistdcrona para el caso U = mgy.

3.2 La tautécrona

Ahora, el problema de la tautécrona es determinar la curva para la cual el
tiempo requerido para que una particula, inicialmente en reposo, que desliza sin
friccion desde un punto P(xp,yo) hasta el origen, sea independiente de la posicién
inicial.

El cambio en energia potencial es igual a 1a ganancia en energia cinética
por lo que:

mv?

2

=mg(yo - ¥). (3-18)

despejando v
v = /29(y, - V). (3-19)

por otro lado, el elemento de arco ds

2
ds = JdxZ + dy? = 1/1 + (%) dy, (3-20)

18



y - V= Z—T.Igualando (3-19) y (3-20) con (271 ),‘separando variables e integrando

N’— dt = I(yo ; y)me]dy (3-21)

2
Sea F(y)=.[1+ [gg] , entonces

tenemos

J33T = [(vo - y)PFy)dy. (3-22)

En el lado izquierdo de esta ecuacidn aparece el tiempo de descenso de la
particula a lo largo de la curva s. Si ahora se impone la condicidbn de que este
tiempo no dependa del punto de partida yo, entonces la integral del lado derecho
no dependera de los limites de integracion (ya que el punto final es y = 0), asi que
podemos decir, con propiedad, que tal integral es una convolucion y, por lo tanto,

V20T =y «F(y), (3-23)
y entonces
L/2gT = Ly %2 LF(y). (3-24)

Usando los resultados anteriores [14]

L2gT = @ y Ly = \[-E- , (3-25)
se obtiene
Lr(y)= YT Y2 20T 28T (3-26)

y tomando la transformada inversa

F(y) = @ y

: | (3-27)
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o bien

ax) _J20T i
J1+(dy) =Y | (3-28)

Sea A = _g_'[f , entonces
1+ (d_X.Jz _A (3-29)
dy y
separando variables e integrando
xjdx = \/Edy, (3-30)
0 y

haciendo el cambio de variable y = Acos?0 resolviendo para el angulo doble
o = 20, la solucidn es

)>

= (o - sena) = D{a - sena)
(3-31)

>M

= (1-cosa) = D(1 - cosa),

N

que son las ecuaciones paramétricas de una cicloide que pasa por el origen y
2

D= g'[ es una constante.
2

3.3 Algunas propiedades de esta braquistécrona - tautécrona
Partiendo de las Ecs.(3-31), veamos como es la velocidad en el plano:

d d °
Vx -ait( - D(1 COSOL)—— = (yO y)_.d% y Vy = DsenOLE(:‘ ’

entonces
da)?
vi+ve= [(y0 -yf + Dzsenza](—a?) , (3-32)
pero

20




Yo~ ¥

‘ 'cosa=1— b '
por lo que R b
cos? o =1 ?-(yo y) (Vo y)2
i D D
y . ‘
seno =1— cos? a— (Y° Y) (y°2y,) .
i DD
Por lo tanto

v? =v2+vE = [lvo -y + 2000 - ¥) - (vo - y)z](gd%)z

= 2D(y, - y)(-‘-jg }
dt
Por otra parte, por conservacion de la energia mecanica, tenemos

vi+vZ =29(y, -y).

igualando (3-36) y (3-37) resulta que

20( ) (Vo - ¥) = 2g(yo - ¥).
o bien

do g
e _ 18 tante .
9t constante

Integrando (3-39) y como o =20, obtenemos

a—o, =20-0,)= \[—lg;t.

Despejando de la Ec. (3-33) y —yo € igualando con (3-40)
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Yo - Y= D[l - cos(\/’:‘%t -0, J], (3-41)

que es un movimiento periédico con periodo t = ’%3 en la coordenada y. Por

consiguiente, la braquistdcrona también es tautdécrona, ya que el periodo no
depende de la “amplitud” del movimiento.

También se puede llegar a que la cicloide es tautdcrona de la siguiente
manera:

Partiendo de las ecuaciones paramétricas de la cicloide

x = D(a — sena)

3-
y = D(1 - cosa), (3-31)
y derivando respecto de o
x' = D(1- cosa)
34
y’' = Dsena , (3-42)
elevando al cuadrado y sumando, se obtiene
x'?+y'? =2D*(1-cosa). (3-43)

Lo que queremos es resolver la Ec.(2-11), como ds?=dx*+dy? y v =Jfg—y
tenemos

2D (1= cosa)
gt= 98 _ 2D (1-cosa) . Fda, (3-44)
29y  2gD(1-cosa) g

asi que el tiempo requerido para viajar del inicio al fin de la cicloide es

T= T_[dt = "[Jgda =\/—gn. (3-45)

Para un punto intermedio «, tenemos

_ds

-9 B, (3-46)

\
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entonces

T='j\/ 2D*(1-cosa) \/“I _i-cosa . (3-47)

o 2Dg(cosa, — cosa) cosa, — COSa

Usamos las identidades para el angulo doble
cosa=2cos’—°2£—1 y cosa=1-—25en2%,
resulta que

1
sen(-— o)
do. (3-48)

cos( o) — cos( o)

JQ%J

Haciendo el cambio de variable

cos( o) sen(+a)
u= __.___2, _____ y du = — —— da N
cos(—a,) 2005(5 a,)

entonces

Disenul, = [P -
T—_ZJ‘J‘W—Z —g~[sen u]:,_w\/g. (3-49)

que es el mismo tiempo para cualquier punto.

Por ultimo, la aceleracién en cualquier punto en la trayectoria se calcula
nuevamente de la ecuacidon paramétrica de la cicloide:

x = D(a - sena)

) 3-31
y =D(1-cosa) ( )
derivando dos veces respecto de t

x" = (Dsena)a'? + Do."(1 — cosa) (3-50)

y" = (Dcosa)a’? + Da"sena .
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De la »Ec.‘('3-39) tenemos o”" =0 y como d—0’=‘oz’=\/—§—. se obtiene que la

R dt
- aceleraciénes -

a=_\/xn2 +yn2 =\/Dza'4 =Da’? =g,

para cualquier punto en la cicloide.

24
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CAPITULO 4

La solucion simplificada y el problema inverso

En este capitulo se usaran las expresiones obtenidas en el Capitulo 2 para
obtener la solucidon simplificada de varios casos. Concretamente, las Ecs. (2-14) y
(2-27) se usaran para resolver el caso tratado en el Capitulo 2.

4.1 La braquistocrona en el caso de la Tierra insulsa

Como -AU = mg(yoe-Y), la Ec. (2-14) es, en este caso

X = (yo ) (4_1)

dy ,
A- mg(y )
que es el mismo resultado expresado en la Ec. (3-14). {El problema esta resuelto!
4.2 La tautécrona en el caso de la Tierra insulsa

Como U = mgy, entonces U'= mg, asi que, de la Ec. (2-27),

2T m*g? A-y
X = I — ——-—-g- ~-1dy = I —Ty'dy- (4-2)

con A=2gT%n® que es el mismo resultado de la Ec. (3-30). |El problema esta
resuelto!

4.3 La braquistocrona el caso de la Tierra ficticia U = Ky?

Por la ecuacién (2-14), usando el valor de A=m/2C?2, obtenemos

N By U R A e ]
Wi ao® = IJa 2z —y?) (4-3)
donde a? = Eg—;—k como Yo > Yy, podemos hacer y =y,cos0, dy=-y,sen6d0 y
entonces la Ec. (4-3) queda
x =] y°se" 92 (- y,sen)do == I YoSen® 4o (4.4)
- yssen@ J1—k2sen?8
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Yo

con- k2 -y con Ios limites de integracion 0 = 0 y 0 = n/2, ya que cuando y = yo,

cosO = 1 y cuando y = 0, cos0 = 0. Multiplicando y dividiendo por a y sumando y
: restando 1

PR 5 1-1-k?sen’d 0 2
i x a +a v1-k?%sen?0de, (4-5)
7 J1-K?s kzsenze I«/1 k2 f

que son dos integrales elipticas de primero y segundo orden cuyas soluciones®*
son [16]:

:T!(1 - kzsenze)}é de = 2[1 - (%kz)z - (:_21_.-_:?('(2)2 "']'

y cuya solucién grafica se muestra en la figura 4-1.

1.2
1.04 . o
1" Umky TESS CON ]

081 -, FALLA DE ORIGEN
.06 :

10.14'-"  R

0;2‘,-.;‘

‘0.0 . ' | - ..""-...'..-'

00 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 4-1 Braquistocrona para el potencial ky?

‘En el apéndice 1 se resuelven estas integrales,
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4.4 La Tautécrona en el caso de la Tierra ficticia: U = ky?

Como U'= 2Ky, entonces la Ec. (2-27)

2% U7 _,
X = [.f- —— —1 dy =+fcdy = tcy, 4-6
IR oy y =+fcdy = *cy (4-6)

en donde

8KT?
C= 5 -1,
mir
es una constante y la solucion se muestra en la figura 4-2.
Una vez que se llega a este resultado, ya no sorprende a nadie, pues se

trata del potencial de un oscilador arménico, y es bien conocido que el periodo de
un oscilador no depende de la amplitud de oscilacion.

El resultado (4-6) hace ver que, en general, dado un potencial arbitrario, la
braquistécrona y la tautdcrona son curvas diferentes. De hecho, usando las
ecuaciones (2-14) y (2-27) resulta sencillo demostrar que, en el caso de una
region equipotencial la braquistdcrona es una linea recta y no existe una
tautoderona.

X Vv

Fig 4-2. La Tautdcrona para el potencial U = Ky?.



4.5 El problema inverso

La cicloide

Para ejemplificar el uso de las Ecs. (2-16) y (2-26) obtendremos el potencial
que hace que una cicloide sea braquistocrona o tautécrona. Las ecuaciones

paramétricas de la cicloide son
x = D(o — sena)

y =D(1-cosa) ’

con A=~:2—g—»:,y D=

T? A
n? 2
4.5.1 La braquistoécrona
Diferenciando x y expresandola en términos de y:

dx = D(1 - cosa)da = yda,
diferenciando y:

dy = Dsenada = 2Dy - y2da., -

por lo que

dsY_ |, (_¥> Y_ [y’+20y-y* _[2D
dy) -\ 2Dy - y? 2Dy-y?. V2D -y
entonces de la Ec. (2-16) AN N

U-u, = A[Z—D—_-X - 1] - A[I_X] - -By;

2D 2D

con B= cte. como era de esperarse.

4.5.2 La tautocrona

Integrando la Ec. (4-10), se obtiene
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e e 2D s
| .s=j D_ydy=5\/2D\/2D—y, (4-12)

que al sustituirse en la Ec. (2-26) resulta

o R S , U-A-By. “13)

donde Ay B 'Scin las mismas constantes que en el caso de anterior.
La Parabola

Como segundo ejemplo del problema inverso, nos preguntamos ¢jqué
potencial dara lugar a una braquistécrona parabdlica?

4.5.3 La braquistocrona

Para responder a esta pregunta, partimos de la ecuacién de una parabola
cuyo vértice esté en el origen y cuyo eje sea el eje y; es decir

y = ax?, dy = 2axdx = 2(ay)?dx, a es constante, asi que

dsY’ dx Y’ day +1
= =14+ ] =, 4-14
[dyJ (dyJ 4ay @19
consecuentemente de (2-16)
dy)? -A -B
U-U, =A|l==| -1|= = , -
° [(ds) ] 4ay +1 y+R (4-15)
en donde B y R son constantes.
* Braquistécrona
> | ° Potencial
(1)
8
g (o ", TESIS COW
o L | .
5| FALLA DE URIGEN
3 -] o, .
> °o°° ."--,...b
ON .~.
N"ﬂmﬁ
\ﬂl

x (unidades arbitrarias)

Figura 4-3. El potencial B/(y+R) y la braquistdcrona correspondiente
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4.5.4 La tautécrona

Ahora, busquemos el potencial que da lugar a una tautécrona parabdlica.
Como en el caso anterior, partimos de la misma ecuacion de la paradbola y = ax?,

dy = 2axdx asique (dy)’ = 4a’x?(dx)’ y entonces

ds = V1 + 4a?x?dx,

o bien
~Jds = [J1+4a%x%dx,
Haciendo x = 30.% - gy = S8%°® 4,  se tiene
S 2a “2a

' J'ds =1 J"\M +tan? a sec? ado = A J'seca ada ,
2a 2a
cuya solucion es

1
§=-——+—In(seco +tana),
2cos“a 2

ycomo U = as?, el resultado es una expresion bastante complicada.
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CAPITULO 5

El caso del campo gravitacional inhomogéneo

El planteamiento original de esta tesis era encontrar la braquistécrona en el
campo gravitacional real de la Tierra. Es decir, en un campo inhomogeneo,
aunque con simetria esférica, en el que el potencial varia inversamente con la
distancia al centro de la Tierra. Tratando de resolver este problema surgieron los
resultados que se plantearon en el Capitulo 2, aunque este caso general ya
estaba esencialmente resuelto de tal forma que el no incluir tal solucién podria
producir la impresion de que a la tesis le falta trabajo.

5.1 La braquistécrona

Por conservacion de energia se tiene que:

2
_gMm _ mv? _ GMm_ (5-1)
fo 2 r

en donde el lado izquierdo de la igualdad es el potencial gravitacional en la
posicidn inicial rp, el lado derecho de la igualdad representa la suma de la energia
cinética del cuerpo moviéndose hacia se posicion final r y el potencial en la
posicion final; se tiene que G es la constante de gravitacién universal, M es la
masa del planeta ( en este caso la Tierra) y m es la masa del cuerpo que se esta
moviendo.

ds

K TESIS CON
FALLA DE ORIGEN

Figura 5-1. Aspecto cualitativo de la braquistécrona
en el campo homogéneo de la Tierra.
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Eliminando m de la ecuacién (5-1) resulta:
_——= e ——, (5-2)

y despejando v de esta ecuacion resulta

V= fzeM(l - lJ; | (5-3)
r o

sea K=\FGM, entonces v =K &-r——r.
rO

El elemento de arco ds estd dado por: ds?=(dr)? + (rd6)’, asi que
e Z —
ds = /(dr)? + (d8)? = [r? + (_d_r) do = vr? . r'?do,

doe

de forma que de (2-11), tenemos

r2 +r?

f(r,r',0) = |———r,
L x- rO'

(5-4)

o bien A R
NS r'2_')f . '
fr,r,0) = e, (5-5)
]
en donde A = (2GMrg)™ haciendo A=K™'
P 2 -
f(r,r,0) = A% (2 + 2 Y2, - )5, (5-6)

Para hacer uso de la ecuacion de Euler, primero calculamos

5{7 = Ar2(, ~r) 12 (r2 . rrz)‘ V2 (r,)' (5-7)

¥, en seguida
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2 4 r’z)}é(ro - r)%]

(5-9)

DelaEc. (2-4) -

Igualando (5-8) y (5-9)

(5-10)
multlpllcando por 2r)/(r0 - r) ( Tn+ f'é) ? y factorizando se obtiene
[ro —r] [(r +r'2 Xr ; + ,-(2 +2r2 —2r'"r — r'2)+ 2r%r(r + r")] = (5-11)
=2 +r2)(rar - r(r2 + r’z)) '

desarrollando
[ro=r] [3r“ —2r'r 4 3r2r",."f —2r%rr +2r'3r% + 2r’2r”r] =r? (r2 + r'z). (5-12)
dividiendo entre r? | v i | ;
o —rllor'r 312~ 5r2] 1% 412) 20, (5-13)

o bien



2y =) -6 )+ ) -GG )+ =0,  (614)

reSCribiendé o : SR
20 =)= 4 = 1) =1 — 207G~ 1) = ror® =0, (5-15)
finalmente | | . : S
: . : ; el 2
v —apr _pr 2 oA 1) (5-16)
2 = D)
Haciendo u= P
- Por otra pahe r'' = g r
' de

ecuacién (5-16) y desarrollando

u”+u Uy u'? + u?
- = : R 5-17
u® 2u°(u“(u - uo)] (5-17)
G '
o bien
2 2
— 2@ +u)= L EY (5-18)
u-u,
multiplicando por u’ y rescribiendo el lado izquierdo
d (., 2y Uu?+u?du
-— W +uf ) —m— = 5-19
de( ) u-u, do (5-19)
sea z =u'? +u?, entonces
dz z du
dz ___2z du 5-20
de u-u, dé ( )
o bien
2 inz=- [~ inu-ug)+InA, (5-21)

donde A es una constante de integracion; resolviendo (5-21)
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= fcera), (522)

por lo qUe

w AT B
86=\/(:°—u5~u : | ’(5-23)
o bien
e e

y regresando a la variable r, la integral queda como

fdo=- jJAr - -_rz(ro _r)dr (5-25)

Esta integral se resolvio con el programa Mathematica. L.a solucion analitica de esta
integral es una expresion en la cual intervienen funciones elipticas de primer,
segundo y tercer orden y no es trivial de simplificar por o que sélo se muestra su
solucion grafica en la figura 5-2.

TESIS CON
FALLA DE ORIGEN

y (unidaddes arbitrarias)

e ———
—1-- . T

x (unidaddes arbitrarias)

Fig. 5-2 La braquistécrona para el campo gravitacional inhomogéneo
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5.2 La tautoécrona

Por conservacién de energia

2
mvzo_ GmM(l - J—J , (5-26)
2 r r
por lo que
)2 .
v = 2GM(-|— - 1] - a[l - 1) . (5-27)
r To r o )

con a= ~2GM. El elemento de arco ds es

I 2 , '
ds = @) + (o)} o ds = 1+r2(%—?) dr; (5-28)

ds

por otro lado, v = g’ asl que de (5-27) y (6-28) tenemos

de\?
1+¢2 | dr ,
E————(d’) —al-l)é ' (5-29)
dt dt rorp) '
entonces
(5-30)
e integrando, tenemos
r (1 1Y% [ raey
afdt=aT = ;(LlJ \/1+r2(99-) dr. (5-31)
0 fo To dr

Para poder usar el teorema de convolucion se hace el cambio de variable
u= % , de tal forma que du = —dfr2 =-udr vy

do _dodu__ . do

dr “dudr =" du’ (5-32)
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entonces i T .
aT = Ju- u;>-%1/1 (%) (- %)= Ju-uv)Kolhu, (52

con

o =(- ) fi+v( &) 5-39)

Ahora bien, si T es constante (condicidon tautdcrona), el lado derecho de
esta ecuacién es una convolucion y podemos escribir que

L@@aT)= Lu”LG(), (5-34)

y entonces usando la Ec. (3-25) [14 , tenemos

aT _ |[w
T [Frew. (5-35)
despejando. -
mwar
LG(U) = —S— ?' ' (5'36)

aplicando la transformada inversa

_atrt o ,
G(u) = - us. (5-37)
De (5-33') y (5-37), obtenemos
o(90Y _(.aT \'ye _ (3T
() ()
Sea ¢ = ?-T = T \/Z—C;IG, entonces TESISCON o
LA FALLA DE ORIGEN
de ciu® -1
(a‘a) R AT (5-29)



asl que
jdo_ | &”-—Tld (5-40)

regresando a la variable r, se obtiene que
c2 _r3 .
do = — [,|=-="-dr, 5-41
.‘- .‘- P ( )

cuya solucion (obtenida con Mathematica) es

0=2rp ¢z VO L . (5-42)

Dado que la solucidn esta en los complejos, en este caso no existe una curva real
que sea tautécrona.




CONCLUSIONES.

. Ademas de su interés histdrico (Capitulo 1) e intrinseco, los problemas de la
tautacrona y, sobre todo, el de la braquistdécrona se han utilizado para ejemplificar
_diferentes aspectos didacticos en cursos de Fisica y de Matematicas. Obtener la
ecuacion de la braquistécrona en el campo gravitacional uniforme suele ser un
ejercicio comun de la aplicacion de las ecuaciones de Euler-Lagrange y aparece
en muchos libros de Mecanica y de métodos matematicos de la Fisica. Con
bastante menos frecuencia tales libros plantean el problema de la obtencién de la
tautocrona para este mismo caso y considero que su tratamiento “clasico” en el
Capitulo 3 de esta tesis ya representa una contribucion didactica interesante.

Sin embargo, las contribuciones principales de mi trabajo se encuentran
plasmadas en el Marco Teérico del Capitulo 2, en donde, ademas de resaltar la
forma simplificada de las ecuaciones de Euler, se hace una generalizacién del
método de la transformada de Laplace en la solucion del problema de la
tautocrona y se plantea, para ambos casos, lo que llamé el problema inverso; es
decir, el problema de encontrar la braquistécrona, o la tautécrona, para un
potencial de interaccién arbitrario.

Como consecuencia de los ejemplos de aplicacion de estos métodos,
desarrollados en el Capitulo 4, resulta claro que, dado un potencial, las curvas
tautdcrona y braquistocrona difieren entre si, con la excepcidn del caso del campo
gravitacional uniforme. Mas aun, al resolver, en el Capitulo 5 el problema del
campo gravitacional inhomogéneo de la Tierra, la sospecha de que no siempre
existe una curva tautécrona queda confirmada.

Una pregunta que queda sin contestar es ¢ la braquistécrona y la tautdcrona
s6lo coinciden para el caso del campo gravitacional uniforme y constante, o
existen algunos otros potenciales para los cuales se de esta coincidencia? Creo
que intentar contestar esta pregunta sobrepasa las pretensiones de esta tesis, por
lo que queda como un problema abierto para futuras generaciones.

ZSTA TES

DELAR
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'APENDICE 1

X Método de solucion para evaluar las integrales elipticas.

En el Capitulo 4, en el caso de la braquistécrona en la tierra ficticia, U=Ky?, se
obtuvola ecuacién (4-5)

%%
x = —ay2C? j~-—;=9€.’_- e+ an2C7 N1 kfsen?6de .
0 k?sen?@

Desarrollando en su serie de Taylor el radical, de la primera de estas integrales,
con k?<1, se obtiene

e 4 —k2sen?6)2de = 1+-1—k"’sen26+—1-- V-2 k*sen‘0 +...
«/1 kzsenze ' : o 2 2L 20 2

%4 % 1.3 %
= jde 4 k2 jsenzede+—-— jsen“ede+...
g2 2.4

0
Evaluando cada integral por separado

%
I, = jde=g% =T
Jev =",

_[ sen?6de = _[(1 -cos26)40 = [6 - % sen29]

u
»ig

0

% 1% 1%
= Isen"ede = - I(1 - c0s20)?d6 =- _[(1 - 2c0s20 + c0s*20)d0 =
0

yf(—- -2c0s26 + - 1 cos49)d9 = —1—~3— (J
F 2 2-4\ 2

«h’—t

Por tanto



Analogamente

J'\/1 - k?sen®0do = J'( kzsen )}édo = I(1 - kzsenze +§1—!(— —1-) 5 ksen‘o + .,.)de :

% 5 > )é LT -  1‘ 2 2 1-3 2\2
£(1 k?sen o) do= —2-[1—(—2-kj e 4)2( ) ]
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