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INTRODUCCIÓN 

En el siglo XVII era común plantear retos en las publicaciones científicas, 
particularmente en las de matemáticas. Así, alrededor de 1660, Pascal planteó un 
reto a los matemáticos de la época consistente en encontrar, por un lado, el área 
de un segmento de cicloide y su centro de gravedad y, por otro, el de determinar el 
volumen y la superficie del sólido generado al girar a una cicloide en torno a su 
eje. Uno de los muchos personajes que se ocupó de estos problemas, aunque no 
participó en el concurso, fue Christian Huygens, con lo cual adquirió un gran 
conocimiento de las propiedades de la cicloide. En 1673, Huygens comunicó su 
descubrimiento (experimental) de que un cuerpo que resbala sin fricción por la 
parte interna de una cicloide, emplea el mismo tiempo en llegar al fondo de ella sin 
importar desde que altura se le deje caer. A una curva que tiene esta propiedad se 
le llama tautócrona (o isócrona). 

Algún tiempo después (1696), Johann Bernoulli propuso el problema de 
encontrar la trayectoria de menor tiempo de recorrido entre dos puntos a diferente 
altura en el campo gravitacional uniforme de la Tierra y que no se encuentren en la 
misma vertical (la braquistócrona). A este reto contestaron seis matemáticos, entre 
los cuales se encontraba Isaac Newton. 

Desde entonces, los escritos sobre estos temas han sido numerosos y 
variados, principalmente en relación a esta última. 

La palabra braquistócrona proviene del griego brncl1istos -menor- y clironos -
tiempo- y es aquella trayectoria que uniendo dos puntos del espacio requiera el 
menor tiempo de recorrido entre ellos. 

La palabra tautócrona también proviene del griego ta11to -la misma o el 
mismo- y cl1ro11os -tiempo- y se refiere a una trayectoria en la que el tiempo de 
recorrido entre dos puntos del espacio sea independiente del punto de partida y de 
llegada; es decir, que la trayectoria sea isócrona. 

En algunos textos se resuelve el problema de la braquistócrona, planteado 
por Johann Bernoulli [1], pero casi ninguno presenta una solución completa, con la 
excepción del Spiegel [2]. El problema de la tautócrona, que comunicó Huygens, 
aparece con menos frecuencia en los textos y una excepción es el Arfken [3], que 
lo resuelve de manera ingeniosa usando transformadas de Laplace. 

La propuesta de este trabajo es resolver estos mismos problemas, en varios 
casos, dividiéndolo de la siguiente manera: 

El Capítulo 1 es un relato del origen del problema 
de la braquistócrona, cuyo objetivo, además de situarlo 
históricamente, es poner, al principio, un poco de sazón 
de lo que después será esencialmente técnico. 

En el Capítulo 2 se establece el marco teórico en 
el cual se sientan las bases de los métodos que se 
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utilizarán en la solución de los problemas planteados 
en la tesis. 

En el Capitulo 3 se plantean las soluciones 
tradicionales de los problemas de la braquistócrona y 
de la tautócrona. Es decir, se tratará el caso del campo 
gravitacional constante y homogéneo (la "Tierra 
insulsa" U = mgy, en donde U es el potencial 
gravitacional). 

En el Capítulo 4 se utiliza un método simplificado 
para resolver estos y otros problemas. Concretamente 
se tratan los problemas de un campo gravitacional 
homogéneo, pero que varía con el inverso de la 
distancia a la superficie de la Tierra (la "Tierra plana"; 
U=k/y), para continuar con una "Tierra ficticia", en la 
que el campo gravitacional aumenta linealmente con el 
cuadrado de la distancia a la superficie de la Tierra, 
(U = ky2

). En este capítulo también se ejemplifica el 
problema inverso. Es decir, dada una trayectoria 
arbitraria, ¿qué potencial hace que esta trayectoria sea 
braquistócrona (o tautócrona)? 

Por último, en el Capitulo 5 se tratará el caso de 
la Tierra verdadera: hallar la braquistócrona y la 
tautócrona en el campo gravitacional inhomogéneo de 
la Tierra (U = GMm/r). 

La tesis termina con algunos comentarios generales relacionados con 
aspectos didácticos y con un Apéndice con la solución de las integrales elipticas 
de primer y segundo tipos. 

2 



CAPÍTULO 1 

LA BRAQUISTÓCRONA Y LA TAUTÓCRONA EN SUS 
ORÍGENES 

1. 1 El problema clásico de la braquistócrona 

En 1638 Galileo planteó, en su Discurso sobre dos 1111evas Ciencias [4], los 
siguientes teoremas: 

Teorema XIX. Proposición XXX. 

Si . . desde .. ú;1 ,:punto JB) de .. una horizontal desciende 1111a 
perpéli<lÚ:~1lal~}BD)iy des((e otrÓpunto ;(CX. t'om(ldo;'en la misma 

.· hOriió.i1tal, ·.se )ráza 11iiSla lll ·· perpé/1(/iciílár )m /phi/10 · inclinado 
. (C!E,CG,CF). sobre el que un móvil én1plr{e· el fti<{nipo más breve 
pf!sible para descender hasta la perpendic11lar;··1a1 p{ai10 será aquel 

: que separa en la perpendicular 1m trozo igita/ {BE) a la distancia 
que se da entre el segundo punto tomado en /a.:horizontal y el 

. e,'-\tremo de la perpendicular (BC). [ 4, p.357) 

que acompañó del siguiente esquema 

o 

Este teorema establece que para que un objeto viaje en el menor tiempo 
posible para pasar de una vertical a la otra siguiendo una trayectoria recta, 
moviéndose sólo por la acción de la gravedad, la recta que une a las dos 
verticales debe formar un ángulo de 45° con ellas. 
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Te.orema XXII. Pr.oposición X.)(XVI. 

Si desde: el punto más. bajo (le un círculo (C) erigido sobre la 
horizoi1tá/se trazcdíi1'pla11olndi11ado (CD) de modo que abarque 
un arco lw ,;¡ayor.{¡ile.íln·cúadrante, y si de los extremos se trazan 
ot':.os dos planos b1~/i11ados (BD,BC) a 1111 punto cualquiera del 

arco, él descenso (l)ÍJ'largo de estos dos IÍltimos planos tendrá 
·fugar e/1 núJllos. tien1po que a lo largo del primer plano solo, y en 
nienos tiempo también a lo largo de uno solo de estos planos; es 
decir, en menos tiempo también que por el plano inferior. [4, p.371] 

que acompañó del siguiente dibujo 
o A 

c 

Estos teoremas, y su demostración, constituyen el primer intento 
documentado para resolver el problema de encontrar la trayectoria que debe 
recorrer un cuerpo, que se mueve sin fricción en el campo gravitacional (constante 
y uniforme) de la Tierra, para pasar de un punto a otro inferior que no se encuentre 
en la misma vertical que el primero en el menor tiempo posible; tal curva recibe el 
nombre de braquistócrona. Después de demostrar correctamente los teoremas, 
Galileo concluye, incorrectamente: 

De lo demostrado hasta el momento parece que se puede inferir que 
el movimiento más veloz [1.a tionem omni um 
velocissimam] de un extremo a otro no tiene lugar a lo largo de 
la línea más corta, sino a lo largo de un arco del círculo ... [ 4, 
p.374] 

Algunos años después, en junio de 1696, el problema fue retomado por 
Johann Bernoulli al publicar un reto bajo el titulo ''Problema 11ov11111 acl cujus 
solutionem !vfathematice invitantur" para poner a prueba el conocimiento y la 
habilidad de las personas que gustaban de las ciencias matemáticas [5]. El 
problema era: Dados dos puntos A y B en el mismo plano vertical, asignar la 
trayectoria que describe un cuerpo que parte de A y llega hasta B bajo la acción 
de la gravedad, siendo la condición que la trayectoria sea la de menor tiempo y 
aclaró que la solución no es una línea recta. 
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Lanzar retos en las revistas cientlficas no era una actitud extraña en aquella 
época. De hecho. Bernoulli lo presentó con las siguientes palabras[6]: 

Nada resulta más atractivo a las personas inteligentes que la 
presentación de 1111 problema que signifique un reto /iones/o cuya 
posible solución confiera fl1111a y permanezca como un monumento 
duradero. Siguiendo el ejemplo de Pascal, de Fermal, etc., espero 
ganarme la gratitud de toda la comunidad científica al plantearle a 
los mejores matemáticos de nuestro tiempo 1111 problema que 
pondrá a prueba sus métodos y la fuerza de su intelecto. Si alguien 
me comunica la solución del problema propuesto, yo declararé 
p1íblicamenle que es digno de admiración. 

Gotffried Wilhem Leibniz persuadió a Johann Bernoulli de que ampliara el 
plazo para resolver el problema, que originalmente era de seis meses, para darle 
oportunidad a matemáticos extranjeros de enterarse del reto. En realidad, tanto 
Johann Bernoulli como Leibniz deseaban retar a Isaac Newton en un nuevo 
intento para resolver la disputa sobre la paternidad del calculo fluxional1

, al 
desarrollo del cual ambos hablan contribuido de manera significativa. Por otra 
parte, la relación entre Johann Bernoulli y su hermano Jacob Bernoulli habla 
empezado a deteriorarse, así que también planteó el problema para él. Dados 
estos antecedentes, no es extraño que Johann Bernoulli halla incluido las 
siguientes palabras en su reto: 

... son pocos los que pueden resolver nuestros excelentes 
problemas, y aun menos, entre los matemáticos <Jll<! se vanaglorian 
de que ... lian extendido sus límites en forma maravillosa mediante 
teoremas áureos que (según ellos) no eran conocidos por nadie 
pero que, de lieclio, liabían sido publicados previamente por 
otros.[6] 

Johann Bernoulli ya habla resuelto el problema cuando lanzó el reto y recibió 
las repuestas correctas de su hermano Jacob Bernoulli, de Leibniz, de L'Hópital y 
una respuesta anónima. Cuando Johann Bernoulli recibió la carta anónima 
comentó que en la solución del problema "se notaban las garras del león", 
refiriéndose sin duda, a Newton. Una vez convencido de que el león habla 
contestado, Johann Bernoulli manifestó su beneplácito de la siguiente manera: 

... mi hermano mayor contribuyó con la cuarta de estas 
soluciones, de tal forma que las tres grandes naciones, Alemania, 
Inglaterra y Francia se unieron a mi en tan bella investigación, y 
todos encontramos la misma verdad.[6] 

En Enero de 1697 Sir Isaac Newton escribió al presidente de la Royal 
Society, Charles Montague, notificando haber recibido una carta de un 
matemático, en la que se le planteaba el problema de la braquistócrona, y por otro 

1 Nombre dado por Newton a lo que conocemos como calculo diferencial. 
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lado le transcribió una carta dirigida a Johann Bernoulli proveniente de Leibniz en 
la que no sólo aseveraba haber resuelto el problema que se habla planteado; 
también le pedla que replanteara el problema de la siguiente manera: 

Se quiere encontrar el camino que une dos puntos fijos que 110 se 
e11cue11tre11 en la misma vertical y en diferentes alturas, a lo largo 
del cual un cuerpo se mueva del punto mas alto, bajo la acción 
de la gravedad, hacia el otro punto en el menor tiempo.[6] 

Según el biógrafo John Conduitt, Newton resolvió el problema en una 
noche: 

... a pesar de haber llegado muy cansado a s11 casa a las cuatro 
de la tarde, no se durmió hasta haber resuelto el problema, lo 
cual ocurrió alrededor de las cuatro de la madrugada. (6] 

La Royal Society publicó la solución anónima de Newton en la revista 
Philosophical Transactions of the Royal Society en enero de 1697. Sin embargo, 
Newton desilusionó a sus retadores al resolver el problema usando sólo geometria 
y poco tiempo después manifestó su desagrado hacia el reto de la siguiente 
manera: 

No me agrada que los extranjeros me molesten y se burlen de mi 
sobre asuntos de matemáticas [6]. 

El número de Mayo de 1697 del Acta Eruditorum contenia la solución de 
Leibniz en la página 205, la de Johann Bernoulli en las páginas 206 a 211, la de 
Jacob Bernoulli en las páginas 211 a 214 y una traducción al latin de la solución 
de Newton en la página 223. La solución de Johann Bernoulli adapta el teorema 
de Fermat sobre el cambio de la velocidad de la luz en un medio óptico más 
denso, al movimiento de un cuerpo en el área de mecánica. La solución de Jacob 
Bernoulli se refiere a las propiedades de curvas que poseen una propiedad 
extrema! (máximos o mínimos). La solución de Newton es puramente geométrica, 
la de Leibniz utiliza elementos del cálculo fluxional. La solución de L'Hópital fue 
publicada hasta 1988, casi 300 años después, por P. Costabel y J. Peiffer [7]. En 
un articulo reciente [7] se analizan las distintas soluciones dadas al problema, 
aunque tampoco este trabajo menciona la solución de L'Hópital. 

A pesar de que Johann Bernoulli se refiere en forma amistosa a la solución 
de su hermano Jacob Bernoulli, después de la publicación de las soluciones en el 
Acta Euruditorum surgió entre ellos una fuerte disputa. Ahora era Jacob Bernoulli 
quien retaba a su hermano de la siguiente manera: 

Dado 11n punto de partida y una línea vertical cuál de todas las cicloides 
con la misma base horizontal y que partan de ese punto hará que 11n cuerpo 
que la recorra, sometido sólo a la acción de la gravedad uniforme, llegue a 
la línea vertical más rápidamente [6]. 
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Con este planteamiento de Jacob Bernoulli casi regresaba al planteamiento 
original de Galileo. Johann Bernoulli resolvió este problema demostrando que la 
cicloide en cuestión era la que cortaba a la linea vertical en ángulo recto. Los 
hermanos Bernoulli continuaron retándose mutuamente y, a pesar de las agrias 
discusiones que tuvieron en torno a estos problemas, su disputa fue de gran valor 
para el desarrollo de las matemáticas [9], pues de ellas surgió el cálculo de 
variaciones, que después seria extendido por Euler y publicado en Methodus 
i11ve11ie11di lineas curvas maximi minimive proprietate gmulentes sive solutio problematis 
isoperimetrici /atissimo se11s11 accepti2

, en 17 44. La generalización de sus resultados 
condujo a la formulación de las ahora llamadas ecuaciones de Euler-Lagrange 
[1 O]. 

1. 2 El problema clásico de la tautócrona 

Figura 1. El péndulo isócrono 
de Huygens. 

El problema de la tautócrona está 
estrechamente relacionado con el de la 
braquistócrona. Dicho problema es 
encontrar una curva tal que el tiempo de 
recorrido de un cuerpo que se mueva sin 
fricción a lo largo de dicha curva no 
dependa de su punto de partida. Tal 
curva recibe el nombre de tautócrona (o 
también isócrona). Alrededor de 1660, y 
como resultado de un reto publicado por 
Blaise Pascal, Christian Huygens habla 
estudiado varias propiedades de la 
cicloide y descubrió experimentalmente 
que una esfera que rueda sin resbalar en 
la parte interna de una cicloide invertida 
llega al fondo de ésta en el mismo 
tiempo, sin importar cual fue su punto de 
partida. Con ello demostró la propiedad 
de isocronfa de la cicloide y publicó sus 

resultados en 1673 en su libro /lorologi11111 osci/latori11111 [11]. Como la involuta y la 
evoluta de una cicloide también son cicloides [12], Huygens utilizó esta propiedad 
para construir un péndulo verdaderamente isócrono restringiendo el movimiento 
de la cuerda de suspensión mediante dos secciones cicloidales (ver la Figura 1 ). 
Desafortunadamente, la fricción de la cuerda del péndulo con las superficies 
constrictivas introducía un error mayor que el que se quería corregir. 

En dos ocasiones Johann Bernoulli se manifestó asombrado con el 
resultado de Huygens en su trabajo sobre la tautócrona, pues resultaba que la 
solución también era la braquistócrona: 

2Métodos para encontrar curvas planas que tengan una propiedad de máximo o mínimo. 
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y también 

... q11edarás petrificado por la sorpresa c11mulo te diga q11e 
exactamente esta misma cicloide, la ta11tócrona de Huygens, 
es la braq11istócrona q11e hemos lmscado, ... [6] 

antes de terminar debo manifestar n11evame11te mi 
admiración por la inesperada identidad entre la lautócrona 
de Huygens y mi braq11istócro11a. Q11iero resaltar de manera 
especial q11e esta coincidencia sólo p11eda ocurrir bajo la 
hipótesis de Galileo, de tal forma q11e también implica una 
prueba de la veracidad de tal hipótesis. La 11at11raleza 
siempre tiende a actuar e11 la forma más simple, de tal forma 
que e11 este caso permite que 1111a sola c11rva cumpla co11 dos 
funcio11es, en la11to que c11alesq11iera otra hipótesis se 
req11eriría11 dos curvas disti11tas ... [6] 

De esta coincidencia surge la interrogante, que no será abordada en esta 
tesis, de si es verdad que sólo con la hipótesis de Galileo, de que la velocidad es 
proporcional a la raíz de g, una braquistócrona es tautócrona y viceversa. 
¿Existirán otros potenciales para los cuales se de también esta coincidencia? 

CIIRISTlAN• 

1-IVGENII 
ZVLlCHF.MII, CONS'l'· F 

HOROLOGIVM 
OSCILLATORIVM 

S 1 V E 

DE MOTV l'ENDVLORVM 
A D H O RO r. O l'i I A A P 1' A T O 

D l! M ON 5 T Jl .~ T IOl'r. S 

G E0.11 f. TM.l t:..<:. 

l'A'-IS\IS, 
AruJ F. Mut:.u r.,. 1 Rc:~111: lll•Onl'r" A")""'l·•li.11~"· "l'>l"l!lu1..tu•M 

~U r.•11M, 1 .&.\11J11f1i~n.: tnum U.~l~U;I\. 
Ml>CLXXlll 

CY.M '1'/llYIJ,l.:'(;10 1:1:a1.r. 
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CAPÍTULO 2 

EL MARCO TEÓRICO 

En este capitulo se revisarán algunos resultados importantes del cálculo de 
variaciones, con lo cual se resolverá primero el problema de la braquistócrona y 
después el de la tautócrona. 

2.1 El formalismo de Euler-Lagrange 

El problema es encontrar la trayectoria que debe recorrer un cuerpo, bajo la 
influencia del campo gravitacional (constante y homogéneo), que cumpla con la 
condición de que el tiempo de recorrido entre dos puntos A(xo.Yo) y B(x,y) sea 
mínimo. Es decir, hay que encontrar el mínimo de 

s, ds 
t= s---, 

s, V 
(2-1) 

en donde ds es un elemento de arco a lo largo de la trayectoria seguida por el 
cuerpo y v es su rapidez. El procedimiento que se sigue es el de expresar al 
elemento de arco en coordenadas cartesianas y encontrar la expresión 
correspondiente de la rapidez usando la conservación de la energía. El resultado 
es una expresión del tipo: 

t = xJ f [y ( X , a. ), y 1 
( X , a. ), X ] dX , (2-2) 

x, 

en donde f es una función cuya forma explicita depende del potencial al que esté 
sometido el cuerpo, y' = dy/dx y a es un parámetro asociado con las diferentes 
trayectorias posibles que puede seguir el cuerpo y que permite encontrar la 
trayectoria que hace que la integral sea una extrema!. Calculando la variación ot e 
igualándola a cero se llega a que f debe cumplir con la siguiente ecuación (13]: 

(2-3} 

que es la llamada ecuación de Euler. De hecho, esta ecuación es válida aunque 
no se utilicen coordenadas cartesianas. En general, la ecuación de Euler se 
expresa como 
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(2-4) 

En particular, si f = T(q;)- U(q1) = L(q1, q;, x} es la función lagrangiana y x 
es el tiempo, las ecuaciones resultantes son las bien conocidas ecuaciones de 
Euler-Lagrange. 

Podemos entonces escribir que si f = f [y(x}, y' (x}, x], entonces 

df a f a f , a f ,, 
- =--+-y +--y 
dx ax a y a y' 

(2-5) 

o bien 

~ = ~ _ y'~ _~y• = !!__ (t _ y' a t ) • 
a x dx a y a y' dx a y' 

(2-6) 

que es una forma distinta de expresar la Ec. (2-3). En particular, cuando la función 
f = f(y, y') no depende expllcitamente de x, 

o bien 

~(f-y'~)=o, 
dx ay' 

f - y' _a_f_ = constante. 
ay' 

(2-7) 

(2-8) 

2.2 Nuevo enfoque para resolver el problema de la braquistócrona 
usando el formalismo de Euler - Lagrange. 

Si se trabaja en coordenadas cartesianas se puede hacer una simplificación 
adicional, ya que entonces el elemento de arco es: 

(2-9) 

y si la energia potencial sólo es función de una coordenada U = U(y); la velocidad 
2 

inicial es cero, entonces, por conservación de energia m:}- = -f1U , tenemos 

r:-------- r---­
v = 1/ ~ [u(y 0 ) - u(y )] = V=-~~ . 

10 
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en donde y es una posición arbitraria a la largo de la trayectoria; Yo es la posición 
inicial del cuerpo. Sustituyendo estos valores en la Ec. (2-1) resulta de (2-1) y (2-2) 
que 

(2-11) 

que al sustituirse en (2-8) conduce a 

m 1 + y' 2 y' 2 m 1 {~
--· } 

~2 - AU - .f- AU(l + y•2) = ~ FMJ(t + y•2) =c. (2-12) 

Despejando de (2-12), tenemos 

(2-13) 

y entonces 

X= f '-( AU )dy' 
v .. V A+ AU 

(2-14) 

en donde A = m/2C2 
, C es una constante y en donde la posición inicial x0 se tomó 

igual cero, sin perder generalidad. Si el cuerpo parte del reposo, entonces AU es 
igual a la energia cinética adquirida en la calda y entonces C debe cumplir con la 
condición C < 1/vr, en donde v1 es la rapidez del cuerpo al final de su recorrido. 
Hasta donde tengo conocimiento, ésta es la primera ocasión en que se formula la 
solución de la braquistócrona en coordenadas cartesianas de esta manera. 

Partiendo de la Ec. (2-13) se llega a otro resultado novedoso que permite 
resolver el problema inverso: dada una trayectoria especifica, ¿cuál es el potencial 
para el cual una trayectoria específica es braquistócrona? 

De la Ec. (2-13) se llega a que 

A 
(2-15) 

A+AU' 

y despejando AU se obtiene 
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(2-16) 

en donde Uo = U(yo) = constante. Esta expresión permite seleccionar una curva 
arbitraria y buscar el potencial que "la hace" braquistócrona3

• 

2.3 El formalismo de Laplace 

Para utilizar el formalismo de la transformada de Laplace en el caso de la 
tautócrona recordaremos un par de cosas [3]: 

1.- La transformada de Laplace f(s) de una función F(t) se define como: 
00 

f(s)= L{F(t)}= Je-51F(t)dt. 
o 

y la convolución entre dos funciones se define como: 

1 1 

JF1(z)F2 (t-z)dz = JF1(t-z)F2 (z)dz = F1 * F2 , 
o o 

2.- El teorema de convolución establece que: 

Si f1(s) y f2(s) son las transformadas de Laplace de 
F1(t) y F2(t), respectivamente, entonces f1(s)f2(s ) es 
la transformada de Laplace de F1 • F2. Es decir, si 
f1(s) = L F1(t) y f2(s) = L F2(t), entonces 

f1(s) f2(s} = L F1(t) L F2(t). 

(2-17) 

(2-18) 

2.4 Nuevos resultados en el formalismo de Laplace para resolver 
el problema de la tautócrona. 

Si de nuevo consideramos el tiempo de recorrido a lo largo de una 
trayectoria definida por un elemento de arco ds, tenemos 

3 
En forma análoga se llega ni siguiente resultado: U - U0 = A(:: r. 
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T • ds v 1 + x' 2 

T = fdt = f- = f ------dy, 
. o ... V Yu }_ [u(y o) - U(y )] 

m 

(2-19) 

en donde x' =dx/dy. En este caso general no podemos utilizar el teorema de la 
convolución, debido a que en la Ec.(2-19) no se tiene la parte correspondiente a 
f(y - y') de la Ec. (2-18). Sin embargo, si hacemos el cambio de variable Z= U(y), 
de tal forma que 

dZ = ~~dy = U'dy 
dy 

y 

entonces la Ec. (2-19) puede escribirse como 

x' = 9~ = dx dZ = U' _9_~ 
dy dZ dy dZ' 

l_?~j dt = l 2T = f (Zo - ztYz[1 + u· 2 (dx)
2

]Yz d•Z.' = f (Zo - ztYzG(Z)dZ' (2-20) \J m 0 IJ m z
0 

dZ U z
0 

en donde 

G(Z)= -+ ~ [ 1 (d ) 2 ])~ 
U' 2 dZ 

(2-21) 

Ahora bien, puesto que el lado izquierdo de esta ecuación es una 
constante, bajo la condición de ser tautócrona, entonces la integral del lado 
derecho no depende de los limites de integración y, en consecuencia el lado 
derecho es la convolución de G(Z) y podemos aplicar el teorema de convolución: 

(2-22) 

debido a que la transformada de una constante A es Ns y la de z·Y. es (n/s)y, [14]. 

Despejando a LG(Z) se obtiene 

LG(Z) = ( ~-:)~. (2-23) 

Apicando la transformada inversa, Z=U(y) y de la Ec. (2-21 ), tenemos 
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G(Z) = /2 T z-X = /2 T _1_ = _!_ 1 + u·2(dx)2 
lf m TT lfm TT .JO U' dZ 

de donde resulta 

o bien 

1 (d )2 
· .1 ds 

= U' 1 + dxY.· - - -- U' dy' 

/2 T Ju-XdU=.J ds, lfm TT .· .. 

(2-24) 

(2-25) 

(2-26) 

en donde A = ~ aT: . Este resultado permite encontrar et potencial que hace 
mTT 

tautócrona a una curva dada. Por otra parte de la Ec. (2-24) 

dx = f ---- -- -1 dy. ( 
2T

2 
U'

2 
) 

mTT 2 U 
(2-27) 

Cabe mencionar que tos resultados expresados en tas Ecs. (2-16) y (2-26) 
establecen un poderoso procedimiento para resolver el problema inverso: Dada 
una curva, ¿cuál es et potencial que "la hace" braquistócrona o tautócrona?. 
Aunque los resultados establecidos en tas Ecs. (2-26) y (2-27) ya hablan sido 
obtenidos previamente [15], et formalismo utilizado por este autor (derivadas 
fraccionales) dista de ser un formalismo común entre tos estudiantes de una 
carrera científica. La transformada de Laplace, por otro lado, es parte integral de 
los cursos de matemáticas para tas carreras de Fisica y de Ingeniería. 
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CAPÍTULO 3 
La solución tradicional a los problemas de la 
braquistócrona y la tautócrona en el caso del 

campo gravitacional uniforme y constante 
(U=mgy). 

El objetivo de este capítulo es el de resaltar los resultados obtenidos en el 
Capitulo 2. Para ello, se desarrollarán las soluciones tradicionales de la 
braquistócrona y de la tautócrona para que sirvan como comparación a la solución 
simplificada de estos problemas que se hará en el siguiente capitulo. 
Adicionalmente se incluyen algunos resultados poco conocidos relacionados con 
la cicloide que es solución común de la braquistócrona y de la tautócrona. 

3.1 La braquistócrona en el caso del campo homogéneo 

así que, de (2-11) 

Primero calculamos: 

y 

-#i(1 + y•2) 
f - ( ) . 2g Yo - Y 
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Por otro lado 
é)f 1 (1 •2 )~ ( )-%2 1 ay = 2 + y y o - y "J2g 1 

y entonces de la ecuación de Euler 

se obtiene que 

y"(1 + y'2 t)~(Yo -Yt~ -(y'2y·X1 + Y'2 t%(Yo -Yt~ 
+ _! y'2(1 + y'2Y)fi(Yo·-Yt% = _! (1 + Y'2f2(Yo -yt%. 

2 ·.; .. · .. ·. . 2 

Multiplicando por (1 + y' 2 )%:(~1.J.. y)% obtenemos 

.. ··.·;< ; 1 1 
y•(1 + Y' 2 XYº - y)- (Y':2 Y~XYó - y)+ 2 y' 2(1 + y' 2) ~ 2 (1 + y'

2 
)
2 = 

(Yo - y XY" + y•y•2 - y•2y•) + i (t+ y•2 ]y•2 - (1+ y'2 )]= O, 

y simplificando 

2(y0 -y)y"-1-y' 2 =0, 

haciendo y' = u, de tal forma que y" = du = di.! ~X = u 9~ , se obtiene 
dx dy dx dy 

separando variables e integrando 

J 2
2
udu = J~. 

u + 1 Yo -y 

cuya solución es 
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ln(u 2 + 1) = ln(a) - ln(y 0 - y)= In-~, 
Yo - Y 

(3-11) 

con a una constante de integración que se determina con las condiciones iniciales 
del problema, asi que 

o bien 

u 2 + 1 = ----~--, 
Yo -y 

u = ±~a - {y 0 - y) = dy 
1 

Yo - Y dx 

separando variables e integrando 

X y ~---y---y-· J dx = ± J --0----dy, 
O Yo a - (y O - y) 

(3-12) 

(3-13) 

(3-14) 

haciendo y 0 - y = asen 29, tenemos que - dy = 2asenOcosOdO y por la identidad 
del ángulo doble obtenemos 

Y ~---a5em 28-- Y 
x = J+ -- ( 2 )(2asenOcosOdO) = +2a J sen 29d9 

Yo a 1 - sen 9 Yo 

=::¡:a Jc1 - cos29):19 = ::¡: ~ [29 - sen29]~ . 
Yo 

como x va aumentando la solución correcta es la positiva, entonces 

y 

x = ~ (29 - sen29) = b(a - sena) 
2 

Yo -y= asen 29 = ~ (1- cos29) = b(1-cosa), 
2 

(3-15) 

(3-16) 

(3-17) 

con a=20 y b=a/2. Estas son las ecuaciones paramétricas de una cicloide. La 
curva resultante se muestra en la Fig. 3-1 
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>-

. . . . . . . . . . . . ·. ·· .. . . · .. ·. 

U=mgy 

·· .. .. .. .. .. .. .. 
X (unidades arbitrarias) 

······· ... 

TESIS CON 
FALLA DE, ORIGEN 

Figura 3-1 La braquistócrona para el caso U = mgy. 

3.2 La tautócrona 

Ahora, el problema de la tautócrona es determinar la curva para la cual el 
tiempo requerido para que una partícula, inicialmente en reposo, que desliza sin 
fricción desde un punto P(xo.Yo) hasta el origen, sea independiente de la posición 
inicial. 

El cambio en energia potencial es igual a la ganancia en energia cinética 
por lo que: 

mv 2 

-
2
- = mg(yo - y). (3-18) 

despejando v 

(3-19) 

por otro lado, el elemento de arco ds 

(3-20) 
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y v = ~~.Igualando (3-19) y (3-20) con (2"'.1 ), separando variables e integrando 

tenemos 

(3-21} 

Sea F(y} = 1 + ( ~~ r , entonces 

y 

.J2gT = f (y0 - YtXF(y}dy. (3-22) 
Yo 

En el lado izquierdo de esta ecuación aparece el tiempo de descenso de la 
partícula a lo largo de la curva s. Si ahora se impone la condición de que este 
tiempo no dependa del punto de partida y0 , entonces la integral del lado derecho 
no dependerá de los limites de integración (ya que el punto final es y = O), asi que 
podemos decir, con propiedad, que tal integral es una convolución y, por lo tanto, 

y entonces 

L.J2gT = Ly-X LF(y}. 

Usando los resultados anteriores [14] 

se obtiene 

r·- .fiQT L-v 2gT = ---- y 
s 

y tomando la transformada inversa 

F( } - .fiQT -X y ---y • 
TT 
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o bien 

(3-28) 

2 T 2 

Sea A = _g"T, entonces 
1T 

(3-29) 

separando variables e integrando 

X ~AY f dx = f --=--dy, 
o y 

(3-30) 

haciendo el cambio de variable y= A cos 2 O resolviendo para el ángulo doble 
a. = 20 , la solución es 

A x = -- {a. - sena.)= o(a. - sena.) 
2 
A 

y = 2 (1 - cosa.)= 0(1 - cosa.), 
(3-31) 

que son las ecuaciones paramétricas de una cicloide que pasa por el origen y 
gT2 

O = -----es una constante. 
1T2 

3.3 Algunas propiedades de esta braquistócrona - tautócrona 

Partiendo de las Ecs.(3-31 ), veamos como es la velocidad en el plano: 

v = 9~- = 0(1-cosa.)da. =(y -y)da. 
X dt dt O dt 

entonces 

pero 

20 

y da. v = Dsena.--
Y dt' 

(3-32) 



por lo que 

y 

Por lo tanto 

cosa. = 1 - Yo - y 
D ' 

' 2 

sen2a. = 1-cos2 a. = 2(~o - ~ - ~º ~ ~ . 
... D. D 

Por otra parte, por conservación de la energía mecánica, tenemos 

V~ +V~ = 2g(yo - y), 

igualando (3-36) y (3-37) resulta que 

o bien 

da. = /Ji =constante . 
dt ~o 

Integrando (3-39) y como a. = 20, obtenemos 

Despejando de la Ec. (3-33) y -Yo e igualando con (3-40) 
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y 0 - y = o[ 1 - co{ a¿t -0 0 }], (3-41} 

que es un movimiento periódico con periodo t = ~en la coordenada y. Por 

consiguiente, la braquistócrona también es tautócrona, ya que el periodo no 
depende de la "amplitud" del movimiento. 

También se puede llegar a que la cicloide es tautócrona de la siguiente 
manera: 

Partiendo de las ecuaciones paramétricas de la cicloide 

y derivando respecto de a 

x = O(a - sena} 

y = 0(1 - cosa}, 

x' = 0(1 - cosa} 

y' = Osencx. , 

elevando al cuadrado y sumando, se obtiene 

x' 2 + y' 2 = 20 2 (1- cosa). 

(3-31} 

(3-42) 

(3-43) 

Lo que queremos es resolver la Ec.(2-11 }, como ds2=dx2+dy2 y v = .J2gy , 
tenemos 

dt = --/!.~= = ~2(1-cosa) da= {Qda • 
-v2gy -v2g0(1-cosa) ~g 

(3-44) 

asl que el tiempo requerido para viajar del inicio al fin de la cicloide es 

T ní% í% T = f dt = f --da = -TT. 
o o g g 

(3-45) 

Para un punto intermedio a 0 tenemos 

ds .------
v = dt = "12g(y - Yo}, (3-46) 
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entonces 

Usamos las identidades para el ángulo doble 

cosa = 2 cos 2 ~ -1 
2 

y cosa = 1 - 2sen2 ~ , 

resulta que 

Haciendo el cambio de variable 

entonces 

1 
cos(- a) 

u= ___ 2 ____ _ 
1 

cos(-2 a 0 ) 

y 

que es el mismo tiempo para cualquier punto. 

1 
du = - sen(2a) da 

1 . 
2cos(

2
a 0 ) 

(3-47) 

(3-48) 

(3-49) 

Por último, la aceleración en cualquier punto en la trayectoria se calcula 
nuevamente de la ecuación paramétrica de la cicloide: 

x = D(a - sena) 

y = 0(1- cosa)' 

derivando dos veces respecto de t 

xw = (Dsena)a' 2 + Daw(l - cosa) 

yw = (Dcosa)a' 2 + Dawsena . 
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De la Ec. (3-39) tenemos a.•= O y como da= a'= /g, se obtiene que la 
dt -Vo 

aceleración es 

a= ,/x•2 + y•2 = "102a.•4 = Da.'2 = g, (3-51) 

para cualquier punto en la cicloide. 
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CAPÍTULO 4 
La solución simplificada y el problema inverso 

En este capítulo se usarán las expresiones obtenidas en el Capítulo 2 para 
obtener la solución simplificada de varios casos. Concretamente, las Ecs. (2-14) y 
(2-27) se usarán para resolver el caso tratado en el Capítulo 2. 

4.1 La braquistócrona en el caso de la Tierra insulsa 

Como -óU = mg(y0-y), la Ec. (2-14) es, en este caso 

(4-1) 

que es el mismo resultado expresado en la Ec. (3-14). ¡El problema está resuelto! 

4.2 La tautócrona en el caso de la Tierra insulsa 

Como U= mgy, entonces U'= mg, asi que, de la Ec. (2-27), 

2T 2 m 2g2 {A -y 
X= f ----- -1 dy = f --dy, 

mrr2 mgy y 
(4-2) 

con A=2gT2/n2 que es el mismo resultado de la Ec. (3-30). ¡El problema está 
resuelto! 

4.3 La braquistócrona el caso de la Tierra ficticia U = Ky2 

Por la ecuación (2-14), usando el valor de A=m/2C2
, obtenemos 

(4-3) 

m 
donde a2 = 

2
C2K, como Yo> y, podemos hacer y= y 0 coso, dy = -y 0 senOdO y 

entonces la Ec. (4-3) queda 

x = f l y~sen28 (-y sene)da = - 1 f ___y_~~~d8, (4-4) IJ02 - y~sen28 ° a .J1- k 2sen28 
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2 

con k 2 = .t0
2
- y con los limites de integración O = O y O = 7t/2, ya que cuando y = Yo. 

·a 

coso = 1 y .cuando y = O, coso = O. Multiplicando y dividiendo por a y sumando y 

restando 1: 

·.· 1-1-k2sen 28 d8 .J 2 2 
x = af ---·--d8 = -af - + af1 - k sen 8d8, -h- k 2sen 28 -./1- k 2sen 28 

(4-5) 

que son dos integrales elípticas de primero y segundo orden cuyas soluciones4 

son [16]: 

y cuya solución gráfica se muestra en la figura 4-1. 

1.2 

1.0 
u= ky2 

0.8 

>. 0.6 

0.4 

0.2 ... 

TESIS CON 
FALLiA D~ ORIGEN 

. . . 
O.O-,-~-.-~..--~~-,-~~~-.--~..--·~·~·-·_,.•~·----..---. 

o.o 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 

X 
Figura 4-1 Braquistócrona para el potencial ky2 

4 En el apéndice 1 se resuelven estas integrales. 
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4.4 La Tautócrona en el caso de la Tierra ficticia: U = ky2 

Como U'= 2Ky, entonces la Ec. (2-27) 

en donde 

i
2T2U~-

x = J -----1 dy =±Jcdy = ±cy, 
mTT 2 LJ 

es una constante y la solución se muestra en la figura 4-2. 

(4-6) 

Una vez que se llega a este resultado, ya no sorprende a nadie, pues se 
trata del potencial de un oscilador armónico, y es bien conocido que el periodo de 
un oscilador no depende de la amplitud de oscilación. 

El resultado (4-6) hace ver que, en general, dado un potencial arbitrario, la 
braquistócrona y la tautócrona son curvas diferentes. De hecho, usando las 
ecuaciones (2-14) y (2-27) resulta sencillo demostrar que, en el caso de una 
región equipotencial la braquistócrona es una linea recta y no existe una 
tautócrona. 

y 

X 

Fig 4-2. La Tautócrona para el potencial U= Ky2. 
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4.5 El problema inverso 

La cicloide 

Para ejemplificar el uso de las Ecs. (2-16) y (2-26) obtendremos el potencial 
que hace que una cicloide sea braquistócrona o tautócrona. Las ecuaciones 
paramétricas de la cicloide son 

2gT2 A 
con A = - --,·- , y D = -

7t- 2 

x = D(a - sena) 

y = 0(1 - cosa) · 

4.5.1 La braquistócrona 

Diferenciando x y expresándola en términos de y: 

dx = 0(1 - cosa)da = yda, 

diferenciando y: 

dy = Dsenadcx. = ~2Dy - y 2da, 

por lo que 

(
ds) = /1 ;( ____ -;2 __ ) = {y2 + 2Dy - y2 

dy ~ 2Dy- y 2 ~- 2Dy-y2 

entonces de la Ec. (2-16) 

~ 
=~w=y· 

[ 20-y J [-yJ U-U0 =A -
20 

--1 =A 20 =-By; 

con B= cte. como era de esperarse. 

4.5.2 La tautócrona 

Integrando la Ec. (4-1 O), se obtiene 
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s = f~ . 20 c:ly = :....J25~2D-y, 
.. 20-y 

que al sustituirse en la Ec: (2-26) resulta 

U= A-By. 

donde Ay B son las mismas constantes que en el caso de anterior. 

La Parábola 

(4-12) 

(4-13) 

Como segundo ejemplo del problema inverso, nos preguntamos ¿qué 
potencial dará lugar a una braquistócrona parabólica? 

4.5.3 La braquistócrona 

Para responder a esta pregunta, partimos de la ecuación de una parábola 
cuyo vértice esté en el origen y cuyo eje sea el eje y; es decir 
y = ax 2

, dy = 2axdx = 2(ay ))~ dx, a es constante, así que 

(~;r =1+(~~r =~:~; 1 • (4-14) 

consecuentemente de (2-16) 

[(
dy)

2 

] - A - B 
U - Uo = A ds - 1 = 4ay + 1 = y + R ' 

en donde B y R son constantes. 

.. 
""· .. 

Braquistócrona 
Potencial 

(4-15) 

··. .. .. .. .. .. .. .. .. .. 
TESIS COW 

FALLA DE ORIGEN 
o •• 
ºo ...... 

o ... 
ºo ..... . , .... 
~ 

x (unidades arbitrarias) 

Figura 4-3. El potencial B/(y+R) y la braquistócrona correspondiente 
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4.5.4 La tautócrona 

Ahora, busquemos el potencial que da lugar a una tautócrona parabólica. 
Como en el caso anterior, partimos de la misma ecuación de la parábola y = ax 2

, 

dy = 2axdx asl que (dy}2 = 4a 2 x 2 (dx) 2 y entonces 

o bien 

. tan a. 
Haciendo x = -- , 

2a 
sec 2a. . 

dx = --- da. , se tiene 
2a 

Jds = -1
- J.J1 + tan2 a. sec2 ada. = -

1
- Jsec3 ada. , 

2a 2a 

cuya solución es 

sena. 1 ( ) s = ----- + - In seca +tan a. , 
2cos2 a. 2 

y como U = as 2
, el resultado es una expresión bastante complicada. 
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CAPÍTULO 5 
El caso del campo gravitacional inhomogéneo 

El planteamiento original de esta tesis era encontrar la braquistócrona en el 
campo gravitacional real de la Tierra. Es decir, en un campo inhomogeneo, 
aunque con simetría esférica, en el que el potencial varía inversamente con la 
distancia al centro de la Tierra. Tratando de resolver este problema surgieron los 
resultados que se plantearon en el Capítulo 2, aunque este caso general ya 
estaba esencialmente resuelto de tal forma que el no incluir tal solución podría 
producir la impresión de que a la tesis le falta trabajo. 

5.1 La braquistócrona 

Por conservación de energía se tiene que: 

Mm mv 2 GMm -G-- = --- - --, 
r0 2 r 

(5-1) 

en donde el lado izquierdo de la igualdad es el potencial gravitacional en la 
posición inicial r0 , el lado derecho de la igualdad representa la suma de la energía 
cinética del cuerpo moviéndose hacia se posición final r y el potencial en la 
posición final; se tiene que G es la constante de gravitación universal, M es la 
masa del planeta ( en este caso la Tierra) y m es la masa del cuerpo que se está 
moviendo. 

TESIS CON 
FALLA DE ORIGEN 

Figura 5-1. Aspecto cualitativo de la braquistócrona 
en el campo homogéneo de la Tierra. 
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Eliminando m de la ecuación (5-1) resulta: 

GM v 2 GM 
(5-2) --=---

ro 2 r 

y despejando v de esta ecuación resulta 

v = 2GM(! - ~-) ; 
r r0 

(5~3) 

sea K = ¡~M , entonces v = K~ro; r . 

El elemento de arco ds está dado por: ds2 = (dr)2 + (rd9)2, asi que 

ds = ~(dr?--:;-(rci8)2 = r 2 + (~~r dO = .Jr2: r' 2 d0, 

de forma que de (2-11 ), tenemos 

f(r, r', O) = (5-4) 

2GM(! - .!.) ' 
r r0 

o bien 

f( ' O) - ~(r2 + r'2 )r r,r, - r;---; , 
K"\/ro - r 

(5-5) 

en donde A = (2GMro)"y, haciendo A= K -• 

f(r, r', 9) = Ar>5. (r2 + r'2 Y~ (r0 - r r~. (5-6) 

Para hacer uso de la ecuación de Euler, primero calculamos 

(5-7) 

y, en seguida 
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(5-8) 

y también . . . . 

: ~ A[~ ,-Y,&.: + r'')Y. (r, •- rrY, ; ,Y,~' + r"JY, (r, - ,)-y, + ~ rY.(r' + r'' )Y. (r, - r )i> J 
(5-9) 

De la Ec. (2-4) 

Igualando (5-8) y (5-9) 

~-r-X(r 2 +r' 2 )~(r0 ;_r)~,-1:-r~(r~+r' 2Y~(r0 .,._rrJ~ +!r~(r2 +r' 2 )X(r0 -r}"% = 
2 .·.: ;: .· ... ".:.·,>.:.,;'. . . .. . ;. . 2: :. ,: 

r"r~(ro - r)-X~ 2 +}~.2fJ~ ~ !}i~~r~~:(fó -rr)~~~ ~ r' 2 r~ + .! r' 2 r)~(ro - ~r%~2 + r' 2 r~ 
·.····.;/:.<·: .. ,: ..... ·:~' :,y···.·· .. · .. ·.·.·.· .. ·•·: 2 

- r' 2rJ~ 1r -1- r~vr ;:_: r)·~xrr2+ r::!)-~, ' · \; /\; o . •: : . ~ . . . ; . o:·. . 

' . . ·, 

multiplicando por 2r~ (r0 - r )%: (r 2 + r' 2 )% y factorizando se obtiene 

desarrollando 

[r0 - r] [~2 + r' 2 Xr2 + r' 2 + 2r2 
- 2r"r - r' 2 }+ 2r' 2r(r + r")] = 

= ~2 + r' 2 }(r' 2r - r(r 2 + r' 2 
}} 

(5-10) 

(5-11) 

[r0 - r] [3r4 
- 2r"r3 + 3r2r' 2 

- 2r' 2r"r + 2r' 2 r 2 + 2r' 2r"r] = -r3 ~2 + r' 2
}, (5-12) 

dividiendo entre r2 

[r0 - r ](2r"r - 3r 2 
- 5r' 2 

]- r(r 2 + r' 2
) = O, (5-13) 

o bien 
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rescribiendo 

finalmente 

Haciendo 

2r"r{r0 -r)-r'
2(5{r0 -r)+r)-r2{3{r0 -r)+r)=O, 

1 
u=-, 

r 

{ 2 . 12) 
r"r - 2r' 2 - r 2 .,; ~C> lf + r . 

· 2{r0 - r) 

du , · .. 1 dr · 2 , 
-=U =---=-U r 
d0 r2 d0 

por lo que 

(5-14) 

(5-15) 

(5-16) 

u' 
r'=-2· 

u 

d d (: u'). · u" 2u' 2 

Por otra parte, r" = -· r' = - - ~ = - 2 + - 3- ; sustituyendo en la 
d9 d9 u u u 

ecuación (5-16) y desarrollando 

_ u" +u _ u 0 u _( u'
2 

+ u
2 

) 
u 3 

- 2u0 . u 4 {u - u 0 ) ' 
(5-17) 

o bien 

(5-18) 

multiplicando por u' y rescribiendo el lado izquierdo 

- ~ (u'2 + u2) = u'2 + u2 du . 
d9 U - U 0 d8 

1 (5-19) 

sea z = u' 2 + u2, entonces 

dz z du -=-----, 
d8 u-u0 d8 

(5-20) 

o bien 

Jdz f du -=lnz=- --- =-ln(u-u0 )+1nA, 
Z U-Uo 

(5-21) 

donde A es una constante de integración; resolviendo (5-21) 
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A f ,2 2) 
Z = -1, ---) = \U.· + U , 

,u-u0 
(5-22) 

por lo que 

(5-23) 

o bien 

f~ U -Uo f 
2 l )du = d8, 

A-u ,u-u0 

(5-24) 

y regresando a la variable r, la integral queda como 

(5-25) 

Esta integral se resolvió con el programa Mathematica. La solución analítica de esta 
integral es una expresión en la cual intervienen funciones elipticas de primer, 
segundo y tercer orden y no es trivial de simplificar por lo que sólo se muestra su 
solución gráfica en la figura 5-2. 

x (unldaddes arbitrarias) 

TESIS CON 
FALLA DE ORIGEN 

Fig. 5-2 La braquistócrona para el campo gravitacional inhomogéneo 
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5.2 La tautócrona 

Por conservación de energía 

_mv
2 

= GmM(! _ _!_), 
2 r r0 

por lo que 

v = 2GM(-~ - _!_) = a(! - _!_)~ , 
r r0 r r0 

con a = .J2GM . El elemento de arco ds es 

ds = ~(dr)2 + (rd0)2 6 (
d0)

2 

ds = 1 + r2 dr dr ; 

ds 
por otro lado, v = dt, asi que de (5-27) y (5-28) tenemos 

entonces 

e integrando, tenemos 

ds 
dt 

(
d0)

2 

1 + r
2 

dr dr = a(! _ _!_)~ 
dt r r0 

(
1 1 )-)~ 

adt = --­
r r0 

(
d0)

2 

1 + r 2 
dr dr, 

T r(1 1 )-)~~-- (d0)
2

. af dt = aT = J - - - 1 + r2 
- dr. 

o ,0 r r0 dr 

(5-26) 

(5-27) 

(5-28) 

(5-29) 

(5-30) 

(5-31) 

Para poder usar el teorema de convolución se hace el cambio de variable 

u = X, de tal forma que du = - dí{2 = -u 2dr y 

dO dO du 2 dO - . = - -·· = -u . ·-·-
d r du dr du' 

(5-32) 
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entonces 

(5-33) 

con 

(5-33') 

Ahora bien, si T es constante (condición tautócrona), el lado derecho de 
esta ecuación es una convolución y podemos escribir que 

L(aT) = Lu-~ LG(u), 

y entonces usando la Ec. (3-25) [14 , tenemos 

aT ~rr -- = -LG(u}, 
s s 

despejando 

aplicando la transformada inversa 

De (5-33') y (5-37), obtenemos 

G(u) = aT u·X _ 
1T 

Sea e = ~J. = !. -J2GM , entonces 
1T 1T 
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(5-34) 

(5-35) 

(5-36) 

(5-37) 

(5-38) 

(5-39) 



asfque 

~ fdO= f~-~~du, 

regresando a la variable r, se obtiene que 

~-
f dO = - f~-~5---dr, 

cuya solución (obtenida con Mathematica) es 

(5-40) 

(5-41) 

(5-42) 

Dado que la solución está en los complejos, en este caso no existe una curva real 
que sea tautócrona. 
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CONCLUSIONES. 

. Además de su interés histórico (Capítulo 1) e intrínseco, los problemas de la 
tautócrona y, sobre todo, el de la braquistócrona se han utilizado para ejemplificar 
diferentes aspectos didácticos en cursos de Física y de Matemáticas. Obtener la 
ecuación de la braquistócrona en el campo gravitacional uniforme suele ser un 
ejercicio común de la aplicación de las ecuaciones de Euler-Lagrange y aparece 
en muchos libros de Mecánica y de métodos matemáticos de la Física. Con 
bastante menos frecuencia tales libros plantean el problema de la obtención de la 
tautócrona para este mismo caso y considero que su tratamiento "clásico" en el 
Capitulo 3 de esta tesis ya representa una contribución didáctica interesante. 

Sin embargo, las contribuciones principales de mi trabajo se encuentran 
plasmadas en el Marco Teórico del Capítulo 2, en donde, además de resaltar la 
forma simplificada de las ecuaciones de Euler, se hace una generalización del 
método de la transformada de Laplace en la solución del problema de la 
tautócrona y se plantea, para ambos casos, lo que llamé el problema inverso; es 
decir, el problema de encontrar la braquistócrona, o la tautócrona, para un 
potencial de interacción arbitrario. 

Como consecuencia de los ejemplos de aplicación de estos métodos, 
desarrollados en el Capítulo 4, resulta claro que, dado un potencial, las curvas 
tautócrona y braquistócrona difieren entre si, con la excepción del caso del campo 
gravitacional uniforme. Más aun, al resolver, en el Capítulo 5 el problema del 
campo gravitacional inhomogéneo de la Tierra, la sospecha de que no siempre 
existe una curva tautócrona queda confirmada. 

Una pregunta que queda sin contestar es ¿la braquistócrona y la tautócrona 
sólo coinciden para el caso del campo gravitacional uniforme y constante, o 
existen algunos otros potenciales para los cuales se de esta coincidencia? Creo 
que intentar contestar esta pregunta sobrepasa las pretensiones de esta tesis, por 
lo que queda como un problema abierto para futuras generaciones. 
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APÉNDICE 1 
Método de solución para evaluar las integrales elfpticas. 

En el Capitulo 4, en el caso de la braquistócrona en la tierra ficticia, U=Ky2
, se 

obtuvo la ecuación (4-5) 

Desarrollando en su serie de Taylor el radical, de la primera de estas integrales, 
con k2<1, se obtiene 

~ 1 ~ 1 3 ~ 
= f d8 + ···· k 2 J sen 2 8d8 + -· - f sen 4 8d8 + ... 

o 2 o 2·4 o 

Evaluando cada integral por separado 

~ ~ 1 [ 1 ]~ 1T 12 = J sen 28d8 = f (1- cos28}:10 = --· 8 - - sen28 = -·, 
o o 2 2 o 4 

'~ 1~ 1~ 
13 = fsen 4 8d8= -· fC1-cos20)2 d8=· fC1-2cos20+cos 2 20)d8= 

o 4 o 4 o 

1 ~(3 1 ) 1·3 (lT) = -- f -· -2cos28 + - cos48 d8 = -- --
4 o 2 2 2·4 2 . 

Por tanto 

-.:!! 1 -k 1·3 k2 ~ d8 [ ( 1 )
2 

( )

2 

] J .J1 - k 2 sen28 - 2 + 2 + 2 · 4 + ... · 
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Análogamente 

o bien· 

~( 2 2 )~ . TT [ ( 1 2 )
2 

1 · 3 {, 2 )2 ] l 1 - k sen O 2 dO = 2 .1 - 2 k - (
2 

. 
4 

)2 \k + · · · · 
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