& 2
W e,
C.‘; e

3
4‘” s

UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA

DE MEXICO
FACULTAD DE CIENCIAS

“LLA MATRIZ DE DISPERSION S PARA

EL MODELO SIMPLECTICO DE

LA MOLECULA NUCLEAR EN
UNA DIMENSION~”

T E S | S
QUE PARA OBTENER EL TITULO DE:
F s 1 ¢ o
P R E S E N T A :
ENRIQUE LOZANO OCHOA

-

£
x
v
T,

FACULTAD DE CIENCIASe

TESIS cop * secrog@scoLsn
FALLE DE ORICEN 2049079



e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, serd exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.



VNIVH{’DAD NaCIoNAL
AVENMA DE
MExico

M. en C. Virginia Abrin Batule
Jefe de la Divisién de Estudios Profesionales de la
Facultad de Ciencias

Presente

Comunicamos a usted que hemos revisado el trabajo de Tesis: "{ 3 Matriz de Dispersién S
para el Modelo Simpléctico de 1a Molécula Nuclear en una Dimensién®

realizado por

LOZANO OCHOA ENRIQUE

con nimero de cuenta 8934383-2 , pasante de la carrera de Fisica.

Dicho trabajo cuenta con nuestro voto aprobatorio.

Director de Tesis
Propietario

Propietario
Propsetario
Suplente

Suplenie

DR.
DR.

bR.
DR.

DR.

Atentamente

PETER OTTO HESS BECHSTEDT &V,&/

ARTURO MENCHACA ROCHA C/

JORGE GUSTAVO HIRSCH G
ROELOF BIJKER BIJKER

EFRAIN CHAVEZ LOMELZ

Consejo Departamental de Fisica

DR. ROBERTO ALEJANDRO RUELAS MAYORGA FA(ULTAD B2 CIENCIAS

PRPASTHIEATO DE FISICA




AhWJmmmmW@W



Agradesco

Al Dr. Hess sus ensefianzas, sus consejos ¥ su paciencia.

A los Doctores Arturo Menchaca, Jorge Hirsch, Roelof Bijker y Efain
Chéavez por las valiosas criticas que hicieron a esta tesis.

Un agradecimiento especial para el buen amigo Alfonso por su ayuda
desinteresada.

A todas las personas que me brindan su amistad en los buenos y malos
momentos.

Finalmente a ese concepto abstracto y encarnado que es el pueblo de
Meéxico por hacer posible la educacion publica y la investigacion cientifica.



La Matriz de dispersién S para el Modelo
Simpléctico de la Molécula Nuclear en una
Dimensién

Enrique Lozano Ochoa

Director de tesis:

Dr. Peter Otto Hess Bechstedt

25 junio 1998



Contenido

Introduccién i
1 Conceptos Basicos de la Teoria de Dispersién 1
1.1 ElCaso Clasico . . . . .« .. . . ... 2
1.2 El Caso Cudntico . . . . . .. .. ... ... ... ..., 7
1.21 Aproximacionde Born . . . .. .. ... L. 11

1.2.2 Teoria de la Dispersién por Ondas Parciales . . . 14

1.2.3 Dispersién en un Campo Coulombiano . . . . . . 17

1.2.4 Aspectos Formales de la Teoria de la Dispersién . 21

2 El Formalismo de la Matriz S 27
2.1 Un Ejemplo Unidimensional . . . ... ... .. ... .. 27
2.2 Consideraciones Generales . . ., . .. ... ... . ... 30

2.21 ElFormalismodelaMatrizR . .. ... ... .. 34

3 Las Moléculas Nucleares v el Modelo Simpléctico en una
Dimension 43
3.1 Modelo Simpléctico del Nicleo en una Dimensién . . . . 44

3.1.1 (Calculo de los Elementos de Matriz del Hamilto-
nano . . ... L e e e 47
3.1.2  Modelo Simpléctico de la Molécula Nuclear . . . . 48

4 Seccién de Dispersién para el Modelo Simpiéctico 55
41 El Modelo Simpléctico en una Dimensidén . . . . . . . . . 55
4.2 La Matriz S para una Base no Ortonormal . . . . . . .. 63
4.3 Cilculo de la Seccidn de Dispersién . . . . . . . .. . .. 66

1



Conclusiones
Apendice
A Funcién Hipergeométrica Confluente

Referencias

CONTENIDO

73
74
75

79



Introduccion

Adn cuando nuestra actual teoria de particulas elementales nos
provee de un marco conceptual para entender las principales propieda-
des de la interaccién nuclear, resulta insatisfactoria pues la mayoria
de los problemas son pricticamente imposibles de resolver de primeros
principios. Por este motivo en la fisica nuclear se han hecho muy diver-
sos modelos, con la intencién, de dar cuenta de la vasta fenomelologia
del ntcleo atémico. Entre los modelos propuestos destacan los modelos
colectivos v los modelos de capas que siguen en apariencia dos esque-
mas distintos para abordar el mismo problema.

En la presente tesis la atencién estard centrada en un modelo de
capas, es decir, la idea fisica esencial consiste en suponer un potencial
promedio generado por los nucleones que constituyen el nicleo; y a su
vez estos nucleones se mueven en el potencial promedio como si fueran
particulas independientes.

El potencial promedio que de manera inmediata se sugiere es el
oscilador arménico que posee una estructura algebraica bien conocida
gracias al trabajo pionero desarrolado por Elliott ref. [1]. Con este
trabajo se abrieron las puertas a los modelos algebraicos que describen
los fendmenos colectivos que se presentan en el nicleo. Dentro de este
tipo de modelos algebraicos encontramos el modelo simpiéctico ref. [2].
Este modelo ha sido utilizado con éxito para describir iones pesados.
Recientemente se hizo una extensién al modelo simpléctico del nicleo
ref. [3] con la intencién que incluya a un metaestado muy interesante
que se presenta en la dispersién de iones pesados y que se Conoce como
moléculas nucleares. El trabajo que se presenta en esta tesis consiste
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en un célculo numérico para obtener la seccidn diferencial de dispersidn
para el modelo simpléctico de la molécula nuclear en una dimensién.
Este modelo unidimensional surge debido a la gran complejidad que
representa un caleulo numérico realista. Es importante mencionar que
las caracteristicas principales del modelo tridimensional se encuentran
ya presentes en el caso unidimensional, por este motivo se espera que los
resultados esenciales puedan ser apreciados en el caso unidimensional.
El esquema que se sigue en esta tesis consiste en dos partes: la primera
es una exposicidn de los elementos tedricos necesarios y la segunda
es la aplicacién de la teoria a nuestro problema en cuestién. En otras
palabras, en el capitulo 1 se hace una revisién de la teoria de dispersion,
y temas que nos seran de utilidad. En el segundo capitulo se presenta el
formalismo de la matriz S (la cual nos permite calcular la seccién eficaz),
el tercero es una presentacién del modelo y finalmente el cuarto capitulo
es la aplicacién del formalismo de la matriz S al modelo simpléctico de
la molécula nuclear en una dimension.



Capitulo 1

Conceptos Basicos de la
Teoria de Dispersion

Este primer capitulo consiste en una revisién somera & las ideas
fundamentales de la teorfa de dispersion refs. [4] ,[5] y [6]. El capftulo
esta dividido en dos secciones; en la primera se presenta la teorfa cldsica
de dispersion y en la segunda seccidn se presenta la teoria cudntica de
la dispersion.

Dispersion

Se llama proceso de dispersion a la desviacién de las particulas res-
pecto de la direccidn inicial del movimiento provocada por la interaccién
con un cierto sistema que se lama dispersor o blanco. La teorfa de
dispersién surge en la mecdnica cldsica como consecuencia de la im-
posibilidad experimental de llevar acabo el programa de la mecdnica
newtoniana, es decir, la imposibilidad experimental de seguir en todo
momento a cada una de las particulas incidentes. En las siguientes
lineas se presentaran los fundamentos de la teoria cldsica de la dis-
persion, posteriormente se introducira la importante teoria cudntica de
la dispersidn.
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1.1 El Caso Clasico

Como es costumbre se hard uso de las leyes de conservacion del
momento y la energia para obtener resultados muy generales que no
dependen del tipo de interaceidn en cuestion.

Una hipdtesis que se considerd vilida es el principio de superposicién,
es decir, la interaccién se puede entender como la dispersién del blanco
con cada uno de los elementos del haz (los elementos del haz no inte-
raccionan entre si, lo cual se consige experimentalmente si tenemos un
haz poco denso).

Se examinard el caso de una dispersidn eldstica, que se define como
aguella dispersion, en la cual el estado interno del haz y del sistema
dispersor no varia. De esta manera, cuando se aplique el principio de
conservacién de la energia no se tomars en cuenta la energfa interna
del haz, ni la energia interna del sistema dispersor.

Teniendo presente lo anterior consideremos dos particulas donde
una, con masa mj, se encuentra en reposo en el sistema del laboratorio
antes de la interaccidn, mientras que la oira con masa m, tiene una
velocidad inicial v. La lagrangiana de este sistema es por tanto:

1 2
L= gm, ¥, +%m2 v —U(rr - mal), (1.1)

la distancia relativa se define como:

r=r1; Ty (1.2
y la coordenada centro de masa se define como:
2oi=1 T
R==t— 1.3
Ez:l m't ( )

que en este caso i =1,2..

St se coloca el origen en el centro de masas (R=0) y se sustituye
{1.2) en (1.3) se tiene:

Mal

—«ﬂh«(m2 gt S (1.4)

ry =
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mir _
=" _ 1.5
t2 (mas +mq) (1.5)

sustituyendo (1.4) y (1.5) en (1.1) se obtiene finalmente:

L= %mi‘2 U@ (1.6)

donde m es la masa reducida m = %fonll—

Si se aplica una transformacién de coordenadas galileanas entre el
sistema de referencia del laboratorio y el sistema de referencia del cen-
tro de masa, y tomando en consideracién las leyes de conservacién del
momento y la energia es ficil demostrar la siguiente relacién entre los
dngulos de dispersién:

sin BCM
cos Bear + M/ my

tan 91, = (17)
donde fcar es el angulo con respecto al centro de masa del sistema y
f;, es el angulo con respecto al laboratorio (ver figuras 1.1 y 1.2}

En la ecuacién (1.7) se observa que si la particula que estaba en re-
poso con respecto al laboratorio es mucho mds pesada que la particula
incidente entonces 8y, >~ 8c-ar.

Es clare que en todos los demds casos 0L # Ocar v se le puede
transferir gran cantidad de emergfa y momento al blanco como es en
la mayoria de los casos, por ejemplo si ms = m, la dispersién hacia
atras en el sistema centro de masa (., = 180°) es equivalente a una
desviacién de # = 90° en el laboratorio.

En las lineas signientes se dara por entendido que nos encontramos
en el sistema del centro de masa.

Con lo anterior el problema de dos particulas se transforma en el
problema de la desviacidn de una particula de masa m en un campo
Ul(r), situado en el centro de inercia de la particula.
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mj D

Figura 1.1; Dispersion eldstica entre dos particulas observada desde el sis-
tema del laboratorio.

Es sabido que en un campo central la trayectoria es simétrica res-

pecto a la recta que une el centro con el punto de la érbita mas préxima
( fig. 1.3).

Es decir, las asintotas de la drbita cortan dicha recta formando
angulos iguales. De la geometria de la figura 1.3 se tiene:

X = |7T—2(Pa| ‘ (18)

Por lo que se sabe del movimiento de una particula en un campo
central el dngulo ¢, se determina por la siguiente expresidn:

o M MyTY?

%:./r _ TT[?m(E”U(T))_ﬁ dr (1.9)
donde r.;, = es la distancia mds préxima al centro v M = la magnitud
del momento angular. Ademds r,., posee la propiedad de ser la raiz

de la expresién que se encuentral dentro del radical.
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Or1cm

Figura 1.2: Dispersion eldstica entre dos particulas observada desde el centro
de masa del sistema.

Definiendo v, como la velocidad de la particula en el infinito y p
como la distancia mds préxima a la cual pasaria la particula del centro
st no existiera el campo de fuerza (ver fig. 1.3), a p se le conoce como
el parametro de impacto.

Con las definiciones anteriores, obtenemos las siguientes expresiones
para las leyes de conservacion de la energia y del momento orbital res-
pectivamente:

1
E=-mvl, ; M=mpu,

2
por lo cual la ecuacidén (1.9} se escribe:
—1/2
®© p 2U(r) »p
= L P oy 1.1
¥o /rm,-n r2 [l MUy, 72 ’ (1.10)

De las ecuaciones (1.8} y (1.10) se puede conocer x en funcién de
p si la relacién es biunivoca p en funcién de x (cuando menos en un
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Figura 1.3: Trayectoria cldsica de una particula en un campo central.

pequefio intervalo de valores de x y p).

Ahora se ve como este modelo clasico se relaciona con el experi-
mento, donde se trabaja con un haz de particulas iguales que son
preparadas con una velocidad v.,. Las particulas tienen distintos pard-
metros de impacto y por consiguiente, se dispersan formando dngulos
x distintos.

Sea dN el nimero de particulas que se dispersan en una unidad
de tiempo formando los dngulos comprendidos entre ¥ v x +dy . Se
ha de notar que dN depende de la densidad del haz incidente, v esto
no caracteriza el proceso de dispersidn blanco-particula incidente. Por
lo cual conviene obtener el cociente de dN con n, donde n se define
como el nimero de particulas que en la unidad de tiempo pasan por
unidad de superficie de la seccidn transversal del haz (se supone que la
seccién transversal del aparato de medicion es pequefia para garantizar
Ia homogeneidad del haz). Este cociente tiene unidades de drea y se
le conoce como seccién eficaz de dispersidén do = dN/n , este cociente
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depende por construccidn del campo dispersor v a su vez es lo que se
mwide en el laboratorio.

Se supondra una relacién biunivoca entre p v ¥, por lo cual, den-
tro del intervaio de dngulos comprendidos entre x v x + dx solamente
se dispersan aquellas particulas cuyo pardmetro de impacto viene de-
terminado por el intervalo entre p(x) ¥ p{(x) + dp(x). El nimero de
estas particulas es igual al producto de n por el area del anillo com-
prendido entre las circunferencias cuyos radios son py p -+ dp, es decir,
dN = 2wpdp x n. Por lo tanto, la seccidn eficaz es:

do = 2mpdp . (1.11}

Si tomamos en cuenta que dp/dy puede ser negativa y do es positiva
escribimos la ec. (1.11) como:

dx . (1.12)

dp
do = 27 p(x) dxi
Se podria pensar que esta férmula es muy particular ya que se refiere
a un elemento de dngulo plano dy, esto se soluciona de inmediato pues
el dngulo sélido comprendido entre los conos con angulos de apertura
X ¥ x + dy es dS2 = 2wsenxdx. Por lo tanto, la ec. (1.12) se escribe
finalmente como:

dp

)
do ax

~osen (x)
Recordando que estas expresiones se refieren al sistema del centro de

masa y gracias a la ec. (1.7} es posible regresar al sistema del labora-
torie.

dQ (1.13)

1.2 El Caso Cuantico

El caso cudntico es esencialmente distinte al caso cldsico, pues no
existe el concepto de pardmetro de choque (suponiendo que la veloci-
dad de! haz esta determinada), por lo cual es necesario cambiar el
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planteamiento del problema y atin cuando en algunas partes matemadti-
camente sea similar, conceptualmente son distintos, como se tendrd
oportunidad de ver.

Generalmente la situacidn experimental de un proceso dispersivo
consiste ¢n un haz de particulas con momento y energia conocida,
donde se puede despreciar las interacciones entre las particulas del haz.
Este haz sc hace incidir sobre un blanco con estructura conocida, como
pueden ser: una placa monomolecular depositada sobre una base ade-
cuada, un gas, un cristal, ete. Otra condicién experimental, aunque
ne fan comun como las anteriores, es tener al blanco inicialmente en
reposo con respecto al sistema del laboratorio.

La dispersién de este flujo de particulas estd caracterizado por la
seccion eficaz elemental o diferencial. Esta magnitud se define como
el cociente del numero de particulas dNg;, dispersadas por unidad de
tiempo en el dngulo sélido dS) a la densidad de flujo J;;,, de las particulas
incidentes, es decir, la seccidn eficaz diferencial se define por la relacién:

_ dNyis (9: ¢)
B Jinc
donde los dngulos § y ¢ determinan la direccidn del movimiento de las
particulas dispersadas. El eje est4 dirigido en el sentido del movimiento
de las particulas dispersadas, es decir, el eje z estd dirigido en el sentido
del movimiento de las particulas incidentes.

Es conveniente representar a dNg; (6, ¢) en la siguiente forma:

do (1.14)

dNyis {8, ¢) = Jus (0, 0) ds (1.15)

donde Jgs (8, #) es la densidad de flujo de particulas dispersadas a
grandes distancias del centro dispersor, ds es un elemento de drea pet-
pendicular al vector de posicién, vector cuyo origen coincide con el
centro dispersor y forma los dngulos & v ¢ respecto de los ejes de coor-
denadas adoptados. La magnitud ds estd ligada con el elemento de
dngulo solido df? por la igualdad:

ds = r*dQ (1.16)
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La seccion eficaz diferencial se define por la férmula:

szs
Jinc
En la teoria cldsica se tiene una férmula matemadticamente similar

a la anterior, la diferencia reside en que Jg. v Jine son las densidades
del flujo de probabilidad.

do =

ds (1.17)

Siendo congruentes con la eleccion del sistema de coordenadas, su-
pongamos que mandamos nuestro haz en la direccidn del eje z y colo-
camos el centro dipersor en el origen de coordenadas, en este caso, es
de esperarse que la ecuacién de Schrodinger en la regidn asintdtica se
escriba como la suma de una onda plana viajando en la direccidon z y
una onda pseudoesférica divergente v centrada en el origen

et.k-r

P =e® + [ (0, 9) (1.18)

Donde se espera que f(8, ) corresponda a la seccién eficaz de dis-
persion. Para demostrar lo anterior se procederd de la siguiente manera.
Escribiendo la ecuacién de Schrodinger de la siguiente forma:

2mU

(V24 k) p = (1.19)

donde k* = #E: m= masa ; E= la energia, ambas cantidades de la
particula que se dispersa.

La solucidn de (1.19) se obtiene con la funcién de Green:

2

E—U (r) v () V' (1.20)

¢=¢0+/G(r,r')E

(V2 + k) 1o = 0
donde )y evidentemente tiene la forma de una onda plana como e*? y

G (r, 1)

no (r"—r t wk|r—r')
Glr,r') = i[“r r)ert Mdvr 1 eH (1.21)

4 [ — r| © drr — 1]
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Por lo cual la ec.(1.20) se escribe como:

m ezkjr—r’i

Tomi? ) e =

1h = U ey (2')dV'. (1.22)

Hasta aqui la solucién es exacta, ahora se escribird la ec. (1.22)
para la regién asintética. La regidn asintética se define como aquellas
r tales que son mucho mayores que el radio R, donde R es la regién de
interaccidn, en otras palabras, R es la regién en la cual la integral de la
ec.(1.22) difiere apreciablemente de cero y da la contribucién principal
al valor de la integral. Sea pues:

R < ir|

Tales condiciones siempre existen para una disminucién suficiente-
mente rapida del potencial /. Ahora se calculara de manera aproxima
la integral que aparece en la cc. (1.22), para ello se define a r tal que
Ir'| < jr|.

Desarrollando en serie |r — r'| a primer orden se obtiene:

1 '
E r-r

|r_rf|: [(I‘—I")Q]‘ _ (r'z__zr'rf)% o7 —

r

La cual al sustituir en la ec. (1.22} y desarrollar se tiene:

me il oy
b= e Hﬁhz-_/e“ U () 4 (r') AV (1.23)
2mhir
donde k£ = kr/r la direccién de k es la direccién de propagacién de una
onda esférica divergente.
Por comparacién directa con (1.18) se obtiene:

F8,0) = — 2:;2 / e (1Y (2} aV (1.24)

Segin la ce. (1.24) la amplitud de dispersién se expresa en términos
de la funcién de onda, la cual es casi siempre desconocida. Por este
motivo se usan extensamente diversos métodos de aproximacién aqui
se abordard tan sdlo la aproximacién de Born y un método exacto
conocide con el nombre de Corrimiento de Fases o de Onda Parciales.
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1.2.1 Aproximacién de Born

La hipdtesis bdsica de este método consiste en considerar a la ener-
gia potencial de interaccién pequena, por lo que es posible consider-
arla como una pequefia perturbacidn con respecto al movimiento de la
particula libre. Esta hipétesis permite decir que el movimiento inicial
de las particulas se ve poco alterado por la presencia de otra particula.
Si la energia potencial es una perturbacién pequeiia, se puede admitir
que el movimiento inicial de la particula cambia relativamente poco, ¥
la ecuacién (1.23) se puede resolver por aproximaciones sucesivas. Por
ejempio, a orden cero no hay energia potencial por lo que:

7700 — et,k;z — ebko.r (125)

donde kg = kn, es el versor del eje z. La aproximacién a primer orden
se obtiene sustituyendo (1.25) en (1.23) con lo cual se obtiene:

kx|
Lkz me ikz—tk-r' i I
= — 1.2
v=e %ﬁzrfe U (') dV (1.26)
En estas aproximaciones la amplitud de dispersién es:
J(8,0) = 5y [ UG () AV (1.27)
wh

Donde se ha introducido el siguiente cambio de variable:

qu—kg
lal=gqg|n—ngl =2 seng— 2?%1;/.‘3“3?7,E
q =g o} = <4 57 52 5

Al vector g se le conoce como vector de colisién.
Suponiendo que el potencial tiene una dependencia funcional I/ (jr|)
por lo cual la ec. (1.27) se puede integrar respecto a los dngulos:

. o° s 27
f)=- U (|x']) r'%dr' etar' o8 sen 0l gy’ dip
z
2rh* % o 0

moR 1y sengr’
:—WOIU(Jr])—H—qT, riedr

¥ cOmo:
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do = | [ (0, ) dS)

se tiene para la seccidn eficaz de dispersidn en primer orden

do = |f (8, ) dQ = | f () O

4m2 ® 1y sengr’ 2 ?
dO' = —E:i“" OIU(lr |) g i d'r dQ (1.28)
La ecnacién anterior es conocida como aproximacién de Born v es
usada con frecuencia en la fisica nuclear (de hecho aqui tendremos la
oportunidad de utilizarla).

Para valores pequefios del angulo de dispersion sengr = gr, por lo
cual la ec.(1.28) se escribe como:

2
o,

o0

2
U (e v
Q

do = i~

cuya interpretacion fisica es que la seccidn eficaz resulta independiente
de la velocidad de la particula.

La ec.(1.28) se obtiene al aplicar la teorfa de perturbaciones a primer
orden. Por lo cual la teoria de perturbaciones indica la aplicabilidad
de la ec. (1.28). Es decir, debe cumplirse

b1} < bl

donde ¥, es la correccidn en primer orden a la funcién de onda

m 61k|r—r’{

2xh? v — 1|

eikz' 61k|r—-r"|
f T U

U)oy {r')dV'| < e

.
Qrh?

Por las caracteristicas del problema se puede garantizar que ) (r) dis-
minuye cuando |r| crece, por lo tanto, basta considerar que se cumpla
en el origen de coordenadas:

<1
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eikl o+

/ U v

Al considerar las condiciones extremas cuando kR« 1, donde R es
radio de interacién efectivo vy cuando 1 < kR se presentan dos casos.
El primero corresponde al caso:

m

= <1 (1.29)

41 (0)] =

2
m.?

que al ser sustituido en (1.29) se tiene ¢l ~ 1, por lo cual:

E L

i

h?

U) om0 L
f av <h2/ Ay G By <1 (130)

Donde Uy es el valor medio de la energia de interaccion en el radio R.
Reescribiendo la ec. (1.30) se tiene:

h?
R*m
En el segundo caso cuando kR 3> 1 que corresponde a:

|Th| <

hZ
Rm
En la regidn de aplicabilidad de la férmula de Born el factor exponencial
de (1.29) oscila muy rapidamente, lo que conduce a una disminucién
del valor de la integral. Esto permite determinar un valor aproximado
de la ec. {1.29) si se procede de la siguiente manera:

E>

zk{z+r

| =

f f —elkr Ce D sendddr' de’

|Usl

92 0] = 552

141 (0)) = 75 Ul

2 O] = 10| T (1= ) o

™
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Se ha omitido la integral de e***', puesto que es una cantidad que oscila

y es pequefia frente a la integral no oscilante. La ultima expresién de
la ec. (1.31) se puede reescribir como:

R
— |Us!.
Tw' ol
De agui que la aproximacién de Born es valida para particulas que
tengan una energia tanto mayor, cuando mayor sea el producto Upl?

determinado por las propiedades del blanco.

1.2.2 Teoria de la Dispersiéon por Ondas Parciales

Este método cuando es aplicable da resultados exactos. Si bien se
obtienen series infinitas que por lo general complican su manejo.

Admitiendo que el movimiento de la particula dispersada esta des-
crita por una funcién de onda esférica divergente y que el potencial tiene
simetria esférica. Entonces el problema consiste en escribir la solucién
general de la ecuacién Schrédinger en la forma de la ecuacién (1.18).
La solucién general de la ec. de Schrodinger en un campo central (
solucién que no depende del dngulo ¢} se puede escribir como:

1 = i ARy (r) Py(cos ) (1.32)

=0
Donde R, son las soluciones a la ec. radial de Schridinger. Cada

término de la serie se le conoce como onda parcial ;-enésima lejos del
centro de fuerza, la forma asintéticas de la ecuacion radial Ry es:

sen(kr + & — Zmi)
‘ kr

R, =B

exp [z (kr + 8 - %ﬂ"l)] — exp [—z’ (kr + 8 — %’H‘E)]
2ikr

R = B,

SiU(r)y=0Vr==>8=0V1=20
Por 1o cual, la ecuacion (1.32) se escribe:
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oo exp {i (k’r + 4 — %wl)] — exp {#é (kr + 68— %’H‘l)]

P = IEZO C, S Py(cos @)

(1.33)

Encontraremos la relacién que debe existir entre los desfasajes &;, los

coeficientes C y f(@) para poder igualar (1.18) y (1.32). La manera mds

facil de hacerlo consiste en desarrollar (1.18) en términos de polinomios
de Legendre y escribiéndolo por partes

oo
eh® = eFreost o N (21 + 1) Py(cos 0)Gi(r) (1.34)
1=0
Determinando ahora las funciones G,(r). Para ello se utilizdn las pro-
piedades de ortonormalidad de polinomios de Legendre es decir multi-
plicando la ec. (1.34) por P;(cos #)send ¢ integrando de —x a 7 con lo
se obtiene:

1 1
o fle”‘”Pg(x)dx = Gy(r) (1.35)

Integrando por partes el primer miembro se tiene:

z'—l

Gi(r} = %e‘mf’g(a:) ile_l +términos del orden de r—

2

y como Py(z) =1y B(=1) = (—1)! se obtene finalmente para:

Gy(r) conr — oo

sen(kr - 2nl)
kr
Por lo cual la ec.(1.34) para grandes distancias es:

G[(’n‘”) -

oa kr — 1 T
ethe = e® s = Nyt (21 + 1) PJ(COSB)%—;T——@
=0

(1.36)

Ahora se escribira con la misma idea a f (0}



16 CAPITULO 1. CONCEPTOS BASICOS DE LA TE...

oo
= 3" DiPy(cos b) {1.37)
I=
Si a la ec.(1.37) se multiplica por la onda esférica saliente y se le
suma (1.36) se obtiene la funcién de onda. Imponiendo la igualdad
entre las dos formas de escribir la funcién de onda se llega a la siguiente

igualdad:

-1 —exp|—i{kr—1
R (o1 4 1) elblozimt)leelirsm] | g et pgos )
o0 — Lt} —exp|- -1
lgo C: exp[ (kr+§1 ﬂ'!)]m:;::p[ (kr+61 w!)]P (COS 9)
Para que la ec. anterior se cumpla para todo valor de r es necesario
que cada uno de los coeficientes de Py(cosf) en cada miembro sean

iguales. Imponiendo esta condicién se obtiene
athr

. i(kr—Ltnt)|—exp|—i(kr—Lnl

21 (2[ + 1) exp[t(hr zﬂl)]gz::p[ z( T 3T )] + D[ .
—C exp[z(kr+§;—-%frl)]~exp[—i(kr+6;—%ﬂ'[)]

-~ ikt

Por la propiedad de ortogonalidad de las funciones exponenciales
st la relacidén anterior se cumpla para todo r

se puede afirmar que:
los coeficienies de las exponenciales con el mismo argumento deben ser

iguales, por lo cual:
C, = i' {21+ 1) exp(—16y)

C exp(id) = i* (21 + 1) + 2ik Dy exp(%iifrl)

Despejando de aqui D, y sustituyéndolo en (1.37) se obtiene la ex-

presién para la amplitud de dispersion:

i P+ 1) [exp(2i6)) — 1] Pi{cos ) {1.38)

t

La seccion diferencial de dispersién sera;
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do = 4% (20 + I)[exp(2id;) — 1] Pi(cos @) ng (1.39)

138

i

i
)

Realizando la integral v considerando las relaciones de ortogonalidad
de los polinomios de Legendre se obtiene de manera inmediata:

ar & 9
o=73 > (21+ 1)sin®§ (1.40)
i=0

De este modo se completa el esquema antes propuesto, el cual consiste
en resolver la ecuacion de Schridinger en un campo de fuerza para una
particula, determinar la forma asintética y por comparacion, encontrar
&), v a partir de éste encontrar la seccién eficaz diferencial y la seccidn
eficaz total de dispersion.

Para que la ec. (1.39) converja es necesario que U (|r]) disminuya
en el infinito més rapidamente que r™™ donde n > 2. Ademads, la serie
que da la ec. (1.40) diverge en 6 = 0, si U a grandes distancias tiene
la forma r*™ donde n < 3. Cuando r — 0, U (|r|) debe crecer mds
lentamente que r™? .

1.2.3 Dispersion en un Campo Coulombiano

Sea r la distancia mutua entre dos particulas de carga eléctrica Z e, Zse,
respectivamente; el potencial electroestatico de interaccién de estas dos
particulas es el potencial coulombiano

21Z262
Ulr) = ——.
T
Sean ry, rs las posiciones respectivas de estas dos particulas cuyas
Mmasas son m, y I, estas particulas tienen asociados los operadores
de momento Py Ps. Si su interaccién es puramente coulombiana, su

evolucién esta gobernada por el Hamiltoniano:

H= b + P, L L%
2m1 2m2 T
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El estudio de este sistema se puede hacer en dos partes: la primera
congiste en el estudio del centro de masas del centro del sistema, que
consiste en la evolucién de una onda plana y la segunda parte es el
estudio del movimiento relativo entre las dos particulas. Con lo cual el
Hamiltoniano: para el movimiento relativo se puede eseribir comos;

H =P_2 4 Zl Z282

21 r
donde P es el momento de la psendo particula de masa u, que no es
otra cosa que la masa reducida del sistema.

De esta forma ¢l problema del movimiento de dos particulas su-
jetas a un campo electrostdtico se transforma al de una sola pseudo
particula en un potencial central Zl—fze—z Los métodos anteriores no son
aplicables directamente en este caso por el lento decrecimiento del po-
tencial coulombianc. Pero ain siendo asi se puede hacer un desarrollo
asintético de las soluciones estacionarias v poder identificar términos
con la onda incidente y una onda dispersada como se muestra a con-
tinuacion.

Después de hacer la reduccidn al centro de masas, la ecuacion de
Schrédinger del problema del choque de dos particulas en interaccién
coulombiana se escribe como:

h? . 7 Zse?

~2 U (r) = EV(r)
Donde [ es la energia en el sistema centro de masa.
Sean:
T 2uE  ph?
- hz - h?
_ 212262
T

Al hacer las sustituciones anteriores se obtiene:

[Vg + k% — 27k
T

—] T (r) =0 (1.41)
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Esta ecuacién posee una solucién regular de la forma e**#f(r-z); al hacer
esta sustitucion en (1.41) y definiendo u = r — 2z se tiene la siguiente
ecuacién diferencial

d* d
[ua—-ﬁ—%(l —iku)% —fykJ Flu)=0 (1.42)

Si se hace el cambio de variable:

v =1tku =1k(r — z)
la ecuacién diferencial (1.42} adquiere la forma de:
d? d
[r/@ +(1- V)E - z’y] f{v)=0.

Esta ecnacién diferencial es hipergeométrica confluente y tiene por
solucion regular en el origen la serie hipergeométrica confluente F {(—ay |1] v)
{(ver apéndice A), de esta forma la ecuacién de onda regular en el origen se
escribe como:

U = AP (—iy|1v)

U = Ae™*F (—iy |11k (r — 2)).

De la teoria de la funcién hipergeométrica confluente, su desarrollo asintético
se expresa como la suma de dos funciones respectivamente:

Wi (=i 1] iku)
Wy (i |1] éhu)
Por lo cual la solucién a la ecuacién de Schridinger en limite asintdtico es:

U = Ae? [W) (~iy [1] iku) + Wa (v [1] iku)].

Definiendo:

Vine = Aeikzwl {(—iy 1] k)

Wgpo = AWy (i |1 ko)
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Con lo cual:
U = Wine + W

Calculando A se obticne:

A=T(1+iv}exp (—%ﬂ”}‘)

De esta forma se puede escribir explicitamente los desarrollos asintéticos de
0y

2
1IJ"':""'CIT—~z|—>oc ~ E'X.p’.': (kZ =+ ’Ylnk (T - Z)) |:1 + "‘“"‘*"I"*‘_*" + ...:I

ik {r — z)
W dis)y—2)mron ™ s (T,Y_ ) E ; expi{kr — vk (r — 2))x
(1 + #y)
[1+ A +]

Como z = rcost, el primer término del desarrollo asintdtico de Uy, se escribe
como:

1 ,
‘I’dishuu-m ~ o exp [¢ ( kr- vIn2kr)] £ (8)

Siendo:

jie)=—- exp[ z'yln(sen 3)4-22 oro]

2ksen2g

oo =arg (1 + iv).

Es necesario aclarar el significado fisico de las ecuaciones anteriores. Clara-
mente ¥ representa la solucién estacionaria a la interaccidn de una particula .
cargada de impulso ik dirigido en el eje de las Z con otra particula. Como
va se ha mencionado en el caso de un potencial que tienda a cero tan
rapidamente como r~2 cuando r— oo, el estado estacionario se puede escribir
como Ja suma de una onda plana incidente ¥y una onda esférica emergente
como en este caso el potencial no cumple con esta condicidon. A conlinuacidn
se explica por qué se puede considerar a W, como la onda incidente y a
W5 como la onda dispersada y con esto calcular la seccion de dispersién.

Notese que ain cuando r — oo que tanto Wy, como Vg no adquieren
la forma de ondas planas y esféricas respectivamente, esto se debe al alcance
infinito del potencial coulombiano.
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Al Considerar primeramente a ¥,,., la cual es ura funcién de densidad
1y cuya densidad de corriente para valores negativos y muy grandes de z es

iguala v = ’fn—k

h - *
= e [ (P 19900

El término logaritmico de ¥,,. introduce correcciones } que cuando r—
co se pueden despreciar. De manera completamente andloga, T4, aparece
como una onda dispersada (excepto a lo largo del eje de las Z positivas
donde deja de tener sentido la separacién de la onda incidente y la onda
dispersada), ya que Jg; calculada como:

h . .
Ja = 5 [ Ws (VWatis) = g (V0]
Jgis estd dirigida radialmente y en el sentido de las r’s crecientes pudiéndose
1

despreciar el factor e*7!"2*" de sobre 1 en el orden inferior .Con la aproxi-

2
macion anterior ¥y, es una onda dispersada con una densidad J%gl‘— v de
densidad de corriente

2
e (8)]
VT
T

Dividiendo la densidad de corriente dispersada en el 4ngulo sélido 24-dQ
por la densidad de corriente incidente se obtiene por definicién la seccidén
eficaz diferencial de difusidn, la cual coincide con la expresién que se obtiene
de la teoria cldsica.

1.2.4 Aspectos Formales de la Teoria de la Dis-
persién
Fn lineas anteriores se ha considerado el caso de la dispersién eldstica
en la representacién de coordenadas, ahora se procederd ha presentar de
manera breve una perspectiva mas general de la teoria de la dispersion.
Sea H el hamiltoniano completo del sistema que en principio puede dar
lugar a cualquier tipo de proceso como pueden ser un proceso eldstico o
inelastico. Supongamos que H se puede descomponer en dos partes

H=H+V

donde los vectores propios y los valores propios de Hy se consideran conoci-
dos:
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Hy |®,) = By |®e)

Comunmente se considera Hy como el hamiltonisne de las particulas
libres; con lo cual en este caso V es el potencial dispersor. A continuacién
supondremos que a toda solucién |®,) en el continuo le corresponde una
solucidén |¥,;) del problema completo, también en el continuo y con la misma
energia E,. Lo cual significa desde un punto de vista fisico que la energia
no cambia cuando también estd presente V, cosa que no siempre se cumple
pero por, simplicidad lo consideraremos de este modo obtenemos:

HW,) =E |¥,).

Con las dos ecuaciones anteriores se tiene

(Eo — Ho) |¥a) = (Ea — Ho) |€a) +V |Wa).
Si se aplica el operador inverso de (E, — H,) que designamos por (E,— H,) ™!
se obtiene:

[@0) = g} + 7 V%)

(Ea - Ha
Esta expresidn estd mal definida puesto que posee una singularidad en
E,. Podemos darle la vuelta a este problema reescribiendo los operadores
(Fq — Hy, + 1¢)”! que en el limite ¢ — 0% se reduce al original y de esta
manera ya se podra escribir formalmente la ecuacidn anterior como:

1

vy = ———
| a) |(I)a)+(Ea—Ho:i: 36)

V%)

Esta expresién es conocida como ecuaciones de Lippmann-Schwinger. Es
importante hacer notar que en el caso de una representacién continua estas
ecuaciones se transforman en ecuaciones integrales de Fredholm. Es decir,
en la representacién continua de £ se tiene:

T ={197) v wal&) = {6 %)
Con lo cual
O = vale) + [ KE (6.6) wie) o€

Donde K es por lo tanto



1.2. EL CASO CUANTICO 23

! 1 ’
+ — -
o) = (Elammra”))
Definiendo al operador G+ como

1
+ _
o = {(Ey — Hy £ 16)

Si se utilizan las identidades:
1 1 1 1 1 1 1

Con las cuales se pueden escribir las ecuaciones de Lippmann-Schwinger de
manera mas comoda y abreviada:

1
1- GV
ya que el desarrollo en serie del denominador de esta ecuacién proporciona
un desarrollo de Born, andlogo al usado previamente.

Es de esperar que el Hamiltoniano H posea tanto estados en el continuo
como estados discretos o ligados ‘ @559 > i los estados entrantes (o los salientes)
mds los ligados forman un conjunto completo, es decir:

D=3 (08 (UE ]+ Y |2y (wpe
a k

ilIlg:) = |¥.)

en donde se puede escoger cualquiera de los dos signos.

Por otra parte, el proceso de dispersién se puede describir como la trans-
formacién de un estado entrante a uno saliente, el cual es realizado por el
operador de dispersién 5. Es decir:

I\I’\sal) = Slqjent)

Se conectars ahora § con el operador de evolucidn, el cual por definicién
nos translada del estado inicial en el tiempo t; al estado del sistema en el
tiempo t:

[ () = St t) [¥ (2.)) -

El estado entrante describe ahora al sistema antes de la interaccioén,
mientras que el saliente corresponde al caso en que la interaccién se ha
realizado integramente; luego se podra escribir:
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lecm!) = '\IJ(_OO)); Illlsal) = M’(oo))
En virtud de las ecuaciones anteriores se tiene:
S = lim S5(t,1)
L3728

De la unitariedad del operador de evolucidn, se sigue que el operador S es
unitario.

Se supone ahora que el estado entrante es un estado dado de un conjunto
completo |n); que ser representado por|We,,) = i) . Estrictamente el estado
saliente se puede expresar en términos de este conjunto como:

|wsa£) =Z Cp l?’l.)
n
La amplitud de un estado | f } cualquiera en|Tgy) es
(f | \IJsat) =af= ( f|S|\I’ent) = ( flsh) = Sﬁ

que muestra gue ¢l elemento fi de la matriz S es la amplitud del estado
en el estado | f ) dispersado a partir del estado entrante | 7 ). Un resultado
importante es: se puede expresar la matriz S en términos de los estados
entrantes y salientes. Por ejemplo, considerando que la suma se extiende
sobre todos los posibles estados, escribimos:

%) =§bj |7 ) (y | 1w =3 S

Spe={F 18 4) = (w7 | %)
Apartir de los resultados anteriores, concretamente de la ecuacién de Lippmann-
Schwinger, se obtiene la siguiente expresién para 57, :

v

wa = Jﬁ — 27r'£Tﬁ6(Ef - Ez)

donde la matriz T" llamada de transicién es:

Tpi = {85V [F)
Con un desarrollo perturbativo de esta expresién se obtiene:

1

mv !@’1) + .

Tre = (g V|@1) + (8] V
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Siguiendo los métodos usuales se calcula la probabilidad de la transmisién
i—f por unidad de tiempo. Definiendo la densidad de estados finales en el
continuo como p(Er} y apartir de la ecuacién anterior que

2
Wy = = T p(Ef) E;i= Ey.

Como antes la seccién diferencial del proceso (eldstico o inelastico) se obtiene
dividiendo la probabilidad por unidad de tiempo entre el flujo incidente.
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Capitulo 2

El Formalismo de la Matriz S

El capitulo anterior termind con una presentacién formal de la matriz 3. Fl
objetivo del presente capitulo es mostrar explicitarente la construceién de
la matriz 5 con el método de la matriz R. Para esto empezaremos con un
ejemplo unidimensional que nos servird como guia metodoldgica para el caso
tridimensional. En el caso tridimensional derivamos una expresién explicita
para la matriz S.

2.1 Un Ejemplo Unidimensional

Este ejemplo unidimensional 1o presento Bloch [8] en 1957 y consiste en la
dispersidn de una particula de energia ¢ que estd sometida a un potencial
central V{r) con un radio de alcance finito r = a que constituye la regién
interna:

0<r<a

para. esta region la funcién de onda satisface la ecuacién de Schrodinger:

(H-—e)U{r)=10 (2.1)
v donde el operador hamiltoniano es:
R 1 4
2Mrdr?
Para. la regidn exterior R < r la funcidn de onda se escribe como una,
combinacién lineal de una funcién de onda entrante () v de una funcién

r+V(r)

27
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de onda saliente Ui+,

T (r) =¥ (1) = 0 ()
) () = %exp (—ikr) (2.2)

@t (r) = %Sexp (ikr) (2.3)

La amplitud de la onda entrante estd determinada por el haz incidente.
La amplitud S de la onda saliente permite el cdlculo de la seccidn eficaz de
dispersidn, y ésta es la que nos interesa calcular. En este punto es importante
recalcar la consistencia entre el operador H y la funcién de onda escrita
en la ecuacidon (2.3) puesto que el operador H no es mds que operador
hamiltoniano de la ecuacidn radial para [=0 y la funcién de onda propuesta
en (2.3} es el termino [=0 en la descomposicién de ondas parciales. El
problema. consiste esencialmente en resclver la ecuacién de Schrodinger para
la regién interna vy debe satisfacer la condicidn limite para 7 = a, y que la
amplitud de la onda entrante es igual a la unidad.El operador H restringido
a la regién interna, que aqui va a jugar un papel central, presenta una grave
dificultad la cual es su no hermiticidad, esto es, si ¥y {r) ¥ W2 {r) son dos
funciones de onda cnalesquiera tenemos:

a 2
f Y24 [0 (HLTy) - (H¥)" By) = — 2 |03
]

R d{r¥y ) B d(rirt)
M

dr dr ¥

(2.4)

Fsta dificultad bien puede evitarse si imponemos las condiciones de fron-
tera adecuadas para nuestras funciones de onda ¥ y tomando sélo aquellas
que, cuando se aplique el operador H, satisfagan las condiciones a la frontera
parar = a. Nosotros podemos, cn efecto, imponer a todas nuestras funciones
de onda que se anulen o que tengan una derivada logaritmica tal que, parar
= a anulen a la ec. (2.4). Este método, si bien es posible, no es natural en el
€aso que nos inleresa puesto que no podemos conocer el valor de la derivada
logaritmica de la funcién sin haber antes resuelto el problema.

Una manera de tener un operador H hermitico para este problema con-
siste en sumar un término de superficie que compense la expresidn anterior:
2

H= H+‘2Ma

d
§(r—a) poel
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con lo cual se verifica de inmediato
[ r2dr [\I»’; (Hv2) - (H¥) T (r)] = 0. (2.5)

Atn con su cardcter singular el operador H tiene elementos de matriz que
estan bien definidos para funciones ¥ cualesquiera, esto es:

@ a1 (Y [REA(rUY) drWy)
/Ord'r( 1H\I’2]~*[07"d’f CYY A - + V¥ . (2.6)

Hasta aqui tenemos un operador Hamiltoniano hermitico con elementos de
matriz bien definidos. Ahora bien, st ¥(r) es una funcién continua y deriva-

ble, entonces H ¥(r) es continua para r < a y presenta una singularidad en

r = a, dada por:
R d(r¥)
7 (= 0) [ Z

b

que en este caso se puede entender como la suma de dos funciones, una
continua en el intervalo [0, a} ¥ otra funcién discontinua para r = a

f{r)+ Ad(r — a).
Con lo cual podemos escribir
(e-H)¥(r)=F(r)
donde el segundo miembro es de la forma

F{r) = f{r)+ As{r — a) (2.7)

La funcién f{r) es continua adin para r = a, este problema equivale a un
sistema de ecuaciones diferenciales con condiciones a la, frontera

(e—H)¥(r)=7(r)

pararT < ay
B [d(r% )] -4
oMa | dr 1,
para r=a.

Hagamos una pequeha modificacién al operador H para obtener una
simplificacién considerable en los cdleulos futuros, definamos:

IO:IEH-;-%
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Donde & estd definido como:

S

h? d
= §{r— — =k 2.8
aigat =) (G ) @9
% es el operador que contiene las condiciones a la frontera, que asi definido
posee la sigulente propiedad:
‘&‘I'(‘H:—i—i-g—é (r—a) (i - 'ik:) Sexp(ikr) =0 (2.9)
2Ma dr
Esta propiedad explica la importancia que tiene el operador < pues se
reduce a la ecuacidn de Schridinger (2.1) parar < a y para r = R da la
ecuacion;

S (r) = S (r) (2.10)
Si el operador £— ﬁ tiene un inverso, tenemos para U:

B() = ——— 50 (1)

2]

e—H

Si utilizamos esta expresién para r = a, € igualamos con la funcién de onda,
también evaluada en r = a, obtenemos inmediatamente la amplitud de la
onda saliente:

\If(+)(a):\1'(')(a)+[ L %‘11(4}

4]

e-H

r=a

Esta expresién junto con la ec.{2.3) permite, en principio, el cilculo de la
matriz 8, con lo cual el problema estd formabmente resuelto.

2.2 Consideraciones Generales
El problema de la dispersion de muchos cuerpos en el marco de la mecinica

cuintica no relativista, consiste en la solucién de la ecuacién de Schrodinger
sujeta 3 las condiciones de frontera asintdticas, esto es:

(H-FE)¥, =0 (2.11)
donde:
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H=T+V (2.12)
N-1 hZ 5 hQ 5
T =~ zgl mvﬂz - WVR (213)

es decir T es el operador asociado a la energia cinética y V es la energia
potencial. En el operador T encontramos M, que es la masa de la i~esima
particula y R; es su vector de posicidn, M es la masa total y R es el vector
de posicidn del centro de masa. El potencial V consistira de una suma
de funciones que dependen del desplazamiento relativo de las particulas y
potenciales de muchos cuerpos, incluidos los potenciales de dos cuerpos.
Todos los términos de V que involucren a las particulas i, j deben decrecer, al
menos tan rapido como (|R;—R;|) “ten la regién del espacio de configuracién
donde la separacidn de las particulas i, j es grande.

Las condiciones de frontera asinidticas estdn formuladas en términos de
los conceptos de particién y canal. Una particidn del sistema es la divisién de
N particulas en n grupos o cimulos. Para este propdsito todas las particiones
son consideradas como distingibles, y las consecuencias de la simetrizacién
del sistema pueden ser introducidas posteriormente en el anélisis. En nuestro
caso, como en la mayoria, sélo consideraremos dos particiones. Asociada con
cada particion a tenemos un conjunto infinito de canales ¢, ¢, ¢, ... , cada
uno correspondiente a un posible estado, producto de los estados internos
de los dos cimulos de particién .

Sean h&l ! y hff] los hamiltonianos de los grados de libertad internos de
los dos cumulos de la particidn «. Los estados de canal y, . son definidos
por los autovectores de he + n? , €8 deciy

(6 + 5P ~ €4 o) xa e = 0 (2:14)

Sea r, el desplazamiento relative de los dos centros de masa de cada uno de
los cimuloes para la particién «.

La region del espacio de configuraciones donde ry, es relativamente grande,
en comparacién con las coordenadas internas de cada cimule y es llamada
regidn asintdtica para la particidn o En esta regidn del espacio de configura-
ciones el estado de dispersidn de la funcién de onda. ) puede ser expresado
en términos de la particién o

Wy = Z X, cu(ki {ra) (para rq grande) (2.15)

(=3
cE e
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donde los coeficientes de expansidn, para el canal de movimiento relativo de
las funciones de onda, necesariamente son las soluciones de:

ﬁ2 Z( 1 )Z( 2} 62
—-z—m—CVfa "it—-;;a—“—* — FBac 1L£k3 {ra) =0 {2.16)
donde:
Foe =F~¢ca. (2.17)
Aquf m, es la masa reducida para la particidn o en el canal ¢, y Zél de .

2 Lo . . .
{ de son las cargas eléctricas. El indicek sirve como un recordatorio de que

el espacio de Hilbert de un sistema de dispersion multicanal, para una energia
dada, es m-veces degenerado: donde m es el mimero de canales abiertos.
Para describir el sistema completamente, es necesario la determinacién de
un conjunto de m funciones de onda ¥y, ... W, .

Las condicicnes asintéticas para la dispersidn de la funcién de onda ¥,
ahora pueden ser establecidas de manera precisa en términos del canal de
movimiento relativo de las funciones de onda. Esto es, se requiere que para
grandes valores de ry, la funcién de onda tenga la forma:

) (1) = Y{ (Bar do) (€57 (ra) S~ €57 (ra) Su|  (218)

donde terminacién Yi“ {0, de) es el armdnico esférico y para los canales
abiertos fg—c) { fﬁc)) dadas por:

1
6§ (ra) = [22]? teap(+ ioe) [Gu (kere) & iF (kcrc)] ral

1 (2.19)
~ [ﬁi] : ;%ezp [:i: {kcr,; ~ 7je m 2kery — %Icﬂ‘}]
Para canales cerrados (Eq ¢ < 0) asumimos:
(+) 1 n
L (rg) ~ —eap | = kore — 1o In2kery (2.20)
8]
aqui hemos escrito:
1
e = (2meiBa | /B (2.21)

e = ZL 2 2 Pm [72k, (2.22)
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* e =arg D ( I, + 1 +in.) {2.23)

y S es la matriz de colisién (6 dispersién). Esto es evidente ya que W
representa el estade dispersivo con un flujo incidente unitario en canal k y
dnicamente el flujo saliente en todos los otros canales, Estos estados serdn
denctados por IIJ,(C+). Hemos supuesto implicitamente que el {ndice ¢ incluye
a los ndmeros cudnticos [, y . Lo anterior nos es util para compactar
nuestra notacion y redefinir los canales para que incluyan los armdnicos
esféricos. Adicionalmente, el armoénico esférico es acoplado con los espines
de los dos chmulos para formar un autoestado de momento angular. De
ahora en adelante entenderemos:

e 1] 2 Jiz He
le)=(Xacx %)y = “xgﬂ:m M XX ] n] (2.24)

Je

Siguiendo la convencién de Block [8] el ket | } denota todas las funciones
excepio I,. De esta forma las ecs. (2.15), {2.16) y (2.18) se escriben:

‘I_’;(;f) = Z [c)wl) (r) (pore r4 grande) (2.25)
cea
L e (e +1)Y , 261288 & (k)
[#Zm e (;—; dz?"ara N r + Ter — Bacjw, {re) =0
(2.26)
wl) (ra) = [662 (0) 8x— €62 (v o) S (2.27)

es la, funcién de onda para el canal radial.
La particidn « de los estados asintdticos | ¢ ) wif) {rc) son estados propios
de la particion del hamiltoniano H,, :

(Ho—E )| )l (r) =0 (2.28)
donde:

2 (1)z(2) 2
Ho = Wk vl 4 22 ZaE

¢ Ta

(2.29)

la interaccidn residual de la particidn o se define como

Vo=H-H, (2.30)
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y desaparece en la regién asintdtica de la particién a.

Las ecuaciones anteriores dejan en claro que ia solucién de la ecuacién
de Schrodinger para muchos cuerpos estd caracterizada por la matriz de
dispersién S, donde las condiciones a la frontera han sido impuestas. El
objetivo de cualquier cilculo de upa reaccidn nuclear estd determinada por
los elementos de matriz S.;. La especificacién completa de las funciones de
onda en el espacio de configuraciones requiere una solucién de las ecnaciones
dindmicas para el sistema en la regidn interna, donde e! corto alcance de la
interaccion es importante.

2.2.1 El Formalismo de la Matriz R

El formalismo de la matriz R propuesto por Lane y Tomas [11] nos sirve
para definir de manera precisa las condiciones de frontera asintéticas, ya
que en las lineas anteriores no queda claro que criterio se debe usar para
especificar cuando la particién radial o puede ser considerada grande com-
parada con las coordenadas internas de cada cimulo. Ademds, los canales
| ¢} perienecen a una particidn y no son independientes del canal.

El método de la matriz R soluciona estos problemas y consiste en intro-
ducir un volumen finito en el espacio de configuraciones: este volumen es
3N-3 dimensional para un sistema de N cuerpos. La hipersuperficie 3N-4
dimensional que encierra este volumen es llamada la superficie de entrada
del canal y el interior se conoce como regién interna o simplemente de in-
teraccidn. Las condiciones de frontera asintéticas constrifien a la funcidn de
onda dispersada a ser especificada en términos de un conjunto completo y or-
togonal de superficies armdénicas definidas en la superficie del espacio interno.

La superficie armdnica del espacio interno estd definida por la superficie
de un poliedro 3N-4 dimensional cuyas caras estan definidas por r, = a,
para cada par de ciimulos de la particién e En cada canal entrante se define
un conjunto completo y ortogonal. El radio r, del canal debe ser lo sufi-
cientemente grande para que se cumplan los requerimientos de los estados
internos | ¢ ) es decir r, = a, sc imponen para que estén bien definidas las
ecs. (2.14 ) y (2.24).

Podemos ver que este esquema de dividir el espacio en dos regiones trae
consigo profundas consecuencias. Por ejemplo, cuando permitimos que todos
los canales radiales sean lo suficientemente grandes podemos originar que to-
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dos los canales entrantes vengan a formar parte de la regidn asintética. En
ese caso la parte no coulombiana del potencial residual es despreciable en
la vecindad del canal entrante «. De esta manera, el concepto de regién
asintética ha sido dotado con la precision que antes le faltaba.

Una consecuencia positiva es que el espectro de los estados internos | ¢ )
es puramente discreto y las funciones de onda internas estin todas normali-
zadas. No hay translape entre las funciones de onda correspondientes a las
diferentes particiones.

Habiendo hecho las especificaciones de las condiciones de frontera asintdti-
cas, €l siguiente paso es derivar las expresiones que determinen la dispersién
de la funcién de onda.

Consideremos la siguiente izualdad:

O1A1T,) = (@lH—Hfiwk) : (2.31)

donde © es una funcidn que es regular en el espacio interno, pero por lo
demas es arbitraria. Las integraciones denctadas por los paréntesis angun-
lares tiene por dominio la regién de interaccion.

Supondremos que este es el caso, salvo mencién explicita. Si conside-
ramos potenciales de interaccién reales, la ecuacién anterior se escribe:

(@A T = (O ‘T - Tfj By (2.32)

Con un simple cambio de escala, el operador de energia cinética T puede
ser transformado en un laplaciano 3N-3 dimensional. De esta manera pode-
mos usar el teorema de Green para transformar la integral de volumen,
en una integral sobre las superficies de los canales entrantes. El resul-
tado se puede escribir de manera concisa usando un conjunio de superficies
armonicas para las superficies de los canales internos.

(oH -1 5,) = (0{8" (b") - S (be)

mk) , (2.33)

donde 5(b.) es nuevamente el operador de condiciones a ia frontera de Bloch:

2
(o) =X (o) gt -a) (e =b) (] (230)

o e 2, a o



36 CAPITULO 2. EL FORMALISMO DE LA MATRIZ 8

con la constante arbiiraria b, que en general es compleja.
Dado que © es arbitraria y ¥y es una solucién de la ecuacién de Schrodinger
la ec. (2.33} puede escribirse como:

(B-m") v, = {91 (5)) - & (be)} T = AT, (2.35)

Operando en ambos lados de esta ecuacién con el operador de Green, que se

define como el inverso izquierdo de (E - HT) o equivalentemente, el inverso
derecho de (& — H), es decixr:

G(E-H*):(E~H)G=1 (2.36)

de lo ¢cnal resulta:

Uy = G {1 () -8 (b) | ¥s = GAY, (2.37)

Este resultado es la funcién de Green del problema y vincnla la funcién
de onda con su dispersidn, ya que contiene el valor de la funcién de onda
para cualquier punto en la regién interna en funcién del valor que tome en
1a superficie ¥ también en funcién del valor del gradiente en la superficie de
la regidn interna.

Una alternativa para la ec. (2.37) fue dada originalmente por Bloch [8] y
analizada con detalle por Lane y Robsen [12] al agregar & (be)¥; en ambos
lados de la ecuacién de Schrédinger:

(H+ S (be) — E] W = T (be) ¥y, (2.38)
Procediendo analogamente en ambos lados de la ecuacién tenemos:
GF(H+ S () - By = (H + 67 (1)) - E) 6" =1 (2.39)
con lo cual:

Wy = G (b)) Uy, (2.40)

Si el pardmetro b, es real, no hay necesidad de distinguir entre inverso
izquierdo e inverso derecho. Tomando en cuenta lo anterior la ecuacién {2.33)
se escribe:

H+ S (he) = H + 57 (8) (2.41)
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la distincién entre G y -G” es el término de superficie en la ec. (2.39).
Esto es, imponer constricciones a GY para que cumpla una condicién en la
frontera del espacio interno andloga a la ec. (2.36) y que implica las dos
siguientes ecuaciones:

(E-H)( -GF)=1 (2.42)

S(b,)Gr =0 (2.43)

Otra manera de entender este par de ecuaciones es imponer que el operador
G cumpla con la ec.(2.43) vy b, sea real; este par de condiciones sobre G
resultaria en la ec.(2.40}). El sistema de ecs.(2.42) y (2.43) que tiene que
satisfacer el operador de la funcién de Green nos muestra por que la funcién
de Green juega el papel central en el formalismo de la matriz R. De esta
manera heraos transladado el problema de resolver 1a ec. de Schrédinger
por un problema de construir un conjunto de constriccionss gue fiene gue
satisfacer el operador de Green.

Supongamos que hemos construido G%; ahora, ;cémo utilizamos €] op-
erador para calcular ¥ ?. No podemos hacer uso directo de la ec. (2.40),
porque de las ecs. (2.24), (2.25) y (2.27) vimos que el desarrollo asintdtico
de ellas estd pardmetrizado en funcidn de la matriz de colision S. Ademas la
ec.(2.40) nos indica la dindmica del sistema una vez construido GZ. La mane-
ra commo procederemos consiste en usar primero la ec. (2.40) y hacer uso del
desarrollo asintético de Wy para caleular S y después substituir nuevamente
en la ec. (2.40) para obtener ¥,

Proyectemos en ambos lados de la ec. (2.40) sobre los canales inter-
nos | ¢} e igunalando la parte correspondiente a la regidn interna de la
ec. (2.40) con la externa dada por la ec. (245) en r, = aq para gque

Uy = kIij),obtenemos el siguiente conjunto de ecuaciones acopladas:

60 () 00k~ €6 (0.2) S =5 T L (00 09) (805 — be) x
cf

x (667 (30) For— €67 (r o) U]
(2.44)
donde la matriz RE tiene como elementos:



38 CAPITULO 2. EL FORMALISMO DE LA MATRIZ 8

B (60005) =t 3 (e el > (G 1 {0109

= —@2—-@«(0 ael GY 1 ¢, ag)

2m,

(2.45)

y las cantidades { ¢ ,as|¢; > son las funciones radiales para ro = a, que
corresponden a una base completa y que son regulares en el origen y en gene-
ral son no ortogonales fuera de la regién interna. La notacién ( ¢ ,a.]¢; >
denota integracién sobre todas las coordenadas, excepto sobre r,.

(ciaal@; >={c|d; >roma, (2.46)

81 nosotros multiplicamos por el factor [ ] g la ec. (2.44), con la intencién
de hacer mds siméirica la expresion de la matnz R nosotros obtenemos una

~L
nueva matriz que denotaremos por R, (8q,ag) y la ec. {2.44) se escribe:

y¥aa) = [£2]7 (e al ¥, >

L L () (2.47)
% Y. Reo (q,ag) X (aB aaca’ﬁ - bc’) Y3 CT)
donde:
NL
B aa; ﬂﬁ Z ')’_;.lc j iVt (248)
h2a 3
e (2.49

es conocida como la amplitud del ancho reducido. Las funciones ¢; son
miembros de una base completa y oriogonal.

En la teoria de Kapur y Peierls, el pardmetro b’g correspondientes a los
canales ablertos son elegidos del siguiente modo:

()
b O ra&az (aq)

§c(y+')a (24) l = U(kraa) +iP{k~a0) (2.50)

donde:
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1
~3
P(ky0q) = (kz00) [Gﬁ; (k=0a) + FY) (kzaQ)J (2.51)
y
8G,_ (k;,an) oF,_ (kz.aa)
Ulhzae) = |Gy, (Fyta) e~ + By, (byta) —5g—| x
X Plkraglks !
(2.52)
son conocidos como factor de penetracidn y factor fase, respectivamente.
Definamos

I, ?(kgaa) = exp(+io,) [GE: (kzaa) - zng (kzaa)} =0 :(k;aa)
(2.53)
suponiendo que ¥, satisface las condiciones asintéticas a la frontera tenemos
para los canales abiertos:

1 1
(052 o - h(an)

P 8%
oag] 1z (<z00)
. G -1 8c -
= [mﬁ} Op ., (k09)8 1 | O e (hras) ="z~
a0 _, (ch, Eﬁ) (254
~ I N,(k;aﬁ)———‘%gu

1
I R2ag 2 . -1
=7 [Q—kfjl (_sz"éf) Oﬁ ~ (k'hé.'aﬁ)ékz '
para los canales cerrados-

18 i
3 2 O] =
(aﬁ 5a7 a; bE ) g (ag) =0 (2.55)

Ae

Con lo cual la ec. (2.47) se escribe:
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(1)

] o cber 00 S) =T T F, |gess|
ke g aclek o cek 7 ! 2.‘:,&,. og

mat ce (256)
x (”2?‘.19,;:) OE]:; , (k}laﬂ)(s'\‘ ",
Y
I (2k, aa)? (2k )z
ac . ¢ Qo k Qe)? 7
= |- 2.67
SCJC [Oak] 6Ck e Oacoak RCk ( 5 )
Definiendo:

Toe i . (thz - ?’.Fl?) -
[OQ;J = exp(io~) m = exp [z (J; - qﬁz)] = exp [33’22]

{2.58)
donde:

o = arctan(G, /F.) (2.59)

es conocido como el desfasamiento de la esfera rigida, va gue éste es el
desfasamiento que produce una esfera infinitamente repulsiva de radio aq.
La ec.(2.47) puede ser escrita para los canales abiertos de la siguiente manera:

2k~ag z ok 2k, ag 7
B 4| —2E 2Rk ap )t
ck“[f 0 ~] X By X [fﬁkoﬁk

Sr. = exp [é(ﬂz + Qk)]

(2.60)
ahora definamos:
p, = el 2.61
=TT {2.61)
alf af
Definamos la amplitud de la anchora parcial:
1
I'% = (2P,)3y (2.62)
1¢ c c

H

entonces:
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1 1
_ . g ~L rE
Sz, = oxp i, + )] (8, +TEGL T, (2.69)
En la teoria de Kapur-Peierls se supone que la base de los estados [¢,) son
autoestados del hamiltoniano total:

M) = e3¢5 (2.64)

v obedece la siguiente condicién de frontera:
G (be}lgy) =0 (2.65)

donde el pardmetro b, estd definido por las ecs. {2.50) y {2.55). En este
caso, los valores propios de la energia son en general complejos. Para esta
representacién ortogonal el operador de Green estd dado por:

(69),, = (& I+ 3 (b)) ~ Bl ) = (es = By (266)

donde ¢, es el complejo conjugado de &, que es parte radial de la funcién
de onda. Por lo cual escribimos la ec.(2.63) como:

S, = exp [73{9; + Qk)] [6'6;': + %1—’?? (g7 — E)‘IP;%’:C} (2.67)

Esta tltima ec. tiene la informacion fisica relevante disponible de manera
inmediata y resulta de mucha utilidad para entender el comportamiento de
los elementos de la matriz de dispersion por ejemplo: cuando (5 — E)} = 0
entonces esperamos un gran aumento en el valor del elemento S’Zk’ es decir,
se observa un crecimiento la seccién eficaz (resonancia}.

En el signiente capitulo presentaremos el modelo al cual se le aplicara el
formalismo de la matriz S presentado anteriormente.
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Capitulo 3

Las Moléculas Nucleares y el
Modelo Simpléctico en una
Dimension

Desde que Bromley [13] en 1960 descubriera una estructura resonante en fa
seccién eficaz para el sistema de 2C +12 ¢ se han encontrado muchas otras
estructuras similares como por ejemplo en 2C+13C, 604160 , 160424 Mg.
A estas estructuras se les ha dado el nombre de moléculas nucleares, y en
general, llamaremos molécula nuclear a un sistera que consiste de dos ¢ més
niicleos enlazados a través de su superficie por un potencial cuasi molecu-
lar. Entre los modelos propuestos para las moléculas nucleares se encuentra,
“El modelo simpléctico de las moléculas nucleares” MSMN, elaborado por
el Dr. Hess y colaboradores [3]. El MSMN es una extensién de “El modelo
simpléctico para el nicleo” MSN [2] que incluye el fendmeno de las moléculas
nucleares.

Este capitulo tiene por objetivo presentar brevemente el MSMN para el
caso de una dimension. Las siguientes lineas estan basadas en los trabajos
de Hess [15] y Benitez [14].

43
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3.1 Modelo Simpléctico del Niicleo en una
Dimension

Repitiendo el esquema tridimensional empezaremos describiendo la inte-
raccién de un nucledn en un nicleo haciendo la aproximacion de campo
promedio. Este campo promedio serd el del oscilador arménico y ain cuando
existen otros potenciales que aproximan mejor el campo promedio (por gjem-
plo el potencial de Wood-Saxon) tomaremos el del oscilador arménico por sus
propiedades matemadticas que nos permiten entre otras cosas, dividir el espa-
cio de Hilbert de las funciones de onda en un cierto numero de subespacios
que ¢l hamiltoniano no puede conectar y ademds permite separar las com-
ponentes del centro de masa de la funcién de onda dec muchas particulas.
Aunado todo esto a la sencillez que representa trabajar con el oscilador
arménico. El Hamiltoniano del oscilador arménico para un sistema de A
particulas en una dimension es:

mw?

5 X5) (3.1)

A-1 ,

Hy -§ (%PS +-
donde las coordenadas X, y su momento conjugado P, son las coordenadas
de Jacobi y la s es el subindice que identifica a las particulas, ademds en la
ec.(3.1) ya se ha extraido el centro de masa y como estamos cn el caso de
una dimensién no existe la interaccién espin érbita y el término 37 12 corres-
pondiente al modelo tridimensional. Por lo general se escribe Hamiltoniano
de la ec.(3.1) en términos de los operadores de creacién y aniquilacién de
fonones de oscilacidn, que estan definidos como:

s = 4/ %}%(Xs - E}‘EE]

(3.2)
£s = v %#(Xs + a'n}_jﬁ)
Estos operadores cumplen con la siguiente regla de conmutacidn:
[, €3] = 613 (3.3)

y la w representa la frecuencia del oscilador, con lo anterior podemaos escribir
el Hamiltoniano como:

A—1
Ho = hw Y (n:&s + %) . (3.4)

s=1
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Los niveles de energias de este Hamiltoniano estin separados por intervalos
constantes de Aw. Lo anterior nos invita a hacer el siguiente cambio de
hotacidn:

Hy = AN .

Los estados del oscilador arménico estan por | N}, donde N denota los
autoestados del cperador N. Su expresién explicita es:

Al N - Ny
| N, No) =Ny 3 (ms€s) 2 | N). (3.5)
s=1

donde hemos usado Ny para denotar el ntimero de cudntos del estado més
bajo y eémo los estados se llenan de manera densa, partiendo del estado
més bajo y tomando en cuenta los efectos del principio de exciusién de
Pauli, colocaremos a lo més dos nucleones en cada nivel, de modo que si
tenemos cuatro nucleones, colocaremos dos en la capa 0 { o estado base ) y
dos en la capa 1 (primer estado excitado) ¥ por lo cual tendremos 4 cuantos
de oscilacidn en el estado mas bajo. Con lo cual tenemos Ny = 4 + %(4 -1),
donde el altimo término representa la energia del punto cero, el factor de
normalizacién de la ec.(3.5) es:

_ { Np-1) !
NN"’”_\/(ND TR —1)idnnl

este factor de normalizacién se calcula en ref.{14].

El paso siguiente comsiste en introducir una interaccidon residual en el
hamiltoniano., En tres dimensiones el ansaiz usado para nucleones defor-
mados es una interaccién cuddrupolo-cuadrupolo. El principal argumento
para esto es el hecho que en los niicleos deformados la interaccidn de largo
alcance es la que domina y esto puede ser modelado por una interaccién
cuddrupolo-cuadrupolo. Por supuesto que para nuestro caso unidimensional
no existe interaccién cuddrupolo-cuadrupolo, pero podemos introducir una
interaccidn equivalente, llamada interaccién monopolar. Es importante tener
culdado ya que esta interaccidn es equivalente a la interaccion monopolar en
tres dimensiones. Escribamos pues el operador monopolar que usaremos:

AT
KQ=p* Y X7 (3.6)

s=1
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donde p = "/Hn.; es la longitud del oscilador y el operador se escoje de modo
gue no tenga unidades. Tomando en consideracién lo anterior, se propone
para la molécula nuclear en una dimensidn el siguiente Hamiltoniano:

H = Hy - 5x(Q-(QY) (37)

donde x es definido positivo y determina la intensidad de la interaccién
cuadrupeolar. El signo menos indica gque la interaccion es atractiva y el
factor % es por conveniencia. Notemos que como yx es definido positivo y
como Q es proporcional al cuadrado de las coordenadas, la correccion de Q?
al oscilador arménico es de cuarto orden. El signo negativo en la interaccion
cuadrupolar produce un oscilador importante para grandes valores de x por
1o cual el potencial residual podria no ser fisico. La razén por qué no seria
fisico es debido a que nosotros comenzamos pidiendo un campo promedio
descrito por un oscilador arménico y la interaccién Q? deberia ser solamente
una correccién y no la parte dominante. Mds atin, Q? representa también
un potencial promedio y para grandes valores de y, esté produce un campo
promedio que difiere bastante del oscilador arménico. En otras palabras,
QZ destruye el campo promedio que ha sido determinado con argumentos
fisicos. Es para solucionar este problema que introducimos otro operador
(QQ)TE que tiene la propiedad de recuperar el campo promedio del oscilador
arménico y ain manteniendo la contribucién de la interaccion cuadrupolar.
Para, lograr esto empecemos escribiendo Q en términos de los operadores n;
y & con la ayuda de la ec.(3.2)

Q =N+%(BT+B) (3.8)

donde se ha definido:

A=l A-1
Bf :g nsns B = 2; €8s - (3.9)

Ahora determinemos la contribucién del promedio de Q?, calculemos primero
la contribucién diagenal de la interaccién ‘cuadrupolar’ con respecto al es-
tado |N, No):

(N, No| Q* IV, Ny)
dim(N)

donde dim es la dimensién de la capa N como para el oscilador unidimen-
sional es uno tenemos por resultado:

(3.10)
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(N, No| Q% IN, Ny)

dim(A) =(Ng+2n)(Ny +n+1)+2n(Ng+n—1) (3.11)

donde n es el nimero total de cuantos de excitacion divididos entre dos.
Definamos el operador 2n = N - Ny donde Ny es un operador que actia
solamente en el estado [N, Np). De esta manera definimos el operador TE
“Yrace equivalent part’ como:

TE
(Q%) " = (No+ 2n)(Np +n + 1) + 20(No +n — 1) (3.12)

Finalmente el Hamiltoniano de nuestro modelo simpléctico para el nicleo
en una dimensién es:

H =hwN-¥{} [(B‘f)2 + (B)"’} +[3B'B + B'N + NB + B! + B| -

— 2n(Ny+n -~ 1)} 1)

3.1.1 Calculo de los Elementos de Matriz del Hamil-
toniano

Los célculos explicitos de los elementos de matriz del Hamiltoniano de MSN
en una dimension que aparece en la ec. {3.13) han sido realizados en ref.[14]
v tienen la siguiente forma:

(N ', No|H|N,No) = ~¥/n{n~ 1) (No 7~ 1) (No + 71 = D) 1 4

“X(N—=1)yn(No+n—1)0y 1y o+ hwiy: y

5§V + 1) (n+2) (No 4 o){No -+ 04+ Doy vy

(3.14)

Con la intencidon de obtener el espectro del Hamiltoniano anterior y aclarar el

comportamiento del sistema se ejemplifica ref.[14] para el caso de un sistema

de diez nucleones (5 primeras capas ocupadas) y considerando 20 estados

excitados, para diferentes valores del pardmetro x. Los resultados son se
muestran en la fig.(3.1).

En esta figura podemos notar primeramente que cuando x = 0 los nive-

les de energia se encuentran equidistantes, como era de esperarse, y en la

medida que aumenta el pardmetro x el cambic en los niveles de energia es
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Pigura 3.1: Espectro de energia para un sistema de 10 nucleones, con-
siderando 20 estados excitados

pequenio, Cuando y adquiere el valor 0.02 los niveles de energia experimen-
tan variaciones muy marcadas.

Para entender este comportamiento es muy til observar la fig. 3.2 en la
cual se presenta el valor de expectacién del nimero de cuantos de excitacién.

Para valores pequefios de x, €l valor de expectacidén es muy préximo a
1 cuande ¥ < 0.02. En este caso podemos decir que pricticamente no hay
mezclas de los estados; pero para x > 0.02 el valor de expectacidn se ve
incrementado de manera significativa, lo cual indica que existe una fuerte
mezcla de estados y de esta forma aumenta el ndmero de estados excitados
gue contribuyen al estado base. EI valor constante que parece adquirir hacia
el final proviene de considerar sélo 20 estados.

3.1.2 Modelo Simpléctico de la Molécula Nuclear

Fl modelo antes propuesto posee una estructura algebraica que fue dis-
cutida en la ELAF [15] ¥ las conclusiones principales que son periinentes
mencionar agui son:

1)Los operadores BY,B y N son cerrados bajo la operacion de con-
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Figura 3.2: Variacién del valor de expectacion del niimero de cuantos de
excitacion, con respecto a x para un sistema de 10 nucleones

mutacién.

2)La estructura algebraica asociada es la del grupo simpléctico Sp(2,R).

3}N es el generador del grupo de rotaciones U(l} (en el caso tridimen-
sional seria SU(3) que ademds de estar formado por rotaciones es el grupo
de simetria del hamiltoniano del oscilader arménico).

Ahora denotemos a O por un operador del algebra simpléctica. Este
operador estaria formado por tres operadores, también pertenecientes al
dlgebra simpléctica. Los dos primeros actuando (cada uno respectivamente),
sobre un cmulo y el tercer operador gue describa el movimiento relative de
los nicleos. La manera explicita de realizar esto puede consultarse en las
refs. [16] y [17] La expresion es:

0 = 0(1) +0(2) +O(r) (3.15)

donde el argumento r se refiere a la coordenada radial. Es conveniente men-
cionar que ambos lados de la ec. (3.15} se pueden relacionar mediante una
transformacion ortogonal.
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Cuando tenemos un s6lo nicleo usamos un par de constantes: fw y x,
ambas son caracteristicas de un nicleo en particular. Pero en el caso de dos
nicleos interactuando, esto ya no puede ser asi, debido a nuestras peticiones
de principio; es decir, que cuando los dos nicleos estén sumamente lejos, en
general tendran cada uno un par de constantes distintas y cuando la distancia
entre los nicleos tienda a cero el modelo tiene que colapsarse en el de un
sélo nicleo, que por supueste no pude tener el mismo par de constantes. Por
lo anterior y apoydndonos en la expresion (3.15) proponemos unos nueves
operadores N y xQ? con la siguiente forma:

BN — hwy (PIN(1) + RBlwe (r)N(2) + fw(rN(r) (3.16)

XQ = x1(MQY(L) +x2 (M QX2) +x2 () Q%Y+ (317)
+2x12 () (Q)Q(2) + QQ) + QR2)Q(r))

Aqui nuevamente la r que aparece en los términos de interaccién es un
pardmetro de distancia relativa, es decir, los pardmetros de interaccién varfan
en funcién de la distancia. La propuests de las ecs. (3.16) v (3.17) la pode-
mos hacer viable, sierpre y cuando los pardmetros de interccién cumplan
con las siguientes condiciones limites:

__ ¢hwreo parer > sep
hwk(r) - { hw parar =10

hwl.? (7‘) = {ﬁwg pzf;ur‘r::)ﬂsep

Xk, para r > sep
X;;:(T)ﬂ{ ;0 parer =0

_ 0  parer > sep
Xla?(r) - { x perar=40

donde el indice k = 1,2 se refiere al niimero de ciimulo, el indice “0” indica el

valor cuando los niicleos estan separados y los pardmetros sin fndice se refiere

al valor de dicho pardmetro cuando el sistema esta unido, ¥ rg corresponde

a la distancia de separacion de los cimulos que tomaremos coimo:

L 1
rsep = To(A7 + A)

Para finalizar esta presentacion discutiremos ahora la manera de cémo s¢ ha
clegido estos parametros. Estos los dividiremos en dos grupos, los pardmetros
que se refieren a cada cimulo por separado v los pardmetros que describen
la interaccién entre los cimulos. Empecemos con los segundos:
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1
hwy o = -2“(5@‘1 + ) g(r)

X12 = é(XI + x2)9(r) {3.18)

donde se han tomado los promedios del valor del parimetro para cada
cimulo, la funcidn g(r), depende del pardmetro de distancia r, tiene que
valer 1 cuando la distancia relativa es cero y tomar el valor cero cuando los
nticleos se han separade. Una propuesta para la funcidn es ref. [17):

g(r)y =1 71/rse (3.19)

s i
nuevamente aqui hemos tomado rgep = ro(A] + A3).
Bs facil extrapolar el operador xNph al caso de la molécula nuclear ref.

[15] y [14] con tan sélo pedir que se cumplan las condiciones limites. Con-
siderando lo arriba expuesto el hamiltoniano de la molécula nuclear toma la
forma:

H= H1)+H2) +H,_, (3.20)

Donde nuevamente los dos términos del lade derecho de ec. (3.20) corres-
ponden a los hamiltonianos de los nicleos separados, el dltimo término repre-
senta el hamiltoniane de interaccién que tiene la forma:

Hin = H(1,2) + H(1,r) + H(2,r) + H(r) + Hyp . (3.21)

Aqui también el d4ltimo término tiene la misma forma que H{k), pero ahora
con el indice r (con By = byb, , etc.). El primer término deseribe la in-
teraccidn del primero y segundo camulo que no envuelven al movimiento
relativo de k-esimo cimulo con el movimiento relativo, el cuarto término
ge refiere exclusivamente al movimiento relativo . El tiltimo término da la
contribucién “T E” que no puede ser asimilado en los dos primeros términos
de ec.(3.18). La forma explicita de los términos son ( k= 1,2):
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H(L,2) = —x12{ 1B (1)B(2)" + L(BI(1)B(2) + BI(2)B(1))

+1BHLN(2) + N(2)B(1) + BI(2)N(1) + N(1)B(2))}

H{k,r) = —x2{1BI(H)B() + 1(BI(k)B(r) + B (r)B(k)) (3.22)

+1(BH{E)N(r) + N(r)B(k) + Bi (r)N(k) + N(k)B(r))}

Hrp = —x12{nNp — n(1)No,y — n{2)No}

Donde n = n(1) +n{2) + (n(r) ~1/2)/2 y Ny se refieren respectivamente
a las suma de las excitaciones de la segunda capa en el sistema unido y el
ntmero cudnkico Ny en el sistema unido. Los elementos de matriz se pueden
calcular exactamente de la misma manera como se hizo previamente en el
caso de un sélo nicleo. La base de estados estédn ahora dados por:

[T) =N ()} N (2)} [N (=) (3.23)

donde los estados del movimiento relativo corresponden al oscilador arménico
en una dimensidn.

En cada ciimulo , la antisimetria estd automaticamente garantizada. Sin
embargo, la antisimetria no se conserva en el sistema completo. Los estados
bases de la ec.(3.23) deben ser totalmente antisimetrizados . No obstante,
como para grandes distancias el translape de las funciones de onda de los
cimulos es pequedio {(como en el case de las moléculas nucleares) ¢l princi-
pio de Pauli no es fuertemente violado. Para grandes translapes, es decir,
especialmente cerca de r=o0, deberfamos imponer la condicién de Winder-
muth ref.(16], que dice el mimero total de cuantos {para el primer nicleo,
el segundo y el oscilador relativo) tiene que ser igual al nimerc de cuantos
de estados ocupados. Por supuesto que en el problema unidimensional esto
es artificial ya que no existe el espin. Podemos tomar en consideracién la
violacién del principio de Pauli proponer una eleccidén apropiada de la depen-
dencia de los pardmetros de el modelo cémo funcidn de la distancia relativa
(14]. Para esto deberemos primero determinar come los pardmetros basicos
del modelo tienen que desarrollarse cémo una funcidn en el pardmetro de la
distanciar, La siguiente discusidn estd basada en la dada en ref. [17], donde
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el pardmetro hw de un nicleo es una funcidén del nimerc de nucleones es

determinado.
En las lineas anteriores se ha presentado a grandes rasgos el MSMN en
una dimensién; para una revisién mas detallada remiéimos al lector a la ref.

14).
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Capitulo 4

Seccion de Dispersion para el
Modelo Simpléctico

Apesar de la importancia fundamental de obtener el espectro de energia lo
que realmente se mide en un experimento de colicidn entre iones pesados
es la seccion eficaz diferencial, he aqui la importancia del cdlculo de la
seccidn eficaz diferencial para cualquier modelo. Por este motivo nos hemos
propuesto calcular la seccién eficaz diferencial para ef Modelo Simpléctico
de Ia Molécula Nuclear en una dimensién

En los capitulos anteriores se reunieron los elementos tedricos indispensa-
bles que nos permitirdn calcular la matriz de dispersion para el modelo
simpléctico de la molécula nuclear en el caso de una dimensién (momento
angular cero). Antes de calcular la matriz de dispersién procederemos a es-
tudiar el modelo propuesto para un conjunto de pardmetros. Esto nos per-
mitird tener una comprensién més clara de modelo. Posteriormente veremos
la forma en que se modifican los elementos de la matriz de dispersion, cuando
la base de eigenfunciones del espacio interno no sea ortonormal. Finalmente
utilizaremos un conjunto de pardmetros y obtendrermos los resultados de la
seccion de dispersién para el canal elastico 0 - 0,

4.1 El Modelo Simpléctico en una Dimensioén

El modelo propuesto en el capitulo tres fue presentado de manera muy
general, nuestro interés ahora consiste en ejemplificar el modelo para de
esta manera conocerlo mejor. El ejemplo que se presenta en esta seccidn es
tomado de la ref. [14] y lo incluimos con la intencién de hacer este trabajo

95
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lo mds autocontenido posible.

Empecemos indicando que las unidades de medicidon que usaremos en los
cdlculos son las que comunmente se utilizan en la fisica nuclear, a saber,
me? = 938 MeV, he = 197 MeV — fm y tomaremos ro = 1.2fm.

El modelo propuesto en el capitulo anterior estd formado por diversos
elementos. Veamos como se comportan estos diferentes elementos para un
juego particular de pardmetros.

Comencemos recordando la condicidén que se introdujo para no violar de
manera flagrante el principio de Pauli, cuya caracteristica era: en el limite
cuando 7 — 0 se aproxima a la condicién de Wildermuth, el efecto de esta
condicidn para el k-ésimo ¢ciimulo es que su mimero de cuantos tiende a erecer
cuando la distancia tiende a cero segin la expresidn:

Ni = ——Ngg (4.1)

para el oscilador de la parte radial, el mimero de cuantos también cambia
con la distancia entre los ctimulos de la siguiente manera:

1
N} = (@) + 3) = 5
donde se ha utilizado:

mig AlAQ
2k Ay + As

£E=

Las figuras (4.1) y (4.2) nos muestran como varfan Ny(r) — Nyo(r) v
Ny (r) con respecto a la distancia relativa de los cimulos.

En la figura (4.1), se puede apreciar ¢émo para ambos cimulos el nimero
de cuantos tiende a aumentar al disminuir la distancia relativa.

En la figura (4.2) se observa que los cuantos del osilador relativo tienen
un minimo entre la distancia relativa igual a cero y la distancia de separacion,
De esta forma podemos implementar Ni(r) y N;(r} a la energia de estado
base y ver que para ciertos valores de la distancia relativa la energia tiende a
aumentar e interpretar esto como una consecuencia del principio de exclusion
de Pauli. En la figura (4.3) se muestra la variacién del pardmetro yis segin
Ia ec. (3.18) para un sistema simétrico.

Se observa que para una distancia r = 7, el valor del pardmetro yg
es Xk = Xk, = 0.015 y cuando decrece la distancia disminuye de un modo
uniforme el valor de xp. Cuando r = 0 el valor del pardmetro y es: y =
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Variacidén del ntmero de cuantos del k-ésimo cumulo, con

respecto a la distancia, para un sistema simétrico de 12 nucleones en cada
cimulo y con X% g = 0.015.
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Figura 4.2: Variacion del nimero de cuantos del oscilador relativo, con res-
pecto a la distancia entre ciiranlos para un sistema con 12 nucleones en cada
cimulo, con xpo = 0.015 .

0.05, que por definicién es el valor de la constante de acoplamiento para
la interaccién cuadrupolar del sistema unido. También se muestra que x, ,
tiende a cero cuando la distancia relativa tiende a ryep tal como era de
esperarse,

Para este mismo sistema simétrico presentamas los pardmetros hwy, fig.(4.4)
y huwyo fig.(4.5), que estan definidos por la ec. (3.18).

Después de ver el comportamiento de los pardmetros del modelo pacemos
ahora al cdlculo de la energia del estado base de la molécula nuclear, para el

sistema compuesto por 12 nucleones en cada ciimulo y un valor del pardametro
x = 0.05.

En la fig. (4.6) se puede ver que la energia del estado base tiene un
minimo cerca del origen cuando el sistema se ha unido completamente,
También se aprecia un minimo cerca de la distancia de separacidn, que es
originado por la atraccidn cuadrupolar. Para distancias menores que este
minimo local, se observa un incremento de la energia debido a que los nu-
cleones empiezan a ocupar niveles mds altos, pues ol principio de exclusion
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Figura 4.3: Variacién de la interaccion cuadrupolar del k-ésimo ciimulo, con
respecto a la distancia relativa (para un sistema de 12 nucleones en cada
cimulo y xk o = .015).
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Figura 4.4: Variacidn del término fiwy, con respecto a la distancia relativa
{para un sistema de 12 nucleones en cada cimulo y xz o = 0.015).
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Figura 4.5: Variacién del pardmetro hwys, con respecto a la distancia relativa
(para un sistema de 12 nucleones en cada cimulo ¥ xi o = 0.015).
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IFigura 4.6: Variacién de la energia del estado base, para un sistema de
dos etimulos con 12 nucleones cada uno y yzo = 0.015, con respecto a la
distancia relativa entre ellos.
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de Pauli les impide occupar los mismos niveles, esta tendencia continta hasta
que la atraccién nuclear domina nuevamente. En este punto se observa clara-
mente que hay al menos un estado (el estado base) en el cual el sistema se
comyporta como una molécula unida por un potencial superficial, es decir,
como una molécula nuclear.

4.2 La Matriz S para una Base no Ortonor-
mal

En los experimentos de dispersidn de iones pesados se observa que para
grandes distancias la interaccién predominante es la coulombiana y para
distancias pequenas la interaccién dominante es la de origen nuclear. Es a
partir de este hecho que en la teoria de Kapur-Peierls se divide al espacio en
una regidn interna y una region externa. Ademds en dicha teoria se supone
que el conjunto de funciones de onda |¢} para el espacio interno forman
una base ortonormal. En nuestro modelo tenemos un Hamiltoniano definido
sobre todo el espacio, de manera tal que las eigenfunciones del Hamilto-
niano son en principio ortogonales entre si y pueden ser escritas como un
conjunto ortonormal extendido sobre todo el espacio. Por lo tanto, para
aplicar ¢l formalismo de 1a matriz S a nuestro modelo tenemos en principio
que ortonormalizar nuestra base de eigenfunciones, restringiéndolas al espa-
cio interno. Para hacer lo anterior procederemos segim Moshinsky-Seligman
ref.[18].

Como nuestras funciones propias no son ortogonales en el espacio interno
esperamos que en general:

[ 8, mar =i 13] #o0 (43)

La integral anterior se extiende tnicamente sobre el espacio interno que
denotaremos con la letra I. Definamos la matriz M, como la matriz que esté
formada por estos productos escalares:

=l ()

Como las funciones son todas ellas una base para el espacio interno (y ademads
linealmente independientes) los valores propios de {4.3) son reales y positivos,
por lo cual la matriz M tiene una inversa. que denotaremos como M™!
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we=]519) )

Ahora definamos el conjunto de los estados duales como:
n¥* ;
6; () =3 ¢5(r) (5 14) (4.6)
jf

Donde nuevamente la I denota una integracién sobre el espacio interno. Es
inmediato demostrar:

[ G5 ()6, ) dr = by, @)
Identifiquemos al estado dual con un paréntesis cnadrado, definiéndolo por:
sl =3 ¢ () (77 15) (4.8)
7
Con esta notacién la ecuacién ( 4.7} se escribe como:

[65 | 37) = 6y5 (4.9)
De esta manera satisfacemos el requerimiento de una base ortonormal.
Nos resta ahora ver como se escriben los elementos de la matriz S en términos
de las funciones propias del Hamiltoniano simpléctico. Para hacer esto basta
con cambiar los vectores duales (¢jr| de todo el espacio, por los vectores
duales del espacio interno [¢,| definidos en la ec.{ 4.9}.
Para obtener la matriz S partamos de la expresion {2.63) que nos da el
elemento Sq

1 1
8-, = exp [i(60 + )| [5% - z'rfzagy,r;,k} (4.10)

donde se entiende una suma sobre los indices repetidos y cuyas partes cons-
tituyentes, segtin lo visto en el capitulo 2, son:

1
7 = (2P )iy, = (2P.)} Mag | * (- 411
PP fyj?_( 2 2me (C b1 Zre=e. (411
2, 11
3 1 1 | R
L2, = (2P,) 2y = (2P,)% [2 21 < ¢y | k)rozaq- (4.12)

Sumando la ec. (2.42) con la ec. (2.43) obtenemos para G
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(H-E+3(0,)Gt=1 (4.13)

Cambiando < ¢, | por [¢,] tenemos:

1
: 2. 7% 4-
TZ = (gpz)%»rw = (zp?)% [er?f] (c Dy Pro=as (4.14)
<

E Jc

2=

: 1
rzrk = (2Pk)27j"k = (2Pk)

J

a1}
[h——] by Fromen (415)

ka

utilizando la ec.(4.8) en la ec.(4.15) se escribe:

ka (j” | J’) < ¢j” l k)"'a:ﬂ& (416)

donde nuevamente se entiende una suma sobre los indices repetidos. La
ec.(4.13) la podemos considerar como la definicién del operador G' y veamos
ahora como cambiar la representacién de la base ortonormal del espacio
interno.

Tomemos el valor esperado de la ec.(4.13) para los estados [¢;| v | ¢, >
e introduzcamos un desarrollo de la unidad:

[y | H~ B+ S (b.) |é57) [6,| G 1) = [by] Lidy) - (4.17)

Por lo tanto, en la representacién matricial el elemento de jj” de la
matriz inversa de G¥ se escribe como:

-1
(GL)jer = [qu' | H-E+5(5,) |¢5j”> . (4.18)
Utilizando la ec.{4.8) podemos escribir la ec.(4.18) como:

(GL);" = (| H =B+ 50 o) (" 15 (4.19)

Donde se ha seguido la convencidén de Einstein. Escribiendo la ec.(4.19)
en notacién matncial y tomando la inversa tenemos:

Gl=MH-E+3)" (4.20)
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Sustituyendo las ecs. (4.20) (4.16) y (4.14) en (4.10 ) Hegamos ha la
expresion para el elemento de matriz Sy,

h2a L L
Qm:] (2P, ) (2P}

Se = exp [z(ana + Qk)]

Aqui nuevamente se ha seguido la convencién de suma de Einstein.

Gre

¢'J Zra=oaq {jH }J] G_‘;%"j’ (j"” |j.') < ¢j“3 | k)'f'cx='~'lu {4‘21)

4.3 Calculo de la Seccion de Dispersion

Una manera de implementar un programa que realice los cdlculos de la ex-
presién (4.21) es sugerida por la misma ec.{¢.21}, y consiste en generar 3
subrutinas que calculen los diferentes componentes del elemento de matriz
SE p Para posteriormente reunirlos en el programa principal donde se lleven
a cabo los cdlculos de la ec. (4.21) (confréntese con las ees.(2.60), (2.63) y
(4.18)).

En otras palabras, una primera subrutina que consiste en el cdlculo de
la amplitud de la anchura parcial, definida por:

1
A 2. 1% /.
3, = 2Py [’Z a‘*] (c

K [
[

¢J >7'a o (4‘22)

donde

1
2

P(kyaq) = (kzaq) [G?Z (kvaa) + Fy, (k;aa)] , (4.23)

aqui @, v I, son las funciones regular ¢ irregular de Coulomb respecti-

vamente, ambas para el canal enirante y evaluadas en Iczaa.
El ultimo factor

¢j P ra=aa

fﬁ:(aa) = (C

es la componente radial de la eigenfuncion de onda evaluadaen v, = a,. Pero
como se dijo en el capitulo tres las eigenfunciones del movimiento relativo
[N(r)} corresponden a un oscilador armdnico con | = 0, por lo cual tenemos:
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_ | 2(N)Y fmw 3 : L [ mwae? g2
fr(aa) = |N(ao)) = [W (‘“ﬁ“) ] Ly ( 3 —) e

1
Donde los L}; son los polinomios asociados de Laguerre de grado N.

Una segunda subrutina que calcule el operador de Green en su repre-
sentacidén matricial, es decir, que realice el producto de las dos matrices
sigulentes:

Sl 13 Gl =Y [ 1 3] (H - B+ S (be)) iy -
.?II jff
Donde H es el Hamimiltoniano de la ec.(3.22), E es la energia del centro
de masa, < (be) es el operador de Bloch definido por la ec.(2.34) y [3"” ] 7] es
el elemento de matriz 57, 7 de la matriz de traslapes, el cual estd definido
por la ec.(4.3).

Finalmente una tercera subrutina, cuyos constituyentes son completa~
mente analogos a la primera subrutina salvo que ahora hay que multiplicar
por el elemento (77| ') definido por la ec.(4.5) y recoradar que se trata del
canal saliente k.

En esta tesis se siguid el esquema anterior y se desarrolld un programa
en Fortran 77 para calcular los diferentes canales (todos ellos con momento
angular cero).

Pero recordemos que nuestro objetivo es calcular la seccidn eficaz difer-
encial, por lo cual tenemos que conocer la relacién entre SZk y do, ésta
relacidn ya fue presentada en el contexto de la teoria de la dispersién por
ondas parciales en el capitulo uno (véase ecs.(1.38) y (1.39))

2
FR ot .
do = 7l 2 (20 + 1) [exp(2id;) — 1] Py(cos 8} d (4.24)

puesto que exp(2id;] es el elemento de matriz S, como puede consultarse
en la referencia [5]. Ademds, en nuestro caso estamos considerando ! = 0
por lo cual la suma anterior consiste de un solo término.
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En la tabla 1 que presentamos a continuacion aparecen los datos usados
en el programa para un sistermna simétrico.

Cidmulol Cidmulo 1

Fiew 8MeV SMeV
nuimero de nucleones 12 12
nuamero de protones 6 6
mormento angular 0 0
energia minima en el centro de masa 0.01 0.01
energia méaxima en el centro de masa 20MeV 20MeV
nimero miximo de cuantos de exitacion 2 2
profundidad del pozo del oscilador relativo 0 0

valor del pardmetro y 0.05 0.05

El programa fue ejecutado en una estacidn de trabajo SPARC 1000 y el
tiempo requerido para el cdlcule numérico fue de 3 horas aproximadamente,
es posible disminuir considerablemente el tiempo de cdlculo, haciendo mejo-
ras en la programacion ain deficiente. El célculo se realizé en presicion sen-
cilla, concretamente en la inversién de la matriz compleja (H — BE 4+ S (b)).

L:a prueba crucial para cerciorarnos que el programa funciona adecuada-
mente, es corroborar la unitariedad de la matriz S, ésta es una prueba bas-
tante dificil por la cantidad y variedad de cdlculos gue se realizan. En la
figura 4.7 se grafica S5 en funcién de la energia y se observa que es aprox-
imadamente uno. Los errores pueden alcanzar hasta una discrepancia del 1
porciento. Podemos entender este error numérico si consideramos por ejem-
plo el caso cuando la energia del centro de masa es 15 MeV en donde $7S
no es unitaria los elementos de la matriz S al sumar sus normas tienden a
sumar uno pero el error numérico es apreciable.

A continuacidn se presenta la seccién diferencial de dispersion para el
canal 0 = 0.

La figura 4.8 corresponde al canal 0 — 0, que est4 definido como el canal
en el cual los dos niicleos entran y salen en su cstado base, podemos ver cn la
seccidn eficaz como las resonancias son mds amplias 2 medida que aumenta,
la energia y pequefias absorciones debido a la estructura interna en 8 MaV
y 12 MeV.

Los otros canales dan poca contribucién y esti contenida en el error
numeérico. La energia del estado para un cuanto estd a 33 MeV y por lo
tanto casi no figura.

En este modelo unidimensional es posible poner a la condicién de frontera
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Figura 4.7: Valor de 578 como funcién de la energia en MeV.

que separa el espacio interno del externo con cierta arbitrariedad. Esta arbi-
trariedad cambia de manera importante los valores de la seccion eficaz adn
cuando las propiedades generales que he procurado presentar se preservan.
En el caso tridimencional ya no es posible separar de manera tan arbitraria
el espacio interno del espacio externo, pues existen valores experimentales
para la barrera de coulomb de ios diferentes ndcleos. Por otro lado, en este
ejemplo unidimencional no fue necesario hacer la simetrizacidén de las expre-
siones debido a que estamos trabajando con ondas S y la simetrizacién esta
ya de manera implicita, en otras palabras, la simetrizacién implica hacer la
siguiente transformacion r - r, 8 = 7 — 8 y ¢ > @ 4+ 7 que corresponde
al intercambié de los nicleos idénticos. En este trabajo estamos usando on-
das S que no dependen ni de # ni de p, por lo cual la simetrizacién estd
garantizada.

Finalmente presentamos las figuras 4.9, 4.10, 4.11 correspondientes a: la
fase del proceso dispersivo total (fig. 4.9) el cual consta de la fase nuclear
(que en el formalismo de la matriz R corresponde al de una esfera rigida (fig.
4.10)) y de la fase coulombiana (fig 4.11), ver ecs. (4.21), {2.58), (2.59).

En las figuras 4.9 y 4.10 se ve un brinco en la fase total y nuclear res-
pectivamente. El brinco corresponde a un cambio mdximo de la fase de
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Figura 4.8: Seccidn eficaz diferencial de dispersidn en barns como funcién
de la energia en MeV para el canal 0 -+ 0.

dispersion, es decir un brinco en 7 radianes, el cual corresponde a una dis-
persidn resonante en donde las condiciones de frontera en r = ¢ no asi que
la funcidn radial tiene un valor méximo. La informacién de Ia fase nuclear
da informacion sobre la estructura del potencial. En nuestro caso la infor-
macién es incompleta. Se requiere informacion provenientes de otras fases
de momento orbital distinto de cero.
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Figura 4.9: Desfasaje del proceso dispersivo como funcién de la energia en
MeV.
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Figura 4.10: Desfasaje corespondiente a la parte nuclear en funcién de la
energia dada en MeV.
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Figura 4.11: Desfasaje correspondiente a la parte coulombiana, como funcién
de la energia en MeV.



Conclusiones

El trabajo llevado a cabo en esta tesis consistié esencialmente en realizar
un programa en Fortran 77 en el cual se calcula la seccién diferencial de dis-
persién para el modelo simpléctico de la molécula nuclear en una dimensién.
Para hacerlo fue necesario un conocimiento c¢laro de los principales tépicos
que engloban al problema.

El primer tépico fue estudiar la teoria de dispersion en ¢l capitulo uno.
Empezando con la motivacién histérica, y su conceptualizacion dentro del
marco de Ia teoria clisica, ya que permite desarrollar una intuicién fisica
del problema. Después se abordd la teoria cudntica no relativista de la dis-
persidn, es decir, se presenté la dispersidn por ondas parciales, pues ésta nos
permite enlazar la matriz S con la seccién diferencial eficaz de dispersién.
También se abordd la aproximacién de Born por la importancia préctica que
reviste en la fisica nuclear. Finalmente se hizo una presentacién formal de
la matriz S.

Fl objetivo del segundo t6pico fue presentar un método para calcular la
Matriz S, este método fue el de la matriz R. Comenzamos la presentacién
con un ejemplo sencillo que ilustré los aspectos esenciales del formalismo,
que gracias a sus caracteristicas se ajusta de manera casi inmediata a nues-
tras necesidades. Después se procedid a realizar una presentacidn bastante
general del formalismo.

Como un tercer tépico {capitulo tres y primera parte del cuarto) fue pre-
sentado el modelo simpléctico del niicleo y de la molécula nuclear, ambos en
el caso unidimensional, y se escribieron las expresiones explicitas que per-
miten el caleulo de los elementos de matriz del hamiltonianc. Estos modelos
se ilustraron en un caso particular y su funcionamiento resulto satisfactorio,
pues se encontraron estados Hgados por potenciales superficiales que repre-
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sentan a la molécula nuclear en una dimensidn.

En el cuarto y tltimo tépico (segunda parte del capitulo cuatro) se
mostré una pequefia modificacién al formalismo de la matriz S de tal manera
que incluyera una base no ortonormal para el espacio interno. Se explicé a
muy grandes rasgos en que consiste el programa en Fortran 77 que cdlcula la
seccidn eficaz. Finalmente se presentaron los resultados del programa en For-
tran 77 para la seccidn diferencial de dispersion del canal 0 — 0 y se mostré
como la seccidn eficaz presenta unas resonancias acordes con lo esperado en
el espectro, como son: las resonancias en los estados, el ensanchamiento de
las anchuras conforme aumenta la energia y la semejanza con la secedén de
coulomb para el canal eldstico si se toma en cuenta las absorciones por la
estructura interna. Se comenté la fuerte dependencia que tiene la seccién
eficaz de las condiciones a la frontera. Tambien se mostraron las fases de
la parte nuclear (que en este caso es el de una esfera infinitamente rigida),
el desfasaje de la parte conlombiana v el desfasaje total como una suma.
La linea a seguir en este trabajo es hacer las modificaciones pertinentes al
programa de manera tal que realice todos los cdleulos en doble presicién de
una manera Gptima y poder garantizar nuestros resultados hasta la quinta
o sexta cifra decimal.

Por lo anterior, podemos concluir que la presente tesis es un primer paso
para un calculo del modelo tridimensional. Es importante mencionar que
por la manera en que se realizé el programa es posible implementar mas
tipos de Hamiltonianos provenientes de otros modelos.



Apéndice A

Funcién Hipergeométrica
Confluente

Una funcién especial que usaremos frecuentemente en esta tesis es la
conocida como la funcién hipergeométrica confluente, la cual es la solucién
mas general a la siguiente ecuacién diferencial:

2
[zad—zi-i—(b—z}di:z—a wlz)=0 (A.1)

donde a y b son constantes complejas, con la limitacidn de que b # —n donde

n es un entero no negativo {la razén de esto serd evidente mas adelante).

Esta ecuacidn tiene un punto singular en cero y otro irregular en z == oo .
Si proponemos una solucién en serie de potencias obtenemos:

o0 1

(a) .=
M(a,b, 2) “ngg O (A.2)
donde (a), = a{a-+1)..(¢+n—1) y o, = 1. Esta es la Hamada funcién de
Kummer, la cual es convergente para todo valor de a,b y 2z ¥ se reduce a un
polinomio si ¢ = —n.
Podemos introducir una nueva solucidn con una discontinuidad en el
origen { es linealmente independiente de la anterior si b # —n ) de la forma:

7 Mia,b, z) ﬁzl_bM(1+a—b,2—b,z)] (A.3)
senmb [I(1+a—bB)I'(b) T{a)['(2 — &) ‘
la cual es una funcién multivaluada cuya rama principal se fija con —7 <

argz < m Cuandob=n+1lconn=0,1,2, .. el miembro de la derecha debe
ser remplazado por su limite, con lo cual la expresidn puede ser reescrita:

Ula,b,z) =

75
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Ulg,n+1,2) = %(M(a,n+l,z)lnz

+ %} (T(a+7) ~ ¥ +7r) = U(L+n+r)]giE frr!) (A.4)
e Z et
donde: T (2)
\I'(Z) = ’—1_"-(5“ (A.5)

cabe aclarar que la ltima suma es cero si n = 0.
Cuando b no es un entero entonces la solucion méas general puede es-
cribirse como una combinacién lineal de M(a, b, z) y 2! *M (1+a—b, z—b, z).
Algunas propiedades que son usadas en la tesis son
1)Desarrollos asintéticos:
Cuando |z| — 0 se encuentra:

M{a,b,0) =1 (A.6)

Ula,b,z) = F—(lf—é-)-l-)zm +0{|z)%®2), Reb>2b£2 (A7)
Ula,b,z) = P(;(;)l)zl-b + 0{|2]), b=2 (A.8)
a,b,z) = ~——-(%-)u [Inz+ ¥(a)] + 0()z1nz|), b=1 {A.9)

limitdndonos a los casos de mayor interés.
Cuando |z] = oo

M(a,b,z) = I,—(I;(:wa—) exp [iema) 2 %gla, e — b+ 1, —2)
+§% exp [2] 2%7g9(1 — a,b -~ a, 2)

en donde
e=1si-F <argz < 37"

(A.10)

— ;3 ;
£=-1si-F <argz <-%
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o
_ (@)n(b)n
glosts) =3 R (A1)
Ademis, si —3F < argz < 3X  entonces
Ula,b,z) = 2 %gla,a — b+ 1, —2). {A.12)

Finalmente es importante mencionar las relaciones que guarda la funcién
hipergeométrica confluente con otras funciones especiales que se utilizardn
en esta tesis.

7!

M{-nk+1,2) = mLZ(z) (A.13)

M{v + %1 2v+1,2iz) = (1 + v) exp(iz) (g)—v Ju(z). (A.14)
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