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INTRODUCCION 

Los procesos de iispersión a altas energías son .le -
gran interés en el estuiio de partículas elementales, se encuen­
tra que la amplitud de dispersión es una función suave de la 
energía, la cual si es su.ficientemente alta hace necesario un 
tratamiento cuántico - relativista; - pero dado el principio de­
incertidumbre, como el momento es muy grande la posición estará­
bien determinada, asto nos sugiere que un tra~amiento clásico 
pueJe dar inforu;ación sobre eJ proceso. 

También se tiene que la amplitud de di1:1persi6n para­
al tas energias est3 dominada por unos cuantos polos de Regge, 
los cuales a su vez tienen relación con el retardo temporal que­
~ª partícula sufre durante la colisión; si solo un polo de Regge 
contribuye y no depende de la energía se tiene entonces algo pa­
recido a una constante de movimiento, por lo cual es interesdute 
analizar y tratar de usar estas relaciones. 

En este trabajo tratruuos de resumir todo el m~terial 
referente para el caso no relativista, tanto clásico como cuánt~ 
co, haciendo hincapie en el concepto de ret:.>r,lo telúporal, tratll!t 
do con esto de tener lo mas clJ.ro posible los conceptos básicos­
inicb.les para aOor:iar el probleIL3 je 1'1 determinJ.ci6n de la fa­
milia de potenciales para los cuales el proiucto de la velocidad 
inicial de la particula por el retardo temporal no dependa 1e la 
energía (tratalliiento cuántico relativista) ya que esta cantidad­
está í11timan.ent;e ral3.cionaia con los polos Je hegi;e que dominan­
la amplitud de dispersión. La soluci6n de este problema requiere 
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Ill'TRODUCCION 

Los procesos de jispersión a altas energías son Je -
gran iuterés en el estudio de particulas elementales, se encuen­
tra que la amplitud de dispersión es una función suave de la 
energía, la cual si es suficientemente alta hace necesario un 
tratamiento cuántico - relativista; - pero dado el principio de­
incertidumbre, ccmo el momento es muy grande la posición estará­
bien determinada, esto nos sugiere que un tra~amiento clásico 
pue~e dar infor~ación sobre eJ. proceso. 

También se tiene que la amplitud de dispersión para­
al tas energías est~ dominada por unos cuantos polos de Regge, 
los cuales a su vez tienen relaci6n con el retardo temporal que­
~ª partícula sufre durante la colisión;· si solo un polo de Regge 
contribuye y no depende de la energía se tiene entonces algo pa­
recido a una constante de movimiento, por lo cual es interesa.i:.~e 

analizar y tratar de usar estas relaciones, 

En este trabajo tratamos de resumir todo el material 
referente para el caso no reldtivista, tanto clásico como cuánti 
co, haciendo hinca.pie en el concepto de ret:..trJo temporal, trat~ 
do con esto de tener lo mas claro posible los conceptos básicos­
iníci·:J.les ¡;ara abor:l.ar el probleILa de la determinJ.ci6n de la fa­
milia de potenciales para los cuales el proiucto de la velociiad 
inicial de la partícula por el retardo temporal no dependa 1e la 
energía (tratamiento cuántico relativista) ya que esta cantidad­
está intiman.ente rel:;.cionada con loti polos Je l\egse que dominan­
la amplitud de dispersión. La solución de este rroblema requiere 
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una labor extensa y muy complicada por ello en nuestro trabajo -
solo trataremos :le determinar cl3.sica y cuinticamente los poten­
cialas para los QUe el producto antes mencionado no depende de -
la energía, para lo ci.:.al hemos divi·iido el trabajo de la siguie!:). 
te manera. 

En el primer capítulo tratamos en forma breve la di~ 
persión en mecánica clásica e intentamos resolver el problema en 
una y tres dimensiones. 

En el segundo capítulo además de la dispersi6n en m~ 
cánica cuántica y el desarrollo en ondas parciales tratamos el -
concepto de retardo temporal, polos de aegge, un desarrollo de -
la amplitud de dispersión adecuado para altas energías y la teo­
ría formal de la dispersi6n en forma breve.· 

Las diferentes secciones del capítulo tercero nos -­
sirven p~ra anotar los resultados básicos de las aproximaciones­
de Born, Eikonal y Blankenbecler, resultados que usaremos en el­
cuarto y último capítulo dondP. tratamos de obtener el potencial­
en ~~cánica cuántica análogo al cl~sico del primer capitulo. 

También incluimos dos apéndices, uno sobre la rela-­
ción entre la matriz. s· y la construcción de inte1·valos de tizmpo 
arbitrarios, y el otro sobre la relación entre· la duración de la 
colisión y el retardo temporal. 



CAPITULO I 

I-1 Dispersi6n en Mecánica Clásica 

Uno de los intereses de la mecánica clásica es encon 

trar la trayectoria de una o varias particulas, las cuales están 

sujetas a fuerzas determinadas. Estamos interesados en encon--­

trar la trayectoria de una partfoula en un campo central, para -

lo cual y debido a su brevedad usaremos el método de Hamilton- -

Jacobi112• 

Consideremos la dispersi6n de una particula de masa­

W\ por un potencial V , central, ea decir, que C.epend., solo de­

ia distancia Ir\ del origan del potencial a la po~ici6n de la 

particula. El Hamiltoniano del sistema es: 

.. u-= '<'l. -r Ve,~,) 
I"\ 1. ........ 

I-1 

Como la fuerza ea central conviene expresar al impe-

tu en coordenadas esf6ricas: 

1 ... 2 

Sea ~ la funci6n caracteristica de Hamilton: 

I-~ 
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Ya que el potencial no depende explícitamente del 

tiempo entonces se cumple que i{ tiene que ser igual a la ener­

gia total. 

Usando el hecho de que, el gradiente de la funci6n -

caracteristica es igual al Ímpetu, asi como de (I-l)(I-2)(1-3),­

podemos escribir a la energía como: 

De la ecuaci6n (I-3) separando variables podemos 11~ 

gar a: 

I-5 

I-6 

I-7 

donde o<., , °''- , oc3 son constantes. 

Eligiendo los ejes de tal manera que ~.:o , es de 

cir, restringiendo el movimiento a un plano, por (I-3) y (I-6) -

obtenemos: 

I-8 

Detiniendo al momento angular como 0(~='3 y con ayuda de (I-7)­

Y (I-8) tenemos: 

( 'lt <j = J \_1.YA~C'-V\\r1)- J1/!-i} Ó.'(" -1- Je I-9 

El momento angular se puede escribir en términos del parámetro -

de impacto b (ver fig. 1). 
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I-10 

'\To . ~. . 

b 

figura 1 

La ecuaci6n de la trayectoria se obtiene derivando (I-9) raspee-

to a 

I-11 

El ángulo 0 de dispersi6n est3. dado en términos de la coorden~ 

da e par: 

I-12 

Los valores de r para loe cuales la expresi6n én-­

tre paréntesis se anula, es decir, cuando: 

I-13 

I-14 

nos determinan los limites de integraci6n 1 esto es, la regi6n de 
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movimiento. La ecuaci6n (I-13) significa que ~=-o , lo cual 

podemos ver de (I-1) y (I-2) y usando el hecho que ~ = t ya 

que entonces: 

Esto no significa que la particula está en reposo ya que 910. 

La regi6!l de movimiento posible está entre los valo-­

res de r para los cuales (I-12) se cumple. Si son iguales solo 

nos dan el limite inferior \FI,..,,. por lo cual \i"\>\f\...,... que ea el 

caso típico de dispersi6n en una regi6n infinita; mientras que si 

son diferentes tendremos el movimiento limitado por esos valorea, 

\~i,,f..\f\f.\f...,.x\ , el movimiento está acotado en el interior de una­

corona circular de radios \~,.., .. \ y \~-1:\ • 

En el tiempo en que \?°\ v~i:-ia de \f,.;~\ a \I"',...,.\ el 

vector de posici6n gira un ángulo s e dado por: 

b9:: 1.( "'<l."" J r-1..d,f" . 

J 'Í,'l"r\'l(e'.-V(lfl)-Jl"(-1 I-15 

r "'"' 

La eurva es cerrada si Ss ::. l.'t\ !!! siendo "Y'I\ , n enteros. 
n 

De la ecuaci6n (I-11) podemos calcular ~ como funci6n de r 

-;¿~ = é .. v~ 
'd"i>e Yo\{~ 

~,. _) 
'l>\fl- ..... ~ ... 

I-16 
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I-17 

Se ha encontrado 9 (y por consiguiente 8 ) y t como fun- -

ci6n de r • 

Es importante notar que el radicando en las ecuacio­

nes (I-11), (I-17) cambia de signo en los puntos en que r toma 

loa valores limite, si el ángulo e lo midiéramos a partir de -

f ... 1~ los árcos de trayectoria a uno y otro lado de éste punto­

solo difieren en el signo lo cual nos indica que la trayectoria­

es simétrica respecto del punto 

SECCION TRANSVERSAL DE DISPERSION 

Por lo general en loa problemas de dispe~si6n se tr~ 

tQ con varias paxtículas con igual masa y velocidad que inciden­

sobre el potencial ~on c.i.f''erentes parrunet:!."os de i!úl'acto debido a 

l~ ~ual son ~ispe~sadas a án~~loa diferentes (fig. 2) 

d.\, 

figura 2 
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Se define secci6n diferencial transversal de disper­

si6n d.a- como el cociente entre el número de particulas disper­

sadas por unidad de tiempo dentro del ángulo s61ido d O , y el 

número de particulas incidente por unidad de tiempo 

d.cr- = d.N 
N 

I-18 

Este cociente tiene dimensiones de área siendo de 

gran importancia dado que es determinado completamente por la -

forma del potencial dispersor, y nos aporta información sobre el 

campo. 

y como 

El número de partículas dispersadas está dado por: 

ó. N :: 1 '\\ 'o el 'o \\\ 
d. cr = '2 'I\ 'o ó.. lo 

cl<r = 1 \\ 'Q cl'o c}..8 
0..0 

d () -: 1\\ .JM\.8 cl0 

O.a-: ~\ j.\) \ c\..Cl 
M.M8 6-8 \ 

I-19 

I-20 

Debe notarse que si el potencial es de alcance infi­

nito las partículas serán dispersadas para todo parámetro de im­

pacto, lo cual implica una sección transversal infinita, también 

para dispersión hacia adelante ( e= o 1 b::.. o ) la secci6n tran~ 

versal es infinita. 
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La existencia de una energía centr1fuga cuando J es 

diferente de cero, la cual tiende a infinito cuando r tiende a 

cero, prohibe que la particula colapse (caiga en el centro) aún­

para potenciales negativos, a menos que estos decrezcan más ráp! 

da.mente que '/r... ya que el colapso ocurre cuando: 

= I-21 1 

= 

por lo tanto 

I-22 

Si la fuerza es repulsiva, esto es, decrece mon6ton~ 

mente a cero (para r > '""ft V c~i L V e r ... ,~) ) G varia entre cero y 

í\ , cero cuando no es dispersada y '\\ cuando es rebotada por 

completo. Esto t8.14bién lo podemos obtener a partir de la ecua-­

ci6n (II) como sigue: 

G = 'n- 1 e 

, 't\-t \ c'bm.\l-~l\<1\)-r~-· r•/, d.c 

como: 



- •• , • _ •• .: ;..¡ ,_;,: 

8 

Si: 

): ':. ... ¡...., ~ :. V (t_ 

8 t \ 

Ó..íi 
:: "11- y1 r..(t1-~\1..1.- \ l. I-2, 

) ~ ~[ c\.,y_ 
-:.. "M li 

r. \~- nx ... -1)'1• 1- (x-i._, )'f't 

por lo que: 

I-24 

Si el potencial no decrece mon6tonamente la integral 

puede crecer tanto como se quiera, esto significa que G) puede­

ser tan grande como se desee lo cual nos dice que la partícula -

daría varias vueltas alrededor del centro ya sea como un estado­

ligado al colapsar'' e.b. 
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I-2 El problema en una dimensi6n 

Si consideramos un potencial atractivo, esféricamen­

'te simétrico, de alcance finito sobre el cual incide una partíc~ 

la con energía e (suponemos que el potencial es no singv.lar en 

el origen) y queremos determinar de qué forma debe ser éste po~~ 

tencial para que la distancia característica 0:, no dependa de­

la energía, siendo !::::. 

I-25 

donde "t"-::. \: - \.::. 1 to es el tiempo que la partícula tarda en ir­

de un punto "a" a un punto "b" en ausencia del potencial y .\;:, en 

presencia del potencial (figura 3) y '\f0 es la velocidad de la­

partfoula incidente. 

''o..\t 

figura ; 

De la ecuaci6n (I-17) tenemos para el tiempo t , en 

una dimensión: 

I-26 

ya que r"' r. y J :=. O 

Como el potencial es atractivo, y depende en general 

de la energía V-::. - ~ v~ .. t) ' y decido a que t.:: '11. WIV} ' i.ro:: ~ l c¡...,1; 
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substituyendo tenemos: 

I-2? 

Por otro lado, 

to = d.1~.\.º"'~'o.. O. e ··o.· .~ ·~. = c:\..,.1,, I-28 
v. 1.f, 

l::i. \\ ~ -~·-1 = '\Jo -
( IJ.l. l I+ ~\'X, t. )/e,)\'/1 v;, 

1, 

6. 1 
4 

- d. ... 'c¡ 
( 1 -T ~ (-X, t \ J é )' 11 

I-29 

o. 

De aqui vemos que si ~('t,\;) es de la fOrll\8. C C)Ot) -

donde ql-X.) es una funci6n arbitraria de -x. , t:; no depende de 

la energía. Debe notarse que l::i. es una constante debido a que­

ttau y "b" son dos puntos fijos ya es:-pecificados y la iutegral es 

definida con limites determinados también por "a" y "b". Si el­

dato experimental es Ó(t:) esto es 6.. pe.ra cu.alq,uier par de -

puntos entonces: 

/'::, "' > \ 

4 
- o{ l~) 

~\-'5\'/.} I-30 

rJ...Acx) '::; Ó..<Al7') I-31 
u ~ \ - <j \X) J.11-

'· 
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I-32 

Esto se sigue cumpliendo si el potencial es en gene­

ral de la forma ~ \-Y..t) y se tiene como dato experimental Al'Y.g~ 

I-33 

en donde 

I-34 

Hemos encontrado que la condici6n [)..: c..\e no res tri!: 

ge lo suficiente para poder d&terminar el potencial y solo obte-

~emes que es de la forma: 

1-35 

donde ~~~} es completamente arbitraria con tal de que sea simé 

trica y de alcance finito, 

Si el dato experimental es Ó\.X) o 8 \:"t. E) 

todo sigue siendo útil. 

el mé 
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I-~ Caso tridimensional 

Ahora consideremos el caso en que la partícula inci­

de con un cierto parámetro de impacto, al igual que antes desea­

mos encontrar el potencial para el cual la distancia propia ~ -

es independiente da l~-entfrgia. 

Para este caso C::,. está definida como: 

Donde E> es el ángulo de disperai6n, to el tiempo­

que tarda la particula en ir del punto "a" al punto "b" en ause~ 

cia del potencial siguiendo la tr&yectoria (1) (ver figura 4) y­

l en presencia del potencial (trayectoria punteada). 

El retardo 'C tiene dos contribuciones: una debid~­

al potencial y otra geométrica debida exclusivamente a que las -

distancias recorridas con y sin potencial son diferentes en lon-

gitud. 

¡.. 

'"º e ...... 

1'h b -, __ 

... l. ...................... l~\ •...• ~.: 
' ..... 

..... 
" " 

figura 4 
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De la ecuaci6n (I-20) tenemos: 

~ 

l l'Y\Ó..'\ -\.:: l . 
. '{'J..'(Y"\ té- Vl-]2-r-l.. 

I-37 

r'l'>\itl 

donde R es el radio vector del origen del potencial al punto 

"a" (6 al punto "b 11 los suponemos equidistantes del origen) como­

la trayectoria es simétrico respecto a f...:,.. entonces t es dos 

veces t definida en (1) vemos dos veces el tiempo que tarda en -

ir la particula de "a" al punto A. sin estar presente el potencial 

como: 

entonces 

\. = I-38 

represen~a la distancia "a" A 

substituyendo: 

en la ecuaci6n anterior obtenemos: 

I-40 



14 

según (I-3) í ... -." depende tanto de b como de i , entonces -

las condiciones que sobre el potencial deben imponerse para que­

l:::. sea independiente de la energia no se ven directamente como 

en el caso unidimensional. 

En mecánica cuántica lo que se determina es la ampl~ 

·tud de dispersión, la cual está relacionada con la sección trans 

versal de dispersi6n+ que a ~u vez se relaciona con el parámetro 

de impacto por: 

I-41 

lo cual sugiere que lo interesante para posteriormente comparar­

con el caso cuántico es, conoci~ndo Dle) determi~~~ 6. inda-­

pendiente de la energía. 

Supongamos que b,. es independiente de la ene~gía, -

pero que depende eu general de 'o entunces encontraremos el po­

tencial. 

De la er:uaci6n (I-40) tenemos: 

~~ /j. \'o) d~.11. = ch· - ~ \- V /t._ 'a-frL lc.os8/'l. 
'(" w.\fo 

Si efectuamos la& transformaciones: 

G = \-· V /e 

+En mecánica clásica. 

I-42 

I-43 
a,b,c 
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Ó..'r::. -
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'r1G.'1. 

\"' d.<:.t -\- 1.h 
c:l~ 

por lo cual es conveniente definir 

y también: 

11 (J.) :: - '(" ~ G.~lt 
y- d,,G ~ 2.G. 

dr 

o{\.~) ::. d.~.~ - /),.\'-,,) 
2. C...05 0/?. 

substituyendo en (6) obtenemos 

-C( ll\ )-0 -{iJ \ 'J \1) \ ~-1' r"'· el 1-

I-44 

I-45 

I-46 

I-47 

para en~ontrar los límites debem0s recordar quo en y-...., 1.., .¡...:o -

por lo cual 

y de la conservaci6n del momento angular 

entonces 

que podemos escribir como: 

1J/º 
------=/Ío I-48 -
f" ... ~ ~ (r-Y) 

VV.. 
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como hemos supuesto que el potencial es de alcance finito, si 

d.~A es mayor que ese alcance entonces podemos considerar que, 

para el potencial, está en infinito esto es r::: 'R,::. oo , con lo -

cual 'X'.:. o , substituyendo: 

cl..\.'1J ---~ \º Cjl~) l ~- "l'r''«h 
~ 

6 

I-49 

Tenemos entonces que i( 11> es la transformada de 

Euler de gtl'..) , invirtiendo4 obtenemos: 

I-50 

integrando pur partes: 

valuando en X el primer término vemos que se anula; aparente-­

mente en cero el primer término se hace infinito debido a ~(~) -

(ver I·u4-9) pero para \.j= 0 b=oo con lo cual la integral (1~49)­

se hace cero, quedando d.r,11 "'6. lo que implica O(\~)= O , si 

más rápido que Vij cuando ~ -> o 

¿_ ~ lx 2.\x-~)·ti.J.\1~) 
"!1. d.}'.. 

o 

1 en consecuencia 

I-52 
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le (1~44) y (I-45) tenemos: 

I-53 

I-54 

que podemos acpresar como: 

I-55 

usando ( I-5 3) podemos expresa.r (I.,54.) como: 

1 _1 __ 

.... ~ =. r1. ~ lj 

efectuando la derivaci6n y reagrupando términos: 

±~ :: -( 1 z~ ~ ?-\~ 11~) I-56 

::: -l ~ + 2-·p~·ltc;I.) 

es conveniente reescribirlo como 

I-57 

donde: 

I-58 
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si hacemos la substitución 

G =- J_ 
'Y 

obtenemos la ecuaci6n diferencial 

siendo: 
°P(X} = ....!.... 

X 

QUO = -\\1.x) 

la soluci6n a (I-60) es: 

"= tl- 2-)'x•· ~'"> ""-'1 
o 

podemos explicitar la inte~ral un poco más, cnmo sigue: 

:: J_ \" \~ \/()---=J=~ ==- d.4.' 
'T\ o • ¡,,' ~ t \1.'-~\ 

I-59 

I-60 

I-61 

I-62. 

integrando respecto a x' después de invertir el orden de inte-­

gración 

I-63 

substituyendo en (I-79) obtenemos: 
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I-64 

el límite ttx\ se puede determinar por medio de 1-/4,l~\= 1 y cal 

cular entonces G en términos de 1- .. Para luego aubstit1.lir en -

(I-43b) obteniéndose así ~ como funci6n de y- , y por la ecu! 

ci6n (I-43c) obtenemos el potencial. 

Para que podamos usar ~1 como variable de integra-­

ci6n f 1 l~- V) debe ser una función mon6tona de lo contrario ne­

cesitamos dividir a la funci6n en fracciones mon6tonas e inver--

tir para cada una de ellas. 
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CONCLUSIOH 

Hemos encontrado la forma de determinar el potencial 

por medio de /:::,.. pero no basta con ella sino que también neces! 

tamos conocer '-\U) o lo que es lo mismo e , no obstante para 

energías muy altas podemos hacer 9/i.~ O lo que implica. 

e.os e¡,_" 1 , entonces nos bastará con conocer {),, 

Si b. depende de la energia podem_os determinar con 

el mismo método el potencial si ahora en lugar de (I-4;) hacemos: 

con los cuales obtenemos: 

6.(e) _ el : \R d1 
l L.os elz_ {e;,.~ _ G. ;: 

'('-.\ ... 

y procediendo en forma análoga obtenemos: 

G = - "/,\21.J(i V~> 
o (.~-\I) fi 

podemos así determinar el potencial como antes siempre y cuando-

conozcamos e De hecho si conocemos bcG) únicamente 2'5 

podemos encontrar el potencial, entonces una pregunta que surge­

es ¿que bl9) nos dan {),, independiente de la energia? 

Si suponemos b.:::. e.lec y 8h-;;.o podemos calcular sin 

mucha dificultad la integral que aparece en (I-64) pero dado que 

X depende de ~ en una forma complicada es dif Ícil determinar 

G Tenemos entonces que "en principio" dados 6.. y e po-

demos encontrar el potencial. 
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CAPITULO II 

II-1 Dispersión en Mecánica Cuántica 

En rr.ecáni.ca cuántica podemos considerar el problema­

de dispersión como si la interac,ci6n entre la particllla inciden­

te y el dispersor fuese una perturbación que causa una transi- -

ci6n de un determinado estado inicial a uno de los f inal9s permi~ 

sibles para la particula, suponiendo que no es absorvida o ani-­

quílada y c¡ue tampoco hay c.t'e&.ci6n de r>tl.'as. 

Para calcular el número promedio de partícülas dis-­

persadaa dentro de un determinado elemento de ángulo s6lido, se­

calcul6 la probabilidad de transición a l.lil cierto estado final.­

Este es un enfoque dependiente del tiempo, pero también es posi­

ble un en.foque estacionario (como lo haremos posteriormente) co~ 

siderando un haz de partículas que viajan en línea recta hasta -

que son dispersadas sin tomar en cuenta cuando se inició el movi 

miento y cuando la dispersión, par.9. esto ea necesario encontrar­

la solución a la ecuación de Schr~dinger independiente del tiem­

po, del problema con las condiciones a la frontera apropiadas. 

La solución de la ecuación para nuestro sistema no -

nos da la trayectoria o el tiempo, como en mecánica clásica pero 
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si conocemos la funci6n de onda en presencia iel potencial y en­

ausencia de éste, entonces podemos calcular un tiempo análogo a­

la 't clásica+, que, como veremos posteriormente, coincide con­

el que obtenemos a partir de la amplitud de dispersi6n al deri--

var su fase respecto de \<. siendo -p=- '>-\<. • 

Supongamos que un haz de particulas cuyo momento es­

tá alrededor de ~ incide sobre nuestro dispersor, podemos con­

siderar a las particulas como paqu.e~es de onda con una posici6n­

espacio temporal más o menos definida dado el principio de incer 

tidu.mbre¡ que al interaccionar con el dispersor++ salen en todas 

direcciones como una nube u onda esférica cuyo centro es el dis­

persor mismo. Es posible dar una descripci6n matemática comple­

ta para los paquetes de onda pero es más simple considerar el m~ 

mento y la energia bien definidas con lo cual el tiempo y la po­

sici6n queda.t.'án exactamente indetermiaados, ésto equiv~le a con­

siderar que sobre el dispersor incide una onda plana y las part~ 

culas dispersadas son una onda esférica saliente. El uso de pa­

quetes de onda no es apropiado para la @scripción cuántica de un 

haz monocromáttco, pero tiene la ventaja de poderse comparar ba­

jo ciertas condiciones con la dispersión clásica. Esto se puede 

hacer cuando la extensi6n inicial del paquete (antes de interac­

cionar con el potencial) es pequeña comparada con el alcance del 

potencial, y el paquete no se dispersa apreciablemente durante -

la colisi6n ( t:,.r, -::. t::> r+ ) • Para que la dispersi6n. clásica pueda 

+Apéndice II 
++consideramos el centro dispersor como un potencial. 
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usarse deben cumplirse las siguientes condiciones: a) que los P! 

rámetros estén especificados de manera única, esto es, ~ t..d , 
.:,p) 

b..r/('<'")<t:.\, 6.&/<rr¡ l...(\ b) que la longitud de onda sea pequeña compcil'a· 

da con el cambio que sufre en esa longitud el potencial, 

c) e>'> fi/mv'o 
La distorsi6n que sutre el paquete durante la inter­

acci6n, proviene áe la disperai6n de las ondas de deBroglie y d~ 

cimos que es pequeña si: 

.\ ~~ t?~ \ <<l 
/..:<') \ ( (' 
t.,.'O) 

y como \>1.:. lm ~E-V) 

suponiendo Y <r) :¡:E i \JCt):. f. (clásicamente) tiene lugar C\18.!'! 

do el parámetro de impacto es muy pequeño. 

Uno de los aspectos más significativos de la disper­

si6n en mecánica cuántica, es el hecho de que se refiere a la -

parte continua del espectro de energia para la partícula incide! 

te. Si se elige en la forma usual, corresponder! a valores pro­

pios positivos de la ecuaci6n de Schr~dinger, y !unciones pro- -

piaa para estados no acotados. A diferencia de .cuando se trata­

con un espectro discreto, el cual se compara con el experi.Jaento, 

en dispersi6n la energía está dada, y lo que se predice y mide -

son las intensidades. 

Si queremos que la colisi6n no dependa considerable-
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mente de la forma del paquete se requiere que éste sea mucho ma­

yor que la regi6n de dispersión (fig, 5) 

figura 5 

El movimiento del centro del paquete está dado por: 

II-1 

ea claro que si b) d.. entonces se moverá siempre como una par­

ticula libre, ya que no entra en la regi6n de interacción, ei 

la colisión tendrá lugar cuando \;. ~ \:.o - 1/..¡ , más tar­

de el paquete se encontrará fuera de la zona sobre la cual el pg 

tencial actúa, y su centro se moverá nuevamente como partícula -

libre. 

Si en lugar de un paquete, suponemos que sobre el 

dispersor incide una onda plana, entonces como resultado habrá -

una onda esférica d.eblda a la dispersi6n y una onda plana trans­

mitida, la intensidad de la onda esférica dependerá de la direc-
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ci6n, tenemos entonces que la forma asint6tica de la función de­

onda es: 

II-2 

donde ¡ (9.f>) nos da la amplitud de la onda esférica en la di-

rección e '<P , ésta runci6n de onda debe satisfacer la ecua-

ci6n de Schrtldinger. 

En analogía con el caso clásico, cuando sobre el di~ 

persor inciden un gran número de partículas idénticas con igual­

velocidad, es conveniente definir la secci6n transversal difere~ 

cial de dispersi6n el.O" , como el cociente del número de parti­

culas dispenadas dentro del 8.ngulo sólido d. O por unidad de­

tiempo, entre el número de partlculas incidentes por U!li.dad de -

área por unidad ~e tiempo 

d..q- =- d.. N clO. II-3 
N 

Para ver la relaci6n ;¡ue hay entre a- y ~ (e 4>) --
(que podemos escribir como ~lO.) ) consideremos la densidad de -

flujo para funciones de onda: 

II-4 

de (1) y usando la expresi6n para V en coordenadas esféricas: 

j = 

cua.ndo V"-> o0 , el flujo total dispersado dentro de d.O.. es: 
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~~:¡:. 

el primer término de ( II-1) 8 
corriente ~~ entonces 

\'V\ 

es una onda de densidad de -

II-5 

Lo anterior es aplicable si no se toma en cuenta la­

interf erenc ia del haz incidente con el diopersado y el transmiti 

do, y además el potencial es de alcance finito (o decrece más r! 

pido que 'jr~ ), si esto no se cumple, la secci6n trausversal es 

infinita, debido a q~e aún cuando la particula está muy lejos es 

dispersada considerablemente. 

Para entender esta aparente contradicci6n, consider~ 

moa un paquete de onda que siga la trayectoria clásica, ésta de­

berá cumplir las relaciones de incertidumbre 

b."I.. 6..~.,...... ~' 

[:::,. ">, t:,.~'1 ~ ~ 

Con lo cual vemos que existe una probabilidad finita 

de que las particulas tengan componente transversal de momento -

lo que significa es que en realidad nunca podemos definir un haz 

unidireccional clásico. La dispersi6n para ángulos pequeños 

e ( .6\? donde ~t::. ?;-+?~ no tiene sentido, para que el tr~ 
C.9~) 

tamiento clásico tenga validez el ángulo de dispersión debe cum-

plir 

II-6 
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Hemos visto la relación de i (()) con (f , ahora­

calcularemos tlC1) para un potencial estático de alcance fini­

. to. Supongamos que las particulas inciden con energia t 

entonces la ecua~i6n de Schr~dinger 

la podemos escribir como: 

donde 

U(f')-=- :l.mYCr) 
-r;..l. 

r,a solución 'V(~) más general 13S: 

1\1 C <\ " q> M-\ G e<- <'l U tr'l '\'Cr') d.'<' 

II-7 

II-8 

II-9 

II-10 

II-11 

donde (p(r) es soluci6n de la ecu11ci6n homogénea y e, es la-

función de Green del operador '\72.-t \(l. tal que: 

~ \)'-+ \<i.)GCr):.-Ó(f' II-12 

La función de Green que satisface las condiciones a la frontera-

es 
l \<,. \f-7'1 

e 
\ í -f"'\ 

II-13 

Tenemos entonces: 
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etV..\'r-"<''I 

1r=-r'\ 

podemos elegir el sistema de referencia de tal forma que la di-~ 

recci6n de incidencia sea z. por lo tanto: 

w - e~~l. \ \ 
lv. (r) - - !.\ñ 

II-15 

al elegir como Z.. la direcci6n de incidencia eliminamos la deg~ 

neraci6n de (II-8). 

Ahora veremos que la soluci6n (II-15) está de acuer­

do con (II-2) para lo cual solo necesitamos escribir la forma -

asint6tica de (rr-15). 

y si r ..... =i entonces 

\"'f- 'f'\- Y'" - u ,. 
substitQyendo en (II-15): 

\\J ("'"' ,,...,,"',. \ e'-:.,.· T ... (r) - e - '<::: 

J..\i\l"' 

II-16 

donde comparando con (lI-2), vemos que: 

U C-<") '\Jv. e r'l d?r' II-17 

como ~ \()) solo depende de K también podemos escribir: 

II-18 

• 
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II-2 Desarrollo en ondas parciales 

Cuando el potencial ea central la soluci6n a la ecll! 

ci6n de Schr~dinger es6 

J.I-19 

si la disperai6n es simétrica entonces: 

II-20 

es conveniente expresar a R.t""(f) como 'U.t .. tr)/r = i.1\\ ('1") y en-­

toncea de la parte radial de la ecuaci6n de SchrBdinger tenemos: 

II-21 

El'. el origen 'lJ..~~~o 

f.h'l- cuando 'r-<>0 

de donde 'lJ.i.,, debe ir e.l menos como 

Si el po·tencial FlS de alcance íinito, -

'l\~r) pai·a r>cl es cero y ~ntonces la ec. (II-21) se redl1ce a: 

II-22 

cuya soluci6n as: 

'Ll~" (Y-\ ::. A.l '{" t \\;T) ~ Í)¡ '(" Y\_,,\ \<.'1') II-23 

donde ~A es el armónico esférico de Bessel de orden ~ y "n 1 -

de Newmann, para 'y(""» \ 

~ (i:y\ ""'- ~ (UN\ \\/.Y" - itl/...) 
~ l<.r 

"Y\J. \'M) ,..._ - .l. Ges \\w -inJ'l.) 
\<.'f' 

II-24 
a 

II-24 
b 
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y entonces R~,,(r) es: 

donde: 

II-26a 

II-26b 

si se elige CQ.-:: \ 

II-27 

Si el potencial es de alcance finito para r ')d. ( 

el alcance ~el poten~ial) tenemos la soluci6n exacta, si no es 

de alcance finito ~ero decrece suficientemente rápido tenemos la 

soluci6n asint6tica 

00 

\.~ .... l'() --l> L_ o..,_ '?i. (.8) ./¡JJVI, lV..'1"- Q.n/t.-TÓ~\ 
.bo \< '( 

II-28 

substituyendo en (II-2) y expresando la onda plana en términos -

de 1.1. por medio de la relación de Bauer: 

el~·~= [ ;,.~ (1.~+111.l1.~"<") V.._ tl.O<;iEI) Il-·29 

ho 

usando la forma asintótica para ~ ... 
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e¡~:¡:.-) f. i.~ t1~+'\ vl t\..0-,e) /lJ.No. \,,\(.y- .i.11h.\ 
\<'r 

II-30 
l:o 

tenemos entonces de (II-2): 

L i~ VH-1-1\ VLtui!>6) .A9.M. t"-'('- l nlil .., e'"""~ (.o.\~\ o..~¡:>~ t1.o~E1) /UM t'(.plrtfi >rÓ,\ 
~~ ~ l~ ~~ ' 

JII-31 

usando (II-17) y (II-28) y del hecho de que el potencial es cen-

tral podemos expresar a la amplitud como: 

el ángulo 0 es el formado por r y T-' Usando la relaci6n 

de Bauer podemos expresar la exponencial en la forma siguiente 

-\\1.T't..:i~<:l - • e = [ ;,-"t.1ú1)\A·(>¡:.t\\>_.: tlDs8) II-33 

i a y o' Tenemos as los polinomios de Legendre de. orden A A dentro-

de 1 a integral los cuales conviene expresar como: 

II-34 

II-35 

La integral angular de (II-32) podemos calcularla gracias a laa­

relaciones de ortonormalidad que satisfacen las Y~~ 
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\ 1 \l,. (wse)'í>, «•;•\ .1mo d.e ·~ , ~ \)Q' ( lDS0) ~i J,1 

'2.11 -1-1 

o " 
substituyendo, obtenemos que la amplitud de diapersi6n es: 

"" 00 

1 (Q) = -¡. ((, ;-• V, l uo•\ \
0 

'i, \ ~ ,., U\''\ 1;,_ «'\ <'<Ir' 

II-36 

II-37 

Ea importante relacionar el defasamiento cS,. en té~ 

minos del potencial y para ello debemos tener en cuenta que 

'r ~" t~~) satisface la ecuaci6n (II-21) por lo cual: 

II-38 

multiplicando esta ecuación por '\J...R.,..Vr) y a (II-21) por 'r ~.1.C'f.t) 

al restarlas: 

II-39 

integrando de cero a infinito 

~' i..'\ "''" - "\, "''" \~,, - \~ 1. \J "" '., 
II-40 

en cero el término de la izquierda es nulo, para calcularla en -

i.llfini to podemos usar la forma asint6tica ( II-26) para \,. (V.T) de 

donde podemos escribir entonces: 

(P 

~ \ C.O'..>\."-"r-llnlt)ll.l.M \\:.~- .1.11/¡-\-Ó&)-· AW-tl'-r-An(,) <.o~ t-.:.r·· .R.n¡,+S~\=-\~lVu.._.,,_'fck 
0 

II-41 
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que se reduce a: 

t AJ.Md,1. = - \°"'R. (.,"-T) \j '\)..\'<. '('(k . II-42 

cuando "y:.,'°')) \v\ 

II-43 

substituyendo en (II-42) tenemos para la fase: 

II-44 

si usamos la form~ ~Gint6tica para \.1.l~~\ y tomamos en cuenta 

que solo tendrá valores apreciables ~uando la fase es constante: 

II-45 

Si J.) \<.d.. ( de .. alcance del potencial) podemos aproximar ,h 

por: 

¡_9. .2. \ ,~, )~ II-46 
U .. h1) ~ 

siempre y cuando \..t \<. t sea pequeño comparado con V en ton--

ces si \<. es pequeña y j.,) \<..d. 

II-47 

como el alcance es finito vemos que los valores de Ó" son pe--

queños debido a lo cual para bajas energías las fases significa-



tivas son aquellas para las cuales: 

II-48 

lo podemos interpretar en forma semiclásica, diciendo que las 

particulas con parámetro de impacto mayor que el alcance del po­

tencial no son dispersadas, 

De (II-37) y (II-42) tenemos que la amplitud de dis-

persión ea:. 

II-49 

substituyendo en (II-31) y comparando los coeficier:.t:ae de - - -

vemos que: 

II-50 

y así 

II-51 

"' 
~ (()).,, ~ l. (.1. ii+1) e \Ót MM 6,_ 1\ \..u:i~ G) II-52 

l:.. 

La forma asint6tica para la función de onda podemos­

escribirla como la combinación de una onda saliente y una entran 

te, esto es: 

II-53 

escribiendo (II-51) de esta manera 
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II-54 

donde S.., ( 'oe.) nos da la raz6n entre la amplitud de la onda inci 

dente y la transmitida y se conoce como matriz S de dispersión 

(en este caso de 1~1 ) al comparar con (II-53) 

II-55 

si expresamos (II-52) como: 

II-56 

entonces 

II-57 

A S~- \ se le acostumbra denotar por T.1. y se llama matriz -

de transici6n. 

II-3 Polos da Regge 

En general todo lo dicho en las dos secciones ante-­

riores sigue siendo válido aún cuando ~ sea no entero, tiene -

sentido para el caso más general cuando .R. , K continúa compl~ 

jos. Veremos que es de gran importancia ya que en base a esto -

es fácil obtener información sobre estados li~3ios y resonancias 

.a partir de la n:.atriz S 7,B,9,lO. 
Supongamos ~ entero y é complejo, para un polo -

de S en el eje positivo imaginario, digamos I<= i A. ; en la -
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funci6n de onda (4.15) podemos escribirla: 

.¡ ~r--~ l Q-\-1) 11/l _ i \<.'<" ..1¡ i. U.-Ti) nh .. 
'\' == ae +~e II-58 

no aparece término ya que un polo de S implica ~ =. o , y la­

forma asint6tica es 

II-59 

que es característico de un estado ligado, 

Por otro lado si I.,.., V-(. O por ejemplo \(. = ot-i ~ don 

de O() 0 o<.~<.<.\ entonces la forma asintótica de la funci6n de on 

da es: 

II-60 

que es tipo de lo que en partículas elementales se conoce como -

resoriancia, 

Si. l<.i. es real negativo ut ~'.l., 'f..t) es real para \'"' -

real y entonces ..9. = ot'\'~.i.) eerá recl, si K <. es ::.-eaJ. positivo -

Cf-tl9.,v,i.) no es real y entonces ,R.::ol't~'l sea comr.lejo9 

Para un edo ligado con .9.= o (edo. $ ) la matriz-

S tiene un polo en la variable 
~~2. 

'l: = :tm aumentando el momento 

aungular y la energía habrá una familia de ddos ligados represe~ 

tados por una familia de polos de s esto para ~ físico 

es decir entero, si consideramos J. complejo entonces a los po-

los de S en el plano complejo 1. C. se les conoc~ como polos 

de Regge y como todo lo anterior sigue siendo cierto entonces la 
\11 -- e-~· familia de solnciones para las cuales ¡ ~ está descrita-

por el movimiento del polo de SUl, t) y este movimiento está-
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dado por una eeu·,.ci6n de 1a forma: cx'U, 'f) lo cual implica dos -

coniicionos: 

Re. o( t~.t) =o 

que en un espacio de 4 dimensiones representan superficies ( S -
será regular en estas superficies) 

Si ~:: Y1. entonces ~Q ~ = n , I ....... .Q..,, o , la intez:-sec­

ción de esta superficie bidimensional con c(\J.,t:)=O representa -

una singularidad de S corresponiíente a uno de los estados li-

gados o resonancias. 

La inte:-sección de e= e.Te real con r.x'l!t.~)-::.0 -

será un punto, el cual al cambiar la constante, cambiará de pos~ 

ción continuamente trazando la curva conocida como trayectoria -

.de Regge 

figura 6 

1 
l 
1 
í 

1 

. 1 
1 
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La forma de la curva está determinada por el poten-­

cial 1 no obstante ciertas condiciones sobre la posición de los -

polos se pueden obtener de argumentos bast3nte generales sobre­

las propiedades de la ecuación de Schrodinger. Veremos qué suc~ 

de cuando la energia es igual, menor y mayor que cero. 

Multiplicando a la parte radial de la ecuación de 

SchrBdinger por 'U."L... y a la conjugad.a de esta ecuación r3dial­

por 'U..1..._ (donde 'U.~.. es la solución precisamente) y restándo--

las una ie otra tanemos: 

\ ~'U'.',~ -l- \J<.t- .. fü."+ll_ U<~))'U.\.._t \ Ó..'t.'1.1-:~ 11- ~~'t-J.\.9.-Tt) _ U<.Y-l)'\l..1.~= O 
af~ rl. · J ~ d." rt. 

que reacomodando queda: 

II-61 

sup0n.i.endo que tanto el potencial como la energia son reales. 

Podemos escribir (II-61) como: 

integrando por partes de cero a infinito: 

(u. .. iJ.·,.-li.,. u .. )1 "' Mti., ') \ "':\"'.'" ~< II-62 

o 

Tenemos tres casos: 



l°. l<.'-<.O implica que '\J.u, tiene la forma asint6tica '\,L...._. e-1<.1" 

como 'U.ti\~ f~+i cuando '\-<>O aubstituyendo obtenemos: 

-1i.i. "(" ' 1'·1 -\- 1.\ 11. 
" 

( ''·"\ \~d.< II-53 

. 
vemos q_ue se debe cumplir si íleJ. )- i (el primer término se anu­

la) y como la integral de la derecha es positiva definida enton­

ces ~~ debe ser igual a cero, 
_¡,..,. 

la foru.a asint6tica de 'U.""'- es '\.l..., e y la sol~ 

ci6n en la vecindad del origen sigtie siendo '( hl 

do tenemos: 

, substituyeE-

II-64 

como todos los factores son positivos entonces ¡~ debe serlo -

también y entonces los polos deben estar en J~)o 

3º· K'=O r~presenta la transición. 

Para esi;udiar el movimiento de los polos dEl S como 

función de la energia cuando V- 1 <0 , consideremos el operador: 

entonces la ecuación radial podemos escribirla8 como: 

la siguiente Lter.ti.iad se satisL1ce: 
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donde: 

por lo tan.to 

1.1.'i)-Í)'\).: cl''U..-'U.~ 
clf1. 0.{' 

integrando: 

como '\).-, r-'~ 1 para ~~o y '\J..-, e·"r para '(°-':> ao entonces -

el Último tlirmino se anula al igual que antes para .9.~) -'/,_ ¡:-

= 

\ 
.. '\J.'l a{" 
• '(""°' 

lo que nos dice que estados de momento angular grande pueden 

existir si ~t tiende al umbral, además la razón de incremento-

aumenta con 

Es importante notar que la repulsi6n centrifuga - -

decrece y se puede hacer negativa (esto e~ de atrae--

ci6n hasta que JI.::: - 1
/,. lo cual explica por.¡ué para un poten--

cial dado pueden existir estados ligados aún cuando la 1<'- se ha 

ce ca~a vez más y lliás ne~ativa. 

Ahora veremos co~o queda la amplitud de dispersión -
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para ~ , t complejos; según (II-56) 

II-65 

Si llevamos a cabo la continuaci6n analitica de V~ para J. 1 4 

complejos y substituir entonces a la sumatoria por una integral­

en el plano complejo ~ de tal forma que cada tdrmino en el des~ 

rrollo sea el residuo de un polo en el contorno de integraci6n.­

Esto se puede hacer por medio de la transformaci6n de Sommer!eld. 

Watson la cual nos asegura que ( II-65) podemos substituirla por: 

A \~.t.):: ( I _ 1~-T' \ \SU.!) _,l ?,.~-z:) II-66 
J \ ... l \. l\ J ,.u...v.. ~ü 
r 

donde r encierra a todos los polos de s 
Para comprobar esto designemos por FU.) al inte-­

grando, aplicando el teorema del residuo tenemos que 

II-6? 

y se debe cumplir: 

II-68 
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Es posible demostrar que la integral aobr€l el semi--. 

circlllo se anula quedando entonces; 

l Hll Af = \'''" rn \ <ll. 
r ~-~~ 

aplicando el teorema del residuo 
l..'·H.O 

\ .:ll)<IQ ~ ~"' [ i ... Hl) ~ ¡i\\ L \).., Hl\ 

\.:-'- 9.~"°' t>o\o:o ._.\e. ~f'\'\e 

II-69 

II-70 

debemos notar que los polos de Regge son consecuencia del poten­

cial dispersor. La primera suma conduce a ~ ( ~, -Z.... ) y la segll!: 
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da a: 

II-71 

donde la dependencia con la energía del l-~si ..... o polo de Regge es­

tá representada (en el plano 1) por ~i.\t) ~~i.~t) real para t'.<0 

y complejo para \..'l.)ó, si 

Tenémos e~tonces: 

II-72 

donde: 

II-73 

cos 9 

A. diferencia de (II-56) donde ~ (que denotaJ.'los por 

) solo podia variar de -1 a 1 aqui De ha exten1ido a va-

·lores no f1sicos por medio de continuación analitica por lo cua: 

tiene sentido hablar de la forma asint6tica para "t.. • 

De la ecuaci6n (II-?2)6'7 podemos ver que los pvlos­

de Regge controlan el comportamiento asint6tico para z además­

de los estados ligados y resonancia, 

Para z _,,. c0 
II-74 

donde Re ~ /- \ , entonces: 

II-75 
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como vemos, debido al comportamiento asint6tico de ~ ( t: , :t. ) con 

t la amplitud está determinada por los polos de Regge mas hacia 

la derecha en el plano • .R. • Si la energía está alrededor de un­

estado ligado o resonancia entonces ~ (t. , 7... ) es muy grande y e~ 

tará dominada fundamentalmente por un solo polo de Regge, diga-­

mos .. ,R.::'l(~t) cuyo residuo ~\t°t.) estará relacionado con la ampli­

tud como sigue: 

II-76 

si 7..-..,, :i:i 

II-77 

II-4 Teoría formal de la dispersión 

En las secciones anteriores se obtuvieron diversos -

resultados para la dispersi6n elástica de partículas por un po-­

tencial d.c alcance finito, por medio de la ecuaci6n de 3chrl:ldin­

ger independiente del tiempo ahora se obt~ndrán dsos resultados­

en otra fo=ma mas adecuada para aplicaciones6 ' 11 

Supong.amos que el Hamiltoniano puede expresarse co::io: 

II-78 

donde \-\ 0 es un operador Hamiltoniano cuyos eigenvalores y ei-­

geníunciones se conocen, digamos: 

II-79 
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El problema consiste en encontrar las soluciones a la ecuaci6n -

de Schr'Bdinger: 

\-\ '\' ::. 'E: ~ II-80 

En g!neral tanto \-lo corno \-\ tienen tanto un espec-­

tro continuo como discreto, aunque aqui solo consid~ramos la PªE 
te continua, los resultados asi obtenidos deben ser modificados­

si es que existen estados ligados. 

Siempra es posible elegir el origen de la energia c2 

mo i:=o y el continuo será ~~o , (los estados ligados tend:rb~ 

drán energia negativa); estamos a:cluyendo la posibilidad de que­

dentro del continuo existan algunos niveles discretos, además a~ 

ponemos que tanto Ha , como \4 tieneD. t.= o como origen. y pa-

ra cada estado <\:'.,. en el continuo de 1-\ 0 existe un correspondie~ 

te 'fo... en el continuo de \-\ que tiene ia misma energía, Rdemáe­

de que ambos estados son norrua.lizabl.es. 

La ec ue.ci6n para. \-\ es: 

\-\\.\J.,_ :: f" \.\¿,,_ II-81 

Ahora debemos relacionar \J¿.,_ con qi"' • De (II-78) y (II-80) po-

demos escribir: 

II-82a 

6 

II-82b 

supongamos que existe el operador inverso a t..-~ 0 y represent~ 

maslo por (t.,:- \.lo r , entonces aplicando a 8.J.llbos miembros de 

(II-82b) este operador: obtenemos 
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II-83 

y de (II-79) sabemos que: 

II-84 

lo cual nos da que (II-83) está indeterminada hasta una funci6n-

9 que satisfaga (II-79) por lo cual: 

II-85 

será la solución a la ecuación (II-81), al menos formalmente, lo 

que podemos ver si substituimos (II-85) en (II-81) 

Esto tiene sentido siempre y cuando el operador in-­

verso ( to.-\.\, )-\ esté bien definido, es posible demostrar que -

esto sucede excepto por una singularidad que podemos evitar subs 

-' ti tuyendo ( Co. - 1-\0 ) por: 

(~o. - 'r\o ti.E. ( 

entonces (II-85) queda expresada ~or: 

que se conocen como ecuaciones de Lippmann-Schwinger11 

II-86 

II-87 

Como vemos, mas que soluciones explícitas a la ecua­

ción de Scbrtldinger son definiciones implícitas de una solución. 

Formalmente (II-85) se puede resolver multiplicando ambos miem--­

bros por (II-86) sumando y restando \-\,~~ , obtenemos así: 

II-88 

+ 
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nótese que aparece \--\ en lugar de \-\ 0 • 

Esta forma para ~!. ea conveniente para mostrar la­

ortonormalidad, por ejemplo 

como \-\ y \-\ 1 son Hermitianos: 

si ahora reemplazamos ~..,'e por la expresión obtenida en (II-88) 

y substituimos \-\ por t .. 

II-89 

Para interpretar IJ/ t , formemos un paquete de duda en el. tiempo: 

'V.-1- l \:) -=- [ c... e -~ t: .. 1: '\J~~ II-90 
\l. 

(1<. !!.2 depende del tiempo. 

En forma análoga: 
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II-91 

La constante C..,... s6lo tiene valores apreciables cu~ 

do K etiqueta a estados en donde ~... es aproximadamente t.,_ en 

el continuo; entonces la ecuaci6n de Lippmann-Schwinger podemos­

escribirla como: 

!I-92 

Como estos límites no existe~ form~lmente, eJtoncbs ~euemos ~~n­

siderar las siguientes relaciones: 

k 
(V>'c;{ 

.t- e l...i- \i: =o II-93a 
\.-?-CI e .... 10 

'..t.... ~ e'""'/ W- i.G -:: ~ 'rti Ó (W) II-93b 
t->~"' E-.+ o 

h..... ti-
t. .... -.. (:-_,+a 

iW/c e (J.)+ i.E. = - :2.1\ 1 cS ( w) II-93c 

1:.- ~ e\WYi v.i+\E: = o II-93d 
1:.-')1 ... ~->O 

~toncas, usando (II-93a), la ecuaci6n (II-92) se reduce a: 

l""" tu:'>= o II-94 
t-'.>OO 
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y por (II-93b): 

~ ~..,U:)-= -:t'it~ [ \ruf c.., l ~" \.\, \.\' .. ~) ~té.,., -é) cH 
\;"""'>00 ~-At 

II-95 

con esto¡ J de (II-92): 

.t.,..,.. \.\1-1-lt): ~ \t) II-96 
t -:>-"'3 

~'lle) = c:\>tt) - :t'\ü I. [ e'" ( ~\\,\\,'\J.~) e ;t.?\-~ Ci.\ \ ~~ II-97 

" ._. 

procediendo de manera análoga usando (II-93c) y (II-93d) obtene-

mos: 

II-98 

~ '\J-lt\ :::. ~lt) II-99 
1:..-'>~.0 

De este comportamiento vemos que Wt son análogos a estados 

"entrantes" y "salientes" respectivamente ya que según (II-96) y 

( II-98) representan una onda no perturbada pare. \.. -> - o0 y para-

l -> -'<~ una onda dispsrsada la cual va apareciendo conforme -­

transcurre el tiempo. Similarmente de (II-98) y (II-99) tenemos 

una onda dispersada cuando \.. -:> - "° y con!orme el tiempo trana­

curre, empieza a desaparecar hasta que s610 queda un estado no -. 
perturbado. 



No JellL'mo:; c011t'u1hiif' est:Llo ent:t· rnte con onda entran 

te .S eutaJo >rnliaute con Olhl:l s:i.l iente, ya ,1ue como vimos, el e::! 

tado entrante (sJliente), consta tanto de una onla entrante (sa­

liente) cowo Je una sJliente (entrante), ln primera correspon- -

,liantt'> a una 011'\a plana '}Ue incide sobre el 1iispersor y la sa---

1 iente, corr~spouJe a la onJa esf~rica proJucida en la dispar- -

si6n; mientras 1ue para el estaJo aaliente huy una onda esf~rica 

-1ue inciJe y una onJa plana no perturbaia saliente. 

Para la Jispersi6n debiJa a un potencial, la repre--

sentaci6u en el espacio Je coardenaias de la encontrada en -

l3s secciones anteriores, esti iuda en t6rminos de la ecueci6n -

Je Lippa:ann-3chwinger por IJ/;: (r\'V.,.'). 

Es importante analizar el efecto de los operadores -

o'otenUos en (II-Só); .ie (II-89) v.;wos que 

II-100 . 

Apl ic~nio el Ol)er:.id.or inverso \t .. - 1-1. ~ ~ €) - ' a arubos­

Lüos obtenemos: 

II-101 

II-102 

.i.:>':>e:::os i.;.ot:'l.r ~:.ie ;,i (;~o , er.t;.:mcas lny un:i singularLhi para­

["-~ E... ran:biér: .le ( Il-'39) p::idereos escritir: 

Il-103 
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lo son también de ( c .. - \.\. '!:..l( )"' y tienen como eigenvalores a 

( t .. _ é.., :!: ¡ € ) (el inverso también se cumple). La interpretación 

de (II-103) es análoga. 

Veremos ahora que las soluciones (II-88) están de 

acuerdo con las ecuaciones obten.idas en la sección 1 de este ca-

pitulo. 

La ecuación (II-87) podemos escribirla como: 

II-104 
E .. - \\. ±l~ 

multiplicando por la izquierda por («\ 

II-105 

por complecez se cumple: 

[ \cl.l)(c(\::. 1 II-106 
-<' 

11-107 

si 

lI-108 

II-109 

En varias de las ecuaciones anteriores apareció 

(~~H.~!) , veamos cual es su significado. Debemos tener cuid~ 
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do en no con.fundirlo con un elemento'. de matriz de 1--\ 1 ya que 

~v. y 0,¡o..!. pertenecen a espacios de .Hilbert diferentes. 

En vista de que las ~~ forman un conjunto completo 

de soluciones del operador \-\ 0 , podemos preguntarnos cual será­

la expansión de \.\, IJ/o..t que aparece en (II-87) a partir de este­

sistema; tenemos así: 

::. '\" T"'" rt-. 
L "• '-Y" 

II-110 
\'\ 

donde 

II-111 

substituyendo (II-111) en la ecuaci6n de Lippmann-Schwinger 

(II-87) podemos escribir 

'V: :: ~ °" -T L. -t:-... ---i: .. -t-l-, II-112 

que !!2 es una soluci6n explicita, ya que -i-~: según (II-111) 

contiene a '-V! ; sin embargo, ésta forma de expresar a ~.1 fa­

cilita, al menos formalmente, el método de aproximac:1.ones suces! 

vas, por ejemplo: 

II-113 

En vista de aplicaciones futuras consideraremos el 

producto escalar de la ecuaci6n de Lippmann-Schwinger por qi~ 
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., 
pasando ( c~-l-\ 0 t.Lr:) al prefa.ctor y substituyendo 1-\o por~" 

II-114 

podemos expresar: 

II-115 

y como ~"' es un conjunto ortonormal tenemos: 

II-116 

donde: 

II-ll 7 

Es posible demostrar que V..~ son ortogonales esto es: 

\.'U.~ . u/ ) :: Ó \ y..- y_•) II-118 

También, de la definición de \"! y (II-115) podemos 

.obtener una ecuación integral para T :t . .. 
( K\"T' \\(\' \ K \~\K'); 1 \\<IV\\<') e;, t Kl"T 1<') d.\<." II-119 

Veremos ahora. qué relaci6n existe entre ·-r y $ .-
De la discusión anterior tenemos que '\'+ se puede expresar en -

términos de '\'- como: 

II-120 

donde: 

Il-121 
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pero de la ecuaci6n de Lippman-Schwinger al multiplicar por .:;v- : 

reagrupando y usando (II-103) obtenemos 

pero: 

entonces: 

1 

w·~1i.k 

por lo consiguiente: 

II-122 

II-123 

II-124 

II-125 

II-126 

También es posible e~:presar \"~\ en forma análoga a 

la ecuaci6n de Lippm&nn-Schwinger (II-87) como sigue: 

\~¡ :: ( ~~ \-\, ~~-) 

:: (e\\ \-\' ~,\-\- \ ó;i\ \-\ -C---1-\º_-\-_lf:. \--\, \_\! •) 

II-127 

Teniendo T~, ' o + automaticamente obtenemos t ya que de (II-119)-

vemos que 

1 

. • 
_______ T..c..:: e·'"""r V <r) '-V: \t) dr 

+ ~pli~u:i .ie liSj.'IH'SÍÓn. 
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II-128 

Tomando en cuenta que y comparando con 

(II-17) podemos escribir 

II-129 

y entonces vemos que la expansión en serie para T.,.;. (II-113) 

es precisamente la serie de Born (ver cap. III secci6n 1) 0 

II-5 Retardo ~emporal 

Hemos visto (secci6n 2) que la amplitud de disper- -

si6n podemos expresarla en t5rminos de la fase 6~ y esta a su­

vez en funci6n de \J + (al menos en forma aproximada), esto nos­

sugiere que es e~ la faBe donde s~ encuentra la in.formació~ que­

sobre el potencial podemos obtener p~~ madio de la dispersión; a 

continuaci6n veremos como por medio de la fasG de ia affiplitud de 

dispersión podemos determinar un tiempo "C equivalente al clás! 

co (esta equivalencia la mostrareffios explícitamente), t~mbién -­

por medio de 61 ++ se puede deterffiinar un tiempo el cual es el­

doble d.e <::: cuando solo contribuye a la dispersi6n una sola 
12 •13, si varias contribuyen. La comparación carece de senti-

do. 

+ecuaciones (II-44), (II-56) 
++y por lo consiguiente de 
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Al igual que en ffiecánica clásica nos limitaremos al­

movimiento de un paquete de onda que es dispersado elásticamente 

por un potencial de alcance finito, para esto es conveniente uti 

lizar el concepto de paquete de onda. 

Si el centro del paquete de onda se mueve según: 

(\') = ií \: "'"b II-1?0 

y suponemos que la interacción tiene lu¡;ar para t -=o entonces­

el paquete de onda está representado por: 

l\_11..·\v--1>)-H\ 
A\r-'o-\J.t.)e 

donde A representa la amplitud del paquete y E= E /-t,,.. 

U-131 

Considerando que la evolución del paquete es prácti-

c3.rn¿.ni:;e ind.epe:cJ.iente d.e L1 form:i. pFJ.rticllla:' q_Je e engu y la am--

pli tud sea razonablemente suave en el sent:tdo de la transformada 

de Fourier, entonces si la amplitud es aprec~~ble en la ~~gi6n·­

>'.·O.. la inversa lo será en 1 /o.-o.. y as{: 

A fo ~ \"-'A e'
1
'ciü\ 

o..~i \ :: \ o..~t e. d .. x. A c.x., 

II-1)2a 

II-l 32b 

Para \:. =. -:.1: el paquete es idéntico con el de una -

partícula libre, y para t.=. o usando (II-132b) tenen:os: 

II-133 
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Si tfo 

II-134 

Para construir el paquete ~ que describa a la PªE 

tícula antes y después de la colisi6n podemos substituir a la on 

da plana E'\ii;.¡. por '\Jv..'(r\ en (II-1)3) y obtenemos~ 

que solo tiene valores apreciables cuando iZ'-:::. \(.. mucho antes de 

la colisión ( l <.< - ..2. / v ) la f arJe varia rápidamente debido a la -

e it't exponencial lo c~al hace que la integral sea cero ~xcepto 

cuando la fe.se es estacioc.a.ria si v\. ~ r y entonces IJ/v.·ü) P2 

demos substituirla por: 

II-136 

al substituir obtenemos 

II-137 

cuando "c.~ Cll el segundo término de la derecha desaparece debi­

do a la rbpida variaci6n de la fase excepto cuando ~ = ~ que es 

estacionaria14• 

Si e0ta integral es máxima cuando su fase tiene un -

extremo en ~·= I'- entonces: 

para ~::.Y- II-138 
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donde14
1
16 ~ es la fase, que podemos separar, en fase de la on 

da incidente y fase de la onda dispersdda. 

Para la onda incidente: 

o..~- :. ! Ó.CI. "''o- z. - \.l:. t.) 
O. \l. \ ch ""' 

II-139 

y para la dispersada: 

II-140 

hemos 
. ;~ 

utilizado t.'L\;,'(!I:, O.\~-~\::\O.l..:-v.1\ e~°', ~\'l::'t.)=\~<~,l<l\e.· 
l"M 

y que la onda incide en la dirección ~ 

Dado que ~ 1( ::. 11
1 

tenemos: 
..,.. ... 

como vemos la dispersión da lugar al término J\\ lo que sugi3-
c}.\<.. 

re que puede ser un análogo cuántico a la !:::, clásica o al menos 

estar relacionado, (la Z la obtenemos obviamente iividiendo -­

por v). (la relación con la vida meJ.:i.a y duración de colisión-
15 se eecuen~r~ en • 

Hemos usado la función de onJa (11-136), sin embargo 

según (11-54) podemos expresar la función de onda en términos 

"ondas parciales" con fases 6--. una pregunta ;iue ucge inmediat~ 

mente es: lpodemos calcnlar una ?:: como antes formando un pa-­

quete de onda con la función de onJ:;i. ( 11-~4 )? La respuesta es -
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afirmativa pero lson ambos i3uales, 6 están relaciona1os? a con-

tinuaci6n analizaremos esto. 

Si en (II-137) usamos (II-54), en lugar de (II-136)-

obtenemos: 

al igual que (II-137) tiene un máximo cuando su fase es estacio-

naria, para V::.\<. entonces: 

('1Jt:) i ::: ó...l;>l - í- \:¡ 
Ó-.\<. 

d..cx. 'o -' 1. ó. ó~ 
d-1:. .;.. í'- ' 0..\1.. 

II-14-3 

II-14-4-

si comparamos con (II-141) nmos que el efecto de la dispersión-

está ·:lacio 9.hora por , este té~-miuo tiene un significado 

diferente al de ~J ya que el segundo término de ( II-H7) in--
d\I.. 

cluye tnato onda incidente como dispersada de hecho lo que tene-

mos son ondas entrantea y salientes que como ya dijimos (sec. 5) 

son diferentes la 6, que obtenemos de la diferen~ia entre el­

paquete entrante con el saliente tiene sentido en una dimensi6n­

ya que de (4.17) si a la dispersi6n solo contribuye una ~ 

y entonces 

(Usamos el subindice 

gún. ( II-141). 

II-145 

para denotar cuántico, D..:: c:\f>/a.1;. se--
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Como es posible obtener un análogo a la 6 clásica­

esperamos también encontrar un análogo a la trayectoria para lo­

cual necesitamos conocer cual es la distancia de máxima apro;~im~ 

ción, el parámetro de impacto lo introdujimos en la funci6n de -

onda, ¿10 podemos obtener también de la fase? ya que como hemos­

visto se encuentra en ella la informaci6n sobre la dispersi6n. -

Si-esto es así podemos considerar que el centro de masa del pa-­

quete de onda nos da la "trayectoria". A continuaci6n veremos -

esto. 

Si seguimcs suponiendo que t varía poco en el in--

tervalo J.e momentos 1h.o... podemos desarrollar \l.' 

dedor de v.- , !. , y tenemos: 

\<.
1 = K ... V·(~'-ii.) 

¡:• = l!.+'Y> (.~'-\<\·q} 
O.V.. 

... al re-

II-146 

II-147 

efectuando también el desarrollo de la amplitud y de la fase: 

Obtenemos entonces que la amplitud de dispersión es: 

II-149 

donde 

II-150a 

II-150b 
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substituyendo en (II-137) (nos limitaremos en lo sucesivo a tra-

bajar con ~J. ), y usando (II-132): 

\\'l;·t"- ¡;\) A ... '1 ¡ 
~ol.-? ~\'l.,tosll) e ~V\.~-\f,~}+V'f.()(º Il-·l Sl 

i."-'-1'.) v .. \'{\~ 
El factor e • está relacionado con la distorsi6n. Por-

el momento no nos ocuparemos de él, y por el momento lo absorve-

mos en o\ 

Para :\.nterpre t;a.r el término V 1- e,º que aparece en-

la amplitud es conveniente descomponerlo en dos contribuciones -

;erpe:udiculares una debida al cambio en el momento y otra al cam 

bio en la direcci6n 

II-152 

donde 
,., 

'lí -=. cos e , u. es ltn vector en la direcci6n '\<. 
~ 

y 11, -

perpendicular a u. esto es: 
" .11., .............. 

U, = \<. - \<.'\>.,-u., 

entonces: 

II-152a 

al introducir en la amplitud, vemos ~ue: 

'o::. \3 II-153 

Ahora b::.~ proviene del ''desplazamiento" que sufre la partic~ 

la al interactuar con el potencial 

Pensando en el movimiento del centro de masa del pa-

quete, por analogía con mecánica clásica podemoB escribir 
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:"cpresentamos por p a la r-.1,., clásica. 

Comparando con (II-152) tenemos: 

El i·etardo temporal lo podemos obtener de (II-152s.) si exprAsa,::--

mos: 

ª°"· -- .. 

:: r lJ II-156 

En oase a lo dicho podemos contruir una trayectoria. (figura 8 ) 

debiendo notar que al igual qua en mec~nica c1lsica ~ tiene 

dos contribuciones, una geométrica y otra dinámica, la primera 

proviene del hecho de que la trayectoria A. o \) es mayor que 

e o' D y la dinámica de la presencia del potencial. De la 

figura vemos que la contribución geométrica es: 

II-1~ 

y la dinámica, si Q <<. \ 
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\ Vl\>.~)cb. II-158 

Todos estos resultados podemos obtenerlos a partir -. 
del movimiento del centro de masa del paquete12 ,l6 ,l7 aunque el-

trabajo es mayor+. El retardo temporal C:: ~ (o be. ) podemos -

obtenerlo a partir de S~ (apéndice I) y de ahí podemos definir 

intervalos de tiempo arbitrarios (apéndice II). 

Hasta ahora nada se ha dicho sobre si la fase es 

real o compleja¡ si es compleja: 

II-159 

a.- ~I podemos absorverla dentro de la amplitud y nos dari in­

formac:i..6n sobre la distorsi6n que sufre eJ. _paquete. Esto pode-­

mos verlo si escribimos la amplitud como 

i ~ elo( 

-"'"' + lott. :. e 
= "R e.<a1v. 

de donde o<x nos da la informaci6n sobre 'P. • 

II-160 

+tambieñ se puede efectuar para un paquete relativista 7 8 



·6'• '.': 

II-6. Otra forma de expans\6n para la amplitud. 

Usualmedte:' ~rit~abélja con. la amplitud de dispersi6n­

··· :~(e~l3i~fo}.lá,nd?.~·~ .. ennor:i.d:as;p,ari::iales. ¡:¡Lla 13¡:erg1.a es no muy alta-

, §0~,9 .. -~9s,'cuant'os .. té~m~nos,.(on4as pf!.r9ial~s) contribuyen con lo-
.... l ~;' ";_,,, J;. 1,~; ·' • 1. - - i. - . • ' 

·1 cual se requieren solo unas c.uantas cantidades. complejas depen--
1 .... ~:'!\~'..G~.~.);}:;f_ i\ ':. . ¡ ... · . . :· "'·. ~· ,· ' , • 

dentes de la en!3rgía para poder determinar su comportamiento con 
'X~r·.j::..~.!.:·· :~:::.¡·: -- . . . ,_ . ·- ... 

buena aproximaci6p., pero conforme la energla se va. iJ1crementando, 

el nfunero de términos <f U~ contribuyen tam~ién awnenta considera-
~:-;~) ~.: ·~~.F : 

blemente, lo que da lugar a que la_para,me.~rizaci,6n de,je, de ser -

adecuada. Cuando la energía se incrementa las partículas son -­

desviadas menos de la trayectoria ori'g1nal esto sugiere que si -

(•e seLtoma la desviación o algo similar (digamos la transferencia -

.. ,.\i-e; IJ:9~e~;t¡p) ta1,1!1l1~.·;Si. se parametriza·:con él solo ::une o pocos· -

..•. ~·~tllfi¡:b't?.;,sean .~iguific.a.tivos, se encuentro. que esto es posible 

La represent,aci6n. de Itegge puede· interpretarse como-­

una descomposición de la amplitud ·de dispersión en amp:i.itudes 

parciales cada una de las cuaies éorresponde al intercambio de -

(;¿;~[!onjunto de pseudoestados, est.e :n.esarrollo es muy similar al­

de ondas parciales pero como ,los obje~os de . .intercambio no re- -
¡ : ; • . '. ' ·> '! ; .. · .; .; • ' . . 

presentan estados físicos mecánico cuánticos, el significado fi~ 

sico del parámetro de desarrollo v equivalente a la JI. en el-

desarrollo en ondas parciales. 

Consideremos la dispersi6n elástica de dos particu-­

las cuyos momentos entrantes son ~' , 9, y los momentos salien 

tes son P.._ , 9' (fi,:;ura C1) • 
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:?,:.· / 
\ ~ .. 

figura 9. 

La dispersi6n puede describirse por los elementos de 

la matriz S ( P\ í\ , ?, ?, ) , usualmente se usan "?: '?, p:::.ra -

designar las columnas y \\· ?,_ para los renglones. 

II-161 

Las invuriancias propias del sistema hacen posible -

la di3gonalizaci6n de S ; como los estados entrantes y SJlien­

tes no se alteran bajo transla~iones entoncPs deben ser eigenes-

taJ.us de 

?, \ \\ '\)-=. ~¡ \\!,<\.) \ 1,2, 3 II-162 

donde: 

v.., = c. \'" ~ '1'1) 

'\ ( = 'l t ( \', - \',·) i 

Tambiéú podemos diagonalizar: 

1 

1 
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y L3 , introduciendo asi la base \E.~ ....... ) 

Para particulas (sin espín) teníamos el desarrollo · 

en ondas parciales: 

i <- ~~·) =- t <.Q \= ¿ Ú.1, to v.._ (l.0~9) 
$,. 

II-1& 

Si en lugar de esta expansi6n, en la que ~ nos sir· 

ve para etiquetar cada contribuci6n, usamos otra con un etiquet 
18 do diferente para S digamos :. 

c. ( ) - e: "· ~ ..) \ 9._• ~I 'l't ~' : ;J ~ • .,, • r, 

Tenemos entonces que lós renglonea y columnas están 

etiquetados por pseudo estados izquierdos y derechos \ \>, )( ?1. \ y 

\~·)(P.\ 

entonces: 

si 

que podemos escribir como: 

·\~,)(~.\=.\V,,~) 

\?,){? .. \= (.P,•Pl'\ 

'\ = ., ... '~ .. + 'I\) 

?, \ P, "~) =. V.;\ 'r>. ~) II-lE 

La transferencia de momento 'f.. es invariante bajo 
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translaciones en el plano perpendicular a V-. , y rotaciones so -

bre \<.. lo cual se puede yer en el sistema de Breit (figura 10) -

ahora etiquetamos la base por medio de los eigenvalores v 
\~ como verenos a cont.inuaci6n 

,___ '\ft--.. . ~l'l.--

v. 

figura 10 

' W\ , 

Los elementos de la matriz ""\ están dados en esta -

base por:. 

Podemos descomponer el operador "T para una tr~ns-­

ferencia de momento fija, digamos en la direcci6n -z , los ope­

radores apropiados son20 , 21 : 

i. = l,l. II-167 

"M. = masa reducida 

Como existe invariance frente a rotaciones alrededor del eje 
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otro operador apropiado es: 

II-168a 

II-168b 

donde:. 

9,~='3¡.t+':!rt 
l 1 1. 

Podemos etiquetar una representación por medio de -­

los eigenvalores de estos operadores. Las eigenfunciones simul-

táneas a (II-166) y (II-167) son: 

~5,l. ..... ~ ... 1 \ 'n..,, ..... =- v'"\1. v .. o~~ ... ¿~ II-169 

'M'= o.! l1:L... lI-170 

donde 

II-171 

Los intervalos de v , w. están determinados por la 

unit~riedad de los operadores ~puecle demostrarse en forma rigur2 

sa). 

Para poder escribir l~ descomposición de la ffiatriz -

T necesitamos de la normalizaci.ón que satisfacen las funciones 

"°'"""' : * )d..'-c+ 'n:"'- \C!,.,CJ,..J hv',_• \'3,,~L\=0 s~\)-V')s.,...,., 

\ vdv ~\\~· <i' ~"\) .... e~,'~:)= c5~1\'\-<t') 

II-Í. 72 

II-173 
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Entonces podemos escribir: 

Q""'\
00

vct'il ~ nv .... \'\.'\.) q:""'-1- q. 
o 

II-174 

donde 

II-175 

y entonces: 

i:~,, \""\)d\) L ""~ ... (.~,13,.)~\) .... ""'" ~ II-176 

o 

(los segundos términos de la derecha en (II-174) y (II-176) se -

refieren a la parte discreta).de esta ~ltima ecuaci6n podamos ob 

T. ""'" tener .._ invirtiendo:. 

lI-177 

Hasta ahora no hemos hecho ninguna suposici6n sobre el potencial 

sin embargo esto se hizo im;;:•lícitrunente al elegir el intervalo -

de \l , 'M • 

El Rignificado físico de W\ es claro (número de uni 

dades de momento angular intercambiados entre la partíc'.lla y la­

fuente) el de "' lo J.iscutiremos mas tarde. 

Si el potencial es ,esféricamente simétrico: 

II-178 

entonces (II-176) se reduce: 
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i:.\::. \
00

vd\) l./ 'n",.0 ('\,~,) t' 9\ 
o 

lI-179 

y 

II-180 

ya que 

Expansi6n pa~a dispersi6n hacia adelante. 

Para dispersi6n haci&. adelante, \<.::.o , tenemos: 

II-181 

II-182 

y 

II-183 

ahora las eigeufunciones simultáneas son: 

II-184 

II-185a 

II-185b 

~ ... =-l .... JI. II-185c 
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y las relaciones de normalización son: 

\0-1 '.\-C)~ .... <.'\) ~~.iw: (g,) = ~ .. S<.\l-v-')Ó,.. .. · b.u• lI-186 

\ v-'l.°'\J-L 9"L.,. cs.1 C\;:.., c_q,·' = ó'
3
'<-9t-<:\') II-187 

y la expansión análoga a (II-179) es: 
00 

-i:'\ = ( \)-,.d\-1- L_ 'º"'h"q~) .. <.\) +=f. ) ~~ II-188 
o 

si el potencial es esféricamente simétrico 

II-189 

obtenemos asi: 

II-190 

Significado fisico de v 

Ahora veremos cual es el significado fisico de 

y qué relación tiene con otros resul ts.dos20 

De (II-179) tenemos 

II-191 

si no tomamos en cuenta la parte discreta o invirtiendo 
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II-192 

supongamos que sobre nuestro diapersor inciden partículas con d! 

ferentes momentos, si d~seamos trabajar solo con 'f.~\<. podemos 

"filtrar" introiuciendo una funci6n Fe.~) , cuyo valor aprecia-

ble es para K= x., entonces la amplitud (II-180) estará dada 

por: 

l ... ":: e ~<iv-1:~ \:(v..) 1,.~v~\ II-193 

,... e- o. <:.1:-1<..) '1. ..,.. 
Supongamos que r\K): , si expresamos a '~9. al 

igual que en (II-149) y solo conservamos los dos primeros térmi-

nos 

II-194 

si K es sUficientemento grande podemos usar la forma asint6ti-

ca para j
0 
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lu contribución más importante proviene de 

\)'t.:::::. \d-.''I. )'!. 
II-196 

y como vimos en ( II-156) ct. '12. es el análogo cuántico de !:>. en 

tonces, la v obtenida como uno de los eigenvalores de (II-168) 

tiene como contraparte clásica a l:i. Por otro lado de 

(II-166) y (II-167) tenemos: 

,.. L'I. ,_ = -.,i. - ... , ... t \~ \- \.:1.0 y II-197 

y como el miembro izquierdo es el operador de Casimir21 entonces: 

II-198 

donde "\ son las trayectorias de Regge21 ; tenemos asi la rela­

ci6n entre D. y el parámetro del desarrollo \1 y los polos ie­

Resge, si la energía es muy alta la amplitud de dispersi6n está­

dominada por unos cuantos polos y si \) es independiente de la­

energía y solo contribuye una entonces tenemos el análogo a una­

constante de movimiento. 



CAPITULO III 

III-1 Aproximación de Born 

Una ie las aproximaciones más usadas para altas ene~ 

$iss (o cuando podemos considerar al potencial como una perturb~ 

ción) es la de Born, que podemos obtener resolviendo en forma -

iterativa la ecuación integral (II-15). Esta solución es Asen-­

clalmente la expansión de 1:; función de Qnda en serie de 

Luouville-Neumann. 

Para obtener la aproximación cero de la ecltación 

(Il-14): 

UI-1 

despreciamos la integral y entonces: 

1\JI•\ el'i.•<' 
~ ... ('f) = 

La siguiente aproximación la obtenemos su~stituyendo 

~~·1 
en lugar de *"- (\'-') dentro :le la integral en (III-1) 

III-2 
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. . . . , iti,'.•l (;:.·) para obtener la siguiente aprox1mac1on, "\', , substituimos 

la t\'~., l~'l obtenida en lugar de '-V .._l'i-') dentro de (III-1), y 

así sucesivamente; tenemos entonces: 

III-3 

y la soluci6n (III-1) es: 

i\:i ( _ iV''¿_ ( (G. - -·) -· 1 r. U , 
't't<~)::e -)(\tl--;:.·i U(\')e ~f+ \) (\-'"" vcr1~cr--;:."1 U')l( 

. e~i·r" ó_1i• o-1 r• + \ \) G.lr-~' \ \J ff) G.(r-~"l \J(t") 6 <f-r"') VC(-'") ... 

e·~·r"' d.)~'d_lr"d..3r"'+ ..... 
III-4 

a esta serie se le conoce como se~le de Born. 

Podemos interpretar cada uno de los términos en la -

serie de Born como sigub: El r~imP.r tP.rwino nos represecta una -

cnia que se mueve libremente, esto es no hay interacción (;i5. -

11); en el segundo esta onia se mueve libremente hasta que es 

iispersa;l.a por el potencfa.l U<~') en el punto t' después de lo 

~u&l se sigue moviendo libremente (fig. 11), y sumamos sobre to­

los los posibles puntos de dispersión; en el si5uiente la onda -

se :n:ieve librt?ruente lu.sta que es dispersaia en el punto r" por-

el potencLll V(~") , la onia reirnl tan te se 1tueve uu=va:ne:::ite 1 i--

tre .ic inte:::-acción hasta que es J.ispersaia en el punto \'"' por -

el ~·Jt~nci:ll V<.~"') en ese pur:to, s:.irr.an:os al ie;u.\l ;ue :tntes so-- • 

b:::-e tJ.ios los ;:;.;s.;.bles puntos '\' , 'I"''' , :~' así sucesivamente. 
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figura 11 

El problema ~ue se i;iene con i.a ser{.~ es la conver­

gencia ya que de ella depende qué tan buena es cada Wl.a el.e las­

aproximaciones, esta depende de la intensidad del potencial ii~ 

persor y el tiempo durante el cual la particula interactúa con­

el. 

Para que la serie converja 1ebe cumplirse: 

III-5 

Si deseamos conservar solo los primeros términos 

(Y\ = 1) y suponemos \<.<A.~\ entonces vemos que el factor expo-
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nt;?nclal:,~en~ro de la ~nteGral de la. primera a?roximaci6n no con­

'''(ª' \\J\ 1. t;;~buye .p9r. lo cual la integral es del Qrden '1' . . o.: y para que 

se satisfaga(III-5) • 

\\l l') .....,_, 1 \JI o.." \\i (01 

l. 

'\! 111,..., m \VI o. 'l. ..y1•1 

"'l;,'I. 

como \<.~!:. 1 entonces: 
. .. :. :, 

IV\ t... "',_ 
'MO.'L 

III-6a 

III-6b 

III-7 

Gomo ya dijimos la convergend.a también depende del­

tiempo que la particula interacciona con el potencial, ( o.¡,,.), 

será buena si este tiempo es pequ.eño comparado con el que requi~ 

re el potencial para influir e.preciablemeu~e (h. /y ) , esto impl,!. 

ca: 

6 

Y.E::. l./ ... 1 
°VIV 

III-8a 

III-8b 

como vemos la condición (III-7) no impone restricciones sobre la 

velocidad a diferencia de (III-Sb) donde se requiere que la velo 

cidad sea suficientemente grande respecto del potencial. 

Lo que nos interesa es la amplitud de dispersión por 

lo cual es conveniente encontrar un método de aproximaciones su­

cesivas análogo al de lo. función de onda. Para ello es mas con­

veniente trabajar en el espacio de momentüs. 
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De (II-89) vemos que las ondas planas forman un con-

' j,unto completo, lo cual nos permiti6 obtener una ecuaci6n inte- -

gral para T análoga a (III-1) y dado que (II-129) nos relacio­

na a t con T" tenemos.''entonces una ecuaci6n' para ~ que al r!: 

solver en forma iterativa nos da las diferentes aproximaciones -

; de. Born. 

III-9 
,:¡., • .. · . .:: 

si, .el potencial es central e integramos sobre los ángulos: 

' t - • ' 

si hacemost 

<..~. ~ ·~}·'1'· = p 

entonces (III-10) se reduce a: 

y por 

III-10 

III-lla 

III-llb 

I!I-12 

III-13 

usando el teorema de adici6n para los arm6nicos esf~ricos 

)\JM. 't" ~~·-!-\ = [ (.tlltl \\la. li.,i(:•) 'U..at'Zl 'U.t tQ') 
~ ""·-V-\ \). "1 III-14 

y como suponemos que la dispersi6n es elástica 

\g_\:\V:o\ 
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~9-:: - ~ \ \J C.'f') ó.t"' 
:;:~ ; -~,,:::··::o· .. ".,:c.'~·:q!.: ~--:-:i'::~m.t~1q .~:...J. 

Aproximación de .Eikonal, .. \ , . •. ' .-:~. l _J ........ :: !!~.!,~);'~·: 
III-2 

(>-III .• . . • 17,.I 

Existen casos en los cuáles la energía es alta y sin 

emba!i81G~rPºHmc~l!~cnoac12mptie;tcón-:;1rfil6dñd:í1c~&ni'.('tffl.'86Y Utd·'su 

cede cuando: 
- f 1,,- ~.J ! .~ 
- \ ... ,/¡ ~· 1 

III-17 01-III 

dU-III I.U-18 

para estos ca·sos como ~ es muy grande por el p.dncip;.o ele in-­

,.. ,ce,r,t¡.idumbre es. de (~.bpera-"'r.l:re~,'.~ue i11 boprni&:ft}d.k la particula esté 
.:::. ... - ... ~ - . t .- ).,_ ~ 

bastante bien determim.da lo e ual sugie:¡::~. que µ~¡¡¡.~ ap11otcimaci6n -
-; r,'r' i ·.. ·'; -, · ' ' ~. ' · ' 

semiclásica es 6til, esta aproxima~i6n se conoce como de Eikonal 
.1 .. ·:·:-:.· ·'·- ! . i "i· 

r: ,Y-W válida para valores arbitrar.J.ds.~d.e ·. ·. .. 
. .:.,,- .· _J;. J.,."'· 

eo::>l'l III-19 

si \\/\/ ~ w 
llI-III 

"'(...~~Lf" 0.:>..:: . .. , ,, /:r 11:i::: -· :~· •.. ,, 
Este mé'tocto efe aproximaci6n c;nsiste en proponer una 

solución :le la foriiia~·· '.t..1.-:· ·~:·.. . :' [' ...• ,F.'' i. '.. ,. · 
i i 
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II-20 
. ... .:.·.·' 

al substituir en (III-17).o'otenemos una ecuaci6n .integral. 

III-21 

es conveniente introducir: 

~· = ~-1-· III-22 

substituyendo cenemos: ,: .: 

\l~r'- \<.·~') 

e VC.~-t') CO("'-~')d.r-' 
r' ...,.. 

Si \ÍC<:-'i') <f (r- ~·1 varia apreciablemente en la dis­

tancia d. (que mas adelante precisaremos)\ y como 

d.~· = \'"''!.d. r' d \-" d.qi 

~ =. to<;, d\·) 

.ent~nces si integramos 

Cf <~) =. 1 + ';,' ... \'"' r' d;r' l 
o 

sobre 41 

e•~r· <l-\.ll 

l \<.. 'r' 

el J. f' ti- 11-1 \t-o-:.\ 

'~ ~· t'-=-· 

y sobre ~ por parte~: 
\l"' 
\ V(?-('\l\'t~-\=') l -
11:~ \ 

d. " ( '\"- '"1 \ (\J l '\""- '{' 1 ) 

d.\" 
I~I-23 

El limite p.::-\ corresponde a \"' antiparalelo a -

ii. y IJ-:.1 cuando es paralelo a Y- 1 como la exponencial os-

cila rápidamente los únicos valores apreciables provienen de los 

valores de la fase aproximadamente estacionarios, esto ocurre 
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cuando r'' Gi!I paralelo a R en primera aproximación tenemos -

entonces: 
00 

q>Ci')::. \ - .i. \ V<~-~·1 <.()lf-~ 1 ) \ __ Ó.1"
1 

"" ~11\C. 

III-24i 

o 

. como ~ es paralelo a V.. es conveniente expresarla en coorden!! 

das cartesianas y obtenemos: 
'1:.. 

<()li.1.\,-z..): \- .:L { V \.'X,l.\."t..') ~~~,").~·) 0.7:.' 
~'\)" ) 

una aoluci6n a esta ecuaci6n integral est! dada por: 

- t.,,.) ... \Jtx.~.z.') 0.--z..' 
~ 1.~.1p:.) =- e _ .. 

y entonces la soluci6n (III-20) e3: 

III-25 

III-26 

III-27 

Si comparamos con (II-2) vemos que tiene diferencias 

substauciales ya que (TII-37) no contiene una onda esférica sa--

liente como las funciones de onda discutidas anteriormente, esto 

se explica si recordamos que lo que dijimos anterivrmente tiene­

sentido s6lo dentro del volumen ocupado por el potencial (no es­

válida en todo el espacio) pero con ella nos es posible calcular 

la amplitud de dispersi6n, además la integral representa un de-­

formamiento que para nosotros es muy importante ya que con él p~ 

demos calcular 6,. posteriormente. 

Habíamos dicho que \Jú( variaba en una distancia 
22 

apreciablemente esta es: Si 
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III-28 

III-29 

y si III-30 

III-31 

ambos casos deben cumplir: 

.· 
Cuando se cumple (III-28) el ángulo debe ser menor 

que ~o..(lt y si se cumple (III-30) entonces e1.. L Y f é 

Es conveniente expresar r como la suma de dos vec­

tores, esto ea (ver figura 12) 

figura 12 

como vemos b es el parámetro de impacto clásico. 

Si substituimos (III-26) en (II-17) con la función 

de onda asi obtenida: 

( " W\ e - ... '~J ~'o ~ 
\ 

i<.~-~)·\\i+b.) ·v 
,\<..,\<..¡=--- v~~+"-'L)e 7-?. 

21íl;,"' 

donde 
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.,.,. 

~:: -~ ( \l(\,+~z.)ÓL. 
\,"1] ) 

( III- 3.3) 

como hemos supuesto que la dispersión es elástica,\~\=\~\ y da­

do que la energía es muy al ta V:.-\<.' es casi perpendicular a \<.. ; 

entonces el error al substituir: 
l ~~-Y.•)· i t. 

e - i 

es del orden 

si además efectuamos la integración sobre z. en(III-~~)entonces 

obtenemos que la amplitud de dispersión es: 

III-35 

la que podemos expresar de una manera mas apropiada si ef ectua-­

mos una integración ~a que 

y como 

( ~-\:.'). \, :: \<.'o e e.os~ 

podemos usa;(': 

III-36 

tenemos entonces: 
oO 

~\~,v.·)::-"''\ Jº\~'oel ~e\~-1, 'od.'u III-37 

o 

Esto es aplicable para ángulos pequeños pero podemos 
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mejorarlo ~i en lugar de integrar por una trayectoria recta lo -

hacemos sobre la trayectoria clásica de la particula, como esto­

resul ta bastante complicado, en su lugar podemos integrar sobre~ 

una línea recta intermedia entre \Z y K' paralela al vector. 

III-38 

donde b es perpendicular a 9-. 

En esta aproximaci6n se representa a la onda disper­

sada de K a ~· viajando por un camino intermedio (figura 13)-

figura 13 

La función de onda así obtenida es: 

I\' l'-. ¡;, ¡¡_, \- ei~ \ i \t.¡; ' ~.¡¡ < - ~~ \ V lt •V.•\ d.?.\ rrr-39. 

y la amplitud de dispersi6n: 

4-: -~ J( di- éii'-r V<r> l\J t'(.,r) 
'¡'fl1;_t. 

~ .... \a\; ch .. \J\;;,-\-~ "t.) e,.<>\ i ~ t~-~·,. ~¡; ~~?. \ -_[vt~ +i~) c:h.') \ 

III-40 
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pero: 
t V:.- \(..'\.R =-o 

\ ~ - Y-\, ').\<./\R.M. 0(-i. III-41 

entonces (III-35) queda: 

III-42 

y procediendo como antes con ayuda de (III-36) y (III-37) 

IIl-43 

o 

Si expresamos la fase ~\~) en coordenadas cilíndricas entonces: 

~ 

~~l.a):- -l.\ 
l\<. 

Extensión par.'i todas las Energías 

III-44 

Para hacer la extensión a todas las energías (y áng~ 

los) en lugar de (III-43) propongamos la amplitud 

"" 
Ale)-= f Jº c.1'{'oAR.M.9li.,) <A.t\:.,'i:»i b d.\:¡ 

o 

III-45 

usando: 

III-46 

obtenemos: 

A \9\ = ~ \ 1 (1..IH\) JZJl.'tl \ . .'t'(.'o) )ll \.t.0~S) O..C.\:.1'v:l) d.'o III-47 

comparando con (III-45) vemos que: 
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00 

J_( JH'c-\ \2.\<.\)) (Á.(.\<1\oJ 
V- \ 

II I-48 

o 

pero la relación de ortogonalidad de J~~~' nos dice: 

\ t lv .. \<) } >H• lJ<) ~' o Ó A>' ¡,_ t>!T>i III-49 

o 

entonces: 

III-50 

jllllto con (III-45) tenemos una amplitud de dispersión válida p~ 

ra cualquier ángulo y energla. 

Podemos comprobar que en el limite de energias muy­

al tas se red~ce a (III-43) si hacemos la substitución: 

III-51 

si las energías son altas y b 

(III-45) por lo cual se reduce a 

es pequeño no contribuyen a 

llI-52 

III-3 Aproximación de Goldberger-Blankenbecler 

Otro método de aproximación para altas energias es el 

de Goldenberger y Blankenbecler también conocido como de paráme-­

tro de impacto, que podemos deduc i::.' por medio de T como sigue: 

De (II-119) tenemos: 
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y.':: o, o, 1 

y, ::. ,.u...¡9 e.os: q,, !IJMé). illM <Ji, <..1$9 

\<.." ::. C..OSó.11.lM~, ¡WAo( !11M('.>, c.osp 

Cos Q = \'..''·v..= Aw.9 A™~ e.o~($-<()+ e.o~ !Hos~ 

Al igual que en (III-45) podemos escribir T 7 V como~ 

III-53 

T ('~ 1 1\,\<.'): \"'\>cl.b }. <..i'l:'o~ \ 'r\ l'{.,'o,~'i III-54 
o 

(º 
V(\<.,~, v.•i = ) bd.b 1. tz.'l:.'o ~) G \"-1io,~') III-55 

o 

siendo ~-::. 11JM.0h_ 

substituyendo (III-54) y (III-55) en (III-53), obtenemos: 

I"' odb J. <a'o~\l \-\<."-.:.,,\l.'l-'\H11.o,'f.'}\= Í d-v. \~\"" b'O.\; \id.~'' ~w.i.;,1:.•)· 
) (\l,.'1.-\<."L+(~) J 

o o ó o 

\-\\\<.''~"'f.') )O l'J.~'o'lúM.0/t) Jult\l.'o"!lJ.M.{1/-z.)\ 

si substituimos: 

en (III-56): 

III-56 
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III-57 

usar.do las relaciones: 

'lt 

f Jº t tz.'L-1-'2 ... - :t:z.Z cu.~\ l d<\i= "{\ J0 (.z.) J,t'Z) 
• 

111-58 

(111 . 
\. J0 lt\t 'Q l\l.V.. 0h.) 0.::-.: H\ jº \ 'h:.'J W>. a¡l. l.Kls~/t.) j, <.t\c. ~ NJJ(lh ~efi) III-59 

Podemos cRlculRr la integral s~bre el ángulo s6lido­

substituyendo (III-58) en esa integral tenemos asi: 

1 

1. l'.(,•j.~"\: . .L( J..(LO~~\ )0 l<v.'o"llW\l/i.\ J0 l1.l('r¡ 11UM SfL ~,_) }oC.t~\l IÚ"N< UlS 9/7.) 
6~1 

_, 

donde 1 representa la integral sobre el ángulo s6lido en 

(III-57), ésta relación podemos escribirla como: 

donde: 

I tv...1\,\1.''l= _\_\~d.~ 
.<;~ ... 

o 

si usan<os la relación de normalización: 

III-60 

III-61 

III-62 
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\ 

\,c),\:i 1. \Z 'i..b l\JJ.J.9/-i.\ :i. t?.~'otwJ.9'/i) = -~ C,iUv.&lr iUM9!t) 
L\ ~ ... ..uAJ. ef ,_ 

obtenemos: 

I cv., ~.~") = \ bd.\i G (\<-,Y.':"->', \i'
1
• 'n )1. t1.Y-'o'1) 

o 

donde ~ representa: 

('-'ti (' 
~~~ ) d~ \ Ó.ll l\JM "Vi. <..o'>El('I. 10 lZY-'o ~&{,) l1 l '2. ~<..os~) 

o " ~ 

III-63 

III-64 

y al substituir en (III-60), la relaci6n (III-57), se reduce a: 

t-\ (\C..\,,~'l-=-l3t~.'i.~'\+ {"' ~"Ó.'(" \ rr 'od'<i IQ'O.'b'' \3l\<.,b',V.")x t t'l:.'~-'l.'''1.""'él \. \ \ 
o o 

G l~\<", b' I 'o'', b) 1. 
III-65 

Tenemos asi una ecuaci6n integral en términos de las 

transformadas T y V , Pi \<., \<." tienden a oo se puede sim-­

pl tficar ya que para eate caso l se reduce a: 

y G se reduce: 

Jo C.'l.. '!:.'o' /\.lM 17/1. \ b \ '<>" - \(/y." 'o) 
6 't\ 'o' ~V.'' 

esto nos permite escribir (III-65) como 

III-66 

¡. 
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l) (\:.,b \<.") \-\ l"-'', ~ .. º• \(.') III-67 

o 

Aún podemos•simplificar un poco si tomamos, en cuenta, 

que para energias altas '? \ 1/1<."'-'í-'-i.) es despreciable comparada -

con i.. 't\ 6(\:."t-~'') entonces los elementos diagonales de la integral 

se reducen a: 

-et\'.', 'o.\<.') 1-\ l~','o,K') = 
\ - i.. \j t\'.',1,,'i<-'l 

1.'f,: 

III-68 

Otro método de cbtener la aproximaci6n para \-\ pod~ 

mos obtenerlo por medio del desarrollo de "T y V en ondas par 

ciales, como sigue: 

( \l..IT \\l..')-:: T(\<,'t.') ::[ (U"cl) \>1 (u:>c:.&)11 l~.l..'\ 

\\(.\ V\V..'):: V(\\,\:.'):L('l..O."c1)°?.o.li.o">9) 'J.CV.\~-·) 

III-69 

III-70 

podemos expresar Y (\<,V.') en coordenadas cilí11dricas, con lo cual: 

.. 
- -'i r• 41, lo l<'->·> .\) 1 V l Lb'+») '

1
') ch. III-71 

. 
es conveniente definir: 

III-72 
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si la energia ea bastante alta: 

\<.._ componente de la transferencia de momento a lo largo de \<. 

1<."0.1<.'' ~ - \(.Q~~ 

\<.-::::.: \<." 

con estas aproximaciones la ecuación de Lippmann-Schwinger para­

ondas parciales se reduce a: 

III-73 

integrando: 

V1.t'i'.,°'') III-74 

si J.')')\ 1 k'o:.!l Y °?.Q (.U>~9)--. J.ll.\<.\,IUMS/1.)• III-75 

Se satisface también: 

III-76 

con lo cual para .!!. ')) \ 

!II-77 

donde: 

III-78 

substituyendo en (III-69) y transformando la suma en una integral, 
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con ayuda de (III-75) 1 obtenemos: 

T (V..' c..o~e) _..., (loó.lo Jo (l~ MM eh.\. \J ~\:,) 
) \-2:_. \¡l\,) 

2.\<. 

III-79 

pero de (III-76) y (III-72): 

III-80 

substituyendo junto con (III-28) en (III-74) 

III-81 

usando (III-81) y (III-75) en la ecu~ción (III-69) por Último: 

III-82 

Es.para nosotros muy importante notar que: 

\): - ~ \OQ III-83 

\, 

lo cual obtenemos de (III-72) al expresarlo en coordenadas pola-

res. 
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CAPITULO IV 

IV-1 El problema en Mecánica Cuántica 

Aproximaci6n de Born. Una dimensi6n: La ecuaci6n de 

Schrtldinger es: 

IV-1 

donde 

Si denotamos por G , la funci6n de Green que satisface: 

( J..t + ~t \ G = - Ó<..x-X') 
d.1.1. ) 

IV-2 

entonces 26 

IV-3 

con lo cual podemos escribir la ecuación (l) como: 

IV-4 

Si el haz incidente de partículas proviene de -CO -
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entonces parte de ellos serán reflejados y parte transmitidos h~ 

cia ~ oo para verificar que (IV-4) satisface estas condiciones­

es conveniente escribirla como: 
~ 00 

\.\1 :: e1
"'"/. +-1.. e' VI.X') ~\.:t.'lch' -1--1 e. u \x') ~~X') °'-X\ IV-5 

• \ '\'.\X-)('\ \ \ ~ 1X-'><'I 

1l'I<· ?..i~ 
-~ ~ 

si hacemos \'X\->:> oo obtenemos 

"" 
\,\ll 'X\_., e'"'~+ eiv..i \ E(~·"' \J ~ \'() 0.1(' 

~¡ \<. _ ... 

00 

'-Vl~\ -4 e'"'\. e-l'f."1. ( e1"''\J '\Jv~') d.x' 
~t\<. \ 

-OC> v.,...,.,d.., ~-'7 -00 

que podemos escribir r,omo: 

donde: 

"" i\<.>C' 

bt1<.)= -' \ e u '\loe.') O.x' 
~\\<. } _.., 

que satisfacen: 

IV-6a 

IV-6b 

IV-7a 

IV-7b 

IV-8a 

IV-8b 
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IV-9a. 

IV-9b 

• Para encontrar el potencial que satisfaga la indepe~ 

dencia con la energia del retardo temporal necesitamos conocer -

bt~l 6 ~t\<l. 

Según (II-129) y (IV-8a.) podemos escribir para una -

dimensión 

IV-10 

y por (II-119) 

(Y.IT~') = ('f..\V\~'\ + \ (\<.\V\\:.")~~(.~"IT\'f:.')ch.'' IV-11 

usando (II-115) y (II-128), tenemos: 

"° 
('f-IV\~'\= 1 (\<.\T\"-.") l~'\U:\~")Ó.~ 11 

IV-12 
_.,.. 

substituyendo en (IV-11): 

IV-13 

(-Y.IV\V-)-= \\(.~z \:il'!:)- ( H~\iw.") Gi-+('lc-"\Tl\:.')ch:'' 
w. ) . 

IV-14 

Ahora podemos proponer 

IV-15a 



('f.\V\\('):.- I. "'\" (\i..\\th') IV-15b 

IV-15c 

substituyendo (IV-15a,b 1 c) en (IV-14) e igualando coeficientes -

de iguales potencias de ""\. 1 obtenemos para los dos primeros --· 

términos: 

IV-16 

IV-17 

Para obtener el potencial en funció~ o~ ~ usamos la transform~ 

da de .Fourier: 
... 

V'"t" = ,;;,. \ ( -<\~\\<.\e''" á.1<. 
_.., 

substituyendo en (IV-16) a (IV-18) 

v<·1 txi= 2\:.'li. ""'\r-'ot1<-)e1 i\<..d,.,, 
fu )V\ 

L\ ~" ( -~·\<~ f 
~_le d.\( )b1.~·1 ol"--~·)J.\<.'' 

--

IV-18 

IV-19 

IV-20 

IV-20a 

podemos expresarlo en términos de t usando (IV-9b) y escribir -
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a t como: 

hl,<.) =A<."-' e 
\el.~\<.) 

IV-21 

donde suponemos ~~~' peal (la parte imaginaria podemos absor-­

verla en Ao .. )). 

Si desarrollamos ~ alrededor de ~. para expresarla 

en función de 6. • 

IV-22 

donde CA.t\<.) tiene valores apreciables solo cuando \\~ \<. 0 • Subs 

tituyendo en (IV-19): 

V''1 
::. ~ \K \\- h-v.)) e·'l.\'I'-'< ch .. 

""'"''h°'TI 

IV-23 

Por ~tv.) 
\d.. (-\<.) 

representamos O..l·V..) e y ~ l'\) es la transforma-

da de Fourier: 

IV-24 

La segunda aproximación es: 

IV-25 
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Tres dimensiones: 

En el desarrollo anterior la ecuación (II-119) para 

, se particulariza para una dimensión por lo tanto si ahora -

la usamos en su forma original para tres dimensiones y procedemos 

exactamente igual ~ue para una dimensión pojemos. obtener las 

ecuaciones para vt•1 y V\"'-\ , solo necesitamos tener en cuenta-

que ahora: 

IV-26 

y entonces dada la relaci6n de ~ con T 

IV-27 

También debemos tomar en cuenta que ahora las trans­

formadas de Fourier son en tres dimensiones lo cual introduce 
1.., .. ,·lli r..,,..,·'h. 
'~" en lugar de '-'-"1 excepto por estos cambies los re 

sultados son iguales: 

\J l'l ( '\) ::: 

= i. \,'l. !\= { ~ ~ ~ 'i.,•;.')) IV-28 
"'" 

IV-29 

Como vemos al igual que en una dimensi6n, para deter 

minar v\~\ necesitamos conocer también ~(~) (además de que -

las aproximaciones siguientes son bastante mas complicadas) esto 

proviene del ~edio que usamos i para determinar el potencial. 
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Aproximaci6n de Eikonal 

De (III-54) tenemos la fase en términos del poten- -

cial 

IV-30 

donde 

IV-31 

como 

IV-32 

si 

A.:: e.te 

debe cumplirse 

si~ndo o.. una constante arbitraria. 

TenemoB entonc~s de (IV-30) y (IV-33) a /::. como 

función del potencial por lo cual es posible determinar V , co 

mo función de da la similitud de (IV-30) y (I-49) es conve-

ni ente hacer· los cambios siguientes ( an!ilo3os a (I-'~))). 

1>J - \(.'l. --
( .Q.tlb,) 

substituyendo en (IV-30) obtenemos: 

~tu> =V'l. 'f~v 
IV-34a, b,c ,d 
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""t 'U.) d.u. 
( w - '\A, ) .,, 

que es la ecuación integral de Abel. 

(que concuerda con lo obtenido en28 ' 

la integral es: 

IV-35 

IV-36 

IV-37 

si substituimos en (IV-3?) tenemos U= o lo que podemos inter-­

pretar como imposibilidad de que A sea constante sin embargo -

pedíamos, originalmente que A fuese independiente de t: por -

lo cual podemos suponer que 6. depende de "'\ (esto es, de 'o ) ; 

veamos que nos dice sobre la constante 

Tenemos de (IV-30) y (IV-33) 

IV-38 

entonces para que ó no dependa de 'E. , ni de \l.. , \.): \c.lHr) 

y o..-::. o con lo cual (IV-36) se reduce a 

u: IV-39 

si suponemos ahora que U.:.,., ... \:tr) 
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17-40 

Tenemos asi el potencial en términos de la ti.v·•\\ al menos en la 

aproximaci6D de Eikonal como el ángulo de deflección es pequeño­

el resultado coincide con el unidimensional clásico lo cual no -

debe de extrañarnos si recordamos que la aproximación de Eikonal 

es una aproximación cuasi clásica. 

Aproximación de Blankenbecler 

En esta aproximación de (III-82) y (III-

IV-41 

y de (III ·93) 

\

"" ..-\/~.,.,C..r 
~ \.Y.1'o) - - (~'\.-'ol.)'" IV-42 

... 

g,ue es (III-44) por lo cual al invertir obtenemos los mismos re-

sultados. Para fijar mas esta similitud veamos qué relaci6n 

existe entre ellas y la de Born para lo cual debemos expresar 

las amplitudes de las aproximaciones de Blankenbecler y Eikoµal-

en serie 

Podemos escribir la fase de la aproximaci6n de Eiko-

nal como: 

IV-43 
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siendo 

00 

\J\'t>)= -~ \ V\.t'oi.p.'-!'lt.J át. 
_., 

IV-44 

entonces: 

"" ( i... 'i l\i) 
\::.-~\ ¡loA.'o Jo\e1< -1) IV-45 

o 

si desarrollamos la exponencial y ponemos: v,':.'l.~'1l.M.0/?.. 

\ =- [ q;:y-' ~ ~\l \"" \:, d.'o lo \'o'\\ Vl\o) IV-46 
o 

Para la aproximaci6n de iilankenbecler tenemos: 

\;""' ("'\c).'p Jollo~) \Ji.lo)Á\-}~ \J('-3\) 
o 

IV-47 

que podemos de~arrollar y obtener: 

"" 
T~1.::. t \~"'-Y'_,) \i 0.'o J. \'o~) l 'H'o\1'<1 IV-48 

n;:, o 

para compararlas usamos el desarrollo de Born para la amplitud -

(II-119) que podemos escribir como: 

(\<.. \~\\<:)::. (."-\IJ\ 'f.') -t t \o.'3"-····J.ly_'I (\'..\'l\Y-,)l\!..,\'l\Y.1\····· (Y.:\V\~') 
\ ( v.;i.- ~'l.'\- i l:). . . . t \l..~ - 't,. •• ~ \ l:) 

IV-49 

El primer término: 
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podemos escribirlo como: 
00 

\V..\V\\1.1
) =. \ 't>d.'o 'J. l\<.~) '\/l'<I):: '/\~.''1) IV-50 

o 

• mientras que el segundo término de la serie de Born podemos divá 

dirlo en dos partes haciendo: 

con lo cual obtenemos (si solo tomamos la parte en ó ) 

\'*.'v.., C.~W\~,)(1<.,\'/I\<..) Htv.,1 -1<.\) 

y usando: 

00 

~ ::. \ ~cl'o !o L'll~) \JL'o) +i_ \ 'oA'o j. l'c~\ l \J<..lii)"\1.-T •• • 
. o 't\'.. o 

IV-51 

IV-52 

IV-53 

Comparando con Eikonal y Blankenbecler vemos que al orden '11<. am 

bas aproximaciones están de acuerdo con la exacta para toda 
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OONCLUSION 

Tenemos entonces, según la aproximaci6n de Eikonal -

(y Blankenbecler:) que para 1ue A.. sea independiente de la ener­

gía se requiere que \J: E F~r\ , si Di.= ..r.. entonces el potencial -

no existe. Como vemos este resultado tiene gran similitud con -

el unidimensional clásico, lo cual no nos debe de extrañar ya -­

que además de ser una aproximación cuasiclásica, aún cuando se -

plante6 en tres dimensiones no dej6 de considera~se el moviil<la~­

to del paquete en una dime~si6n lo cual podemo~ pensar como dado 

que e es pequeño (aún siendo b 1: o ) el movimi6.ato eE« unidi-­

mensional. Los resultados que obtuvimos por medio de la aproxi­

maci6n de Born parecen más complicados, este hecho proviene de -

haber utilizado la amplitud de dispersi6n para obtener el poten­

cial y no directamente b. <. o la fase por medio de (IV-33) ¡ si -

usamos la fase en la aproximación de Born obtenemos el mismo re­

sultado ya que si en (III-33), para una ~ , K tien1e a infini­

to ( b tiende a cero) entonces se reduce a: 
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que es precisamente (III-16). Además de la dimensión final es­

to era de esperarse con lo cual podemos afirmar que bajo las -­

condiciones en 1 as que hemos trabajado en las tres aproximacio­

nes para que Íh sea independiente de la energía V= tFv') 

Debemos tener en cuenta que si solo una duda parcial 

contribuye entonces usando (IV-33) podemos aplicar los métodos -

de inversión que se describen en (31,32,33,34,35) donde solo se 

usa la fase+ SR y las energías de los estad.os ligados, sin -

embargo para altas energias no contribuye una sola ~ por lo -

cual esto carece de interés. 

Comentarios 

Hemos resumido él.si el material referente a retardo-

temporal y hecho ver algv.nas de s11s "~laciones con polos de 

Regge, pero fal~a aún no solo el tratamiento rGlativista sino -

también la relación con teoría de grupos y sus apJicaciones. 

Sobre la construcción de paquetes de onda y retru:·do 

temporal para el caso relativista existen (hasta donde sé) al -

menos dos trabajos36 ,37 sobre algo de la relación de polos de -

Regge con teoria de grupos están21 38 pero no se ha tratado de -

unificar y explotar este conjunto de relaciones,trabajo intere­

sante pero muy complicado; sin embargo después de todo esta re­

l~ci6n de temas aunque sugerida se hace propia dado que se em--

+Además de que una fase puede ser producida por muy diversos po­
tenciales por lo cual se complica aún más. 
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piezan a entrever sus posibilidades después de leer +os trabajos 

aún no sintetizados y se cumple así el paso inicial pequeño pero 

necesario para continuar en la búsqueda de la relaci6n uso (si -

es que esto existe) tratando de utilizar lo aprendido y de modi­

ficarlo poco a poco haciéndolo acorde a las necesidades que sur­

jan. Creo que es lo mejor que he aprendido, a interesarme por -

un tema al ver sus posibilidades como buscar la literatura y tr~ 

tar de entenderla para unificarla (aunque esto ~ltimo no lo lo-­

gr~. 

Dic. 1972 
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APENDICE I 

La matriz S y el concepto de retardo temporal 

En una de las secciones anteriores obtuvimos el aná-

lago cuántico de la distancia propia clásica /:::. , por medio de­

la fase de la amplitud de dispersi6n, a continuaci6n veremos co­

mo de la matriz S podemos obtener no solo el retardo temporal­

necesario para definir f::::,,. si no intervalos de tiempo arbitra- -

rio14 ' 29, tenemos entonces que en la matriz S o en la fas~ O~ · 
se encuentra toda la inf ormaci6n que sobre el potencial podemos­

obtener, contiene entonces toda la informaci6n dinámica sobre la 

dispersi6n. 

Podemo::; expresar la ecuaci6n de Schrodinger :lepen- -

diente del tiempo como: 

A-1 

integrándola obten~mos: 

A.-2 

sabemos también que: 

A-3 
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donde K es el operador de energia cinética, esto es: 

A-4 

Los estados propios dependientes del tiempo de 

i.q> .. = K~ .. A-5 

son: 

~ .\~t -IEt 

.... = e ~ ... :=· e CQ .... A-6 

es conveniente expresar ~tt.) como: 

e-i't..\: 1\J 

'\' L-t \ = 'f-x: lt \ A-7 

Donde ~x se refiere a la función de onda resultan 

te de la interacci6n, para eliminar la dependencia temporal en l<. 

pasamos al primer miembro la exponencial 1 derivamos respecto a-

A-8 

usando ( A,..4) 

: ew.~ V ~lt) 

= \J 'V~ l\:.\ A-9 

como es unitario, tenemos que (A-8) es la misma ecua 

ción (A-1) a la cual le hemos aplicado una transformación unita 

ria por lo cual es totalmente equivalente, 
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Supongamos que: 

A-10 

A-11 

comparando con (A-10) vemos que: 

A-12 

Cuando U \..1:,t,\ opera sobre la funci6n '{> (o una 

combinación de ellas) podemos pensarlo como si se propa-

gara de o a to de acuerdo con el operador K. luego otra de -

t. a \:. con el Hamil toniano \..\ y finalmente el estado reaul tan 

te se propaga a to obteniéndose asi la configuraci6n debida a -

la interacció~ después de cierto tiempo 

Si lo peusamos en t~rminos de la trayeetoria clésica., 

podemos suponer que se mueve libremente l V: o) duran.ta un tiem­

po lo , luego se curva durante t.-'t.o debido a la acción del po­

tencial y luego la regresamos por una tangente durante el tiempo 

'c. • 

Podemos obtener una ecuación diferencial para 

en la cual solo intervengan cantidades relacionadas con la inter 

acción. Tenemos que: 
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l.\l:i:L\) = \J\,t,l:.o\x ~l"to~ 

substituyendo en (A-10) obtenemos: 

que también podiamos haber obtenido por medio de (A-11) 

A-13 

A-14 

Podemos escribir esta ecuación diferencial y la con­

dición U 1.1:, t ):.\ por medio de una ecuación integral 1 integrando­

formalmente la ecuación diferencial: 

t 

\.J lt,t
0
):. \- \ \ ~ \J(.'\:\ U\.'t','\.,) 

t. 

\J \l:.11:.o) = \ +\ \ & \) l\:\t') \J li:) 
t 

la cual se puede resolver por iteración: 

A-15a 

A-15b 

A-16 

donde "í es el operador de "orden temporal 11
• Al menos en for-­

~a simbólica podemos escribir 
t 

. \ d)'.' 'l l\') 

V l'\1\.o) - \ e-\ ~. A-17 

ya que la solucifin V \t:t•) posee las pro¡:,iedades de una expo---

nencial. 

Ahora veremos como de la matriz S ::;iodemos obtener­

el retardo temporal y como definir intervalos de tiempo arbitra-

rios. 

Podemos escribir la función de onda saliente como: 
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-\f:\ 
~\o.\ 1.t)::: LA U::-fu) s (.E:\ le. 

Si desarrollamos la matriz S : 

donde \l~ .:;- ~ -1' 

Substituyendo en (A~l8) obtenemos: 

entonces vemos que podemos interpretar: 

También tenemos: 

si escribimos: 

y 

Ó\:.'I\ = tt-.-t~ -

.,. d..'I\ t Z-6-. 
V 

"' o." - i.~ \ns .. 
" o¡ 

t5 \\'\'\ =. '*'.., - '\''f\-1 

.A, ... 18 

A-19 

A-21 

A-22 
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,, _, "'-~·· ) =\se - \ 

=~S-n-\)'\'~ A-24 

si escribimos: 

A-25 

entonces: 

A.-26 

A-27 

que tiene cierta analogia con la ecuación de Schrodinger ya que­

permite determinar la función de onda de un sis·t;ema como función 

del tiempo siempre y cuando no sean extremadamente cortos. 

Podemos escribir (A-24) como: 

A-28 

A..-29 

Como vemos ~ ~ k s.. juega el papel del potencial, -
bt .. 

y es equivalente a la de Schrodinger en la región donde la inter 

acción varia poco en ~/~ (Eikonal) lo cual es de gran import~ 

cia para nosotros como veremos en la sección dedicada a esta 

aproximación y entonces: 

V:: i\:., ~"'" 
S't." 
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APENDIOE II 

Otro método de obtener el retardo temporal. 

En mecánica clásica calculamos el retardo temporal -

como la diferencia entre el tiempo que tarda la particula en ir­

de un punto 11 a 11 a un punto "b" en presencia del potencial y en -

ausencia de este, veremos ahora que en mecilliica cuillitica el re-­

tardo temporal (A.21) ~ o bl está relacionado con la inte---
o E. 

gral de ( ~·~ - '\',: ~ ... ) donde l\J es la f:;_¡;ci6n de onda dei pro--

blema y\.\'<():: O su forma asint6tica, esto si el potencial decrece­

. rápida.mente y \.\'lo)= O , lo h"'remos para una J.imecsi6nt la ge-

n~ralizaci6n a tres dimensiones P.S inmediata. 

Podemos escribir la ecuaci6n de Schr8dinger como: 

(\i-'~)'\'= \T+V-f\~:.o B-1 

Derivando respecto de E obtenemos: 

B-2 

Se satisface entonces: 

~il'T ~ - 3 'V T ~1'::: _'\;t. ª- ( '\'~ 'Cl'll\J - ~ '\" d~I<) -::: ".\'* 1\J 

o~ ºc. """ o'K ' or-ut oE. ª )(. ' 
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como 4J * y C> W se anulan para 'X= o. 
ot:. 

(\v ... '\1 = _"''l. ~ '\' * º 't.'V _ d '\-' d V"' ) 
} '2.'M a)<.dé o~ é)'l< V,~oo 

o 

que podemos escribir como: 

B-4 

2.."ñ~~::: \9-~ot\I(- ~)°'1- + ~ ~ 1UMlt'i-u.-1r,S) :S,...6 
o 

El thmino del 

2:: ~ -::. :¡ 1', ~ó 
V J..'f.. cJ.t 

B-7a 

B-7b 

.La generalizaci6n a tres dimensiones no presenta problema alguno. 
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