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INTRODUCCIOR

Los procesos de dispersidn a altas enerzgias son de -
gran interés en el estudio de particulas elementales, se encuen-
tra que la amplitud de dispersidn es upna funcidn suave de la -
energia, la cual si es suficientemente alta hace necesario un -
tratamiento cudntico - relativista; -~ pero dado el principio de-
incertidumbre, como el momento es muy grande la posicidn estaré-
bien determinada, esto nos sugiere gque un travamiento clésico -
puede dar informacidén sobre el proceso.

También se tiene que la amplitud de dispersidn para-
altas energlas esti dominada por unos cuantos polos de Regge, -~
los cuales a su vez tienen relacidn con el returdo temporal que-
la particula sufre durante la colisibn; si solo un polo de Regge
contribuye y no depende de la energfa se tiene entonces algo pa-
recido a una constante de movimiento, por lo cual es interesante
analizar y tratar de usar estas relaciones.

Zn este trabajo tratamos de resumir todo el material
referente para el caso no relativista, tanto clésico como cuinti
co, naciendo hincapie en el concepto de returdo temporal, tratan
do con esto de tener 1o mas claro posible los conceptos bAsicos—
iniciales para asvordar el problema de la determinacidén de la fa-
milia de potenciales para los cuales el proiucto de la velocidad
inicial de la particula por el retardo temporal no dependa de la
cenergia (tratamiento cuintico relativista) ya jue esta cantidad-
estd iutimanente ralacionada con los polos de Kegge que dominan-
la amplitud de dispersidén. La solucidén de este problema requiere



IXTRODUCCION

Los procesos de dispersidn a altas energias son le -
gran interés en el estudio de partfculas elementales, se encuen-
tra gue la amplitud de dispersidén es una funcidn suave de la -
energia, la cual si es suficientemente alta hace necesario un -
tratamiento culntico - relativista; - pero dado el principio de-
incertidumbre, como el momento es muy grande la posicidn estaré-
bien determinada, esto nos sugiere gque un travamiento clésico -
puede dar informacidén sobre el proceso.

También se tiene que la amplitud de dispersidn para-
altas encrgias esti dominada por unos cuuntos polos de Regge, -~
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la particula sufre durante la colisidnj si solo un polo de Regge
contribuye y no depende de la energia se tiene entonces algo pa-
recido a una constante de movimiento, por lo cual es interesaute
analizar y tratar de usar estas relaciones,

En este trabajo tratamcs de resumir todo el material
referente para el caso no relativista, tanto clésico como cuinti
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una labor extensa y muy complicada por ello en puestro trabajo -
solo trataremos de determinar clisica y cuinticamente los poten-
ciales para los que el producto antes mencionado no depende de -
la energia, para lo cual hemos dividido el trabajo de la siguien
te manera.

En el primer capitulo tratamos en forma breve la dis
persidén en mecAnica clésica e intentamos resolver el problema en
una y tres dimensiones.

En el segundo capitulo ademis de la dispersiédn en me
cénica cudntica y el desarrollo en ondas parciales tratamos el -
concepto de retardo temporal, polos de Regge, un desarrocllo de -
la amplitud de dispersidn adecuado para altas energias y la teo-
ria formal de la dispersibén en forma breve.

Las diferentes secciones del capitulo tercero nos --
sirven para anotar los resul%ados bAsicos de las aproximaciones-
de Born, Eikonal y Blankenbecler, resultados que usaremos en el-
cuarto y Qltimo capitulo donde tratamos de obteper el potencial-
en mecdnica cudntica andlogo al clisico del primer capitulo,

También incluimos dos apéndices, uno sobre lu rela--
cidén entre la matriz S y la comstruccidn de intervalos de tizmpo
arbitrarios, y el otro sobre la relacidén entre la duracidén de la
c0lisidén y el retardo temporal.



CAPITUIO I

I-1 Dispersibén en Mecanica Clésica

Uno de los intereses de la mecénica clésica es encon
trar la trayectoria de una o varias partficulas, las cuales estén
sujetas a fuerzas determinadas. Estamos interesados en encon---
trar la trayectoria de una particula en un campo central, para -
lo cual y debido a su brevedad usaremos el método de Hamilton- -
Jacobil?,

Consideremos la dispersién de una particula de masa-
wm por un potencial\/ s central, es decir, que depends 8solo de~

la distancia |¥| del origen del potencial a la posicién de la -

part{cula. El Hamiltoniano del sistema es:

o
- ¥ 3 -
Y=L+ Ve I-1

Como la fuerza es central conviene expreéar al {mpe-

tu en coordenadas esféricas:

Pt: p}-\- g;_+?; . 172

t 8

Sea EB la funcidn caracteristica de EHamilton:

S(rne, ¢ = Sitry+5,00) + S, () 1-3



Ya que el potencial no depende explicitamente del -
tiempo entonces se cumple que "{{ tiene que ser igualva la ener-
gia total.

Usando el hecho de que, el gradiente de la funcién -
caracteristica es igual al {mpetu, asi como de (I-1)(I-2)(I-3),-
podemos escribir a la energia como: .

E’=—‘—-X(a§’—'\l+-|—— BS.\: \ kE)S!\)I\*- \/(\?\\ I-4
tm |\ T2 \30 | T riguie \O¢ .

De la ecuacidén (I-3) separando variables podemos 1llg

gar a: .
. 1
5\: SYLWL(& VO - o/ Ll /zdr 1-5
SO S T 1-6
S;'—‘- A3 I-7

dondé o,y %, , ¥ Son constantes.

Eligiendo los ejes de tal manera que o,= 0 , es de
cir, restringiendo el movimiento a un plano, por (I-3) y (I-6) -
obtenemos:

S(r,e)= Sx)+s, (0) -8

Definiendo al momento angular como C(lz‘J Y con ayuda de (I-7)-
yr(I-B)’tenemos:

[
S = | Lamlz-vimy- /" &+ Je 1-9

%1 momento angular se puede escribir en términos del parémetro -

de impacto b (ver fig. 1).
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figura 1
La ecuacidn de la trayectoria se obtiene derivande (I-9) respec-

to a
0= J| v Lam(E-viw - Jz/rly’“ctr-& cre 1-11

'El 4ngulo @ de dispersibn esti dado en términos de la coordena
da © par:

© - 1- 20 I-12

Ios valores de ¢ para los cuales la expresidn en--

tre paréntesis se anula, es decir, cuando:
Bz I/t & VORY I-13
t= \/e_f_ I-14

nos determinan los limites de integracién, esto es, la regibn de



movimiento. Ia ecuacidén (I-13) significa que ¥=0 , lo cual =
podemos ver de (I-1) y (I-2) y usando el hecho que “H=-E ya -

que entonces:

E= ¥ Jlrd\lk\‘r\\

T\ Zwmt
£ = Vet AL Pez=wmF=0

Esto no significa gue la particula estd en reposo ya que 8+o.

La regibén de movimiento posible estd entre los valo--
res de ¥ para los cuales {I-12) se cumple. Si son iguales solo
nos dan el limite inferior \Fw por lo cual \W>|Th que es el
caso tipico de dispersién en una regién infinita; mientras que si
son diferentes tendremos el movimiento limitado por esos valores,
1T £17{£ Taul . el movimiento ‘esté acotado en el interior de una-
corona circular de radios \Vem! y \Tuu! .

En el tiempo en que \T) wvaria de \Tui) & Wuay 81 =~

vector de posicidn gira un 4ngulo &8 dado por:

rmwp
%e -2 J r""cl\"
Vaw(e -V (1eN)-Jir* 1-15

Ia curva es cerrada si 00 = 1“.\% siendo w , n enteros.
De la ecuacidén (I-11) podemos calcular X como funcién de v

oW g %
2% et
?.9_.. = .l_
wmed wy
LS CEPE

3

At = K wmdye I-16
V am(B~v(ien-gte-+
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Se ha encontrado 6 (y por consigulente ® )y t como fun- -
cibén de ¥

Es importante notar que el radicando en las ecuacio-

nes (I-11), (I-17) cambia de signo en lo0s puntos en que r toma

los valores limite, si el &ngulo © lo midiéramos a partir de -

Twr los arcos de trayectoria a uno y otro lado de éste pgnto-

solo difieren en el signo lo cual nos indica que la trayectoria-

es simétrica respecto del punto

SECCION TRANSVERSAL DE DISPERSION

Por lo general en los problemas de dispersidn se tra
ta con varias particulas con igual masa y velocidad que inciden-
sobre el potencial zon diferentes parémetros de impacto debido a

1o cual son dispersadas a angulos diferentes (fig. 2)

db

R o~

figura 2



Se define seccibn diferencial transversal de disper-

sién de como el cociente entre el nlmero de particulas disper-

sadas por unidad de tiempo dentro del 4ngulo s6lido & Q) | y el

nlmero de particulas incidente por unidad de tiempo

a6 = E&DL
N

I-18

Bste cociente tiene dimensiones de &rea siendo de -
gran importancia dado que es determinado completamente por la -~
forma del potencial dispersor, y nos aporta informacién sobrs el
campo.

El nimero de particulas dispersadas estd dado por:

é&V&: lﬂ&>dk>VQ

dg = 2vbdb 1-19
dg = 2 dbe do ’
a0
y como
A0 =27 AamD 40 |
dr. p_g@,\:«\,h | 40 120

Debe notarse gue si el potencial es de alcance infi-
nito las particulas serén dispersadas para todo pardmetro de im-
pacto, lo cual implica una secclén transversal infinita, también

para dispersidn hacia adelante ( 8=0, \D:O ) la seccién trang

versal es infinita.



SINGULARIDADES13+Y,

La existencia de una energila centrifuga cuando J es
diferente de cero, la cual tiende a infinito cuando v +tiende a
cero, prohibe gque la pa;‘ticula colapse (caiga en el centro) adn-
para potenciales negativos, a menos que estos decrezcan mAs rapi

damente que Ve ya que el colapso ocurre cuando:

~ 2
R2aN
T = E - Veg > (@] ’.1_7_2]‘

. E- 3‘/7.\{“\*17 0
porv lo tanto

(Vl\/)v-vo L - jt/IW\ ' I-22

Si la fuerza es repulsiva, esto es, decrece mondtona
mente a cero (para rya.. Vir) Vi) ) O varia entre cero y
™ , cero cuando no es dispersada y W cuando es rebotada por
completo., Esto tawbién lo podemos obtener a partir de la ecua~~

cién (II) como sigue:

G = w26

= w2t L (B0 - e Y‘lz A

como:

Sz awe ¥
-“L
0 e 2l 1o Ve -9



Si:
x= v, f= V(‘E
@ ax

¥ (p-g122- )" : 1-23

© (‘L‘L o Qﬁ/
P Y = va

por lo que:
040 £t « 1-24
S4i el potencial no decrece mondtonamente la integral
puede crecer tanto como se gquiera, esto significa que C) puede~
ser tan grande como se desee lo cual nos dice que la partficula -

daria varias vueltas alrededor del centro ya sea como un estado-

kligado al colapsar5’ab



I~2 El problema en una dimensién

Si consideramoé un potencial atractivo, esféricamen-
'te simétrico, de alcance finito sobre el cual incide una particu
la con energia T (supc:vnemos que el potencial es no singular en
el origen) y queremos determinar de qué forma debe ser &ste posa
tencial para que 1a‘d'istancia caracteristica [\ no dependa de-

la energia, siendo A\

D= v I-25

donde T= t-%,, Y, es el tiempo que la particula tarda en ir-
de un punto "a" a un punto "b" en ausencia del potencial y %t en
presencia del potencial (figura 3) ¥ v, e8 la velocidad de la-

particula incidente.

Wt ) : ) o . R “b“‘

figura 3

De la ecuacién (I-17) tenemos pars el tiempo t , en

una dimensibn:

\- v A

1-26
V2wl € - Vi)

y& que v=x Y J: O .
Como el potencial es atractivo, y depende en general

de la energia V= - QW.E) » ¥ debido & que Ez Y wul , U,z (L&}
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subgtituyendo tenemos:
v

b= -—-—-——————————*-d4 o C1-27 ,
\1 E e BB fg) : S

Por otro lado,

b = detando de'wals o gu ~ 1-28
e S
A= Vo dr . - O-ob
(U2 L+ e/ Vi

. 1-29

b
% (\—»m.e\ 3"1—

De aqui vemos que si g(X,E) eg de la forma Eq(x) -
donde G(x) es una funcién arbitraria de x , O no depende de
la energia., Debe notarse que /A es una constante debido a que-
"a' y "b" gon dos puntos fijos ya especificados y la iuTegral es
definida con limites determinados tambiém por "a™ y "b". 8i el~
dato experimental es /N(r) esto es /\ pera cuvalauler par de -
puntos sentonces:

Am = M‘ ~ & \x)
V- gw I-30

Ay . ! - da) I-31
N \i (= 91X) -
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» , _
9t = \%(Am*am)l -1 ' I-‘52

Esto se sigue cumpliendc si el potencial es en gene-

ral de la forma ?&&E) y se tiene como dato experimental /AXEL

d 1
Vit $@e)/€ - B

T Mcxam)) \X -

Hemos encontradoe que la condicidn N =cte no restrin

<SQLEA =

en donde

ge lo suficiente para poder determinar el potencial y solo obbte-

nemos gque es de la forma:

Vo) = - Eqm I1-35

donde Qexy  es completamente arbitraria con tal de que sea simé
trica y de alcance finito,
Si el dato experimental es Sy o S(nE) el mé

todo sigue siendo atil.
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I-3 Caso tridimensionsal

Ahora consideremos el caso en que la particula inci-
de con un cierto pardmetro de impacto, al igual que antes desea~-
mos encontrar el potencial para el cual la distancia propia [\ -
es independiente de lo .endtgila.

Para este caso /\ estd definida como:
D= v O 1-36

Donde ® es el &ngulo de dispersiém, Lo el tiempo-
que tarda la particula en ir del punto "a" al punto "b" en ausen
cia del potencial sigulendo la trayectoria (1) (ver figura 4) y~

t en presencia del potencial (trayectoria punteada).

El retardo T +iene dos contribuciones: una debid4-
al potencial y otra geométrica debida exclusivamente a que lapg -
distancias recorridas con y sin potencial son diferentes en lon-

gltud.

wg [$H)

©. figura 4
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De la ecuacidn (I-20) tenemos:

S :
Y2m (€~ V)-Jr¢-b

rmin
donde W es el radio vector del origen del potencial al punto -~

"a" (6 al punto "b" los suponemos equidistantes del origen) como-
la trayectoria es simétrico respecto a v, entonces  es dos
veces t definida en (1) vemos dos veces el tiempo que tarda en -

ir la particula de "a" al punto A sin estar presente el potencial

¢como:
T
J= 2wt Bt
entonces
11N
- 4 O -
] I-38
i?:m{(\— Ve- b‘/t‘)\ :
¥y
. ?\ . )
A = 11)-0 COBG/l wde T T \. I-39
l2wE (\- V/g-®Tc%)
r\r:“.'-\
representa la distancia "a” A
substituyendo:
LwWE = wtad
en la ecuacibdn anterior obtenemos:
'S
de A 1-40
A — e~ AW !

= 2. Cos G)/'). L \-[ _ V/E'—' \o‘/ft\lh

| SINEN
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segln (I-3) (.. depende tanto de Yy como de € , entonces -

las condiciones que sobre el potencial deben imponerse para que-

[\ sea independiente de la energia no se ven directamente como
en el caso unidimensional.

En mecénica cuéntica lo que se determina es la ampli

tud de dispersibén, la cual esté relacionada con la seccién trans

versal de dispersién® que a su vez se relaciona con el pardmetro

de impacto por:
) 0

b2(8)= 2\ rmd o_\o%ezo\e I-41

lo cual sugiere que lo interesante para posteriormente comparar-
con el caso cuéntico es, conociondo L8 determinar O inde--
pendiente de la energia.

Supongamos que [\ es independiente de la energia, -
pero gue depende eu general de k) entunces encontraremos el po-
Yencial.

De la ecuscibén (I-40) tenemos:

n
A(b) — Gea 7 d\f‘ I-42
2005l \[ \~ V/z- Gier
Toaln

Si efectuamos las transformaciones:

7= \/\j rz VG G= - V/g o I-43

a,b,c

*En mecénica clésica.



: 1.5

entonces ‘
' 2
dr= - 3G T-44
G
r 2 & 1G
por lo cual es conveniente definir
9= - x> G : 1-45
3G 16 ’
ac ,
y también:
Ay = dna - DY) -
2.cas @/L 146
substituyendo en (6) obtenemos
—AM)z vy g A Cy-xyTe da I-47

para encontrar los limites debemos recordar que em v, ¢ =g -

por lo cual

Venin © = \l%\(f- V((‘ucwf;

y de la conservacidén del momento angular

é padl 'lf.b
i

entonces

b= f%.d%,\gs-v)

gue podemos escribir como:

- U
Wk R
r\ui‘ Z‘-(E-V)

W
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como hemos supuesto que el potencial es de alcance finito, si -
d_m es mayor que ese alcance entonces podemos cbnsiderar que,
para el potencial, estd en infinito esto es ¢=WR=o00 , con lo -

cual Y= 0 , substituyendo:

Al) -
AL ) (y-n"=d
Iy Xf’

Y L
£L%) = \ gy \3-%)"" dX I-49

-]

Tenemos entonces gque 2(15) es la transformada de -

Suler de gLy invirtiendo" obtenemos:

(1) = _;\. %ﬁ i ) (x-\)'\" dy 1-50

" integrando pur partes:

1 x \ 0
90 = ‘;é_i-ﬁ_hw) u—s.\\ + zg -y 3““‘*‘5\ I-51
- "ﬁ [ ]

valuando en ¥ el primer término vemos que se anula; aparente--
mente en cero el primer término se hace infinito debido a 2(3) -
(ver I-49) pero para Yzo b=w con lo cual la integral (I-49)~
se hace cero, quedando dna =/ 1lo que implica oy)=0 , si -
Ky)-»>o més rédpido que ‘/‘3_ cuando 4y—=>0 , en consecuencia

X

C’{;L) = ::_1_ (%‘1 1(1—3)‘[)'().3\(‘5) I-52

-]



le (I-44) y (I-45) tenemos:

9y = 2

= I-53
V&

Seie
»i3

d
& dno UG8
- de ¢ G\Sl 1-54‘

que podemos &presar Couo:

A o oo — é:}ﬁéi Nk
P G ar &

1-55

dz _ (_V _ ddmgdx 2.
'&%“ (r‘& IX ac | O

usando (I-53) podemos expresar {I-54) como:

i ! &QMG\ -+ L

- — e—n———

g 7 riGg L Ve
efectuando la derivacidén y reagrupando términos:

%—% ::-(rZQ * .’_3.91,‘)

-

(& x‘“cﬁ)

*

I-56

es conveniente reescribirlo como

CLG \ - 1
,O_L_{Jr ?G = ~h)G | | ’1—57

donde:

hipy = 29 10 . I-58
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si hacemos la substitucién

G= %5 . ' I-59

obtenemos la ecuacién diferencial

AV L pyv= Qo | I-60
% :
gsiendo:
Pwo= x
S IESERANY)

‘,la golucibn a (I-60) es:

o= _‘x_{_ 1& NS qux) M'l- - I-61

podemos explicitar la integral un poco mhas, cnrmo sigue:

1

. " i y
3 o et
% 2 qu o = \ g \ G-
° ° I-62 .

X ¢
§ L& SM LI
AN T T S S € S0

‘integrando respecto a yx' después de invertir el orden de inte-

gracidn

b
= g% ) 3} 1-63
)y VX .

substituyendo en (I-59) obtenemos:
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: fw : : v
Gz —m/ z\ ARl I-64
SECSINEY

el limite {w se puede determinar por medio de %*/ymi= | y cal
cular entonces (G en términos de <« "para luego sabstituir en -
(I~4%b) obteniéndose asf{ G como funcibén de y , y por la ecua
cibn (I-43%¢) obtenemos el potencial.

Para que podamos usar %' como variable de integra--
cibn ¢(g-V) debe ser una funcidn monétona de lo contrario ne-
cesitamos dividir a la funcién en fracciones monétonas e 1nvef-e

tir para cada una de ellas,
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CONCLUSION

Hemos encontrado la forma de determinar el potencial
por medio de /\ pero no basta con elia sino que también necssi
tamos conocer \4il} o lo que es lo mismo ® , no obstante para
energias muy altas podemos hacer @/;=0 lo que lmplica -~ =

cos 8/,=1 , entonces nos bastard con comocer O . ’

54 N depende de 1la energia podemps determinar con

el mismo método el potencial si shora en lugar de (I-43) hacemos:

rto= bt G(yve)= E-V y=

L
2 £

o

‘con los cuales obtenemos:

K
D) 4 = dv
?.LOSB/-(_ \rG\‘ﬁ - G\_X

¥ procediendo en forma andloga obtenemos:
03!

2 V- 4@ a4
o LaM) VX

G = - X

podemos as{ determinar el potencial como antes siempre y cuando-
conozcamos © . De hecho si conocemos b(P) (Gnicamente®'? -
podemos encontrar el potencial, entonces una pregunta que surge-
es tque °(8) nos dan /A independiente de la energia?
Si suponemos D=c¢ke y 8/,20 podemos calcular sin
mucha dificultad la integral que aparece en (I~-64) pero dado que
X depende de G en una forma complicada es dificil determinar
G . Tenemos entonces que "en principio" dados A y © po-

demos encontrar el potencial.
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CAPITULO II

II-1 Dispersidn en Meclnica Cuéntica

En necdnica cudntica podemos considerar el problema-
de dispersifén como si la interaccién entre la particula inciden-
te y el dispersor fuese una perturbacién que causa una transi- -
cibén de un determinado estado inicial a uno de los finales permi_
sibles para la particula, suponiendo que no es absorvida o ani-~
guilada y que Sampoco hay creeacibr de otras.

Para calcular el nimerc promedic de particulas dis--
persadas dentro de un determinado elemento de Angulo sblido, se-
calculé la probabilidsd de transicidn a un cierto estado final.-
Este es un enfogque dependiente del tiempo, pero también es posi-
ble un enfoque estacionario (como 1o haremos posteriormente) con
siderando un haz de particulas que viajJan e¢n linea recta hasta -
que son dispersadas sin tomar en cuenta cuando se inicié el movj
miento y cuando la dispersidén, para esto es necesario ancontrar-
la solucidn a la ecuacidn de Schr¥dinger independiente del tiem-
po, del problema con las condiciones a la frontera apropiadas.

La solucidén de la ecuacién para nuestro sistema no =~

nos da la trayectoria o el tiempo, como en mecinica clédsica pero
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si conocemos la funcidén de onda en presencia del potencial y en-
ausencia de éste, entonces podemos calcular un tiempo andlogo a-
la T clésica+, que, como veremos posteriormente, coincide con-
el que obtenemos a partir de la amplitud de dispersidn al deri--
var su fase respecto de k& siendo p=%ww .

Supongamos que un haz de particulas cuyo momento es-
t4 alrededor de K incide sobre nuestro dispersor, podemos con~
siderar a las particulas como paquetes de onda con una posicibn-
espacio temporal mis o menos defirida dado el principio de incer
tidumbre; que al interaccionar con el dispersor++ salen en todas
direcciones como una nube u onda esférica cuyo centro es el dis-
persor mismo, Es posible dar uns descripcién matemitica comple-
ta para los paquetes de onda pero es mis simple considerar el mo
mento y la energia bien definidas con lo cual el tiempo y la po-
sicidn quedaréin exactamente indetermisados, ésto equivale a con-
giderar que sobre el dispersor incide una onda plana y las partg
culasg dispersadas son una onda esférica saliente. El uso de pa~
quetes de onda no es apropiado para la &scripcidén cufintica de un
haz monocromdtico, pero tiene la ventaja de poderse comparar ba-
Jo ciertas condiciones con la dispersidn clésica. Esto se puede
hacer cuando la extensidém inicial del paquete (antes de interac-
cionar con el potencial) es pequeﬁa comparada con el alcance del
potencial, y el paquete no se dispersa apreciablemente durante -

la colisibn { Av, =~ Dy ). Para que la dispersibém clésica pueda

*apéndice II
**Consideramos el centro dispersor como un potencial.



23

usarse deben cumplirse las sigulentes condiciones: a) que los Pa
rémetros estén especificados de manera Gnica, esto es, By ,.4 ,
Ar/<r><<\'A9/<g7 {L\b)que lalongitud de onda sea pequer‘f;)compara-
da coh el cambio que sufre en esa longitud el potencial, -
c) 5 H/mvbp

La distorsidén que sufre el paquete durante la inter-
accidn, proviene de la dispersidn de las ondas de deBroglie y de
cimos que es pequeda si:

142 2«

T

1% 81«

dy Lo
y como Pz 1w (g-V)

| 55 "\V\Ld

2(2-V) ar

suponiendo VerygE 3 V)= E (clésicamente) tiene lugar cuan
do el parbmetro de impacto es muy pequeifio.

) Uno de los aspectos mAs significativos de la disper-
sibén en mechnica cufintica, es el hecho de que se refiere a la -~
parte continua del espectro de energia para la particula inciden
te. Si se elige en la forma usual, corresponderi a valorea pro-
pios positivos de la ecuacidn de Schr¥dinger, y funciones pro- -
plas para estados no acotados. 4 diferencia de .cuando se trata-
con un espectro discreto, el cual se'compara con el experimento,
en dispersibén la energia estd dada, y lo que se predice y mide -
son las intensidades.

8i queremos que la colisidén no dependa considerable-
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mente de la forma del paguete se regquiere que éste sea mucho ma~

yor que la regidénm de dispersiém (fig. 5)

o Need TNl gl g .

'T‘\
L‘L I \
T x

figura 5

El movimiento del centro del paquete estd dado por:
P = b Tt b eats II-1

e3 claro que si pyd  entonces se moverd siempre como una par-

ticula libre, ya que no enitra en la regidén de interaccién, si -

la colisién tendré lugar cuando t~ t.-~ /v , mds tar-

de el paquete se encontraré fuera de la zona sobre la cual el PO

tencial actda, y gy centro se moverd nuevamente como particula -
libre.

31 en lugar de un paguete, suponemos gque s0bre el -

disﬁersor incide una onda plana, entonces como resultado habra -

una onda esférica debida a la dispersién y una onda plana trans-

mitida, la intensidad de ls onda esférica dependeri de la direc-
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cién, tenemos entonces que la forma asintética de la funcibén de-

onda es:

Ve — e 4 few € -2
e

donde Q(GJ#) nos da la amplitud de la onda esférica en la di-~
recciébn @ y @ , ésta funcidn de onda debe satisfacer la ecua-
cibén de Schr8dinger.

‘ En analogia con el caso clésico, cuando sobre el dis
persor inciden un gran nbGmero de particulas idénticas con igual~
velocidad, ¢s conveniente definir la seccibén transversal diferen
cisl de dispersién AT | como el cociente del nfmero de parti-
culas dispersadas dentro del Angulo sélido aQl por unidad de-
tiempo, entre el nlmero de particulas incidentes por unidad de -

&rea por unidad de tiempo
dr= dNd4) 1I-3
N

Para ver la relacién que hay entre ¢ y Q(e<b) .
(que podemos escribir como 2((1) ) consideremos la densidad de -~

flujo para funciones de onda:

B A CAT ERAATCIR T ra

de (1) y usando la expresién para ¥ en coordenadas esféricas:

ho B ml'« ( 34 L *94\
3 vmiirk'ﬁ*sxw‘iz 9r5 4’“% rruue

cuando - o« , el flujo total dispersado dentro de d)  ea:
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Jeeaq= selel d)

ei primer término cle(II-l)@,W‘.F es una onda de densidad de ~
corriente WX  entonces

m

e = || 135

Lo anterior es aplicable si no se toma en cuenta la-
interferencia del haz incidente con el dispersado y el transmiti
do, y ademés el potencial es de alcance finito (o decrece mas ré
pido que j/rt ), si esto no se cumple, la seccibén transversal es
infiniva, debido 2 yue aln cuando la particula estd muy lejos es
dispersada considerablemente. '

Para entender esta aparente contradiccibdn, considere
mos un paquete de onda que siga la trayectoria clésica, ésta de-

berd cumplir las relaciones de incertidumbre

A')LA‘)’ N)(-\
Avw Dy~ ®

Con lo cual vemos que existe una probabilidad finita
de que las particulas tengan componente transversal de momento -
lo que significa es que en realidad nunca podemos definir un haz
unidireccional clésico. La dispersién para Angulos pequeiios -

B¢ Dy donde f = ptyet  po tiene sentido, para que el tra
: &35
tamiento clésico tenga validez el Angulo de dispersién debe cum-

plir

YIRS
27h II-6»
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Hemos visto la relacidn de 1(Q) con ¢ , ahora-.
calcularemos !f&(ﬂ para un potencial estdtico de alcance fini-

.to. Supongamos que las particulas inciden con energfa ¢

£= R -7
2m
entonces la ecuacidén de Schr¥dinger
R 9 v Y= &y | 118
2m : :
la podemos escribir como: ‘
WA ¥=vey 11-9
donde | k
i bl‘%(——” ' II-10
Ia solucién \\)(\') mis general as:
V(e = (_Qm—g(; Ce- v UGe) Yoy & II-11

donde (O(r) es solucién de la ecumcibén homogénea y A es la-

funcién de Green del operador V4 X* tal que:
( T%+ x5 G =~ 8¢ I1-12

La funcibén de Green que satisface las condiciones a la frontera-

es
LR AC=TY
L e
= = II-13
G 4n \C -7 \

Tenemos entonces:
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e . (" “ . e‘\k\v-—v‘l \ —. 114
Y= € - 5= e V) Y (eydse ,

podemos élegir el sistems de referencia de tal forma que la di--

reccién de incidencia sea Z por lo tanto:

(K ir-eny .
- oY e ey Wocey e 11-15
\\)v_(.f) = e T Ivt Ve vy Ve Ry

al elegir como Z 1la direccién de incidencia eliminamos la dege
neracidn de {(II-8).

Ahora veremos que la solucidén (I1I~-15) estd de acuer-
do con (1I-2) para lo cual solo necesitamos esceribir la forma -~

asintética de (II-15).

“H
+

- = ¢ -#
78l rw= ontonces
¥\ - ¥.F
substituyendv en (II-15):
iR

V= - @7\ e U Yeodr  11-16

yur

oy

donde ¥ =@ comparando con (II-2), vemos que:

ikr , ;
{Q) = - _H;TT " Uy Ve dir 11417

como UQ\ 5010 depende de K , % también podemos escribir:

Q= {&0 | | 11-18
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II-2 Desarrcllo en ondas parciales

Cuando el potencial es central la solucién a 1la ecua

cién de Schrddinger ea®

Yooy = RN (0a) J1-19

si la dispersibén es simétrica entonces:

Yoo = Rute) Bie) 11-20

es conveniente expresar a P\“(r) como '\Lu(r)ﬂ- - V\“(r) y eb--

tonces de la parte radial de la ecuacién de Schrédinger tenemos:

k3
d. ;h:(ﬂ. x (= A~ TJ ) Uy () =0 II-21
X e

Bn el origen Wsawz:0 , de donde Ui, debe ir a2l menos como -

e cuando  v—© . 81 el potencial as de alcance finito, -

u&n para r> 4. es cero y entonces la ec. {(I1-21) se reduce a:

tux‘( ) ‘
d‘“rrl S - AR W= 0 11-22
Ao ‘

cuya solucién es:

) Watry = A, V;\x\\m + B, v g (ko) 11-23

donde J\ es el arménico esférico de Bessel de orden % ¥ m, -
Az
de Newmann, para Xv>»\
5 ey ~ L Arwn (ke - 27y 11_21;
4 e

iy (k) ~ -4 £og (kv -4&nfq) I1-24
wr b
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vy entonces [, () es:

’R‘g\r)'\- A, Avaee-snly _ B, 0o (ke - Rk - Cy tomue- Ao+ &) 11-25
Y Ky

"y
donde:
= A11+ ¥ ; 11-20a
Toan S2 = = By IAQ  11-26D
si se elige (y=|
o ‘ an
g Wiy ) Wogpa (o) 97 T Seew) ~ 11-27
2

8i el potencial es de alcance finito para Yv>Yd (
OL alcance del potencial) tenemos la solucibén exacta, si no es -
de alcance finito pero decrece suficientemente répido tenemos la

solucidén asintdtica

o0
b — ) Ca BB Asan vo- 2t xd 11-28
2:0 \<\"

substituyendo en (II-2) y expresando la onda plana en términos -

de 4, por medio de la relacién de Bauer:

s
e =

P (2344 ﬁkw\v\ ’\)x (w5 B) 11-29

Ma

o
1

°

usando la forma asintética para iy
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e\i-v - Z '[y‘ (12-\-\) ?x (,u)sB} w 11”30
Xzo Ay . )

tenemos entonces de (11-2):

Zi‘ (2801} PutwsB) Aom (ve- Ala) gfg(n\N g Vo (o€ A (e -anf; 48)

A3 [ & R
¥ v 1-%31

~ usando (II-17) y (11-28) y del hecho de que el potencial es cen-

tral podemos expresar a la amplitud como:
Lec'eoe © i
fQ= -;:;‘ z &e o9 Og Pa (08 0) Wi e) xAaan 88 A’ T1-32

el 4ngulo O es el formado por ¥+ y ¥ . Usando la relacibén -
de Bauer podemos expresar la exponencial en la forma siguiente
~ixv'eas O —

= }__ i L'+ &_" (et} Po (s ©) 1I-33

Tenemos as{ los polinomios de Legendre de orden X y X' dentro-

de 1a integral los cuales conviene expresar como:

3
W AN Z VA -
% (Los@) * e Yx X II-34

mz o

P (s 0) = \f o }: | 1I-35

Ia integral angular de (II-32) podemos calcularla gracias g las-

relaciones de ortonormalidad que satisfacen las Y; :
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LI
v.l' (ws@}’\)ﬂ (0% 6 MMQ d‘e d'Q - _;\_n_?_\; vq'(ws@\ éi&' II."'BG

substituyendo, obtenemos que la amplitud de dispersibn es:
[+ 5]

Q(QB - ZOW Yy, w,sg;\ A 00 U Ge) U ) €' 11-37
0

1=
Es importante relacionar el defasamiento Sx en tér
minos del potencial y para ello debemos tener en cuenta que -

¢ 4, (er) satisface la ecuacién (II-21) por lo cual:

Trhen) + L -Q(.R\-\\\&v,\i(“\l =z O I1-38
"

multiplicando esta ecuscidn por Ang, vy ¥ & (II-21) por ¥ )hm)

al restarlas:
d .
5}\‘_\\’5“\ 'Unlv. - v &) 'U«'.\v:\ = - 3,‘ U r‘\.\“ 11"39

integrando de cero a infinito

o0

- - K ’Sn U Wy \"d(‘ IT-40

[v] o

(o) Uae = Mﬂ'u\

en cero el término de la izquierda es nulo, para calcularla en -
infinito podemos usar la forma asintédtica (1I-26) para 1, O+ de

donde podemos escribir entonces:

[s 2]
\
- \C_os Qr=Anfy) A (ke - 203 &) -~ At Cer= BD[1) Los Cere ANy & &\z-\hUu“ﬂk
: °

1141
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que se reduce a:

oa

—:—Z 28y = = |, Geny \J Uae vde II-42

cuando ¥*5H> Ul

ulk(") = ros &y M\ (er) : II-43

‘ substituyendo en (II-42) tenemos para la fase:

L3

2
TM(S_\ -~ —Kx \‘\x\tt)\ U\T\T!df IT-44

8L usamos la form= =2sintdtica para \xwv\ ¥ tomamos en cuenta

que solo tendrd valores apreciables cuando la fase es constante:

Tom Sy =~ - -,:: x Uty aF II-45

84 «Q) wdo (d = alcance del potencial) podemos aproximar A,
por:
I A
1, ~ 4 &) (xx) , II-46
Le8+v) A
siempre y cuando WW* gea pequefio comparado con \J ; enton--
ces 81 K e pequefia ¥ &> \«d

~

Tow &~ 222 kM ey e g 1I-47
[§SS AN

Q

como el alcance es finito vemos que los valores de 8y son pe--

quefios debido a lo cual para bajas energlas las fases significa~
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tivas son aquellas para las cuales:

Lewd 1I-48

lo podemos interpretar en forma semiclésica, diciendo que las -
particulas con pardmetro de impacto mayor que el alcance del po-
tencial no son dispersadas,

De (II-37) y (1I-42) tenemos que la amplitud de dis-

persidn es:.

2 (Q\ = Za,\ :\..J AIAA 8& ?1 (Los 9\ II-49
1S

substituyendo en (II-31) y comparendo les coeficientze de - - -

1w - gle)
Tlwse) © /\u- vemos que:

Qg = (ear) it eih 1I-50
y asi
Voo ~) P ann €% Paiwse) A ermanine &) I1-51
xr
Ye=1) a6 % s 11-52

La forma asintética para la funcidén de onda podemos-
escribirla como la combinacién de una onda saliente y una entran

te, esto es:

~ikr

Vo~ @ €7 gt e I1-53

escribiendo (II-51) de esta manera
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. \ ~ier~an[;) : Llere &njq) ‘
W, —~ T (et e "Gy € \\’;cwm) I1-54

donde Sy (x) nos da la razén entre la amplitud de la onda inci
dente y la transmitida y se conoce como matriz © de dispersidn

(en este caso de \x\ ) al comparar con (II-53)

Sez 0" @ 11-55
1 % 7 .
8l expresamos (II-52) como:

216 =
1) - Z(’lk-\—\\ e .\ Ps (ws0) 11-36
2%
entonces
218y, ‘
e =5, 11~57

A S:~ 1  8e le acostumbra denotar por Vi y se llama matriz -~

de transicidn.

II-3 Polos de¢ Regge

En general todo lo dicho en las dos secciones ante-~
riores sigue siendo vdlido alin cuando X sea no entero, tienpe -
sentido para el caso mds general cuando R , K continda comple
jos. Veremos que es de gran importancia ya que en base a esto -
es fécil obtener informacidn sobre estados ligados y resonancias

.a partir de la matriz 5 7’8’9’10.
Supongamos £ entero y &£ complejo, pare um polo -

de § en el eje positivo imagimario, digamos K= A ; en la -

CIBLOTECA CENTRAL
U oNoAa M
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funcibn de onda (4.15) podemos escribirla:

ARY =1 () T2 iR LY T2

Y:de 1 g€ 11-58

no aparece término ya que un polo de S 'implica g=0 , 7 1a—v

" forma asintética es

. -y :
Vo e © 1I-59
que es caracteristico de un estado ligado.
Por otro lado si Tw. %O por ejemplo w=a-i@ don
de oy 0 oc¢pw\ entonces la forma asintética de la funcién de on

da es:
Vo fe &7 % 11-60

que es tipo de lo que en particulas elementales se conoce como -
resonancia.
Si X' es real negativo (Q*KX,\«'-) es real para ¥ -

real y entonces = o'ixt) serd recl, si K® es real positivo -

2

(?*(Q'V\z) no es real y entonces f=d'twy sea complejo

Para un edo ligado con z0 (edo. $ ) la matriz-
R
m
aungular y la energia habrd una familia de ddos ligados represen

% tiene un polo en la variable ¥€:= aumentando el momento

tados por una familia de polos de S , esto para & fisico - -

es decir entero, si consideramos A complejo entonces a los po-

los de S en el plano complejo X, b2 se les conoce como polos

de Regge y como todo lo anterior sigue siendo cierto entonces la
~%T

familia de soluciones para las cuales \\’ ~ e estd descrita-

por el movimiento del polo de S(% ) y este movimiento esth-
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dado por una ecuicién de 1a forma «'(f, £) 10‘ cual implica dos -
condiciones:

Re o' ine) =0

T hE) = 0
gue en un espacio de 4 dimensiones repregentan superficiea (§ -
seréd regular en estas superficies)

Si RX=wi entonces %e §=vn , Lw =0 , la intersec-
cibén de esta superficie bidimensional con {4 E)=0 representa -
una singularidad de S correspondiente a unc de los estados li-
gados o resonancias.

La interseccién de E= cte real con o (L,€)=0 -
serd un punto, el cual al cambiar la constante, cambiari de posi
cidén continuamente trazando la curva conocids como trayectoria -
_de Regge
18

e

xyo,

VS LSS ALLL LS LSS LS

'_
~~

Kizo LI ,k'ea"

figura 6

e e e ——

i et s e et
i DY . B

r s e
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La f&rma de la curva estid desterminada por el poten—-
cial, no obstante ciertas condiciones sobre la posicidn de los -
polos se pueden obtener de argumentos bastante 'generales sobre-
las propiedades de 1la ecuacibdn de Schriddinger. Veremos qué suce
de cuando la -energia es igual, menor y mayor que cero.

¥ultiplicando a la parte radial de la ecuacidén de -
Schrddinger por Ww ¥ a la conjugada de esta ecuacidn radial-
por U, (donde Wi es la solucidn precisaments) y resténdo--

las una de otra tenemos:

14 o T
& W, (K= L0 U, |- | Sl (k2= 20840 - Wi =0
&rl r’. a\“" \"2’

que reacomodando gueda:

- Wi & U ¥ O Wiy Uaw % \'RU*'\'\\ ’__'0‘&,9:3‘-\);\- Wabhae= O II-61
d ax> o

suponiendo que tanto el pobtencial como la ensrgia son reales.

Podemos escribir (II-61) como:

Q“——(" ".flkd—\"—\-)"“ + W d\__'\g}}) * 1{ &Ikzqa‘\'\\ ‘Uf;"\)\“ 20O
o ar -

dr vt
integrando por partes de cero a infinito:
Yy - Ui W I1-62
\L.\'U\“"Uudku APl 91&7-2&‘\‘\) __‘_‘;__,i"‘&(‘ I-862
° At

o

Tenemos tres casos:
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1°. X%© implica que “Wi. tiene la forma asintdtica W~ @ i

como Mg~ ™ cuando v—s0 3Substituyendo obtenemos:

-, ¢ B !} + 2t 8 (2200 % '\}_%l ac 11-5%

vemos gue se debe cumplir si Qe.&%i (el primer término se anu-
la) y como la integral de la derecha es positiva definida enton-

ces Xz debe ser igual a cero.
~txe

29, o la forwa asintdtica de Wiy es AL~ €@ ~ ¥ la solu
cibén en la vecindad del origeh sigue siendo S y substituyen
do tenemos: ’
")
1tk 414 b () S 1% av II-64

a

como todos 1os factores son positivos entonces JXx debe serlo ~
también y entonces los polos deben estar en $1)0
2%, K':0 representa la transicidn.

Para estudiar el movimiento de los polos de § como

funcidén de la energls cuzndo %' O , consideremos el operador:

z
= -2

R - e
d\‘d' ¢t

VU -

entonces la ecuacién radial podemos esscribirla8 como:

D’U‘-Ay.: O
la siguiente identilad se satisface:

Wl w4 ok -0
dxt Ak
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donde:

por lo tanto

UD- Dz 4t - w gt

dct d
= & «é}}_ ué:j |
dr \ dx IS

integrando:

-]
.4 M du - et ylzo
‘] U a%’u. ar % Kd“ e ez th

como M-y para y—s0y W -e* para ., wo entonces -

el Gltimo t&rmino se anula al igual que antes para e - Fi-

2
Po
4 (24 k) s v
d Whdr
-’

1o que nos dice gque estados de momento angular grande puedén -
existir si ¥* tiende al umbral, ademids la razbén de incremento-
aumenta con .
Es importante notar gue la repulsidén centrifuga - -
&&%;2 decrece y se puede hacer negativa (esto ¢y de atrac--
cidén hasta que R = -'‘[; 1o cual explica porjué para un poten--
cial dado pueden existir estados ligados aGm cuando la ¥ se ha
ce cada vez mds y wds negativa.

Ahora veremos como queda la amplitud de dispersidn -
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pafa £, € complejos; segin (II-56)
i ‘ .
fdz) = J\ZZ ey € ' P 1I-65
‘ PR )

- 81 llevamos a cabo la continuacidn analitica de P, para R ,z

complejos y substituir entonces a la sumatoria por una integral-
en el plano complejo X de tal forma que cada tdrmino en el desa
rrollo sea el residuo de un polo en el contorno de integracién.-
Esto se puede hacer por medio de la transformacién de Sommerfeld

Watason la cual nos asegura que (II-65) podemos substituirla por:

A ey = ( (EEIN \Sun \-\?Qz) 11-66
J

] il

donde T encierra a todos los polos de S

Para comprobar esto designemos por F (1) al inte--

grando, aplicando el teorema del residuo tenemos que

ACez) = -‘Imm Sy =" Pz 11-67

n!

Aot X
y se debe cumplir:

L +im

T = Flaydls gy X 11-68

\'\ } U~ \0 AL Gt w\n
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Bs posible demostirar que la integral sobre el semi~-_

c{rculo se anula quedando entonces:

Ut
T M = F(2) Ak 11-59
e U- o
aplicando el teorema del residuo
VAL
TR = ant ) Reo F(R) 4 2Mi ) Wes F(A) 11-70
U-ite S=w Poles de Reqye

debemos notar que los polos de Regge son consecuencia del poten-

¢ial dispersor. Ia primera suma conduce a A ( €,2) 7 la segun
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da a:

Res |3 W.\\ = - L_\\—v: \_ 2\/\“» _\,\] “_\'(E\ pnu:) \-7.3 ‘ 1I-71

AlAA T GLLY
donde la dependencia con la energias del i-esimo polo de Regge es-
t& representada (en el plano 1) por y;(t) (Yi(¢) real para E<O
y complejo para W*yo , si

Tenemos entonces: Uaie

8¢ . S8 -4 9P, (-2) '
A(gz)= Z 8 ?\m N2l Ao 4 S A 11-92

A.QM'““\(.'.) t . AL
L-ie
donde:
20+ y L L R-0) SAEY-! -
Bied= I ok ¥ 11-75

A. diferencia de (II-56) donde Z (que denotamos i)or
cos 6 ) solo podfa variar de -1 a 1 aquf ce ha exterdiido a va-
‘lorea no fisicos por medio de cortinuacién analitica por lo cual
tiene sentido hablar de la forma asintdética para =z .

De la ecuaciébn (II-72)6'7 podemos ver que los poloa-
de Regge controlan el comportamiento asintbtico para z ademis-
de los estados ligados y resonancia.

Para 7.5 «

Y (-2) > 2 MY 1I-74

donde Rey 7~% , entonces:

A(E,Z\ L= 2k {1~ LosB) v so 11'75

L\ e

PG ST N S



como vemos, debido al comportamiento asintético de A¢e ,z) con

% la amplitud estd determinada por los polos de Regge mas hacila

ia derecha en el plano.,Q . Si 1la energla estd alrededor de un-

estado ligado o resonancia entonces N (€ ,2 ) es muy grande y es

tard dominada fundamentalmente por un solo polo de Regge, diga--

mos _Raax\z)cuyo residuo Qi\t) estard relacionado con la ampli-

tud como sigue:

Algzy ~ __Be® Dyeey 2
AT ED

8 Z-wn

Ate,z) ~ ___j§£51_~..zfi
Ao, T Y (E)

I1I-4 Teorfa formal de la dispersidén

1176

11-77

En las secciones anteriores se obtuvieron diversos -

resultados para la dispersidn eldstica de particulas por un po--

tencial 2z sicance finito, por medio de la ecuacibén de 3chrddin-

ger independiente del tiempo ahors se obtendrin «sos resultados-

en otra forma mas adecuada para aplicaciones6’l1

Supongamos que el Hamiltoniano puede expresarse como:

H': Hn"‘ \'\\

I1-78

donde ¥&° es un operador Hamiltoniano cuyos eigenvalores y ei--

genfunciones se conocen, digamos:

Hop = B

1I1-79
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El problema consiste en encontrar las soluciones a la ecuacidén -

de Schrddinger:
HY= v 1I-80

En gneral tanto Mo como \\ ticnen tante un espec--
tro continuo como discreto, aungue aqui solo consideramos la par
te continua, los resuzltados asi obtenidos deben ser modificados-

si es que existen estados ligados.

Siempre es posible elegir el origen de la energla co

mo fzo y el continuo serd Ezo , (los estados ligados tendrén.

. drén energie negativa); estamos ecluyendo la posibilidad de que-
dentro del continuo existan algunos niveles discretos, ademds su
ponemos que tanto ‘Y, , como W tiemen ¥€=o0 como origen y pa-
ra cada estado ¢, en el continuo de W, existe un correspondien
te . en el continuo de W que tiene ia misma energia, ademés-
de que ambos estados son normalizables.

Ta ecuecidn pars | es:

Mk =, 11-81
Ahora debemos relacionar Y. con .. » De (1I-78) y (11-80) po-

demos escribir:

Mo+ W) W = B W, o 1I1-82a
R, = (B-H)Va
I1-82b
supongamos que existe el operador inverso a £~ MW. y representé

moslo por ( €-\W, v y entonces aplicando a ambos mienbros de -

(IT-82b) este operador: cbtenemos



Ho, ‘
N LB LS 1I-8
80. - Ho \S(“ ’ 3
y de (II-79) sabemos que:
(Ho-8) ‘\1 - O I1-84

lo cual nos da que (II-83) estA indeterminada hasta una funcién-

¢ que satisfaga (II-79) por lo cual:

- ! WL 11-85
Yoz &« T ¥

serd la solucién a la ecuacién (II-81), al menos formalmente, lo
que podemos ver si substituimos (II-85) en (II-81)

Esto tiene sentido siempre y cuando el operador in--
verso ( €.- W, )‘\ esté bien definido, es posible demostrar que -
esto sucede excepto por una singularidad que podemos evitar subs
tituyendo . ( €, - Ho)'\ por:

. . -\
(€a -Ho xie) 11-86
entonces (II-85) queda expresada por:
* . \ ) Ay
o= %\ e e w- -
\)(& q)“‘ e\:\o .eo. - Ho rie ¢ I 87

que se conocen como ecuaciones de Lippmann-Schwingerll

Como vemos, mas que soluciones explicitas a la ecua-
¢idén de Schr¥dinger son definiciones implicitas de una solucién.
Formalmente (II-85) se puede ®msolver multiplicando ambos miem---

bros por (II-86) sumando y restando W.® , obtenemos asi:

W= b oy N ! W, b, 11-88
ToEPo pLonxle .
- :

1 2 i PO : : o
20 10 sdeesivo prrescindirames e fwmig o
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nbétese que aparece W en lugar de W, .

‘Esta forma para \\/3 es conveniente para mostrar la-

ortonormalidad, por ejemplo
oty L + ' *
()= (& 0 (i W& ¥)
como. W\ y W, son Hermitianos:

K‘\’:,‘%’:\\= M’Q,"\}\.*) ¥ \C\l ", E-Hxle \\ﬁ)

si ahora reemplazamos W\ ' por la expresién obtenida en (II-88)

y substituimos W por ¥,

( A ERCRAE; v (@ .H\\’)+-—-L——-(<\>_.,\—\.\Vﬂ

:h"e o - €y ~LE

:(q;“m»f(s‘_cmecb H\\J»\ KQAW,.}

Ba- C\ - i€
= (0ol T lan )y T e

: (&, &) = Sab | 11-89

Para interpretar \5{! y, formemos un paquete de duda en el tiempo:
i
-t
Yy = Z tn © ") 11-90
w
Cw Do depende del tiempo.

En forma anédloga:
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SRR = a
D) = Z G e &, II-91
La constante (w« sélo tiene valores apreciables cuan
do ¥ etiqueta a estados en donde €, es aproximddamente €, _en
el continuo; entonces la ecuacidn de Lippmann-Schwinger podemosg-

eacribirla como:

V'kys )+ ) dawdp,

Lwe=)c e CRR

Ex -~ 8n~it

L Z p.ug ( \\)*\ e%(t,-e) éL ot ;
NG EE w(E VR T
! i ) (PnH En-€-i¢€ &E 192

Como estos limites no existen formalmente, eatonces debemos con-

siderar las sigulentes relaciones:

. {wy
Biw Fon € Au_;‘e=o I1-93a

Lw-0w &40

. . (Wt :
Bon  Tn € S e = AT (w) II-93b
Lo €% 0
. {wt .
%Nw\ Lisa e /(p'\-iﬁ = - 2.'“16(0)) II-93¢
-0 @340
o . b )
,QC“ ,Qg,\:,\o @ /UH-\(: = O II-93d

3ntonces, usando (II-93a), la ecuacién (II-92) se reduce a:

Jom x“w‘) = O 1I-94
Lo
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y por (II-93b):

Teng s tul
i 48y = —nmz \ Colp, W) OlE,-8) aE @™

A« T- At
: . I1-95
ANl o CREE '
= ‘QT\LLCY\QQnH\\\L§ e
con esto; y de (II-92): |
T WH) = Hit) II1-96

L o-w

: 0{'\*) = dwy - ﬁ\iz Z Cy (Cp“ W, \»‘W expi_'_:_‘gd\ (?“ 11-97

LRSI

procediendo de manera andloga usando (IX-93¢) y (II-93d) obtene-

nos:

L -

L W)= $0) ani z \,: Ce (LWL YY) QW\'% &UK $, 1198

L WY = SH(1) 11-99

L S+
De este comportamiento vemos que W! son gndlogos a estados ~--
"entrantes" y "salientes' respectivamente ya que seg(in (I1-96) 7
(II-98) representan una onda no perturbada para L -»-< y para-
Lt - +o una onda dispersada la cual va apareciendo conforme -=-
transcurre el tiempo., Similarmente de (II-98) y (II-99) tenemos
una onda dispersada cuando L - -~ y conforme el tiempo trans-
curre, empieza a desaparecar hasta qu‘e 86lo queda un estado no -

perturbado.



Ne debemos contundir estiado entrnte con onda entran
te § estado saliente con onda saliente, ya que como vimos, el es
tudo entrante (saliente), consta tunto de una onda entﬁante (sa-
lienCe)vcomo de una saliente (entrante), la primera correspon- -
Jiente a una ounda plana que incide sobre el dispersor y la sa---
liente, correspounde a la ondas esférica producida en la disper- -
3ién; wientras que para el estado saliente hay una onda esférica
que incide y una onda plana no perturbaia saliente.

Para la Jispersién debida a un potenclal, la repre--
sentacidn en el espacio de coordenadas de la encontrada en -
las secciones anteriores, esti dada en términos de la ecuecidn -
de Lipprann-3chwinger por Yoz (¢i¥))

#8 importante analizar el efecto de los operadores -

obtenidos en (II-86); de (II-89) vemos que

(G- Hoxie) & = (E-Earie) 1I-100 .

aplicando el operador inverso &Ea-HQ:Le)" a ambos-~

‘lados obtenemos:

$o (Fa- fatielf-Rotie) &, II-101

(Eo-HoX(EY Bz (f-Cutie) 1I-102

ledemvs potar jue si €=z o |, entonces hay una singularidad para-

go=fae Dlambibn de (I1-39) podemos escribir:

{i

(fa-m2ieY' W0 = a-anvie)™ 4] 11-103

La ecuazidn (II-102) noz dice jue todos los estados . de He
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) ) -\
1o son también de ( €.-W.ti€ ) y tienen como eigenvalores a -~

( Em;s,\tis ) (el inverso también se cumple). La interpretacién

de (II~103) es anéloga.

Veremos shora que las soluciones (II-88) estin de -

acuerdc con las ecuaciones obtenidas en la gseccién 1 de este ca-

pitulo.

La ecuacién (I11-87) podemos escribirla como:

RAERERE: - W, | 9.r) II-104

E. — W, +i¢

multiplicando por la izquierda por («\

(e

e

£.- W, t¢e

por completez se cumple:

RCVICIEY

ST v m— TS < S

II-106

“‘
1 - g X :
\k\ W) = QA(‘*\ Al Z (0(‘ m“\ \ol ) \Y (0() 11-107
si
\ N\ z t ! ‘ -
(| m\d)~ F'@a'ea) 1I-108
B2 @y = g+ \F! W, o) W @) det 11-109

En varias de las ecuaciones anteriores aparecié

(& H. YY), veamos cual es su significado.

Debemos tener cuida
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do en no confundirlo con un elemento de matriz de ¥4‘ ya que -
®.. v VI pertenecen a espacios de Hilbert diferentes.

En vista de que las &, forman un conjunto completo
de soluciones del operador 4, , podemos preguntarpnes cual seré-
la expansién de W,\WS que aparece en (II-87) a partir de este-

gistema; tenemos asi:

W =Y T . 11-110
n
donde
T = (g W, ) II-111
substituyendo (II-111) en la ecuacidén de Lippmann-Schwinger -

(II-87) podemos escribir

* 1 X°
Weds ) wmmw ™ o112

que 20 es una solucidén explicita, ya que V.. segln (II-111) =
contiene a ‘¥i 3 sin embargo, ésta forma de e xpresar a % fa-
cilita, al menos formalmente, el médtodo de aproximaciones sucesi

vas, por ejemplo:

v . \ M ‘ “I ‘ ) e
T = (& Hd) + (dy M W)+ (0 W ™ s s
I1-113
En vista de aplicaciones futuras consideraremos el -

productc escalar de la ecuacifn de Lippmann-Schwinger por d?b

(Cbs \»E): (q)»..i?‘)* (dvb -—-;__\.\\ \\)3)

€L -Hyp ik
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pasando’ (Em-HotLE)ﬂ al prefactor y substituyendo “. por €,
1 ¥ -
@b’ Yy = (9,80 + &, T AN II-114
podemos expresar:

(9, W)= (biuria) 11-115

¥ cono dpn es un conjunto ortonormal tenemos:

(or\urio) s St-ay+ Ge (e, ) T2 1I-116

donde:

Ge = (-BixieY 1T-117

Es posible demostrar que U¥  gon ortogonales esto es:

(Ut ut) = (x-w) 11-118
Tambidn, de la definicibém de V¥ y (II-115) podemos

obtener una ecuacibén integral para T

o

CRUTHA) = Cevid) + | Crvle) Ge (KIT IC) ALk 11-119

- o

Veremos ahora qué relacibén existe entre V y S .-
De la discusibén anterior tenemos gque W* se buede expresar en -

térmipos de WV~ como:

AR M. Y- II-120

donde:

an - k\v; \k):\\) 11-12
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pero de la ecuacién de Lippman-Schwinger al multiplicar por V7,
- - ) i
Mz LRE) = (g, w0) 4 Km“d?m ‘\’3) . 11122
reagrupando y usando (II-103) obtenemos

Moz (0, %)+ (\@MH\\\J:\M‘_, 1I-123

- €y i

pero:

Lo 1 = PE) 3 S W) . II-124

RS ERT ;

-entonces:

Mun= dle-a) - 2t §Ce.- £y 1oy I1-125

por lo consiguiente:
M = Sen 11-126

Tambidn es posible evpresar Vji en forma andloga a

la ecuacidn de Lippmenn-Schwinger (II~87) como sigue:
Ti= (@M 4
:(Q¥%¢A*KQ;HEﬁj%-—

!,
Sk H‘\l“)

O HG) F) (&N 7 6\ T

L R PR

A
. o4 Y e M T
Tu= Hus T W, e i I1-127

Teniendo Vi automdticamente obtenemos 2 * ya que de (II-119)-

vemos que

_‘\—1;‘ 2 e"” V() \‘\)\: (r) dr

+ . . . 2
aeplicud Jde lispersion.
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Tet. = (€57 V) 11-128
Tomando en cuenta que VE %i\J y comparando con -

(II-l?) podemos escribir
Tk, = =210 ey 1I-129
i 1aY
y entonces vemos que la expansidn en serie para T  (II-113) -

es precisamente la serie de Born (ver cap. III seccidn 1),

II-5 Retardo Temporal

Hemos visto (seccién 2) que la amplitud de disper- -
,sién podemos expresarla en bérmincs de la fase S y esta a su-
vez en funcibén de U 7 {al menos en forma aproximada), esto nos-
sugieré que es en la fase donde se encuentra la informacién que-
éobre el potencial podemos obtener purs madio de la dispersién; a
continuacién veremos como por medio de la fase de ia amplitud de
dispersidén podemos determinar un tiempo T equivalente al clési
co {esta equivalencia la mostraremos explicitamente), también -~
por medio de &, ** se puede determinar un tiempo el cual es el-
doble de T cuando solo contribufe a la dispersibn una sola -~

12'13, si varias contribuyen. Ia comparacibén carece de senti-

do‘

*ecuaciones (I1-44), (I11-56)
**y por lo consiguiente de
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Al igual gque en meclnica clésica nos limitaremos al-

movimiento de un paquete de onda que es dispersado elésticamente

por un potencial de alcance finito, para esto es conveniente uti
lizar el concepto de paquete de onda.

51 el centro del paquete de onda se mueve segn:

{FY =7t +b 1I-130

y suponemos que la interaccidn tiene lugar para i =0 entonces-

el paquete de onda estd representado por:

LK trevd - €8]
C\D(F—E,t\= A(e-b-v.)@ TI-131
donde A representa la amplitud del paquete y €= E /4,
Considerando gque la evolucibén del paquete es précti-
camente independiente de lz forma particular gue tenga y la am~~
plithd sea razonablemente suave en el sentido de la transformada
de Fourier, entonces si la amplitud es apreciable en la regibn -

2.4 la inversa 1o serid en ‘/o.d y asi:

) Ak
Am= \dne ARy 1I-132a
" Sl
ARy = Sd?x e A I1-132b

Para t=-f el paquete es idéntico con el de una -

partfcula libre, y para t=0o wusando (II-13%2b) tenemos:

R (70

d?\_ (v-%.0) = g a (v-x) € ak’ 11-133
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LR (r-0) -t

G -Boey = | atw-fy @ II-134

Para construir el paquete W que describe a la par

ticula antes §
ik

da plana @ i por \l‘/v\‘("\ en (II-133) y obteremos:

¥ -tk

- wl "
Wb 1) - \am‘me“ Woe Ak II-135

que solo tienme valores apreciables cuando W= & mucho antes de

la colisidn (L« - &/v ) la fase varfa répidamente debido a la ~
exponencial e““ lo cual hace que ls integral sea cero excepto
cuando la fese e estaciogaria si Tiz¥® 7y entonces W (r) PO

demos substituirla por:

‘V" . o ‘\'V."C‘v
“\’-,:mw e’ T+,%(v\;\q e I1I-13%6

al substituir obtenemos

RUGTRRER T e gk '\_ ' V-Lz't
W(zlot ) — \o.w\«) e & b @i\Q ¢ II-137
: r

cuzndo { » o el segundo término de la derecha desaparece debi-
do a la ripida variacién de la fase excepto cuando ¥ = K que es

. , 14
estacmnarlal .

Si‘esta integral es néxima cuando su fase tiene un ~

extremo en ¥ =W entonces:

' d @ para W=y I1I-138
v

después de la colisidén podemos substituir a la on
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dondel“'l6 Y es la fase, que podemos separar, en f{ase de la on
da incidente y fase de la onda dispersada.

Para la onda incidente:

d-: Q\_‘lm-z-h;\) - II-139
.\ dw w : : ;

'y para la dispersada:

&@L:ki&_\gww_@_mx\ II-140
Ak a% de W

. . < i ; ¥
hemos utilizade €t:het | a(¥-¥i:z\aw-wl €', Qe =\Reem\e’
™ .
y que la onda incide en la direccibn Z

Dado que WX _ v  tenemos:
WA

(Uk)x z- b & 4% 1I-141a
a% ‘

(U4)= v-0 + da 4 48 II-141b
% 4y

cémo vemos la dispersibén da lugar al término 48 1lo que sugie-
re que puede ser un andlogo cudntico a la A\ g;ésica 0 al menos
estar relacionado, (la T la obtenemos obviamente dividiendo —~-
por v ). (la relaciémp con la vida media y duracidn de colisidn-
82 2ucuentri enl5.

Hemos usado la funcibn de onda (II-13%6), sin embargo
sezflin (II-54) podemos expresar la funcidn de onda en términos -
"ondas parciales" con fases §, una pregunta que urge inmediata
mente es: {podemos calcular una 7 como antes formando un pa--

quete de onda con la funcidén de onda (II-%4)? La respuesta es -
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afirmativa pero ison ambos izuales, & estén relacionados? a con-
tinuacidn analizaremos esto.

Si en (II-1%7) usamos (II-54), en lugar de (II-136)-~

obtenemos:

~T(er- in;;)

o e (e thr—gua) et
W(\”-‘o,t\w{&(‘(-\c\@ t* e — @Z 5*@ Y E“‘L)lé IT-142

al igual que (II~137) tiene un mAximo cuando su fase es estacio-

naria, para % =¥ entonces:

W) - ga ey II-143
aw

(Ut), = d ad TI-144

\L )i = 5\%'\'(’-\)’\‘7\&&

si comparamos con (II-141) wvemos que el efecto de la dispersién-
estd dado shora por L %g% , este téomino tiene un significado
diferente al de %% ya due el segundo término de (II-147) in--
cluye tunato onda incidente como dispersada de hecho lo que tene-
mos son ondas entrantes y salientes que como ya dijimos (sec. 5)
son diferentes la A, que obtenemos de la diferencia entre el-
paquete entrante con el saliente tiepe sentido en una dimensién-
ya que de (4.17) si a la dispersidn solo contribuye una R

= &

y entonces

A= AN II-145

(Usamos el subindice ¢ para denotar culntico, A,:= de/gk SQ~-

ghn, (II-141),
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Como es posible obtener un anilogo a la N clasica-
esperamos también encontrar un analogo a la trayectoria para lo-
cual necesitamos conocer cual es la distancia de mdxima aproxima
¢idn, el parimetro de impacto lo introdujimos en la funcidn de -
onda, ¢lo podemos obtener también de la fase? ya gque como hemos-
visto se emcuentra en ella la informacidn sobre la dispersidn., -
Si-ssto es asi podemos considerar que el centro de masa del pa--
quete de onda nos da la "trayectoria". A continuacibdn veremos -
esto,

51 seguimes suponiendo que £ varia poco en el in~-
tervalio de momentos ‘/ya_ podemos desarrollar % |, & alre-

dedor de w , ¢ ,~y tenemos:

| I, » A Y
Kz K& V-(R-K)

€+ @:E\-%& 1I-146

&

t

"

g £ (V-%)V IT-147

~efgctuando también el desarrollo de la amplitud y de la fase:

ol (K, 058 = Ak, 058) % G-%) Vi X (K.tos8) 00 IT-148

Obtenemos entonces que la amplitud de dispersiédn es:

TOE%y Oe0ty  (pox)e 0 g,
¢ s 0) = Sercossy @ e 11-149

donde
b= Yk o) : - 1I-150a

Xg = ALK cos®) : 11-150b
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substituyendo en (II-137) (nos limitaremcos en lo sucesivo a tra-

bajar con Yo ), y usando (II-132):

er-e4)

W= bonwsey @ A (O Gr-ven £ Ve e 1I-151

'{K‘-\'\) vv. \V\ 2.,
81 factor € estd relacionado con la distorsién. Por-

el momento no nos ocuparemos de é.l, y por el momento lo absorve-
mos en A .
Para interpretsr el btérmino Vo, que aparece en-

la-amplitud es conveniente descomponerlo en dos conbribuciones -

rerpendicularses una debida al cambio en el momente y otra al cam

bio en la direccidn

Vedoz W % o 1 Dok 11-152
A 3}(
donde ¥ = cos®, % es un vector em la direccibn R J th -

N
perpendicular a W  esto es:
N A A, - A
YT K - ¥ UW
entonces:

Veds 1,0+ B II-152a
al introducir en la amplitud, vemos gjue:
b=8 I1-153
Abora ©=% proviene del “desplazamiento” que sufre la particu
la 2]l interactuar con el potencial

Pensando en el movimiento del centro de masa del pa-~

quete, por analogia con mecdnica clésica podemos escribir
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\3: Qs €y II-15¢

representamos por f & la  Twmn cléasica,

Comparando con (II-152) tenemos:

P= L ammoj, dds ' CII-15¢
I .

"Bl retardo temporal lo podemos obtener de (II-152s)} si expreaar-

" mos:

O = ?ﬁ at
o\ 28 ax

i

cv ' IT-15¢

Zin pase a lo dicho podemos contruir una trayectoria. (figura 8 |

(fi=mura 8)

debiendo notar que al igual que en mecénica cilsica T  tiene
dos contribuciones, una geométrica y otra dindmica, la primera
proviene del hecho de que La trayectoria A o® es Layor gue

C ¢ D ¥ la dindmica de la presencia del potencial. De la

figura vemos que la contribucibdn geométrica es:
Cyeon = = 20 Bz, II-1¢
v

y la dinfimica, si Q< 4 Y Wwleat



.

Tt = — K Vigzydz
heli A

II-158

Todos estos resultados podemos obtenerlos a partir -
del movimiento del centro de masa del paquete

12,16,17
trabajo es mayor+.

aunque el-
El retardo temporal T. (o A

) podemos -~
obtenerlo a partir de S,

(apéndice I) y de ahi podemos definir
intervalos de tiempo arbitrarios (apéndice II).

Hasta ahora nada se ha dicho sobre si la fase es
real o compleja; si es compleja:

——

Oy 3 ARy & L0y

i.u. < id‘ - 0(1

II-159
s~ O podemos absorverla dentro de la amplitud y nos dar& in-
formacibén sobre la distorsibén que sufre el paquete. Esto pode--
mos verlo si escribimos la amplitud como
$ R eux
- e-a\x +ioly
- R@" 1I-160
de donde Oy

nos da la informacién sobre R

.

*tambieh se puede efectusar para un paquete relativista
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II-6. Otra forma de expansidén para la amplitud.
Usualmé&té‘ééﬁtfabaja con’la amplitud de dispersidn-
ggganrolléndola_enqonﬁas;parciales“sixlawegergia es no muy alta-
T RS L TR T e SR " !

”qusicuantbé,tégmgpospﬁon43§ pgrgialqs) contribuyen con lo-

buena aproxxmaclén, pero_conforme_la,energia se va. incrementando,

el nfmero de términos que contribuyen también aumenta considera-
A3 RS A e B

blemente, lo que da lugar a quewlatpapgmqpriqaqiép;dqja de ser -
adecuada, Cuando la energia se incrementa las particulas son --
desviadas menos de la trayectorid 6riginal esto sugiere que si -
77 geltoma la desviacibén o algo similar (difgamos 18 transferencia -
ngeigggeggg)_taLJgggﬁsi"serarametrizawcon'éL solo tunc o pocos” -
- t eru ings;sean significativos, se encuentra que esto es posible
la representacidn.de legge puede interpretarse como-
una descomposicién de la amplitud de dispersidén en ampiitudes -

arciales cada una de las cuales corresponde al intercambio de -
?

\eonaunto de pseudoestados, este -dasarrollo es muy similar al-

de ondas parciales pero gomof;o§ﬁpbjepos dewinpgrcamhio_np,re-»—
presentan estados fisicos mecdnico cudnticos, el significado fi-
sico del pardmetro de desarrollo v eguivalente a la R en el-
desarrollo en ondas parciales.

Consideremos la dispersidn elédstica de dos particu--
las cuyos momentos entrantes son 9, , v y los momentos salien

tes son %, %  (figura @)




figura:9. -

La dispersibn puede describirse por los elementos de
la matriz S (w v, yp 9 ), usualmente se usan b+ P, parz -
designar las columnas y ? v para los renglones.

L

SCop wey) = 5\,; b, 1I-151

Las invarianclias propias del sistema hacen posible -
la diagonalizacién de §  ; como los estados entrantes y salien-

tes no se alteran bajo translaciones entonces deben ser eigenes-

tados de

Plkg)= kg 1=1,2,3 11-162
donde:
Ki= (o am)
q‘ s ‘/1( Pl“P\')i

También podemos diagonalizar:
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Ny

]

tn * C.; ‘\"\fu - II-16

v ”La , introduciendo asi la base \£ .4 w)

Para particulas (sin espin) teniamos el desarrollo

en ondas parclales:

$Oa =2 § (002 ) 6 1P Cs® 11-16
R

Si en lugar de esta expansidn, en la que 2 nos sir
ve para etiquetar cada contribucién, usamos otra con un etiguet

do diferente para S digamosw:.

L
¥ »

S oy ver)=S

Tenemos entonces que l10s renglopes y columnas estén
etiquetados por pseudoestados izquierdos y derechos 1y )( "z\, ¥y

AR TCA que podemos escribir como:

TACAFRI AN
PR (R P

entonces:
SOr we)z (Bo 1510 8)
si
K= e -v
% = L{p+w,)
Poie B = il B) II-1¢

Ia transferencia de momento K es invariante bajo
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translaciones en el plano perpendicular a W , y rotaciones so -
bre W lo cual se puede ver en el sistema de Breit (figura 10)~-
ahora etiquetamos la base por medio de los eigenvalores vy , wm ,

W como verenos a contAinuacién

— %/, *

|4

Py

figura 10

Los elementos de la matriz | estln dados en esta -

base por:.

T = {d\’\’, dlp, ‘\—y‘v‘ \?’;KP\\

Podemos descomponer el operador | para una trans--

ferencia de momento fija, digamos en la direccibdn =z , los ope-

radores apropiados son20'21:
L, s i&q L _q 3——\)3-@_ I1-160
* 9. Ttas ! 99
AN = 3 a_.. = .
. W)y L =0 i g, izw 11-167

v = masa reducida

Coumo existe invariance frente a rotaciones alrededor del eje ’
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otro operador apropiado es:

- v{ =- 9 %.% _2_%; 94} %_;1 e iIf168a
= B4 % II-168b
donds:.
h=a e @ = omgom (/g

Podemos etiquetar una representacidén por medio de -~

los eigenvalores de estos operadores. las eigenfunciones simul-

thneas a (II-166) y (II-167) son:

E 5 om =2y ot Vtiw 11-169
Liv hvw = whow wmIenite.  11-170

donde | |
Mo = Ju ey ™€ 11-171

Los intervalcs de Vv , w estén determinados por la

unitoriedad de los operadores (puede demostrarse en forma riguro

sa).
Para poder escribir lz descomposicidén de la matriz -

T necesitamos de la normalizacién que satisfacen las funciones

\\du H
3\; Sd-‘% o (q,%,) hw SRREF §0) S e 11-172

L £ ’
\\)d\)}:h\g.‘i\ \’\«“% 1y = 8% -%) _ 11-173
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Entonces podenmos escribir:

Q[ ve] mtinr g &
o A
donde
Quy = VPR 11-175
¥y entonces:
T;S:g vay Z \,\’:M (q‘ql\T‘w-\- :ﬁ ‘II-176

)
(los segundos términos de la derecha en (II-174) y (II-176) se -
refieren a la parte discreta).de esta (Gltima ecuacibdn podemos ob

A% . N s
tener T, invirtiendo:.
%

LS

T“N: _\;.‘ gdzq. \’\ Dw (%E\J (Ty.‘ ":Fk\ 11"177
Z

Hasta ahora no hemos hecho ninguna suposicidn sobre el potencial
.sin embargo esto se hizo implicitamente al elegir el intervalo -
de V , wm .,

El significado fisico de w es claro (nGmero de uni
dades de momento angular intercambiados entre la particula y la-
fuente) el de Vv 1o discubiremos mas tarde.

51 el potencial es esféricamente simétrico:

T2 Sue T I1-178

entonces (II-176) se reduce:
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TM :{ vav L7 W (4.4,) + Ty

o

T;%=g \)d‘)—\—\«v Jo Wiy ’\‘T\s

ya que
\'\\Jo < Jo (\)%L)

Expansidn para diépersién hacia adelante.

Para dispersién hacis adelante, k=o
Lme =~ ( ‘1 2.. - q‘ .a__- )
‘2%3 ¢ .a%x

KC\:\Y‘L-“ '—’"l%-?: 5 a LIyl

- 1.: L T 1.: - -\a 'a_ LR TRt I
v{ E\ + 5, +§g 1'3—3(&%-3&‘\‘ \)‘\'% L |

ahora las eigeunfunciones simulténeas son:

S T S ¢
%l‘;\w - ﬁ Tadly &\L\Y‘“‘Le‘p)

satisfacen:

CRER AR T RS FYVRWRRLEL T

UQpewm = AByyq o L=o,.

L\-\.C}]'\w: “‘\*‘*H YI~R.... 8

11-179

11-180

tenemos:

1I-181

11-182

11-183

I1-184
11-185a

I11-185b

1I-185¢
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y. las relaciones de normalizacidn son:

&&‘4 i €33 G50 (80 = L Sy Su by 11-186

&sz Gere ) 950 (8 26 Ca-q) o e

y-la expansién aniloga a (II-179) es:
Fad - .
Prea o~
Toq = % ¥ dy ETO g @)+ T : I1-188
wa )

si el potencial es esféricamente simétrico

TQ\A‘“ = 5ﬂu éwe—ror\ | II—189
obtenemos asl:
v o . o
T = &ﬂ\x T  ee Cay ot

“ - 11-190
K Widy wa(ﬂ\*fT;v+—T}

°

.
Ve
Significado fisico de vV .

Ahora veremos cual es el gignificado fisico de -

¥ qué relacibn tiene con otros resultadosao

De (II-179) tenenos
T = gv\)cw T3, (va ) 11-191

si no tomamos en cuenta la parte discreta o invirtiendo
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T =(\<c\\f\1& Joowy 11192

~supongamos que sobre nuestro dispersor inciden particulas con dai
| ferentes momentos, si deseamos trabajar solo com ¥ =¥X. podemos
nejltrar introduciendo una fumcibdn  Fik) , cuyo valor aprecia-
ble es para k=Y. . entonces la amplitud (II-180) estard dada -

por:

nv:\ kawT,, Foo j‘w\c\ 11-193

: . . - . a
Supongamos que Fi{ky= € & Ceoke)

, Si expresamos a '\;& ‘al -
igual que en (II-149) y solo conservamos los dos primeros térmi-

nos
< o+ ol Tk,
AN :g kavg T T ow TI-194

si K es suficientementc grande podemos usar la forma asintbti-

ca para L

JL K — .;.7:_ COS (V- Ta)
WK

tenemos entonces:
o0 N $ 4 1
v tae Tk=%adalo ¥ (et oL
_‘_k - & e \]“% Ceosvk rauvel @ 4 vdy

ko~ @4V

, ‘ .
We fia 1t i ao. . ~tVKe — (D) 105
S \(T)‘ zxai(m\e -0 e aa-  1I-195
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la contribucibén mis importante proviene de
VE =, Y :

o) 1I-196

v como vimos en (II-156) o'y es el andlogo cudntico de A en
tonces, la VvV obtenida como uno de los eigenvalores de (II-168)
tiene como contraparte cldsica a A . Por otro lado de -

(I1-166) y (II-167) tenemos:

S R B S P b 11-197
¥ como el miembro izquierdo es el operador de Casimir21 entonces:
Gy = Go=Gae 2 mims) I1-198

donde m svon las trayectorias de Regge2l; tenemos asi la rela-
cién entre A y el parémetro del desarrollo v ¥ los polos de-
Rezge, si la energfa es muy alta la amplitud de dispersidn esté-
dominada por unos cuantos polos y si v és independiente de la-
energia y solo contribuye una entonces tenemos el andlogo a una-

constante de movimiento.,
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CAPITUIO III

III-1 'Aproximacién de Born

Una de las aproximaciones mAs usadas para altas ener
glas (o cuando podemos considerar al potencial como una perturba
cibén) es la de Born, que podemos obtener resolviendo en forma -
iterativa la ecuacidn integral (II-15). Esta solucidén es esen--
cialmente la expansidén de la funcidn de onda en serie de --
Tuouville~Neumann.

Para obtener la aproximacidén cero de la ecuacidbn -

(I1-14):
. e&\ui—-;'\ S :
\\)k (n=e -l VS U@ %@Eaw 11I-1
40 \$ -l :

despreciamos la integral y entonces:
R (%F
W% - e
Ia siguiente aproximacién la obtenemos substituyendo
Wiﬂen lugar de Y, (¥') dentro de la integral en (III-1)
e A=Yl {

IR
Yoim=e™- Ll £ uxme d¢ III-2
an \T -7\
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para obtener la siguients aproximacidn, UJ“ v') substituimos -

la f‘tv) obtenida en lugar de W.(¥) dentro de (III-1), y -
asi{ sucesivamente; tenemos entonces:

(ny vz \
Vet

avt | -

iir-vl

n.|)
Yoy U A III-3

v la solucibn (III-1) es:

Viey=€ gﬁ(r -y U QIE rd‘ a\G(?ﬁ"\U(?‘)G(;_;") U(_“-“')‘g

o g e +Nw—v WIEYGE-T) UE) G E-7) UGE") «

e v
1T AR 3=y
(SR SN Sl CLoRs III-4

a esta serie se le¢ conoce como secie de Born.

Podemos incarprgtar cada uno de los términos en la -
serie de Born como sigue: El primer térwino nos represernta una -
cnia que se mueve libremcnte, esto es no hay interaccidn (lfig. -
11); en el segundo esta onda se mueve libremente hasta que es -
dispersada por el potencial (%) en el punto ¥' después de lo
cual se sigue moviendo libremente (fig. 11), y sumamos sobre to-
dos los posibles puntos de dispersidn; en el sigulente la onda -~
se wueve libremente hasta que es dispersada en el punto ¥' por-
el potencial V() , la onda resultante se muave nuavamente li--
bre de interaccidn hasta que es dispersada en el punto ¥ por -

P4

el potencisl Uy en ese punto, suramos al igual jue antes so--

[

ce to2dos los posibles puntos ¢, ¢, v asi sucesivamente.
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figura 11

81 problema que se tiene con lia serie es la conver-

gencia ya que de ella depende qué tan buena es cada una de las-
aproximaciones, esta depende de la intensidad del potencial dig
persor y el tiempo durante el cual la particula interacta con-

el.

Para gque la serle converja debe cumplirse:

L DR S I1I-5

Si deseamos conservar solo los primeros términos

(n=1) y suponemos W& £\ entonces vemos que el factor expo-
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mencial. dentro de la integral de la primera aproximacidn no con-
tribuye por lo cusl la integral es del orden w(mlUko}»y,para que

‘se satisfaga{III-5) .

\V P \v o III-6a
_7- :
WY ' miViat Y _ III-6b
. av\'z_
‘como Koe | ehtonces:
W\ & _&:1 : I1I-7

Como ya dijimos la convergencia también depends del-
tiempo que la particula interacciona con el potencial,( ®*/+), -
seréd buena si este tiempo es pequefio comparado con el que requie

re el potencial para infiuir zpreciablemeaie (“/V ), esto impli

C&?
Va. . I1I-8a
WU '
E I1I-8b
[/ thx

como vemos la condicidén (III-7) no impone restricciones sobre la
velocidad a diferencia de (III-8b) donde se requiere que la velo
cidad sea suficientemente grande respecto del potencial,

Lb que nos interesa es la amplitud de dispersidn por
lo cual es conveniepte encontrar un método de aproximaciones su-
cesivas anflogo al de la funcidn de onda. Para ello es mas con-

veniente trabajar en el espacio de momentos.
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De (1II-89) vemos que las ondas plaxias forman un con-
; Junto completo lo cual nos pernitid obtener uma ecuacién inte- -
gral para | anéloga a (III-1) y dado que (II-1é9) nos relacio=
na a § con T tenemos. entonces una ecuacibn pa'iav ! que al re
solver en forma iterativa nos da las diferentes aproximaciones -~

:de: Born.

La primera aproximacidn es:

B

Mo on L U (%~Fadiy’ _‘A 3”‘ ’ ‘
‘,:.(\_‘.‘Mz_ ‘m‘gie o v e 11I-9

. si el pdtehcia’l _es central e ‘integramos sobre los Enghlos:

o0
QW.\Z') = (%\-’\i \\ US}r'}M\\E.:?)-v'\?'dr‘ III-10
si hacemos: fifs & ITI-11a
ke~ ®)y vz p s III-11b

entonces (III-10) se reduce a:

[ \J ‘,.| .
!\m‘) = ."?S = MTF_ pdp 11212
ypor  yVzW/awU,  Wzawg _
Jwiy = —‘(—&‘g A gree 11I-13
usando el teorema de adicidén para los armdnicos esféricos
AW v \K.-K\ Z (2 Pa (.0 UlQ) Uale)
r\v\. T e Rem W ? SO I11-14

y como suponemos que la dispersién es eléstica

Il = K



ac 79

«ao%ng%n%&%q%ﬁigi%é%éyﬁﬁﬁbb eBi p nomen TR

! t5iadd j L ATp : SiTI-1
- -sﬁgifﬁl?ﬁJJ-} (22-\-\\ %_Q (U::SS) \‘ 'U\_( (Q’ a?k . 5
~glosfs3 Rmon (9§3~l‘) aur obsb v {11703 b an0 i
qﬁgparaan i P‘ilﬁfgpu(g'ﬂN@ODieﬁﬁﬂuﬂknBR\nx) obtenemos’
- ponoiosmixoige &rdmeualil mal 2F mox opvlrgaedl seari oo
6&: -1 \ U (¢ ax! v LTI e

K : .
- ek s t L b R i e SR EE A

II1I-2 Aproximacién de Eikonal|b. i ) sy
T I P R D

e-111 ) :
Axisten casos en los chales la energia es alta ¥y sin

embargglgécpopgncgqy\nodcumpbeuc@n~1éﬂddnd£bf6n (CITTEEEY o §63 "su

cede cuando: = ) . _‘Q
0I-I1I b gl o T ﬁ;ﬁ' A I1I-17
V (( E v ;v_\;'l. .\‘-
Capupenaid
s vez: ¥ o He oK
dLi-111 Wl 2 W et oy Iir-18
AN on | P S T

L6 shpEa i -l rilu
para estos c¢asos como ¥ es muy grande por el principio de in--

¢ seTtidumbre es de(ebﬁerékééfﬁue-§% ﬂokiéigﬁ;éé la particula esté
bastante bien determinada lo cual sug;ere que una.aprox1macién -
semiclésica es fitil, esta aproxlmaélg; se conoce como de Eikonal
£4-Lhl vé1ida para valores arbitraridssde: AR

Ve e 2Mpil

BOOLST- i HODL gt III—19

si Wl/eca o quv}yu
pI-I11

i T . . -
/‘ ,..;‘,5'11 . -

Este método de aprox1macién con51ste en proponer una
a « AT (R L

solucidén de la forma
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Vo= e ey o i
al substituir en (III-17) obtenemos una.ecuacidn integral. .
] &, -e,;wr-e»v\ . o :
Q&= € - m‘g = VCE") Qe dy” I1I-21
es conveniente introducir:
Tz Tt I11-22

substituyendo Uenemos:

ei(v.r‘—iv?‘) ‘
By - L LM V(E-¢ T-) dE"
qykc\“\ =\ 11\\7\"\ = (F=%) @ (T-¥)dF

St V(e-f) @G- varfa apreciablemente en la dis-

‘tancia d. (que mas adelante precisaremos)| y como
dv' = ¥ dr dpde

B = oS (\f\-)

entonces si integramos sobre & y sobre § por partes:

~ = { V(-1 p=t _
Wm:”“ﬁ\ ‘”‘A"i eh, : \ V(\’-?‘)Lg(r—?'\\ ~
! LY .
” .
et (- p) st o
%‘ vde € \ %\*V(v—‘-‘\ Qe-¥'y 111-23
et R
B : : o
o

El 1imite p =-| corresponde a ¥' antiparalelo a -
¥ y M=\ cuando es paralelo a % , como la exponencial os-
cila répidamente los (Gnicos valores apreciables provienen de los

valores de la fase aproximadamente estacionarios, esto ocurre -
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cuando &" es paralelo a W ; en primera aproximacidn tenemos -

éntonces:
ey =\ - L \ V(¥-%" CQLF—\_"‘\\ Ay’ I1I-24
AR Y%

_como ¥ es paralelo a ¥ es conveniente expresarla en coordena

das cartesianas y obtenemos:
e %

@y = -2 | Vaw) Quyz) de 111-25
W
una solucidn a esta ecuacidn integral estd dada por:

. on 3 |
-5 Vs aw 1II-26

(’Q (X’qu') = e - .

¥ entonces la solucién (III-20) es:

. r A .

we- & v e II1-27

W\‘fw"}.l\ = e -

Si comparamos con (II-2) vemos gue tiene diferencias
substanciales ya que (TII-%7) no contiene una onda esférica sa--
liente como las funciches de onda discutidas anteriormente, esto
se explica si recordamcs que lo que dijimos anteriormente tiene-
sentido s8blo dentro del volumen ocupado por el potencial (no es-
védlida en todo el espacio) pero con ella nos es posible calcular
la amplitud de dispeﬁsién, ademis la integral representa un de--
formamiento que para nosotros es muy importante ya que con é1 o
demos calcular /\ posteriormente.

Hebfamos dicho que N« variaba en una distancia

apreciablemente esta es: 812



Vo o ' I1I-28
= , ‘
A~ BV S 7 III-29
V .
- o © III-3%0
y 81 \l& x ‘ 3
wy ‘
& ~ o ‘ III-31
ambos casos deben cumplir:
Ko S5 € /iy >

Cuando se cumple (III-28) el &ngulo debe sexr menor -
que KyoJ“h ¥y si se cumple (111-50) entonces QIZL Vie

Es conveniente expresar ¥ como la suma de dos vec-
tores, esto es (ver figura 12)

N
%

figura 12

como vemos b es el pardmetro de impacto clésico,

Si substituimos (IIT-26) en (II-17)
de onda asi obtenida:

con la funcidn

P(R-%)- (o ?-z\

3

4(\«.\& = - Z“.f\_ e V(6 +¥1) ew dz dto  1I1I-%2

donde
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ys - L \ V(b z)dz (111-33)
A

como hemos supuesto que la dispersidén es eldstica, \W\z W&l y da-

do que la energia es muy alta ®-%' es casi perpendicular a X ;

entonces el error al substituir:
LR-w)- Rt

e ~ 1

es del orden
(\- os B)rd ~ 6 kd L) 11I-34

si ademds efectuamos la integracién sobre Z en(III-32)entonces

obtenemos que la amplitud de dispersidén es:

g(\mc) = X & é‘ G-y (\eir_ \1\ ath III-35
ani

la gque podemos expresar de una manera mas apropiada si efectua--

mos una integracidn ya que
Ao = vdodd
y como
(§-K)-% =Xb 8 casd

podemos usar:

n N oy g
\ LN Cos : ' L .
2 g e d& = So ()\\ ' III'56
tenemos entonces:

 (y = - xd \ 3, (€ 6) Xe"‘—\\ bab 11I-37

Esto es aplicable para angulos pequefios pero podemos
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mejorarlo £i en lugar de integrar por una trayectoria recta lo -
hacemos sobre la trayectoria cllsica de la particula, como esto-
resulta bastante complicado, en su lugar podemos integrar sobre-

una linea recta intermedia entre K ¥y W' paralela al vector.

-—

R III-38

e
ITEYAL

donde b es perpendicular a R®
' En esta aproximacidn se fepresenta a la onda disper-

sada de X a X' viajando por un camino intermedio (figura 13)-

R

T

figura 13

La funcidén de onda asi obtenida es:

WK, brRe)— exp \i@-\? + ERe -%\& V(b rR2) Az\ux-sg.

v la amplitud de dispersion:

{= - (d? S Ve Vg r)

anhtj
x zzw&xa% 42 Vo n) ene] {121 vk - via e 9% }k

III-AO
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pero:.
(=% 2¢awn8f, o o III-41

entonces (III-35) queda:

III-42

. i Y -
§ey L\z\ enp (2w mmefz) L& -1) db
m
y procediendo como antes con ayuda de (III-36) y (III-37)
Y09
&(Ku 9) = -tk JuQZK“ILDMB{'L\ \e "'\\ \)db III~4§
51 expresamos la fase Yy(b) en coordenadas cilindricas entonces:
Co
MUOE «L\ cdyr V() I1I-44
% ) N

Extensién para todas las Energias

Para hacer la extensidén a todas las energias (y angu

los) en lugar de (III-43) propongamos la amplitud

< III-4
A= ( Jo (XA 04) &(ky) b db >
(]
usando:
3.k fe) = 1 L (204 T W P2 ( Cos 8) Ti1-ue
A
obtenemos:

Aoy = + \zunm Toan (2v0) Ty (os) OCKib) Ao I1I-47

comparando con (I1II-45) vemos que:
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oo

Oeg ey = :,\ Jane 2KD) (ki) d b 111-48
<
pero la relacibén de ortogonalidad de J,,y, nos dice:
[
% -;_l Jun & jum ) &% = Sar /'L 2hxy) I1I-49
]
entonces:
Oy = S ) C2an) Ty, (W) G () I11-50
ot

junto com (III-45) tenemos una amplitud de dispersibén valida pa
ra cualquier Angulo y energfla.

Podemos comprobar que en el limite de energfias muy-
altas se reduce a (III-43)si hacemos la substitucién:

II1I1-
&'\"IL = ¥b 1-51

3i las energias son altas y % es pequeiflo no contribuyen a  --
(III-45) por lo cual se reduce a

A®y — —i\a\ bdb SQQm\ame/l\\e”‘_\\ III-52

4 wuy qvu.ud-l.

II1I-3 Aproximacidn de Goldberger-3Blankenbecler

Otro método de aproximacidn para altas energias es el
de Goldenberger y Blankenbecler también conocido como de paréme;~
tro de impacto, que podemos deducir por medio de T como sigue:

De (II-119) tenemos:



(k\f\\«‘)r(mvmﬂ a SN tw‘m\k)
: (¢t W 1e)

111-53

donde:
k'= 9,01
Kz Aamfuwxd, unbaud ,wsb
K= oSt AL, ARadk UMM, Cosf
Cos© = W' Rz AwmOAM P (03 (-4)+ Cos B LOSP

Al igual que en (III-45) podemos escribir T ¥ V como:

T (%ue) = | Db T, axoy VM (ko) o TII-B4

-]

=]

\Vi (\(,Q,KI) - ) bdb J. (kb \5‘) B (b, Y ‘ 111_55

a

siendo =z a8/

substituyendo (III-S4) y (III-55) en (III-53), obtenemos:

0

,\

bdb Jo mkbs\{\-\(\c.b.\cﬁ—’ﬂ (\f\.b,k‘)\ gv \ b'db Bl Biyy,

(et @R aie) S

© o -4

WO ) T (ax o a0 Tolaceame (3/7_)\ 1II-56
si substituimos:
dk= ¥tavrdQ

en (III-56):
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\\ 'ldk\\ g& ‘D\ d\'; \’J“ &\0-\ 6(\‘s v “n\ \’\(V-‘: \_’u ‘F‘\ d.Q _Jo Ll\(b’:\mell)v
e e \e\
0 oo
o L2KE aamn P/z\\. ’ . 11157
usando las relaciones:
n ' , L
g Jo(twrsZ1ZemgVd&= T 1 J(2) - 1I1-358

mn

\ Jo (20 A @) dt = 2T Jo € 2% A Bz tos Bl o vt ol wosefs) 11139

Podemos calcular la integral sobre sl &ngule sSlido-
substituyerdo (III-58) en esa integral tenemos asi:
1

Tl = g‘;‘ d-Cuosp) J, (2w’ nangfa) Totaen'am g, wosf, ) JoC2ed atupf; Los g,y ITI-60

donde T representa la integral sobre el &ngulo sdélido en -

(11I-57), ésta relacidén podemos escribirla como:

. bt
Trouw= L | dg 2z -
¢ — & ; III-61
donde:
B =k et 2k B o Bfr os & . III-62

si usapos la relacidén de normalizacidn:
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bab To (2w umef Jo @kbam 8y = & LApl. wud))

A4 a8l
obtenemos:
T (R YX" = \ bvdb G (wx" \o',\:“, Wi, ‘.ZK\O‘Q) ©III-63
o i E
donde (4 . representa:
" ('J.Tl T . .
-‘2%“ \ dé Kde A3 Gy WsHy T, (20 anudfy) T2 Beos &) 111-64
q B
] o

y al substituir en (III-60), la relacién (III-57), se reduce a:

H (b ) = Bk, + Sniﬁﬁl-_.\\\babWAWBtmumwx
b (= v taie)

o o

G (hK' ', ) )X
’ I1I-65

Tenemos asi una ecuacidén integral en términos de las
transformadas T YV , #flL ¥ k" tienden a oo se puede sim--

plificar ya que para este caso 1 se reduce a:

Jo C2x P amble) O ("= ¥/ b)

8 T wy!
Y G se reduce:
Gloy by = — S (%) -Yk) 111-66
1S3\ A S

esto nos permite escribir (III-65) como
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A" "
M. gad 8 B X H (e W 111-6
H o) B(K,b.k\'\'\wl W et e o, e ) 7

5

Aln podemos~simplificar un poco si tomamos en cuenta,
que para energias altas P ( ‘/wiv?) es despreciable comparada -~
con 1M 5(\'~"l~—v-"\ entonces los elementos diagonales de la integral
se reducen a:

B, b, ¥
- L Bl
\ QKB( b, ¥

HK, 06 = I1I-68

Otro método de cbtener la aproximacibn para 4 pode
mos obtenerlo por medio del desarrollo de U y V en ondas par

ciales, como sigue:
TRIT IR = T 23 () Patlos 91 Ty (k) 111-69
frivivy)y=V (K\K'\=Z(’LR+\)\’& Losey Vi (k') I11I-70

podemos expresar V (xy) en coordenadas cilindricas, con lo cual:

o e
Viwgy = ~ZW1_\‘“ VARSSIET V=N 4ty

= ~%§ vdb 3, (&-1'»'\.3\ Y, (t\o‘nﬂ"‘) dz II1-71

es conveniente definir:

b= -2 g\l Logs 20>} dz ) 111-72
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si la energia es bastante alta:

o=t - 2K K,

Y. = componente de la transferencia de momento a lo largo de K

K'd o - wd¥,

KQK“

con estas aproximaciones la ecuacidén de Lippmann-Schwinger para-

ondas parciales se reduce a;

T K = Va (k,K) - X% vy (e ) Tat k) 111-73
K ¥ 1€ :
intégrando:
Tokr) s A o T

V= L Nalee

81 A1 v kbzf T Py Cwsey— I 2kl mm 8fe) III-75

Se satisface también:

Vg ()= -2 | Vel de I11-76
o

con lo cual para 95>\

T& “‘\K‘\ - \L__ VK\:) III‘??
2% A= L yqe)
e
donde:

Vb = k™ Vaww) , 111-78

substituyendo en (III-69) y transformando la suma en una integral,
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con ayuda de (III-75), obtenemos:

T (&, w0s8Y ~ | 0db To (2¢ apadl2) Y9 IIT-79
\~ i\l(\n)

pero de (I1I-78) y (I1I-72):

\ o ' -
Valki= 5=, 8 . R ?0

substituyendo junto con (III-28) en (III-74)

\ B
W - LD
2

IrI-81

k) —>
"y

usando (III-81) y (III-75) en la ecuacibén (III-69) por (ltimo:

on

Tk = S bdl o (20 At Bl2) -2 5 TRt I11-82

-t

o (AN

Es .para nosotros muy importante notar gue:

o0
B ____Y_%g v V(o) dv 111-83

1o cual obtenemos de (III-72) al expresarlo en coordenadas pola-

res.
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CAPITULO IV

"IV-1 El problema en MecAinica Cudntica

Aproximacidn de Born. Una dimensién: Ia ecuacibn de

Schrﬁdinger es:
(, 1'\'\(L—U\\\)“_O Iv-1

donde
e 2w¥ - U
)

W

5i denotamos por (G , la funcibén de Green que satisface:

t
(é\__ + \e,'l\G = - OCx-X) 1y-2
a1t
entonces 26
Lkix-x\ '
Gxxy=-L @ V-3
2%
con lo cual podemos escribir la ecuacibén (1) como:
- .
Iv-4

Vo= e“"- ( Guex) U Y o) ax

51 el haz incidente de part{culas proviene de -
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entonces parte de ellos serén reflejados y parte transmitidos ha
cia + 0 para verificar que (IV-4) satisface estas condiciones-
es conveniente escribirla como:

} g L A%}

. teax=x'
Ve "y iLkg e V) bexian +;‘-1% e U ") By dx* Iv-5
1 3

-l I

si hacemos \x\—» o0 obtenemos

0

i ~iRE
W™ eF x SRV T Ve

IV-6a
1‘ ® - C\:ouéo %, 0O : .
(¢ e-(u” e ! ) »
Y - ™y e uUVK)dx . IV-6b
2i% .
' o Unaudy x> -0
qus podemos escribir como:
N JUeR '
\\)\X) - e\\“-\- biv € A=y~ IV-7a
W = g e K40 IV-7b
donde:
T hex!
blky= ;‘\—KX e U V¥Yx)dx IV-8a
. L= -{‘K' . . B
ey =1a L \@ 0V Wix') ax' IV-8b
Ak .
-0

que satisfacen:
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(o) o Yt = 4 : IV-9a
- = b IV-9b

Paré encont'rar el potencial que satisfaga la indepen
dencia con la energfs del retardo temporal necesitamos conocer -

by & R,

Segln (1I-129) y (IV-8a) podemos escribir para una -

dimensidn
- M - -
bewy = s ¢ w{Tlk) 1V-10
y por (II-119)
(RITK) = (rivie) + g (WY G, (e ITiR) Ay Iv-11

usando (II-115) y (II-128), tenemos:

(kiviy = S AT (KL wie) et i Iv-12

substituyendo en (IV-11):

(KWL )= (VT AKY) +g CeNTEY) G, (RMT V) A Iv-13
(~xlik) = kW ‘oW\-—& CRATIKY) G, (F'{TLR) de® Iv-14
YA

Ahora podemos proponer

CeTied = 2" et TN ) IV-15a
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(R = 2™ (v e IV-15b
BlKI= M (%) IV-15c¢

substituyendo (IV-1l5a,b,c) en (IV-14) e igualando coeficientes -

de iguales potencias de m , obtenemos para los dos primeros --

términos:
WINATNE x_g_ Ce-w) b (B8 IV-16
2m 5
\\L { VN\K g i ¥ Wl 4w 1V-17
(S| (zpan )

Para obtener el potencial en funcidn de x usamos la transforma -

da de Pourier:

o0
*

VU = \;‘—2:."\ \ (~%ivik) ém‘ Ax Iv-18

-t

substituyendo en (IV-16) a (IV-18)

=0

- 21K
VO 2841 | keye  dw W-19
V2 ™ v

»

@
[T - L] -'l.\\(ﬁ “ —
V= 4% Ax \ O bleeye) K IV-20

N\‘

™

2 . - TiK'A
- en (ﬁ \ 2 wiere o\w\) IV-20a

-00

podemos expresarlo en términos de | usando (IV-9b) y escribir -
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a { como:

Lo (k)
low = A € 1v-21
donde suponemos ik} ‘real (la parte imaginaria podemos absor--

verla en Awy).

Si desarrollamos {. alrededor de Y. para expresarla
en funcidén de A.

iRaly) + i LE-¥OA
Lz angy © v-22
donde O(x) tiene valores apreciables solo cuando W=«, . Subsg
tituyendo en (IV-19):
VO = 281 (- den) €7 de
W \2m
. W K) ~ TR K1 A K
- .15.‘;___\\««\~ac-me ) 6™ ax
myain
- i‘\.": Az i hed “i%A
T = “’-\"’ L—-e (K“(KQ
™ - £ ) ) Iv-23

id, (~x) . .
Por WBix) representamos QAlx) € ¥ F(y) es la transforma-

da de Fourier:

Fay = _‘Y_: Kcsm ™Y ax 1Iv-24
s

La segunda aproximacidn es:

\ 1Keh 12
yw o s Ksm _ ety lame )} 1v-25
™
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Tres dimensiones:

En el desarrollo anterior la ecuacidén (II-119) para -

v, se particulariza para una dimensidén por lo tanto si ahora -

la usamos en su forma original para tres dimensiones y procedemos
exactamente igual gjue para una_dimensién podenios- obtener las' -
ecuaciones para YV y V'™ | solo necesitamos tener en cuenta-

qus ahora:
LYCER JURS) IV-26
y entonces dada la relaciém de § con T

by ~m T -
AT 1v-27

También debemos tomar en cuenta que ahora las trans-

formadas de Fourier son en tres dimensiones lo cual introduce -

K'J.T\Y"" en lugar de anyh ; excepto por estos cambics los re
sultados son iguales:

VY ey = ﬁ%{_‘.— K\Z Ry € 4k

i

-y

-

= W e (@l IV-28
AL \J:_v_‘s.‘ \Sm- e™ £omere )\1 V=29

Como vemos al igual que en una dimensidn, para deter
pinar V' npecesitamos conocer también Bk} (adends de que -
las aproximaciones siguientes son bastante mas complicadas) esto

proviene del medio que usamos It para determinar el potencial.
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Aproximacibén de Bikonal

De (III-54) tenemos la fase en términos del poten- -

cial
¥= -1 VT de IV-30
i (st =-vyh
e s
donde
Wz Rt , Iv-31
como
A= 4% ' : Iv-32
AN ‘
si
A= L\’e
debe cumplirse
¥= kAx o

‘siendo O. una constante arbitraria. ,

_ Tenemos entonces de (IV-30) y (IV-33) a & como -~
funcidén del potencial por lo cual es posible determinar V , cg
mo funcién de da la similitud de (IV-30) y (I-49) es conve-

niente hacer los cambios siguientes {anilogos a (I-43)).

U= ‘/r?- w :_j_"_ D(;Q = (Zax) ¥ v (W) =\/2 o3y

(R+117) IV-34a,b,c,d
substituyendo en (IV-30) obtenemos:
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X

Dz | Vewiduk O Iv-35
(w=w)'h '

que es la ecuacidn integral de Abel.

00
U= 4 4 ‘_\ wlxdtarda IV-36
h)! d" lv‘l\'y\l-*’l.\"‘k

Trayn

(que concuerds con lo obtenido en28‘

la’ integral es:

o0 o
W A N 1v-37
nimt- %) v _ " Yuin 2T
ANTN

si substituimos en (IV-37) tememos U=0 1lo que podemos inter--
pretar como imposibilidad de que A sea constante sin embargo -
pediamos, originalmente que A fuese independiente de € por -~
lo cual podemos suponer que A depende de m (esto es, de b );
veamos Que nos .dice sobre la constante

Tenemos de (IV-30) y (IV-33)

\ Urdr a
2 = — = Iv-
A \3&1\ Crt __wyl\ k\ v 38
entonces para que A no dependa de & , ni de K , \y: &t F(r)

¥y 06.=0 con lo cual (IV-36) se reduce a

o0

Uz 4d r\ ﬁm’—éﬂ] V-39
T Avr ) n,\(fv\‘s-\'-\h < o

si suponemos ahora que U =%* F(n
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- v
Finz 4 & \," A (m) dm \ I7-40
« Ax M M- ‘»L\‘h.

e
Tenemos asi el potencial en términos de la Aiw) al menos en la
aproximacidn de Eikonal como el 4ingulo de defleccidn es pequefio-
el resultado coincide con el unidimensional clésico lo cual no -
debe de extrafarnos si recordamos que la aproximacibén de Eikonal

es une aproximacidn cuasi clésica.

Aproximacidén de Biankenbecler

En esta aproximacidén de (III-82) y (III-

~
Slok) = = Bleb) IV-41

¥ de (IIT-93)

ol
v \I\v)é\"

Biwp) — - o iv-42

que es (III-44) por lo cual al invertir obtenemos los mismos re~
sultados. Para fijar mas esta similitud veamos qué relacibén -~
existe entre ellas y la de Born para lo cual debemos expresar -
las amplitudes de las aproximaciones de Blankenbecler y Eikopal—
en serie

Podemos escribir la fase de la aproximacién de Eiko-

nal como:

Yoy = - ‘ivm IV-43%
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siendo

V= -+ \ Vit zuh] 4z CIV-44

-l

entonces:

0

Ly
T:—V-(S\ot\‘o Je® Ly

[}

Iv-45

8i desarrollamog la exponencial y POREmOs: Y'= 1K MM 8/z

n

v=§ oW (\F\.\\\m Yo o} VL) _

Para la aproximacidén de Blankenbecler tenemos:

hﬂ‘;\: ( bd-b ]o \.‘0‘1') V\b)A\_ ‘;_._“ \’(h\\ IV"q’?

Q

que podemos desarrollar y obtener:

o

Lol . -
Tou = Z \%-K\“ ‘X b % Y, o) LvtolY IV-48

na o

para compararlas usamos el desarrollo de Born para la amplitud -

(II-119) que podemos escribir como:

()

(g 1K) = kvl +Z F I T S A A S AL

Qe R C AN R 3

Iv-49
~ El primer términc:

kW)
(R IVIK) = \vr.\-y e T e
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podemos escribirlo como:

~

co

(RIVARY :S bdb I, (x4) V)= Viku) IV~50

mientras que el segundo término de la serie de Born podemos divi

dirlo en dos partes haciendo:

(ki-wtaiey'—> P \K‘ )J« 19 k- IV-51

TR
R A

con lo cual obtenemos (si solo tomamos la parte en & )

\ds.’u\ CRWAK (ROVER) £ 8kt vt _ IY‘SZ

Y usando:

\}. bd% % tog) Lvie)”
%

b d

: X s 2 .
jr\; = C‘od‘o To (04) Vib) *_’\R\ bdb Jo o) vty + +o0 o gy-s3
Yo )
Comparando con Eikonal y Blankenbecler vemos que al orden ‘[ am

bag aproximaciones estin de acuerdo con la exacta para toda
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CONCLUSION

Tenemos entonces, segln la aproximacidn de"Eikonal -
(y'Bla.bkenbeclexj) que para jue A. sea independiente de la ener-
gia se requiere que V:tF(), 81 A=Ja entonces el potencial -
no existe. Como vemos este resultado tiene gran similitud con -
él unidimensional clésico, lo cual no nos debe de extrajar ya --
que adeuwids de ser una aproximacidn cuasiclésica, aln cuando se -
planted en tres dimensiones no dejé de considerarse el movizisn-
to del paquete en una dimensidén lo cual podemos pensar como dado
gue 9 es pequefio (aln siendo bio ) el movimieato en Lmidi—-
;nensional. Los resultados gque obtuvimos por medio de la aproxi-
nacidén de Born parecen mis complicados, este hecho proviene de -
haber utilizado la amplitud de dispersién para obtener el poten-
cial y no directamente Ac¢ o la fase por medio de (IV-33); si -
usamos la fase en la aproximacidén de Born obtenemos el mismo re-
sultado ya que si en (III-33), para una 2 ’ K tiende a infini-

to (% tiende a cero) entonces se reduce a:

MOE —‘_.\\I’\'f)dr
Y
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que es precisamente (III-16). AdemAs de la dimensidén final es-
to era de esperarse con lo cual podemos afirmar gue bajo las --
condiciones en las que hemos trabajado en las tres aproximacio-
nes para que A. sgea independiente de la energfa V= EF )
Debemos tener en cuenta que si solo una duda parcial
contribuye entonces usando (IV~33) podemos aplicar los métodos -
de inversidén que se describen en (31,32,33,34,35) donde solo se
usa la faset &, y las energias de los estados ligados, sin -
smbargo para altas energlas no contribuye una sola } por lo =

cual esto carece de interés.

Comentarios

Hemcs resumido as{ el material referente a retardo-
temporal y hecho ver algunas de sns rselaciones con polos de -
Reggé, pero fal*a alin no solo el tratamiento rclativista sino -
también la relacién con teoria de grupos y sus aplicaciones,

Sobre la construccién de paquetes de onda y retardo
temporal para el caso relativista existen (hasta donde sé) al -
menos dos traba30836’57 gobre algo de la relacibén de polos de -

Regge con teoria de grupos estén2’58

pero no se ha tratado de -
unificar y explotar este conjunto de relaciones,trabajo intere-
gante pero muy complicado; sin embargo después de todo esta re-

lacidn de temas aungue sugerida se hace propia dado que se em--

*Ademis de que una fase puede ser producida por muy diversos po-
tenciales por lo cual se complica aln mis.
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piezan a entrever sus posibilidades después de leer }Jos trabajos
alin no sintetizados y se cumple asi el paso inicial pequefio pero
necesario para continuar en la blsqueda de la relacibn uso (si -
es que esto existe) tratando de utilizar lo aprendido y de modi-
ficarlo poco a poco haciéndolo acorde a las necesidades que sur-
jan. Creo que es lo mejor que he aprendido, a interesarme por =~
un tema al ver sus posibilidades como buscar la literatura y tra
tar de entenderla para unifidérla (aungue esto Gltimo no lo 10--

gré,

Dic. 1972
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APENDICE I

La matriz S y el concepto de retardo temporal

.

En una de las secciones anteriores obtuvimos el ané-
logo cuéntico de la distancia propia clasica & , por medio de-
la fase de la amplitud de dispersidén, a continuacidn veremos co-
.mo de la matriz § podemos obtener no solo el retardo temporal-
necesario para definir & si no intervalos de tiempo arbitra- -
ri°14,29, tenemos entonces que en la matriz S o en la fase 5Q~
se encuentra toda la informacidn que sobre el potencial podemos-
obtener, contiene entonces toda la informacidén dindmica sobre la
dispersidn.

Podemos expresar la ecuacidn de Schrddinger depen~ -

diente del tiempo como:
Wiy = WY@y A-1

integréandola obtenemos:

(k=T )H

b= € \y (t.) , . A-2

sabemos también que:
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donde K es el operador de energia cinética, esto es:

Hz W+ V A-4
Los estados propios dependientes del tiempo de

‘\'¢., = XX(‘)‘k A—S

son:

~lgk

dP “ikt _
“z= € @=e , A-6
es conveniente expresar W(t) como:
<Rk v
Y= @ Yy (t) A7

Donde W, se refiere a la funcién de onda resultan
te de la interaccién, para eliminar la dependencia temporal en K

pasamos al primer miembro la exponencial y derivamos respecto a-

L\ L r
i = - e g v @b A-8
usando (A-4)
¥ : @™ (u-x) Wir)
= ™ v Wiy
(e™y @™y,
| = V¥ A-9
como €§k“-t0“' ¢s unitario, tenemos gque (A-8) es la misma ecua

cién (A~1l) a la cual le hemos aplicado una transformacidén unita

ria por lo cual es totalmente equivalente.
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Supongamos que:

W; = U.Ub\‘o\ \\Jt kto\ A—lO

donde U (t.r,) es un operador unitario tal que U ltergy=zi,

Y, = @™ Wity

{ ~iH eete)
-e™te Wit,)
tee _~{die-t)  ixe,
- % e e W, ) el
coinparando con (A-10) vemos que:
¢ ~iR k-t Ll
Ultty: e @ Yoie A-12

Cuando Utt,t,} oOpera sobre la funcién @ (o una =~
combinacibén de ellas) podemos pensarlo como si e;‘“' se propa-
gara de © a €. de acuerdo con el operador W luego otra de -~
Y« at con el Hamiltoniano W y finalmente el estado resultan
te se propaga 8 t. obteniéndose asi la configuracidén debida a -
la interaccidp después de cierto tiempe

Si lo pensamos en términos de la trayectoria clésica, '

podemos suponer que se mueve libremente {(V:0) durants un tiem~

po t, , luego se curva durante t-%t. debido a la accié_n del po-

tencial y lusgo la regresamos por una tangente durante el tiempo

t

Podemos obtener una ecuacién diferencial para
en la cual solo intervengan cantidades relacionadas con la inter

accibébn. Tenemos que:
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Wty = Uttty Wik - A-13
. substituyendo en (A-10) obtenemos:

U = V U ew) A=14

‘que también podiamos haber obtenido por medio de (A-11)

Podemos escribir esta ecuacidén diferencial y la con-
dicidén {Jit,ryzv por medio de una ecuacidn integral, integrando-
formalmente la ecuacidén diferencial:

t
Uty = \- i% Ak VR v A : A~15a

A
.

U tite) = +\'x 48 VUlew) v A-15b
l N
la cual se puede resolver por iteraciébn:
‘ V t

t
\Ju,mzwz ‘_‘Y‘\_}“ \ d\kh& FE & as, T Lvia-viwy]  a-16

te t 1

donde T es el operador de "orden temporal”. Al menos en for--

pa simbdlica podemos escribir
14

-ig dh' V@)
e

Jhpy~TV € 4-17

ya que la solucidn \J(t.,t.) posee las propiedades de una eipo——-
nencial,

Ahora veremos como de la matriz § ©podemos obtener-
el retardo temporal y como definir intervalos de tiempo arbitra-
rios.

Podemos escribir la funcidn de onda saliente como:
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X

Yooz y Aten ¥’ e

-ley
Yoz 2 AL-DSETE
5i desarrollamos la matriz S :

S (6= exe (\n 5(eY)

exv\ SCE) + DE %}:\““‘)

donde D&=z€-E-

Substituyendo en (A-18) obtenemos:

- Qi -% Ve b e)
Vi @ = %ce)g Ao Xp(-ilte ‘4 s ne)
entonces vemos que podemos interpretar:

Co = =t & WmsSta
AL

También tenemos:
w‘ =95 \\)h-\
i Eln ~{& Cua
\?“ e - 5 e \V“*\

si escribimos:

Stn = kn-to, T
"d—‘ﬂ ¥ Ta
v

——

2 dn _ i3 \nSn
v d€

é\\/“ = Ya - Yoot

418

A-19

A-20

4-21

A~22

A-23
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2 k’i e-i e\“_‘_ﬁ \)

- (SY\ “\) \\’h

A-24

si escribimos:
A€z vy ' A-25
entonces:
Stofn (-1 sy 26
v An d\a
i§31 = ALs, -\) Waoy A-27
Stn Skw

que Yiene cierta analogia con la ecuacién de Schr¥dinger ya que-
permite determinar la funcidén de onda de un sistema como funcidn
del tiempo siempre y cuando no seaun extremadamente cortos.

Podemos esgcribir (A-24) como:
Skn
S =\ .\6. . A - g A-28
n \ Stn \\ + 6\: Q! ) n

v\i%\%:Ke“\ Lasi]y 4-29

Como vemos ‘% IS, Jjuega e¢i papel del potencial, -
dtn

¥y es equivalente a la de Schridinger em la regidén donde la inter
accibn varfa poco en "/v (Eikonal) lo cual es de gran importan
cia para nosotros como veremos en la seccibén dedicaia a esta --

aproximacidén y entonces:

V=ih Jon S
Skwn
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APENDICE II

Otro método de obtener el retardo temporal.

En mecénica cléisica calculamos el retardo temporal -
como la diferencia entre el tiempo que tarda la particula en ir-
de un punto "a® a un punto "b" en presencia del potencial ¥y en -
ausencia de este, veremos ahora que en mecinica cuintica el re--
tardo temporal (4.21) W a 6‘ estld relacionado con la inte--=
gral de (¥*W-%o W) donde VYV es la fuzcibn de onda del pro--

blema y\\’m =0 gu forma asintbética, esto si el potencial decrece~

.r&pidamente y W{0Y= O , lo horemos para una dimensibén, la ge-

néralizacién a tres dimensiones es lnmediata.

Podemos escribir la ecuacidn de Schridinger como:
(W-B)¥= (Tay-E) VY=o B-1
Derivando respecto de € obtenemos:
- a._\.y. - =0
(R-8) 57 -V B-2
Be satisface entonces:

\\j*T%_\E)z 'a\\)'\-\\)* B__Q_K\Vn-‘a':\\_:_‘a\pg n):\_\ﬂ\_\/

28 Am X
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como W* y 2%  se anulan para =x=o.

a .
s -8 ok ¢ v Vﬂ) B-4
Snw \\) Lm k\\) ?XBE 'SE ‘5; 9 oo

N & tex
Pero Y cuando Qwew 8 Y« \/ﬁ (e e \por lo cual:

-~ {w* Y _ oy awr

A -

= 3(‘5 +2 -k sy B-5
INTE _a—€ 7;? \v\ 75... ..1; f&w (r2A0)

que podemos escribir como:

V‘AS &QS( Y - 7‘\)6/1\-&-‘?__&:\%(1\«.*18) , B"§

Bl término del

2% 48 - _i%s¥dS B-7a
ag at :
248 - gw aé | B-7%

v de at

.Ia generalizacién a tres dimensiones no presenta problema alguno.
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