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1.INTRODUCC ION 

Este trabajo está basado en 1os result!; 

dos que D. G9 Hi·gman plantea en su artículo: 

'.'Indecomposable representations at characte­

ristic pn (1}. 

En la segunda secci6n se dan algunas de 
' ·. ...... 

finiciones bá.sice.s y .se hace · u.na exposici6n 

de~algunos teoremas relacionados con G-F-m6dJ:! 

los·, que serán utilizados en demostraciones· 

post~riores. Esta seccion es esencialmente la 

primera parte de (1) .. 

La secc:L6n 3 está dedicada a los G-F-m6-. 
. dulos inescindibles sobre grupos cíclicos, .•en 

campos de característica prima. En la primera 

parte de esta secci6n se descr:l.ben las repre-

sentaciones inesci1idibles asociadas a estos 

módulos, y se da especifica.mente su forma m_! 

··' tricial º Como· una consecu.enc:i.a. de ésta y de 

lo;:¡ resultados de la segunda secci6n, se pruj 

') 

'l. 

.. 
• 

1 . 



ba que todo grupo con p-subgrupos de Sylow oJ 
'.' . . ' . . ,' 

·clicos, tiene un nrnnero finito de represen.t~ 
. ' 

ci9nes inescindtbles, determinadas por matri-

· ces con elementos en el campo. 

En la cuarta secci6n se hace una cal'act~ 
. . 

·. rizaci6n. de las representaciones inescindibles 
. l. 

asociadas a los T X T--F-m6dulos' para después 

relac:I.onarla con las representaciones inesci.a 

dibles sobre grupos con p-sub[Srupo$ de Sylow ·· l 

no cíclicos, probando que existen representa­

ciones inescindible$ de gradó arbitrario·. 

1 .. 
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2~ G _,F - M O D U L O S 

Sea G tm grupo·. finito~ y F un campo de . 

9aracterística p >O.. Se usará el término ·­

G-F-m6dulo para describ1.r aquellos m6dulos a 

los cuáles corresponden representaciones de G 

por medio de matrices no singulares con. coef,1 

c:ten'tes en F,. y serán llamados m6d.ulos de re ·-
presentaciones• Esto se puede entender como ._ 

u.na pare ja (V ,p), formada -por un espacio 

torial V sobre F y una representaci6n 

j> : G->GLF(V) 

de G por endomorfismos de V. Dir.emos·qtl.e ei 

espacio vectorial V es un G-m6dulo. En parti~ 

cu1ar, un G-F-m6dulo es un espac:Í.o vectorial 

de dimensi6n finita sobre F., Dos G-F-m6dulos 

M y N son equivalentes si existe un G-F-iso -
morf ismo de· M en N º ', ¡ 

Ya que a cada G-F-m6dulo M le correspon­

de una única representación de G yrecíproci: 

.. ' : ~ ,:; . . .. ' 
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• 

merite, utilizaremos, -por conveniencia, m6dulos 
. . 

de representaciones en lugar de ·eprese11taci2 · 

nes .. 

Sea S un subgrupo de G y m un S•mÍSduJ.o • 

Considérese una c:lescornposici6n de G en clases 

izquierdas: G =x.,.svxl.sU~sv ••• vx-rS •. Sea 

L =\ x1 , x~, ••• ,x--c} , con r = [G :s] , un conjunto 

· de represen·tantes de tal forma. que Lf\S-= 1. T.Q. 

do elemento g en G puede escribirse. en ferina · 

única :producto + con 
. ~._; 

L como un g=g g ' g en +. 
y g+ en s$ Obsérves.e que para toda. s en s, 

(sg)+ ~ sg+ (sg)+::: g + Sea mG el conjuntó y • 

de'todas.las :funciones ~:-L-.+m. Si ux está 

en m y x en L, denotemos. por _x•ux a la f un -
ci6n cuyo valor en x es u.x y cero en z si z 

es difere~te de x. Entonces tod6 elementri en 

mG puede escribirse como una suma c:A::::¿x.dt(x). 

De una manera natural se le da a mG una estruc -
tura de G-F-m6dulo, definiendo 

... 
t 

. i 
( 

i 

.1 
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I x·'1Jr +~x·~ =I x • (ux+Vj¡:.) 

g(I X ·Ux) =2= ( gx) +. (gx)+WA 

(x·~W = X•UxW 

(g en G) 

(w en F). 

Si como espacio vectorial sobre F, m ti~ 

ne dimensi6n k, entonces mG tiene dimensión -

ic[G:S] y una base de mG sobre F es: 

lm ej} , j=l, ••• ,k 

con r=[G:s] y \e¡} 
' 

i=l, •• &,r , 

una base de m en F. 

Para un-G;...F-m6dulo M, el s...:F-m6dulo res 

tringido es el m6dulo füs que se obtiene al CO_!! 

siderar unicamente los operadores ·de S en M. 

' .. . 
" Si M 2~ ~ G.;..F-m6dulo .l s.i el ~ub~upo S 

;io~tiene un p--~~grupo de, ,S;ylo~ de G, eriton~ 
. G 
~ M6 tiene un sumando directo equivalente 

a Mo 

Demostraoi6ne 

La aplicaci6n j3 : r,~~ mg tal que . 

¡3{u)=Lxex-'u es un. G-F-isomorfismo 1 ya que 
.. · .. 

( ·, 
' 
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ptµ"a toda g en G, u en M y w en F 

g<.f.,u)=g(Í: x·xii)= Í: (gx)+ • (gx)+X-lu 

=L(gx)+ .. [Cgx:>+] ~1 gxx,..1 u 

=Z:(gx)+ •.. [(gx),-1 gu =fo[gu 

yau)w= <Ix·x-1 u)w =[x·x-1 uw =¡S(uw) º 

. Si u está en M y13u=O, entonces l•u==u=O; ade• 

más claramente es sobreº Como S contiene un 

p-subgrupo de Sylow de G, la trarisform,a.ci6n 

J>; M~:M, dondep(u)=ru con. r=[G::fil, es un 

automorfismo. Esto es claro debido a que 

(r,p)=l .. Seadsu inverso y o_+ un G-F.;..h.Omoo12.r 
~· 

fismode M~ en M definido por 
. 1 

+' . . ' . . ·°'. (¿_ x •U:>t) =d.¿xux 

y tal que O. /,;u=dt[x·x"'."1 u=d.[xx-:Lu:::d.W:S]u 
=dru=u ; es decir,"ct./3=1M , ~ 

niendo así la .. siguiente sucesi6n exacta escin 

di ble 

O..+ 
o~ kerd.. + ~Mg iE---! M ~o .. 

·JS •. . . 
Esto prueba que .M es un sumando directo de 

·. 1 

1 

1 
1 

1 

! 
1 
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·TEOREMA 2.2 .. 

a) .. s.:1.; _e1 subg;;uP,9. S ~. G: contiene ,u.n ;e-subB!._13; 

.E.~ ,a.e S:y:low de_ G, .~ntonce,s ,t,;2_<!2,. G-F-m6dulo M 

.i!1.<l_Sc,inq .. iple e..§. .e.quival .. ~nt!='. 8: .un sum.ando • 4-l- Í 
recto. del G-F-P!6,dulo . .Jnducido por al~ .s.1YrlªE. · i 

do directo inescindible de Ms. 

b)-1fil S i:ts cualgui .. er. s~b.z.n;mo de G, entonces 

~ S·-F-m6dülo m · ,tnescingible es e3uit,~l..e,B 

te a un sumando directo del S-F-m6dulo induci · ¡ 

Demostraci6n. 

a) Ms puede escribirse como M
8

=m,$ m,.$ .... Gm1" 

donde· cada m,t es un S-F-m6dulo inescindible ; 

además, (M8 )G~ e m~ e ... . e~" Aplicando el 

lema 1.1 se tiene que M es equivalente a un 

sumando directo de M~. Ya que los G-F-módulos 

.admisibles son espacios vec·!:;oriales de d:i.men-
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ei6n finita. sobre F, cualquier su.bm6dulo debe. 

tener dimensi6n.menor que aquel en el cuál es . '. ' .. ' ..... 

te propiamente contenido, satisfaciend() asf 

los m6dulos de representaciones ambas co.ndi- · 

ciones de cadenaº Como M es inescindible, 

teorema de Remak-KrulJ.-Schmidt implica q_ue. 

es equivalente a un sumando directo .de.mG 

ra alguna i .. 

b) -.Escribiendo mG=M1$Ma,$;. .... GM.,e, con cada Mr 

un G'...-F-m6dulo inescindible, se tien~ que 

(mG) 9=M1$er.r'?.~~ º ;.$rvI_es. Considérese el. conjunto -s· 
G" .. 

de ·todos los elementos Ix0 u)( de m con . u, =O, 
G' el cual f ormá.' un s:..F-subm6dulo de m. , y es tal 

. . .. G 
. que {m ) 

6
=fom(;,f)m.. Ya que para todo elemento· 

~ G. 
¿,,· x•ux. de (m ) . ·. s 
!.x·u =fo (u~) -[:Ex·ux-/,1fux~ , se tiene que 

Ex·u~-ft(u:lt) está en~ y además¡3mnm =Oº 

.. Aplicando nuevamente el Teorema de Remak, te-

l 
. i 

..... 1 

nemos que m es equivalente a un sumando dire2_ .·· 





'··,: 

. ~.... . ..... · ,.,_ , •· .-

3. T:·. - F' - M O D U L O S 

B L E:S 

:r··NESÓINDI. 
. . . ' . . .._ 

tal de. m6du1G.s :finitamente generados sobre u:ri. 

domini.o de ideales principales; ·se tiene que 

los FT-m6dulos inescindibles Elon los FfxJ-m6;... 

· dulas 

F(xJ/J 
.. con J un ideal que contiene a l. Por ser I g~ 

s . . 
nerado por (x - l)P , los ideales con e.sta ptp 

piedad son ZiitBUQT\tet~ G:N.1l~l1e 



. ~.·.11-

' ' . '1' .. • ' . ', ?~· 

Ji = C( X - J. ) ) , J2. = ( ( X - 1) ) , • •• ~ ~s = ( {x - 1) } 

y.· J;.:;) J2 J ... ~ J~s , ·de donde se tiene 

TEOREfflA 3.1. 

fil· T ~s un grupo ,cíclico de orde.!1. p8 X F 

un C,.?-ffiPO de car:a .. ~t~;ríst.~ca p O, entonces T 

t.~..!~ p9 Q_lases de. representaci_o,nes inescindi 

.~.~~s. en F 1 d,e grados 1, 2, •• °' p9 
}L es~án dete;: 

minadas por los m6dulos 

F[x)/Ji =llli , . i=l,2, ••• ,ps, 

Obsérvese que para cada FT-m6dulo .. M 
k ' 

.. l~ k ~ p8
, existe una transformación::*· cíclica·. 

e inescindible, cuyo polinomio mínimo ··es 

. · (x ~ l)k. Si v es un generador del módulo 

entonces los elementos 

: bo=V, ~i=v(*-1), bt=v(fr:-1)~ ••• , 1lt-.i=v (ir -lf~-1 

son linealmente independientes ya que 

v(.:k-1}=0 y v(·:ir-1)/0. Como· la dimnJ~=k 

•· se; sigue que los vectores bo 'bl ' ~ ... t·bx-1. for-



···.Pero 

·*bo=V 

:*b1.=bi+bz 
" ' 

• .-. ,e .• e .• o' •· • ri ·• ": •.· • ... ·• 

-*bitw1= ~~1f'by.."). ·. 
*~~)~ bil-1 • 

. . ·. Esta.é f 6rmulas prueban 
~ 

lativa 
' ' ' 

1 
•. 11· 

1 1 .. . 
• 1 ... .. 

o· . • 

1.1 

' COROLJ,l.RIO' 3. 2. 
' ·.j •• • 

·.: .. ' . 

Existen matricés¿J{ cie oraen n sbbre el 

crunn~ F .. tal qu~~ para a1rom_a. X e,.n M~(F) 

conmuta con J-f_,. en,!:onces X~ .. s o no si!!fütlar 

X 



:i· -: ~ 

Demostraci6n .. .. 
. . ; ·. ·.· .· 

Considerense 

las. 

• • 
• • 
.1~ 

·.,·•,-:, 



~· 

·,, 

TEOHEMA 3.3. 

§á .. T tiene p~ubgrupos . de ·• S;¡:l2w c.~':\lic,o,?,,. 

entonces G tiene un número finito g,~ clase$J!.e. 

re:pre~~tacJone,s i,nes.s.~riqible.~ .. ~~b,r~, F.~ 

Demostraci6n. 

Sea G' un grupo de, orden psn, con n:=[a :s]. 

Toda representaci6n de grado k de un p-subgrJ:! 

po de Sylow induce una representaci6n de G de 

· grado kn. Ahora por el teorema 2 ~2(b) sabemos 

. que esta representaci6n inducida tiene una com -
ponente

00
;i.nescindible de grado mayor o igual a 

k, una cota para el número de representacio­

nes inescindíbles puede ser kn..:.k +l • ·Aplican­

do el teorema 2 .. 2(a) ob·henemos que el número 

de clases de re"Presentaciones de G está acot!:: 

do por p/2Kps +1 )n - ps + iJ ~ Iios grados d.e las . 

representaciones tnescindibles de G son menor 

o igual al orden de G, en efecto pues un P-SE:.,b 



,·: ' ·;,, 

SylOw tien.e 

cindlble 'de. grado máximo· p8 
,. que 



' ' 

4. T x ~1 
.... F - M OD U L O S· · 

DI BLE S. 

LEMA··4.1.· 
' ·. 

La anlic.a;c.i~~n cp r rffn(F) ~ GL2n (F) ~--: 

.·dá.nor 

<p (A} = [I··· A) o rJ 
. ' . ,, . - . . . . . ' 

es ~uri hom_9_morfismo dE:1. srupo .. aditivo__sl~J • 

..• f7ebt~a Mn (F) ._·.en .. e.1, tEUP.9~ .• m.ultiJ?l~.Q~tivo. GL2n(F). 

·:Demostraci6:q,.,. 
' - '-. .-. ' ', ···: .. ·. 

Es inmediato qU.e (Í) es un honiomor:f:':ismo; y.3. 
~.. ··1 .. 

que 

<p (A +B) = (:. A +B) 
= e :Je j I ·1, 

-. Sea T . 'li el producto directo de dos grti 
. -



pos cÍclicos ele-orden p generados 

- -mente por a y b~ 

. LElVrA 4. 2 • 

' -

• s>.:!: Jl ~ n x n .oue imicamen;;,., 

te conmu·ta con ma·trices. no sJ.nf;Ulares ,o niljz,O 

t.entes. 1 entonces_~+_ .ho~2morfismo 

1\f : T x T~GL2n (F) 

d efinidbo PO!; 

' 
. . 

es tilia· re;present~q_~_6p.,.,~ip.e~c.ind=!;bl,e .2-i · T :x T. 
' . . . 

Demostrs.ci6n .. 

Ya que Ap= nP= I y AB=AB,ya.~termina 

una representaci6n de T x T .. Para ver que esta. 

representaci6n es i:nescindible, probaremos que 

toda _matriz que conmuta con A y B es o no sin 

gular o nilpotente, ya que entonces todo end,2 

morfismo del m6du1o correspondiente a la. re~ 



: présentaci6n dada es o no 

.. <to.morf±smo •. 

Sea 

. (X y]·. •• • ••• < '• ', 

e -'. . . . . .·· - ·. 7 ... ·! •. 
t..J 4' . 

Si CA =.AC, entonces 

IJ''f x Y] = [X + \"! 

I &1 Z W 

.· · de donde, 

W=O y X=Z 

con 

z 



~, : 

• 

Si además· OB = B0 1 

(x Y) f I v<\ l = f X Xdq_ + Y] 
lo x lo zj lo x 

(r JtJ [x Yl = fx Y +Jfl.·] 
1 lo I o xJ lo x 

. . 

as:Í que XcA::: JtX • .Pero por hipóteáis X 

singular o nilpotente .. Ahora bien, . si X es no 

singu:tar; claramente e también lo es. Si X es ·> 

· · !l:ilpot~nte, . exil:1te le en N tal que :X:k~ O:, ·en- ·· 

tone es c2k =o ' lo que implica. que e es riilp_2 
. . .- ' . . . . .. 

·tente. Luego, la representaci6n determiné,da · 

por a en A y b en B es una. represen~El,ci6n 

. mescindible. de T X To 



.. TEORETl1A 4 .. 3 ~. 

Si el gr}l.129. 

,no cícl.tcos,. ex;isten representaciones· ,ine.?cin . 

d:i.bl·es de G sobre F de ifado arbitrario~ 
... - .... " 

Demostración .. · 

Ya que G puede considerarse un.p-:-g:r'U:po 

no cí~lico, entonces G tiene un faotor del 't! 
po... T. x T,. con T grupo 'c:(clico de orden p. Por ... 

·' . ' . . . ' ' 

e1··.·1ema 4 .. 2 existen representaciones i;nesciri-

dibles de un . (p, p)-grupo de grado .tan ~~D.de'. 

como se quiera. Además todo Tx T~~..;.modulo. :i.ri~ 
cindible es itambÍ~n un G~-F;...ml$dulo inescindible. 

En el teorema 2 .2 (b) se probó que toda repre-. 

sentaci6n m, ineacind.ible de un p""".subgrupo de 
e O ', • • 

Sylow de un grupo G, es equivalente.a una com .... . ~-

. . 

ponente de una representact6n inducida por tira 

representaci6n inescindible de G, .y esta re­

presentaci6n inducida tierie una componente 

. ' 
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