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1. Resumen

En este trabajo de tesis se modela matematicamente la respuesta de fluidos
viscoelasticos sometidos a deformaciones cortantes transitorias, en especifico, para los
casos de arranque y paro de flujo. Primero se realiza el balance de masa y de momentum
para cada deformacion; junto con dichos balances, se utilizan las ecuaciones
constitutivas diferenciales de Maxwell, Oldroyd-B y de Phan-Thien-Tanner (LPTT, EPTT
y PTT) para generar los modelos matematicos necesarios, donde las deformaciones
cortantes inducen esfuerzos dentro del sistema.

Después, mediante un algoritmo computacional basado en el método numeérico de
Runge-Kutta, se resuelven los modelos diferenciales generados. Ademas, se
implementa un algoritmo para procesar las soluciones obtenidas en términos de
funciones materiales (o algoritmo de post-procesamiento) y de esta manera facilitar el
andlisis de la respuesta viscoelastica lineal y no lineal.

El algoritmo de post-procesamiento propuesto permite analizar la respuesta viscoelastica
de los diferentes modelos, a bajas y altas rapideces de deformacion. La informacion que
ofrece es util para identificar la transicion de una respuesta viscoelastica lineal a una no
lineal, y asi clasificarla en adelgazante o engrosante al corte. La precision del algoritmo
se verifica a través de del calculo del error absoluto y relativo de las soluciones numéricas
contra resultados obtenidos de la literatura y las soluciones exactas disponibles.

Finalmente, se proponen cambios sobre el algoritmo para que este pueda hacer un
analisis de respuestas tixotropicas a partir del célculo de la viscosidad aparente con
respecto al tiempo, considerando el protocolo de caracterizacion denominado
deformacion escalonada o “Step Strain” (Solek et al., 2015).



2. Introduccién

Durante los ultimos 50 a 60 afos, se ha reconocido que muchas sustancias de
importancia industrial, como espumas, emulsiones, dispersiones y suspensiones, lodos,
fundiciones y soluciones poliméricas, no se ajustan al postulado del fluido Newtoniano,
i.e. la relacion lineal entre el esfuerzo cortante (r) y la rapidez de corte (y,). En
consecuencia, estos fluidos son conocidos como no Newtonianos (Abhijit et al., 2010).

Otras desviaciones del comportamiento Newtoniano se identifican cuando la curva de
flujo no tiene una ordenada al origen nula, o se requieren medidas de esfuerzos normales
para caracterizar la respuesta reoldgica de los materiales en flujos cortantes. En estos

casos, la viscosidad aparente, definida como = —, es una funcién de 7 o de y,; incluso,

Yo
bajo las circunstancias apropiadas, también puede depender de la historia cinematica

del fluido en consideracion (Abhijit et al., 2010). Este trabajo se enfoca a sistemas que
exhiben un comportamiento similar al de un fluido viscoso y al de un sdlido elastico, junto
con una recuperacion elastica parcial respecto a la deformacion. Estos se denominan
fluidos viscoelasticos o elasto-viscosos (Abhijit et al., 2010; Barnes et al., 1989; Bird et
al., 1987).

Ya que la respuesta de un material depende de la proporcion entre la escala temporal
en la que se deforma y el tiempo caracteristico de su respuesta, si el experimento es
relativamente lento, el fluido parecerda mas viscoso que elastico. Por otro lado, si el
experimento es relativamente rapido, parecerd mas elastico que viscoso. En escalas de
tiempo intermedias se observa una respuesta mixta, es decir viscoelastica (Barnes et al.,
1989).

Para los fluidos viscoelasticos, cuando el esfuerzo se suspende, sus efectos en la
estructura del fluido no desaparecen instantAineamente. Su configuracion molecular
interna puede mantener los esfuerzos durante cierto tiempo. Este tiempo, llamado tiempo
de relajacion (4,), es una caracteristica distintiva de los materiales. Por lo tanto, cuando
a un fluido viscoelastico se le deja de aplicar una deformacion externa, se retraera (se
deformard en la direccidén contraria) lo que ocasiona que se reduzca el esfuerzo interno
en el fluido (Morrison et al., 2001).



3. Marco teérico

Los fluidos viscoelasticos pueden manifestar diferentes respuestas reoldgicas
simultaneas bajo las circunstancias apropiadas. Por ejemplo, un polimero fundido
puede mostrar adelgazamiento al corte y un comportamiento viscoelastico (Abhijit et al.,
2010).

El comportamiento viscoelastico de un fluido no Newtoniano se divide en dos regimenes:
lineal y no lineal. Para el comportamiento lineal, el principio de superposicion de
Boltzmann describe la respuesta del fluido (por ejemplo, el esfuerzo) en cualquier
momento, y este sera directamente proporcional al valor de la sefial de inicio aplicada al
fluido (por ejemplo, la deformacion), siempre que la magnitud de la deformacion sea muy
pequefia. (Barnes et al., 1989; Dealy, 2017).

Por otro lado, al aplicar una rapidez de deformacion grande a un material viscoelastico,
este generalmente muestra un comportamiento no lineal, por lo que el principio de
Boltzmann no logra describir su respuesta (Dealy, 2017).

Para estudiar tedricamente el comportamiento de un fluido se suele especificar un flujo
estandar, en donde se impone una deformacion sobre el fluido y luego se analizan los
esfuerzos generados. En el contexto del modelado matematico, la eleccién de los flujos
estandar depende de dos consideraciones: primero, el modelo matematico
correspondiente al flujo debe ser lo suficientemente simple para que el grado de libertad
que queda, ya sea el perfil de velocidad o el tensor de esfuerzos, pueda especificarse a
través de ecuaciones constitutivas; segundo, el flujo teérico debe ser facil de replicar
experimentalmente. Los flujos clasicos utilizados en reometria son el cortante y el
extensional (Morrison et al., 2001). Este trabajo se enfoca en flujos cortantes transitorios,
principalmente en arranque y paro de flujo.

3.1 Arranque de flujo cortante transitorio

El experimento de arranque de flujo cortante parte de un sistema isotérmico, conformado
por un fluido incompresible inicialmente en reposo, confinado entre dos placas paralelas
separadas por una distancia H. En t = 0, la placa superior se pone instantaneamente en
movimiento con una velocidad constante, mientras que la placa inferior se mantiene fija
(Bird et al., 1989). Con el propédsito de considerar un perfil de velocidades lineal con
respecto a la posicion en direccidon del gradiente de velocidad, la separacién entre las
placas es pequefa (Bird et al., 2002). Lo que se observa al inicio del experimento es el
crecimiento de los esfuerzos desde su valor de reposo hasta alcanzar el valor de estado
estacionario. Su cinematica se define de la siguiente manera (Morrison et al., 2001):

.« _(0; t<0 (3.1)
Y(t)_{f/o: t=0’



Figura 3.1 Perfil de velocidad de flujo cortante en estado estacionario.

3.2 Paro de flujo cortante transitorio

El experimento de paro de flujo cortante parte de un sistema isotérmico conformado por
un fluido incompresible confinado entre dos placas paralelas separadas entre ellas por
una distancia H, en donde la placa superior estd en movimiento a una velocidad
constante y en el sistema se ha alcanzado un estado estacionario. En t = 0, la placa
superior se detiene instantdneamente y el fluido comienza a “relajarse” (Phan-Thien et
al., 2017). Se puede observar como decrecen los esfuerzos cuando se deja de aplicar la
rapidez de deformacion sobre el fluido. Su cinemética se define de la siguiente forma
(Morrison et al., 2001):

V(t)_{o; £>0"

3.3 Ecuaciones Constitutivas

3.3.1 Modelo de Maxwell

Una vez establecida la deformacion que se va a aplicar en el modelado del flujo de un
fluido, toca explorar ecuaciones constitutivas que puedan describir su comportamiento
viscoelastico. Como una primera aproximacion, la ecuacién constitutiva debe incluir
efectos de memoria y debe contener alguna informacion sobre el historial de deformacion
que ha experimentado el fluido. Una de las ecuaciones constitutivas mas sencillas que
describe el efecto de memoria, es el modelo de Maxwell (Morrison et al., 2001):

T+ %1’ =1oY- (3.3)

En donde: t es el tensor de esfuerzos, A, el tiempo caracteristico o de relajamiento, 7,
la viscosidad de corte a bajas rapideces de deformacion y y el tensor de rapidez de
deformacion (Barnes et al., 1989; Morrison et al., 2001). El modelo de Maxwell se



clasifica como un modelo viscoelastico lineal. Estos modelos se utilizan para la
descripcion de la relacion esfuerzos-deformacion en fluidos cuyo movimiento involucra
gradientes de desplazamiento infinitesimalmente pequefios. Los modelos viscoelasticos
lineales tienen las siguientes limitaciones (Bird et al., 1987):

a. No puede describir la dependencia de la viscosidad con respecto a la rapidez de
corte, ya que ese efecto ocurre para flujos con numero de Wi >> 1 (Bird et al.,
1987). El numero de Weissenberg, definido como Wi = A, y,, compara las fuerzas
elasticas con las viscosas del fluido (Barnes et al., 1989).

b. No puede describir los esfuerzos normales, ya que son efectos de viscoelasticidad
no lineal (Bird et al., 1987).

Aunque su aplicacién esta limitada a valores pequefios de rapidez de deformacion,
ciertas generalizaciones del modelo de Maxwell han tenido un papel clave en el
desarrollo de la teoria de viscoelasticidad lineal. También ha sido tomado como punto de
partida para el desarrollo de modelos viscoelasticos no lineales (Bird et al., 1989).

3.3.2 Modelo de Maxwell Convectivo Superior

Para solucionar algunas limitaciones que tienen los modelos viscoelasticos lineales, en
su articulo de 1950, Oldroyd busco satisfacer los principios basicos de la formulacion
introduciendo un sistema de coordenadas convectivas integrado en el material y que se
deforma continuamente con él (Barnes et al., 1989).

La forma habitual de describir el movimiento de las particulas de un fluido en un flujo es
referenciar el movimiento a un sistema de coordenadas fijo y realizar un seguimiento de
como cambian las particulas del fluido con el tiempo. El enfoque de un sistema de
coordenadas convectivas es mantener constantes las coordenadas de las particulas del
fluido y cambiar el sistema de coordenadas con el tiempo, es decir, usar coordenadas
permanentemente asociadas con ciertas particulas del fluido (para una mejor
comprension, se puede observar la Figura 9.10 de Morrison et al., 2001; pp. 342). Por
simplicidad, se elige el sistema de coordenadas convectivo para que sea una cuadricula
tridimensional igualmente espaciada y mutuamente ortogonal en el tiempo (Morrison et
al., 2001).

Oldroyd argumenté que, al trabajar con los tensores de deformacion y de esfuerzos del
fluido, escritos para el sistema de coordenadas convectivas, se satisface esencialmente
la necesidad de concentrarse en los elementos del fluido, manteniendo lejos el enfoque
“‘Euleriano”, que considera puntos fijos en el espacio. Ademas, el sistema de
coordenadas convectivas no se ve afectado por el movimiento absoluto (o de cuerpo
rigido) en el espacio (Barnes et al., 1989, Morrison et al., 2001).



Oldroyd proporciond las reglas para transformar el sistema de coordenadas convectivas
al sistema de coordenadas cartesianas, con las cuales se obtiene la siguiente definicion
de la derivada con respecto al tiempo (Barnes et al., 1989):

Para un tensor simétrico covariante (B):

v aﬂ r

ﬂ=E+v'Vﬂ_VV 'ﬁ_ﬁ'vv. (3.4)
A la ecuacion anterior se le conoce como derivada convectiva superior (Barnes et al.,
1989). Si en la Ec. (3.3) se sustituye la derivada Euleriana por la derivada convectiva
superior, se obtiene el modelo de Maxwell convectivo superior (Morrison et al., 2001):

\4 :
T+ 4T =10Y. 5)
3.5

Con esta modificacién se soluciona el problema de la variacion del marco de referencia,
que posee el modelo original. El uso de la derivada convectiva superior en la ecuacién
de Maxwell permite predecir una primera diferencia de esfuerzos normales distinta de
cero en flujos cortantes (Morrison et al., 2001).

3.3.3 Modelo de Oldroyd-B

Al afadir la derivada temporal de la rapidez de deformacién (y) como un nuevo término
lineal en el modelo de Maxwell, se obtiene el modelo de Jeffreys (Bird et al., 1987):

d . Jd . 3.6
T+/’{1ET:7]0<Y+/’{2§}’) ( )

El modelo de Jeffreys contiene una nueva constante de tiempo 4,, conocida como el
tiempo de retardo (Bird et al., 1987), el cual se define como el tiempo que tarda la
deformacion en un material para llegar a un valor de equilibrio después de remover el
esfuerzo (Barnes et al., 1989).

Si sustituimos la derivada Euleriana por la derivada convectiva superior en el modelo de
Jeffreys, se obtiene un nuevo modelo conocido como Oldroyd-B o el modelo de Jeffreys
convectivo superior (Morrison et al., 2001):

v v
T+ /111- = no(y + Azy) (37)

En flujo cortante, el modelo de Oldroyd-B predice una viscosidad constante y una primera
diferencia de esfuerzos normales, asi como una segunda diferencia de esfuerzos
normales igual con cero. Los modelos de Maxwell convectivo superior y Oldroyd-B ya no



son lineales, porque la derivada convectiva superior introduce términos no lineales, por
lo que algunas veces se refieren como modelos cuasi lineales (Morrison et al., 2001).

3.3.4 Separacion elastico-viscosa del esfuerzo (EVSS):

Conforme la complejidad de los modelos viscoelasticos cuasi lineales y no lineales
aumenta y, por ende, la complejidad del del sistema de ecuaciones diferenciales
resultante de su conjuncién con el balance de materia y momentum, se producen ciertas
inestabilidades al momento de resolver numéricamente dicho sistema, a medida que
aumenta el valor de la rapidez de deformacion (Wang, 2012).

Un método que se utiliza para brindar una mayor estabilidad al sistema de ecuaciones
diferenciales es el denominado separacion elastico-viscosa del esfuerzo (EVSS, por sus
siglas en inglés, Elastic Viscous Split Stress), el cual consiste en dividir el tensor de
esfuerzos (tr) en un componente viscoelastico (t,) y uno “puramente viscoso”
(ts) (Wang, 2012; Fortin et al., 1995):

T=1T, +Ts.
(3.8)

Considerando lo anterior, tanto el componente viscoelastico como el componente
“puramente viscoso” tendran asociados su propia viscosidad (1, ¥ 15 respectivamente).
De esta manera se define una nueva cantidad adimensional, denominada fraccién de
solvente (B) (Fortin et al., 1995):

Ns A, (3.9)

'8:—:—; No = Ns + Nyo-
ns+r]p0 Al 0 s po

Aplicando el método EVSS al modelo de Oldroyd-B, la Ec. (5) queda de la siguiente
manera (Bird et al., 2002):

\v4 .
tp + /117:1) = r]pO Y,

Ts =15V (3.10)

3.3.5 Modelo de Phan-Thien-Tanner

En 1977, Nhan Phan-Thien y Roger |. Tanner propusieron una nueva ecuacion
constitutiva a partir de la teoria de redes para fluidos poliméricos de Lodge-Yamamoto,
la cual supone que las uniones en la red formada por el polimero no se mueven como
puntos continuos, sino que se les permite un cierto desplazamiento efectivo, asi como
una rapidez de destruccion que depende del esfuerzo aplicado a la red de polimero.



Entonces, el modelo se puede expresar con la siguiente ecuacion constitutiva (Ferras et
al., 2019):

fit+ bt =no¥; fo=[1+ 2], (3.11)
0

La Ec. (11) se conoce como el modelo lineal de Phan-Thien-Tanner (abreviado LPPT).
En el mbdelo aparece un nuevo pardmetro conocido como el parametro de estructura
interna del material o fluidez adimensional (f;), cuya evolucion depende implicitamente
de la rapidez de destruccion de las uniones en la red del polimero. También aparece una
nueva constante, el parametro de extensibilidad ¢ (Ferras et al., 2019).

En 1978, Phan-Thien plante6 un modelo para representar de manera mas realista la
respuesta de los fluidos sobre los que se ejerce una mayor deformacién. Propuso una
funcién exponencial para representar la rapidez de destruccion de las uniones de la red
del polimero, lo que lleva al siguiente modelo (Ferras et al., 2019):

v
LT+ MT =10V f. =exp [% tr r]. (3.12)
0

La Ec. (3.12) recibe el nombre de modelo exponencial de Phan-Thien-Tanner (abreviado
EPTT) (Ferras et al., 2019).

Posteriormente, a fines de la década de 1970, Gordon y Schowalter modificaron el
modelo EPTT. Propusieron un parametro de movimiento no afin ¢, basandose en
observaciones sobre el flujo de soluciones poliméricas diluidas. Este parametro permite
describir el deslizamiento de las cadenas de polimeros en relacion con el medio que las
rodea (ya sea solvente en soluciones de polimeros o cadenas de polimeros circundantes
en fundidos de polimeros). Cuando ¢ = 0, la cadena del polimero se deforma de manera
afin, mientras que cuando ¢ =1, la cadena es completamente rigida y no permite la
deformacion. La derivada de Gordon-Schowalter se define de la siguiente forma
(Morrison et al., 2001; Nikiforidis et al., 2022):

= 0A &
A==4+v-VA-Vv - -A—A-Vv+2(A-7+7-A).
ot 2 (3.13)

Si se sustituye la derivada convectiva superior en el modelo EPTT, Ec. (12), por la
derivada de Gordon-Schowalter, ec. (13), obtenemos la siguiente ecuacion constitutiva:

\% el 3.14
fT‘r+/11*t+%(t-}'/+}'/-r)=n0)'/; fr = exp n—ltrt]. ( )
0
Este modelo constitutivo se le conoce como el modelo de Phan-Thien-Tanner (PTT).
Para ¢ = 0, la derivada de Gordon-Schowalter se convierte en la derivada convectiva
superior, y para ¢ = 1 se convierte en la derivada corrotacional (Morrison et al., 2001).
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Con base a lo anterior, se observa que la derivada de Gordon-Schowalter es equivalente
a la derivada corrotacional reescrita en términos de derivada convectiva superior cuando
& =1 (Bird et al., 1989). Por lo general, el parametro no afin ¢ adquiere valores entre
(0 <& <1) (Ferras et al., 2019).

Alos modelos LPTT, EPTT y PTT se les puede aplicar el método EVSS, como se muestra
en el Anexo A.

3.3.6 Funciones materiales

Las funciones de los parametros cinematicos que caracterizan el comportamiento
reologico de los fluidos se denominan funciones reologicas del material o funciones
materiales (Morrison et al., 2001). Las funciones materiales se predicen o se miden; para
predecirlas, se necesita la cinematica (tipo de flujo), la ecuacién constitutiva y
posteriormente, calcular la funcion material (Morrison et al., 2001).

Para el arranque de flujo cortante, la respuesta de un fluido se describe en términos de
tres cantidades dependientes del tiempo (t) y la magnitud de la rapidez de deformacion
(v): el esfuerzo cortante t,,(t,y), la primera y segunda diferencia de esfuerzos normales,

N,(t,y), N,(t,y). Las tres funciones materiales que se definen a partir de estas
cantidades son (Morrison et al., 2001):

Coeficiente de crecimiento del esfuerzo cortante,

e = (3.15)

Coeficiente de crecimiento de la primera diferencia de esfuerzos normales,

T11—T N
v =—t=2. (3.16)

Coeficiente de crecimiento de la segunda diferencia de esfuerzos normales,

¥ rp oon _ b22 " T33 &

Las funciones materiales para paro de flujo cortante se definen de manera analoga a las
funciones materiales de arranque de flujo cortante transitorio; en general, también varian
cony y t (Morrison et al., 2001):

Coeficiente de decaimiento del esfuerzo cortante,

11



Sy ooy 21 (3.18)
n~(t,y) ot

Coeficiente de decaimiento de la primera diferencia de esfuerzos normales,

CoN _T11— T2 Ny (3.19)
Y1 (t7) =TT Ty

Coeficiente de decaimiento de la segunda diferencia de esfuerzos normales,

C N _T22— T3z N (3.20)
Y7 (t,7) =Tz T2

Para ambos flujos cortantes transitorios, el coeficiente asociado al esfuerzo cortante es
la funcién material mas utilizada para identificar un fluido no Newtoniano (Morrison et al.,
2001). Al graficarla en funcion del tiempo, se observa una respuesta lineal a bajos valores
del numero de Weissenberg y una no lineal a valores altos de Weissenberg rapideces
de deformacion, como se muestra en la Fig. 3.2 (Shogin., 2020).

N — J
1.0 4 kff ~ __ e
B - P

L - ae=

ol ||| # - "__..--“'

0.8 1) I|| » J‘_-"’ linear viscoelastic limit ]
| £ .
o o= ri ’;" .
— 06 -
o I ; ]
= I f e . 4
L ; S WWi decreases 4
0.4 J _Ir.‘f oy ]
1 o Wi
o ! ‘_{f —— Wi=10 ]
g-" — Wi=100 ]
ﬁ 1 1 1 1 I 1 1 1 1 I 1 1 1 1 I 1 1 1 1 I 1 1 1 1 I 1

] 1 2 3 1 5

4

Figura 3.2 Coeficiente de crecimiento del esfuerzo cortante adimensional a diferentes
valores de numero de Weissenberg (Wi) en arranque de flujo cortante transitorio como
funcién de un tiempo adimensional. Reimpreso de Shogin D. (2020). Start-up and
cessation of steady shear and extensional flows: Exact analytical solutions for the affine
linear Phan-Thien-Tanner fluid model. Physics of Fluids. 32,083105., pp. 11, con el
permiso de AIP Publishing.

Las magnitudes de los coeficientes de esfuerzos normales son proporcionales a las
diferencias de esfuerzos normales y a su vez, estos estan asociados con una respuesta
no lineal para modelos viscoelasticos. Desde un punto de vista fisico, su existencia puede
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explicarse con las caracteristicas de la estructuras de los fluidos, por ejemplo,
considerando un sistema polimérico donde las moléculas en reposo ocupan un volumen
envolvente de forma esférica, al aplicar una rapidez de deformacion, las unidades
estructurales esféricas se deforman en elipsoides inclinadas en direccion de la
deformacion, lo que genera fuerzas restauradoras en las microestructuras y estas dan
lugar a los componentes de los esfuerzos normales, (para una mejor comprension, se
puede observar la Figura 4.1 de Morrison et al., 2001; pp. 56).

Con la informacién resumida en este marco teérico, se plantearon las hipétesis y los
objetivos de este trabajo, que estan dirigidos al modelado del comportamiento
viscoelastico de fluidos no Newtonianos y la clasificacion de sus diferentes respuestas.
También se planteo la justificacidon de este trabajo con el fin de explicar su importancia 'y
aplicacion.

4. Hipoétesis

- Si el algoritmo numeérico propuesto es capaz de modelar matematicamente la
respuesta viscoelastica de soluciones y fundidos poliméricos, utilizando los
modelos de Maxwell, Oldroyd-B y Phan-Thien-Tanner, entonces sera posible
ampliar el algoritmo con nuevos modelos que describan el comportamiento
viscoelastico para otro tipo de fluidos no Newtonianos (i.e. modelo Bautista-
Manero-Puig) (Morrison et al., 2001; Bautista et al., 2018; Barnes et al., 1989).

5. Objetivo del trabajo

- Desarrollar un algoritmo para el modelado matematico de la respuesta
viscoelastica lineal y no lineal de fluidos no Newtonianos en flujos cortantes
transitorios (arranque y paro de flujo), mediante programacion estructurada, para
conocer la capacidad descriptiva de las diferentes ecuaciones constitutivas
diferenciales estudiadas en este trabajo, i.e. Oldroyd-B y familia de Phan-Thien-
Tanner.

6. Justificacion

Algunos ejemplos representativos de materiales que en las circunstancias apropiadas
muestran un comportamiento viscoelastico son: polimeros, alimentos, sistemas
bioldgicos, algunos pegamentos industriales, entre otros (Abhijit et al., 2010). En el
disefio de procesos, se necesita anticipar el comportamiento de los materiales, de
manera que se puedan estimar las relaciones 6ptimas entre las variables de disefio y
operacion de los equipos. Sélo de esta manera se puede lograr un proceso que pueda
operar exitosamente con un minimo de redisefio (Middleman, 1977).

El modelado matematico permite anticipar la respuesta viscoelastica de un fluido no
Newtoniano a partir de ecuaciones constitutivas, y también sirve para conocer la
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capacidad descriptiva que tienen y establecer en qué condiciones se pueden utilizar. De
manera complementaria, realizar un andlisis de sensibilidad contribuye a conocer la
capacidad de los modelos constitutivos, lo que consiste en observar como cambia el
comportamiento viscoelastico del fluido variando los valores de los parametros que se
encuentran involucrados en cada modelo, como el tiempo de relajacion, la fraccion del
solvente, parametro de extensibilidad y el parametro de movimiento no afin.

Un ejemplo de la utilidad del modelado del comportamiento viscoelastico de un fluido no
Newtoniano, se presenta en el articulo de Edeleva et al., 2021, en el cual se disefia un
proceso de extrusion de un polimero a 200 °C, en este caso una mezcla polipropileno y
grafito para la fabricacion de tuberias. Los autores mencionan que utilizaron el modelo
de PTT para representar el comportamiento viscoelastico del fluido, ya que este
manifiesta un “hinchamiento” al momento de salir del equipo. Este “hinchamiento” es un
fenomeno comun en los fluidos viscoelasticos conocido como hinchamiento extruido o
efecto Barus (en inglés se le conoce como “die swell”) el cual consiste en el aumento del
diametro del flujo del polimero en comparacién con el diametro de salida del equipo; este
fendbmeno se debe a las fuerzas elasticas presentes en el fluido (Barnes et al., 1989;
Morrison et al., 2001). Para este caso, es relevante el efecto Barus porque este determina
tanto las dimensiones de la tuberia como la calidad que necesita.

7. Metodologia

A continuacion, se describe la metodologia que se siguio para el desarrollo de esta tesis.
De manera general, consistié en la formulacion de modelos matematicos e ingresarlos
en el modulo de post-procesamiento para obtener las funciones materiales, tanto en
arranque como en paro de flujo cortante transitorio, y asi realizar un analisis del
comportamiento viscoelastico de fluidos no Newtonianos.

7.1 Formulacién de modelos matematicos

Es necesario formular y resolver las ecuaciones constitutivas para poder modelar la
respuesta viscoelastica de un fluido (Middleman, 1977). Ademas, se puede realizar un
analisis de cdmo cambia dicha respuesta al variar las condiciones del sistema, pero
sobre todo la capacidad descriptiva que tiene cada ecuacion y de esta manera
clasificarlas en modelos que describen un comportamiento viscoelastico lineal o no lineal.

Primero se define la naturaleza del material y el tipo de flujo al cual sera sometido, en
particular para este trabajo, son fluidos viscoelasticos en flujos cortantes transitorios
(arranque y paro de flujo). Posteriormente, se establecen las ecuaciones de
conservacion; al tratarse de un sistema inerte (sin reaccion quimica) e isotérmico, las
ecuaciones de conservacion que gobiernan al sistema son la ley de conservacion de
masa (ecuacion de continuidad) y la ley de conservaciéon de momentum (ecuacion de
movimiento). Después de esto, mediante diferentes ecuaciones constitutivas, se captura
matematicamente como los fluidos viscoelasticos responden ante una deformacion
(Morrison et al., 2001).
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Las ecuaciones de conservacion deben resolverse con condiciones de frontera e
iniciales, que generalmente describen la geometria del sistema y las fuerzas o
deformaciones iniciales impuestas en el sistema, respectivamente (Middleman, 1977). A
continuacion, se definen las condiciones iniciales y de frontera a partir de la descripcion
del sistema.

7.1.1 Descripcion del sistema

Regresando a la definicion planteada en el marco teérico y tomando como referencia la
Figura 3.1, se puede obtener una descripcidbn matematica del sistema en arranque y paro
de flujo cortante (Bird et al., 2002; Saengow et al., 2019):

Arranque de flujo

Fluido incompresible: p = cte. (7.1)
Movimiento unidireccional: v = (v, 0,0). (7.2)
No hay gradiente de presion: Vp = 0. (7.3)
No hay fuerza de gravedad en direccién del flujo: pg = 0.
(7.4)
Perfil de velocidad lineal: v = (v, 0,0) = (y,y,0,0).
(7.5)
» Condiciones de frontera del sistema:
(7.6)
a) y=0; v,=0 Vvt>D0.
b) y=H; v, =v, max. Vt > 0.
» Condicion inicial del sistema:
t<0; =0 Vye(0,H).

YV VYV

A\

(7.7)
» Rapidez de deformacion:
. 0 t<O0
ﬂ0={% £>0° (7.8)

» Sistema isotérmico e inerte.
Paro de flujo:

El sistema es similar al de arranque de flujo, lo que cambia son las condiciones de
frontera y la condicion inicial, asi como la rapidez de deformacion:

» Condiciones de frontera del sistema:
(7.9)
a) y=0; v,=0 vt>D0.
b) y=H; v,=0Vt>0.
» Condicion inicial del sistema:
t<0; =1y Vy€e (0,H).
(7.10)
» Rapidez de deformacion:
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t<o0

ooy — [ Yo
140) —{ 0 £>0° (7.11)
7.1.2 Ecuaciones de conservacion en flujo cortante transitorio
Conservacion de masa:
9 - 7.12
—+V - pv=0. (7.12)

En coordenadas cartesianas (x,y,z) la Ec. (7.12) queda de la siguiente manera:

9 4 9 2 9 v, = 7.13
at+axpvx+aypvy+azpvz—0. ( )

Aplicando las consideraciones (7.1) y (7.2) ala Ec. (7.13), es decir, al ser un movimiento
unidireccional en el eje x, los términos que contienen los componentes v, y v, se
cancelan. Y al ser un fluido incompresible, la densidad es constante por lo que se cancela
el primer término que contiene la derivada temporal. Por lo que la Ec. 7.13 queda:

24 =0, (7.14)

De la Ec. (7.14) se concluye que en el sistema existe un flujo completamente
desarrollado, es decir, la velocidad en la direccion del eje x es constante.

Conservacion de Momentum:

Dv (7.15)
Pp="Vp- [V- 7] + pg.

Aplicando las consideraciones (7.1) a (7.5) y la Ec. (7.14), es decir, no hay gradiente de
presion y la fuerza de gravedad no influye en direccidén del movimiento. Para el caso de
la derivada material (término de la izquierda de la Ec. 7.15) al ser un movimiento

unidireccional en direccion del eje “x” y, retomando la conclusion de la Ec. 7.14 de que
existe un flujo completamente desarrollado, la Ec. 7.15 queda de la siguiente forma:

[V-7] = 0. (7.16)

De la Ec. (7.16) se concluye que, al tener un flujo completamente desarrollado, los
componentes del tensor de esfuerzos no dependen de la posicion dentro del sistema.

7.2 Ecuaciones Constitutivas

A continuacién, en la Tabla 7.1 se muestran las ventajas y limitaciones que tienen los
modelos constitutivos consultados en la literatura, comenzando con el modelo de
Maxwell, que incorpora el concepto de viscoelasticidad a través del historial de
deformacion de fluido, hasta los modelos de Phan-Thien-Tanner, los cuales incluyen mas

16



parametros, como el de estructura interna, el de extensibilidad y de movimiento no afin

(Morrison et al., 2001).

Tabla 7.1. Ventajas y limitaciones de los modelos viscoelasticos.

Modelo

Ecuacion

Ventajas/Limitaciones

Maxwell

d :
T+ﬂla‘[ =1NoY-

Incluye algunos efectos
de memoria. / No valido
para y, muy grandes
(Morrison et al., 2001).

Maxwell
convectivo
superior

v .
T+ 4T =1n0Y.

Incluye efectos de
memoria y 12 dif. de
esfuerzos normales. / No
predice adelgazamiento
al corte y no predice una
22 dif. de esfuerzos
normales distinta de cero
(Morrison et al., 2001;
Bird et al., 1989).

Oldroyd-B

v .
Ty + 1Ty =Npo ¥,

Ts = 15Y.

Mismas ventajas Yy
limitaciones que Maxwell
convectivo superior, solo
gue el modelo divide el
tensor de esfuerzos en un
componente
viscoelastico (z,) y un
componente “puramente
viscoso” (t5) (Morrison et
al.,, 2001; Bird et al.,
1989).

LPTT

v .
frT+ AT =107,

fr = [1+ﬂtrr].

Mo

Predice adelgazamiento
al corte, ademas de una
12 dif. de esfuerzos
normales distintas de
cero. / Requiere de
métodos numéricos para
su solucién (Morrison et
al., 2001; Nikiforidis et al.,
2022)

EPTT

v .
feT+ 4T =10y,
ey

fr =exp |—tr T].

Mo

Mismas ventajas y
limitaciones que el
modelo de LPTT, solo
que la funcién
exponencial del
parametro de estructura
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interna (Morrison et al.,
2001; Nikiforidis et al.,
2022).
Mismas ventajas y
limitaciones que EPTT,
v ¢ con la diferencia de que
fit+Mt+=(T-y+7y- 1) =107, | predice mejor el
2 comportamiento de
soluciones  poliméricas
diluidas, debido al
parametro ¢ (Morrison et
al., 2001; Nikiforidis et al.,
2022).

PTT

=exp |—trt
I Mo

ey ]

7.3 Adimensionalizacién

El adimensionalizar una variable tiene como objetivo reducir el rango de la variable a un
intervalo de valores (entre cero y uno), con el propésito de facilitar el analisis del problema
en cuestion (Bird et al., 1989).

Desde un punto de vista fisico, en la literatura se utilizan dos tipos de
adimensionalizacion: la primera hace una comparacion entre los esfuerzos del fluido en
respuesta a la deformacion (rxy, Ny, NZ) y el esfuerzo del fluido a bajas rapideces de
deformacion (n,y,), con el fin de analizar la respuesta viscosa; por su parte, el otro tipo
de adimensionalizacion compara los esfuerzos del fluido (rxy, Ny, Nz) con respecto al
madulo eléstico del fluido (G,), para asi analizar la respuesta elastica (Abhijit et al., 2010).

Adimensionalizacion de los esfuerzos para una respuesta viscosa:

T* — Txy . N* — Ny | N* — N3 (717)
Xy . ] 1 RS | 2 L.
NoYo NoYo NoYo

Adimensionalizacion de los esfuerzos para una respuesta elastica:

* Txy . * Ny | * N3 |
Ty = o Np =22 N; =22  donde Go= Z—‘l’ (7.18)

De manera similar, el tiempo se puede adimensionalizar de dos formas: una forma es a
través del tiempo de relajacion del fluido y la otra es utilizando la rapidez de deformacion.

Adimensionalizacion del tiempo utilizando el tiempo de relajamiento:

t (7.19)

Adimensionalizacion del tiempo utilizando la rapidez de deformacion:
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t* =t 7, (7.20)

7.4 Solucion de modelos

En el anexo A se reportan los modelos generados a partir de las ecuaciones de balance
y las ecuaciones constitutivas. Estos modelos estan conformados por sistemas de
ecuaciones diferenciales acopladas. Los primeros tres modelos son relativamente
sencillos, ya que se pueden desacoplar y, al ser ecuaciones diferenciales lineales, se
puede obtener una solucidn exacta. Caso contrario a los tres modelos formados a partir
de las ecuaciones de Phan-Thien-Tanner, donde el sistema de ecuaciones diferenciales
no se puede desacoplar y aparecen términos no lineales, por lo que es necesario usar
métodos numéricos para su solucion. En la Tabla 7.2 se resumen las caracteristicas de
cada modelo.

Se escogio el método de Runge-Kutta de 4to orden para la resoluciéon del sistema de
ecuaciones diferenciales ya que, al ser de orden superior, proporciona mayor precision
sin la necesidad de usar un tamafio de paso (h) pequefio en comparacion con el método
de Euler (Nieves et al., 2014). Ademas, obtiene valores muy similares al método con
series de Taylor y sin tener que calcular derivadas, con el requisito de tener que evaluar
la funcién al menos cuatro veces (Nieves et al., 2014).

A continuacion, en la tabla 7.2 se hace una breve clasificacién de las ecuaciones
diferenciales para cada modelo constitutivo:

Tabla 7.2. Clasificacion del sistema de ecuaciones para cada modelo viscoelastico

Modelo Clasificacion Solucién exacta /
matemaética Método numérico
Maxwell Ecuacion diferencial | Si/ Runge-Kutta de 4to
ordinaria, primer orden, Orden
lineal, no homogénea y
de coeficientes
constantes.
Maxwell Convectivo Sistema de ecuaciones | Si/ Runge-Kuteta de 4to
Superior diferenciales ordinarias, Orden

de primer orden, lineales,
no homogéneas, de
coeficientes constantes y
desacopladas.

Oldroyd-B Sistema de ecuaciones | Si/Runge-Kutta de 4to
diferenciales ordinarias, Orden

de primer orden, lineales,
no homogéneas, de
coeficientes constantes y
desacopladas.
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LPTT

Sistema de ecuaciones
diferenciales ordinarias,
de primer orden, no
lineales, no homogéneas,
de coeficientes
constantes y acopladas.

No / Runge-Kuttta de 4to
Orden

EPTT

Sistema de ecuaciones
diferenciales ordinarias,
de primer orden, lineales,
no homogéneas, de
coeficientes constantes y
acopladas.

No / Runge-Kuttta de 4to
Orden

PTT

Sistema de ecuaciones
diferenciales ordinarias,
de primer orden, lineales,
no homogéneas, de
coeficientes constantes y
acopladas.

No / Runge-Kuttta de 4to
Orden

Posteriormente, se tomé el modelo de PTT como el sistema generalizado de ecuaciones
diferenciales de los esfuerzos cortante y normales para introducir en el algoritmo

numeérico.

Sistema de ecuaciones diferenciales de los esfuerzos cortante y normales de la parte

polimérica:

d fe . .

anxx == A_lTpxx + ZVOTpxy - fyorpxy'

4. Lk g

dt Py T A Toyy = §V0Tpyy:

d __f

afpzz - _A_lrpzz-

d npO . E

afpxy = /1_1)/0 -

1_. .
2 $Yo (Tpxx + pry) T YoTpyy — 1 Tpxy-

Contribucion del solvente y esfuerzo cortante total:

Tsxy = NsYo 5

Txy = Tpxy + Tsxy-

(7.21)

(7.22)

(7.23)

(7.24)

(7.25)
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Tabla 7.3. Reduccién de los modelos viscoelasticos a partir del modelo de PTT

Modelo Parametros

Maxwell ns =0,
=0,
§=0.
Maxwell Convectivo Superior ns =0,
=0,
§=0.
Oldroyd-B e=0,
£=0.
LPTT $=0,
el

fr = [1 +—tr T].
Mo
EPTT &=0,
el

fr =exp |—tr T].
Mo

7.5 Algoritmo numérico

Para la implementacion del algoritmo numérico se recomienda un lenguaje de
programacion versétil, ya que, debido a la complejidad de los modelos generados, se
requiere de una programacion modular y estructurada para resolver los sistemas de
ecuaciones diferenciales.

El algoritmo numérico se encuentra subdividido en tres etapas secuenciales: tratamiento
de datos, solucion y post-procesamiento como se observa en la Fig. 7.1:
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( Inicio )

Deformacion,
modelo, constantes,
método numérico,
adimensionalizacién

A

Tratamiento
de datos

A 4

Solucién
numeérica

A

Procesamiento
de resultados

Funciones materiales y
graficas

Figura 7.1 Diagrama de flujo de la funcion principal

Los parametros que se alimentan a la funcion principal varian dependiendo del modelo
viscoelastico. En la Tabla 7.4 se muestran las entradas para cada modelo:
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Tabla 7.4. Entrada de pardmetros para cada modelo viscoelastico

Modelo viscoelastico Pardmetros
Maxwell A, M0, Yo -
Maxwell Convectivo Superior A1,M0,7%0 -
Oldroyd-B A1, 75, Mpos Yo-
Lineal PTT A1 Ms 5 Mpos Yoo &
Exponencial PTT A1, M5, Mpo, Vo, €
PTT A1,Ms , Mpor Vo, €.

7.6 M6dulo de post-procesamiento

El modulo de post-procesamiento comienza con el calculo de las condiciones iniciales
en estado estacionario. Esto se debe a que es un problema de valor inicial (Nieves et al.,
2014). Para el caso de arranque de flujo cortante las condiciones iniciales son conocidas:
de acuerdo a la teoria a un tiempo menor o igual a cero, los esfuerzos son nulos porque
el fluido se encuentra en reposo (Morrison et al., 2001). Pero en el caso de paro de flujo
los esfuerzos no son nulos en estado estacionario debido a que no se parte del reposo,
sino de un estado estacionario, a una rapidez de deformacion constante (Morrison et al.,
2001). Es por ello que se implementd un algoritmo numérico generalizado, para calcular
las condiciones iniciales para ambos casos.

Posteriormente se brinda la opcién de escoger alguna de las dos formas de
adimensionalizacién. En la seccion 7.3 se explicé la importancia que tiene
adimensionalizar las variables, en este caso las funciones materiales. También cuenta
con la opcion de no adimensionalizar los valores de las funciones materiales.

Finalmente, se grafican el coeficiente del esfuerzo cortante, el coeficiente de la 12
diferencia de esfuerzos normales y el coeficiente de la 22 diferencia de esfuerzos en
funcién del tiempo, y de esta manera poder visualizar el comportamiento viscoelastico
del fluido no Newtoniano. Adicionalmente el mdédulo de post-procesamiento permite
guardar un archivo con la resolucion numérica de las funciones materiales y facilitar su
manipulacion en otro software.
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Figura 7.2 Diagrama de Flujo del médulo de post-procesamiento.
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8. Resultados y analisis de resultados

Una vez terminado el modulo de post-procesamiento, se procedid a obtener las
soluciones analiticas de los modelos de Maxwell, Maxwell Convectivo Superior y
Oldroyd-B para obtener expresiones matematicas que sirvan como punto de
comparacion para las soluciones numéricas y los calculos provenientes del médulo de
post-procesamiento. Ademas, se realizaron célculos de los errores absolutos y relativos
entre la solucion analitica y numérica; de esta manera se busca cuantificar si la solucion
numerica cumple con la tolerancia establecida.

Finalmente se realiz6 un andlisis de sensibilidad paramétrica, es decir, se modelaron
matematicamente las funciones materiales (n, ¥,, ¥,), variando la magnitud de los
parametros (14, B, &, &), para observar los cambios que se presentan en las funciones
materiales principalmente en la primera zona Newtoniana y en la zona donde se presenta
el adelgazamiento al corte (zona de adelgazamiento).

8.1 Modelos viscoelasticos
Maxwell

Tomando las ecuaciones (A.5 — A.8) del anexo A:

Tyx + /11%Txx = 0. (A.5)
Tyy + 4 %Tyy =0. (A.6)
T+ 4 %TZZ = 0. (A.7)
Ty A4 %Txy = NoYo- (A.8)

Analizando las ecuaciones del modelo de Maxwell, se observa que la ecuacién (A.8),
que pertenece al esfuerzo cortante, es la Unica de la que se puede obtener una solucion
exacta. Como resultado, se obtiene una funcién linealmente dependiente del esfuerzo
cortante con respecto a la rapidez de deformacion.

Para el caso de las demas ecuaciones, correspondientes a los esfuerzos normales, al
resolverlas se concluye que el modelo de Maxwell tiene como limitante la falta de
prediccién de esfuerzos normales diferentes de cero.

Obteniendo las soluciones analiticas en arranque (A.8.2) y paro (A.8.4) de flujo cortante
transitorio respectivamente del esfuerzo cortante del Anexo A:

¢
Txy = MoYo <1 - e_l_1>- (4.82)
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_t (A.8.4)
Tyy = NoYo * € A1,

En las ecuaciones anteriores, haciendo un analisis, al aumentar la magnitud del tiempo
de relajacion (4,); la magnitud del esfuerzo cortante en estado transitorio disminuye, por
lo que requiere de un aumento de lapso para poder alcanzar el estado estacionario.

Maxwell Convectivo Superior

Tomando las ecuaciones (A.11 — A.14) del anexo A:

Tox + A1 %Txx — 2Ty 1Yo = 0. (A.11)
Tyy + Al%rw = 0. (A.12)
T+ 4 %TZZ = 0. (A.13)
Tyy + 44 %Txy — TyyA1¥o = MoYo- (A.14)

Para este modelo, la ecuacién correspondiente al esfuerzo cortante (A.14), se reduce a
la que se obtiene en el modelo de Maxwell. En el caso de la ecuaciéon (A.11) que se
refiere al esfuerzo normal 7,,, se logra llegar a una expresién matemética la cual reporta
un resultado diferente de cero; esto se debe al cambio de la derivada Euleriana por la
derivada convectiva superior.

Obteniendo las soluciones analiticas en arranque y paro de flujo cortante transitorio de
la primera diferencia de esfuerzos normales (N;) respectivamente, del Anexo A:

_t t
Ny = T = 200V0° My [1 —e M (1 + /1—1)] (A.11.2)

t
Ny = T = 21Y0° Ay ¥ € M. (A.11.4)

De manera analoga al caso del esfuerzo cortante para el modelo de Maxwell, al aumentar
la magnitud del tiempo de relajacion (4,), la magnitud de N; en estado transitorio
disminuye y requiere de mayor tiempo para alcanzar el estado estacionario. Cabe sefialar
que, a diferencia del esfuerzo cortante, N; tiene una dependencia cuadratica con
respecto a la rapidez de deformacion y por eso puede alcanzar valores mayores en
comparacion con el esfuerzo cortante (Barnes et al.,1989).
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Oldroyd-B

Tomando las ecuaciones (A.21 — A.24) del anexo A:

Tpxx T 44 %Tpxx — 2TpxyA¥o = 0. (A.21)
Tpyy T4 Erpyy = 0. (A.22)
Tpzz + A %szz =0. (A.23)
Tpxy T A %Tpxy - pry/11)70 = NpoYo- (A.24)
Tsxy = NsYo- (A.25)

Se obtienen las soluciones analiticas en arranque y paro de flujo cortante transitorio del
esfuerzo cortante (z,,) y la primera diferencia de esfuerzos normales (N;) del Anexo A:

Arranque de flujo cortante transitorio:

_t
Ty = Mol [1 —e hll- ﬁ)]' (4.28)
_t t
M= 2noo* 1= = e B[ =g+ - -l (4.30)
1
Paro de flujo cortante transitorio:
: h (4.32)
Tyy = Tpxy = NoVo(1— ) * e 1.
(A.34)

t
N; = 2770)73/11(1 —pB) xe M.

Se observa que el sistema de ecuaciones para este modelo es similar al modelo de
Maxwell Convectivo Superior, con la distincibn de que aparece un nuevo término
denominado fraccion del solvente (B), lo cual se debe a que el tensor de esfuerzos se
divide en dos contribuciones: la primera hace referencia a la contribucion de la parte
viscoelastica de un fluido (z,,) y la segunda se refiere a la contribucion de la parte del
soluto el cual consideramos “puramente” Newtoniano (z;).

Analizando las soluciones analiticas, se aprecia que a medida que aumentamos la
magnitud de (f), aumenta la magnitud del esfuerzo cortante y de la primera diferencia
de esfuerzos normales, lo que ocasiona que ambos esfuerzos alcancen el estado
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estacionario en un menor tiempo. Sin embargo, visualizamos que el parametro (4,) se
encuentra dentro de una funcién exponencial, por lo que tendra un mayor impacto en el
comportamiento de los esfuerzos al variar la magnitud de dicho parametro en
comparacion con ().

LPTTy EPTT

Tomando las ecuaciones (A.37 — A.41) del anexo A:

d .
fTTpxx + Al d_tTpxx - ZTpxyllyo = 0 (A 37)
fTpry + Al d_tpry = 0 (A 38)
d
Frtpss + Mo Tpzz = 0. (4.39)
d . .
fTTpxy + A %Tpxy - pry/llyo = NpoYo- (A.40)
Tsxy = NsYo- (A.41)

Donde el parametro de estructura interna esté definido de la siguiente forma para LPTT
y EPTT respectivamente:

A

fr= [1 + —Uo(i iﬁ) tT‘(Tp)]; tr(Tp) = Tpxx + Tpyy + Tpzz- (A.35)
A

fr =exp L]o(i—iﬁ) tT(Tp)]; tr(‘tp) = Tpxx + Tpyy + Tpzz- (A.36)

Los modelos de LPTT y EPTT se diferencian de los modelos anteriores ya que aparece
un nuevo término denominado parametro de extensibilidad () implicitamente en el
pardmetro de estructura interna. No se puede desacoplar el sistema de ecuaciones
diferenciales a partir de estos modelos, debido a que dentro del parametro de estructura
interna se encuentra el término de la traza del tensor de esfuerzos (z,) y este a su vez
depende de la suma de los esfuerzos normales. Es por ello que se debe de resolver de
manera simultdnea el sistema de ecuaciones a traves de un método numérico, el cual se
detall6 en el apartado de metodologia.
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PTT

d . .

fTTpxx + 4 d_tTpxx - ZTpxyllyo + fllyo‘[pxy =0. (A.48)
d .

fTpry + 4 Erpyy + E’llyo‘[pxy = 0. (A.49)
d

fTTpZZ + /11 afpzz = 0 (A 50)
d . 1, . _

fripey +h Erpxy ~ TpyyhVo + 55/11]/0 (Tpxx + pry) = NpoYo- (A.51)

Tsxy = NsYo- (A.52)

El parametro de estructura interna esta definido de la misma forma que en el modelo de
EPTT (ecuacioén (A.36)).

En el modelo de PTT aparece un nuevo paradmetro denominado como el parametro de
movimiento no afin (§). Este término se implement6 para mejorar el modelado de los
esfuerzos normales y cortante para el caso especifico de soluciones poliméricas diluidas.
Dentro del sistema de ecuaciones diferenciales, este nuevo parametro ocasiona que el
esfuerzo normal (z,,,) adquiera valores diferentes de cero, por lo que este modelo es
capaz de modelar la segunda diferencia de esfuerzos normales (N,) (Morrison et al.,
2001).

8.2 Solucién numérica de los modelos viscoelasticos

8.2.1 Pruebas de consistencia

Para corroborar que las soluciones numéricas obtenidas del moddulo de post-
procesamiento se aproximen a las soluciones analiticas, es necesario realizar pruebas
de consistencia. En la Figura 8.1 se graficaron las soluciones analiticas y numéricas de
los coeficientes de crecimiento del esfuerzo cortante (n*) y de la primera diferencia de
esfuerzos normales (¥;") para el modelo de Maxwell convectivo superior. Se observa
gque ambas soluciones se empalman para ambos coeficientes. Sin embargo, es
necesario cuantificar qué tan proximas son las soluciones numéricas, por lo que se
calculd6 el error absoluto y relativo.
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Figura 8.1. Comparacién entre solucién numérica y analitica para los coeficientes de
crecimiento del esfuerzo cortante (n*) y de la primera diferencia de esfuerzos normales
(¥{) para Maxwell Convectivo Superior (MCS); no = 1Pax*s, yo=0.1s"1, 1; = 1s.

Por lo general, interesa mas el error absoluto que el relativo, pero, cuando el valor exacto
de una cantidad es “muy pequefio” o “muy grande”, los errores relativos son mas
significativos (Nieves et al., 2014). En la Figura 8.2 se grafican los errores absolutos y
relativos de los coeficientes de crecimiento (n*,¥;"). Para el célculo del error absoluto
se fij6é una tolerancia 107¢; en el caso de los coeficientes de crecimiento (n*, ¥;) el orden
de magnitud de sus errores absolutos ronda 1079, por lo que se cumple la tolerancia
establecida.

Por su parte, se fij6 una tolerancia de 10~* % para el error relativo; se observa que para
el coeficiente de crecimiento (¥;") se encuentra en un rango de 107° %, mientras que
para el coeficiente de crecimiento (n*) su rango es de 102 %. En conclusién, ambos
errores cumplen con la tolerancia establecida, por lo que los resultados obtenidos del
algoritmo numérico son aceptables.
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Figura 8.2. Error absoluto y relativo entre la solucion analitica y numérica para los
coeficientes de crecimiento (n*, ¥;") para Maxwell Convectivo Superior (MCS).

8.3 Analisis de sensibilidad paramétrica sobre los esfuerzos

Para observar la influencia de la rapidez de deformacion sobre la viscosidad, en la Figura
8.3 se grafic el coeficiente de viscosidad adimensional a diferentes valores del niumero
de Weissenberg (Wi). Se puede observar que para los modelos de Maxwell convectivo
superior y Oldroyd-B el valor de la viscosidad se mantiene constante, lo que revela que
dichos modelos no pueden describir la dependencia de la viscosidad con respecto a la
rapidez de deformacion, por eso predicen un comportamiento de un fluido Newtoniano a

cualquier valor de rapidez de deformacion y en estado estacionario (Bird et al., 1987;
Barnes et al., 1989).
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Por su parte al utilizar los modelos LPTT, EPTT y PTT, se observa que la viscosidad
disminuye al aumentar la rapidez de corte; a este tipo de comportamiento se le denomina
adelgazamiento al corte (Barnes et al., 1989). Este tipo de curvas indican que, en el limite
de muy bajas rapideces de corte la viscosidad es constante, mientras que en el limite de
altas rapideces de corte la viscosidad vuelve a ser constante, pero a un nivel mas bajo.
Estas regiones donde la viscosidad se mantiene constante se les conoce como regiones
0 zonas Newtonianas superior e inferior (Barnes et al., 1989).

Debido a los resultados anteriores, para realizar el andlisis de sensibilidad se decidid
utilizar dos magnitudes distintas para el nimero de Weissenberg (Wi): el primero con una
magnitud de 1072, donde se encuentra la primera region Newtoniana, y el segundo con
un valor de 2, donde se observa el adelgazamiento al corte.

1
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o
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: =
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02}
0 i Il |||||||| 1 |||||||| 1 l||||||| 1 |||||||| 1
10° 107 10" 10° 10’ 10° 10° 10*
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Figura 8.3. Coeficiente de viscosidad adimensional contra Weissenberg (Wi) para los
modelos Maxwell convectivo superior (MCS), Oldroyd-B, LPTT, EPTTy PTT; n, = 1 Pa *

s, i=1s f=—,e=01, {=01

Andlisis de sensibilidad respecto a 14

Para el andlisis de sensibilidad del parametro 1, se tomé el siguiente rango de valores
[0.1,1,5]. Se observé que en ambas zonas (12 zona Newtoniana y zona de
adelgazamiento) se seguia la misma tendencia, por lo que se opté por mostrar las
graficas asociadas a calculos con una rapidez de corte que se encuentra dentro de la
zona de adelgazamiento.

En la Figura 8.4, se graficaron los coeficientes de crecimiento y de decaimiento del
esfuerzo cortante (n*,n~), variando la magnitud del tiempo de relajamiento (1,). La
primera grafica es del coeficiente (n*), en donde se aprecia que cuando la magnitud del
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parametro A, aumenta, el coeficiente n* requiere de mas tiempo para alcanzar el estado
estacionario. Desde un punto de vista fisico, a valores bajos de 1, el fluido viscoelastico
experimentara la rapidez de deformacién de manera casi instantanea, asemejandose al
comportamiento de un fluido Newtoniano; a medida que incrementa la magnitud del
parametro A4, el fluido tarda mas en experimentar la rapidez de deformacion ejercida en
él (Barnes et al., 1989; Bird et al., 1987).

Ademas, se observa que en el caso de los modelos de Phan-Thien-Tanner (LPTT, EPTT
y PTT) llegaron al estado estacionario a valores diferentes del coeficiente (n*). Esto se
debe a que los modelos de Maxwell convectivo superior y Oldroyd-B siempre modelan
un comportamiento lineal a diferentes valores de rapidez de deformacion o del nimero
de Weissenberg (Wi) en estado estacionario (Barnes et al., 1989). En cambio, los
modelos LPTT, EPTT y PTT tienen la capacidad de modelar un comportamiento no lineal,
como es el comportamiento adelgazante al corte (Bird et al., 1987) y en la gréfica se
aprecia que a medida que se acerca al régimen no lineal, es decir, a valores
relativamente mas grandes de 1, y de Wi, la respuesta del coeficiente (n*) cambia
considerablemente.

La segunda gréfica corresponde al coeficiente (n~); de manera analoga se observa que
al aumentar el valor del parametro 1,, se requiere de un mayor tiempo para alcanzar el
estado estacionario (en reposo total). A valores bajos de 4,, el fluido viscoelastico
experimentara el cese de la rapidez de deformacién ejercida de manera instantanea,
similar a un fluido Newtoniano, y a medida que este incremente le tomara mas tiempo al
fluido “relajarse” (Bird et al, 1987). También se observa que los modelos LPTT, EPTT y
PTT parten de un estado estacionario diferente al de los modelos de Maxwell convectivo
superior y Oldroyd-B, lo cual se debe a la capacidad de modelar comportamientos
viscoelasticos en régimen lineal y no lineal que tiene cada ecuacién constitutiva, como
se explico anteriormente (Barnes et al., 1989).
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Figura 8.4. Arriba: Coeficiente de crecimiento del esfuerzo cortante (n*). Abajo:
Coeficiente de decaimiento del esfuerzo cortante (n7); para los modelos Maxwell
convectivo superior (MCS), Oldroyd-B, LPTT, EPTT y PTT. Ambas en la zona
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En la Figura 8.5, se graficaron los coeficientes de crecimiento y de decaimiento de la
primera diferencia de esfuerzos normales (¥, ¥;). Se observa que a medida que se
incrementan los valores del pardmetro 4,, aumenta la magnitud del coeficiente (¥;) y el
tiempo para alcanzar el estado estacionario. Esto ocurre ya que, a valores pequefos de
A4, se asemeja mas a un comportamiento de un fluido no Newtoniano y una de las
caracteristicas de este tipo de fluidos es que sus esfuerzos normales son iguales a cero
(Barnes et al., 1989; Bird et al., 1987); por eso cuando 4, = 0.1, el coeficiente (¥;) tiene
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valores relativamente pequefios, casi imperceptibles y a medida que incrementamos el
valor de dicho pardmetro, aumenta significativamente la magnitud de ¥;. De manera
similar al coeficiente n*, los modelos de LPTT, EPTT y PTT alcanzan diferentes estados
estacionarios en el coeficiente ¥;" debido a su capacidad de modelado que se mencioné
anteriormente. Para el caso del coeficiente de decaimiento ¥, se observa que al
incrementar el valor del parametro 4,, requiere de mas tiempo para alcanzar el estado
en reposo ya que parten de un coeficiente ¥; con una magnitud relativamente alta.
Ademas, se observa que los modelos LPTT, EPTT y PTT parten de diferentes estados
estacionarios.

As

s; MCS yOld-B
s;LPTT, EPTTyPTT
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Figura 8.5. Arriba: Coeficiente de crecimiento de la primera diferencia de esfuerzos
normales (¥;") . Abajo: Coeficiente de decaimiento de la primera diferencia de esfuerzos
normales (1) | para los modelos Maxwell convectivo superior (MCS), Oldroyd-B, LPTT,
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EPTT y PTT. Ambas en la zona adelgazante al corte.n, = 1 Pa*s, yo=2s"%, A; =

1 +,— , ‘P:'_T/o
[0.1,1,5]s, B = o £ 0.001 , £ =0.001, ¥" adim = —
0

tadim =t *y,.

En la Figura 8.6, se graficaron los coeficientes de crecimiento y de decaimiento de la
segunda diferencia de esfuerzos normales (¥5,¥;) para el modelo de PTT. Se observa
que al aumentar 1,, aumenta la magnitud del coeficiente (¥5) y disminuye para el
coeficiente (¥, ), con la particularidad de que este coeficiente adquiere valores cercanos
a cero y crece en sentido opuesto a las otras funciones materiales, por eso el cambio de
signo (Barnes et al., 1989). Ademas, el orden de magnitud es de 103 y por lo general
se desprecia este coeficiente.
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Figura 8.6. Arriba: Coeficiente de crecimiento de la segunda diferencia de esfuerzos
normales (¥5) . Abajo: Coeficiente de decaimiento de la segunda diferencia de esfuerzos
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normales (¥, ) para los modelos Maxwell convectivo superior (MCS), Oldroyd-B, LPTT,
EPTT y PTT. Ambas en la zona adelgazante al corte. ny =1Pax*s, yo,=2s"1, 1, =

1 +,— 3. W;'_Yo
[0.1,1,5]s, B = o £ 0.001 , £ =0.001, ¥,” adim = —
0

tadim = t * y,,.

8.3.1 Andlisis de Sensibilidad respecto a 8

Para el analisis de sensibilidad del parametro £, se tomoé el siguiente rango de valores:
[0.1,0.5,0.9]. Al modelar las funciones materiales, se not6 que seguian la misma
tendencia, bajo una rapidez de deformacion asociada a la 12 zona Newtoniana en estado
estacionario como a una rapidez de deformacion asociada en la zona adelgazante al
corte, por lo que se decidié solo mostrar las gréficas de la zona adelgazante al corte.

En la Figura 8.7, se graficaron los coeficientes de crecimiento y de decaimiento del
esfuerzo cortante (n*,n~). Para el caso del coeficiente de crecimiento del esfuerzo
cortante (n*), se observa que a medida que aumenta el valor de la fraccién de la
viscosidad del solvente (), se aprecia un incremento repentino en el coeficiente (™) en
el tiempo inicial de la prueba reométrica (t = 0); después crece de manera monétona
hasta alcanzar el estado estacionario (Bird et al., 1987). Esto se debe a la contribucion
de la parte del solvente, el cual esta siendo considerado Newtoniano, por lo que genera
una contribucion adicional al esfuerzo cortante al momento de aplicar una deformacion
cortante escalonada de manera instantanea en el fluido (Bird et al., 1987; Morrison et al.,
2001).

En el caso del coeficiente de decaimiento del esfuerzo cortante (n~) se observa que a
medida que la magnitud del parametro (8) aumenta, hay una caida repentina del
coeficiente (n~) al momento de cesar la rapidez de deformacion en la placa superior de
la prueba reométrica, después decrece monétonamente hasta llegar al estado en reposo
(Bird et al., 1987; Morrison et al., 2001). Esto ocurre ya que, la contribucion del solvente
“‘puramente” Newtoniano en el esfuerzo cortante se relaja casi de manera instantanea al
momento de quitar la deformacion del fluido (Bird et al., 1987).
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Figura 8.7. Arriba: Coeficiente de crecimiento del esfuerzo cortante (n*). Abajo:
Coeficiente de decaimiento del esfuerzo cortante (n~) para los modelos Maxwell
convectivo superior (MCS), Oldroyd-B, LPTT, EPTT y PTT. Ambas en la zona

adelgazante al corte. No=1Pa*s, yo=2s"", A, =1s, = [%%%]
+’_

£ =0.001 ,¢ =0.001, n*"adim = nTI
0

,tadim =t * y,.
En la Figura 8.8 se graficaron los coeficientes de crecimiento y decaimiento de la primera
diferencia de esfuerzos normales (¥;,¥;). Se observa que para el coeficiente ¥,

disminuye su magnitud a medida que se incrementa el valor de . Esto se debe a que la

38



contribucion del solvente “puramente” viscoso, es mayor que

la contribucion

viscoelastica, por lo que su comportamiento se asemejara al de un fluido Newtoniano y
por ende disminuira el valor de la primera diferencia de esfuerzos normales (Ni).
Ademas, en el caso de los modelos de LPTT, EPTT y PTT, se logra apreciar una ligera
diferencia al alcanzar el estado estacionario, a medida que aumenta S, esto ocurre
debido a la variacion del valor del parametro de estructura interna (f;) y del parametro de
movimiento no afin (¢). Para el caso del coeficiente ¥ sigue la misma tendencia, es
decir, al incrementar S el coeficiente ¥; disminuye su magnitud y alcanza mas rapido el

estado estacionario.
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Figura 8.8. Arriba: Coeficiente de crecimiento de la primera diferencia de esfuerzos
normales (¥;). Abajo: Coeficiente de decaimiento de la primera diferencia de esfuerzos
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normales (¥;) para los modelos Maxwell convectivo superior (MCS), Oldroyd-B, LPTT,

EPTT y PTT. Ambas en la zona adelgazante al corte.
ng=1Paxs, yo=25"% h=1s f=|,22] £=0001,¢=0.001,

¥ Yo

Y " adim = Jtadim =t *y,.

No

En la Figura 8.9 se graficaron los coeficientes de crecimiento y decaimiento de la
segunda diferencia de esfuerzos normales (¥;,¥;). En el caso del coeficiente de
crecimiento de la segunda diferencia de esfuerzos normales (¥5) se observa que al
aumentar el valor de B la magnitud de (¥5) disminuye, esto se debe a la contribucién
del solvente ya que, al ser considerado como un fluido Newtoniano, estos no
experimentan esfuerzos normales, sin embargo, no desaparecen por completo debido a
la contribucion polimérica (Bird et al., 1987). En el caso de (¥, ) cuando se incrementa
el valor de 8 su magnitud disminuye, esto ocurre por la misma razén antes mencionada,
al aumentar la contribucion del solvente Newtoniano; disminuyen los esfuerzos normales
del fluido (Bird et al., 1987). Adicionalmente, los érdenes de magnitud de los coeficientes
(Y5, ¥,;) son pequefios en comparacion con los coeficientes de (n*,n7) y de (¥{,¥;),
por lo que generalmente no son tomado en cuenta al momento de caracterizar un fluido
viscoelastico (Barnes et al., 1989).
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Figura 8.9. Arriba: Coeficiente de crecimiento de la primera diferencia de esfuerzos
normales (¥5). Abajo: Coeficiente de decaimiento de la primera diferencia de esfuerzos
normales (¥, ) para los modelos Maxwell convectivo superior (MCS), Oldroyd-B, LPTT,
EPTT y PTT. Ambas en la zona adelgazante al corte.
no=1Paxs, yo=2s5"Y L =1s, f=|=2,=|, £=0001, § =0.001, ¥ adim =
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8.3.2 Andlisis de sensibilidad respecto a €

Para el analisis del parametro de extensibilidad se calcularon las funciones materiales
para dos valores del pardmetro de extensibilidad, € = [0.02, 0.25]. Como primer caso, en
la Figura 8.10, se graficé el coeficiente de crecimiento del esfuerzo cortante (n*), bajo
una rapidez de deformacién asociada a la 12 zona Newtoniana en estado estacionario.
Se observa que, a valores bajos de rapidez de deformacion, con la cual se define el
namero de Weissenberg (Wi), no cambia el comportamiento lineal del coeficiente n* aln
variando la magnitud del pardmetro . Desde un punto de vista fisico esto sucede ya que,
al utilizar una rapidez de deformacion relativamente baja, el fluido va deformandose
lentamente, por lo que el pardmetro de extensibilidad a estas condiciones no tiene
influencia en el comportamiento de los coeficientes (Ferras et al., 2019; Shogin, 2020).
Debido a lo anterior se opté por solo mostrar el comportamiento de las funciones
materiales en la zona de adelgazamiento.
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Figura 8.10 Coeficiente de crecimiento del esfuerzo cortante (n*) en la la zona
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Al pasar a la zona adelgazante al corte, se observan en las Figuras 8.11 y 8.12 los
coeficientes de crecimiento (n*,n~) y decaimiento del esfuerzo cortante y de la primera
diferencia de esfuerzos normales (¥, ¥;) respectivamente. Se aprecia que al aumentar
el valor del parametro ¢, disminuye la magnitud del coeficiente n* y que alcanza el estado
estacionario en un menor tiempo. Ademas, se aprecia un maximo en la grafica cuando
e = 0.25. Esto se debe a que entre mas grande sea el parametro ¢, la estructura del fluido
viscoelastico deja de ser rigida y cambia con la deformacién ejercida (Bird et al., 1989).
Por lo que hay un reacomodo, en el caso de polimeros fundidos, una vez realizado el
reacomodo de las cadenas poliméricas, el fluido alcanza el estado estacionario (Ferras
et al., 2019; Shogin,2020).

También se observa una diferencia considerable entre los modelos LPTT, EPTT y PTT,
al momento de alcanzar el estado estacionario respecto a los coeficientes de crecimiento
(n*,¥;"), lo cual ocurre debido a la expresion del parametro de estructura interna f;, ya
que en el caso de LPTT es una expresion algebraica lineal mientras que, para EPTT y
PTT es una funcion exponencial.

Para los coeficientes de decaimiento (n~, %), se observa que, al inicio de la prueba de
arranque de flujo, hay un maximo cuando & = 0.25. Esto ocurre ya que al aumentar ¢, el
fluido tiene una respuesta mas extensible (Ferras et al., 2019). Ademas, dicho parametro
de extensibilidad ¢ al estar dentro del parametro de estructura interna f;, éste contiene
la naturaleza estructural del fluido, por lo que se concluye que la estructura del fluido no
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es totalmente rigida y que varia con respecto a la deformacién que se le ejerza (Ferras
et al., 2019).
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Figura 8.11. Arriba: Coeficiente de crecimiento del esfuerzo cortante (n*). Abajo:
Coeficiente de decaimiento del esfuerzo cortante (n~) para los modelos LPTT, EPTT y
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Figura 8.12 Arriba: Coeficiente de crecimiento de la primera diferencia de esfuerzos
normales (¥;). Abajo: Coeficiente de decaimiento de la primera diferencia de esfuerzos
normales (¥;) para los modelos LPTT, EPTT y PTT. Ambas en la zona adelgazante al
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En la Figura 8.13 se graficaron los coeficientes de crecimiento y decaimiento de la
segunda diferencia de esfuerzos normales (¥, %, ). Se observa que al aumentar el valor
del parametro &, el coeficiente alcanza el estado disminuye la magnitud de los
coeficientes (¥5,¥,). También se observa que su orden de magnitud sigue siendo
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relativamente bajo en comparacion con los coeficientes de (n*,n7) y (Y], ¥;) por lo que

generalmente se desprecian.
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Figura 8.13 Arriba: Coeficiente de crecimiento de la segunda diferencia de esfuerzos
normales (¥;). Abajo: Coeficiente de decaimiento de la segunda diferencia de esfuerzos
normales (¥;) para los modelos LPTT, EPTT y PTT. Ambas en la zona adelgazante al
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8.3.3 Andlisis respecto a &

Para el andlisis del parametro de movimiento no afin, se utlizaron 3 magnitudes
diferentes: £ = [0.1, 0.5, 1], calculando los coeficientes de crecimiento y decaimiento del
esfuerzo cortante, de la primera diferencia de esfuerzos normales y de la segunda
diferencia de esfuerzos normales (n*,¥{,n~, ¥y, %S, ¥5), a un nimero de Weissenberg
de 1072. Se muestra un comportamiento viscoelastico lineal y se empalman las
soluciones, por lo que se decidié omitir esos graficos.

Bajo una rapidez de deformacion asociada a la zona adelgazante al corte en estado
estacionario, en la Figura 8.14, se graficaron los coeficientes de crecimiento y de
decaimiento del esfuerzo cortante (n*,n~). Se observa que al incrementar el valor de ¢,
disminuye la magnitud de los coeficientes (n*,17). En el caso del coeficiente (n), se
aprecia que al principio aparecen ciertas inestabilidades, las cuales aumentan cuando
incrementa el valor de &¢. Desde un punto de vista fisico, esto ocurre debido a que entre
mas grande sea la magnitud de £, la cadena de la parte polimérica es lo suficientemente
rigida y dificulta la deformacion junto con el solvente en el cual se encuentra inmerso
(Nikiforidis et al., 2022; Morrison et al., 2001).
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Figura 8.14 Arriba: Coeficiente de crecimiento del esfuerzo cortante (n*). Abajo:
Coeficiente de decaimiento del esfuerzo cortante (n~) para el modelo PTT. Ambas en la

zona adelgazante al corte. ny = 1Pax*s, yo=2s"% Ay =1s, B = 1—10 € =0.001, ¢ =

-
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En la Figura 8.15 se graficaron los coeficientes de crecimiento y de decaimiento de la
primera diferencia de los esfuerzos normales (¥;,¥;). De manera similar a los
coeficientes (n*,n~) se aprecia el mismo comportamiento; a medida que aumenta el
valor de ¢, disminuye la magnitud de los coefcientes (¥;,¥;), lo cual se debe a la
explicacion mencionada anteriormente. Ademas, en el coeficiente ¥; se presentan
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inestabilidades al principio y aumentan al incrementar &; sin embargo, estas
inestabilidades son menos perceptibles en comparacién con el coeficiente n*.
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Figura 8.15 Arriba: Coeficiente de crecimiento de la primera diferencia de esfuerzos
normales (¥;). Abajo: Coeficiente de decaimiento de la primera diferencia de esfuerzos
normales (¥;) para el modelo PTT. Ambas en la zona adelgazante al corte. n, = 1 Pa *

s, ¥0=2s"% 4 =1s, ==, £ =0001, £ =[0.1,05,1], ¥ adim = %t adim =
0
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En la Figura 8.16 se graficaron los coeficientes de crecimiento y de decaimiento de la

segunda diferencia de esfuerzos normales (¥,,¥,). Se observa que a medida que
aumenta el valor de ¢, aumenta la magnitud de los coeficientes (Y5, ¥;) pero en sentido
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contrario. Ademas, en el coeficiente ¥; se presentan inestabilidades al principio y
aumentan al incrementar ¢. También se aprecia que el orden de magnitud aumentdé y es
el mismo que para los coeficientes (n*,n7), lo cual se debe a que el parametro ¢
promueve la anisotropia, es decir, que el valor de los esfuerzos es distinto en diferentes
direcciones del espacio (Abhijit et al., 2010).
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Figura 8.16 Arriba: Coeficiente de crecimiento de la primera diferencia de esfuerzos
normales (¥5). Abajo: Coeficiente de decaimiento de la primera diferencia de esfuerzos
normales (¥, ) para el modelo PTT. Ambas en la zona adelgazante al corte. n, = 1 Pa *
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8.4 Datos Experimentales

Finalmente, se prueba la capacidad del algoritmo construido para su utilizacion en el
ajuste de paradmetros para reproduccion de datos experimentales. En la Figura 8.17, se
muestra una comparacion del perfil de coeficiente de crecimiento del esfuerzo cortante
(n™) contra tiempo, utilizando el modelo de PTT, con datos experimentales de polietileno
de baja densidad (LDPE, abreviacion en inglés) reportados en la literatura (Ferras et al.,
2019). Se calculd el coeficiente de determinacion, R? = 0.999333, para cuantificar qué
tan bueno es el ajuste. Estos resultados indican que el algoritmo numérico propuesto
permite realizar el modelado matemético de comportamientos reolégicos de materiales
reales, y evaluar la correlacion entre diferentes ecuaciones constitutivas y datos
experimentales.

En la Figura 8.17 se observa que n* sufre un crecimiento abrupto, después un
decaimiento y finalmente un crecimiento monétono hasta alcanzar el estado estacionario.
Desde el punto de vista que ofrece el modelo PTT, esta respuesta no lineal se puede
interpretar a través de los parametros ¢ y &, donde la oscilacion de n* estd dada
principalmente por ¢ (Ferras et al., 2019; Nikiforidis et al., 2022). Entonces, y segun el
modelo, se puede interpretar que las cadenas poliméricas estan presentando una
resistencia a deslizarse con el medio que las rodea (solvente), lo que ocasiona que no
se deformen de manera afin, razon por la que se observan esos maximos y minimos,
hasta que las cadenas poliméricas se reordenan y se alcanza el estado estacionario
(Ferras et al., 2019; Nikiforidis et al., 2022).
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Figura 8.17 Comparacion entre datos experimentales de LDPE (Ferras et al., 2019) y
solucion numérica obtenida utilizando PTT para el coeficiente de crecimiento del
esfuerzo cortante junto con su coeficiente de determinacion; 7, = 2500 Pa * s,

yo=5s"1, Ay =1s, f=—, £=001, £=0.2.
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En la figura 8.18 se muestran las predicciones del modelo PTT para los coeficientes de
crecimiento de la primera y segunda diferencia de esfuerzos normales (¥, %5 ). Para el
coeficiente ¥, se observa un crecimiento y decaimiento abruptos, de manera similar al
caso de n*. Nuevamente, esta respuesta no lineal esta regida por los parametros €y ¢,
y su interpretacion fisica recae en el fenbmeno de movimiento no afin de las cadenas
poliméricas respecto al solvente. Ademas, como la contribucion del solvente (8) es
relativamente pequefia, ambos coeficientes (n*, ¥;") crecen de manera monétona y no
inmediatamente al inicio de la prueba reométrica a la manera de un fluido Newtoniano,
como se esperaria si f fuese mucho mayor (Bird et al., 1987). Por ultimo, se observa que
la magnitud del coeficiente ¥;" es mayor en comparaciéon con los otros coeficientes
(n*, %), lo que nos indica que el fluido tendrda un comportamiento predominantemente
viscoelastico, mas que viscoso (Bird et al., 1987; Morrison et al., 2001).

En el caso del coeficiente ¥, se visualizan de igual manera los maximos y minimos
como resultado del proceso de reordenamiento de las cadenas poliméricas (Ferras et al.,
2019; Nikiforidis et al., 2022). Adicionalmente, se observa que la segunda diferencia de
esfuerzos normales adquiere valores mucho mayores a cero, por lo que no pueden ser
despreciados. La existencia de una segunda diferencia esfuerzos normales en sistemas
poliméricos se debe a la anisotropia inducida en la microestructura debido al flujo. En el
caso de soluciones poliméricas diluidas, en ausencia de una deformacion, la estructura
de las moléculas asume en promedio un volumen esférico. Al ejercer una deformacion,
hace que las moléculas se estiren hacia la direccién del flujo y giren. Esto da como
resultado un volumen elipsoidal y orientado hacia la direccion del flujo y fuerzas
restauradoras diferentes en los diferentes planos, dando lugar a la anisotropia de los
esfuerzos normales (Abhijit et al., 2010).
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Figura 8.18 Coeficiente de crecimiento de la primera y de la segunda diferencia de
esfuerzos normales de LDPE (Ferras et al., 2019) para el modelo PTT. n, = 2500 Pa * s,

Vo=5s"1, A, =15, /3=1—10 ,e=001, £=0.2.

En la Figura 8.19 se graficé el coeficiente de decaimiento del esfuerzo cortante (n™) y
los coeficientes de decaimiento de la primera y segunda diferencia de esfuerzos
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normales (¥;,¥,). Se observa que en los 3 coeficientes (n~,¥;,%¥,) decrece
continuamente. A diferencia de los coeficientes de crecimiento (n*,¥;,¥5), no se
observan oscilaciones, esto se debe a que las cadenas poliméricas se van
reacomodando por lo que los esfuerzos normales y cortante se van relajando
gradualmente (Ferras et al., 2019; Nikiforadis et al., 2022).
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Figura 8.19 Coeficiente de decaimiento del esfuerzo cortante (n~) y coeficientes de
decaimiento de la primera y segunda diferencia de esfuerzos normales (¥,¥,) de
LDPE (Ferras et al., 2019) para el modelo PTT 5, = 2500Paxs, y,=5s"1, 1, =

1s, f==, =001, =02

8.5. Implementacién del algoritmo de procesamiento de Step-Strain

La prueba de deformacién escalonada transitoria (Step-Strain en inglés), sirve también
para analizar respuestas tixotropicas de fluidos no Newtonianos. La tixotropia es una
caracteristica de materiales donde se puede observar como varia el comportamiento de
las propiedades del fluido dependiendo del tiempo, al variar la rapidez de corte (Abhijit et
al., 2010). Como una primera aproximacion para utilizar el protocolo experimental de
Step-Strain en el estudio de viscoelasticidad y tixotropia, se extiende el algoritmo creado
para las pruebas de arranque y paro de flujo. Como resultado de esta modificacion, en
la Figura 8.20 se grafico la viscosidad aparente con respecto al tiempo, utilizando el
modelo de PTT. Se observa que a medida que aumenta el valor de la rapidez de
deformacion, disminuye la viscosidad aparente y viceversa, a medida que disminuye el
valor de la rapidez de deformacion, la viscosidad del fluido normalmente va recuperando
su valor inicial (Abhijit et al., 2010).

53



09

0.8

0.7

1o(s™)

0.5

04

o

Figura 8.20 Gréfico de la viscosidad aparente para un fluido viscoelastico al ser sometido
al experimento de Step-Strain para el modelo de PTT;, ny=1Paxs, y, =
[0,2,4,6,8,6,4,2,0]s™, A, =1s, f=0, e=0.1, £ =0.1.

9. Conclusiones

En este trabajo de tesis se logro el objetivo de proponer un algoritmo numérico que es
capaz de modelar la respuesta viscoelastica de un fluido no Newtoniano en
deformaciones cortantes transitorias (arranque y paro de flujo). Este algoritmo es capaz
de modelar la respuesta viscoelastica para las ecuaciones constitutivas de Maxwell,
Oldroyd-B, LPTT, EPTT y PTT tanto en el régimen lineal, a bajas rapideces de
deformacion, como en el régimen no lineal, a altas rapideces de deformacién, probando
gue se puede utilizar en el estudio de la capacidad descriptiva de otras ecuaciones
constitutivas diferenciales.

Con el algoritmo creado, se confirma que a través de sus célculos es posible analizar
respuestas tipicas de fluidos viscoelasticos. Por ejemplo, se observa que los fluidos
viscoelasticos, como soluciones y polimeros fundidos, tienen un comportamiento
adelgazante al corte; es decir, que valores bajos de rapidez de deformacién se mantiene
en la primera zona Newtoniana y a medida que aumenta la rapidez de deformacién, la
viscosidad disminuye, llegando a la segunda zona Newtoniana. Ademas, se demostro lo
amplio que puede ser el analisis de respuesta viscoelastica, gracias a la flexibilidad del
algoritmo para hacer analisis de sensibilidad paramétrica, que en este trabajo se realizo
cambiando la fraccion de solvente, el parametro de extensibilidad y el parametro de
movimiento no afin.

Cabe destacar que, para llegar a la segunda zona Newtoniana, los 6rdenes de magnitud
de la rapidez de deformacion se encuentran en un rango de magnitud entre 103y 104, lo
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que ocasiona una mayor exigencia en los calculos, limitando el uso de nuestro algoritmo
a ciertos valores de Wi, dejando como trabajo a futuro la bdsqueda de métodos
numéricos mas robustos.

Finalmente, al combinar ambas pruebas reométricas, es decir, arranque y paro de flujo,
se logra implementar un algoritmo de calculo y procesamiento de respuestas reoldgicas
en la prueba denominada “Step-strain”, la cual permite analizar tixotropia.

9.1 Trabajo a futuro

A partir del algoritmo creado y con el objetivo de seguir entendiendo de mejor manera la
capacidad descriptiva que tienen los modelos, se proponen las siguientes acciones:

a)

b)

10.

Investigar y agregar diferentes modelos que describan un comportamiento
viscoelastico para otro tipo de fluidos no Newtonianos, i.e. modelo Bautista-
Manero-Puig (Puig et al., 2018).

Explorar bajo qué condiciones experimentales o por la naturaleza del fluido se
puede dar un comportamiento engrosante al corte.
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ANEXO A.

Definicion de tensores
Gradiente de velocidad y su transpuesta (Bird et al., 2002; Saengow et al., 2019):

0 0 0 0 7, O
Vv=()'/0 0 0); (Vv)T=<O 0 0>. (A.1)
0 0 0 0 0 O

Tensor rapidez de deformacién

0 7, 0
y=Vo+ (W) = (yo 0 o). (A.2)
0 0 0

Tensor de esfuerzos simétrico para deformacion cortante en coordenadas cartesianas
(Bird et al., 2002; Saengow et al., 2019):

Tex Txy O
T = ‘l_'xy Tyy 0 . (A 3)
0 0 1,

Sistema de ecuaciones diferenciales de los modelos constitutivos

Modelo de Maxwell

Txx Txy 0 P Txx Txy O O ]'/0 O
Ty Tyy O J+thg|Tw Ty 0 |=mn (T’o 0 0)- (A.4)
0 0 1, 0 0 1, 0 0 0
Separando ecuaciones:
da
Tex + 44 2 Tex = 0, (A.5)
da
Tyy + 4 2y = 0, (A.6)
d
T, + 4 T2z = 0, (A.7)
d .
Txy + Ay ETxy = TNoYo- (A.8)

Tanto en arranque como en paro de flujo cortante, la Ec. (A.5) se resuelve por el método
de variables separables obteniendo como solucion general:

t
Tyy = Cy xe M,

(A.5.1)
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Aplicando las condiciones iniciales en arranque y paro de flujo cortante respectivamente:
Dt=0; 7 =0,2)t=0; Ty = 241¥ Txyo = 0 @ la ecuacion (A.5.1) se obtiene la
solucién particular:

Tx =0 (A.5.2)

Aplicando la condicion inicial en paro de flujo cortante: t = 0; T,, = 241¥ Txyo = 0
De manera andloga para ambos flujos cortantes, se resuelven las ecuaciones
(A.6) y (A.7); obteniendo como solucion particular:

Tyy = 0 (A61)

T, =0 (A.7.1)

En arranque de flujo cortante, la Ec. (A.8), esta se resuelve por el método de factor
integrante:

_t (A.8.1)
Txy = NoYo + Cre M.

Aplicando la condicion inicial t =0; 1,, =0 a la ec. (4.8.1); se obtiene la solucion
particular en arranque de flujo cortante:

t
Txy = No¥o (1 - e_Z> . (4.8.2)

Por su parte, en paro de flujo cortante se aplica la condicion de fronteray = H; y, =0y
se resuelve por variables separables, obteniendo como solucién general:

t

Tyy = C3*e 1, (A.8.3)

Aplicando la condicion inicial t = 0; ., =1,Y,, alaec. (A.8.3); se obtiene la solucién
particular en paro de flujo cortante:

_t (A.8.4)
Txy = NoYo * e 1|,

Modelos con derivada convectiva superior

Derivada convectiva superior para el tensor de esfuerzos:
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o [T T D\ (P Ty O\ (A.9)
T=—|Ty Ty 0 |=|7 0 0]y
0 0 7, 0 0 O

Modelo de Maxwell Convectivo Superior

Tex Txy 0 g [Tex Txy 0 2Ty Tyy O
Ty Tyy 0 |+ /11a Txy Tyy O (Tyy 0 0) MY =
0 0 7, 0 0 17, 0 0 0 (4.10)
0 vy O
Mo ()70 0 0)-
0 0 O
Separando ecuaciones:
d .
Tux T A4 Erxx - ery/llyo =0, (A- 11)
d
Tyy + A4 2y = 0, (A.12)
d
T, 44 T2z = 0, (A.13)
d . .
Txy T Ay aTxy - Tyy/llyo = No%Yo- (A.14)

Las ecuaciones (A.12) y (A.13) se resuelven de igual manera que para el modelo de
Maxwell, por el método de variables separables, obteniendo como resultado:

Tyy = T5z = 0. (A.15)

Del resultado obtenido en la ecuacién (A4.15), la cual corresponde al esfuerzo cortante,
se elimina el término de la ecuacion (A4.14) que contiene al esfuerzo t,,,, reduciendo la

ecuacion y obteniendo la misma ecuacion (A. 8) que en el modelo de Maxwell. Por lo que
sus soluciones particulares tanto en arranque como en paro de flujo cortante son las
mismas (ecuaciones (4.8.2) y (A4.8.4)).

Utilizando la definicién de la primera diferencia de esfuerzos normales y el resultado de
la ecuacion (4.15), se concluye lo siguiente:

Ny = Ty (A.16)

Para la ecuacion (A4.11), correspondiente al esfuerzo normal t,.,,, se sustituye la solucion
particular (ecuacion (A.8.2)) y resolviendo por el método de factor integrante, se obtiene:
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t t
Ny =Ty = 27]0)702/11 - 2770}"02/11/1_19_Z + Cze 7., (A.11.1)

Aplicando condiciones iniciales t = 0; t,, =0 a la ec. (4.11.1); se obtiene la solucion
particular en arranque de flujo cortante:

t
Ny = T = 200V0° Ay [1 —e M (1 + Ti)] : (A.11.2)

Para el caso de paro de flujo cortante, en la ecuacion (A.11) se sustituye la solucion
particular (ecuacion (A.8.4)) y resolviendo por variables separables, se obtiene:

t

Ny =1, =Cy*e M, (A.11.3)

Aplicando la condicion inicial t = 0; T, = 24,7, Ty, = 210V, a la ec. (A.8.3); se
obtiene la solucion particular en paro de flujo cortante:

t
Ny =7, = 2770]'/0211 xe M|, (A.11.4)

Modelo de Oldroyd-B

Tpxx Tpxy 0 P Tpxx  Tpxy 0 2Tpxy Tpyy 0
Toxy Tpyy O +/11& Toxy Toyy O |={ 7py 0  0]AVo
0 0 Tpzz 0 0 Tpzz 0 0 0
0 7, 0
Tpo (1'/0 0 0>, (4.17)
0O 0 O
Tsxx  Tsxy O 0 7% O
Tsxy Tsyy 0 =15 <f’o 0 O)-
0 0 1., 0 0 0

En el modelo de Oldroyd-B, al emplear el método de EVSS, se define la fraccion del
solvente y de esta forma obtener expresiones algebraicas para las viscosidades de la
contribucion polimérica y del solvente “puramente” viscoso:

= —775 = ﬁ
B Npotls Mo (4.18)

Ns = MopB- (A.19)

60



Mpo = Mo (1 — B). (A.20)

Separando ecuaciones de (A.17):

Tpxx + o Tpsx — 2Tpaydallo = 0, (A.21)
Toyy + Ao Tpyy = 0, (4.22)
Tpzz + M1 o Tpzz = 0, (4.23)
Tpxy T A4 %Tpxy — Tpyy 1Yo = MpoYos (A.24)
Texy = TsVo. (A.25)

Las ecuaciones (A4.22) y (A.23), que corresponden a los esfuerzos normales 7,,,, Y 7,5,
son las mismas que en el modelo de Maxwell Convectivo Superior; por lo que la solucién
es la misma (A.15). Para el caso de la ecuacion del esfuerzo cortante de la parte
polimérica (A.22), sustituyendo la expresion de la viscosidad (Upo) obtenida en (4.20) y

resolviendo por el método de factor integrante, se obtiene la solucién general en arranque
de flujo:

t
Tpxy = NoYo — MoYoB + Cse 1. (A.26)

Aplicando la condicion inicial en arranque de flujo, t = 0; T1,,, = 0, se llega a la solucion
particular:

t

t
Tpxy = NoYo — NoYoB + NoYoBe *1 —Mnoyee . (A.27)

De manera similar se sustituye la expresion de viscosidad () obtenida en (4.19) en
(A.25). Sumando ambas contribuciones (A.25) y (A4.27) se obtiene el esfuerzo cortante
total (rxy) en arranque de flujo:

Txy = NoVo [1 - e_i(l - ﬁ)] : (A.28)

Sustituyendo (4.27) en (A.21) y resolviendo por factor integrante se obtiene la solucién
general de la primera diferencia de esfuerzos normales:

. . . t —= L2t —= L
Ny = 210¥0° — 210¥0° B + 2770)’023/1_13 M — 27]0)/02/1_13 M+ Cge M, (A.29)

Aplicando la condicion inicial t = 0; N; = 0, se llega a la solucion particular en arranque
de flujo cortante:
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M= 2nre {1 - p - e [1- g+ £ - P (4.30)

Por su parte, en paro de flujo cortante se aplica la condicion de frontera y = H; y, =0
en (A.24) y se resuelve por variables separables, obteniendo como solucién general:

t

Tpxy = C7 % e 1, (A.31)

Aplicando la condicion inicial t = 0; T,y = NpeVo = No¥o(1 — B), a la ec. (A.31),; se
obtiene la solucion particular. Debido a la condicibn de frontera mencionada
anteriormente, no hay contribucién por parte del solvente, por lo que la solucion para el
esfuerzo cortante total solo depende de la contribucion polimérica:

(4.32)

t
Txy = Tpxy = NoVo(1 — ) xe A1,

En el caso de la primera diferencia de esfuerzos normales, igual se aplica la condicién
de fronteray = H; y, = 0 en (A.21) y se resuelve por variables separables, obteniendo
como solucién general:

t

N, =Cg*e M., (A.33)

Aplicando la condicién inicial ¢t = 0; Ny = 24,¥ Tpxyo = 2 MoV§A(1 — B), alaec. (4.33);
se obtiene la solucion particular:

(A.34)

t
Ny, =2 77075)11(1 —pB)xe M|

Modelos de Phan-Thien-Tanner

El parametro de estructura interna (f;) para el modelo LPTT y EPPT se definen de la
siguiente forma respectivamente:

Yl

fr= [1 + Uofliﬁ) tr(rp)] ; tr(T) = Tpxx + Tpyy + Tpzz- (A.35)
A

fr =exp [Tlofliﬁ') tr('rp)] ; tr(Ty) = Tpex + Tpyy + Tpzz- (A.36)

Modelo LPTT y EPTT
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Tpxx  Tpxy 0 Tpxx

frl{Toxy Toyy 0 |+ 24| Tpay
ot
0 0 Ty 0

Tpxy

Toyy
0

2Tpxy Tpyy O .
—\ Tpyy 0 0 /11)/0 =

0 0 o0

0 o, 0
TIPO <]./0 0 0);
0 0 O

Tsxx Tsxy O 0 7y, O
Tsxy Tsyy 0 =15 ()70 0 0>’
0 0 74, 0 0 0

Separando ecuaciones de (A4.37):
d .
fTTpxx + A4 a2 trxx T ZTpxyllyo =0,
d —
frTpyy + 41 3 Tpyy = 0,
d
fTszz + 14 Eszz =0,
d . .
fTTpxy + A ETpxy - pry/h)’o = NpoYo>

Tsxy = NsYo-

0
0

Tpzz

(A.37)

(A.37)

(4.38)

(A.39)

(A.40)

(A.41)

A diferencia de los modelos de Maxwell y Oldroyd-B, en los modelos de LPTT y EPTT,
el sistema de ecuaciones diferenciales se vuelve el mismo sistema acoplado, solo varia
la definicién de f;, por lo que para resolver dicho sistema se utiliza un método numérico
(Runge-Kutta de 4to Orden). A continuacion, se plantea el sistema de ecuaciones
diferenciales, junto con sus condiciones de frontera e inicial, tanto en arranque como en

paro de flujo cortante:

Sistema de ecuaciones diferenciales

d . T
ETpxx - ZTpxyAIYO - erxm

d fr

at pyy = T 7 Ty
d _ IT
Eszz - _Zszz’

(A.42)
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d .  fr
ETpxy = T]O(l - ﬁ)yo + pry/ll)’o — prxy_

Condiciones de frontera e inicial en arranque de flujo cortante:

C.F. y=H; y,>0 (A.43)
C.l.

Tpxx (0) 0

Toyy (0] _ [0

szz (O) O (A4'4)

Tpxy 0) 0

Condiciones de frontera e inicial en paro de flujo cortante:

C.F. y=H; 7,=0 (A.45)
C.l.
2/11)'/0Tpxy

Tpxx (0) f‘c

Tpyy 0) _ 0

Tpzz (0) 0 . (A.46)

Tpxy (0) TpyyA1¥o + MpoVo

. fe

Modelo PTT

El parametro de estructura interna (f;) para el modelo PPT es el mismo que en EPTT
(A.36).

Tpxx Tpxy 0 Tpxx  Tpxy 0
fr|Toxy Ty 0 |+ 14 7t Tpxy Tpyy O
0 0 Ty 0 0 Ty
2Tpxy  Tpyy 0 (A.47)
- < Toyy 0 O) 1Yo
0 0 0
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1 2Tpxy Tpxx T Tpyy 0 0 Yo
+ 55/11)/0 Tpxx T Tpyy 2Tpxy 0)=mpo(vo O

0 0 0 0 O
Tsxx Tsxy O 0 7y, O
Tsxy Tsyy 0 =1 ()70 0 0)-
0 0 1, 0 0 0

Separando ecuaciones de (A.47):
d ) .
fTTpxx + A4 ETpxx - 2Tpxyﬂ-lyo + fllyo‘[pxy =0,
d .
frTpyy + A1 Toyy T EMYoTpxy = 0,

d
fTszz + 14 Eszz =0,

d . 1 . .
fTTpxy + /11 Erpxy - pry/lﬂ’o + 55/11]/0 (Tpxx + pry) = MpoYo:

Tsxy = NsYo-

De igual manera que en los modelos de LPTT y EPTT, en el modelo de PTT, el sistema
de ecuaciones diferenciales se vuelve un sistema acoplado; por lo que para resolver
dicho sistema se utiliza un método numérico. A continuacién, se plantea el sistema de

(A.48)

(4.49)

(A.50)

(A.51)

(A.52)

ecuaciones diferenciales, junto con sus condiciones de frontera e inicial, tanto en

arranque como en paro de flujo cortante:

Sistema de ecuaciones diferenciales

d _ . . fr
Efpxx - ZTpxyllyo - fllyofpxy - l_ltpxxi
d _ . Ir

~ Toyy = —$MYoTpxy — 2, Pyy

d _ fT

dat Tpzz = — Z Tpzz:

da

fr

T

atl

. . 1 .
—Tpxy = Un(l — B)Vn + T‘nvv/11 Yo — 2611 Yo (Tnyy + Tnvv) -

A1

Condiciones de frontera e inicial en arranque de flujo cortante:

pxy:

(A.53)
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C.F. y=H; y,>0 (A.54)

C.I.
Tpxx (0) 0
Toyy (0] _ [0
TpZZ (O) O (A 55)
Tpxy (O) 0
Condiciones de frontera e inicial en paro de flujo cortante:
C.F. y=H; y,=0 (A.56)
C.I.
leyOTpxy - EllyOTpxyo
fe
I[Tpxx (0)} _Ellyotpxyo
| Foyy (0)| _ £,
|lszz (O)Jl 0 (A.57)
T 0 . 1 . .
pxy ( ) pryﬂlyo - 75’11)/0 (Tpxxo + pryo) + NpoYo
fr
Step-Strain
Definicion del pardmetro de estructura interna en términos de viscosidad
NMpo + 1
f=d0 -0 T (A.58)
Mo Mo
Despejando la viscosidad de la parte polimeérica n,, de la Ec. (A.58):
+
ny = M (4.59)

Definiendo la viscosidad aparente de acuerdo al método de EVSS:

n="mnpt+ns (A.60)



Sustituyendo la Ec. (A.59) en la Ec. (A.60):

+
77:77190 ns_l_

7 Ns (A.61)
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