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Prefacio

El trabajo de esta tesis parte de mi interés en buscar entender algunas de las propiedades
ergddicas que tienen los sistemas dindamicos discretos, en especial los simbdlicos. A lo largo de
mis estudios en la licenciatura pude observar lo importantes que son los sistemas dinamicos
discretos, no solo como herramientas para solucionar problemas en distintas ramas de las
matematicas, si no como modelos de distintos problemas importantes en fisica, biologia,
economia, etc.

Una de las aplicaciones mas importantes es la teoria de la informacién, donde se busca
entender la “informacion” que tiene un sistema y la manera de cuantificarla, a partir de eso
surgen conceptos como la entropia y se vuelve realmente importante el poder encontrar la
forma de maximizar la informaciéon del sistema.

El resolver este problema para cualquier sistema dindmico es un problema bastante
complicado,asi se han desarrollado propiedades para los sistemas las cuales nos ayudan a
buscar la manera de maximizar la entropia y encontrar la medida que lo cumpla. Una de
estas propiedades es la especificacion.

Esta tesis estd enfocada en explicar el concepto de especificacién y su relacion con la
entropia maxima analizando varios articulos que se han escrito en los tltimos anos, desde el
primero que propuso la especificacién y su relacién con la entropia maximal, hasta algunos
que buscan debilitar la especificacién y estudian sus propiedades ergddicas. Antes de analizar
estos textos se dard una introducciéon a los conceptos mas importantes que utilizaremos. En
la primera parte buscaremos dar un panorama basico de los sistemas simbdlicos, la entropia
y la teoria ergddica, por lo tanto nos limitaremos a explicar y enunciar conceptos y teoremas
importantes sin la necesidad de demostrarlos.

En el primer capitulo daremos algunos conceptos importantes en los sistemas simbélicos,
los cuales seran ampliamente usados en el trabajo al ser los mas simples de analizar con
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la propiedad de especificacién. En el segundo capitulo daremos las bases de la dinamica
topoldgica y la teoria ergddica fundamentales en el estudio de la informacion.

Finalmente el tercer capitulo haremos el analisis detallado de la propiedad de espe-
cificacién enfocandonos en los sistemas simbdlicos, daremos ciertas proposiciones que nos
ayudaran a demostrar que un sistema dindmico expansivo con especificacion tiene una me-
dida de entropia maximal tnica y finalmente veremos dos debilitaciones de la especificacién
y como este teorema ya no se cumple en general.
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Introduccion

El estudio de los sistemas dindmicos discretos ha sido de suma importancia a lo largo
de la historia, ya que cuando tenemos un problema que debemos de modelar no siempre
se puede realizar un experimento de forma continua. Por ejemplo si quisiéramos estudiar
el crecimiento de poblacion de alguna especie animal, no necesariamente podemos ver su
cambio en cada momento, al contrario analizariamos su cambio en cada cierto tiempo, por
ejemplo cada mes.

Esta idea de tener experimentos que solo podemos realizar en tiempos especificos nos
lleva a tener que estudiar el comportamiento de manera discreta y por eso estudiamos los
sistemas dinamicos discretos. El tipo que mas usaremos de un sistema dindmico discreto son
los sistemas dindmicos simbdlicos, los cuales son sistemas formados con base en espacios de
sucesiones infinitas de simbolos. Estas sucesiones son muy ttiles en multiples problemas, des-
de modelos en fisica cuyo estudio es mas simple desde el punto simbdlico, como en problemas
de informacion, donde la informacion se da por largas cadenas de simbolos, especialmente
Os y 1s, como en el caso binario.

Modelar problemas en fisica por medio de los sistemas simbdlicos es muy interesante
porque puede facilitar mucho el estudio del sistema, e.g. cuando la funcion que modela el
sistema, por ejemplo en R", puede ser bastante complicada. El problema es entonces como
podemos elegir un sistema simbélico que sea “similar” a nuestra funcién original, es decir que
sean “conjugados” (equivalentes como sistemas dindmicos). Una manera de intentar resolver
este problema es con la entropia. La entropia topolégica de un sistema es un ntmero que
tiene propiedades muy importantes, una de ellas es que dos sistemas dinamicos equivalentes
tienen que tener la misma entropia topoldgica .
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El estudiar la entropia topoldgica es una parte vital de este trabajo, ya que no solo nos
ayuda a saber si dos sistemas dinamicos pueden ser equivalentes, si no que nos da informacién
realmente importante del sistema como qué tan complejo es, o qué tanta informacion carga
el sistema. Aparte de la entropia topoldgica podemos definir la entropia métrica (o de teoria
de la medida), la cual es una forma de definir la entropia pero en términos de la medida del
sistema. La entropia métrica nos da informacion de la complejidad del sistema con respecto
a como medimos su conjuntos, y se vuelve interesante el saber si existe una medida que nos
pueda llevar a relacionar la entropia métrica y la entropia topoldgica, lo cual sera el problema
méas importante de nuestro trabajo.

Por definicién, la entropia métrica siempre es menor o igual a la entropia topoldgica,
y nos interesa el problema de encontrar medidas de entropia méaxima, es decir medidas
cuya entropia métrica coincide con la entropia topoldgica del sistema. Para poder encontrar
una forma de resolver este problema, se define una propiedad llamada especificacion. La
especificacion nos permite encontrar elementos en el sistema que se “aproximan” a pedazos de
orbitas de cierto tipo. Muchos autores han encontrado la forma de relacionar esta propiedad
con el hecho de tener una unica medida de entropia maxima, es decir que sea igual a la
entropia topolodgica, y analizaremos sus correspondientes trabajos para tratar de entender
esta relacién. En especial encontraremos que siempre que un sistema tenga especificacion y
sea expansivo implica la existencia de una medida de entropia maxima.

El llegar a esa conclusién es bastante complicado y requiere un amplio conocimiento
de teoria de la medida, teoria ergédica y sistemas dinamicos. Nuestro propdsito es también
presentar una monografia con todo el material necesarios para asi poder tener una referencia
completa que presente las propiedades mas importantes de la especificacion.

Finalmente estudiaremos un par de propiedades parecidas a nuestra especificacién, que
son muchos mas débiles. Estas propiedades nos dan mucha menos informacién acerca de
las medidas de entropia pero también dan una gran cantidad de problemas abiertos que se
pueden estudiar y trabajar mas adelante.



Capitulo 1

Espacios shift

En este capitulo la principal area que abordaremos es la dindmica simbdlica, la cual se
encarga de estudiar los espacios shift. A lo largo de este capitulo estudiaremos los espacios
shift, empezando por los shifts completos, los cuales son los espacios shifts més basicos, y
sus principales propiedades. Después veremos los espacios shift de tipo finito, los cuales son
los principales espacios con los que trabajaremos, al igual que los espacios shift séficos.

Analizaremos el concepto de entropia en el contexto de los espacios shift, el cual es vital
en nuestro estudio de ergodicidad y es uno de los conceptos mas importantes en sistemas
dinamicos, pues nos ayuda a clasificar los sistemas dindmicos en términos de su complejidad.
Por lo tanto explicaremos brevemente lo que es un sistema dinamico y cémo relacionarlos
con los espacios shift para formar sistemas simbdlicos.

Finalmente estudiaremos el concepto de conjugacién entre sistemas dinamicos y su rela-
cién con la entropia y veremos por qué es un concepto tan importante para analizar sistemas
simbdlicos.

Muchos de los conceptos e ideas que veremos en este capitulo seran generalizados y
extendidos en los siguientes capitulos, pero estudiarlos primero en particular en el contexto
de dinamica simbdlica nos da una buena base para continuar. Los siguiente conceptos fueron
tomados de [12] y [3]



1.1 Espacios shift completos 4

1.1. Espacios shift completos

Tomemos un conjunto finito y discreto (con la topologia discreta) de simbolos A al cual
llamaremos alfabeto. Los simbolos (o elementos) de un alfabeto los llamaremos letras. Estos
simbolos pueden ser de cualquier tipo, ya sean las letras del abecedario espanol, asi como los
digitos del 0 al 9, etc. Dado un alfabeto podemos definir el shift completo el cual es la base
de la dindmica simbdlica.

Definicion 1.1. El A-shift completo, denotado por X 4, se define como

XA:AZ:{x:(xl)lezxZE.A VZEZ} (11)
Entonces X 4 consiste de todas las sucesiones bi-infinitas de simbolos en el alfabeto A. Si
tomamos el alfabeto A ={0,1,2,...,r — 1}, entonces X 4 se llama el r-shift. Una elemento

(i.e. una sucesion) en el espacio shift completo se llama punto.

Un concepto que se usard bastante es el de palabra o bloque w sobre el alfabeto A, esto
es una sucesién finita de simbolos del alfabeto y definimos su tamano |w| como el niimero
de sfmbolos que compone a la palabra . Por ejemplo si tomamos el alfabeto A = {0, 1} una
palabra seria 01000101101 y su tamano es 11. Si tomamos |w| = 0 entonces hablamos de la
palabra vacia. Asi, las palabras de longitud n sobre el alfabeto A es precisamente A". El
conjunto de todas las palabras sobre el alfabeto A (de cualquier tamano, incluso la palabra
vacia), lo denotaremos por A* = U,>o.A".

Dada una palabra w = a;...a; € A* de tamano k, una subpalabra de w es una pa-
labra de la forma v = a;...a; donde 1 < i < j < k. Por ejemplo si tomamos la palabra
w = 0110101010 entonces un ejemplo de subpalabra es v = 10101. Dadas dos palabras u, v
podemos concatenarlas para formar una palabra mas larga w = uv de tamano |w| = |u|+ |v|
evidentemente la concatenacion no es conmutativa pues uv no es igual a vu pues si u = 1001
y v = 011 entonces uv = 1001011 y vu = 0111001.

Otro concepto fundamental en la dindmica simbdlica es el mapeo shift o, que es precisa-
mente la funcién que convierte un espacio shift en un sistema dinamico discreto, es decir un
espacio que tiene una funcién en si misma. El mapeo shift ¢ sobre el espacio shift completo
en el alfabeto .4 es un mapeo que lleva un punto x € X 4 del shift completo a y = o(z) € X4
donde el término y;, es decir el simbolo que se encuentra en la posicion ¢ de la sucesiéon vy,
estd dado por y; = z;41. Por ejemplo tomemos el punto

r =...01110,10101001 ...
sobre el alfabeto binario A = {0, 1}. Entonces
o(x)=...011101,0101001 ...
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(el punto decimal indica la posicién de la coordenada 0).

Podemos componer el mapeo shift n veces, esto quiere decir que al tomar un punto x
movemos todos sus simbolos en él n veces a la izquierda. Definimos un punto de periodo n
como un punto z € A% con la propiedad de que que 0™ (z) = x y 0™(x) # x para m < n.
En este caso, si en particular n = 1, entonces = es un punto fijo.

Supongamos que tomamos un espacio shift completo X 4 y definimos una lista de pa-
labras o bloques prohibidos F C A* sobre el espacio shift completo. Esta lista de bloques
prohibidos puede ser finita o infinita, pero siempre es numerable porque A* siempre es nu-
merable (ya que la cardinalidad de A es finita).

El conjunto Xr es un subconjunto del shift completo, y lo llamaremos espacio shift
definido por F. El conjunto F es un conjunto de bloques prohibidos, por lo tanto el espacio
shift es un conjunto de puntos del espacio shift completo en los que no ocurren bloques
prohibidos.

Uno de los shifts mas conocidos es el shift dureo llamado asi por que su entropia to-
poldgica (un concepto que se vera mas adelante) es el logaritmo de la razén durea, el cual
esta definido como el subconjunto de todas las sucesiones bi-infinitas sobre el alfabeto binario
A = {0,1} con la propiedad de que no pueden haber dos 1s seguidos. Asi, si definimos el
subconjunto F = {11} como el conjunto de bloques prohibidos, entonces X serfa el espacio
shift dureo.

Si podemos definir un espacio shift a través de un conjunto de bloques prohibidos,
entonces, de igual manera, podemos intentar definirlos a través de los bloques que no estan
prohibidos. Sea X un subconjunto del espacio shift completo y n > 1 un entero positivo.
Definimos B,,(X) el conjunto de todos los n-bloques que ocurren en los puntos de X, es decir,

B, (X)={w=a;...a, € A" : Jx=(2;)iez €X & I kEZL, xp...Tpin1=w}.

Entonces el lenguaje de X estd definido como la union de todos los bloques permitidos, es
decir,

B(X) = | B.(X). (1.2)

Es importante notar que no toda coleccion arbitraria de bloques sobre un alfabeto es el
lenguaje de un espacio shift. Por lo tanto necesitamos caracterizar cuando si lo es.

Proposicién 1.1. 1. Sean X C AZ un espacio shift, y sea L = B(X) su lenguaje. Si
w € L, entonces
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a) (propiedad de factor) cualquier subbloque de w pertenece a L, y

b) (propiedad de extension) hay bloques no vacios u y v en L tal que uwv € L.

2. La condicion (1) caracteriza completamente a los lenguajes de los espacio shift, es
decir, L C A* es el lenguaje de un espacio shift si y solo si se cumple la condicion (1).

3. El lenguaje de un espacio shift determina el espacio shift, es decir, dos espacios shift
X,Y C AZ son iguales si y solo si sus lenguajes son iquales. En otras palabras, X =Y

si y solo si B(X) = B(Y).

Si tomamos el complemento (en .A*) del lenguaje de X, entonces obtendremos el conjunto
prohibido mas grande que caracteriza a X, es decir, siempre tenemos que X = X donde
F=A\B(X),ysi F C A" es tal que X = Xz, entonces F' C F.

La proposicion anterior nos dice que cualquier bloque en el lenguaje de un espacio shift se
puede extender con otros dos bloques de cada lado y obtener un nuevo bloque que pertenece
al lenguaje del espacio shift. El inverso no siempre es cierto, es decir, dados dos bloques
u,v € B(X), no necesariamente existe w € B(X) tal que uwv € B(X). Por ejemplo si
tomamos el alfabeto binario A(X) = {0,1} y el espacio shift de sucesiones que cuentan con
todas sus entradas 0 a excepcion de una entrada que es 1. En este espacio shift las palabra
01 y 10 son palabras validas pero es imposible unirlas por que implicaria la existencia de
dos entradas diferentes de cero. Si se cumple que para cualesquiera dos bloques u, v € B(X),
podemos encontrar un bloque w € B(X) tal que uwv € B(X), entonces decimos que el
espacio shift X es irreducible.

1.2. Cébdigos de bloques corredizos

Nos gustaria encontrar funciones que transformen un espacio shift en otro, no necesaria-
mente sobre el alfabeto. Dichas transformaciones deberan preservar la estructura topoldgica
y dindmica de los espacios shift. Los mapeos de bloques van a ser las funciones que vamos a
considerar ahora. Supongamos que tenemos una sucesion x = ...r_1xoTy ... en un espacio
shift X sobre el alfabeto A, y queremos transformarla a una sucesion y = ...y _1yoy; . .. de
un espacio shift Y sobre un alfabeto U. Fijemos dos enteros no negativos m,n > 0 (lo que im-
plica que —m < n). Para determinar la coordenada y; usamos una funcién ®: A" — 1f,
de forma que y; es la imagen bajo ® de la ventana de coordenadas de x que va de i — m a
1+ n, es decir, y; = CD(x[i_m,Hn]). Esta regla determina una funcién ¢: X — Y que denomi-
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namos un mapeo blogques. La dependencia de ¢ en términos de ® la denotaremos escribiendo

b=

Si tenemos un espacio shift X sobre A y un mapeo bloques ®: B, 1,+1(X) — U, entonces
el mapeo ¢ : X — U” definido por y = ¢(z) con y; = P(Tj_m,i+n)) es llamado el cddigo de
bloques corredizo con memoria m y anticipacion n inducido por ® (o simplemente cddigo
de bloques). Es decir es una funcién que va a tomar bloques de tamano m + n de un punto
x € A y los va transformar en simbolos de y. A los nimeros m y n los llamamos memoria y
anticipacion por que dado un elemento x; el bloque corredizo solo necesita saber que paso m
pasos antes, por eso es su memoria, y necesita saber que pasara n pasos después por eso es
la anticipacién. De la definicién de cédigo de bloques corredizo se desprende inmediatamente
el siguiente resultado.

Proposiciéon 1.2. Sean X y Y dos espacios shift. Si ¢ : X — Y es un codigo de bloques
corredizo, entonces ¢ o ox = 0y 0 .

Es importante notar que la conmutatividad de ¢ con ¢ no es suficiente para decir que ¢
es un coédigo de bloques corredizo. Para eso debemos de pedir, aparte de la conmutatividad,
que exista N > 0 tal que ¢(z)o es una funcién de z_y .

Si un cddigo de bloques corredizo ¢ : X — Y es suprayectivo (o simplemente sobre),
entonces ¢ se llama cddigo factor de X a Y, y un espacio shift Y es factor de X si existe un
cédigo factor de X a Y. Si el cddigo de bloques corredizo es inyectivo entonces se le llama
una incrustacion (o encaje) de X en Y. Si ¢ es biyectivo y la inversa ¢~!: Y — X es un
codigo de bloques corredizo, entonces ¢ es una conjugacion entre X y Y, y estos dos espacios
shift se dicen que son conjugados. Si dos espacios shift son conjugados, entonces podemos
pensarlos como dos espacios esencialmente iguales, los cuales comparten sus propiedades, y
lo tnico que cambia es el alfabeto que lo conforma (y por lo tanto su lenguaje, pero ambos
lenguajes son esencialmente el mismo). Una de las propiedades que conserva la conjugacién
es el niumero de puntos de periodo n, es decir, |[{x € X : o¢"(z) = z}|. Por lo tanto este
nimero es un invariante de conjugacion. En general, los invariantes forman una parte muy
importante del estudio en dindamica topoldgica y teoria ergddica, ya que nos permiten saber
cuando dos sistemas comparten ciertas propiedades, en particular si son conjugados.

Algo importante que debemos de saber es que la imagen de un espacio shift bajo un
coddigo de bloques deslizante en un espacio shift, y que si el cdédigo de bloques deslizante es
inyectivo y sobre entonces la inversa es automaticamente un cédigo de bloques deslizante
(por lo tanto, en el parrafo anterior, hemos sido redundantes al definir la conjugacién).
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1.3. Espacios shift de tipo finito

Diremos que un espacio shift X C AZ es de tipo finito si como el espacio shift que puede
ser descrito bajo un conjunto de bloques prohibidos F C A% de tamaiio finito. Por ejemplo,
el espacio shift dureo es de tipo finito ya que esta descrito por un conjunto finito F = {11},
es decir, X = Xz. Observemos que dos conjuntos de palabras prohibidos F, 7' C A* puede
ser distintos y aun asi determinar el mismo espacio shift, es decir, es posible que X = X 7.
Por ejemplo, en el caso de espacio shift aureo, definamos F' = {11,111,1111,11111,...} =
{1}* \ {€,1}, donde € denota a la palabra vacia. Entonces F' es un conjunto infinito y
claramente tenemos que Xz = Xz, donde F = {11}.

Si tomamos un espacio shift de tipo finito tal que pueda ser descrito por un conjunto
de bloques prohibidos todos de tamano M + 1 entonces decimos que tiene memoria M.
Siempre podemos tomar un espacio shift de tipo finito y hacer que todos los bloques de F
sean del mismo tamano. Para eso, primero tomamos los bloques del tamano mas grande en
un conjunto finito de bloques prohibidos que generan al espacio shift. Supongamos que dicho
tamano maximo es M +1 con M > 0. Luego construimos todos los bloques de tamano M +1
que contengan al menos un bloque de F de longitud no maxima. Esto hace que el nuevo
conjunto de bloques prohibidos F' sea méas grande, pero ahora todos los elementos de F’ son
del mismo tamaio, es decir, F' C AM+1,

Por ejemplo tomemos el alfabeto A = {a,b,c,d,} y el conjunto F = {ab,bcd},
la palabra mas grande es de tamano 3, asi que podemos crear las palabras
{aba, abb, abe, abd, aab, bab, cab, dab} todas estas son prohibidas pues contienen ab y salvo
la palabra bcd no hay mas palabras de tamano tres prohibidas, por lo tanto el nuevo con-
junto F' = {aba, abb, abe, abd, aab, bab, cab, dab, bed} forma al mismo shift que F. Esto nos
permite tener un criterio sencillo para ver si un elemento € A% pertenece a X, a saber,
basta que todos los bloques de longitud M + 1 de x no pertenezcan a F'. Por lo tanto para
cualquier espacio shift de tipo finito, siempre podemos encontrar una memoria M > 0 tal
que, X es un espacio shift de tipo finito de memoria M.

Teorema 1.1. Un espacio shift X es un shift finito con memoria M si y solo si para cualquier
uv, vw € B(X) y |v] < M entonces uvw € B(X).

Teorema 1.2. Si un espacio shift X es conjugado a un espacio shift de tipo finito Y, entonces
X es de tipo finito.

Estos dos teoremas son muy importantes para poder caracterizar los espacios shift de
tipo finito. Un resultado importante es el hecho de que los espacios shift de tipo finito,
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son esencialmente los espacios shifts definidos por graficas dirigidas. Iremos ahora en esta
direccion.

Definicion 1.2. Una grdfica dirigida (o digrdfica, o simplemente una grdfica, ya que en este
trabaja todas las gréficas van a ser dirigidas), denotada por G = (V,€), consiste de un
conjunto finito V = V(G) de vértices (o nodos, o incluso también estados), junto con un
conjunto finito € = £(G) de aristas, cada arista e € £(G) empieza en un vértice denotado
por i(e) € V(G) y termina en un vértice t(e) € V(G).

Definicion 1.3. Sean G y H dos graficas. Un homomorfismo de grdficas de G a H consiste
de un par de mapeos 09 : V(G) = V(H) y ¢ : E(G) — E(H) tales que i(¢(e)) = dp(i(e)) y
t(p(e)) = dp(t(e)) para todas las aristas de G y se denota por (0¢,¢) : G — H. Si los dos
mapeos son inyectivos, entonces se dice que es una incrustacion (o encaje) de gréficas, y si
los dos son inyectivos y sobre (es decir, biyectivos), entonces se dice que es un isomorfismo
de grdficas. Si dos graficas tienen un isomorfismo de graficas se dice que son isomorfas.

Definicion 1.4. Sea G = (V, ). Para cada par de vértices I,J € V, sea A;; el nimero
de aristas que tiene como estado inicial I y como estado final J. Entonces la matriz de
adyacencia de G es la matriz cuadrada A = A(G) = [Ar.y]1.5ev-

Esto nos permite convertir un grafica en una matriz, la cual es mucho mas facil de
manipular y estudiar, pero también podemos tener la operacién inversa y de una matriz
cuadrada obtener una grafica:

Definicion 1.5. Sea A = [Ar j| una matriz cuadrada de dimensiones nxn con entradas enteras
no-negativas. La grafica de A es la grafica G = G(A) con vértices V(G) = {1,2,...,n} y con
A j aristas con estado inicial I y estado final J, con I, J € V(G).

Definicion 1.6. Sea GG una grafica con un conjunto de aristas £ y matriz de adyacencia A.
El shift de aristas X es el espacio shift sobre el alfabeto A = £ definido por

Xg={6=(&)iez € EX 1 (&) = i(&41) para todo i € Z}.

Una caminata en una grafica, es una sucesion de aristas donde el estado terminal de la
primera arista es el mismo estado inicial que la segunda arista, y asi sucesivamente, por lo
tanto un elemento en el shift de aristas es una caminata (doblemente) infinita.

Proposicién 1.3. 5i G es una grdfica con matriz de adyacencia A, entonces el shift de
aristas correspondiente Xg = X4 es un shift de tipo finito con memoria 1.

Las graficas pueden tener aristas que no aparecen en el shift de aristas, esto debido a que
algunas aristas pueden tener estados terminales que no sean el inicio de ninguna otra arista,
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o viceversa. A este tipo de vértices se les llama varados. Una gréafica es esencial si ninguno
de sus vértices estd varado. Generalmente usaremos gréaficas esenciales, asi que si tomamos
un grafica H tal que su conjunto de vértices es subconjunto del conjunto de vértices de G, y
lo mismo con las aristas la llamamos subgrdfica y buscamos aplicar la siguiente proposicién.

Proposicién 1.4. Si G es una grifica entonces existe una unica subgrdfica H de G tal que
H es esencial y su shift de aristas es el mismo.

Definicion 1.7. Un camino de de longitud n (o simplemente un camino) en una grafica
G es una sucesién finita de aristas m = ejey. .. e, las cuales cumplen que t(e;) = i(e;1)
para todo 2 = 1,...,n — 1. El tamano de un camino estd dado por el nimero de aristas
que lo componen. Dado el camino m = ejes ... e, entonces el vértice inicial del camino es
i(m) = i(e1) y el vértice terminal del camino es t(m) = t(e,). Si el vértice terminal de un
camino es el mismo que el inicial, entonces el camino lo llamamos un ciclo. Si un ciclo no
interseca ninguno de sus vértices excepto el inicial y el terminal, entonces es un ciclo simple.

Proposicién 1.5. Sea G = (V, E) una grdfica con matriz de adyacencia A y sea m >0 un
entero no negativo.

1. El nidmero de caminos posibles de longitud m de I € V a J € V estd dado por (A™); ;.

2. El nimero de ciclos de longitud m en G esta dado por tr(A™), donde tr(A) es la traza
de A.

Definicion 1.8. Una grafica G se dice irreducible si para cada par de nodos I y J existe un
camino que comience en [ y termine en J.

Proposicion 1.6. Una grdfica esencial es irreducible si y solo si su shift de aristas asociado
es 1rreducible.

Esta proposicion es muy 1til ya que en varios casos puede ser mas facil observar la
irreducibilidad para graficas que para un shift. Toda esta informacién de graficas nos ayudara
mucho pues veremos que cualquier shift de tipo finito puede ser convertido por medio de un
c6digo en un shift de aristas. De manera general llamaremos cddigo a cualquier funcion que
transforme un espacio shift en otro. Es importante notar que ésto no implica que todos los
shifts finitos sean shifts de aristas, tomemos por el ejemplo el shift aureo. Sabemos que este
espacio shift solo tiene un par de aristas 0 y 1, por el Teorema [1.4] existe una subgrafica H
esencial cuyo shift de aristas es el mismo. Entonces al tener dos aristas y ser esencial solo
puede tener 1 o 2 vértices. Si tuviera un solo vértice, ambas aristas tendrian el mismo nodo
inicial y terminal, por lo tanto tendriamos el shift completo en dos simbolos, lo cual es una
contradiccion. Por otro lado, si tuviera dos vértices, entonces tendriamos caminos infinitos
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solo formados por la palabra 01 o 10 pues el inicial de una arista seria el terminal de la otra.
Ninguno de estos espacios shift es el shift aureo y por lo tanto no es un shift de aristas.
Por esto hay que buscar una forma tal que, siempre que sea posible, dado un shift podamos
construir otro que si sea un shift de aristas. Esto lo podremos hacer precisamente cuando el
espacio shift es de tipo finito, como veremos mas adelante.

Definicion 1.9. Sea X un espacio shift sobre el alfabeto A. Si pensamos al conjunto B, (X) de
todos los bloques permitidos de tamano n > 1 como conjunto de simbolos, podemos construir
un nuevo alfabeto A[;] donde cada letra es una de las palabras permitidas de tamano n, es

decir A% = B, (X). Al ser un alfabeto, existe el shift completo sobre ese alfabeto y definimos
el cddigo del blogues de altura n como 3, : X — (.A[;])Z tal que (Bn())[ = T isn—1]-

Lo que hace este codigo es convertir la i-ésima coordenada de una sucesion x en la palabra
de tamano n en x que empieza en 7. Un elemento en (A[;])Z es una sucesion de palabras
que se sobreponen pues tanto (5,(2))u = Zfiitn-1 = ¥ cOMO (Bn(2))ji41] = Tjit1,i4n] = ¥
contienen a la subpalabra ;1 14n-1), tal que si u = wjuy ... u, y v = v1v2...v, entonces
U2 ... Up =V1...Up—1 = x[i+1,i+n—1}'

Definicion 1.10. Sea X un espacio shift. Entonces el espacio shift de bloques de altura N de
X, denotado por X es la imagen del c6digo By (X) en el shift completo .A[)](V].

Proposicién 1.7. Los espacios shift de bloques de altura N de un espacio shift son espacios
shift para cualquier N.

Una observacion importante es que el mapeo (3, es claramente invertible. Para ver esto,
sea y € XN es decir, sea * € X tal que y = B,(z). Entonces cada uno de los sfmbolos
de y es un n-bloque de z, y los simbolos consecutivos de y, vistos como n-bloques de x, se
sobreponen en n—1 de sus coordenadas. Por construccion entonces basta considerar el primer
simbolo de cada uno de estos n-bloques que conforman a y para recuperar z. En virtud de la
proposicién anterior, podemos concluir que X y X! son esencialmente el mismo (es decir,
son conjugados, concepto que definiremos con precision méas adelante).

Teorema 1.3. Si X es un espacio shift de tipo finito de memoria M > 0, entonces existe
una grifica G tal que XM+ = X

Idea de la demostracion. Primero notemos que si M = 0, entonces estamos hablando de que
X es un espacio shift completo. En este caso, definimos la gréfica G con un solo vértice
y el mismo nimero de aristas que los simbolos en el espacio shift completo, y ya. Ahora
supongamos que M < 1. Definimos el conjunto de vértices de G como V = By (X), esto
es, todos los M-bloques permitidos del espacio shift X. Ahora supongamos que tomamos
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I =aiay...ap y J = biby ... by dos vértices en G, los cuales son bloques de tamano M
de X. Si se cumple que asaz . ..a,, = biby...by_1, entonces a1b1bs ... by = aq...apby v si
esta sucesion pertenece a B(X), entonces se crea una arista de I a J, de otra manera no se
unen los nodos. De esta manera una caminata bi-infinita a lo largo de G es una sucesion de
[M + 1]-bloques pues cada arista estd formada por bloques vélidos de tamano M + 1 que se
sobreponen progresivamente. O

Utilizando el proceso descrito en la idea de demostracion, podemos transformar cualquier
espacio shift de tipo finito en una espacio shift por aristas. Notemos entonces que al considerar
el espacio shift de bloques de altura N asociado a un espacio shift de tipo finito X, de memoria
N, estamos esencialmente reduciendo la memoria. Reducir la memoria de un espacio shift
de tipo finito es una técnica muy ttil y estandar dentro del estudio de los espacios shift de
tipo finito.

Por ejemplo en el espacio shift aureo, sabemos que es un shift de memoria 1, sin embargo
no es un shift por aristas, como vimos anteriormente. Consideremos el espacio shift de bloques
de altura 2. Los 1-bloques validos, es decir, el alfabeto, son 1 y 0. Los 2-bloques validos son
01, 10 y 00 (el tinico 2-bloque invalido es 11). Por lo tanto creamos tres vértices con las
etiquetas de estos tres 2-bloques validos. Luego, considerando las superposiciones entre estos
tres 2-bloques validos, colocamos una arista del vértice 01 al vértice 10, una arista del vértice
10 al 01, y una arista del vértice 00 al 00 (es decir, un ciclo de longitud 1 en 00). Hemos
recodificado el espacio shift dureo en un nuevo espacio shift por aristas.

Asi como un espacio shift puede ser recodificado en una nueva presentacién en bloques,
lo mismo podemos hacer cuando un espacio shift es un espacio shift de aristas:

Definicion 1.11. Sea G un grafica. Para N > 2 definimos la N-ésima grafica de aristas més
grande GVl de G como la grafica que tiene como conjunto de vértices a todos los caminos de
tamano N en G, y para cada par de vértices ejes...en, fifo... fn,sies...ey = f1... fn_1,
entonces colocamos una arista entre ellos.

Observemos que las entradas de la matriz de adyacencia de G son 0s y 1s. El lector
familiar con teoria de graficas encontrara semejanzas entre la definicién anterior y el concepto
de grdfica de lineas.

Proposicién 1.8. Si G es una grdfica entonces (Xg)™ = Xgm.

Definicion 1.12. Sea B una matriz de r X r de ceros y unos, esto es una matriz de adyacencia
de una gréafica G donde solo hay a lo més una arista entre dos vértices. Entonces el espacio
shift de vértices X = X¢ es el espacio shift con alfabeto A = {1,2...r} definido por

Xp = {z = (2;)iez € A” tal que B,, = 1 para todo i € Z}.

»Ti41
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Proposicién 1.9. » 51 renombramos los simbolos, los espacios shift de tipo finito de
memoria 1 son los mismos que los espacios shift por vértices.

= Renombrando los simbolos, cada espacio shift de aristas es un espacio shift de vértices
(de otra grdfica).

» Si X es un espacio shift de tipo finito de memoria M, entonces X™) es un espacio shift

de memoria 1, es decir, es un espacio shift de vértices. De hecho, existe una grafica G
tal que XM = X y XM+ = X

Esta proposiciéon nos da una relaciéon entre espacios shift de tipo finito, espacios shift
de aristas y shifts de vértices. Nos da la capacidad de poder cambiar entre ellos y trabajar
en el que nos sea méas comodo. Por lo tanto, los espacios shift relacionados con graficas nos
ayudaran mucho para trabajar con muchos tipos diferentes de espacios shift. De hecho, hay
todavia una clase mas amplia de espacios shift definidos por graficas “etiquetadas”, tema
que a continuacién abordaremos.

1.4. Espacios shift séficos

Definicion 1.13. Una grdfica etiquetada G esté formada por el par (G, L), donde G = (V, €)
es una grafica y L: £ — A es un “etiquetado” de las aristas con un alfabeto A. De esta
forma, para cada arista e € £, la funcién L la asocia un simbolo del alfabeto A. La grdfica
subyacente de G es G.

La funcién L no tiene por que ser inyectiva, de hecho en general no lo va a ser, y mandara
muchas aristas al mismo simbolo del alfabeto. Para las gréaficas etiquetadas también podemos
definir una matriz de adyacencia Ag donde la entrada I, J esta dada por la suma formal de
las etiquetas de las aristas del vértice I al vértice J, si no hay aristas entre dos vértices, la
entrada es formalmente el vacio. Una gréafica etiquetada es irreducible si su gréfica subyacente
es irreducible.

Definicion 1.14. Sea G = (G, Lg) y H = (H, Lg) dos graficas etiquetadas. Un homomorfismo
entre dos grdficas etiquetadas Gy H es un homomorfismo de graficas (0¢,¢): G — H tal
que Ly(¢(e)) = Lg(e) para todas las aristas e € £(G). Si tanto d¢ como ¢ son biyectivas,
entonces decimos que el homomorfismo es de hecho un isomorfismo de graficas etiquetadas.

Sea G = (G, L) una grafica etiquetada. Si tomamos un camino m = ejes...e, en G,
entonces podemos considerar “etiquetar” el camino, considerando la etiqueta de cada arista
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que lo conforma, es decir, la imagen L(m) = L(ej)L(es) ... L(e,). Esto es un n-bloque en el
alfabeto A. Esto puede ser trasladado a una caminata bi infinita en G, donde etiquetamos
cada uno de las aristas. El conjunto de todas las caminatas bi infinitas etiquetadas esta
denotado como Xg. Formalmente,

Xg = {(L(4))iez = (v3)icz € Xa}-

Definicion 1.15. Un subconjunto X de un shift completo es un shift sdfico si X = X¢g para
alguna grafica etiquetada G. La presentacién de un shift séfico X es una grafica etiquetada
G donde Xg = X.

Es importante observar que la presentacién de un shift séfico no es tinica (por ejemplo,
cualquier gréfica etiquetada con el alfabeto {0} da lugar al espacio shift completo en un
simbolo, siempre y cuando la gréfica contenga al menos un camino bi-infinito). De hecho,
dos graficas etiquetadas no isomorfas pueden dar lugar al mismo espacio shift sofico. Por lo
tanto, siempre es importante observar qué presentacion estamos tomando en cuenta y lo que
podemos obtener de ella.

Sea un bloque w en B(X) donde X es un espacio shift séfico. Decimos que w tiene una
presentacién 7, donde 7 es un camino en la grafica etiquetada, si L(m) = w. La presentacion
de w no es unica, no solo por que hay diferentes formas de presentar el shift, si no que una
misma presentacion podemos encontrar diferentes presentaciones para el mismo bloque.

Teorema 1.4. Los espacios shift soficos son espacios shifts.

Teorema 1.5. Cada espacio shift de tipo finito es un espacio shift sofico.

Estos dos teoremas nos muestran dos cualidades importantes de los shifts soficos. Primero
nos aseguran que son espacios shift, y segundo que siempre que tengamos un espacio shift
de tipo finito lo podemos ver como un espacio shift séfico, aunque el inverso no se cumple,
es decir, no todos los espacios shift soéficos son de tipo finito.

Proposicién 1.10. Un espacio shift séfico es un espacio shift de tipo finito si y solo si tiene
una presentacion (G, L) tal que Lo, es un conjugacion.

Dado un shift X cualquiera queremos saber si ese shift es sofico, para eso podemos usar
el siguiente teorema.

Teorema 1.6. Un espacio shift es sifico si y solo si es un factor de un shift de tipo finito.

Corolario 1.1. FEl factor de un espacio shift sifico es sofico.
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Corolario 1.2. Un espacio shift que sea conjugado a un shift séfico es sdfico.

El teorema anterior y sus corolarios nos dicen que la coleccién de espacios shift séficos
es la coleccién més pequena que contiene a los shifts de tipo finito y sus factores.

Pero obtener factores de un shift de tipo finito puede ser complicado, o més atin, com-
probar si un espacio shift es factor de un espacio shift séfico. Por eso mostraremos otra forma
de probar que un espacio shift es soéfico.

Definicion 1.16. Sea X un espacio shift y w una palabra en B(X). El conjunto sucesor Fx(w)
de w en X es el conjunto que contiene todas las palabras en B(X) que pueden seguir a w
en X, es decir, Fx(w) = {v € B(X) : wv € B(X)}. La coleccién de todos los conjuntos
sucesores de X esta denotada por Cx.

Supongamos que X es un espacio shift sobre un alfabeto A tal que Cx es finito. Entonces
podemos construir la gréfica etiquetada G = (G, L) llamada la grdfica de conjuntos sucesores,
donde el conjunto de vértices es precisamente el conjunto sucesor Cx, y donde para todo
bloque w € B(X) y cualquier simbolo a € A, si se cumple que wa € B(X), entonces creamos
una arista etiquetada con a del vértice Fx(w) al vértice Fx(wa).

Proposicién 1.11. 5i X es un espacio shift con un nimero finito de conjuntos sucesores y

G es la grdfica de conjuntos sucesores, entonces G es una presentacion de X, en particular
X es sofico.

La proposicién anterior nos dice que cuando tengamos un espacio shift y podamos obte-
ner sus conjuntos sucesores, si resulta que hay un nimero finito de ellos, entonces podemos
asegurar que nuestro espacio shift es séfico. Esta propiedad de hecho caracteriza a los espacios
shift séficos:

Teorema 1.7. Un espacio shift es sofico si y solo si tiene un numero finito de conjunto
SucCesores.

Definicion 1.17. Una gréfica etiquetada G = (G, L) se dice que es derecha resolvente si
para cada vértice I en G, las aristas que empiezan en [ tienen diferentes etiquetas. Una
presentacion derecha resolvente de un espacio shift séfico es una presentacion de X que es
precisamente derecha resolvente.

Teorema 1.8. Todo espacio shift sofico tiene una presentacion derecha resolvente.

Por ejemplo, ya vimos que la grafica de conjuntos sucesores de un espacio shift sofico X
es una presentacién del mismo, y por construccién, es siempre derecha resolvente.
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Generalmente el precio a pagar por tener una representacién derecha resolvente es que el
nimero de vértices de la presentacién es mucho mayor que una que no es derecha resolvente,
asi que nos gustaria encontrar la representacion derecha resolvente mas simple.

Definicion 1.18. Una presentacion derecha resolvente minima de un espacio shift séfico X
es una representacion derecha resolvente con el minimo niimero de vértices posibles.

Definicion 1.19. Sea G = (G, L) una grafica etiquetada, y sea I € V es un vértice de G. El
conjunto sucesor Fg(I) de I en G es la coleccién de etiquetas de los caminos que comienzan en
1. Decimos que G es sucesivamente separada si estados diferentes tienen conjuntos sucesores
distintos.

Sea G = (G, L) una gréfica etiquetada con el alfabeto 4. Dados dos vértices I, J, decimos
que son equivalentes si tienen el mismo conjunto sucesor. El ser equivalente es claramente una
relacién de equivalencia. Podemos entonces construir las clases de equivalencia {Z;,Z,, ...}
de los vértices que sean equivalentes. Con ellas, podemos seguidamente construir la grafica
etiquetada H tal que los nodos son las clases de equivalencia, y colocamos una arista etique-
tada con a € A entre dos nodos Z, J siempre que existan dos nodos I € Ty J € J en la
grafica original unidos por un arista de I a J etiquetada con a. Llamaremos a esta grafica
la grdfica unida de G.

Lema 1.1. Sea G una grdfica etiquetada y H la grifica unida de G. Entonces H es sucesi-
vamente separada y Xy = Xg. Mas aun, si G es irreducible, entonces también lo es H y si
G es derecha resolvente, entonces también lo es H.

Proposicion 1.12. Una presentacion derecha resolvente minima de un espacio shift sifico
es sucesivamente separada.

Si G es una grafica etiquetada irreducible, entonces el Xg es un espacio shift sofico
irreducible, pues si tomamos dos palabras w,v en B(Xg), entonces existen caminos en la
grafica subyacente 7, 7 tales que la etiqueta de estos caminos son las palabras w,v. Al ser
la grafica subyacente irreducible, podemos encontrar un camino o con etiqueta u tal que el
nodo inicial de o es el nodo terminal de 7, y el nodo terminal de o es el nodo inicial de 7,
por lo tanto la etiqueta del camino mo7 es igual a la union de las etiquetas de cada uno y
entonces tenemos que se cumple que wuwv esta en el lenguaje del espacio shift representado
por G y por lo tanto es irreducible. El inverso no siempre se cumple, es decir que un espacio
shift séfico irreducible puede tener representaciones que no son irreducibles (considérense
dos copias idénticas y ajenas de una grafica etiquetada).

Lema 1.2. Supongamos que X es un espacio shift sofico irreducible, y que G es una presen-
tacion derecha resolvente minima de X. Entonces G es irreducible.
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Proposicién 1.13. Un espacio shift sofico es irreducible si y solo si tiene una representacion
wrreducible.

Definicion 1.20. Sean G = (G, L) una grafica etiquetada. Una palabra w € B(Xg) es una
palabra sincronizante para G si todo los caminos en GG que sean presentaciones de w terminan
en el mismo vértice I, en cuyo caso diremos que w se enfoca en 1.

Lema 1.3. Supongamos que G es una grdfica etiquetada derecha resolvente y que w es una
palabra sincronizante para G. Entonces cualquier palabra de la forma wu en el lenguaje de
Xg es también sincronizante en G, y si w se enfoca en I, entonces el conjunto sucesor de w
es el mismo que el de I.

Proposicion 1.14. Sea G una grifica etiquetada derecha resolvente que es sucesivamente
separada. Entonces cada palabra u € B(Xg) puede ser extendida a la derecha a una palabra
stncronizante uw.

Proposicién 1.15. §i G y H son representaciones derecha resolventes, irreducibles y suce-
sivamente separadas de un mismo espacio shift sofico, entonces G y H son isomorfas como
grdficas etiquetadas.

Teorema 1.9. Cualquier par de presentaciones minimas derechas resolventes de un espacio
shift sofico son isomorfas entre ellas.

Corolario 1.3. Sea X un espacio shift sifico irreducible. Entonces una grdfica derecha re-
solvente G es la representacion derecha resolvente minima de X si y solo si es irreducible y
sucesivamente separada.

Corolario 1.4. Sea X un espacio shift séfico irreducible, y sea G una representacion irre-
ducible derecha resolvente de X . Entonces la grdfica unida de G es la representacion derecha
resolvente minima de X .

Todas estas proposiciones y teoremas nos sirven para mostrar que cuando tengamos un
espacio shift séfico, la “mejor” presentacion que podemos tomar es la presentacion derecha
resolvente minima. Esto es debido a que todas las representaciones son isomorfas y no solo
estamos tomando la que tiene menos nodos, aparte es derecha resolvente y sucesivamente
separada, es decir que no tendra diferentes presentaciones de la misma palabra a partir de
un nodo. De cierta manera la presentacion derecha resolvente minima actiia como una forma
candnica de todas las presentaciones.
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1.5. Entropia

Hemos visto que los espacios shift se pueden caracterizar por los conjuntos de palabras
que estan permitidas, o equivalentemente, por las que no. Dados dos espacios shifts sobre el
mismo alfabeto, podemos pensar que entre mas palabras prohibidas tenga uno de ellos, y por
lo tanto menos palabras permitidas, es menos complicado (o complejo). Es decir, si tomamos
un simbolo x en el alfabeto, la cantidad de elementos que le pueda seguir para que sea una
palabra permitida sera, en general, mayor mientras mas palabras de tamano 2 tenga. Esto
se puede extender a palabras de mayor tamano. Entonces entre mas grande sea el conjunto
de las palabras permitidas, hay més opciones de simbolos para extender una palabra, por
eso decimos que es mas complicado.

Dado que el conjunto de las palabras permitidas es un conjunto infinito, nos gustaria
encontrar una forma de cuantificar esta complejidad de los espacios shift tomando todas las
palabras permitidas.

Definicion 1.21. Sea X un espacio shift. La entropia de X esta definida como

B(X) = 1fm > log | Bu(X)|. (1.3)

n—oo M

donde log = log,

La entropia mide el crecimiento exponencial de la sucesién de la cantidad de bloques
permitidos de tamano n, es decir la complejidad, pues entre mas bloques permitidos tenga,
mas complejo es el sistema. Se utiliza el logaritmo en base dos, por conveniencia pues el
creciminto de las palabras suele ser 2*.

Si el alfabeto de X estd denotado por A, entonces |B,(X)| < |A|", por lo tanto
log(|B,(X)|) < log(JA|") entonces h(X) = Llog(|B,(X)|) < log|A]| lo cual nos dice que
la entropia de un espacio shift no diverge al infinito, pero ;céomo podemos saber que si
converge a un limite fijo?

Lema 1.4. Sea ay,as, ... una sucesion no-negativa de numeros tal que Gy < G + a, para
todo m,n > 1. Entonces lim,_,o(a,/n) existe y es igual a inf,>; a,/n.

Proposicién 1.16. Si X es un espacio shift, entonces lim,, _, +log | B, (X)| existe y es igual
a fIlfnZl % log |Bn(X) | .

Demostracion. Para dos enteros m,n > 1, un bloque B, 1,,(X) estd determinado por el
bloque de tamano m inicial y el bloque sucesor de tamano n. Entonces la cantidad de bloques
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de tamano m + n debe de ser a lo mas las combinaciones posibles de bloques de tamano m y
n, por lo tanto | By, 1n(X)| < |Bn(X)] - |Bn(X)|, entonces aplicando el logaritmo obtenemos
que log | By, 1n(X)| < log|B,,(X)| + log|B,(X)| y podemos aplicar el lema anterior a una
sucesion a, = log|B,(X)|. O

Proposicién 1.17. Si Y es un factor de X, entonces h(Y') < h(X).

Ahora sabemos que si dos espacios shift son conjugados, entonces cada uno es factor
del otro, por lo tanto la entropia es la misma. Por lo tanto, la entropia es invariante bajo
conjugacion.

Corolario 1.5. Si X y Y son conjugados, entonces h(X) = h(Y).
Proposicién 1.18. Si Y estd encajado en X, entonces h(Y) < h(X).

Proposicién 1.19. Sea G = (G, L) una grdfica etiquetada derecha resolvente. Entonces
hXg) = h(Xa).

Definicion 1.22. Para una espacio shift X denotemos como p,(X) el numero de puntos en
X que tienen periodo n.

Proposicién 1.20. Sea X un espacio shift. Entonces limsup,,_, ., L log(p,(X)) < h(X).

Proposicién 1.21. Sea A # 0 una matriz cuadrada de r X r, con entradas reales no-
negativas, con un eigenvector positivo V' (es decir que todas sus entradas son positivas).
Entonces el eigenvalor A correspondiente es real positivo y existen constantes positivas cg, dy
tales que coA" < X7 ;_1(A")1; < doA". En particular, si A es la matriz de adyacencia de una
grafica G, entonces h(Xg) = log A.

Definicion 1.23. Una matriz A no-negativa es irreducible si para cada par de indices orde-
nados I, J, existen algun n = n(l,J) > 0 tal que A}, > 0. Adoptaremos al convencién de
que para cualquier matriz A, tenemos que A° = Id. Una matriz no-negativa A es esencial si
ninguna de sus columnas o filas es cero.

Claramente, A es esencial si y s6lo si G(A) es esencial.

Teorema 1.10 (Perron-Frobenius). Sea A # 0 una matriz irreducible. Entonces A tiene un
eigenvector positivo v4 con un eigenvalor correspondiente Ay > 0 que es geométricamente
simple (su eigenespacio correspondiente es unidimensional) y algebraicamente simple (es una
raiz simple del polinomio caracteristico). Si p es otro eigenvalor para A, entonces |u| < 4.
Cualquier eigenvector positivo de A es un maltiplo positivo de v 4.

Teorema 1.11. » 5i G es una grdfica irreducible, entonces h(X¢) = log(Aaq))-
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» 51 X es un espacio shift de tipo finito irreducible de memoria M y G es una grdfica
esencial para la cual XM+ = X¢, entonces h(X) = log(Aa))-

Teorema 1.12. Sea X un shift sdfico irreducible y sea G = (G, L) una presentacion irredu-
cible derecha resolvente de X . Entonces h(X) = log(Aa))-

Estos teoremas nos muestran una forma facil de calcular la entropia de un espacio shift
séfico (en particular un shift de tipo finito), conociendo la matriz de adyacencia A de la grafica
subyacente, aplicando el teorema de Perron-Frobenius y encontrando un mayor eigenvector
positivo.

Teorema 1.13. 5@ X es un espacio shift séfico irreducible, entonces

1
lim sup — log(p,(X)) = h(X).
n—oo N

Definicion 1.24. Para un espacio shift X, ¢,(X) denota el nimero de puntos en X que tienen
periédo minimo n, es decir,

wX)={rzecX : o"@)=ayo(x)£rsikec{l,....n—1}}

Corolario 1.6. Si X es un espacio shift sifico irreducible, entonces

lim sup % log(gn(X)) = h(X).

n—oo

Sea A una matriz cuadrada de r X r con entradas no-negativas (no necesariamente
enteras). Podemos asociarle a A una grafica simple (es decir, sin aristas multiples), de la
siguiente manera. Definimos A% como una matriz cuadrada de 7 x 7 con entradas en {0, 1},
donde para cualesquiera I, J € {1,...,r}, tenemos A}%J = 1siysolosi Ay # 0. La grafica
simple asociada a A es la grafica G con matriz de adyacencia A%. Si (A");; > 0 para algtin
n, es decir, si existe un camino en G de I a J, entonces decimos que [ ~» J, y si ademas
se cumple que J ~» I, entonces diremos que [ y J se comunican. La comunicacién entre
vértices es un relacién de equivalencia, por lo que podemos partir a los vértices en clases de
COMAUNICACION.

Podemos crear una grafica H donde su conjunto de vértices esté dado por las clases de
comunicacién de una grafica G, y donde existe una arista entre clases E, F' € V(H) si y s6lo
si las clases son diferentes y existe una arista en G que tenga un estado en E y otro en F.
Evidentemente H no puede tener un ciclo, pues de ser asi existiria un camino entre nodos de
diferentes clases en GG. Por lo tanto H es un arbol. En particular, tiene al menos un estado
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que no tiene aristas que salgan de él, el cual es llamado sumidero, y al menos un estado que
no tiene aristas que entren a él, llamado fuente.

Si quitamos los sumideros de la grafica H, podemos ordenar las clases de comunicacién
de tal forma que si las clases de comunicacion ordenadas son Ci, (s, ..., C} entonces solo
puede existir un camino en H de C; a C; si y solo si j es mayor que i. Con este orden
podemos hacer que A sea una matriz triangular ordenando los bloques dados por las clases
de comunicacion.

Para cada ¢ = 1,...k, denotemos por G; a la subgrafica inducida de G con conjunto
de vértices C;, de forma que sus aristas son solo las que tienen estados iniciales y termi-
nales en C;. Evidentemente estas subgraficas son irreducibles pues definimos las clases de
comunicacion como los vértices que tienen caminos entre ellos. Llamamos a estas graficas
G; las componentes irreducibles de G. De igual forma, dada una matriz no-negativa A, las
submatrices A; que se obtienen a partir de A al considerar unicamente las entradas que
corresponden a los vértices de las componentes irreducibles G; de G(A*) las llamamos com-
ponentes irreducibles de A. Analogamente, X, son las las componentes irreducibles de X.

Por ejemplo tomemos la siguiente matriz:

000000
110000
000010
A=lo 10001 (14)
011010
000110

Al enumerar cada columna y linea del 1 al 6, esta matriz representa la cantidad de aristas
que hay entre dos nodos, entonces la grafica G relacionada con la matriz es la figura 1.1

Como podemos ver tenemos cuatro clases de comunicacion C; = 1,Cy = 2,C3 = 3,5 y
Cy = 4,6, con las clases como nodos podemos dibujar la grafica H que aparece en la figura

1.2

Con H obtenemos la matriz de aristas ordenando los nodos de acuerdo a las clases de
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Figura 1.1: Grafica de G.

Figura 1.2: Grafica de H.

equivalencia lo cual serfa {C4,Cy, Cs3,Cy} ={1,2,3,5,4,6}

00 0O0O0OTO O
110 0 00
000100
A=101 1100 (L1.5)
01 0010
000101
De esta manera obtenemos una matriz casi triangular.
Definicion 1.25. Sea A una matriz no-negativa con componentes irreducibles Ay, ..., A;. El

etgenvalor de Perron A4 de A estd dado por Ag = méxi<;<i Aa,.
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Lema 1.5. Para una matriz arbitraria no-negativa A, el eigenvalor de Perron es el eigenvalor
mas grande de A.

Teorema 1.14. Sea G una grdfica con matriz de adyacencia A entonces h(Xg) = log Aa.

Este teorema nos muestra una forma facil de calcular la entropia de shifts soficos, pues
sabemos que si G = (G, L) es una presentacion derecha resolvente de X = Xg, entonces
h(Xg) = hM(X¢g) = log Aa(e). Como vimos, el eigenvalor de Perron es un eigenvalor de una
componente irreducible de A y al ser el mayor eigenvalor positivo de una matriz irreducible,
implica que la entropia del espacio shift asociado es log A4, y por lo tanto cada espacio shift
sofico contiene un espacio shift séfico irreducible cuya entropia es la entropia del sistema
original.

Calcular la entropia de un espacio shift X puede ser bastante complicado. Una forma para
calcularla es aproximar X por espacios shift de tipo finito. Sea F = {w;, wo, . ..} una coleccién
infinita de palabras prohibidas tal que X = Xz y definimos como F,, = {wy, ws,...,w,},
entonces podemos tomar los espacios shift de tipo finito Xz, donde X7 C Xz si j es mayor
que ¢, entonces Mp2; X7, = Xye 7, = Xz. En virtud del siguiente resultado, la idea es
entonces aplicar el teorema anterior a cada espacio shift de aristas asociado a cada espacio
shift de tipo finito en estas sucesiones anidadas de espacios shift.

Proposicion 1.22. Sean X; O Xy D X3 D ... espacios shift de los cuales su interseccion
es el espacio shift X. Entonces h(X,,) — h(X) sin — oo.

Con esta proposicion podemos ver que con la construccion anterior se puede aproximar
la entropia de X. El problema de calcular la entropia de esta manera es que el tamano de
la matriz de adyacencia de los espacios shift de tipo finito crece mucho, haciendo que los
calculos para encontrar el eigenvalor de Perron sean muy tardados. El otro problema es que
la proposicién (ni su demostracién, la cual omitimos) no nos dice qué tan grande tiene que
ser n para que la aproximacion de la entropia tenga un error pequeno.

Teorema 1.15. Sea A una matriz irreducible y sea B otra matriz tal que 0 < B < A. Si
existe un par de indices i, j tales que B; j < A; j, entonces Ap < Aj.

Corolario 1.7. Sea X es un espacio shift sofico e irreducible. Si'Y es subshift propio de X,
entonces h(Y) < h(X).

Definicion 1.26. Sea A una matriz no-negativa. El periddo de un estado I, denotado por
per(I), es el maximo comun divisor de los enteros n > 1 para el cual (A");; > 0. Si no existe
un entero que lo cumpla definimos per(I) = oo. El periodo per(A) de una matriz no-negativa
A es el maximo comun divisor de los periodos de sus estados. Una matriz es aperiddica si
tiene periodo 1. El periodo per(G) de una grafica G es el periodo de su matriz de adyacencia.
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Lema 1.6. Si A es irreducible, entonces todos los estados tienen el mismo periodo, por lo
que per(A) es el periodo de cualquiera de sus estados.

Entonces podemos definir el periodo de A directamente como el maximo comun divisor
de los enteros n > 1 para los cuales tr(A") > 0 (de nueva cuenta, si no existe un entero que
satisfaga ésto, entonces definimos per(A) = o).

Definicion 1.27. Sea X un espacio shift. El periodo per(X) de X es el maximo comun divisor
de los enteros n > 1 para los cuales p,(X) > 0 0 es 0o si no existe el entero (es decir, si X
no tiene puntos periddicos) donde p,(X) son los puntos peridédicos de periodo n.

Si X y Y son conjugados, entonces p,(X) = p,(Y) para todo n. Entonces el periodo de
ambos espacios shift es el mismo. Por lo tanto el periodo es invariante bajo conjugacion.

Proposicién 1.23. Si G es una grdfica, entonces per(Xq) = per(G).

Sea A # [0] una matriz irreducible con periodo finito p > 1. Diremos que los estados
I, J son periddicamente equivalentes, denotados por I ~ J, si existe un camino en G(A) de
I a J cuya longitud sea divisible entre p. Es facil ver que ~ es una relacién de equivalencia.

Proposicién 1.24. Sea A # [0] irreducible con periodo p. Entonces existen eractamente p
clases periddicas, las cuales pueden ser ordenadas como Dy, Dy, Do, ..., D, 1 de tal forma
que cada arista que comience en D; termina en D1y msd p-

Definicion 1.28. Una matriz es primitiva si es irreducible y aperiddica. Una grafica es pri-
mitiva si su matriz de adyacencia es primitiva.

Teorema 1.16. Sea A una matriz no-negativa. Los siguientes enunciados son equivalentes:

1. A es primitiva.
2. AN > 0 para algiin N > 1.
3. AN > 0 para todo N suficientemente grande.

Definicion 1.29. Un espacio shift X es mezclante si para cualquier par ordenado u,v € B(X)
hay una NN tal que para cada n > N existe una palabra w € B, (z) tal que uvwv € B(X).

Proposicién 1.25. 1. La propiedad de mezclado es invariante bajo conjugacion (de he-
cho, un factor de un espacio shift mezclante es también mezclante).
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2. Si G es una grafica esencial, entonces el espacio shift de aristas Xg es mezclante si y
solo st G es primitiva.

3. Un espacio shift de tipo finito es mezclante si y solo si es conjugado a un shift de aristas
X¢g donde G sea primitiva.

4. Un espacio shift de tipo finito es mezclante si y solo si es irreducible y per(X) = 1.

Teorema 1.17. St A es una matriz primitiva y u # Aa es un eigenvalor de A, entonces
] < Aa.

Definiremos v4 como el eigenvector de Perron de una matriz cuadrada no-negativa A y
w4 como el eigenvector de Perron de la matriz transpuesta AT. Este vector de Perron wy
también es conocido como el eigenvector izquierdo de Perron, y va es el eigenvector derecho
de Perron.

Teorema 1.18. Sea A una matriz primitiva con eigenvalor de Perron \. Sean v,w los
eigenvectores derecho e izquierdo de Perron respectivamente para A, esto es v,w > 0 son
tales que Av = v, wA = \w, y supongamos que estan normalizados, es decir, que w-v = 1.
Entonces para cada par de estados I y J se cumple que (A™);; = [(viwy) + prs(n)]\" donde
prs(n) — 0 sin — oco.

Corolario 1.8. 1. Si A es una matriz primitiva con entradas enteras, entonces los si-
guientes limites existen y son iquales a log \4:

a) lim, o % log(pn(Xa)).
b) lim,,_ . % log(g,(X4)).
¢) lm, o + log(A} ;) para cada I, J.

2. Para un espacio shift sofico mezclante X se cumple que

1y 108(Pa(X)) . 1og(an(X))

n—00 n n—00 n

= h(X). (1.6)

1.6. Notas adicionales al capitulo

Los espacios shift son realmente importantes, porque, como pudimos ver a lo largo del
capitulo, pueden ser relacionados con diferentes tipos de sistemas dindmicos y con gréficas.
Los sistemas simbdlicos tienen un estudio bastante completo y generalizado, por lo tanto es
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muy util trabajar en ellos y es precisamente por eso que gran parte de nuestro estudio sera
aplicado en ellos.

Todo este capitulo nos muestra la utilidad de la conjugacion en los sistemas simbélicos.
Una vez que tenemos dos sistemas conjugados entonces son basicamente lo mismo, por eso es
que buscar la forma de saber si dos sistemas son conjugados es un problema muy importante.

En los sistemas simbdlicos, gracias a su relacion con las graficas, existen varias maneras
de probar la conjugacion, pero la entropia sigue siendo uno de los invariantes de conjugacién
mas importantes y con el que se suele trabajar mas, asi que vale la pena estudiar aiin mas
el concepto fuera de los espacios shift.



Capitulo 2

Sistemas Dinamicos

En el capitulo anterior estudiamos brevemente lo que es un sistema dindmico y nos
enfocamos en la dindmica simbdlica. Existen muchos sistemas dindmicos y la importancia
de la dinamica simbdlica radica en el hecho de que muchos sistemas dindmicos se pueden
modelar a través de un sistema dinamico simbdlico. En este capitulo abordaremos a los
sistemas dindmicos de forma mas general, en la que los sistemas simbdlicos son un caso
particular.

Primero estudiaremos qué ocurre cuando construimos un sistema dinamico en un espacio
topoldgico cualquiera. En estos sistemas veremos en especial como se define la entropia
topoldgica. Para los sistemas simbélicos, la entropia topoldgica coincidira con la entropia que
ya definimos en los espacios shift, por lo tanto nos serd muy util como invariante topoldgico
y serd importante conocer sus propiedades generales.

Finalmente, estudiaremos la teoria ergddica, la cual es la base de todo el trabajo de
especificacion. La teoria ergddica estudia las caracteristicas de un sistema dindmico junto
con sus diferentes medidas invariantes asociadas. Para cada medida podremos definir la
entropia métrica asociada y estudiaremos su relacion con la entropia topoldgica. Esto nos

dard mucha informacion acerca de los sistemas y sus medidas. Estos resultado son obtenidos
de [3], [6], [7] v [8].
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2.1. Dinamica topoldgica

Empezaremos dando unas definiciones bésicas de topologia.

Definicion 2.1. Sea X un espacio topolégico, X es localmente compacto si cada punto z € X
tiene una vecindad compacta, es decir, existe un conjunto abierto U y un conjunto compacto
K, tal quex e U C K.

Definicion 2.2. Sea (X, 7) un espacio topolégico, decimos que es metrizable si existe una
métrica d tal que la topologia inducida por d es 7.

Definicion 2.3. Sea X un espacio topoldgico, decimos que es sequndo numerable si su topo-
logia tiene una base numerable.

Definicion 2.4. Sea X un espacio topoldgico, decimos que es un espacio de Hausdorff si para
cuales quiera x y y € X existen U y V vecindades alrededor de = y y respectivamente, tal
que UNV =a.

Un sistema dindmico topoldgico (X, f), es un espacio topolégico X con un mapeo conti-
nuo f: X — X oun flujo continuo f* (es decir, una familia de mapeos continuas f*: X — X
indexados por t € R tales que f'o f& = f'™% por lo tanto todas las funciones son inver-
tible{b. Supondremos que el espacio topolégico X es localmente compacto, metrizable y
segundo numerable.

Un conjunto A es f invariante si fP(A) C A para todo p € Z. Si p € N, entonces es
invariante positivo o invariante hacia adelante, y si p € Z~, entonces es invariante negativo
o invariante hacia atras.

Dados dos espacios topoldgicos X y Y, un mapeo continuo f: X — Y es un homeo-
morfismo si es uno a uno (es decir inyectivo) y su funcién inversa es continua. Dados dos
sistemas dinamicos topologicos f: X — X y ¢g: Y — Y, una semiconjugacion topolégica
de g a f es un mapeo suprayectivo h: Y — X tal que foh = hog. Si h cumple ser un
homeomorfismo entonces es llamado una conjugacion topolégica y f, g son topoldgicamente
conjugadas o isomorfas.

Definicion 2.5. Sea f: X — X un sistema dinamico topoldgico, y sea x un punto en X.
Decimos que y € X es un punto w—limite de z, si existe una sucesion de niimeros naturales
ng — oo cuando k — oo tal que f™ () — y y el conjunto w—Ilimite de z es el conjunto w(x)

1Si no requerimos que las transformaciones sean invertibles, entonces el indice ¢ varia inicamente sobre
R*. En este capitulo, aunque todos los conceptos que veremos se pueden definir tanto como para sistemas
discretos como para flujos, nos enfocaremos tinicamente en los primeros.
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que contiene todo los puntos w—limite. Més concretamente,

w(e) = YU 7). 21)

neNi>n

Si f es invertible, podemos reformular la definicién anterior, pero esta vez usando las
funciones inversas f~', y a este nuevo conjunto denotado como a(z) lo llamamos el conjunto
a—Ilimite de x y los puntos en él son los puntos a—Ilimite de x. Ambos conjuntos son cerrados
y f—invariantes, y si x pertenece a su propio conjunto w—Iimite, entonces decimos que x es
recurrente y al conjunto de todos los puntos recurrentes lo denotamos por R(f).

Un punto = € X es no errante si para cualquier vecindad U de z existe un n € N tal que
f"(U)NU # @. Denotamos como NW( f), que viene del inglés "no wandering”, al conjunto
de puntos no errantes de f, el cual es cerrado, f-invariante y contiene a los conjuntos w(z)
y a(x) para todo z € NW(f). Recordando el concepto de drbita en los sistemas simbdlicos,
podemos extenderla a estos sistemas mas generales. En este caso la érbita de un punto

re X es Ox) = U, {f"(x)} para un mapeo invertible f, y O*(x) = U, o1/ (2)} para
un mapeo no invertible.

Definicion 2.6. Sea X un espacio topoldgico compactoy f: X — X un mapeo continuo. Un
subconjunto Y C X cerrado, no vacio y f positivo invariante es un conjunto minimal para
f si Y no contiene ningtin subconjunto propio, cerrado, no vacio y f positivo invariante. Si
X es un un conjunto minimal decimos que f es minimal.

Proposicion 2.1. Sea f: X — X wun sistema dindmico topologico. Si X es compacto,
entonces X contiene un conjunto minimal para f.

Un conjunto compacto X es minimal si y solo si las érbitas positivas de cada punto en
X son densas en X. En un espacio topoldgico compacto, cada punto en un conjunto minimal
es recurrente, por lo que la existencia de conjuntos minimales nos da la existencia de puntos
recurrentes.

Definicion 2.7. Un subconjunto A C N es relativamente denso o sindético, si existe k > 0
tal que {n,n+1,n+2,...,n+ k} N A # & para cualquier n. Decimos que un punto x € X
es casi periddico si para cualquier vecindad U de z, el conjunto {i € N : fi(z) € U} es
relativamente denso.

Proposicién 2.2. Si X es un espacio compacto de Hausdorffy f: X — X es continua,
entonces O (x) es minimal para f si y solo si x es casi periddica.

Definicion 2.8. Un sistema dindmico topologico f: X — X es topoldgicamente transitivo si
hay un punto z € X cuya orbita positiva es densa en X.
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Proposicién 2.3. Sea f: X — X un mapeo continuo de un espacio X localmente compacto
y Hausdorff. Supongamos que para cualesquiera dos conjuntos abiertos no vacios U,V C X
existe n € N tal que f*(U) NV # &. Entonces f es topolégicamente transitiva.

Proposicion 2.4. Sea f: X — X un homeomorfismo de un espacio métrico compacto y
supongamos que X no tiene puntos aislados. Si eziste una drbita (completa) densa O(x) de
algin punto x € X, entonces eziste un drbita densa positiva O (y) de algin punto y € X.

Definicion 2.9. Un sistema dindmico topolégico f: X — X es topolégicamente mezclante si
para cualesquiera dos conjuntos abiertos no vacios U,V C X existe una natural N > 0 tal
que f"(U)NV # & para todan > N.

Es claro por la Proposicion [2.3[ que mezclado topoldgico implica transitividad topoldgica,
pero el inverso no necesariamente ocurre.

Definicion 2.10. Un homeomorfismo f: X — X es expansivo si existe 0 > 0 tal que para
cualesquiera dos puntos distintos z,y € X, existe algin n € Z tal que d(f"(x), f"(y)) > 9.
Si el mapeo es no invertible y cumple la propiedad con n > 0, entonces lo llamas un mapeo
positivamente expansivo.

Proposicién 2.5. Sea f un homeomorfismo de un espacio métrico, compacto e infinito X .
Entonces para cada € > 0, existen dos puntos distinto xo,yo € X tales que d(f™(xo), f™(yo)) <
€ para todo n € N.

Corolario 2.1. Sea f un homeomorfismo expansivo de un espacio métrico, compacto e
infinito X. Entonces ezisten xo,yo € X tales que d(f"(xo), f*(yo)) — 0 si n — oo.

La entropia topoldgica es uno de los conceptos mas importantes en el estudio de la
dindamica topoldgica. La entropia nos da, asintéticamente, la taza de crecimiento exponencial
del nimero de los segmentos de érbitas esencialmente diferentes de longitud n, es decir, ve que
tan rapido crece la cantidad de segmentos de orbitas en el sistema a medida que aumentamos
el tamano de estos, por lo tanto mientras mas pedazos de érbitas existan mas complejo es
el sistema.

Sea (X, d) un espacio métrico compacto y f: X — X un mapeo continuo. Empecemos
definiendo, para cada n € N, la funcién d,,(z,y) = méxocp<n_1 d(f*(2), f*(y)), la cual mide
la maxima distancia entre las primeras n iteraciones de z y y bajo f. Cada d,, es una métrica
en X, y son equivalentes pues inducen la misma topologia en X.

Fijemos un € > 0. Un subconjunto A C X es (n,€)-extendido si, para cada © € X,
existe un y € A tal que d,(z,y) < e. Por compacidad, existen conjuntos (n, €)-extendidos
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finitos. Definimos entonces a span(n, ¢, f) como la cardinalidad minima de los conjuntos
(n, €)-extendidos.

Decimos que un subconjunto A C X es (n, €)-separado si cualesquiera dos puntos distin-
tos en A estdn al menos e separados en la métrica d,,. Todos los conjuntos (n, €)-separados
son finitos, y por lo tanto, de nuevo por compacidad, la cardinalidad de los conjuntos (n, €)-
separados estd acotada, por lo que podemos también definir a sep(n, €, f) como la cardinali-
dad méxima de un conjunto (n, €)-separado.

Definimos a cov(n, €, f) como la minima cardinalidad de la cobertura de X por conjuntos
de d,-didmetro menor que € (por compacidad, cov(n, €, f) es finito).

Las tres cantidades definidas en los parrafos anteriores estan relacionadas con los seg-
mentos de érbitas de tamano n, pues todas dependen de la medida d,, y son distinguibles en
una escala pequena e. Mas concretamente, tenemos el siguiente resultado:

Lema 2.1. cov(n,2e¢, f) < span(n,e¢, f) < sep(n, ¢, f) < cov(n,e, f).

Podemos definir |
he(f) = limsup — log(cov(n, e, f)). (2.2)
n

n—oo

Sabemos que cov(n, e, f) crece a medida de que e decrece, pues mientras € sea méas
pequena, mas elementos se necesitan para cubrir al espacio, por lo que h(f) también crece,
asi que el limite existe.

Definicion 2.11. Al limite
htop(f) = h(f) = 61_1}’(1)}‘_ he(f) (23)

lo llamamos entropia topoldgica de f.

Esta definicion también se puede definir usando span(n, €, f) y sep(n, €, f).
Lema 2.2. El limite lim,,_.o ~log(cov(n, €, f)) = h(f) eziste y es finito.

Proposicion 2.6. La entropia topoldogica de un mapeo continuo f: X — X no depende de
la eleccion de la métrica particular que genera la topologia de X .

Corolario 2.2. La entropia topoldgica es un invariante bajo conjugacion topoldgica.
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Estos ultimos tres resultados son muy importantes. El primero nos dice que el limite
existe, por lo que siempre podemos obtener la entropia topolégica de un mapeo. El segundo
nos dice que no depende de la métrica, por lo que el mapeo siempre tendra la misma entropia
y por lo tanto funciona muy bien como invariante topolégico.

Proposicion 2.7. Sea f: X — X un mapeo continuo sobre un espacio métrico compacto

X.

1. h(f™) =m- h(f) para m € N.

2. Si f es invertible, entonces h(f~') = h(f). Por lo tanto h(f™) = |m| - h(f) para todo
m € 7.

3. 81 A;, coni=1,....k, son subconjuntos cerrados f-invariantes de X cuya union es
X, entonces h(f) = méxi<i<k h(f|Ai). En particular, si A es un subconjunto cerrado
invariante de X, entonces h(f|A) < h(f).

Proposicién 2.8. Sean (X,d*) y (Y,d¥) dos espacios métricos compactos, y sean f: X —
X,9:Y =Y dos mapeos continuos. Entonces:

1. h(f x g) = h(f) + h(g).
2. Si g es un factor de f, entonces h(f) > h(g).

Proposicién 2.9. Sea (X,d) un espacio métrico compacto, y sea f: — X un homeo-
morfismo expansivo con constante de expansion 6. Entonces h(f) = he(f) para cualquier
€ <.

Si f: X — X es un homeomorfismo en un espacio compacto de Hausdorff, decimos que
los puntos x,y € X son prozimales si la cerradura O((z,y)) de la érbita de (x,y) bajo el
mapeo f x f interseca la diagonal A = {(z,2) € X x X : z € X}. Si dos puntos no son
proximales decimos que son distales, y un homeomorfismo f: X — X es distal si cualquier
par de puntos distintos x,y € X son distales.

Si (X, d) es un espacio métrico compacto, entonces (x,y) € X son proximales si existe
una sucesion ny € 7Z tal que d(f™(x), f*(y)) — 0si k — oo, y dos puntos en X son distales
si existe € > 0 tal que d(f™(x), f"(y)) > € para todo n € Z.

Un homeomorfismo f: X — X en un espacio métrico compacto (X, d) es equicontinuo
si la familia de iteradas de f es una familia equicontinua, es decir, que para cualquier € > 0
existe § > 0 tal que d(x,y) < ¢ implica que d(f"(x), f"(y)) < € para todo n € Z. Las
isometrias preservan distancias y por lo tanto son equicontinuas.
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Proposicién 2.10. Un homeomrfismo expansivo de un espacio métrico compacto infinito
no es distal.

Proposicion 2.11. Los homeomorfismos equicontinuos son distales.

2.2. Shifts como sistemas dinamicos

Definicion 2.12. Un espacio métrico (M, p) consiste en un conjunto M junto con una métrica
o funcién distancia p : M x M — [0,00) tal que para todos los puntos x,y,z € M, ocurre
que

1. p(x,y) =0siysolosixz=y,
2. p(z,y) = ply, x), y
3. p(z,z) < pz,y) + p(y, 2).

Para la dinamica simbdlica podemos tomar como espacios métricos a los espacios shift.
Teniendo en mente la topologia producto, la medida debe mostrar la idea de que los pun-
tos estdn cerca cuando bloques centrales grandes sean iguales, entonces sea M = A% y sea
p(z,y) = 27% donde k es el maximo nimero tal que Tk k] = Y—kk- Notemos que si z = y
entonces se tendria que p(z,y) = 27°° y entonces definimos la distancia como cero. Eviden-
temente p cumple la segunda condicién de la definicién de medida pues ya sea para p(x,y)
o p(y, ), el nimero maximo k del tamano del bloque central coincidente es el mismo. Aho-
ra sea p(z,y) = 27, lo que quiere decir que g = Yk, ¥ sea p(y,z) = 27" esto es
Yl—nn] = Z[-nn]- Definamos m = min{k,n} para entonces tener x[_p,m] = Z[—mm] ¥y por lo
tanto obtener p(r,z) < 27™ < 27%F 427" = p(z,y) + p(y, 2) y asi concluir que p cumple la
ultima propiedad de métrica.

Definicion 2.13. Sea (M, p) un espacio métrico y £ C M. El didmetro de E es
diam(F) = sup{p(z,y) : 2,y € E}.

Definicion 2.14. Sea M un espacio métrico. Una sucesion {z,}5°, en M converge a x si
p(x,,x) — 0 cuando n — oo. En este caso escribimos z,, — x si n — 00 o lim,, o0 , = .

Sea X un espacio shift y sea # € X. Una sucesién 2™ € X de elementos de X es
convergente a z, es decir (™ — z, exactamente cuando para cada k > 0 existe una ny, tal
que a:ff)k K = Tl-kk Para todo n > ny.
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Lema 2.3. Sea M un espacio métrico, y supongamos que x, — T Yy T, — Yy cuando n — o0
entonces x =y, es decir el limite es unico.

Dos métricas py, p2 se dicen equivalentes sobre el mismo espacio métrico si preservan la
convergencia, es decir py(z,,z) — 0 si y solo si pa(x,,x) — 0.

Definicion 2.15. Una funcién ¢ : M — N de un espacio métrico a otro es continua si para
todo =, — x en M, entonces ¢(x,) — ¢(z) en N, es decir preserva la convergencia. Si
¢ es continua, uno a uno y sobre entonces tiene una inversa continua y llamamos a ¢ un
homeomorfismo.

Definicion 2.16. Un espacio métrico M es compacto si para cada sucesién en M tiene una
subsucesién convergente.

Definicion 2.17. Sea (M, p) un espacio métrico. Para z € M y r > 0, la bola abierta de radio
r alrededor de z es el conjunto B,.(z) = {y € M : p(z,y) < r}. Un subconjunto U C M es
abierto si para cada x € U existe un r > 0 tal que B,(z) C U. Decimos que un subconjunto
V C M es cerrado si su complemento es abierto.

Proposiciéon 2.12. Sea M un espacio métrico compacto. Un subconjunto E C M es com-
pacto si y solo si es cerrado.

Teorema 2.1. (Teorema de Bolzano-Weierstrass) Un subconjunto de R™ es compacto si y
solo si es cerrado y acotado.

Teorema 2.2. Un subconjunto de A% es un espacio shift si y solo si es shift invariante y
compacto.

Teorema 2.3. (Teorema de Heine-Borel) Un subconjunto E de un espacio métrico (M, p)
es compacto si y solo si siempre que E esté contenido en la union de una coleccion de sub-
conguntos abiertos de M, entonces E también estd contenido en la union de una subcoleccion
finita de estos conjuntos abiertos.

Diremos que = es un punto interior de E si existe un r > 0 para el cual B,(z) C E.
Denotamos por int(FE) al conjunto de todos los puntos interiores de E. Por lo tanto E es
abierto si y solo si todos sus puntos son puntos interiores. Definimos un punto limite de E
como el punto que es el limite de una sucesién de puntos en F. La cerradura de E esta
definida como la unién de E y todos sus puntos limites. Denotamos la cerradura de £ como
E. Un conjunto E es cerrado si y solo si contiene todos sus puntos limites, es decir si £ = E.
Un conjunto E es denso en otro conjunto F si F' C E.

Proposicién 2.13. Sea M un espacio métrico. Supongamos que Ey, Es, ...  E, C M son
subconjuntos abiertos y densos de M. Entonces N}_,Ey es abierto y denso en M.
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Teorema 2.4. (Teorema de la categoria de Baire) Sea M un espacio métrico compacto y

supongamos que Ey, Ey, Es, ..., son abiertos y densos en M, entonces (\,—,(Ey) es denso en
M.

Definicion 2.18. Un sistema dindmico discreto (M, ¢) consiste de un espacio métrico com-
pacto M junto con un mapeo continuo ¢: M — M. Si ¢ es un homeomorfismo llamamos a
(M, ¢) un sistema dindmico invertible.

Para un sistema dindmico (M, ¢) la drbita del punto = € M es el conjunto de iteraciones
{¢"(x) }nez si ¢ es invertible, si no la definimos como {¢"(x) },>o. Un punto periddico es un
punto x € M tal que ¢"(x) = x para algiin n > 0. Para un sistema dindmico invertible un
punto es periddico si y solo si érbita O, (z) es finita, por lo tanto, una drbita finita también
se llama oérbita periddica.

Un homomorfismo 6: (M, ¢) — (N,v) de un sistema dindmico a otro es una funcién
continua 6: M — N que satisface la propiedad conmutativa ¢ o § = 0 o ¢, es decir, preserva
la dindmica, y en este caso decimos que 6 entrecruza a ¢ y a 1.

Definicion 2.19. Sea (M,¢) y (N,¢) dos sistemas dindmicos, y sea 0: (M,¢) — (N,v)
un homomorfismo. Decimos que 6 es encaje (o incrustacion) si es uno a uno. Un mapeo
factor es un homomorfismo 6 que es suprayectivo. Decimos que 6 es una conjugacion si
es un homeomorfismo. Si 6 es una conjugacién topolégica escribimos 6: (M, ¢) = (N, ).
Dos sistemas dindmicos son topoldgicamente conjugados si existe una conjugacion topologica
entre ellos.

Lema 2.4. Sea M y N dos espacios métricos compactos. St 0: M — N es continua y
biyectiva, entonces 71: N — M también es continua.

Teorema 2.5. (Teorema de Curtis-Lyndon-Hedlund) Supongamos que (X,ox) y (Y, 0y)
son dos sistemas simbdlicos, y sea 0: X — Y una funcion (no necesariamente continua),
entonces 0 es un codigo de bloque deslizante si y solo si es un homomorfismo.

Un problema muy importante cuando trabajamos con dos sistemas dindmicos es saber
si son topolégicamente conjugados. Supongamos que podemos dar a cada sistema una pro-
piedad matemadtica u objeto matematico llamado invariante (o invariante de conjugacién),
de tal forma que cuando dos sistemas dindmicos sean topoldgicamente conjugados entonces
tengan asignado el mismo valor de este invariante. De esta forma si dos sistemas tienen un
invariante diferente entonces no son topologicamente conjugados. En general, un invarian-
te no tiene por qué ser completo, es decir, si dos sistemas tienen el mismo invariante no
necesariamente son conjugados.



2.2 Shifts como sistemas dinamicos 36

Definicion 2.20. Sea (M, ¢) un sistema dindmico para el cual p,(¢) < oo para todo n > 1.
La funcion zeta (4(t) esta definida como

t) = exp (Z }#t") (2.4)
donde exp(z) =

La funcién zeta es una forma de combinar todos los invariantes relacionados con puntos
peridédicos que vimos anteriormente en un tnico objeto.

., ., . o [e’s) zn
Sabemos que la expansiéon de Taylor para la funcién exponencial es exp(z) = > " &
y entonces podemos aplicar esta expansion sobre la funcién zeta para obtener

L9pa(6) + 391 ()pa(0) + (@)1 + ... (25)

SIpa(0) + m(O))F + ¢

ng(t) =1 —i—p1(¢)t+ 5

Si asumimos que (,(¢) tiene un radio de convergencia mayor a cero, se pueden calcular
los valores de p,(¢) desde la funcién zeta. Para eso vemos que log((ys(t)) = > "7, p”ﬁ)t” y

ocupando la formula de Taylor obtenemos

1 dar

pn(0) = CEOE

l0g C4(t)li=o- (2.6)

Por ejemplo, supongamos que M tiene solo un punto y ¢ es la identidad. Entonces
pa(¢) = 1 para todon > 1y por lo tanto (4(t) = exp(d_ne; &), pero sabemos que Y

—log(1 —t), asf que (4(t) = exp(—log(l —t)) = 5.

nln_

Otro ejemplo, sea M = Xpg y ¢ = oy el shift completo en dos simbolos. Entonces
pn(®) = 27, asi que la funcién zeta es

Colt) = exp (g %nt”) — exp (g (2%) — exp(—log(1 — 2¢)) = ﬁ (2.7)

Otro ejemplo, sea A = (1§), M = X4y ¢ = 04. Es decir, (M, ) es el espacio shift

aureo. Entonces p,(¢) = traza(A™) = X"+ p™ donde los eigenvalores son A = 1+f, = f
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de forma que la funcién zeta es

ot =exp (32 ) (30 20" 4 3 1)

n=1 n=1 n=1

1 1
(1= )1 —pt) 1—t—1t2 (

= exp(—log(1l — At) — log(1 — ut)) = 2.8)

Teorema 2.6. Sea A una matriz entera no negativa de tamano v x r, xa(t) es el polinomio
caracteristico y o4 es el mapeo shift asociado. Entonces

1 1
T tyalt ) det(I —tA)

Cou(?) (2.9)

Por lo tanto la funcion zeta de un shift de tipo finito no sdlo es racional, si no que ademds
es el reciproco de un polinomio.

Dada una matriz cuadrada A, denotamos por sp*(A) al espectro lejos del cero de A,
es decir, al multiconjunto de eigenvalores de A diferentes de cero, tomando en cuenta su
multiplicidad.

Corolario 2.3. Sea A una matriz entera no negativa. Entonces cada una de los siguientes
enunciados determina los otros tres:

2.2.1. La funcién zeta de los espacios shift séficos

Sea G = (G, L) una grafica etiquetada derecha resolvente, donde L: & — A, r denota el
nimero de vértices en GG. Denotamos por B a la matriz de adyacencia “simbdlica” de G cuyas
entradas pertenecen formalmente al grupo integral Z[A]. Sea A la matriz de adyacencia de
la grafica subyacente G.
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Si F'={f1,..., f;} es un conjunto ordenado, podemos representar una permutacién m de
F por (fi,..., fi;) estoes w(f1) = fi,,...,7(f;) = fi;. Las permutaciones pueden ser pares
o impares dependiendo de la paridad del nimero de intercambios necesarios para generar la
permutacién. Definimos el signo de una permutacién 7, denotado por sgn(m), como 1 si es
par v —1 si es impar. El signo de una permutacién ciclica en un conjunto de tamano n es
(—1)"*1. Cada permutacién 7 puede ser expresada como una composicién de permutaciones
ciclicas de conjuntos ajenos, y el signo de 7 es el producto de los signos de las permutaciones
ciclicas.

Para cada j con 1 < j < r = |V|, podemos construir la grafica etiquetada G, con el
alfabeto {£a : a € A} de la siguiente manera:

» El conjunto de vértices de G; es el conjunto V; de todos los subconjuntos de V que
tienen j elementos.

= Como G es derecha resolvente, para cada I € V existe a lo mas una arista etiquetada
a que comienza en I, en cuyo caso denotamos por a(l) a su vértice terminal. Sean
Iy =A{6L,....1;},Jo = {J1,...,J;} dos vértices en V;. En la grafica §; existird una
arista de Iy a Jy si todos los a(1;) estan definidos y (a(f3),. .., a(l;)) es una permutacién
de Jy. En este caso, si la permutacion es par, entonces le asignamos la etiqueta a, y si
la permutacién es impar, entonces le asignamos la etiqueta —a.

Denotemos como B; la matriz de adyacencia simbdlica de G;. Entonces cada entrada de
B; es una combinacién de simbolos en A, positivos y negativos. Ahora transformemos todos
los simbolos de A en 1y sea A; la matriz que se obtiene al aplicar esta transformacién en
B; y la llamaremos la j-ésima matriz de subconjuntos signados de G.

Teorema 2.7. Sea G una grdfica etiquetada derecha resolvente con r vértices y sea A; la
j-ésima matriz de subconjuntos signados. Entonces

r

Cog (1) = [ [ det (1 — £4;)]7". (2.10)

J=1

Por lo tanto, la funcion zeta de un espacio shift sofico es una funcion racional.

Demostracion. Nuestro célculo de (,,(t) estd basado en mostrar que

r

palog) =Y _(=1)tr(AD). (2.11)

J=1
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Consideremos la parte simbélica de la suma anterior y tomemos > ", (—1)7*'tr((B}). Sea
u = aias...a, € A". Como G es derecha resolvente, para cada I € V hay a lo méas un
camino etiquetado u que comienza en I. Si tal camino existe, entonces denotamos por (/)
al estado terminal de dicho camino. Si u™® ¢ Xg, entonces no existe ningin subconjunto
E C V en el cual u actie como una permutacién. En efecto, si u* € Xg quiere decir que
el camino infinito existe en la grafica que es derecha resolvente. Si este camino inicia en
algun vértice I € V, terminara en algin vértice terminal u(/), de donde iniciard un nuevo
camino que también representa a u y que terminard en algin vértice terminal u(u([)), etc.
Como hay una cantidad finita de vértices r, eventualmente se forma un ciclo en la secuencia
{u"(I) : n >0}, el cual genera la permutacion en el conjunto de vértices que lo conforman.

Por lo tanto, si u™ ¢ Xg, entonces u no puede aparecer en tr(B;-L) pues no crea una
permutacién en B;, asi que no aparece en la expresion simboélica anterior, por lo tanto

r

D=1y Te((B) = > cu-u (2.12)

j=1 uEAM;u>®eXg

donde ¢, son coeficientes en los enteros. Supongamos que u* € Xg. Ya vimos que debe
de haber al menos un subconjunto de V en el cual u actiie como una permutacién. Si dos
subconjuntos tienen esta propiedad entonces la tiene la unién, por lo que podemos encontrar
el subconjunto mas grande en el que u sea una permutacion. Antes de seguir, enunciaremos
el siguiente lema.

Lema 2.5. Sea m una permutacion de un conjunto finito F yC ={E C F: E # &,n(F) =
E}. Entonces

D (=1 sgn(n|p) = 1. (2.13)

EeC

Demostracion. Sabemos que m descompone al conjunto F' en ciclos disjuntos C1, Cs, ...C,,
de forma que 7|, es una permutacién ciclica y por lo tanto sgn(r|c,) = (1), Los
conjuntos ¥ C F para los cuales m(F) = E son todas las posibles uniones de los ciclos Cy,
por lo tanto

Y D sgn(rle) = Y (=DM sgn(rl,0)- (2.14)

EeC @#PC{1,...,n}

Ahora como | Ugep Cx| = 3o1cp Okl ¥ sgu(mluepcy) = [Tiep(=1)H = (=1)/PFarer €
pues al tomar el signo de todas las combinaciones, podemos separar en el signo de cada
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combinacion, entonces obtenemos

S (et o) = YD (~)SkerlG T (-1

@#PC{1,...;n} @#£PC{1,...n} kepP

= Z (=1)2Zrep [Cel+1+1P|

(2.15)

Utilizando métodos de combinatoria podemos representar la anterior suma como

S (1) =1-a-ir - 210

O

Entonces supongamos que u € A" y u*® € Xg y sea F el subconjunto mas grande de
V en el cual v actia como una permutacion. Entonces, por la definicién de Bj, las aristas
tienen un signo y por lo tanto ¢, es la suma sobre todos los posibles subconjuntos donde u
actia como permutacion tomando en cuenta sus signos, pero sabemos que el signo de una
permutacién ciclica de tamano n es (—1)"™ y aplicando el lema obtenemos

= > (0 sm(ule) =1 (2.17)
O#ECF;u(E)=FE

y por lo tanto

T

D=1y Tu(BhH = > (2.18)

j=1 u€EAMu*eXg
Si convertimos todos los simbolos de A en 1 obtenemos que B} se convierte en A7 y los
elementos u> € Xg son los puntos periddicos de periodo n, asi que obtenemos la ecuacion

(2.11)). Luego entonces, sabemos que

exp (i #t”) — [det(] — tA)]" (2.19)

n=1

y por lo tanto

Cog(t) = exp (i % (i(_l)j+1tr(A?)> t")

n=1 j=1

= H [exp (i Wt”)] o = ﬁ[det([ —tA)) Y (2.20)

j=1 n=1

[]
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2.2.2. Representaciones simbdlicas de sistemas dinamicos

Supongamos que queremos estudiar un sistema dindmico (M, ¢) donde ¢ es invertible y
por lo tanto tiene todas sus iteradas tanto positivas como negativas. Para tratar de describir
las orbitas {¢"(y) : n € Z} de puntos y € M usamos una descripcién aproximada, dividimos

M en un numero finito de partes Fy, F1, ..., E._1. Podemos “rastrear” la érbita de un punto
y observando tinicamente en cuél de estas particiones pertenece ¢"(y). Esto nos lleva al punto
correspondiente z = ... x_1zoz; ... € {0,1,...,r —1}* = X},; definido por ¢"(y) € E,, para

n € Z. Por lo que para y € M obtenemos un punto simbdlico x en el r-shift completo con
la informacion del rastreo de la drbita al nivel de la particién dada, aplicando ¢ y todas
sus iteraciones, y por lo tanto la imagen de ¢(y) corresponde a o(z). Si el mapeo ¢ no es
invertible, entonces solo nos interesan la iteraciones positivas y solo tomamos un lado del
r-shift completo X[jf]. Lo anterior determina una asignacién y — z, sin embargo la imagen
de esta asignacion no es necesariamente es un espacio shift, lo cual nos obliga a tener que
ser mas cuidadosos, pero més adelante, veamos primero unos ejemplos.

Ejemplo 2.1. Sea M un espacio shift sobre A ={0,1,...,7 — 1}, ¢ = o) el mapeo shift en
My E;={yeM:y,=j} paraalgin 0 < j <r — 1, entonces la representacién simbdlica
de y € M usando esta subdivisiéon de M es la sucesion y. Ahora sea By(M) el conjunto de
2-bloques permitidos en M, para ab € By(M) sea Ey = {y € M : yoy; = ab} entonces la
representacién simbdlica es la representacién de bloques de altura dos, M? (ver Definicién
1.10).

Ejemplo 2.2. Sea M =T el circulo que se forma al “anudar” el intervalo [0, 1] bajo la iden-
tificaciéon [0,1]/0 ~ 1 &~ R mdd 1, por lo tanto M es el intervalo medio abierto [0,1). La
dindmica la determina la transformacién ¢(y) = 10y mdéd 1. Dividamos M en 10 subinter-
valos E; = [j/10,(j + 1)/10] para j = 0,1,...,9. Entonces el alfabeto que podemos definir
es A=1{0,1,..,9}. Paray € M y n > 0 definimos un simbolo z, € A por ¢"(y) € E,, , y el

punto resultante x = .xgx1x2 ... se encuentra en el espacio shift X HO] donde y corresponde
al sucesion de digitos en la expansion decimal y = .yoy1y2 ... = Tox123 . . ..

Definicion 2.21. Una particion topoldgica de un espacio métrico M es un coleccion finita
P = {P,P,...,P, — 1} de conjuntos abiertos ajenos cuyas cerraduras P; cumplen que
M=FU...UP._,.

Supongamos que (M, ¢) es un sistema dindmico, P = {Fy, Py, ..., P,_1} es una particién
topolégica de M y sea A = {0,1,...,r — 1}. Diremos que una palabra w = ajasy...a,
es permitida para (P,¢) si se cumple que ﬂ;?:1¢_j (Pa;) # @y definimos como Lpg4 la
coleccion de palabras permitidas para (P, ¢). El conjunto de palabras permitidas satisface
las propiedades de factor y extensién (ver Proposicién , es decir, es el lenguaje de un

espacio shift. Por lo tanto existe un tnico espacio shift Xp 4 cuyo lenguaje es Lp 4. Si (M, ¢)
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no es invertible, entonces consideramos tinicamente el espacio shift de un lado X3 Y

Consideremos el caso de un sistema dindmico invertible (M, ¢) y sea P = { Py, P,..., P._1}
un particién topolédgica de M. Para cada x € Xp, y n > 0, existe uno conjunto correspon-
diente no vacio abierto definido por

n

Dy(z)= () ¢ M(P.,) C M. (2.21)
k=—n

Las cerraduras de D,(x) son compactas y decrecen con n por lo que Dy(z) 2 Dy D ... asi
que la interseccién no es vacia. Para que los puntos en Xp , correspondan a los puntos en
M la interseccién debe contener solamente un punto.

Definicion 2.22. Sea (M, ¢) un sistema dindmico invertible, una particién topolégica P =
{Py, P1,...,P,_1} de M da una representacion simbdlica de (M, ¢) si para cada z € Xp 4 la

interseccion N> (D, (x) consiste exactamente de un punto. Llamamos a P una particion de
Markov para (M, ¢) si P da una representacién simbélica de (M, ¢) y ademas Xp 4 es un
espacio shift de tipo finito.

Definicion 2.23. Sea (M, ¢) un sistema dindmico no necesariamente invertible. Una particién
topolégica P = {Fy, Py,...,P,_1} de M da una representacion simbélica de un lado de
(M, ¢) si para cada x € X;{ » la interseccion M2 D;F () consiste en exactamente un punto.
Llamamos a P una particion de Markov de un lado para (M, ¢) si P da una representacion
simbélica de (M, ¢) ademds X; » es un espacio shift de tipo finito.

Supongamos que P da una representacion simbdlica de un sistema dindmico invertible
(M, ¢), entonces existe un mapeo bien definido m desde X = Xp 4 a M el cual mapea el

punto x = ...x_12oz; ... al tinico punto 7(z) en la interseccion N2 D, (x). Diremos que z
es la representacion simbolica de 7(x).

Proposiciéon 2.14. Sea P una representacion simbolica del sistema dindmico invertible
(M,¢) y sea ™ : Xpy — M el mapeo definido arriba. Entonces m es un mapeo factor de

(Xpg,0) a (M, ).

Proposicién 2.15. Supongamos que P da una representacion simbolica del sistema dinami-
co invertible (M, ¢). Para cada una de las siguiente propiedades, si (Xp 4,0) tiene la pro-
piedad, entonces también la tiene (M, ).

1. Transitividad topoldgica.
2. Mezcla topologica.

3. El conjunto de puntos periddicos es denso.
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2.3. Teoria Ergddica

Sea X un conjunto y tomemos una coleccién de subconjuntos no vacios 2. Diremos
que 2 es una o-dlgebra si es cerrada bajo complementos, uniones contables e intersecciones
contables. Una medida p en 2 es una funcién no negativa p: A — RT que es o—aditiva,
es decir pu(U;A4;) = Y, 11(A;) para cualquier coleccién contable de conjuntos ajenos A; € 2.
Un conjunto de medida 0 es llamado un conjunto nulo, por lo que si un conjunto tiene un
complemento que es conjunto nulo, entonces se dice que tiene medida completa.

Una o-algebra es completa si contiene cada subconjunto de todos los conjuntos nulos,
esto relativo a la medida u. Para una o-algebra 2l podemos obtener la completacién 2(, que
es la o-algebra mas chica que contiene a 2 y es completa.

Definicion 2.24. Un espacio de medida (X,2, 1) es una triada donde X es un conjunto, 2
es una o-algebra de subconjuntos de X y p es una medida o aditiva.

Asumiremos siempre que 2 es completa y que u es o finita, es decir que X es la unién
contable de subconjuntos de medida finita, los elementos de 2 son llamados conjuntos me-
dibles.

Definicion 2.25. Si pu(X) = 1, entonces (X, 2, p) es llamado un espacio de probabilidad y
es una medida de probabilidad.

Sean (X, 2 pu) v (Y,B,r) dos espacios de medida, un mapeo T: X — Y es llamado
medible si la preimagen de cualquier conjunto medible es medible. Un mapeo medible T" es
no singular si la preimagen de cualquier conjunto de medida 0 tiene medida 0. Decimos que
T preserva la medida si u(T~'(B)) = v(B) para cada B € B. Le diremos transformacién no
singular a un mapeo no singular de un espacio de medida a si mismo. Si la transformacién
T preserva la medida p, entonces la medida p es T'—invariante.

Si T es una transformacién medible e invertible y su inversa es medible y no singular,
entonces sus iteradas 7" forman un grupo de transformaciones medibles a través de la
composicién como operacion. Dos espacios medibles (X, 2, u) y (Y,B,v) son isomorfos si
existe un subconjunto X’ de medida completa en X, un subconjunto Y’ de medida completa
en Y y una biyeccién invertible T : X’ — Y’ tal que T,7~! son medibles y preservan la
medida con respecto a (A, 1) y (B, v). Un isomorfismo de un espacio medible a el mismo se
denomina automorfismo.

Sea X un espacio topoldgico, la o-algebra que contiene todos los subconjuntos abiertos
de X es llamada la o-dlgebra de Borel de X. Si 2 es la o-algebra de Borel, entonces la
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medida p sobre 2 es una medida de Borel, si la medida de cada subconjunto compacto es
finita. La medida de Borel es regular, ya que la medida de cualquier conjunto es el infimo
de las medida de los conjuntos abiertos que lo contienen, y el supremo de las medidas de los
conjunto compactos contenidos en él.

Un conjunto tiene medida completa si su complemento tiene medida 0. Si una propiedad
se cumple para un subconjunto de medida completa en X, entonces decimos que es esencial,
otra forma de denotarlo es que se cumple (mod 0) en X o que se cumple para casi todo-y en
X. Si (X, 1) es un espacio de medida, entonces dos funciones medibles son equivalentes si
coinciden con un conjunto de medida completa.

Teorema 2.8. (Teorema de recurrencia de Poincaré) Sea T una transformacion que preserva
la medida de un espacio de probabilidad (X, 2, ). Si A es un conjunto medible entonces para
casi todo © € A existe algin n € N tal que T™(x) € A, de tal manera que para casi todo
x € A hay una infinidad k € N para las cuales se cumple T*(x) € A.

Si X es un espacio topoldgico y i es una medida de Borel en X, entonces el soporte de
i, denotado como sop(p), es el complemento de la unién de todos los conjuntos abiertos con
medida 0, o la interseccién de todos los conjuntos cerrados con medida completa.

Cada sistema dinamico induce una accién sobre las funciones, decimos que T actia
sobre una funcién f denotado por (T.f)(z) = f(T(z)). Dada una funcién f cualquiera,
nos interesa pensar qué tanta diferencia hay entre la funcion y las acciones que inducen las
transformaciones T™. Estudiar las propiedades ergddicas de un sistema implica estudiar el
grado de independencia estadistica, es decir la medida de los conjuntos f y 17" f.

Sea T' una transformacién que preserva la medida en un espacio de medida (X, 2, u).
Una funcién medible f : X — R es esencialmente T-invariante si u({z € X : f(T'x) #
f(z)}) = 0 para cada t € N. Un conjunto A es esencialmente T-invariante si la funcién
caracterfstica 14 es esencialmente T-invariante, o equivalentemente si u(7T'(A)AA) = 0.

Una transformacién T' que preserva la medida es ergddica si cualquier conjunto medible
esencialmente T-invariante tiene medida 0 o medida completa.

Proposicién 2.16. Sea (X,2(, 1) un espacio de medida y supongamos que f: X — R es
esencialmente invariante para una transformacién medible T' en X. Entonces hay un funcion
medible estrictamente invariante f tal que f(x) = f(x) (mod 0).

Una medida que preserva una transformaciéon 7" en un espacio de probabilidad (X, 2, i)
es llamada fuertemente mezclada si para cualesquiera dos conjuntos medibles A, B € A,
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ocurre que
lim p(T(A) N B) = p(A) - u(B). (2.22)

Decimos que la transformacion esta débilmente mezclada si inicamente ocurre que

1
lim —
n—oo N

S” (T (A) N B) — (A) - u(B)] = 0. (2.23)

Proposicion 2.17. Fuertemente mezclado implica débilmente mezclado, y débilmente mez-
clado implica ergodicidad.

Proposicion 2.18. Sea X un espacio métrico compacto, T: X — X un mapeo continuo y
w una medida de Borel T-invariante en X.

1. Si T es ergddica entonces la drbita de casi cada punto en j es densa en el sop(u).
2. SiT es mezclada entonces T esta topoldgicamente mezclada en el sop(u).

Teorema 2.9. (Krylov-Bogolubov) Sea X un espacio métrico compacto y T: X — X un
mapeo continuo. Entonces existe una medida p de probabilidad T-invariante de Borel en X.

Sea M = M(X) el conjunto de todas las medidas de probabilidad de Borel en X.
Decimos que una sucesién de medidas p,, € 9% converge en la topologia débil* a una medida
peMsi [, fdu, = [y fdp para cada f € C(X). Si tomamos cualquier sucesién en 9 y
F C C(X) es un subconjunto denso y numerable, entonces 9% es compacto en la topologia
débil*, pues una subsucesién hara converger la integral de cualquier funcién en F', y por lo
tanto la integral de g € C'(X) también lo hard. De igual manera 9t es convexo, es decir
tp+ (1 —t)v € Mparacadat € [0,1] y p,v € M.

Definimos como punto extremo a un punto en un conjunto convexo, el cual no puede
ser representado como la combinacion convexa no trivial de otros dos puntos. Los puntos
extremos de 91 son las medidas de probabilidad soportadas solo en un punto, y las llamamos
medidas de Dirac.

Sea My C M el conjunto de todas las medidas de probabilidad de Borel T-invariantes
en X. Entonces My es cerrado y por lo tanto compacto y convexo en la topologia débil*.

Proposicion 2.19. Las medidas ergodicas T-invariantes son precisamente los puntos extre-
mos de M.
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Un espacio medible finito es un espacio de Lebesgue si es isomorfo a la unién de un
intervalo [0, a] (con la medida de Lebesgue) con un conjunto a lo mas numerable de dtomos.
Recordenos que un datomo es un conjunto de un solo elemento con medida no cero. Un espacio
de Lebesgue sin dtomos es llamado no atdmico y es isomorfo al intervalo [0, a] con la medida
de Lebesgue.

Sea (X,2, p) un espacio de Lebesgue con u(X) = 1. Una particion finita en X es
una coleccién finita ¢ de conjuntos C; medibles esencialmente ajenos, llamados elementos o
datomos de (, cuya unién cubre X mod 0. Decimos que que una particién (' es un refinamiento
de (, si cada elementos de (' estd contenido mod 0 en un elemento de { y se denota como
¢ < ('. Dos particiones son equivalentes si cada una es un refinamiento de la otra.

Definimos el refinamiento comin ¢ V (' de las particiones ¢ y ¢’, como la particién que
resulta de las intersecciones C, N C tal que C,, € ¢y C € (. Es la particién més pequeiia
que cumple ser un refinamiento de (,(’. La interseccion ¢ A (' es la particién medible mas
grande para la cual ¢ y ¢’ son refinamientos. La particion trivial v, es la particién que solo
tiene un elemento.

Tomemos { = {C; : 1 <i<m}yn={D;:1<j<n} dos particiones finitas donde
podemos asumir que m = n (si es necesario podemos anadir conjuntos vacios a una de ellas).
Entonces definimos la distancia entre dos particiones como

d(&n) = min > p(CGAD,q). (2.24)
™i=1
Las particiones € y ¢’ son independientes si u(CNC") = pu(C)-pu(C") paratodo C € (y C' € ',
y lo denotamos como ¢ L(’. Dada una transformacién 7'y una particién ¢ = {C1,...,Cp},
definimos T-1(¢) = {T71(Cy), ..., T7H(Cp)}.

2.3.1. Cadenas de Markov y automorfismos de Bernoulli.

Antes de continuar necesitamos estudiar los automorfismos de Bernoulli. Para ésto, sea
A una matriz de m x m irreducible y ademas estocéstica, esto ultimo es, una matriz cua-
drada, con entradas reales no negativas y que la suma de cada uno de los renglones sea 1.
Supongamosﬂ que A tiene un eigenvector izquierdo ¢ no negativo con eigenvalor asociado 1
y la suma de todas sus entradas es 1.

2El Teorema de Perron-Frobenius garantiza la existencia de dicho vector: la distribucion estacionaria.
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Definicion 2.26. Sea A = {1,2,...,m} un alfabeto y consideremos el espacio shift completo
A% = %,,. Dada una lista aj,as,...,a; € A de simbolos y un conjunto ny,...,n; € Z,
definimos el cilindro correspondiente como

C’;Lll;ﬁjj;;?ﬂ' ={r e X, =a;,1 <i<j} (2.25)
Es decir el conjunto de todas las sucesiones en las que, para cada k£ = 1,...,7, el simbolo

ay, ocurre en la coordenada ny. En particular, si uw = ay...a; y ny = ny + (k — 1), entonces
el cilindro CI", denotado también por C,(u), es el conjunto de todas las sucesiones con
la palabra u empezando en la coordenada n;. Si asumimos que dicha coordenada es cero
podemos denotar el cilindro de una palabra u simplemente como [u].

Los conjuntos cilindro generan la o-algebra de Borel. Asi, para definir una medida basta
definirla en los conjuntos cilindro. Definimos una medida de probabilidad de Borel P = Pa,
en Y, de la siguiente manera. Para un cilindro C}' de longitud 1, con k € Ay n € Z,
definimos la funcién P como P(C}) = g;, y en general definimos

j—1
P(Cg) = Qa1 HAaiaz‘Jrl' (226)

i=1

Entonces podemos interpretar a ¢ como la distribuciéon de probabilidad inicial en el
conjunto {1,...,m} y A es la matriz de transicion de probabilidades. El nimero P(C}) es
la probabilidad de observar el simbolo k en el n-ésimo lugar, y A es la probabilidad de
pasar de k a k’. El hecho de que ¢A = ¢ significa que la distribucién de probabilidad ¢ es
invariante bajo la accién de A, esto es

m

g = P(Cy™) =) P(C}) Ay, (2.27)

i=1

razon por la cual se le conoce como distribucion estacionaria.
Al par (4, q) le llamaremos cadena de Markov en el conjunto {1,...,m}.

Los cilindros son conjuntos que cumplen con ser conjuntos abiertos y cerrados al mismo
tiempo en los espacios shift. Pues dado un elemento z en el espacio shift, entonces podemos
tomar el cilindro C_,,(z[_,»), €l cual es el conjunto que contiene a todas las sucesiones con la
palabra central de tamanio 2n+1 igual a la del elmento x. Por nuestra definicion de distancia
en los espacios shift, este conjunto es precisamente la bola de radio 27" *! centrada en z. Por
lo tanto para un cilindro cualquiera C,(u) siempre existe una bola, de radio 27" 1*+1 que
lo va a contener.



2.3 Teoria Ergddica 48

Por otro lado, el complemento de un cilindro C7}, son todas las sucesiones que no tienen
la palabra u en esa posicion, y como u es de tamano finito y el alfabeto es finito, solo existen
una cantidad finita de palabras distintas a u que pueden tomar su lugar, por lo tanto su
complemento es la unién finita de dichos cilindros cilindros, es decir,

snar= U a

weAI\{u}

y como la union de abiertos es abierta, entonces el complemento es abierto, y por lo tanto
Cy es cerrado.

Ls topologia que inducen los conjuntos cilindro es, por definicién, la topologia producto
en A, en el entendido de que A es un espacio topoldgico discreto. Por lo tanto los conjuntos
cilindro son una base de nuestra topologia, por lo tanto la o-dlgebra € inducida por los
conjuntos cilindro es precisamente la o-algebra de Borel. La medida P en € es una extensién
unica de una medida o-aditiva y la llamamos medida de Markov correspondiente a A y q, v
el espacio de medida (%,,, €, P) es un espacio de probabilidad no dtomico de Lebesgue.

Si la transicién de probabilidad no depende del estado inicial tenemos un caso particular,
en este caso cada renglén de A es el eigenvector ¢, entonces la medida shift invariante P es
llamada la medida de Bernoulli y el espacio shift es llamado automorfismo de Bernoulli.

Consideremos un automorfismo de Bernoulli en >, con probabilidades ¢; > 0,q; + ...+
gm = 1. Sea ¢ la particién de 3, en m conjuntos C; = {x € X, : ©9 = i} y u(C;) = q;-
Definamos 7, = Vi—_so *(£) v sea n,(x) el elemento de 7, que contiene a z. Para x € %,,
sea fI'(x) la frecuencia relativa del simbolo i en la palabra ;... x,. Dado que o es ergédica
con respecto a p por el teorema ergddico de Birkhoff, para cada ¢ > 0 existen una N € N
y un subconjunto A, C 3, con u(A¢) > 1 — € tal que |f/'(z) — ¢;| < € para cada x € A, y

n > N. Por lo tanto si x € A, entonces

_ H ngi-f-q)n — on2 ity (gitei)loggi (228)

donde |¢;| < € y el log denota el logaritmo en base 2 con 0log0 = 0. Sacando el logaritmo,
dividiendo entre n y tomando el limite con n — oo obtenemos

hm - log :u nn Z qi 1Og ;- (229)

Lo que todo esto quiere decir es que podemos encontrar conjuntos A, de medida casi 1, tal que
para n suficientemente grandes, las frecuencia relativas de los elementos = son basicamente
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el valor de la medida de probabilidad ¢;. Asi que la medida de los conjuntos 7,, que contienen
estas palabras, es decir que tienen una frecuencia de simbolos correcta, estan relacionadas

con h=—> " ¢qlogg.

2.3.2. Particiones y entropia métrica

Sea (X, T,2, 1) una transformacién medible de un espacio de Borel. Para ser mas con-
cretos: X es un espacio métrico compacto, T: X — X es continua e invertible, 2l es la
o-algebra de Borel, p: 2 — [0, 1] es una medida de probabilidad invariante bajo T'.

Dada una particién ¢ = {C4,...,C,} de X, definimos la entropia de { por

Z“ ) log 1(C5). (2.30)

Para z € X sea m(z,() la medida de los elementos de ¢ que contienen a z. Entonces
claramente la siguiente expresién no da una interpretacion de la definiciéon de entropia como
la esperanza de una cierta variable aleatoria, la funcion de informacion:

H(¢) = —/Xlogm(:c,g“)du. (2.31)

Proposicién 2.20. Sea ¢ y n dos particiones finitas. Entonces

1. H(() >0y H({) =0 si y solo si { = v.
2. 8i ¢ <, entonces H(C) < H(n) y la igualdad se cumple si y solo si  =n.

3. Si( tiene n elementos, entonces H(C) < logn y la igualdad se cumple si y solo si cada
elemento de ( tiene medida 1/n.

4. H(CVn) < H()+ H(n) con la igualdad si y solo si (Ln.

Como ya lo mencionamos, una interpretacion de la entropia de una particion es el pro-
medio de la informacién de los elementos de la particién. Por ejemplo, supongamos que X
representa el conjunto de todos los posibles resultados de un experimento y p es la proba-
bilidad de distribucion de esos resultados. Para extraer informacion de esos experimentos
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creamos un sistema de medida que parte X en un nimero finito de subconjuntos observables
o eventos, C;,Cy, ..., C,. Para encontrar una funcién I: 2l — R* que nos de la informacién
de un evento tenemos que debe cumplir las siguiente propiedades:

= La informacion es una funciéon no negativa.

» La informacion es una funcién decreciente de la probabilidad de un evento, pues menor
sea la probabilidad de un evento, mas grande es la informacién que se obtiene del
evento. De igual manera la informacién que se obtiene de un evento trivial X es 0.

» Para dos eventos independientes C'y D, la informacién es aditiva, es decir, [(C'ND) =
I(C)+ 1(D).

Se puede demostrar que la “4nica” funcién que nos permite estas propiedades es I(C) =
—log u(C). Por lo tanto la entropia de la particién es el promedio de la informacién de los
elementos en la particion.

Para dos subconjuntos medibles C, D C X con u(D) > 0, definimos la medida condicio-
nal ;(C|D) = u(C N D)/u(D). Sean & = {C; :i € I} yn={D;:j € J} dos particiones.
Podemos definir la entropia condicional de £ con respecto a 7, como la entropia promedio
de la particion inducida por £ en un elemento de 7, definida por la férmula

H(&n) ==Y u(Dy) Y u(Ci|Dy)log u(Ci| D). (2.32)

jeJ iel

Proposicién 2.21. Sean &,n y ¢ particiones finitas. Entonces

1. H(&ln) >0 y la igualdad se cumple si y solo si & < 1.

H(¢lv) = H(E).

Sin < ¢, entonces H(E|n) = H(E[C).

Sin < ¢, entonces H(EV n|¢) > H(E[C).

Si & <, entonces H(E|C) < H(|C) y la igualdad se cumple si y solo si €V ¢ =nV .
H(EVnI¢) = H(EIQ) + HWIE V ¢) y H(EV n) = H(E) + H(nlE).

H(gln v ¢) < H(¢[Q).

S N N
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8. H(&n) < H(E) y la igualdad se cumple si y solo si ELn.

Definicion 2.27. Dadas dos particiones finitas & y n, definimos p(&,n) = H(&|n) + H(n|€)
como la métrica de Rokhlin, la cual define una métrica en el espacio de clases de equivalencia
de particiones.

Proposicién 2.22. Para cada € >0 y m € N, existe 6 > 0 tal que si & y n son particiones
finitas con a lo mds m elementos y d(&,m) < 9, entonces p(&,n) < €.

Supongamos que ( = {C, : a € I} es una particién en X con entropia finita. Para
k,n € N, definimos T7*(¢) = {T7*(C,) :a €I} y("=¢(VTHO V... VT ().

Si tomamos

H(™™ =HCVT YO V... vT () v, v T~ mmi+l )
<HCVTHOV.. VT ™" ™NO)+ HT¢VT ™ ) V... vT"™(() (2.33)

y aplicando que H(T*(¢)) = H({), podemos entonces concluir que H(¢™) < H({™) +
H(¢™). Por lo tanto el limite

BT, C) = Tim ~H(C™) (2.34)

n—o0 M,

existe y se define como la entropia de medida, o entropia de métrica de T relativa a (.

Proposicion 2.23. h(T,¢) = lim,_,., H(C|T7(¢")). Es decir que h(T, ) es la informacion
promedio anadida por el estado presente condicionada a que todos los estados pasados sean
conocidos.

Proposicién 2.24. Sea & y n particiones finitas. Entonces

1. (T, T7Y(&)) = MT,§), y si T es invertible, entonces h(T, T(€)) = h(T.,§).
2. hMT,§) = h(T, Vi, T7H(&)) para n € N, y si T es invertible, entonces h(T,§) =
WT,ViZ ., T7())-

3. WT, &) < h(T,n)+ H(&|n), y si & <n, entonces h(T, &) < h(T,n).

4. |A(T.€) = h(T.m)| < p(&,m) = H(Eln) + Hnlé).
5. W(T. &V ) < h(T, &) + (T, n).
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Definimos la entropia métrica de T como el supremo de todas las entropias métricas
h(T,() sobre todas las particiones finitas y medibles ¢ de X. Si dos transformaciones que
preservan la medida son isomorfas, entonces las entropias de métricas son iguales.

Si una sucesion ((,) de particiones finitas es tal que (,,4+1 > (, para todo n € N, entonces
decimos que es una sucesion refinadora. La sucesion es generadora si para cada particién
finita ¢ y cada § > 0, existe ng € N tal que, para cada n > ng, existe una particién &, con

gn < V?:l Cz y d(€n>£) < 0.

Definicion 2.28. Si ({,) es una sucesion de particiones finitas que es refinadora y generadora,
entonces h(T) = h,(T) = lim,, . M(T, ().

Un generador de un lado para una transformacién 7' que preserva la medida (no ne-
cesariamente invertible), es una particién finita ¢ tal que la sucesién & = \/}_,T*(¢)
es generadora. Si la transformacién es invertible, entonces el generador de dos lados es la
particién finita ¢ tal que la sucesion \/j_  T%(() es generadora.

Teorema 2.10. (Kolmogorov-Sinai) Sea & un generador para T'. Entonces h(T) = h(T,§).

Proposicion 2.25. Sean T y S dos transformaciones que preservan la medida de dos espa-
cios de medida (X, 2, p) y (Y,B,v) respectivamente. Entonces

1. h(T*) = k- h(T) para cada k € N, y si T es invertible, entonces h(T~') = h(T) y
h(T*) = |k| - h(T) para cada k € 7Z.

2. 8iT es un factor de S, entonces h,(T) < h,(5).
3. sy (T x S) = h,(T) + h,(5).

Sea f: X — X un homeomorfismo de un espacio métrico compacto X y se M el espacio
de medidas de probabilidad de Borel en X.

Lema 2.6. Sean p,v € M yt € (0,1). Entonces para cada particion medible de ( en X
ocurre que

tH,(C) + (1 = ) Hy(§) < Hyra-0w(C)- (2.35)

Para una particion £ = {A;,..., Ay} definimos la frontera de & como el conjunto 6§ =
U, 84, donde A =ANX \ A.

Lema 2.7. Sea i € M. Entonces
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1. Para cualquier x € X y § > 0, existe 0" € (0,6) tal que pu(0B(x,0")) = 0.

2. Para cualquier § > 0, existe una particion medible finita § = {C1, ..., Cy} condiam(C;) <
d para todo i y u(9¢) = 0.

3. St {un} C M es una sucesion de medidas de probabilidad que convergen a p en la topo-
logia débil* y A es un conjunto medible con u(0A) = 0, entonces p(A) = limy, o0 ptn(A).

Teorema 2.11. (Principio Variacional) sea f un homeomorfismo de un espacio métrico
compacto (X, d). Entonces hiop(f) = sup{h,(f)|p € M;}.

El Principio Variacional es uno de los teoremas mas importantes en teoria ergodica ya que
nos da una relacion entre las entropias topoldgica y métricas, a saber, la entropia topoldgica
es el supremo de todas las entropias métricas. Como vimos, la entropia topoldgica es una
propiedad importante para entender qué tan complejo es nuestro sistema, pues depende de
las érbitas: entre mayor entropia, mayor sera el nimero de fragmentos de érbitas. La entropia
topoldgica también es un invariante de conjugacién, asi que nos es muy util para encontrar
conjugaciones topoldgicas en sistemas dinamicos.

Si tenemos diferentes medidas de Borel, sabemos, por el Principio Variacional, que nin-
guna entropia métrica sera estrictamente mayor que la entropia topolédgica, pero puede pasar
que exista p tal que h, = hiop. Si esto pasara, serfa muy importante, pues la medida u seria
una buena medida para trabajar: la informacién seria igual a la informacién que nos dan sus
érbitas (topoldgicas).

Es por todo esto que un problema fundamental en teoria ergddica es determinar cudndo
existe una medida de entropia maxima (es decir que su entropia métrica coincide con la
entropia topolégica), y més aun, si este es el caso, determinar cudndo es tunica. Si la medida
cuya entropia métrica es igual a la topoldgica es unica, entonces se vuelve la mejor medida
para trabajar, por lo anterior.

Este capitulo nos dio la informacion que necesitabamos para entender los diferentes tipos
de entropia y qué relacion tienen entre ellos, asi como un principio de la teoria ergddica y
cémo la medida juega un papel importante en el estudio de los sistemas dinamicos. En general
todo esto nos lleva a que los sistemas pueden ser cadticos, que en términos generales significa
entropia estrictamente positiva (mayor que cero), aunque no existe un acuerdo general para
esto tltimo (por ejemplo, los sistemas de entropia cero, también conocidos como de “baja
complejidad”, pueden exhibir comportamientos que se consideran cadticos,

El trabajo que haremos sera intentar responder la pregunta de cuando existe una tnica
medida de entropia maxima. Para esto estudiaremos la propiedad de especificacién, la cual se
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ha mostrado que puede ayudar a encontrar sistemas donde ocurra ésto. En especial veremos
que le ocurre a los sistema simbdlicos bajo algunas otras propiedades mas débiles que la
especificacion.



Capitulo 3

Especificacion

Buscar una medida cuya entropia de medida tedrica sea igual que la medida topologica
y que sea Unica es un problema bastante complicado. Por suerte existe la especificacién. La
especificacion es una propiedad de los sistemas dindmicos que se asemeja mucho a la mezcla
topoldgica, pero que bajo ciertas condiciones esta relacionada con nuestro problema.

A lo largo de este capitulo usaremos espacios shift de un solo lado, es decir que las
sucesiones de simbolos estaran indexadas por N en lugar de Z. Esto solo para hacerlo mas
sencillo, aunque en general todo se va cumplir para los espacios shift de dos lados (sucesiones
bi-infinitas).

Antes de hablar de especificaciéon daremos unas cuantas definiciones que nos ayudaran
a llegar a este concepto.

3.1. Propiedades basicas

Definicion 3.1. Sea X un espacio shift. Sean a,b € Ny tales que a < b. Definimos el segmento
de orbita de x € X sobre [a,b] como la sucesién T (x) = (T%z), T (x),...,T%x)).
También definimos T1%%) (z) = Tleb=1(z).
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Definicion 3.2. Una especificacion es una familia de segmentos de érbita & = {T71%:3] (a:j)}?zl,
donde n € Ny b; < aj;; para todo 1 < j < n. Al nimero de segmentos de érbita en la
especificacion lo llamamos rango.

Notemos que, en la especificacién, el rango tiene que ser finito. De igual manera en cada
segmento de érbita el elemento 27 € X puede ser distinto, esto nos serd de mucha utilidad
una vez que estemos trabajando con la propiedad de especificacion en los espacios shift.

Definicion 3.3. La distancia de Bowen entre z,y € X a lo largo de un conjunto finito
A C N, es pk(z,y) = max{p(T’(x), T (y)) : j € A}. Si A =1{0,1,...,n} entonces se denota
pa(z,y) = oy (2,y).

La distancia de Bowen nos da la distancia mas grande que hay entre todas las iteraciones
de dos elementos en un conjunto especifico de iteraciones. Se puede definir una bola de Bowen
de radio € centrada en z € X alo largo de A como el conjunto By (z,€) = {y € X : pk(z,y) <
€}, es decir, el conjunto de elementos y tal que, para i € A, ninguna iteracién T%(y) se aleja
mucho (més que €) de T%(z).

El espacio de limite inverso de un sistema dindmico sobreyectivo (X,T) es el espacio
Xr = {(x1,29,23,...) € X*®° : T(2;41) = z; para todo i € N}. Podemos interpretar a los
elementos en X7 como la érbita O=°"=1 para algin z,, pues cada elemento lo podemos ver
e.g. como

(21, T2, 3, 4, Ts5, .. .) = (T(x2), T(x3), T(x4), T (x5), T(xg), .. .) (3.1)
= (T3(1'4), T2($4), T([L’4), x4, T_l(l'4), .. ) (32)

Podemos equipar a Xr con la topologia inducida como subespacio de X, este 1ulti-
mo equipado con la topologia producto. El mapeo T es llamado el mapeo union y defi-
nimos al mapeo or: Xr — Xr tal que op(xo, z1,22,...) = (T(x0), T(21),T(22),...) =
(T'(x0), zo, x1, - . .) como el homomorfismo shift y el sistema dindmico invertible (Xr, or) es
la extension natural de (X, T'). Estos dos sistemas dindmicos estan intimamente relacionados,
si uno de ellos es transitivo o estd mezclado, el otro necesariamente lo es, de igual manera
comparten la misma entropia topolégica.

Un sistema dindmico invertible (X, T') es positivamente expansivo si existe una constante
¢ > 0 tal que, si x,y € X satisfacen que d(T"(z),T"(y)) < c¢ para toda n € Nj entonces
xr = y. Es decir que en un espacio positivamente expansivo, por muy cerca que estén dos
puntos, eventualmente se separan bajo iteraciones de T'. Veamos que los espacios shift de un
lado son positivamente expansivos.
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Sea (X, o) un espacio shift de un lado y x,y € X. Procedemos por contradiccién. Su-
pongamos que x # y y d(c"(x),0"(y)) < ¢ para algin ¢ > 0 y n € N. Sabemos que en
los espacios shift el nimero mas grande que alcanza la distancia entre dos puntos es 1, y
esto es si el primer simbolo en cada uno de los elementos es diferente, asi que pediremos
que ¢ < 1 pues si no cualquier par de elementos lo cumpliria sin problema. Supongamos
que la distancia entre los dos elementos es d(z,y) = 27* donde k es tal que To.k] = Y[o.k]
pero Tp.i1 # Yrr1, esto por nuestra definicion de distancia en los espacios shift. Ahora
d(o(x),o(y)) = 2=#1 pues al usar la transformacién ¢ se mueve un espacio a la izquierda
la sucesién. Asf podemos hacerlo sucesivamente hasta que d(o*(x),o*(y)) = 27! y entonces
tenemos que d(c*t1(z), o¥*1(y)) = 2° = 1 > ¢, llegando a la contradiccién y por lo tanto un
espacio shift es positivamente expansivo.

A continuacién definiremos la especificacién tal como Kwetniak y Oprocha lo definieron
en [11].

Definicion 3.4. Sea v: N — N cualquier funcién. Una especificacién & = {11953 (z7 ) Y=y es
es v-espaciada si a; — by > v(b; — a; + 1) para 2 < i < n. Dada una constante N € N
decimos que una especificacién es N-espaciada si la funcién v(n) = N para toda n € N,

Definicion 3.5. Decimos que la especificacion £ = {T[“ﬁbﬂ'](xj)}?:1 es e-rastreable por y € X
si p(T*(y), TH(27)) <eparaa; <k <bjy1<j<n.

Definicion 3.6. (X, T) tiene la propiedad de especificacion si para cualquier € > 0, existe una
constante N = N(e) € N, tal que cualquier especificacién N-espaciada & = {T1%-%](27)}n_,
es e-rastreable para algin y € X. Si adicionalmente y puede ser elegida de tal manera que
To=a0tN () = y, entonces tiene la propiedad de especificacion periddica.

Una vez que tenemos definida la propiedad de especificacion, queremos observar cémo se
comportaria un espacio shift con esta propiedad. Supongamos que tenemos un espacio shift
X y el sistema dindmico (X, o) tiene la propiedad de especificacién, por lo tanto sabemos
que para cualquier € podemos obtener el nimero N = N(¢) y cualquier especificacién N-
espaciada § = {T1t7](27)}7_, es e-rastreable para algin y € X.

Definamos :c{aj’bj]
el elemento 2/. Evidentemente esta palabra se encuentra en el lenguaje del espacio shift,
esto es u; € L(X), y podemos definirlo para cada 1 < j < n. Como la especificacién es
e-rastreable por y, entonces tenemos que p(a*(y), 0% (27)) < ¢, para a; < k < b;. Dado que
estamos tomando la distancia en un espacio shift, los bloques [2a; —b; —m, b; +m| de y y a7
deben coincidir, donde m > 0 es constante, pues cuando se aplique la transformacion 0% este
bloque pasard a la posicién [a; — b; — m,b; +m — a;] el cual es el bloque central de ambos

y por lo tanto la distancia es a lo més 2-(~%+™  Cuando apliquemos las subsecuentes

= wu; como la palabra que se encuentra entre los lugares a; y b; en
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iteraciones, seguiran teniendo bloques centrales iguales cada vez més pequenos, hasta que
en 0% el bloque pasara a ser [2a; — 2b; —m, m| y como sabemos que b; > a;, entonces este
intervalo contiene al bloque central [—m,m] y por lo tanto la distancia sera a lo més 27™,
asi que haciendo que m sea tal que 27™ < ¢, obtenemos m > —log,(€), vy esto se cumple
para cada j < n.

La palabra u; esta contenida en [2a; — b; —m,b; +m] y en especial podemos decir que
uj = xfai’bﬂ = Yla, ;) PaTa cada j, y sabemos que yp, q,,,] = w; € Ly(X) pues, por como se
construyé la especificacién, sabemos que la distancia entre b; y a;1; es N. Por lo tanto la
palabra uwiusws . . . Wy—1Un = Yja, 5,] € L(X) pues es una palabra que se encuentra en y, el
cual es un punto del espacio shift. Como esto se hizo para cualquier especificacion, entonces
las palabras u;’s pueden ser cualesquiera, pues cualquier palabra que queramos se encuentra
en algiin punto 27 en el bloque [a;,b;], por lo tanto la propiedad de especificacién implica
que para cualesquiera n palabras wuy,us,...,u, € L(X), existen wy, ws, ..., w1 € L(X)
tales que ujwyusws . .. wy_qu, € L(X).

Nos falta probar la inversa, lo cual es muy sencillo pues se hace la misma construcciéon
pero en reversa. Supongamos que para un espacio shift X y un sistema dindmico (X, o)
tenemos que para cualesquiera n palabras uy, us, ..., u, € L£(X), existen wy, ws, ..., w,_1 €
L(X) tales que ujwugwsy ... w,_1u, = p € L(X). Entonces como p € L(X), podemos
construir una sucesiéon y donde la palabra p se encuentre en el bloque que queramos de v,
digamos que el bloque es [ay,b,] y esta conformado de tal forma que w1 = Ya, b1, W1 = Vb, ,a0]
y asi sucesivamente para todo 1 < j < n. Ademas, a; € N puede ser el valor que queramos
y todos los demés dependen de él. De igual manera construimos 2/ tal que xfajfbjfm,bj ] =
Yla;—b;—m,b;+m]; cOMO los espacios shift son positivamente expansivos podemos encontrar x’
tal que 2/ # y. Al tomar p(c*(y),o"(2")) para todo k € [a;,b;] tenemos que, como vimos
méas arriba, la distancia es 27 y eligiendo el epsilon adecuado para cada 1 < 5 < n es
facil observar que y e—rastrea a los segmentos de 7, los cuales se pueden representar como
la especificacion N-espaciada £ = {T[aj’bj](xj)}g‘zl. Dado que esto es para cada palabra,
podemos crear cualquier especificaciéon N-espaciada y € el cual solo depende del valor que
tomemos para m.

Teorema 3.1. Un espacio shift tiene la propiedad de especificacion si existe un entero
N > 0 tal que para cualesquiera n palabras uy, us, ..., u, € L(X), existen n — 1 palabras
Wy, Wa, ..., Wy—1 € Ly(X) tales que ujwiugws ... wy_qu, € L(X).

El siguiente teorema nos da ciertas propiedades que tienen los sistemas dinamicos con
la propiedad de especificacién y son igualmente validos con la propiedad de especificacién
periodica.
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Teorema 3.2. 1. Si (X,T) tiene la propiedad de especificacion, entonces (X,T*) tiene
la propiedad de especificacion para cada k > 1.

2. 51 (X, T),(Y,S) tienen la propiedad de especificacion, entonces el sistema producto
(X xY,T x S) también tiene la propiedad de especificacion.

3. Cada factor de un sistema con la propiedad de especificacion tiene la propiedad de
especificacion.

4. Cada mapeo sobreyectivo con la propiedad de especificacion es topoldgicamente mezcla-

do.

Demostracion. 1) Sea & = {T*%%](z;)}"_; una especificacién N-espaciada para la trans-
formacién T*. Entonces sabemos que el segmento de érbita T*%:45(2,) estd contenido en el
segmento de érbita T4 ’kbf](xj) y comparten el primer y ultimo elemento. Como la especi-
ficacion es N-espaciada, entonces sabemos que aj.; — b; = N por lo que kaj;1 — kb; = kN
y por lo tanto podemos construir para 7' la especificacién ¢ = {T'1F:bil(37) i1 la cual es
kN-espaciada y donde para cada j el segmento T*%:#%l(z;) contiene al segmento T*1%:%](z;)
y no interseca a ningun otro segmento de la especificacién £. Ahora como ( es kN-espaciada
y (X, T) tiene la propiedad de especificacién, sabemos que podemos tomar € tal que existe
una y € X que la erastrea, y por lo tanto también rastrea a la especificacion £&. Como
esto es para cada especificacién N-espaciada, concluimos que (X, T*) tiene la propiedad de
especificacion.

2) Sean dos sistemas dinamicos (X, 7T), (Y,S) con la propiedad de especificacién. En-
tonces tomemos el sistema dindmico (X X Y, T x 5) y la especificacién N-espaciada £ =
{(T x S)leabil (27, y7)}"_,. Como (X, T) tiene la propiedad de especificacion, podemos tomar
la especificacién ¢ = {T1*](z7)}"_, donde los intervalos [a;,b;] son los mismos que en &,
por lo tanto ¢ es N-espaciada y existe un v € X y ex > 0 tal que ( es ex-rastreable por
u. Hacemos lo mismo para (Y, S), definimos la especificacién v = {Sa5:%](y )}j—1 con los
intervalos [a;, b;] iguales que en &, por lo tanto v es N-espaciada y existen w € Y y ey > 0
tales que v es ey-rastreable por w.

Si tomamos el elemento (u,w) € X x Y y p((T x S)k(x?,y7), (T x S)*(u,w)) para
a; <k <bjy1l<j<n,entonces al tomar la métrica natural del producto cruz tenemos
que

p((T x 8)* (2, 4), (T x 8)*(u, w)) = mix{px (T*(a?), T*(u)), py (S*(27), S*(w))} ~ (3.3)
< méax{ex, €y }.
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Por lo tanto podemos ver que definiendo ¢ = max{ey, ey} podemos encontrar £ la cual es
N-espaciada y la cual es e-rastreable por (u,w).

3) Sea (Y,S) un sistema dindmico tal que (X,T") es un factor de él, esto quiere decir
que existe una semiconjugacién continua 7: Y — X tal que 7% o7 = 7 o S* para toda
k € N. (Y,95) tiene la propiedad de especificacién, es decir que para todo € existe N(e)
tal que, para toda especificacion £ = {S[“J"bj](yj)};?zl N-espaciada existe u € Y tal que,
py (S*(y'), S*(u)) < e. Ahora para (X,T) definamos una especificacién v = {T1%0(27)}7_
N-espaciada, entonces aplicando que la semiconjugacion es sobre podemos escribir v =
{T[“j’bf](w(yj))}’]?zl y definimos w = 7(u). Luego entonces

px (T*(x)), T*(w)) = px (T* o 7(y;), T" o m(u)) = px(mwo S*(y;), 70 S*(u)) < d(e)

pues sabemos que la semiconjugacién 7 es continua y py(S*(y;), S¥(u)) < €, por lo tanto
la especificacién v es d-rastreable por w € X y esto para ¢ > 0. Concluimos entonces que
(X, T) tiene la propiedad de especificacion.

4) Sabemos que un sistema dindmico es topolégicamente mezclado si para U,V C X
abiertos existe N € N tal que, para todo n > N se cumple que UNT"(V) # @.

Tomemos U,V C X abiertos y dos elementos x € U y y € V, elijamos € > 0 de forma
que el diametro de U y el didmetro de V' sean mayores que €. Como el sistema tiene la
propiedad de especificacién, existe N = N(e) tal que cualquier especificacién N espaciada
es rastreable.

Sean > Ny (= {T%), T"(y')} una especificacién donde y' € T "({y}), lo cual
es valido porque la transformacién es sobreyectiva. Nuestra especificacion solo tiene dos
elementos, y la distancia entre los dos intervalos es mayor que NN, por lo tanto es rastreable
y existe w € X tal que d(w,z) < ey d(T"(w), T"(y")) = d(T™(w),y) < e. Asique w € Uy
w e T7(V), por lo tanto (X, T') es topolgicamente mezclado. O

Lema 3.1. Si (X, T) tiene la propiedad de especificacion y su extension natural es expansiva,
entonces (X, T) tiene la propiedad de especificacion periddica.

3.2. Especificacién y ergodicidad

En teoria ergddica se pueden definir los k-sistemas, estos son transformaciones invertibles
que preservan la medida en un espacio de probabilidad, donde su entropia de medida tedrica
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es completamente positiva. Un sistema tiene entropia completamente positiva si la entropia
de Kolmogorov-Sinai de cada particion no trivial es positiva y la entropia de cada factor que
preserva la medida es positiva. Esto quiere decir que no importa como dividamos al sistema,
ni como lo expandamos, la entropia siempre es positiva. Al momento de querer pasar esta
idea de tener entropia siempre positiva sin importar las divisiones a la dindmica topoldgica,
debemos hacer algunos cambios pues las entropias no estan definidas de la misma manera,
por lo que usaremos las siguientes definiciones.

Sea (X, T) un sistema dindmico y &/ una cubierta de abiertos para X. Si tomamos el
conjunto £ C & X ... x & (n veces) y para cada z € X existe una n-tupla de conjuntos
abiertos (Ag,..., A, 1) € E tal que T*(z) € A para todo 0 < k < n, entonces decimos
que E es una n-cubierta. Para una n-cubierta definimos su cardinalidad como la cantidad
diferente de n-tuplas que puede tener. Basicamente decimos que podemos encontrar una lista
de conjuntos abiertos que corresponden a una cubierta de X tal que los pedazos de 6rbita de
tamano n vivan en ellos. Esta definicién nos serda de mucha ayuda para demostrar algunas
de las siguientes proposiciones.

Denotemos como M, (T, .e/) a la cardinalidad minima que puede tener una n-cubierta,
para la cubierta abierta .27. Bowen [2] define la siguiente cantidad

WT, o) = 1im ~log M, (T, ) (3.5)

n—oo M

y finalmente define la entropia topoldgica como

hiop(T) = sup h(T, <7). (3.6)

Esta forma de definir la entropia es equivalente a la Definicion 2.11, pues ambas dependen de
coberturas abiertas y de las 6rbitas de los puntos, solo cambia un poco la forma de escribirlo.

Definicion 3.7. Un sistema dindmico (X, T) tiene entropia uniformemente positiva si cual-
quier cubierta por dos conjuntos abiertos no densos tiene entropia positiva.

Definicion 3.8. Un sistema dindmico (X, T) tiene entropia completamente positiva si cual-
quier factor no trivial tiene entropia positiva.

Como podemos ver, estas dos definiciones son relativamente parecidas a la definicion
para los k-sistemas, solo que en este caso en vez de tener cualquier particién no trivial
tenemos una especie de particién en solo dos conjuntos abiertos.

Proposicién 3.1. Sea un sistema dindmico (X,T) con entropia uniformemente positiva.
Entonces el sistema es transitivo y tiene entropia completamente positiva.
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Demostracion. Supongamos que T no es transitiva, entonces existe un abierto C' # & con
T-Y(C)c CyC+# X.Sea B # @ un abierto tal que B C C'y definimos D = X \ B el cual
es abierto, asi que {C, D} es una cubierta abierta de X.

Sea E, = {(Cy,...,C;,Dy,...,D;) i+ j =mn,i,j > 0} y queremos ver que E, es una
n-cubierta de (7, {C, D}). Como la preimagen de C' estd contenida en C', entonces ningin
elemento fuera de C' puede ir a C'. D puede intersecar a C' pero no estd completamente
contenido en C, asf que si x € X, entonces puede ser que T%(x) € D para todo 0 < k < n, o
existe una k = k(z) suficientemente grande tal que, 0 < k < n y T%(x) ¢ D. Como {C, D}
es una cubierta abierta, entonces T*@(z) € C, por lo tanto T™(x) € C para todo m < k(z)
pues T71(C) C C'y T?(x) € D para p > k(X), lo cual demuestra que E,, es una n-cubierta.

La cardinalidad de E, es n + 1, entonces M,(T,{C,D}) < n+ 1 y por lo tanto la
entropfa h(T,{C, D}) = lim, o ~log M,,(T,{C, D}) = 0 lo cual es una contradiccién pues
la entropia es positiva. Por lo tanto T' es transitiva.

Tomemos ahora un factor no trivial y veamos si tiene entropia positiva. Sea (G,Y) un
sistema dinamico tal que G: Y — Y y H: X — Y son mapeos continuos, H es sobre y
G o H = HoT. Supongamos que {C, D} es una cubierta abierta para Y con C # Y #
D. Como H es continua, {H~(C), H '(D)} es una cubierta abierta para X y entonces
tiene entropia topolégica positiva. H y H~! inducen una biyeccién entre las n-coberturas
de (T,{H Y(C),H Y (D)}) vy (G,{C,D}) = H(T{H'(C),h"*(D)}) por lo que la entropia
topoldgica es positiva.

]

Teorema 3.3. Si (X, T) es un sistema dindmico con la propiedad de especificacion, entonces
T tiene entropia uniformemente positiva.

Demostracion. Sea {C, D} una cubierta abierta de X, e > 0y p,q € X de forma que B.(p) C
C\Dy Bq) C D\ C. Sea N = N(e) el entero que forma una especificacién N espaciada y
definimos M = N + 1. Ahora definamos el conjunto A = {z = (ao, ..., an1) € [[j—s X tal
que T"M (ay) = p o T*™ (ay) = q para todo ay}.

Para cada = € A, podemos construir la especificacién & = {T*M (a;,)}7_, donde cada ay
es uno de los elementos que forman a x. Esta especificacién es N-espaciada pues

(k+1)M —kM = (k+1)(N+1)— k(N +1) =N + 1.

Entonces existe un y € X tal que p(T*M (y), T"M (a3,)) < e.
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Tomemos x, = (ag, . ..,an1), 2, = (by,...,by—1) € A tal que x, # x,. Esto quiere decir
que existe k tal que ay # by y sin pérdida de generalidad podemos tomar a T (a;,) = p
y T"M(by) = q. Usando la especificacién formada por z, obtenemos que existe y, tal que
p(T*M (y,), T*M (a3,)) < € y por lo tanto p(T*M (y,), p) < ¢, asi que T*M (y,)) € B.(p) C C'\ D.
Podemos repetir este proceso para x, y obtenemos un y, tal que T"*(y,) € B.(q) C D\ C.

Sea E,, una nM —cubierta de (T, {C, D}) para z € X. Elijamos un elemento F,(X) € E,
donde F,(z) = (F°(x),..., FM™~1(z)) y T(x) € Fi(z) para 0 < j < nM. Como sabemos
que T*™(y.) € B.(p) y {C, D} es una cubierta, entonces el abierto que cubre a F* (y,) es C
y por lo tanto F*M(y,) = C, y andlogamente F*(y,) = D por lo que F*(y,) # FFM(y,).
Obtuvimos dos abiertos posibles para cada uno de los F, y cardE, > 2", por lo tanto
Moy (T,{C,D}) > 2™ asi que h(T,{C,D}) > lim —1log2" = +;log2 > 0. Por lo tanto T
tiene entropia positiva para cualquier cubierta abierta {C, D}, y por lo tanto tiene entropia
uniformemente positiva.

]

Definicion 3.9. Dado un sistema dindmico (X, T") decimos que es débilmente mezclado si el
sistema producto (X x X,T x T') es topolégicamente transitivo.

Lema 3.2. Un sistema dindmico (X,T) no es débilmente mezclado si y solo si existen dos

conjuntos abiertos no vacios U,V tal que para todan € N no se puede tener simultaneamente
UnNnT(U)#2 yUNT™V) # @ (ver [1]).

Proposicion 3.2. Un sistema dindmico con entropia uniformemente positiva es débilmente
mezclado.

Demostracion. Supongamos que el sistema (X, T") no es débilmente mezclado. Entonces po-
demos tomar dos conjuntos abiertos, no vacios U,V como en el lema anterior. Definamos
la cubierta abierta U’, V' para X tal que Ve C U' y U C V'.Sin € N, i € {0,1,...,n},
entonces, por el lema anterior, tenemos dos posibilidades: Por un lado, puede suceder que
UNTU # @, por lo que UNT'V = @, en cuyo caso U C (T"V)¢ C T*U’. La otra posibilidad
es que UNT'U = &, en cuyo caso U C T*V’. El conjunto U esté contenido en la interseccién
de estos conjuntos para cada ¢, es decir que U C WoNTWiN...NT"W,, = W donde cada
W; puede ser U’ o V.

Tomemos x € X de forma que x € U, por lo tanto x € W. Podemos iterar a x
tal que T'(z) € T(W) y asi sucesivamente hasta que T"(z) € T™(W), por lo que si to-
mamos la n-cubierta E, de (7,{U’,V'}) entonces el elemento F,(x) para toda z € U
es Fp(x) = (W, T(W),...,T"(W)). Ahora si y ¢ U entonces y € V' por lo que pue-
de ser que toda la dérbita de tamano n de y se encuentre en V' o que exista un m < n
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tal que T"(y) € U, por lo que en este caso el elemento de la n-cubierta es F,(y) =
V', T(V",..., T Y V"), W, T(w),..., T ™(W)). La cardinalidad de la n-cubierta F, es
n+1y M, (T,{U’,V'}) < n+ 1y por lo tanto h(T,{U’,V'}) = 0 lo cual contradice que
nuestro sistema dinamico tiene entropia uniformemente positiva, asi que el sistema es débil-
mente mezclado.

O

El hecho de que un sistema dinamico con la propiedad de especificacién tenga entropia
uniformemente positiva nos dice que la especificacion implica importantes propiedades to-
polodgicas como lo es ser débilmente mezclado o tener entropia completamente positiva. Par-
tiendo de estas definiciones, introducimos la definicién de los sistemas k-topoldgicos, de forma
que se tenga cierta relacion con la definicién de los k-sistemas. [20)]

Definicion 3.10. Sea (X,T) un sistema dindmico, decimos que es un k-sistema topoldgico
si para cada cubierta finita abierta de conjuntos no densos de X tiene entropia topoldgica
positiva.

Dependiendo del tamano de la cubierta finita decimos que el k-sistema topoldgico es un
sistema con entropia uniforme positiva de orden n, de esta forma un sistema con entropia
uniformemente positiva es un sistema con entropia uniforme positiva de orden 2. Es sencillo
ver que si tenemos un sistema dindmico sobreyectivo con la propiedad de especificacion
entonces es un k-sistema topoldgico, y cada k-sistema topologico es mezclado.

Ya que estudiamos varias relaciones de la especificacion con la entropia de sus coberturas,
estudiaremos la ergodicidad de los sistemas con especificacion y su relaciéon con la entropia
de medida tedrica

Recordemos que una medida p es ergddica si se cumple que para cada conjunto A tal
que T7'(A) = A entonces pu(A) =00 1.

Teorema 3.4. Sea (X,T) un sistema dindmico invertible y expansivo con la propiedad de
especificacion. Entonces h(T) = lim,,_,o * log(Per,(T)).

Demostracion. Sea o/ una cubierta finita con diam(A) < § para todo A € &/ y § es la
constante de expansividad. Definimos el nimero de Lebesgue > 0 como el nimero tal
que cualquier bola cerrada de radio § estd completamente contenido en algin elemento
de la cubierta. Sea @ un conjunto (n,f)-separado maximal, esto quiere decir que, para
todo z,y € Q y 0 < t < n se tiene que d(T*(z),T'(y)) > B. Para z € @ definamos
B(2) = (Ao(2),...,A,_1(2)) donde A(z) € o y cl(Bs(T"(2))) C Ax(2).
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Veamos que E, = {B(z)|z € Q} es una n-cubierta para (T,</), para cada z € X.
Supongamos que z € (). Entonces por la definicién de B(z) € E, tenemos que cumple las
caracteristicas que pedimos para una n-cubierta. Ahora sea x € X \ (. Entonces existe
z, € Q tal que d(T%(x),T*(z,)) < B para todo 0 < k < n, pues si no existiera este z,
entonces ) U {z} seria un conjunto (n, 3)-separado més grande que @ lo cual no es posible
pues Q es maximal. Dado que T"(z) € Bs(T"(2,)) C Ax(z.), entonces B(z,) € E, es el
elemento que cumple la propiedad de una n-cubierta para x ¢ @, por lo tanto E,, es una n-
cubierta. Definamos como N (n, 8) la cardinalidad de un conjunto (n, 3)-separado maximal.
Como este ultimo es precisamente () y la cardinalidad de E,, es el nimero de elementos en
@, la cardinalidad de FE,, es entonces N(n, ) y por lo tanto M,,(T,</) < N(n, 3).

Sea E una n-cubierta para (7', /) y R un conjunto (n, ¢)-separado. Para x € R definamos
ala funcién g(z) = (Ag(x),. .., An_1(z)) € E, es decir que T*(z) € Ax(x) para todo 0 < k <
n. Si g(x) = g(y), entonces Ay(z) = Ax(y) y por lo tanto d(T*(X), T*(y)) < diamA,(X) < §
para 0 < k < n. Entonces, como R es un conjunto (n, d)-separado, solo nos queda que x = y.
Entonces la funcién g: R — E es una funcién inyectiva y cardE >cardR y M, (T, <) >
N(n,9).

Sea Per, (U) = {x € U : T"(x) = z} el conjunto de puntos periddicos de T" en el conjunto
U y también definimos N,,(U) =card(Per,(U)). Usaremos el siguiente lema debido a Bowen

2]
Lema 3.3. Para cualquier o > 0 se cumple que liminf ]év(dT(g) > 0.

Aplicando el lema a nuestras cantidades inferimos que existe un S > 0 y ng tal que
N,(T) > SN(n, B) para n > ny. Como M, (T, /) < N(n, ), deducimos que SM, (T, o) <
SN(n, ) y Nu(T) = SMy(T', 7).

Ahora tomemos dos elementos p # ¢ que pertenezcan a Per, (7). Entonces como el
sistema es expansivo y son elementos diferentes, existe t € N tal que d(T%(p),T"(q)) > e,
pero al ser puntos periédicos de periodo n, tenemos que t < n y por lo tanto pertenecen al
conjunto (n,d)-separado, asi que N(n,d) > N,(T) y por lo tanto N, (T) < M, (T, <) para
todo n > nyg.

Dado que (1/n)log M, (T, /) aproxima el valor del limite h(7,.</) entonces tam-
bién lo hace (1/n)log N,,(T) pues SM,(T, o) < N,(T) < M,(T,<7) y el limite para
L1og(SM, (T, o)) es igual que el limite para L log(M, (T, </)). Por lo tanto obtenemos
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W(T) = h(T, /) = lim > log N, (T). (3.7)

n—oo N

Un sistema dindmico que tiene una unica medida de entropia maxima se dice que es
intrinsecamente ergodico. Nuestra meta es demostrar que un sistema dinamico expansivo
con la propiedad de especificacion es intrinsecamente ergddico. Para esto, primero debemos
demostrar que al menos existe una medida con entropia maxima: veremos que cualquier
sistema dinamico expansivo lo cumple, es decir, tiene al menos una medida con entropia
méxima. Para llegar a esta propiedad debemos estudiar antes los generadores. [0]

Definicion 3.11. Una cubierta finita o/ = {A; tal que 1 < ¢ < s} de X es un generador de
T si para cada sucesion {k;}iez con 1 < k; < s la interseccién (., T" Ay, contiene a lo mds
un punto. Definiremos a s como la potencia del generador de 7.

Teorema 3.5. Sea (X,T) un sistema dindmico expansivo, y sea € > 0 la constante de
expansion para T. Entonces cada cubierta abierta of = {A; tal que 1 < 1 < s} de X tal
que diamA; < € es un generador de T. De igual manera si of = {A; tal que 1 < i < s} es
un generador de T, entonces T es expansivo y cada numero de Lebesque es una constante
expansiva para T

Demostracion. Si (X, T) es un sistema dindmico expansivo, entonces existe € > 0 tal que para
cualquier par de puntos distintos z,y € X existe una n € Z tal que d(T"(x),T"(y)) > e.
Entonces no existen dos puntos z,y € (),cz T? Ay, pues x,y pertenecerian a Ay, y por lo
tanto la distancia entre ellos seria menor o igual a €. Pero de igual manera x,y pertenecen
a todo los conjuntos T"(A;,) y por ser expansivo en algin momento la distancia entre uno
de los conjuntos tiene que ser mayor a € por lo tanto no puede contener los dos puntos de la
interseccién y entonces es un generador.

Ahora para el regreso sea &/ = {A; tal que 1 < i < s} un generador de 'y € > 0
el nimero de Lebesgue para &7, es decir, el didmetro mas pequeno que debe de tener un
conjunto para estar en uno de los conjuntos A;s. Supongamos que existen x # y € X tales
que d(T"™(z), T"(y)) < € para toda n € Z. Entonces para cada n € Z existe A;, € &/ tal
que B(T "(x)) C A;, por ser numero de Lebesgue, y esto también se cumple para y. Por

lo tanto x,y € (;ez T Ay, lo cual es una contradiccién pues &7 es generador.
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Definicion 3.12. Sea Xy C X. Una particion o de X a lo mas contable es llamada un
generador topologico de X si las siguientes condiciones se satisfacen:

1. Uye, intA es denso en X e intA # @ para cada A € a.

2. Para cada x € X y para cada sucesién A;, € a con (k € Z) tales que

T € ﬂ ﬁ TkintA;,

neZ k=—n

se sigue que {z} =,z Mi_,T*intA,;, .

Los generadores topoldgicos lo que hacen es separar los puntos de un conjunto 7-
invariante. Son objetos de estudios muy grandes en la teoria de los sistemas dinamicos,
aunque eso queda fuera del alcance del trabajo. Uno de los resultados mas importantes es
que cuando el sistema tiene un generador topolégico finito, entonces es factor de un sistema
simbdlico. La razéon de que estudiemos los generadores de T' es para mostrar que podemos
encontrar generadores topologicos finitos, mas atin acabamos de mostrar que los generadores
de T estan relacionados con los sistemas expansivos y vimos que ser expansivo depende de
la cubierta y no de la medida.

Proposicion 3.3. Sean T una transformacion expansiva y € > 0 la constante de expansion
para T. Para cada particion o = (Ay, ..., As) de X, si X = Ui_jintA; y diamA; < e,
entonces a es un generador topologico de X

Demostracion. Sabemos que existe una o > 0 tal que el max; diam A; < € — §. Definamos la
cubierta abierta & = {Bs(intA;)|1 < i < s} de X. Como § < €, podemos aplicar el teorema
anterior y &/ es un generador de 7', entonces la interseccién (), ., T Bs(intA;,,) contiene a
lo mas un elemento, y como (,c5 (Npe_, TFintA;, C ),z T Bs(intA;,,) obtenemos que
es un generador topoldgico, ya que tiene a lo mas un elemento.

]

Definicion 3.13. La o-algebra mas chica de subconjuntos de X que contiene todos los sub-
conjuntos abiertos es denotado por B(X) y es llamada la o-dlgebra de Borel. Sus elementos
son llamados los conjuntos de Borel. Los conjuntos de Borel también pueden ser definidos
como los conjuntos que estan formados por uniones contables, intersecciones contables y
complementos de abiertos. Una particion de Borel es una particién hecha por conjuntos de
Borel.
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Definicion 3.14. Sea m € Mr y A un conjunto medible, donde 97 en el conjunto de las
medidas T-invariantes . Decimos que es un conjunto m-continuo si la medida de la frontera
de A es cero.

Lema 3.4. Sea X un espacio métrico compacto y % = {U; tal que 1 < i < s} una cubierta
abierta de X. Entonces existe una particion de Borel a = {A; tal que 1 < i < s} tal que
A; C U;. También es posible encontrar una particion o = {A; tal que 1 < i < s} tal que para
cada 1 < i < s se tiene que A; C U; y A; C intA;. Mds atin, si m € Mp(X) es una medida
dada, podemos elegir la particion de Borel a tal que v es una particion m-continua.

Demostracion. Definamos la cubierta abierta ' = {U] tal que 1 <1i < s} y § > 0 tal que
Bs(U]) C U; para cada 1 < i < s. Esta cubierta esta bien definida porque para cualquier
cubierta podemos encontrar bolas que estan completamente contenidas en cada conjunto de

la cubierta.

Dada m € My (X) podemos dar un 0 < &y < ¢ tal que m(Bys, (U!)) = m(Bs,(U!)) para
toda 1 <4 < s, ya que los conjuntos son abiertos y la medida es regular. Sea U = {Bs,(Uj)
tal que 1 < i < s} y definamos de manera inductiva A, = By, (U]) y A; = Bs,(U]) — Ui, Ax
con 2 < i < s. La cerradura de A; esta contenida en U; pues esta formada por un conjunto
mas chico que By, (U) el cual esta contenido en U;.

A; es medible por Borel, ya que esta formado por conjuntos medibles de Borel. En A; su
medida es m(A;) = m(Bs, (U])) = m(Bs,(U;)) por lo cual la medida de su frontera es cero y
por lo tanto es un conjunto m-continuo. Por inducciéon podemos ver que A; es un conjunto
m-~continuo, pues en cada A; le estamos restando a un conjunto m-continuo, la unién de
conjuntos m-continuos, por lo que al tomar la cerradura tenemos puntos de frontera que
por ser m-continuos su medida es cero. Esta es la particion de Borel, pues estd formada por

conjuntos medibles por Borel y m-continuos. O

Definicion 3.15. Una funcion f es semi-continua por arriba en el punto x si para todo € > 0
existe 0 > 0 tal que f(y) < f(z)+ € para todo y € Bs(x), y decimos que la funcién es
semi-continua por arriba si es semi-continua por arriba en todo punto x.

Proposicion 3.4. Si T es expansiva entonces la funcion hy,(T): Mr(X) — R es semi-
continua por arriba con respecto a la topologia débil en Mr(X).

Demostracion. Tomemos la sucesién de medidas {my, fneny € Mr(X) y sea m € Mr(X) un
limite débil de la sucesién. Usando el lema anterior sabemos que existe una particion de
Borel @ = (A, ..., As), la cual es un generador para cada medida m y m, tal que, cada
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A; es un conjunto m-continuo, entonces el lfm,, o, m,(A) = m(A) para cada A € (a)i ™' =

Vo<cicn1 T "a, es decir un refinamiento de los conjuntos abiertos y sus érbitas.

Sea € > 0 entonces h,,(T') = h,, (T, ) > %Hm((a)g_l) —e ya que la igualdad la alcanzaria

si tomaramos el lfmite. Dado que («)5™" es finito existe una N € N tal que para todo n > N
5 o, ((0)571) = Hu((a)g )| <.

Por lo tanto h,(T) > tHuy((a)f™) —€ > tHp, ((@)§7) — 26 > hp, (T, ) — 2¢ =
hm, (T') — 2¢ Lo cual implica semicontinuidad por arriba pues h,,(T) + € > hy,, (T).

]

Lo importante de que una funcién sea semi-continua por arriba es que la funcion tiene
una cota superior y alcanza su supremo, por lo tanto existe una medida de entropia maximal
y esto ocurre para cualquier sistema dinamico expansivo, solo nos falta ver que esta medida
sea Unica, y para esto vamos a necesitar la especificacion.

Definicion 3.16. Dado un espacio medible X, un subconjunto A y un elemento z € X,
definimos la medida de Dirac como

1 ifxreA
sy {1 ey o
Definicion 3.17. Denotemos por p, la medida mzxeljn(ﬂ 0:(A), v por pp el punto

limite de la sucesion u,,, donde 9, es la medida de Dirac.

Las medidas p, son T-invariantes ya que si tomamos el conjunto B y obtenemos su
medida p,,(B), entonces por cada punto de periodo menor o igual a n, su preimagen T~ 1(B)
también tiene un punto de periodo menor o igual a n. La medida up, la cual llamaremos
medida de Bowen, también es T-invariante pues es limite de medidas 7T-invariantes.

Lema 3.5. Para € > 0 suficientemente pequena y para un sistema (X, T) expansivo y con la
propiedad de especificacion, existe un A, > 0 tal que up(B™(x)) > A.e ™" para todo x € X
yn>1.

Demostracién. Definimos h como la entropia topoldgica y el conjunto B”(z) = {y € X tal
que d(T7(z), TV (y)) < e para 0 < j < n}. Sea £ C X un conjunto (m,3e)—separado, y
definamos 7 = n + m + 2M con M (e) siendo el tamano de la especificacién de acuerdo a la
definicion. Dado que el sistema es expansivo y tiene especificacién, sabemos que el sistema
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tiene especificacién periddica, entonces para cualquier z € F podemos tomar la especificacion
{(TO" (), (TI+MntMEml () donde existe x, € P7(T) tal que d(T7(x.),T?(x)) < € para
0<j<nydTMHi(y,) T M+i(2)) <epara0<j<m.

Tomemos dos elementos diferentes z,w € E. Entonces =, # x,. Estos puntos que se
construyen por la especificacién pertenecen a B”(z) y también a P"(T) y como para cada
punto diferente en E obtenemos un punto diferente que lo rastree por la especificacion,

entonces card(B!(z) N P"(T)) > cardE = s,,(3¢).

Sabemos que p, (B (z)) = #(T) > vepr(r) 9z(B¢) de tal forma que los puntos que tienen
medida de Dirac 1 son aquellos que viven en nuestra bola y tienen periodo 7, es decir,

wr(B™(x)) = ﬁ(T) card(B™(x) N P"(T)) > }fgf:()’;)) Los siguientes lemas debidos a Denker

nos ayudaran a acotar la medida del conjunto.

Lema 3.6. Para € suficientemente pequeno, tenemos que

D7'em < s,(e) < E7teM™ (3.9)

€

para toda n > 1.

Lema 3.7. Existen constantes 0 < D < E tales que para n suficientemente grande se cumple
que
De" < Per, (T) < Ee™™. (3.10)

Entonces combinando estos lemas obtenemos la desigualdad lf;(:z’% > e_b:" eDh;" = A
con A, = (ED3.e*Mm)~1,

Veamos ahora que B™(x) es cerrado. Supongamos que no lo es, por lo tanto existe una
sucesién convergente {y,,} tal que su limite y no estd en B!*(x), es decir que existe 0 < k < n
tal que d(T*(x),T*(y)) > e. Como la sucesién converge y la transformacién es continua,
d(T*(y), T*(ym)) < € para m suficientemente grande, tomando ¢, suficientemente chico y
dado que la sucesién estd en el conjunto y d(T%(x), T*(y,,) < €, obtenemos la contradiccion.

Si dejamos que r — ooy como el conjunto B (z) es cerrado, entonces como la sucesién de

las medidas tiende a la medida de Bowen obtenemos que pp (B (z)) > limsup, g p- (Bl (z)) >
A,

]

Lema 3.8. Para una € > 0 suficientemente pequena eziste un § = 0(€) y una constante B,
tal que up(B(y)) < Be™™ para todoy € X yn > 1.
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Demostracion. Sea € dado y M = M(e) la constate que se obtiene por la especificacion.
Elijamos § = d(e) < & de forma que si d(z,y) < 66 entonces d(T7(X),T7(y)) < € para
—M < j < M. Definamos r = n +m + 2M. Dado que el sistema es expansivo, cualesquiera
dos puntos x,z en P"(T) N Bi(y) son (r,€)-separados. Dado que d(T(z),T7(z)) < € para
—M < j < M + n, por la forma en la que lo hemos definido, 7" (z) y T"**(z) son
(m, €)-separados, y por lo tanto card(B%;(y) N P"(T")) < s,,(€). Entonces

i B33(0)) = oz end (B () 1 (1) < sl

Ocupando los Lemas [3.7 y [3.7] obtenemos

1
Per,(T)

sm(€) < e"[De" E]™' = B.e "™

con B, = (D™ E )1,

Ahora sea V' un conjunto abierto {z € X tal que d(T(x),T?(y)) < 2§ para 0 < j < n}.
Entonces BY(y) C V C B(y), asf que u,.(V) < B.e™™ por lo que si hacemos r — oo
obtenemos

(B3 (y) < pp(V) < liminf (V) < Bee ™.

O

Definicion 3.18. Una medida m € My (X) se llama T-homogénea si 'y solo si para cada € > 0
existe 0 > 0 y ¢ > 0 tal que la siguiente propiedad se cumple: para cadan € Ny x,y € X,

. m(k(j T"“W) > m(Q T—km). (3.11)

Lema 3.9. Sim € My (X) es T-homogénea, entonces m € Mus 1, es decir, es una medida
mazximal (de entropia mdzima,).

Demostracién. Empecemos definiendo el conjunto B*(x) = (i T*B.(T*(z)) y elijamos
0 >0y c>0tal que c-m(Bf),(x)) = m(B§(y)).

Sea E un conjunto (n,e)-separado maximal. Para dos elementos x,y € E obtenemos
que BS/Q(x) N B?/Q(y) = &, pues dependen de la vecindades de las érbitas y sabemos que
estdn separadas por al menos e. Tomando s,(¢,7) como la cardinalidad de un conjunto
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maximal (n, €)-separado y como sin pérdida de generalidad la medida de todo el espacio es

1, obtenemos

)SupzéX m(BgL(Z))
c

(3.12)

1> 3 m(By() = sale, T
zeE

c
sup,ex m(B§ (2))”

y por lo tanto s,(€,t) <

Sea o = {Aj,... Ax} una particién m medible tal que el didmetro de cada uno de los
conjuntos A; sea menor a §. Para cada A que pertenece a (a); ' existe una z € X tal que
A C Bj(z), pues A es parte de un refinamiento de conjuntos con didmetro menor a § y
sus Orbitas, asi que el didmetro tiene que ser menor a 0 y By (z) es el seguimiento de las
preimdgenes de la érbita de una vecindad de tamano 0. Entonces m(A) < sup,.y m(Bj(z)).

Luego, por propiedades de los logaritmos obtenemos

- Z m(a)logm(A) > log(supm(By(2)))™ > log KC’T) (3.13)

zeX
Ac(a)yt

Dividiendo entre n y tomando el limite con n tendiendo al infinito se obtiene h,,(T) >
lim sup,,_,., = log LZT) y si € = 0, entonces h,,(T) > hiy,y(T') y por el principio variacional

(el supremo de las entropias métricas es la entropia topolégica), tiene que ser igual.

Teorema 3.6. La medida de Bowen tiene entropia maximal.

Demostracion. Para probar que la medida de Bowen tiene entropia maximal vamos a ver
que es una medida T-homogénea. Los lemas anteriores nos han dado dos desigualdades,

pp(BMx)) > Ace™y Bee™™ > 1up(B2(y)), donde A, = (ED3.e?M")~1y B, = (DE.e2"M)~1.

De acuerdo con el Lema [3.6] el valor de E. depende de forma inversamente proporcional
a los valores de s,(¢€), entonces mientras mas grande sea la cardinalidad del conjunto (n, €)-
separado, mas pequeno serd F,.. Como en un caso tenemos € y en el otro tenemos 3¢, entonces
el conjunto (n, 3e)-separado es més grande y por lo tanto su cardinalidad es mayor.

Aplicando todo esto, obtenemos que pgp(B™(z)) > A.e™™ > Be™ > up(Biy)) v
como esto se aplica para todas las bolas de Bowen, entonces se cumple que la medida con
respecto a las bolas de radio e multiplicadas por una constante es mayor que la medida de las
bolas de un radio ¢ y por lo tanto es T-homogénea y es una media de entropia maximal. [J
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Estamos muy cerca de lograr demostrar el resultado méas importante de especificacion.
Para llegar, ya tenemos que la medida de Bowen es una medida de entropia maximal, nos
falta ver que la media sea ergddica y que sea una medida unica.

Lema 3.10. Sea (X,T) un sistema dindmico expansivo con la propiedad de especificacion.
Entonces up es ergodica.

Demostracion. Sean A, B C X conjuntos compactos y sean U,V dos 2d-vecindades pp-
continuas de A, B para algtin . Recordemos que un conjunto es p-continuo si la medida de
la frontera es cero. Sea U’ = Bs(A) y V' = Bs(B). Usaremos la siguiente proposicién, la cual
es un corolario de otra proposicién maés fuerte [6].

Proposicion 3.5. St T es una transformacion expansiva con constante de expansion € > 0,
entonces para cada 0 < 0 < € existe una n(d) € N tal que d(x,y) > § implica la existencia
den € {-n(d),...,n(d)} que satisface d(T"(x),T™(y)) > €.

Si 0* es la constante de expansién y elegimos € < §*/2, entonces existe un N = N(J) tal
que d(T7(x), T’ (y)) < e para —N < j < N implica que d(x,y) < §. Asumamos n > N y sean
s,t enteros positivos. También definamos M = M (e) dado por la propiedad de especificacién
como el tamano del espacio entre las drbitas. Sea E; C X un conjunto (s, 2¢)-separado y
E; C X un conjunto (t, 2¢)-separado.

Sean I; = [a;,b;) N Z para i = 1,2,3,4 intervalos enteros con a; = —n, by = n,ay =
b1 + M,by = as + s,a3 = by + M =n+ s+ 2M,bs = a3 + 2n,as = b3+ M,by = a4 + .
Entonces el tamano entre cada uno de los intervalos es M y definimos a m = by —a; + M =
t + s+ 4n + 4M. Ahora asumamos z = (21, 29, 23,24) tal que z; € P*(T)NT U’ z €
Eg 23€ PP (T)NT V' 24 € E;.

Como la distancia entre cada uno de los intervalos es M, podemos tomar la espe-
cificacién ¢ = {T1%%](w;)}2 | tal que existe un x que rastrea la especificacién, es decir
d(T*(z), TH(w;)) < eparaa; <k <b;yie€ {1,2,3,4}. Luego, como el sistema es expansivo,
la especificacién puede ser elegida de forma periédica y T™(z) = x. Esto también lo podemos
escribir como d(T%% (z), T% 7 (w;)) < e para 0 < j < b; —a; con i € {1,2,3,4}. Si definimos
w; tal que T%(w;) = z;, obtenemos que d(T%" (z),T7(z;)) < € para 0 < j < b; — a; y por lo
tanto © = x(Z) es decir que puede ser elegida en funcién de Z.

Por especificacién tenemos que d(T* ™ (x), T"(z1)) = d(z,T"(z1)) < €, como n > N y
T"(z1) € U pues z; € T"U’, por lo tanto x € U. De la misma manera podemos ver que,
como z3 € T~"V’ entonces T ?M*+21(x) € V. Si definimos r = s + 2(n + M), entonces
e P (T)NUNT"V.
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Sea z # 2/. Demostremos que x(z) # x(z’). Supongamos que son iguales. Si suponemos
que 2 # z, por especificacién, ambas érbitas estarfan muy cerca pues d(T7(z;),T7(2})) <
2¢ < §* para todo 0 < j < 2n, pero sabemos que los dos elementos estdn en P?"(T)
y por lo tanto tiene periodo 2n asi que estamos tomando sus érbitas completas, por lo
tanto d(T7(z1),T7(z])) < 2¢ < 6* para todo j € Z, pero esto contradice que el sistema
sea expansivo. Si suponemos ze # 25, entonces, de nuevo por especificacién, tenemos que
d(T7(z),T7(2)) < 2€ para 0 < j < s, lo cual es una contradiccién pues los z, € E.
Esto se puede extender de la misma manera para z3,z4 y por lo tanto sabemos que la
cantidad de los diferentes z depende de la cantidad de cada z;, por lo tanto seran al menos
Perg,, (T) pon (U) ss(2€)Peray, (T') an (V') 5¢(2€).

Sabemos que p,(UNT"V) = mcard(Pm(T) NUNT"V) pues la medida iy,

depende de los puntos m-periddicos que estén en el conjunto. Como z € P"(T)NUNT"V
y encontramos la cota para la cantidad posible de diferentes x,

1 1
— P™(T T7V) > ————(Pery, (T))?s4(2¢)s54(2 ! ). (3.14
e (P TNUAT™Y) > g (Pern (1), (200326 o, (Ui (V). (314
Ahora aplicando los Lemas [3.6| v [3.7| para s,(2€) y s;(2€) obtenemos
1 2 / / e_hm D€h2n ’ hs _ht ! !
—(P T 2 2 > 8 .
Perm(T)( er2n( )) 55( E)St( E)IUQN(U ):u2n(v) = F ( Dy, ) e’e ,uzn(U )M?n(v)
(3.15)
Por lo tanto
pn(UNTTVY) > Rty (U") pagn (V) (3.16)
con R = 2 ehlntsti-m) — _D° _o—4Mh - () hues m =t + s+ 4n + 4M.

E(D3,) E(D3,)

€

Dado que t fue elegida de forma independiente de todas las demas constantes y conjuntos,
podemos tomar t — oo y dejar que m corra a lo largo de toda una sucesién de enteros S
con la constante n y s fijas y por lo tanto r fija. Entonces obtenemos que ug(U NT~"V) =
limpes i (UNT"V) > Rpg, (U ) p2n(V'), pues R no depende ni de ¢ ni de m.

Ahora n > N es independiente de § y €, por lo tanto si hacemos que n — oo tal que
ahora 2n corra a lo largo de la sucesién de enteros S, y dado que r = s+ 2(M + n) entonces
también tiende al infinito por lo tanto liminf, up(U N T~"V') > liminf,, Ry, (U’ ) o, (V') >
Rup(UNup(V') > Rup(A)up(B). Esto debido a que si tendemos r a infinito es igual a
tender a n a infinito y aplicamos la definicién de medida de Borel, ademdas por definicién
AcU yBcCV.

Dado que ug(ANT"B) > ug(UNT"V) —ug(U\ A) — ug(V\ B) pues A C Uy
B C V se sigue que liminf, ug(ANT"B) > Rup(A)ug(B) — ug(U\ A) — us(V \ B).
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Como € fue elegido independiente de 9, M depende de ¢, y R depende de M en-
tonces tampoco dependen de ¢, asi que podemos tomar § — 0 y los conjuntos U y V
son practicamente A y B por lo tanto pup(U \ A) — 0y pp(V \ B) — 0. Finalmente
lim inf, ,U,B(A N T_TB) > R,U,B(A),U,B(B)

Ahora sean P, () C X tales que tienen medidas de Borel positivas. Por regularidad
existen conjuntos compactos A C Py B C @ tales que sus medidas de Borel son igualmente
positivas, por lo tanto liminf, ug(P NT~"Q) > 0 lo cual dice que la érbita de un elemento
pasa por todos los conjuntos de medida positiva, por lo tanto la medida es ergddica.

]

A continuacién daremos unos lemas que nos ayudaran para demostrar nuestro teorema
importante

Lema 3.11. Sean X un espacio métrico compacto y U = {U; tal que 1 < i < s} una cubierta
abierta de X. Entonces eziste una particion de Borel o = (A; tal que 1 < i < s) de forma
que A; C U;.

Lema 3.12. Si aq,...,a,, son reales mayores que cero tales que 0 < a; +...+a, =s <1
entonces
1
—Zailogaigslogm—slogsgslogm+§. (3.17)

Lema 3.13. Sea € una constante de expansion, n € Z y « una particion de X tal que diam
TIA <epara A€ ay0<j<n entonces

%Hu(a) > h,(T). (3.18)

Teorema 3.7. Si (X,T) satisface expansividad y la propiedad de especificacion entonces
(X, T) es intrinsecamente ergddico.

Demostracion. Recordemos que un sistema es intrinsecamente ergédico si tiene una tunica
medida de entropia maximal ergddica. Sabemos que pp es maximal y ergdédica entonces
asumamos que existe v € My (X) tal que h,(T') = h, asi que queremos mostrar que v = jip.
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Dado que la entropia es un mapeo afin, podemos suponer que v es ergddica, como
suponemos que v es diferente a pp, entonces existe un conjunto 7T-invariante C' C X tal que
pp(C) =0y v(C)=1.

Sea E C X un conjunto (n, 2¢)-separado maximal y € suficientemente pequeno. Como E
es maximal entonces es (n, 2¢)-extendido por lo tanto X C |J, . Bj.(x) y si & # y pertenecen
a E entonces B!'(x) N B (y) = 0.

Por el Lema [3.11] para cada z existe un conjunto de Borel A, con B"(z) C A, C Bj.(x)
tal que a,, = (A, con x € F) es una particién de Borel. Ahora por expansibilidad tenemos
que mientras n — oo, diam T121B3 () — 0 pues podemos tomar ¢ lo suficientemente chico
tal que 2€ sea menor que la constante de expansién. Por lo anterior diamT'3la,, — 0.

Como los diametros de las bolas se van haciendo cada vez maés chicos, estan contenidas
unas en otras y por lo tanto la particion de Borel es un generador y existen conjuntos C),
los cuales son uniones de atomos de ay, tales que v(T131C,AC) = 0y up(T=IC,AC) — 0
cuando n — oo. Dado que C' es T-invariante, tomar la inversa nos deja en el mismo conjunto,

n

y por lo tanto al tomar 73] obtenemos v(C,AC) — 0y pup(C,AC) — 0.

Por el Lema h,(T) < 1H,(c,) y como v es una medida de entropfa maximal, por
el principio variacional, su entropia tiene que ser igual a la entropia topoldgica. Entonces

nh<— Y v(A,)logr(A,) :-( > v(A)logr(A) + > V(Ax)logy(A,;)).

Ag€an A, CCh ANCr=2

(3.19)
Por estar nuestras medidas normalizadas v(C,,) es a lo mas 1, lo mismo ocurre para C¢. Si
tomamos todos los conjuntos A, C C,, como generan a C,,, la suma de sus medidas son la
medida de C,, por lo tanto podemos aplicar el Lema y

nh < v(C,)logcard{A,|A, C C,} + v(CS)log card{ A,|A, N C,, = &} + 1. (3.20)

Como la union de C,, y C¢ forma todo el espacio, la suma de sus medidas debe de ser 1,
y por lo tanto podemos reescribir la ecuacién como

—1 <v(Cy,)[logcard{A,|A, C C,} —nh|+v(C;)[log card{A,|A. N C,, = O} —nh]. (3.21)
Por el Lema [3.5[ obtenemos e < A-lup(B*(X)) < A-'up(A,) y entonces

— 1 < v(C)log(A; s (Ch)) + v(Cy) log(A s (CT)).- (3.22)
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Si hacemos tender n al infinito, como ug(C) = 0, entonces ugp(C,) — 0y como v(C) = 1,
v(C%) — 0 lo cual hace que el lado derecho de la ecuacién tienda a —oo por lo que tenemos
una contradiccién y por lo tanto es intrinsecamente ergodica.

]

Los sistemas dinamicos intrinsecamente ergddicos tienen la ventaja de que al existir una
medida tnica de entropia maximal, ésta se vuelve la medida méas natural para usar.

En los sistemas simbdlicos solo necesitamos la propiedad de especificacion para saber
que es intrinsecamente ergddico pues todos los sistemas simboélicos son expansivos. Mostrar
esto es muy sencillo, sea X un shift finito en un alfabeto ./ y la distancia entre dos puntos
estd definida como d(z,y) = 27% con k = sup{j > 0|z; = y;}. En este caso la distancia mds
grande que puede haber entre dos elementos es cuando k¥ = 0 y d(z,y) = 2° = 1 entonces
es expansivo si al tomar 0 < ¢ < 1y z,y satisfacen que d(c"z,0"y) < ¢ para todo n € N
entonces r = y.

Supongamos que no lo cumple y que x # y entonces existe algin 7 € N tal que x; # z;
y para todo j < i se tiene que z; = y;. Por la definicién de la funcién shift tenemos que
o' 1(x); = z; y de la misma forma o'~ (y); = y; por lo que d(c""!(x),0"" (y)) =1 > c. Esto
es una contradiccién y nos dice que un sistema simbodlico es expansivo.

Con esto acabamos con la propiedad de especificacién donde finalmente pudimos ver que
esta fuertemente relacionada con la ergodicidad de un sistema dindmico. En un principio
mostrar que un sistema dindmico tiene la propiedad de especificacién puede ser bastante
complicado, pero una vez que la logramos mostrar obtenemos mucha informacion del sistema
y su entropia.

En los sistemas simbodlicos es mas sencillo estudiar la especificacion pues se puede ver
como unién de palabras y son expansivos lo cual da mucha mas informacién del sistema. Re-
cordemos que en un shift X la propiedad de especificacién nos dice que dadas dos palabras
u, v que pertenezcan al lenguaje del shift existe una palabra w de tamano igual a ¢ tal que
uwv esta en el lenguaje. Estudiar este comportamiento puede resultar sencillo dependiendo
de como esté construido el shift, por ejemplo si decidimos tomar el shift dureo, para cuales-
quiera dos palabras que tomemos siempre las podremos pegar con una palabra de tamano
M formada por M ceros y por lo tanto cumple con la propiedad de especificacion.
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3.3. Casi especificacién y especificacion no uniforme

Es natural pensar en diferentes formas de modificar la propiedad de especificacién con
la intencion de hacerla mas débil y de esa forma mads sistemas la pueda tener. Un primer
intento dado por Marcus [I3] modifica el tamano del espacio entre los pedazos de 6rbitas.
En la propiedad de especificacion tenemos que la distancia entre cada una de las érbitas esta
dada por una constante M (¢), la forma propuesta para modificar esto, es que la distancia
entre las érbitas sea variable y dependa del tamano de la orbita.

Definicion 3.19. Un sistema dindmico (X,T') tiene la propiedad de especificacion débil si
para cada € > 0 existe una funcién no decreciente M.: N — N con M.(n)/n — 0 cuando
n — oo, tal que cualquier especificacion M. -espaciada esta e-rastreada por algin punto en
X. Diremos que M, es una funcién e-espaciada para (X, T).

Esta definicién ha tenido varios nombres, incluso hoy en dia se le llama de muchas ma-
neras asi que siempre hay que tener especial cuidado en la nomenclatura que usamos. En
muchos lugares usan el término “casi especificacién débil” o simplemente “casi especifica-
cién”, pero Pavlov [I4] usa el término “especificacién no uniforme con funcién espacio M”
para esta propiedad y “casi especificacién” lo utiliza para una propiedad diferente mientras
que Kwetniak [10] utiliza “especificacién débil”. En este trabajo nos quedaremos con los
términos de Pavlov pero es importante saber que en la literatura lo podemos encontrar de
muchas maneras diferentes.

Dada nuestra definiciéon de propiedad de especificaciéon no uniforme y la definiciéon de
especificacion v-espaciada podemos ver que la funcion M depende del tamano de la érbita
anterior al espacio. Esto es solo una convencion ya que en un principio no hay nada que nos
impidiera decidir que la funcién M dependiera del segmento de orbita posterior al espacio y
no al anterior.

Si suponemos que depende del segmento posterior entonces para la especificacion M
espaciada la condicién que tenemos es a; — b;_1 > M(b; — a1), para 2 < i < n, es decir el
tamano del espacio entre el segmento 7 y el segmento ¢ + 1 debe ser mayor o igual que la
funcién aplicada en el tamano del segmentos ¢, en este caso diremos que el sistema tiene
especificacion no uniforme hacia adelante. Pero podemos considerar que la funciéon dependa
del segmento anterior y obtener la siguiente propiedad a; — b;—1 > M (b;—; — a;—1) y diremos
que tiene la propiedad de especificacion no uniforme hacia atras.

Esta dualidad de entender la especificacién no uniforme es interesante ya que no son
equivalentes, es decir, un sistema que tiene especificacion no uniforme hacia atrds no necesa-
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riamente la tiene hacia adelante y viceversa. En este texto utilizaremos siempre la definicion
hacia atrés, asi que cuando digamos que un sistema tiene especificacién no uniforme natural-
mente estaremos diciendo que es hacia atras. A continuacion mostraremos ciertas propiedades
que cumplen los sistemas con especificacién no uniforme, sin perdida de generalidad pode-
mos cambiar nuestra definicion de especificacion no uniforme y tomarla hacia adelante y los
seguiran cumpliendo, por lo tanto al hablar de especificacion no uniforme tendriamos que
pensar en ambas posibles definiciones.

Proposicién 3.6. Un subshift tiene especificacion no uniforme con funcién espacio f(n) si

1. f(n) es positiva y no decreciente.

2. {1
3. Para cuales quiera palabras w', w?,. .. w* € L(X) y para cualesquiera ny,na, . .., N1
enteros tal que n; > f(|w'|) para todo i, entonces existen palabras v' € %, (X),..., "1 €
Lo (X)) tal que la palabra wlvlw?v? .. whwklwk € L(X).
Demostracion. Ya tenemos la funcién f(n) la cual es no decreciente, positiva y @ — 0

cuando n — oo. Si tiene la propiedad de especificacién no uniforme sabemos que para
cualquier especificacion que este f-espaciada existirda un elemento x que la rastrea. Entonces
demos la especificacién & = {T19%](z;) ’_1 donde la distancia entre cada pedazo de la 6rbita
esta dada por a; — b;_1 > f(bi_1 — a;_1).

Como estamos en un subshift entonces cada elemento es una sucesién infinita de ele-
mentos en el abecedario de X. Definamos como x;,, »,] = w' como la palabra que forman los
elementos de a; a b; en el elemento x. Como esta palabra se encuentra en un elemento del
subshift por lo tanto es una palabra valida.

Después de esto podemos aplicar el mismo proceso que usamos cuando estudiamos la
especificaciéon de un sistema simbélico para decir que w! = Tifa; b;] = Ylasb;] Para toda i < n
con y siendo el elemento que rastrea la especificacién. Sabemos que la distancia entre cada
uno de los pedazos de dérbitas esta definida por la orbita anterior, entonces en el elemento
y tenemos la palabra y,,,, s, = v* de tamainio f(b; — a;) es decir depende del tamano de la
palabra w'. Como esto se cumple para toda la especificacién entonces tenemos las palabras
w!, ..., w" que son parte del elemento y y entre cada una de ellas existen las palabras v* que

dependen del tamaio de la palabra w®!.
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Con esto en mente veamos un ejemplo sobre cémo las dos posibles definiciones de es-
pecificacion no uniforme no se implican la una a la otra necesariamente. Consideremos
el abecedario {0,1} y el conjunto de palabras F = {10°1¢ : a,b € N,b < logy(a)} v
G = {1%0°1 : a,b € N,b < logy(a)}. Sean los shifts de tipo finito X = Xz y Y = Xg.
Sean u,w dos palabras en el diccionario de X entonces la palabra u0Me2*lly € B(X) pues
si suponemos que w esta formada por solo la letra 1 y la ultima letra en v es 1, entonces
para que sea una palabra valida el nimero de ceros que hay en medio debe de ser mayor a
log,(Jwl). Por la misma razén si u,w € B(Y) entonces u0e214lly € B(Y).

Si tomamos el sistema simbdlico (X, o) podemos ver que tiene especificacién no uniforme
hacia adelante pues acabamos de ver que para cualquiera dos palabras siempre existe una
palabra formada de puros 0 tal que puede pegar ambas palabras y depende del tamano
de la segunda palabra. En este caso la funciéon que nos da la especificacion no uniforme es
[log,(x)]. El mismo proceso sirve para ver que (Y, o) tiene especificacién no uniforme hacia
atras con la misma funcién.

Ambos espacios shift contienen los puntos z; = 1*° y x5 = 01*° por lo que las palabras
1" y 01" también pertenecen a los shifts. Si queremos que la palabra 1w01™ este en el
diccionario de X entonces w debe de estar formada por ceros tal que |w|+ 1 > log,(n) por
lo que |w| = |logyn| = p lo cumple por lo tanto w = 0P.

Sabemos que X tiene especificacion no uniforme hacia adelante, ahora supongamos que
también la tiene hacia atras, entonces existe la funciéon f que nos da la especificacién no
uniforme. Definamos como k = f(1) entonces para cada n € N existe una palabra w de
longitud £ tal que 1w01™ es admisible en X. Pero el tamano de w no depende de n, entonces
al tomar n suficientemente grande, tal que, log,(n) > k + 1 generard una contradiccién con
nuestra definicién del shift, por lo tanto no tiene especificacion no uniforme hacia atras.
El ejemplo para mostrar que Y no tiene especificacion no uniforme hacia adelante se hace
de la misma forma con las palabras 1" y ¢"0. Por lo tanto las dos posibles definiciones de
especificacion no uniforme no son equivalentes.

La especificacién no uniforme cumple con ciertas propiedades que la especificacion tam-
bién cumple.

Teorema 3.8. 1. Si (X,T) tiene la propiedad de especificacion no uniforme entonces
(X, T*) tiene la propiedad de especificacién no uniforme para todo k > 1.

2. Si(X,T),(Y,S) tienen la propiedad de especificacion no uniforme entonces (X XY, T x
S) tiene la propiedad de especificacion no uniforme.

3. Cada factor de un sistema con la propiedad de especificacion no uniforme tiene la
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propiedad de especificacion no uniforme.

4. Cada mapeo T: X — X sobre con la propiedad de especificacion no uniforme es to-
pologicamente mezclado.

Demostracion. 1) Sea ¢ = {T1eb(2%)}7_ una especificacién tal que a;41 —b; > f(b; —a;) con
f la funcién que nos permite rastrear esta especificacion con un elemento x ya que el sistema
tiene especificacién no uniforme. Queremos demostrar que para cualquier k la especificacion
¢ = {T*aubil(z1)17_ es también rastreable con un elemento 2* € X cuando la distancia entre
cada pedazo de érbita esta acotado por abajo por una funcion g.

La especificacién ¢ C {TWankbil(z)}n = ¢, pues THebil(g?) ¢ Thakbl(z7) pero su
primera y tultima iteracién es la misma. Para la especificacién (, queremos ver la distancia
entre sus Orbitas, entonces ka;y1 — kb; = k(ai1 — b)) > kf(by — a;) > f(k(by — a;)) =
f(kb; — ka;), pues sabemos que la funcién debe de crecer més lento que la identidad, por lo
tanto ka;,1 — kb; > f(kb; — ka;). Entonces la especificacién (; cumple en estar espaciada por
f v por lo tanto es rastreable por un elemento ¥ y como & C (; también es rastreable por

x¥ con una funcién espacio kf(z).

2) Sea (; = {T'@¥](2x")}7_ | una especificacién en el sistema (X, T) tal que la distancia
a;41 —b; > f(b; —a;) donde f es la funcién definida por la especificacién no uniforme, por lo
tanto existe w € X tal que rastrea la especificacion. De igual manera sea ¢, = {S1%:(y)}7_,
una especificacion en el sistema (Y, .S) tal que la distancia a; 11 —b; > ¢g(b; —a;) donde g es la
funcion definida por la especificacion no uniforme, asi que existe u € Y la cual rastrea toda
la especificacion.

Construyamos una especificacién para el sistema (X x Y,T x S), sea & = {(T x
Shleasbil (27 41)}7_, donde la distancia a1 — b; > méax{f(b; — a;),g(b; — a;)}, veamos que
el elemento (w,u) rastrea la especificacion. Tomemos la distancia usual para un produc-
to cruz d((T x S)*(z,y"), (T x S)*(w,u)) para a; < k < b; con 1 < i < n, entonces
d((T x S)*(z%, y%), (T x S)*(w,u)) = max{dx (T*(z"), T*(w)), dy (S*(y*), S*(u))} < €. Por lo
tanto tiene la propiedad de especificaciéon no uniforme con la funcién max{f(x), g(z)}.

3) Sea (Y, S) un sistema dindmico tal que (X,T') es un factor de él, es decir, existe la
semiconjugacién continua 7: Y — X tal que 7% o 7 = 7 o S* para toda k € N. Sabemos
que (Y, .5) tiene la propiedad de especificaciéon no uniforme entonces para toda especificacion
¢ = {Slbl(y)}r_, tal que a1 — b; > f(b; — a;) existe u € Y tal que dy (S*(y'), S*(u)) < e

Para el sistema (X, T'), definamos la especificacién & = {T1%®1(z)}"_, donde ' = 7 (y")
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vy w = 7w(u). Entonces dx (T*(z%), T*(w)) = dx(T* o w(y?), T* o w(u)) = dx(m o S*(y?),m o
S*(u)) < 6(¢) pues la funcién 7 es una semiconjugacion y es continua y dy (S*(y?), S¥(u)) < e.
Por lo tanto la especificacion £ es rastreable por w € X. Por lo tanto tiene la propiedad de
especificacion no uniforme.

4) Un sistema dindmico es topolégicamente mezclado si para U,V C X entonces existe
N € N tal que para todon > N UNT (V) # @. Entonces tomemos U,V C X abiertos y
r e U,y eVyseae > 0 tal que tanto diamU como diamV son ambos mayores que €. Como
el sistema tiene especificacién no uniforme, podemos encontrar la funciéon f. que define el
tamano de los agujeros.

Sean > f.(1) y sea ¢ = {T%x), T"(y')} una especificacién donde y' € T-"({y}). Como
la distancia entre las dos dérbitas es mayor o igual que f(1) entonces es rastreable y existe
w € X tal que d(w,z) < ey dT™(w), T"(y)) = d(T"(w),y) < e. Por lo tanto z € U y
z € T7™(V) por lo tanto el sistema es topoldgicamente mezclado.

]

Lema 3.14. Si (X, T) tiene la propiedad de especificacion no uniforme y su extension natural
es expansiva entonces (X, T) tiene la propiedad de especificacion no uniforme periddica.

Como podemos ver en muchos sentidos, la especificacién no uniforme se comporta muy
parecido a la especificacion pues comparten muchas propiedades. Mas adelante veremos que
es cuando hablamos de ergodicidad que empiezan a comportarse de manera diferente.

Sabemos que si un sistema dinamico tiene especificacion eso quiere decir que tenemos un
conjunto de pedazos de érbitas para distintos elementos del sistema que son rastreables por
un elemento x, esto es, x esta cerca de la érbita de un elemento x; a lo largo de un pedazo,
después necesita un tiempo N para llegar a la orbita de x5 y estar cerca de él por todo
un pedazo. Por lo tanto no importa qué pedazos del sistema tomemos, siempre podremos
visitarlos todos.

Con la especificacién no uniforme se cumple lo mismo, a excepcion de que el tiempo que
nos toma llegar de un pedazo de orbita al otro depende de cuanto tiempo estuvimos cerca
de la 6rbita. Como la funcién f(x) es una funcién creciente, mientras més tiempo nuestro
elemento x esté cerca de z1, més tiempo tardard en poder estar cerca de wo. Seguimos
visitando todo el sistema, solo que necesitamos mas tiempo para hacerlo, esto sera lo que
nos complique demostrar que el sistema sea intrinsecamente ergodico.

Otra forma de buscar propiedades parecidas a la especificacién se debe a Thompson [1§]
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al estudiar los f—shifts, se dio cuenta de que no cumplen con la propiedad de especificacién,
pero si con lo que él definié como casi especificacion.

Sea X = [0, 1], para cualquier S > 1 tomemos la S-transformacién fg: X — X tal que
fs(x) = Br méd 1. Para 8 ¢ N sea b =[], y consideramos la particién del intervalo [0, 1]
en J; =[5, %) con0<i<b—1yJ,=[51)

Para x € [0,1) definamos w(r) = (w;(x))32; como la sucesion donde w;(z) = i cuando
f77Hz) € Ji. w(z) es conocida como la f-expansién de x y tenemos que x = » 72, w;(z) 5.

Entonces el §-shift (X3, 05) es la cerradura de todas estas sucesiones en el shift completo
del abecedario {0, ...,b}.

Sabemos que la S-expansion de 1 estd definida como 1 = Y7, ¢;87", cuyas constantes
estdn dadas por el algoritmo rqg = 1,¢;41 = [Br], 701 = Pri — ¢ip1 con i € Z,. Con esto
podemos asegurar que r; > 0 para todo i € Z, por lo tanto la sucesién ¢ = {¢;} no puede
acabar solo en ceros.

Dadas dos sucesiones (a;);>1y (b;)i>1, el orden lexicografico esta definido como (a;) < (b;)
si y solo si para el menor indice i tal que a; # b; ocurre que a; < b;. La sucesién (¢;) tiene
que ser el supremo lexicografico de todas las sucesiones que pertenecen al S-shift. Si w € g,
entonces evidentemente w < ¢ pues la suma donde los ¢; son coeficientes dan 1 y donde w;
son coeficientes da un nimero menor que 1. Lo mismo ocurre para toda o*(w) < ¢ pues
cada iteracién de sigma estamos viendo en qué intervalo cae la funcién ¥z mdéd 1, entonces
estamos tomando la sucesién para otro niimero menor que 1.

Utilizando la idea de que ¢ es el supremo lexicogréafico de todas las sucesiones, podemos
representarlo como un grafica. Sea v;, vo, ... un conjunto contable de vértices, dibujaremos
una arista dirigida entre v; y v;1; para toda ¢ y la etiquetaremos con el valor de ¢;. Este
camino representa la sucesion c. Si ¢; > 1, entonces dibujaremos ¢; — 1 aristas de v; a vy y
las etiquetaremos con todos los valores de 0 a ¢; — 1. De esta forma estamos tomando los
elementos que son menores a ¢ y siempre regresamos al principio, lo cual nos confirma que
al tomar las iteraciones seguimos siendo més chicos que ¢y por lo tanto w € X3 si y solo si
w etiqueta un camino infinito en Gz que empieza en v;. Esta serd la presentacion grafica del
S-shift y lo denotamos como G.

Sea z, = min{i > 0 : ¢,4; # 0}. Entonces z, + 1 es el minimo nimero de aristas que se
requieren para viajar de v, a vy, esto debido a que si ¢,,; = 0, entonces no existen aristas que
regresen a v1. Tomemos dos palabras u, w que pertenezcan al S-shift. Entonces son pedazos
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de caminos en G?, por lo tanto la palabra u es un camino que acaba en un vértice v, vy la
palabra w empieza en el vértice v;. Si queremos unir ambas palabras, necesitamos encontrar
un camino que una v, con v, este camino esta dado por el camino que va de v,, a v,4;, con
Cnri # 0 pues de ahi podemos regresar a v; por como construimos la grafica. Entonces el
tamano del camino es z,.

Para que un sistema tenga especificacién necesitamos que exista M tal que para cua-
lesquiera dos palabras, exista una palabra de al menos tamano M que las una. Pero no hay
razén para poder decir que el conjunto formado por todos los z, esté acotado y por lo tanto
no existe la especificacién. Para que un -shift tenga la propiedad de especificacion tiene que
ocurrir que la sucesién ¢, que es la expansion en base de 3 de 1, sea eventualmente periédica,
de esta forma la grafica es una grafica finita y {z,} es acotado.

Ya que los §-shifts no tienen la propiedad de especificacion, Pfister y Sullivan [16] propu-
sieron una nueva propiedad parecida a la especificacién llamada propiedad de g-casi producto.
Definicion 3.20. Sea g: N — N un mapeo no decreciente y no acotado con la propiedad
g(n) <nylim, @ = 0. La funcién g es llamada la funcién error. Sea x € X y ¢ > 0. El
g-error de B, (z,€) es el conjunto cerrado

Bu(g;z,€) = {y € X : 3N C A, [An \ Al < g(n) y méx{d(T7(2), T’ (y)) : j € A} < ¢}

donde A, = [—n,n].

Recordemos que B,,(z, €) es una bola de Bowen y estd definida como el conjunto de todos
los puntos y € X tales que max{d(T7(z),T?(y)) < e:j € A,}. Entonces al tomar el g-error
de B,(g,z,€) estamos tomando un superconjunto de la bola de Bowen pues elegimos un
subconjunto A del intervalo A,, donde la condicién de Bowen no necesariamente se satisface.

Definicion 3.21. El sistema dindmico (X, T') tiene la propiedad de g-casi producto con funcion

error ¢ si existe una funcién no creciente m: R — N tal que para cualquier k € N, 2', ..., 2% €
X, cualesquiera €,...,6, > 0y ny > m(er),...,n, > m(ex), se tiene que
k
ﬂT_Mjianj (g;l‘J,Ej) 7é 9, (323)
j=1

dondeMon,Mi:nl—i—...—l—ni,i:l,...,k—l.

Thompson y Kwetniak [I0] renombraron esta propiedad como casi especificacién con
funcién error g y cambiaron un poco las definiciones para hacerla mas general.
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Definicion 3.22. Sea g : Ny x (0,€9) — N una funcién, donde €y > 0. Decimos que g es una
funcion error si para todo € < ¢ y para todo n € Ny tenemos que g(n,€) < g(n+ 1,¢) y

lfm,, o 229 = 0.

Dada una funcién error g, definimos la funcién k, : (0,00) — N declarando que k,(€) es
la n € N més chica tal que g(m, €) < me para todo m > n.

Definicion 3.23. Dada una funcién error g, 0 < € < €y y n > ky(€), definimos el conjunto

I(g;n,e) ={A C{0,1,....,n—1}: |A| > n—g(n,¢)}. (3.24)

Decimos que un punto y € X (g; €, n)-rastrea el segmento de érbita 7% (z) si para algtin
A € I(g;e,n) tenemos que pi (T%(z),T*(y)) < €. Por B,(g;x,¢) denotamos el conjunto de
todos los puntos que (g; e, n)-rastrea un segmento de érbita 7107 (z).

Definicion 3.24. Un sistema dindmico (X,T') tiene la propiedad de casi especificacién si
existe una funcion error g tal que para cualquier m > 1, cualquier €,...,¢, > 0 y para
cualquier especificacién {T[“J"bﬂ(xj)}gnzl con bj —a; +1 > ky(e) para cada j = 1,...,m
podemos encontrar un punto z € X tal que (g;b; — a; + 1, ¢;)-rastrea el segmento de érbita
Tleibil(z;) para cada j = 1,...,m

Estas dos definiciones son muy parecidas y representan las misma idea, dada una espe-
cificacion cualquiera, existen palabras que van a rastrear la especificacién salvo un error, es
decir que cuando recorramos todos los pedazos de oOrbitas, existird y que rastreara el ele-
mento excepto en algunos puntos, esos son nuestro error. La cantidad de puntos en la érbita
que no estan propiamente rastreados esta controlada por la funcién error g. Notemos que en
nuestra definicién no nos importa el tamano entre el espacio de la especificaciéon como si nos
importaba en la propiedad de especificacion o especificacion no uniforme, lo que nos importa
es el tamano de los pedazos de orbita porque de este tamano depende la cantidad de puntos
donde hay un error en el rastreo. A partir de este momento cuando nos referiremos a esta
propiedad, diremos que tiene casi especificacion.

Cuando hablemos de sistemas simbdlicos es mucho mas facil usar la definiciéon que da
Pavlov [I4], basado en las anteriores definiciones.

Definicion 3.25. Un subshift X tiene la propiedad de casi especificacion con funcién error
g(n) si:

1. g(n) es una funcién positiva no decreciente.

N

9. 9 4

n
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3. Para cuales quiera palabras w',w?, ..., wk € £(X), existen palabras v!,v?, ... 0% €

L(X) tal que |w'| = |v’| para toda i. w' y v* deben de diferir en a lo mds g(|w'|) letras
para cada i y la concatenacién v'o? ... vF € L£(X).

La forma para ver que la definicién de Pavlov es la misma que Kwetniak y Thompson
es relativamente sencilla. La funcion error se comporta de la misma manera con la tinica
diferencia de que para Pavlov igual que con Thompson no depende de €. Por lo tanto pode-
mos tomar cualquier especificacién sin importarnos de su tamano, en este caso tomemos la
especificacién ¢ = {ol%%](z;) "L, donde b; = a;;,. Esta especificacién se convierte, como
va hemos visto, en un conjunto de palabras w',w?, ..., w™ € L(X). Entonces si el sistema
tiene casi especificacion quiere decir que para cada intervalo [a;, b;] existe un subconjunto
A; C {aj,a;41,...,b;} de tamano g(b; — a;) tal que existe un elemento y que rastrea toda
la especificacion excepto en el conjunto A;.

Al convertir esto al sistema simbdélico obtenemos que para cada palabra w’ existe el
subconjunto de elementos cuya cardinalidad depende del tamano de la palabra, es decir
g(Jw'|) tal que rastreard la especificacién excepto en esos puntos. Como sabemos que rastrear
la especificacién implica que la unién de las palabras con sus espacios forman una palabra
valida en el lenguaje de X. En este caso los espacios no existen y solo estamos hablando de
la union de las palabras excepto en algunos puntos, por lo tanto existe el elemento y € X tal
que el bloque [ay,b,,] es un bloque vélido y los sub bloques de este bloque v* = [a;, b;] son
iguales que la palabra w® excepto por los puntos dados por el subconjunto A. El regreso es
igual y por lo tanto podemos usar la definiciéon de Pavlov para hablar de casi especificacién.

Ya sabemos que los (-shifts no tienen en general la propiedad de especificacion, pero
podemos mostrar que todos tienen la propiedad de casi especificaciéon con funcién error
g(n) = 1. Por la construccién de la grafica G° sabemos que cualquier elemento x € Xj es
un camino enumerado que empieza en v; por lo tanto podemos decir que para cualquier
palabra en el lenguaje del -shift, va a ser un pedazo de camino que empiece en v;. Sean dos
palabras w', w? € L(Xz). Entonces sabemos que w? empieza en v; y supongamos que w'
acaba en un v,. Si acabara en vy, entonces la unién de w'w? es una palabra valida por que
representa un camino en la grafica. Ahora supongamos que v, # v;. Entonces w! = uFcm*
donde m — k = n, esto es, la concatenacién de dos caminos, uno es u* y empieza y termina
en v; y termina en vy, y el otro camino que recorre los ¢; hasta c,. Sea ¢; el tltimo elemento
en la palabra ¢™* el cual es diferente de cero y lo cambiamos por el elemento c; — 1, por
como esta construida la grafica, este camino existe y nos regresa a v; y como el resto son
ceros, nos esta regresando a vy, llamamos a esta nueva palabra p' y por lo tanto p'w? se
pueden concatenar.
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Aplicando este argumento de manera inductiva para w!,w? w?, ..., w" podemos ver

que cumple la propiedad de casi especificaciéon donde a las palabras w’ a lo méas hay que
cambiarles un elemento para que se puedan pegar, por lo tanto su funcién error es la funcién
constante g(n) = 1.

La propiedad de casi especificacion es una propiedad mucho més débil que la especifi-
cacion o la especificacién no uniforme, por lo que no podemos obtener mucho mas de ella,
como si lo lograbamos en las otras propiedades.

3.4. Ergodicidad de casi especificacion y especificacién
no uniforme

Cuando analizamos la propiedad de especificacién pudimos ver que obteniamos infor-
macién muy importante sobre la entropia del sistema y sobre su ergodicidad, nos gustaria
saber si la especificacién no uniforme o la casi especificacion nos dan tanta informacién.
Esta pregunta es mucho mas complicada de lo que parece y aun es un problema abierto
en el campo, cuando una funcién error o una funcién gap implican ergodicidad intrinseca.
Ahora revisaremos el articulo de Pavlov [I4] donde de muestran algunos ejemplos de shifts
que cumplen la propiedad de especificacion no uniforme y la propiedad de casi especificacién
y que no son intrinsecamente ergddicos. De la misma forma, Pavlov muestra que existen
maneras de acotar las funciones error y gap para acercarnos mucho a ergodicidad intrinseca,
aunque aun no completamente.

fn)

logn
0, existe un subshift con especificacion no uniforme con funcién gap f(n) con exactamente

dos medidas ergodicas de entropia mazximal cuyo soportes son ajenos.

Teorema 3.9. Para cualquier funcion f(n) positiva y no decreciente con liminf,,

Demostracién. Definamos X con el alfabeto A = {—N,... —1,0,1,...N} con N > e ~
403,4 vy vamos a definir una lista de palabras prohibidas F que consiste en todos los pares
adyacente ij cuyo producto es negativo, es decir que uno sea negativo y el otro positivo y
todas las palabras vjvs ... v;0™v;4q donde v; # 0y m < log j.

Esto quiere decir que X consiste de puntos de la siguiente forma. . . . w=10™-1w0mewto™: . ..
tal que cada palabra w® debe de estar formada por letras diferentes de cero y del mismo signo
para que asf no tengan problemas con la palabras prohibidas, y para cada i, m; > log |w’| es
decir la cantidad de ceros en la palabra 0™ debe de estar dada por la palabra anterior. Otros
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puntos que viven en el shift son puntos degenerados, el punto formado por una sucesion de
puros ceros, los puntos formados por una sucesién bi-infinita de letras positivas, los puntos
formados por letras negativas. De igual manera si w es una palabra que no contiene ninguna
palabra prohibida entonces ...000w000. .. es un elemento en el shift y w € £(X).

Veamos que X tiene especificacién no uniforme con funcién gap 1+ [log n|. Consideremos
cualesquiera palabras w!, ..., w* € £(X) y my,...,my_1 positivos con m; > 1 + |log |w!||
para cada i. Si queremos ver que tiene especificacién no uniforme debemos de dar palabras
v; de tamafio m; tal que w = wlvlw?v?. .. w" " lw" € L(X), propongamos que v’ = 0™,
Como m; es positivo para toda ¢ entonces las palabras agregadas de puros ceros no pueden
formar un par adyacente de letras de signos distintos. Entonces nos falta ver que w no
contiene ninguna palabra de la forma wjus ... u;0™u 41 con m <logj.

Supongamos que existe una palabra u prohibida de esta forma, u no puede estar en nin-
guna de las palabras w’ pues estas son palabras vélidas en el lenguaje. Por como construimos
la palabra w, el bloque de ceros 0™ en u debe de ser uno de los bloques de cero 0™ y las letras
ujus . . . u; deben de pertenecer a w' pero esto significa que m > 14 |log |w’|| > log |w’|.Como
asumimos que m < log j pues es una palabra no vdlida entonces j > |w’| pero en la palabra
w sabemos que w'® estd precedida por una cadena de ceros para i > 1 y por nada por i = 1
lo cual es una contradiccién, por lo tanto w no tiene palabras prohibidas y w € £L(X). Por
lo tanto X tiene especificacién no uniforme con funcién gap 1+ |logn].

Ahora mostraremos que para cualquier C' > 0 existe un shift potencia X* con la pro-
piedad de especificacién no uniforme con funcién gap max(1, [C'logn]|). Cualquier funcién f
positiva tal que liminf, . % > () esta acotada por abajo por méx(1, [C'logn]) para algin
C' > 0 esto debido a que f(n) debe de crecer mas rapido que logn. Queremos mostrar que
esto implique que para cualquier de estos f el shift X* tenga especificacién no uniforme con

funcion gap f.

Sea C' > 0y definamos k > 4C~!, sea X* el shift potencia de altura k de X, veamos que
X* tiene especificacién no uniforme con funcién gap [(1 + |log(kn)|)/k]. Consideremos las
palabras w}, ..., w en el shift X* esto quiere decir que cada letra es un bloque de tamafio
k en X tal que la palabra en X que genera la palabra wi es una palabra vélida en X de
tamaiio |w|k. Definamos w = w0y w07? ... 0, "w? donde 0;" es una palabra formada
por bloques de tamano k£ con puros ceros. Queremos ver que esta es una palabra valida,
supongamos que tiene una palabra que no es vélida, esto quiere decir que al regresar a su
forma original forma una palabra no vélida en el shift X. Sea la palabra que se forma en
X como u = ujus ... u;0™u;4q tal que m < logj, las palabras 0" forman una palabra en

X formada por una cadena de ceros de tamano m; > [(1 + |log(k|wi|)])/k]k. La cadena
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de ceros de la palabra u debe de contener a una de estas cadenas de ceros por lo tanto
m > [(1+ |log(klwi|)])/k]k > log(k|wi|) entonces como m < logj implica que j > |wi|k.
Pero esto genera una contradiccién directamente por la especificacion no uniforme en X por
lo tanto la palabra no existe y X* tiene la propiedad de especificacién no uniforme.

Ahora probemos que
[(14 |(kn)])/k] < méx(1,[Clogn]). (3.25)

Ambos lados de la ecuacién son positivos enteros y en ambos casos su minimo valor posible
es 1, por lo tanto con 1 es valido. Supongamos que el lado izquierdo es al menos 2, esto
quiere decir que, como k es un entero positivo, (1+ [(kn)])/k > 1 entonces 1+ [ (kn)| > ky
log(kn) > kyn > % > k. Como estamos suponiendo que la ecuacién es al menos 2 entonces

|log(nk)| > 1.

log(kn) < %log(nQ) < %logn < C'logn. (3.26)
Por lo tanto tenemos la desigualdad deseada, como el shift X* tiene especificacién no uni-
forme con funcién gap [(1 + |(kn)]|)/k] quiere decir que existen palabras v’ tal que |[vf| >
[(14](kn)|)/k] cumplen las propiedades que queremos. En especial como [(1+|(kn)|)/k] <
méx(1, [C'logn]) quiere decir que lo cumple para |[v'| > max(1, [C'logn]) y por lo tanto se
puede decir que tiene especificacién no uniforme con funcién gap max(1, [C'logn|. Mas auin,
como habfamos visto, existe C' > 0 tal que max(1, [C'logn| < f(n) para cualquier fun-
f(n)

cién positiva f(n) con liminf, . g > 0 por lo tanto existe k& > 4C~! tal que X* tiene

especificaciéon no uniforme con funcién gap f(n).

Ahora comprobaremos que h(X) = log N. Como X contiene al shift completo de N
elementos y sabemos que la entropia de un shift completo es log N entonces h(X) > log N.
Por lo tanto solo necesitamos mostrar que h(X) < log N, asi que buscaremos acotar por
arriba la cardinalidad de £, (X).

Sabemos que para cada w € £, (X) podemos descomponerlo como w0™w? ... wk0™*
donde cada w’ es una palabra de simbolos diferentes de cero con el mismo signo, ademés el
tamartio de las corridas de ceros debe de estar dado tal que m; > log |w'|. Definamos |w'| = p;
y n; = p; + m; entonces > : i = 1*n;, = n. Si fijamos un k y n; entonces la palabra w estd
determinada por la eleccién del |w’| los signos de sus letras y sus letras.

Para cada 1 < i < k sabemos que m; > log p; entonces p; + log p; < n;. Como z + log x
es una funcién creciente cuyo rango son los reales entonces existe x tal que x + logx = n;,
donde z < n; y ¢ = n; — logx > n; + logn;. Pero como z + log(n; — logn;) < n; entonces
x < n; —log(n; — logn;), dado que p; + logp; < n; entonces p; < x < n; — log(n; — logn;).
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Entonces para cada uno de los n; sabemos que el nimero de elecciones posibles para
la palabra w0™ depende primero del tamano de w; el cual sabemos que es p; y como esta
acotado por arriba tenemos las palabras posibles desde 1 hasta |n; —log(n; —logn;)|. Estas
palabras posibles son cualesquiera en el alfabeto {1,2,... N} por lo tanto para un p; la
cantidad de palabras posibles es NP y esto es por dos considerando que podemos tomar el
alfabeto negativo, asi que el nimero de palabras esta acotado por arriba por

|n;—log(n;—logn;)|
o ) cannmie) (3.27)

pi=1

La desigualdad se debe a que > r |, 2 < 2z™. Sea M; = 4N7~°e(=1¢J) para j > 2. Para
1 =1y 1=k es mas facil acotar el niimero de posibilidades, pues no tenemos necesidad de ser
tan puntuales en los tamanos ya que nada nos impide empezar la palabra w directamente con
la cadena de ceros, es decir w!0™ puede ser simplemente unos cuantos ceros o al contrario
puede ser una cadena de palabras de tamaifio n; que se junte con w? y va a ser completamente
valida. De igual manera la palabra w*0™ puede acabar con menos ceros de los necesarios
y aun asi es valida. Esto nos permite relajar més la cantidad posible de palabras y n; es
nuestro méaximo posible de longitud

2 <nz pr> < AN (3.28)

pi=0

Entonces si buscamos encontrar todas las palabras posibles para |£(X)| debemos de
pasar por todos los posibles k desde 1 hasta n. Si & = 1 entonces w = w'0™ por lo
que la cantidad de palabras posibles esta dado por 23 " N* < 4N". Si k = 2 entonces
w = wr0™w?0™2 por lo visto anteriormente sabemos que los dos estdn acotados por 4N™ y
debemos considerar todas las combinaciones posibles para n; y ns las cuales son n — 1 por lo
tanto la cantidad de palabras estd acotada por 4N"4N"?(n—1) = 16N"(n—1). Finalmente
si tomamos k > 3 debemos de tomar todas las combinaciones posibles de n; y usar las cotas
que vimos por lo tanto obtenemos la siguiente desigualdad

n k—1
[L(X)] <4N™ 4+ 16(n — N"+ > Y 4N™ (H Mm>4N”k. (3.29)
=2

k=3 1n1,...,7Nk
n;=n

Como ny + ng + ...n, = n, en el tercer término de la desigualdad para cada M, pode-
mos factorizar N™ tal que 4N™ ([]F2, M,,)AN™ = 16N N"> .. N*([[}2, M,,N~™) y
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Zle N™ = N" por lo tanto reescribimos la desigualdad como
n k-1
[L(X)| < 4N" 4 16(n — )N" +16N"> Y (H MmNm) (3.30)
i=2

Ahora buscaremos acotar aun mas el tercer término. Al momento de factorizar los N™
tomamos N™ y N" para formar N", por lo tanto en el segundo sumando ya no tiene caso
tomar desde n; hasta ng. Ahora la suma se toma desde ny hasta n;_; y la suma de estos ya
no debe dar n si no cualquier niimero menor que n. Como la suma es menor a n esto quiere

. k—1 . .
decir que n — > j—2 Tj = n1 + ny, y debemos considerar en nuestra suma todas las diferentes

. k1 . .
opciones que tenemos para nj + ny las cuales son n — > i—o nj — 1 pues ni n ni ny, pueden
ser cero, por lo tanto obtenemos que

16N"Z Z (HM N~ ”) = 16N"Z > (n—gm—l) (EMMN’”)

=3 N2, Nkg—1
an:n ZTL1<TL

(3.31)
y como (n — > "5 n; — 1) < ny recordando nuestra definicién de M; tenemos la siguiente
desigualdad

16N”Z > <n—§nj—1)(HMN"1)<16”N"Z > (HW)

=3 N2, N—1 = 3 12,1
>oni<n Sni<n
(3.32)

Si tomamos (3,7, xmsicmen )" > obtenemos la suma de todas las combinaciones posibles de

k—1 4
Hz‘:Q Noe(n; logn;) por lo tanto

n n o0 4 k—2
16nN™y " > (H Nlog(m_logm > < 16nN"kZ_3<; m) : (3.33)

k=3 12,--;Nk—1
> ni<n

Entonces podemos acotar atin més dado que Y %, ~mimey = Doron W y sabiendo

que los elementos de la suma tienden a cero,

t=2

Como 2—1log2 > 1,3,3—1log3 > 1,8 y z —logx > 0,52 podemos acotar aiin mas la ecuacién
integrando la ecuacién que es mas facil

4+4+/m1—4+4+ ’ (3.35)
1’310gN 178logN 3 (075x)10gN o 1’310gN 178logN ((10g N) _ 1)175logN ’
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Ahora dado que N > €5, entonces log N > 6. Si damos que N = €% entonces la ecuacién nos
da 0,9989845177 < 1 y como la funcién es decreciente, sabemos que siempre es menor que 1
y la llamaremos «. Aplicando todas estas ecuaciones obtenemos la siguiente desigualdad y
viendo que la suma es una suma geométrica pues a < 1, obtenemos

- 16
£,(X)] < 4N™ +16(n — )N™ +16nN" Y a* % < %N". (3.36)
k=3

Si tomamos el logaritmo de esta cantidad obtenemos log(22N™) = log(+%%) +log(N™), des-
pués al dividir entre un n y tomamos el limite al infinito nos queda log(N)+1im,,_ = log(+22)

log(N) y del otro lado obtenemos la entropia por lo tanto h(X) < log N y por lo tanto
h(X) =log N.

Sea f una medida ergddica de entropia maximal de X. Mostremos que p([a0]) = 0 para
cualquier o € {1,..., N}. Recordemos que para una palabra w el cilindro [w] es el conjunto
de x € X tal que z1293. .. 2, = w. Asumamos que p([a0]) = 5 > 0 para alguna a.

Antes daremos un Lema que se da en [I4] y es demostrado de manera general en [15]

Lema 3.15. Para cualquier subshift X, cualquier medida ergodica p en X, cualquier palabra
w € L,(X), cualquier n € N y e > 0, definimos el conjunto C,, ..,(X) como el conjunto de
todos los w € L,(X) que tienen entre n(u([w])—e€) y n(p([w])+e€) ocurrencias de w. Entonces

i inf 128 1Cnen(X)]

n—00 n

> h(p). (3.37)

Definamos para toda n el conjunto C,55.40(X) de palabras de n letras con alrededor
de 0,5n3 y 1,5n8 ocurrencias de a0. Por el lema anterior lim inf,_, M > h(p)
h(X) = log N. Ahora sabemos que para una palabra de tamafno n se construye a partir de
k palabras w0™ por lo tanto para encontrar a0 debe de estar a lo mas k veces, y por los

mismos argumentos que desarrollamos, tenemos que

n

16
Crossao(X)] < 16nN" 37 ok < N0, (3.38)

—
k=[0,5n0]

De nuevo si sacamos el logaritmo, dividimos entre n y sacamos el limite superior cuando
n — oo obtenemos limsup,, ., WL—OW‘”' < log N 4+ 0,58loga < log N lo cual es una
contradiccién, por lo tanto u([a0]) = 0, y de forma similar se obtiene que p([b0]) = 0 para
b € {—N,...,—1}. Por lo tanto p debe de estar completamente en 0%, {1,2,..., N} o
{—1,-2,...,—N}N. Pero si el primer caso se cumpliera implicarfa que h(X) = h(u) = 0
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pues es una medida ergédica de entropia maximal y la entropia topolégica de 0% es 0, por lo
tanto p([0]) = 0.

Las tnicas medidas con entropia igual a log N son las medidas de Bernoulli sobre
{1,...,N} y {—=N,...,—1}, por lo tanto X tiene dos medidas ergédicas de entropia ma-
ximal con soportes ajenos.

Consideremos cualquier medida ergédica de entropfa maximal v para X*. La medida
v induce una nueva medida v* en X, definida de la siguiente manera v*([w'...w"]) =
v([wh...w"]) donde cada palabra w" es una palabra de tamarfio k tal que la palabra w' ... w"
es una palabra valida en X. Por ser una medida ergddica v es o-invariante en X* es decir que
dado un conjunto B tal que 0~'B = B entonces v(B) = 0 0 v(B) = 1. Como en este caso cada
letra es una palabra de tamano k entonces v* debe de ser invariante bajo la transformacién
o”. Si definimos la medida p = * ZZ ", 0'v* entonces para ver que es o invariante debemos
mostrar que u(oc"1(A)) = u(A), entonces usando que v*(o F(A)) = V*(A) tenemos que
v (07 (A)) = v*(c*1(A)). Por lo tanto la suma pasa a ser u(A) = 372 gl (A) =
u(o=(A)), por lo tanto es o invariante, y es una medida de entropla maximal, pues v lo es
en X* y la entropfa es una transformacion afin entonces h, = 1 Zlf (1) Rgiy-. Como (X% o) es
topol6gicamente isomorfo a (X, o ) entonces su entropia topologlca es la misma y entonces
v* es una medida de entropfa maximal para (X, o¥), por lo tanto u es una medida de entropifa
maximal para X.

Entonces 1([0]) = 0 lo cual implica que v([u]) = 0 para cualquier palabra de tamano k
que contenga a 0. Dado que v es ergddica entonces v esta soportado enteramente por el shift
completo en {1,..., N}* o en los negativos por lo tanto tenemos dos medidas de entropfa
maximal ergddicas con soportes ajenos.

]

Con esto encontramos muchos sistemas que tiene la propiedad de especificaciéon no uni-
forme y que no son intrinsecamente ergodicos. Es importante notar que estos sistemas deben
de tener una funciéon gap que crezca mas rapido que logaritmo y que, a la vez, tengan un
abecedario muy grande. Nos interesaria ver que pasa si alguna de estas cosas no se cumple
y si podemos hablar mas de ergodicidad del sistema, es asi como Pavlov da el siguiente
teorema.

Teorema 3.10. Si un subshift tiene especificacion no uniforme con funcion gap f(n) donde

f()

ogn = = 0 entonces no puede tener dos medidas de entropia mazximal con soportes

liminf,
ajenos.
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Demostracion. Supongamos por contradiccion que X es un subshift con especificacién no
uniforme con funcién gap f(n) tal que liminf, .. IJ; (g”)l = 0 el cual tiene dos medidas de
entropia maximal v y p con soportes ajenos.

Para cada n definamos el conjunto M,,(X) = {w € L,,(X)|u([z]) > 0} y el conjunto
No(X) ={w € L,(X)|v([w]) > 0} es decir los conjuntos de las palabras tal que la medida
de su cilindro no es cero, si n = 0 los conjunto solo estdn dados por la palabra vacia. Para
cualquier k < n, todas las sub palabras de tamafio k£ de una palabra en M, (X) deben de
pertenecer a M,,(X) y lo mismo para N, (X) y Ny (X), pues si v es la sub palabra de tamano
k de la palabra w entonces [w] C [v].

Ahora demostraremos que |[M,,(X)| > e"#. Para cualquier vector de probabilidad
(z1,...,x,) tenemos que — > - x;logz; < logn ya que la funcién xlog z es estrictamente
convexa. Sin pérdida de generalidad podemos hacer que la medida de todo el sistema sea 1
y los elementos de M,,(X) son tal que sus cilindros forman todo X y por lo tanto la suma
de todas las medidas da 1, aplicando esto y dividendo entre n obtenemos que

) < = X wlu)togu(u) < 2L, (3.30)

wEAT
y por lo tanto |M,(X)| > e = e"X) v 1o mismo se cumple para [N, (X)| > ") =
e™X) pues son maximales para toda n pero como tienen soportes ajenos existe N tal que
M, (X) NN, (X) = & para todo n > N, pues entre mds grandes sean las palabras entonces
los cilindros se vuelven mas pequenos y dejan de vivir en ambos soportes.

Elijamos n tal que n > f(n), entonces para cada i € [0,n — f(n)] tal que sea multiplo
de f(n)+ N. Escojamos las palabras w € M;(X) y v € N,_um)—i(X), por definicién i < n
y dado que f(n) es no decreciente se cumple que n — i — f(n) < n. Sabemos que X tiene
especificaciéon no uniforme por lo tanto existe u con longitud f(n) tal que wuwv es una palabra
vélida de tamano i+ f(n) +n — f(n) —i = n, ya que para que se cumpla la especificacién no
uniforme, el tamano de u debe de ser de tamano al menos f(i) y f(n) > f(i). Ahora queremos
ver que el mapeo de (i, w,v) a wuv, donde u es la opcién minimal en el orden lexicogréfico
que hace este mapeo una funcién, es uno a uno. Supongamos por contradicciéon que no lo es,
entonces para (i, w,v) # (i',w’,v’) se cumple que wuv = w'u'v’. Si i =i" entonces w # w' o
v # v, y por lo tanto no es posible que wuv = w'u’v’, por lo tanto tenemos que tomar ¢ # 7’
pero ambas son multiplos de f(n)+ N asi que |i — | > f(n) + N pero wuv y w'u'v’ son de
tamano n y el tamano de u y v’ es f(n), asi que suponiendo que ¢ > ¢’ entonces al menos w
y v" deben de compartir una palabra de tamano N y si i < ¢’ entonces w’ y v lo comparten.
Pero recordemos que w € M;(X) y v € N,_sum)—i(X) y por lo tanto implicaria que viven
en M,,(X)NNx(X) lo cual es una contradiccién pues habfamos visto que la interseccién es
vacia, asi pues es uno a uno.
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Como es uno a uno la siguiente suma que representa toda la cantidad posible de w y v
es la cantidad posible de palabras de tamano n

> M) Nz )i (X)) (3.40)
i€[0,n—f(n)],(f(n)+N)i

Entonces usando que |M,,(X)| > €& y |N,(X)| > e""X) tenemos que es mayor o igual a

3 () p(n—f () =)h(X) _ 3 o=t n(x) 5 = (1) o pmncx)

- N
i€f0,n—f(n)],(f(n)+N)|i i€l0,n—f(n)],(f(n)+N)|i Fn) +
(3.41)
Por lo tanto

£4(X)| 2 Lo, (3.42)

Notemos que para cualquier ¢ y cualquier w?, ..., w' € £,(X) podemos usar la especifi-

cacién no uniforme para crear la palabra w'v! ... w'v! de tamano t(n + f(n)) pues todas las

v son de tamano f(n). Esto implica que |Ly(n4 ) (X)| > L, (X)]".

Entonces como |Lygni iy (X)| < |L(X)|"T/) entonces sacando el logaritmo, divi-
diendo entre t y tomando el limite de ¢ cuando va a infinito obtenemos lim; .., %(n +

f(n))log |L:(X)] > lim; o log | £,,(X)] por lo tanto
(n+ f(n))h(X) = log | £, (X)) (3.43)

Aplicando las Ecuaciones y tenemos que para n suficientemente grande
(n+ f(n)A(X) = log |L,(X)| = log(n — f(n)) —log(f(n) + N) + (n — f(n))h(X), (3.44)

lo cual se puede reescribir como

2f(n)h(X) +log(f(n) + N) = log(n — f(n)). (3.45)
Ahora si tomamos una sucesién ny tal que {)(g% — 0y k — oo entonces si tomamos

el lado izquierdo y lo dividimos entre log(ny) tenemos que 2f(ng)h(X)/log(ng) — 0y
log(f(ng) + N)/log(ng) — 0 pues f(n) + N crece mas lento que la identidad, pro lo tanto
todo el lado derecho es dominado por log(ny) asintoticamente, mientras que el lado derecho
log(ng — f(ng)) — log(ng) por la izquierda pues f(ny) crece mas lento que la identidad,
lo cual es una contradiccién pues una funcién dominada por log(ny) tiene que ser menor a
log(ng). Por lo tanto no puede tener las dos medidas de entropia maximal.
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Es importante notar que esto no quiere decir que estemos comprobando que el subs-
hift sea intrinsecamente ergddico, pues solo estamos demostrando que no tiene dos medidas
ergddicas de entropia maximal con soportes ajenos, pero aun podria tener dos medidas
ergddicas de entropia maximal cuyos soportes sean ajenos.

Estas dos demostraciones nos muestran cémo la especificacion no uniforme tiene cierta
transicién de fase de acuerdo a qué tan rapido crece la funcion gap, de tal forma que permite
medidas ergddicas con soportes ajenos, pero ain queda abierto si esta transicién de fase
también nos permite encontrar subshifts intrinsecamente ergddicos cuando la funcion gap
crezca lentamente.

Ahora nos interesa saber si este tipo de teoremas e ideas pueden ser extendidas a la
propiedad de casi especificacion. Pavlov encontré que si y demostré dos teoremas que contie-
nen la misma idea pero antes de demostrarlos necesitamos algunas definiciones extra y unos
lemas.

Definicion 3.26. Para cualquier alfabeto A y n € N la distancia de Hamming d en A" esta
dado por d(v,w) = |{i : v; # w;}| es decir el nimero de lugares donde son diferentes.

Lema 3.16. Para cada alfabeto A y un enetro positivo n, existe un conjunto T, C A" tal
que |Tx | < m]fl\” Y Ta, es 1-extendido con respecto a la distancia de Hamming d, es
decir, para cualquier w € A" existe t € Tx,, tal que d(t,w) < 1.

Demostracion. Sea A un alfabeto y n un entero positivo. Podemos asumir sin pérdida de
generalidad que A = {0,1,...,|A| — 1}, definamos m = [log, n| tal que 2™ < n < 2m+1,
Entonces para cualquier v = vgvy ... 0y—1 € {0,1}™ definimos T4, como el conjunto de
todas las w = wowy ... w,_1 € A" tal que para cada j € [0,m) la suma de w; sobre todos
los i € [0,2™ — 1] cuya expansién binaria tiene un 0 en el lugar 2/ es igual a v; mdd 2.
Esta definicion es bastante complicada de entender por lo que es mas facil entenderla con
un ejemplo. Sea A = {0,1,2} y n = 10 entonces m = |log,(10)] = 3 y sea v = 010.
Ahora i € [0,7] y sus expansiones binarias son 0 = 000,1 = 100,2 = 010,3 = 110,4 =
001,5 = 101,6 = 011,7 = 111 y j € [0,3). Entonces T4, es el conjunto de todas las
w € A" tal que wy + ws + wy + wg = 0 modd 2 pues son los nimeros que tienen cero en
la coordenada 2° y la coordenada 0 de v es 0 pues j = 0. Repitiendo lo mismo para j = 1
tenemos wy + wy + wy + ws = 1 mdd 2 y para j = 2 tenemos wy + wy + wy + w3z = 0
mod 2, entonces una posible solucion podria ser w = 0121200111 pues 0+24+2+0=4=0
méd 2,0+1424+40=3=1 méd2y0+1+2+1=4=0 mod 2.

Mostremos que cualquier conjunto 74, es l-extendido. Sea w € A". Para algtin valor
j € [0,m), la suma de los w; sobre todas las is cuya expansién binaria tenga un 0 en 27 es



3.4 Ergodicidad de casi especificacion y especificacién no uniforme 97

igual a v; mdd 2 y para algunas no lo es. Definamos J C [0,m) como el conjunto de j para
las cuales la suma si sea igual a v; mdd 2. Ahora elijamos ¢ € [0,2™) tal que la expansién
binaria de i tenga el valor 0 precisamente en los lugares pertenecientes a los indices 27 para
Jj & J, estoesi= ZjEJ 27 v 0 < i < 2™ — 1. Ahora definamos w’ como la palabra obtenida
al cambiar w; a cualquier letra en A con la paridad opuesta, entonces si buscamos hacer
todas estas sumas para w’ sabemos que las sumas en J no las estamos modificando por que
en la letra que cambiamos su indice es tal que no tiene un 0 en la posicién 27 para j € J, en
cambio modifica a todos los otros j ¢ J pero como cambia su paridad, cambia la paridad de
toda la suma, y como estamos tomando que no es igual a v; mod 2, entonces al cambiar la
paridad por el modulo 2, obtenemos la igualdad, y por lo tanto w' € T4 ..

Si regresamos al ejemplo anterior, tomemos la palabra w = 0211221100, la cual no
pertenece a T4, pues 0 +1+2+1=4=0 méd2, 0+24+2+2=6# 1 méd2y
0+2+1+1=4=0 méd 2 por lo tanto J = {0,2} asi que i = 2° + 22 = 5 por lo
tanto cambiamos la letra que estd en la posicion 5 la cual es 2 por una de paridad diferente,
en este caso 1, por lo tanto obtenemos la palabra w’ = 0211211100 y en este caso nos da
04+24+2+1=5=1 mdd 2y por lo tanto estd en Ty, ,.

Por lo tanto para cualquier palabra w € A existe w’ € T4, tal que solo difieren por
una letra, es decir su distancia de Hamming es 1 y por lo tanto T4, es 1-extendido. Dado
que T4, es una particiéon de A™ con 2™ opciones para v, pues por construccién v es una
palabra en {0, 1} con m = |log,n|, existe un T4, cuya cardinalidad debe de ser menor o

igual a I;‘% pues es dividir toda la cardinalidad del sistema | A|™ entre los 2 elementos, por
lo que o todos son iguales y su cardinalidad es % o algunos son mas grandes y otros méas

pequenos, a estos son los que definiremos como 7 4,,.

]

Lema 3.17. Para cada alfabeto A y un positivo entero n existe un conjunto Uy, C A" tal
que |Unn| < BIA|™ y Uay es 2-extendido con respecto a la distancia de Hamming d.

Demostracién. Para cualquier n definamos el conjunto T4 (o5n] ¥ Ta,j0,5n) como en el le-
ma anterior, entonces definamos Ugp, = {uv : v € Tajosn);v € Tafosn}, entonces Ugp
es 2-extendido, pues para cualquier w € A™ solo se necesita un cambio en la palabra
W Ws . .. Wosn| que tiene tamano [0,5n) a una palabra en T4 o5, pues es l-extendido,
lo mismo para la palabra wosn)+1 - .. w, que tiene tamarno [0,5n] solo se necesita un cambio
para llevar a una palabra en T4 [o,5,]. Por lo tanto solo se necesitan a lo mds dos cambios en
la palabra w para tener una palabra en Uy, y por lo tanto es 2-extendido.
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Ahora usando que 2U°22(1052))] > 0 251 entonces por el lema anterior

16
_ [0,5n]  ~ [0,5n] _ n
[Uanl = [Ta1050 | Tag05m| < 0. 25 ——| A | Al AL

025

[]

Lema 3.18. Para cada alfabeto A y entero positivo n > 1 existe un conjunto Va, C A" tal
que [Van| = W|A|“ Yy Van es 2-extendido con respecto a la distancia de Hamming d.

Demostracion. Definiremos el conjunto V4, = {w = wywy...w, € A" : w; = wy = 1}.
Entonces evidentemente es 2-extendido pues si tomamos un elemento u € A" tal que u =

UiUs . . . Uy, entonces solo hay que cambiar el valor de u; y us a 1, y el elemento vivira en

Van. El tamatio de Vy,, es |A]"2 = ||j||Z-

[]

Con estos lemas y los conjuntos que definen se pueden demostrar los siguientes teoremas
que tiene que ver con la ergodicidad de un sistema con casi especificacion.

Teorema 3.11. Eziste un subshift con casi especificacion y funcion error g(n) = 4 con
exactamente dos medidas ergodicas de entropia mazximal cuyos soportes son ajenos.

Demostracion. Definiremos X como el alfabeto A = {—N,...,—1,1,..., N}, para un pardme-
tro [ > 2 definiremos
{1}, sin=1
Pn = ‘/{17_“7]\/},7“ sil<n < l (346)
U{l,u-,N},n’ sin>|
y
{-1}, sin=1
Nn = ‘/{—N,...,—l},rm sil<n< ) (347)
U{,Ny,,.7,1},n, sin>|

donde U 4, ¥ V4., son como los definimos en los lemas anteriores. Ahora por simetria tenemos
que |N,| = |P,| para toda n, entonces les daremos el valor M,,. Como Uga,, y Va, son 2-
extendidos entonces los conjuntos P, y N, son 2-extendidos en sus respectivos abecedarios.

Definimos X por el conjunto de palabras prohibidas F el cual contiene todas las palabras
nPn’ donde n,n’ < 0y P es una palabra de letras positivas tal que P ¢ NP,, de igual manera
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contiene a las palabras p/Np' tal que p.p’ > 0, N es una palabra de letras negativas tal que

N ¢ NN,.

Entonces los puntos © € X pueden estar formados por concatenaciones de palabras de
signos constantes tal que pertenezcan a P, o NN,, se pueden tener punto sin restricciones
donde todo el punto esta formado por letras del mismo signo y ya no restringimos a estar
en un conjunto. Para cualquier palabra permitida en £(X), es posible construir un punto
que la contenga, simplemente extendiendo la palabra por la izquierda con letras del mismo
simbolo que la primera letra, y por la derecha con letras del mismo simbolo que la tltima.

Consideremos las palabras w!, w?, ..., wk € L(X) entonces la concatenacién de estas
palabras w no necesariamente va a estar en £(X), pues puede pasar que W* sea una palabra
de letras positivas tal que no viva en NP,, pero w' lyw! sean palabras validas de signo
negativo, por lo tanto w'~lwiw*! no pertenece a L(X). Sea w = wlw?. .. wk, si suponemos
que no esta en el diccionario de X, entonces tiene al menos una de las palabras nPn’ o
pNyp', donde P, N no viven en los conjuntos NP, NN, respectivamente, pero los conjuntos
son 2-extendidos, por lo que solo necesitamos cambiar a lo mas dos letras de la palabra P
o N para que se vuelva una palabra vélida. Esto lo podemos aplicar a cualquier palabra de
signo constante que se encuentre en w, en algunas ya sera valida la palabra pues vive en
algin P, o N, y en algunas otras necesitara uno o los dos cambios.

Si alguna de estas palabras son prefijos o sufijos de alguna de los w?, éstas evidentemente
ya no necesitardn cambio pues w' € L£(X), ahora es posible que w’ sea de la forma w’ = rst
con s una palabra negativa que viva en algin N, pero a r y t solo tenemos que pedirles
que sean de signo positivo en orden de que w' sea una palabra valida, entonces para que
la concatenacion con otras posibles palabras sea vélida, debemos de aplicar a lo mas dos
cambios en r y a lo més dos cambios en t. Por lo tanto para palabra w’ que forma w,
debemos de cambiar a lo mas 4 letras para que toda la concatenacion sea valida, por lo
tanto tiene casi especificacién con funcién error g(z) = 4.

Ahora de forma parecida a la demostracion del teorema [3.9] vamos a probar que X tiene
dos medidas ergddicas de entropia maximal con soportes ajenos, y la forma de probarlo es
muy similar, empecemos probando que h(X) = log N. Como X contiene al shift entero del
abecedario {1,2,..., N} y la entropia de este shift completo es log N entonces h(X) > log N.
De nuevo vamos a buscar que h(X) < log N y para eso acotaremos L£(X) por arriba. Una
palabra w es una union de palabras de signo constante, entonces definamos a w por el
nimero k > 1 de palabras de signo constante que la forman y sus longitudes ny, na, ..., ng.
Si recordamos en el teorema[3.9] las palabras también estaban caracterizadas por un niimero
k de subpalabras de signo constante, por lo tanto podemos recrear la demostracion.
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Sea

[La(X )|—2N”+2n—1N”+Z > N"l(HM )N"k (3.48)

k=3 N1,-.-,Nk
n;=n

donde 2N™ es el caso kK = 1 donde es una sola palabra de signo constante, el segundo término
es para k = 2 donde (n—1) nos da los dos posibles tamafios de las palabras. Y los otros casos
cuando k > 3y todos las combinaciones de tamano de palabras y M, representa el numero
de elecciones de subpalabras que puede haber entre la palabra prefijo N™ y la palabra sufijo
N"™ . Haciendo las mismas cotas que en el teorema obtenemos que

Z > 2nm (HM >N"k 2N”Z > HM N (3.49)

=3 N1y Nk =3 N1, Nk j=2
n;=n ni=n

Esto debido a que la suma sobre todas las n; debe de ser n, ahora aplicando que en el
segundo solo podemos usar los valores desde n, hasta n,_; obtenemos

2N”i > ]ﬁ(Man”J 2N”Z > <n—§nj—1)li[2M N

k=3 N1,--Nk j=2 k=3 N2, Nk —1
ni=n ZTL1<TL

n k—1

<2aN"> ) H(Man*"a') (3.50)

y aplicando el mismo argumento que en

2nN" Zn: > 1:[ (M, ,N~") < 2nN™ Zn:(i M,Nt)k=2 (3.51)

k=3 M2;---sNk—1 j=2 k=3 t=1
S ni<n

Ahora usando los lemas anteriores podemos encontrar una forma de acotar > .-, My N,
pues M, es la cantidad de palabras de signo constante que podemos elegir, entonces M; = P,
o M; = N;, como en la construccion de las suma existe un 2 el cual representa esta dualidad
nos basta trabajar con una sola entonces

l 00
1
Z MN™" = N Z Vit vyl N7+ Z Ug,.npe N7 (3.52)
=2

t=1 t=Il+1
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Ahora usando que |Uy, ..., < 1—26N’5 vy WV, Nl = %—i obtenemos

l 00 l 00
1 —t —t -1 -2 —2

t=I+1 t=2 t=I+1
<N '+ (I+1)N?+160"" (3.54)

Nos interesa elegir N y [ de tal manera que esta suma final sea menor que 1, de esta manera
si renombramos » -, MyN~" = a < 1 y de esta forma podemos volver a aplicar lo que
usamos en el teorema [3.9 tenemos

2n
1l—«

[L(X)] <2N" +2(n — 1)N" +2nN" Y "aF™? =
k=3

N™ (3.55)

Y tomando el logaritmo de ambos lados, dividiendo entre n y tomando el limite obtene-
mos h(X) <log N y por lo tanto h(X) = log N.

Ahora tomemos una medida ergédica de entropia maximal p en X, esta vez queremos
mostrar que la medida del cilindro [ij] es cero para cada par i,j de signo contrario, enton-
ces por contradiccién asumamos que u([ij]) = S > 0. Para cada n, tomemos el conjunto
Ch058,;(X), al aplicar el lema [3.15 obtenemos liminf,, w > h(p) = h(X) =
log N. Recordando que el conjunto C,, 55.;(X) esta formado por las palabras de tamafio n
que tienen entre 0,5n5 y 1,51 ocurrencias de ij, y sabemos que al ser palabras de tamano
n estan formadas por k palabras de signo constante, y ocupando los mismo argumentos de
las desigualdades anteriores y sabiendo que al menos k = 0,5n/3 pues tiene al menos esa
cantidad de 75 obtenemos

|C0,58.4(X) |<2nN“ Z ok < Nn0oms (3.56)

—
=10,5n3]

Entonces si tomamos el logaritmo del lado derecho tenemos log(:2% N"a%*"?) = log(2n)—
log(1 — a) 4 log(N™) + 0,5n8log(«) v dividiendo entre n y sacando el limite, y haciendo lo
mismo del otro lado obtenemos

L inf 128 1Cn0-50.5(X)|

n—oo n

<log N + 0,55 log(c) < log N (3.57)
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Esto es una contradicciéon pues ya habiamos dicho que era mayor o igual a log IV, por lo
tanto u([ij]) = 0 para todo 4, j de signos contrarios. Entonces p debe de estar completamente
soportada por {1,...,N}%2 o por {—N,...,—1}% y las tnicas medidas que cumplen esto
cuya entropia es log N son las medidas de Bernoullli, por lo tanto tenemos una para el shift
formado por la parte positiva y otra para el formado por la parte negativa, lo cual las hace
que estas dos medidas que acabamos de definir tengan soportes ajenos.

[]

Con este tenemos demostrado que se pueden encontrar shifts con casi especificacién
tal que su funcién error sea muy simple y acotada tal que no cumpla ser intrinsecamente
ergédico. A diferencia del caso con especificacién no uniforme no necesitamos que el alfabeto
sea muy grande, solo hay que saber como acotar [ tal que a partir de cierto tamano de
palabra cambiemos entre los conjuntos Ua, y V.

Nos interesa ahora saber si hacer mas chica la funcién error si nos lleva a poder mostrar
que el shift es intrinsecamente ergddico, esto es aun un problema abierto, pero Pavlov en-
contré una cota que a pesar de no dar ergodicidad intrinseca nos acerca mucho, pero antes
de estudiar esa cota necesitamos el siguiente lema.

Lema 3.19. Para cualquier alfabeto A, entero positivo n y conjunto W C A", existe un

conjunto S C W tal que |S| > 47%"'2 y S es 3-separado con respecto a la distancia de

Hamming, es decir, para todo w,w’ € S d(w,w’) > 3.

Demostracion. Elijamos cualquier A y n y sin pérdida de generalidad A = {0,1,...,[A|—1}
entonces para cualquier ¢ € [0,2]A|] y j € [0,2|A|n] definimos S, ; ; = {w = wywows ... w, €
Wy wey =1 méd 2|A|, > kwy, = j méd 2| Aln}. Queremos mostrar que S, ;; es 3-
separado con respecto a la distancia de Hamming, es decir que para 2 palabras en el conjunto,
al menos tiene 3 letras diferentes. Si tomamos una palabra en S, ; ; y le cambiamos una sola
letra, entonces ya no vivird en el conjunto pues cambiard la suma >, _, wy con una distancia
de a lo més |A| —1 por lo que no podria seguir siendo igual ai mod 2|.4|. Ahora supongamos
por contradiccién que existe w # w' € S, ;; que difieren de a lo mds 2 letras, entonces
Yo Wk Y Y op_; W) son iguales a4 méd 2|Al, pero a lo mds pueden diferir por 2(|A] — 1) <
2|A| por lo tanto tienen que ser iguales. De la misma manera Y7, kwy, y Sor_, k', deben de
ser iguales a j mod 2|A[n pero difieren de a lo mas n(JA| — 1) + (n — 1)(|A] — 1) < 2| A|n
por lo tanto también tiene que ser iguales. Pero w y w’ solo tienen dos letras diferentes
supongamos que en a, b entonces w, + w, = w, + w, y aw, + bw, = aw!, + bw;, y la tnica
forma de que se cumpla este sistema es que w, = w,, y w, = w; lo cual es una contradiccién,
por lo tanto S,,; ; es 3-separado.
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Dado que S,,; ; nos genera una particién del conjunto W, pues un elemento que vive en
Sp.ij o puede vivir en S,, » i». Como depende de los valores que tomemos para i, j hay 4n|.AJ?

pues i € [0,2]A]] y j € [0,2]|Aln], entonces uno de los S, ; ; tendrd al menos cardinalidad de
W]

Tag Y definimos a ese conjunto como S.

]

Con este lema, estamos listos para demostrar el ultimo teorema el cual nos da una cota
para acercarnos a un sistema con casi especificacion intrinsecamente ergddico, este teorema
es debido a Pavlov.

Teorema 3.12. Si un subshift tiene casi especificacion con funcion error g(n) = 1 entonces
no puede tener dos medidas de entropia mazximal con soportes ajenos.

Demostracion. Supongamos por contradiccién que X es un subshift con casi especificacion
y funcién error g(n) = 1 y dos medidas de entropia maximal p, v con soportes ajenos. De
nuevo como en el teorema [3.10] para cada n vamos a definir los conjuntos M, (X) = {w €
L,(X) : p(w]) > 0} y Mp(X) = {w € L,(X) : v(w]) > 0} y como ya vimos en [3.10]
tenemos que |M,,(X)| > e = e""X) v AL (X)| > "X para todo n y por lo tanto
existe N tal que M,,(X) NN, (X) = @ para todo n > N.

Para cada n podemos usar el lema anterior y encontrar subconjuntos M/, C M, (X) y

N! € N,(X) tal que sean 3-separados por la distancia de Hamming y que su norma esté
R(X)

acotada por abajo por j;'—AP. Definamos como S,, = min(|M/,|,|N;]). Elijjamos ¢ tal que
22:1 m > 1y denotamos esta suma como a.

Ahora tomaremos cualquier n > 3tN y construiremos palabras en £,,(X) de la siguiente
manera, sea k = | 3% | v definamos cualquier n; € [1,t] para cualquier ¢ entre 1y k. Ahora
dado que n > 3tN y por lo tanto n/3tN > 1y [n/3tN| < 1. Ahora elijamos cualesquiera
palabras w; € Myy, , wy € Ny, v asi seguimos alternando entre los conjuntos hasta que
wy, pertenece a Myy, si k es impar, y si k es par pertenece a ./\féNnk, y el término wy,q lo
elegimos en N’ ’ sk 3N, O €1 M sk 3N, de acuerdo a su paridad. Como el sistema tiene
casi especificacién con funcién error g(n) = 1 podemos construir la palabra f(w; ... wg41) =
V1Uy . .. Vps1 € L,(x) pues la suma de la norma de todas es Zle 3Nn;+n— Zle 3Nn; = n,
y cada v; difiere de w; por a lo mas una letra.

Al igual que en el teorema [3.10| vamos a probar que esta funcién f es inyectiva, es decir
/ / / : i
que f(wy,...wey1) # f(wy, ..., wy,) a menos que w; = w; para toda i. Por contradiccién
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asumamos que no es inyectiva, es decir existen la tuplas de tamano k + 1 diferentes, (w;) y
(wi) tal que f(wi,... wey1) = f(w],...,w,,,) y para esto hay dos posibles casos.

Primero puede suceder que todas las palabras tengan el mismos tamano, es decir que

|w;| = |w}| para toda i, como la norma es 3Nn; esto quiere decir que n; = n, para todo i
y para que sea diferente la tupla entonces al menos existe j tal que w; # w , pero como
flwi,. . wen) = fw), ... wy,,) entonces tanto w; y w; se deben de Convertlr en v; al

cambiar una sola de sus letras, entonces a lo mas difieren entre si de dos letras, lo cual es
una contradicciéon pues M;Lj y N[Lj son 3-separados.

El segundo caso sucede cuando n; # n; para algin j, es decir cuando las palabras no
son del mismo tamano. Entonces elijamos el j mds chico tal que n; # n} y sin pérdida de
generalidad asumamos que n; < nj. Dado que todos los w; y w; tienen longitudes miiltiplos
de 3N, entonces las sub palabras u y u' de wyw; ... wy1 y wiws ... wy,, de longitud 3N que
comienzan en el indice ZLI 3Nn; + 1 son sub palabras de w; ;1 y w;» respectivamente. pues
el tamafio de w’; es mas grande que w; por al menos 3NV..

Entonces ya sea que u € M;, .y u' € N’ ou € /\/" ., wu € M, . Pero sabemos que
flwy, ..., wgyr) = f(wl,... ,wkH) por lo que u y u' se convierten en la misma palabra u”
después de hacerles a lo mas un cambio a cada una de ellas. Dado que |u”| = 3N entonces
u” debe de contener al menos una palabra de tamano N la cual no cambia en v y u’ y por lo
tanto es una palabra que viven en ambas, lo cual es una contradiccién pues ninguna palabra
de tamano N puede vivir en NM;(X) y en NN;(X) pues habfamos visto que su interseccién

es vacia. Por lo tanto la funcién es inyectiva.

Como la funcion es inyectiva podemos generar una particién y ver que genera

1£,(X) Z (H ngvm) C v (3.58)

n,..
1<7L1<t

Utilizando el lema y la cota que genera tenemos

( k e3Nnih(X) ) e(n—33Nn;)h(X)

SN (| CRHERSINES

n= i o 12N|A|2n; ) 4|A]2(n — > 3Nn;)
1<n;<t 1<n;<t
6nh(X) 550
> — _ .
- 4n|A|2 Z H 12N\A|2ni (3:59)

5Nk 4=1
1<nl<t
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Ahora como estamos tomando todas las posibles sumas de k elementos sobre todos los
elementos ¢ € [1,t] y recordado el valor de a y k tenemos

enh(X) t 1 k enh(X) TGt 560
P — VL .
4n|A|2 2 H12N|A|2nz An| A2 (Z 12N|A]2) ) = Il AR (3.60)

SNk 4=
1<nZ<t

Por todo esto £, (X) > Zn,[j; a™OtN para todo n > 3tN, pero si tomamos el logaritmo
dividimos entre n y sacamos el limite cuando n tiende a infinito la ecuacién nos queda
h(X) > h(X) + log(a)/6tN lo cual es una contradicciéon pues o > 1. Por lo tanto es falso

suponer la existencia de dos medidas de entropia maximal con soportes ajenos.

[]

De nuevo esto no nos estd diciendo que el sistema sea intrinsecamente ergddico, pero
nos acerca mucho a pensar que esta funcién error g(n) = 1 podria dar la propiedad. De
hecho Pavlov y Climenhaga demostraron en [4] que la funcién error g(n) = 1 si implica que
el sistema es intrinsecamente ergddico, para esto usaron una nueva propiedad que llamaron
casi especificacion de un lado, la cual es un punto medio entre casi especificacion y espe-
cificacién no uniforme, pues solo cambias letras de la primera palabra. En este caso si la
funcion error estd acotada entonces el sistema es intrinsecamente ergédico. Como podemos
ver que un sistema tenga casi especificacién de un lado nos da méas informacién que las otras
propiedades, pues si podemos encontrar un grupo de funciones error que nos generen una
medida de entropia maximal tnica. En el mismo articulo encontraron que un sistema con
casi especificacion y funcion error constante igual a 1 implica que el sistema tiene casi espe-
cificacion del lado izquierdo con una funcién error acotada y por lo tanto es intrinsecamente
ergddica. Este estudio queda fuera de nuestro alcance, pero muestra que atin hay mucho mas
rango de investigacion en cémo la especificacién y sus formas més débiles estan relacionadas
con los sistemas intrinsecamente ergodicos.
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