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Capitulo 1

Introduccién y motivacion

Desde las primeras descripciones del Universo que involucraron la teoria de la relatividad en
1917 y hasta mediados de los afios sesenta, la mayor parte de la informacion observacional disponible
sobre nuestro Universo provenia de la observacién de galaxias distantes. Durante este periodo, tra-
bajos como aquellos de Hubble y Lemaitre impulsaron la idea de un universo homogéneo e isétropo
en expansion que, en un pasado remoto, se encontré en un estado de alta densidad y temperatura,
sembrando las bases de lo que hoy conocemos como teoria del big bang [1]. Esta descripcién, no
muy popular en aquella época, contenia una prediccién clave: la presencia de radiacién de cuerpo
negro a una temperatura de unos cuantos Kelvin [2]. La deteccién por Penzias y Wilson [3] en 1965
de una senal de radio con una temperatura de 3.5 K, aparentemente isétropa y no polarizada fue
interpretada por Dicke et al. [4] como el remanente de aquel pasado denso y caliente del Universo,
impulsando fuertemente la teoria del big bang. Sin embargo, algunos problemas permanecian abier-
tos, entre ellos la explicacién del alto grado de isotropia de esta radiacién, conocida actualmente
como radiacién césmica de fondo (CMB).

Una forma de dar solucién a los problemas presentes en la teoria del big bang es considerar un
periodo de expansion acelerada en el Universo temprano conocido como inflacién cosmolégica. Los
modelos mas simples de inflaciéon involucran un tnico campo escalar ¢, llamado inflatén, como el
principal constituyente del Universo y cuya dindmica estéd regida por un potencial V() lo suficien-
temente plano como para permitir que el periodo de expansién dure lo necesario para resolver los
llamados problemas de planitud, isotropia, la inexistencia de monopolos y la dilucién de entropia,
entre otros [0 [6]. Durante este periodo de expansién acelerada se espera la aparicién de pequenas
fluctuaciones en el campo del inflatén, asi como en la geometria del espacio-tiempo, que son es-
tudiadas en el régimen lineal a través de su separacién en perturbaciones escalares y tensoriales
primordiales [7], cuyos espectros de potencias dependen del modelo inflacionario subyacente [§]. Se
espera, ademads, que estas perturbaciones tengan un efecto en el espectro de potencias de la CMB
que puede ser medido.

En anos posteriores al descubrimiento de la CMB, gran esfuerzo ha sido dedicado en busqueda
de una mejor caracterizacién de esta radiacién, con la finalidad de establecer hasta qué punto es



isétropa y qué tan proximo es su espectro a aquel de un cuerpo negro perfecto. Mediciones realizadas
por experimentos como COBE/FIRAS, WMAP y maés recientemente Planck, probaron a través
de su espectro de anisotropias en su temperatura y polarizacién, que esta radiacion es altamente
isétropa y han jugado un papel fundamental en el establecimiento del modelo cosmolégico estdndar,
conocido como ACDM. Este modelo indica que el Universo es espacialmente plano, consistente
con los escenarios mas simples de inflacion (aquellos que involucran un tnico campo escalar) y
estd constituido en un 68 % de energia oscura, 27 % de materia oscura no relativista y 5% de
materia ordinaria. Sin embargo, a pesar de que la evidencia observacional favorece los escenarios
inflacionarios mas sencillos, el problema que debemos enfrentar es que existe una vasta cantidad de
ellos por lo que, en la busqueda por establecer cudl es el modelo inflacionario que mejor describe
nuestras observaciones, los datos de e.g. Planck han sido empleados para tratar de reconstruir el
potencial del inflatén [9] y para establecer restricciones a los pardmetros de diferentes modelos
inflacionarios a través de métodos estadisticos [10].

Por otro lado, debido a que la inflaciéon cosmoldgica ocurre a escalas energéticas muy grandes
resulta interesante buscar incluir este paradigma en teorias de gran unificacién, de entre las cuales
destaca la teoria de cuerdas. Un conjunto de modelos que pueden darse dentro de esta teoria son
aquellos basados en monodromia de axiones [I1) 12]. En estos modelos, la inflacién es llevada a
cabo por campos pseudoescalares que llamaremos genéricamente axiones (refiriéndonos a ALPs o
axion-like particles), los cuales aparecen de manera natural y abundante en la teorfa de cuerdas y
cuya evolucién estéd regida por un potencial de la forma V' ~ ¢P 4 cos (¢). Estos modelos resultan
particularmente interesantes debido a que predicen fluctuaciones tensoriales relativamente grandes,
con posibilidad de ser observadas [13]. Si bien no se considera que las fluctuaciones tensoriales son
enormes, todavia podrian ser grandes, por lo que vale la pena estudiar estos modelos y explorar
otras posibles senales observables provenientes de ellos con la finalidad de descartarlos o confirmarlos
experimentalmente.

Una fuente de informacién proveniente de la CMB que es independiente de la temperatura y la
polarizacién proviene de las desviaciones del espectro de esta radiacion de aquel correspondiente a
un cuerpo negro, las cuales son conocidas como distorsiones espectrales. Estas distorsiones, cuyos
principales tipos (isétropos) son llamados p y y, han recibido poca atencién en el d&mbito experi-
mental y son producidas en cualquier proceso que cambie la distribucién energética o el niimero
de fotones en la CMB. Entre las posibles fuentes de estas distorsiones se encuentran escenarios
ex6ticos como la evaporacion de agujeros negros primordiales. No obstante, diversos procesos ca-
paces de producir estas distorsiones se dan dentro del modelo ACDM, tales como el enfriamiento
de los bariones debido a la expansiéon del Universo o el efecto Sunyaev-Zeldovich [14]. De entre
los procesos esperados en ACDM es de particular interés la disipacién de perturbaciones escalares
primordiales de pequena escala, también llamada disipacién de modos actsticos, pues es un proceso
sensible a la forma y la amplitud del espectro de fluctuaciones escalares producido por inflacién, por
lo que las distorsiones producidas mediante este mecanismo ofrecen una nueva forma de obtener
informacién sobre el periodo inflacionario. El tratamiento de la disipacién de modos actsticos ha
permitido establecer relaciones para el cdlculo de la magnitud de las distorsiones espectrales p y y



debidas a este proceso [15, [16], con lo que ha sido posible predecir restricciones a distintos modelos
de inflacién por medio de esta herramienta [17, [I8,[19]. Sin embargo, poco esfuerzo ha sido dedicado
a realizar predicciones sobre las distorsiones espectrales debidas a modelos inflacionarios basados
en monodromia de axiones [20)].

Hasta ahora, la tinica informacién observacional de estas distorsiones proviene del experimen-
to COBE/FIRAS [21], que solo fue capaz de establecer las cotas superiores a sus magnitudes
] <9%x1075 y |y| < 15 x 1076, Calculos recientes estiman que, en los modelos més sencillos, estas
cantidades podrian ser al menos tres 6rdenes de magnitud mas pequenas, lo que dificulta su detec-
cién. Afortunadamente, contamos actualmente con propuestas experimentales tales como PIXIE
[22], PRISM [23], Super-PIXIE [24] y Voyage 2050 [25], capaces de alcanzar niveles de sensibilidad
sin precedentes. Por lo tanto, consideramos urgente realizar predicciones tedricas sobre las distor-
siones espectrales que puedan ser utilizadas en un futuro para establecer el modelo inflacionario
correcto.

Organizacion de la tesis

El presente trabajo de tesis estd organizado de la siguiente manera. En el capitulo [2] damos una
descripcién del modelo cosmoldgico estandar y su dindmica, introduciendo algunos de los problemas
que dan origen al paradigma inflacionario. En la seccién [2.3]introducimos el concepto de inflacién por
medio de un campo escalar en el limite de rodamiento lento y discutimos su dinamica. El capitulo
estd dedicado a la teoria de perturbaciones cosmolégicas. Estudiamos la dindmica del campo del
inflatén y sus fluctuaciones en un universo no homogéneo ni isétropo mediante el espectro de la
fluctuacion de curvatura comévil y el espectro de fluctuaciones escalares. En el capitulo ] repasamos
algunas de las caracteristicas bésicas de la CMB, como su espectro de anisotropias en la temperatura
y su polarizacién. Ademas, la seccién introduce las distorsiones espectrales i y y, asi como su
descripcién mediante su forma y sus amplitudes. A lo largo del capitulo [5] estudiamos el modelo de
inflacién por monodromia de axiones y calculamos la forma del espectro de fluctuaciones escalares.
En el capitulo [ realizamos el célculo de la amplitud de las distorsiones u y y debidas a la disipacién
de modos acusticos en diferentes escenarios inflacionarios en monodromia de axiones, comparandolos
entre ellos. Es en los capitulos[§]y[6] en los que se encuentran los cdlculos més relevantes del presente
trabajo. Finalmente, en el capitulo [7] discutimos nuestros resultados y algunas de las posibles lineas
de investigacion futuras.



Capitulo 2

El modelo cosmolégico estandar

A pesar de encontrarse bajo reciente escrutinio, la descripcién més simple de nuestro Universo
y que mejor se ajusta a las observaciones es el llamado modelo ACDM, cuyas siglas (Lambda
Cold Dark Matter) hacen referencia a la constante cosmoldgica AF_-] y a la materia oscura fria
(no relativista) como los componentes dominantes del Universo. Este modelo tiene como base las
siguientes suposiciones:

» El contenido del Universo estd formado por radiacién (particulas relativistas como fotones y
neutrinos), materia ordinaria (bosones y fermiones), materia oscura y la constante cosmolégica

A.
= La relatividad general es la descripcion correcta de la gravedad a escalas cosmolégicas.
= El principio cosmolégico es valido.
s Existe un periodo de expansién acelerada en el Universo temprano.

La seccién de este capitulo trata las primeras tres suposiciones, mientras que la seccién
introduce dos problemas fundamentales que tienen como consecuencia la inclusién del cuarto
principio, discutido con més detalle en la seccion Este capitulo estd ampliamente basado en

[26, [6] principalmente, con apoyo de [27) 28], 29] para las secciones y[2.2]y de [30] para la seccién
2.3

2.1. El espacio-tiempo FLRW

Cuando se observa el Universo a escalas grandes este parece el mismo en todas direcciones.
Es ademas dificil imaginar que ocupamos un lugar privilegiado en el Universo, lo cual nos lleva

'Es usual encontrar en la literatura el término energia oscura para referirse a la contribucién correspondiente a

A. El término elegido apela al origen que los distintos autores atribuyen a esta contribucién. A lo largo de este texto
usaremos ambos de manera indistinta.
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a pensar que todo observador debe recibir la misma informacién independientemente de donde se
encuentre. Es decir, suponemos que el Universo es homogéneo e isétropo a gran escala. Evidencia
obtenida a través de la radiacién de fondo c6smica (CMB) y de la estructura a gran escala confirma
la homogeneidad e isotropia del Universo a escalas mayores a 100 Mpc. Es asi que surge el principio
cosmoldgico, en el que suponemos que todo el Universo es homogéneo e isétropo a pesar de solo
observar una fraccién de él.

La métrica asociada a la geometria que mejor se adapta al principio cosmoldgico y a la expansién
del Universo es la de Friedmann-Lemaitre-Roberson-Walker (FLRW), cuyo intervalo estd dado por

dr?
1— kr?

ds* = gdatds’ = dt* — a(t)? +r2d6* 4 r? sen” 0d? | | (2.1)
donde a(t) es llamado el factor de escala y tiene unidades de longitud, por lo que la coordenada
radial r es adimensional. La variable ¢t es llamada tiempo cdsmico y es el tiempo medido por
un observador en reposo para quien el Universo se expande de manera uniforme a su alrededor.
Las coordenadas espaciales (r,0, ), llamadas coordenadas comdviles de un punto en el espacio,
permanecen constantes ante una expansion homogénea e isétropa. La constante k representa el
tipo de curvatura espacial y puede tomar los siguientes valores:

41 en un universo cerrado,
k=4 0 en un universo plano, (2.2)

—1 en un universo abierto.

Una forma de entender el factor de escala es a través de la distancia propia entre dos objetos.
La homogeneidad y la isotropia del Universo nos permiten, sin pérdida de generalidad, colocarnos
en el origen del sistema de coordenadas comoviles y observar un objeto que satisface d2 = 0, de
modo que
a(t)sen~tr si k=1,
a(t)senh 7 si k= -1, (2.3)
a(t)r si k=0.

Dado que la coordenada comévil r es independiente del tiempo, el tnico factor que interviene en
el incremento (o decremento) de esta distancia es el factor de escala a(t), por lo que la razén de
cambio de esta distancia estd dada por

d _a(t)/”dr_
pror— o VI—kr2

. a
dprop = adpropy (24)
en donde notamos que la razén H = a/a contiene la informacién del ritmo al cual las distancias
cambian en nuestro Universo. Dicha razon es llamada pardmetro de Hubble.
Al considerar que la teoria de la relatividad general es valida, podemos describir la dindmica
del Universo mediante las ecuaciones de campo de Einstein,

1
G = Ry = 59 R = 87G T, (2.5)
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en donde R, es el tensor de Ricci, que depende de la métrica y de sus derivadas a través de
Ru =T 0 — T, 07 10 =T, +T%,17 (2.6)
con I'g, los simbolos de Christoffel, dados por

1

T — 00
v = 59

986 T 9v6.8 = 9p.8); (2.7)
R es el escalar de Ricci, esto es, la contraccién del tensor de Ricci g R,,,; G denota la constante
de gravitaciéon universal; y T, es el tensor de energia-momento.

El célculo de las componentes no nulas del tensor de Ricci asociado a la métrica FLRW da como
resultado

Roo = —37,
’ (28)
. . 2 .
a a k
de manera que el escalar de Ricci estd dado por
. . 2
a a k
R=-6|- - — 2.9
a + <a> T2 (29)

Por otro lado, se requiere de una expresién para el tensor de energia-momento que describa apro-
piadamente el contenido del Universo. Es comin modelar este contenido como un fluido perfecto,
para el cual el tensor de energia-momento tiene la forma

TMV = (P + P)UMUV - Pguua (2.10)

donde p es la densidad de energia, P es la presion del fluido y U* es su 4-velocidad relativa a un
observador. Para un observador comévil U* = (1,0,0,0), por lo que el tensor de energia-momento
toma la forma

(T*,) = diag(p, — P, —P,—P). (2.11)

Empleando (2.8) y (2.9) en las componentes de las ecuaciones de campo de Einstein ([2.5)) tales
que p = v se obtienen las ecuaciones

&G k
a 4nG
P —T(er 3P). (2.13)

La ecuacion (2.12)) es conocida como la ecuacion de Friedmann, mientras que (2.13)) es llamada
ecuacion de aceleracion cosmoldgica.
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Finalmente, empleando D, T#, = 0, donde D,, denota la derivada covariante con respecto a p,
es posible obtener una expresion para la ecuacion de continuidad

p+3H(p+ P)=0. (2.14)

Es imperante notar que (2.14]) puede obtenerse a partir de (2.12)) y (2.13)). Es decir, inicamente

contamos con dos ecuaciones independientes mientras que tenemos tres incognitas. Sin embargo,
nuestro sistema es modelado como un fluido perfecto, por lo que satisface la ecuacion de estado

P = wp, (2.15)

en donde supondremos que w es una constante que depende del contenido en el Universo. Depen-
diendo de la sustancia descrita, w puede tomar los siguientes valores

1/3 para radiacion,
w=1<¢ 0 para materia, (2.16)

—1 para energia oscura,

donde la energia oscura fue introducida para dar explicacién a la expansion acelerada del Universo.
De este modo la dindmica de nuestro Universo queda descrita por la ecuacién de Friedmann

(2.12), la ecuacién de continuidad (2.14]) y la ecuacién de estado (2.15)).

2.1.1. Dinamica de un universo plano
La ecuacion de Friedmann (2.12)) puede ser escrita de la siguiente forma

k
:%p—lz P

57 = 35 L (2.17)

en donde se define la densidad critica p. = 3H?/87G como el valor que debe tomar la densidad de
energia p a un tiempo t para obtener un espacio-tiempo plano, anulando el lado derecho de .

Durante sus primeros instantes, el Universo puede considerarse plano si su contenido es carac-
terizado como radiacion o materia, lo cual es usualmente supuesto. Ademas, diversas mediciones
astrofisicas sugieren fuertemente que el valor actual de la densidad de energfa en nuestro Universo
tiene un valor cercano al de la densidad critica y que, por tanto, es posible modelarlo mediante la
métrica FLRW con k = 0.

Consideremos entonces un universo espacialmente plano. En este caso, la ecuacion de Friedmann

(2.12) toma la forma
8rG
H? = 5’ (2.18)

Por otro lado, al sustituir la ecuacién de estado (2.15) en la ecuacién de continuidad ([2.14])

obtenemos . )
P a
- =-3(1 - 2.1
P 31 +w)-, (2.19)
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que al integrar desde un tiempo arbitrario ¢ hasta el tiempo actual ty y considerando w # —1, da
como resultado

ag 3(14w)
p = po (*) , (2.20)
a
donde py = p(to), ap = a(tp) y con p siendo constante en el caso w = —1. Con este resultado y
(2.17)) obtenemos la ecuacién que describe el comportamiento del factor de escala,
-\ 2
a 8rG ap\ 3(1+w)
() = 5T (), (2.21)
a 3 a

cuyas soluciones, considerando w # —1 e integrando desde un tiempo arbitrario ¢ hasta el tiempo
actual tg estan dadas por

3(1+w)

5 Hy(t —tg)+1

} T (2.22)

alt) = ag [

en donde se define Hy = /87Gpp/3. Al considerar que a(t = 0) = 0, es posible obtener una
expresion para tg, esto es

2
tg= ——— 2.23
con lo cual (2.22)) se escribe como
¢\ 3@ 3(1+ )
3(w+1 w 3(1+w
a(t) =ag | — = ag 7)]{015 , (2.24)
to 2
En el caso w = —1, p es una constante, por lo que el factor de escala a(t) crece de forma exponencial.
Asi, para las sustancias mencionadas en (2.16)) se tiene
ao(QHOt)% para radiacién,
a(t) = ao(%Hot)% para materia, (2.25)
aoeHO(t_tO) para energia oscura,
y la densidad de energia evoluciona de la siguiente manera
00 (%0)4 para radiacién,
pla) =< po (%0)3 para materia, (2.26)

00 para energia oscura.

En la ecuacién (2.25)) observamos que d < 0 para materia y radiacién, por lo que en estos casos
se tiene una expansién que desacelera. En el caso de la energia oscura, ¢ > 0, por lo que la expansion
es acelerada.
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A pesar de que hemos tratado cada una de las sustancias en ([2.16)) por separado, el contenido
de nuestro Universo estda formado por la combinacién de estas tres especies de fluidos perfectos
distintos, de manera que la densidad total de energia se escribe como

P = pr+ pm + Pa, (2.27)
en donde los subindices r,m y A hacen referencia a la radiacién, la materia y la energia oscura,
respectivamente. De acuerdo con la ecuacién , al adoptar la normalizacién ag = 1 se tiene

pr = Po,ra_4,
pm = poma~>, (2.28)
PA = PO,A,

con po,; la densidad de energfa actual de cada especie i. Dividiendo (2.18]) por Hg y sustituyendo

las expresiones (2.27))-(2.28)) se obtiene

H2
2= oy POm s LOA (2.29)
HU P0,c P0,c P0,c
definiendo el pardmetro de abundancia ©; = p;/p. tenemos
H? —4 -3
ﬁ = Qo’r,‘a + Qo’ma + QO,A7 (230)
0

donde € ; denota el parametro de abundancia de la especie i al tiempo actual tg. De acuerdo con
los datos de la colaboracién Planck [31], estos valores son aproximadamente

Qo =538 x107°, Qoa~0.685 y Qo =~ 0.315, (2.31)

en donde es importante resaltar que informacién obtenida de fuentes como el espectro de aniso-
tropias de la CMB indican que tinicamente un 16 % de la contribucién de g ,,, puede vincularse con
la materia ordinaria mientras que el resto debe atribuirse a otro tipo de materia que solo interactuia
gravitacionalmente, la materia oscura. El dominio de la materia oscura sobre la materia ordinaria,
asi como la superioridad de la energia oscura, reflejada por los valores en , son lo que da
nombre al modelo ACDM.

2.2. Problemas

El objetivo de una teoria fisica es describir la evolucién de un sistema a partir de un conjunto
de condiciones iniciales aunque el si dichas condiciones iniciales forman parte o no de la teoria
en si misma es una pregunta abierta. En el caso de la cosmologia, no es del todo claro si esta
deberia explicar o predecir las condiciones iniciales del Universo. Sin embargo, resulta interesante
que el modelo descrito en la seccién anterior requiere de condiciones iniciales muy especificas para
evolucionar al estado que observamos hoy. Esta afirmacion es ejemplificada mediante el problema
de planitud y el problema del horizonte cosmoldgico, discutidos a continuacion.
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2.2.1. El problema de planitud

A pesar de que la suposicién de un universo plano es consistente con las observaciones, es
posible considerar modelos con curvatura. En términos del parametro de abundancia, la ecuacion
de Friedmann (2.17)) con k # 0 indica que debe satisfacerse

L Q-1 2.32
=2l (2:32)
(2

Definimos la densidad de curvatura para k constante como €, = —k/a?H? y tomando la
normalizacién ag = 1 notamos el valor que toma en este momento es

—k
Qor = —.
0,k Hg

(2.33)
Dividiendo la ecuacién de Friedmann (2.12) por Hg, en un procedimiento analogo al realizado
al final de la seccién [2.1.1] obtenemos
H 2 Pi k

H}  “~p. Hia? (2.34)
= Qorat + Qoma ™ + Qo + Qa2
Asi, de la definicién de la densidad de curvatura y (2.33) obtenemos

_ Hj —2 _ Qopa”?
OH2TY N Qo7ra74 + Q(Lm(lf‘3 + QO,A + Q()’ka*Q’

(2.35)

que es la ecuacion que describe la dindmica de la densidad de curvatura en términos de las densidades
de energia actuales para cada especie. Notamos inmediatamente que si el Universo es perfectamente
plano hoy, entonces siempre lo ha sido y siempre va a serlo.

Es posible mostrar que

t durante la era dominada por radiacién,
Qk X (236)

2/3  durante la era dominada por materia,

de modo que, si consideramos un escenario en el que ;. # 0 en algiin momento del pasado remoto,
el valor de la densidad de curvatura serfa amplificado. La colaboracién Planck [31] indica que
Qo1 ~ 0.0007, lo cual representa un problema pues, para obtener este valor hoy, el valor inicial
deberia ajustarse a uno muy especifico.



2.2. PROBLEMAS 11

2.2.2. El problema del horizonte cosmolégico

Consideremos el intervalo de FLRW (12.1)). Debido a la isotropia y homogeneidad del Universo
podemos tomar, sin pérdida de generalidad, d€2 = 0 de manera que la luz se propague a lo largo de

trayectorias que satisfacen
dr?
ds® = dt* — a*(t = 0. 2.37
() (2:37)
Consideremos la luz emitida por una fuente ubicada en r. al tiempo t., la cual es detectada por
un observador localizado en r = 0 al tiempo tg. De la ecuacién anterior obtenemos

to (gt Te dr
_ - 2.38
/tg a(t) /o V1 —kr? (2:38)

que nos da una relacion entre el tiempo de propagacién y la distancia comévil atravesada por la
luz.

La distancia propia a la fuente al momento en el que la luz es recibida estd definida por la
distancia comovil multiplicada por el factor de escala al momento de la deteccién, es decir,

dprop = a(to) /Ore \/ﬂw = a(to)/t ’ GCZ)' (2.39)

e

Dado que la velocidad de la luz es finita existe un limite en la distancia a la que un obser-
vador localizado en r = 0 es capaz de detectar senales luminosas. Este limite define el horizonte
cosmoldgico

h(t) = a(t) /O af(li) (2.40)

que es la maxima distancia que un rayo de luz pudo haber viajado desde que t = 0. Esta distancia
representa la maxima distancia entre un observador y su entorno desde la cual los eventos pueden
afectarlo al tiempo ¢. En particular, dos particulas separadas por una distancia mayor a h(t) no
pueden interactuar entre si.

Con la finalidad de ilustrar el problema del horizonte podemos hacer algunas aproximaciones
sobre la dindmica de nuestro Universo. Consideraremos un universo plano dominado por materia
desde época en la cual la CMB fue emitida y hasta su deteccién, considerando que la época de
dominio de energia oscura ha sido breve, por lo cual sus efectos pueden ser despreciados. El tamano
del horizonte cosmoldgico al tiempo de emisién de la CMB, t., es

dt’
a(t')’

Por otro lado, la distancia propia entre un observador y una fuente de CMB momento de la
emision estd dada por

A(t.) = alt,) /O ﬁ (2.41)

dt’

dCMB = a(te) /tto m, (2.42)
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por lo que si se observan fuentes provenientes de dos direcciones opuestas la separacion entre ellas
es aproximadamente
dsep = 2dcyB- (2.43)

Podemos preguntarnos si dos fuentes de CMB ubicadas en direcciones opuestas pudieron estar
en contacto al momento de la emisién, para lo cual es 1til considerar el cociente dgp/h(t). Bajo
nuestras aproximaciones tenemos que a(t) t2/3 de la ecuacioén |i por lo que entonces

-1
dsep [ o42/3 o dt’ £2/3 e dt!
hte) VAN

TIRNAY
Oteto [1 (%) } (2.44)

El corrimiento al rojo de la luz emitida al tiempo t. y detectada a un tiempo ty debido a la
expansién en un universo FLRW esta dado por

a(tg)
1= 2.45
L= (2.45)
con lo que podemos escribir
dsep 1
=2[(1 21 2.4
s =292 ) (2.46)
con lo que al considerar z =~ 1100 observamos que
dscp 64, (2.47)

h(te)

con lo que la distancia entre dos fuentes de CMB provenientes de direcciones opuestas es aproxi-
madamente 64 veces el tamano del horizonte cosmolégico, con lo que no es posible que pudieran
establecer contacto entre ellas. Dado esto, nuestra intuicién nos llevaria a pensar que las propieda-
des de esta radiacién como por ejemplo su temperatura deberian ser distintas. Sin embargo, en el
caso de la temperatura las observaciones nos indican una temperatura practicamente homogénea.

2.3. Inflaciéon por medio de un campo escalar

Los problemas revisados en la seccién anterior fueron abordados por Guth en 1981 [32], quien
encontré que ambos pueden resolverse de manera simultanea si se considera una fase de expansion
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acelerada durante el Universo temprano, llamada inflacion cosmoldgica. Revisemos la ecuacién
(2.40) que puede ser reescrita como

h(t) = a(t) /Oa dln a’ﬁ, (2.48)

en donde el término 1/aH es llamado horizonte de Hubble comdvil que, junto con el horizonte de
Hubble (1/H), representa otra forma de determinar si dos eventos pueden estar en contacto causal.
Objetos separados por distancias mayores al horizonte de Hubble no pueden estar en contacto causal
en un momento determinado, lo cual no significa que no lo hayan estado en el pasado. Notamos, que
este término también aparece en y observamos que en condiciones de un universo dominado
por radiacion o materia tiende a incrementarse, pues de acuerdo con (2.24))

L o ¢! 3(w2+1) (2.49)
aH ’ '

dando origen a los problemas presentados anteriormente, por lo que al conseguir que decrezca dichos

problemas pueden hallar solucién. Por ejemplo, tomemos la definicién de Q. En un universo con

curvatura no nula se tiene que
1

(aH)?’

de modo que al disminuir el horizonte de Hubble, €2; también disminuye, haciendo que tienda a cero,

resolviendo el problema de planitud. Por otro lado, el problema del horizonte queda resuelto, pues

esto permite que el Universo observable iniciara dentro del horizonte de Hubble, que posteriormente

disminuy6 para que, una vez concluido el periodo inflacionario, recuperase su tendencia creciente.
El hecho de que el horizonte de Hubble decrezca implica una expansién acelerada, pues

|| = (2.50)

d _ a .
—(@H)'=-—5<0 = i>0. (2.51)
dt a

Existen diversos escenarios para producir inflacién cosmoldgica. Los modelos més sencillos in-
volucran un Unico campo escalar homogéneo e isétropo ¢, conocido como inflatén, minimamente

acoplado a la gravedad, cuya dindmica es descrita mediante la accién

M2
5= [ doy=g| LR+ 30 0.00,0 - V(o) (2.52)

en donde Mg = 1/87G es la masa de Planck reducida y g es el determinante de la métrica del
espacio-tiempo FLRW.
Consideremos las ecuaciones de Euler-Lagrange

o(/=gL)\ O/ =gL)
8“( (0 ) >_ o (2:53)
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Dada la métrica FLRW, se tiene que \/—¢g = a®. Ademas, como el campo satisface las condiciones
de homogeneidad e isotropia, entonces
0;¢0 =0, (2.54)

con i =1,2,3 y por tanto su lagrangiano esta dado por
1.,
L=38- V() (2.55)
de modo que las ecuaciones en (2.53)) se escriben como
3
0— d(a’L) —@( 38£>

96 “ o
_ 30V 9(dP9) 2.56
T %% ot (2:56)
_ 387V 9 2.3 37
= —a 90 3a“ap — a’ ¢,
de donde P
¢+3H¢+8¢:0 (2.57)

es la ecuacion de movimiento para el campo del inflatén.
Por otro lado, en términos de la densidad lagrangiana, el tensor de energia-momento se define

de la siguiente manera
T 2 6(y/—gL) oL
o

v = =2 — gL, 2.58
V=g g sgme 9 (2.58)
de manera que para el inflatén obtenemos
Ty = 0,00,¢ — gu L (2.59)
y por tanto
T, = g"*0a¢0,¢ — 0", L. (2.60)

Es asi que al considerar (2.11) las expresiones resultantes para la densidad de energia y la
presién estdn dadas por

12
p=T%=2 1+ V() (2.61)
P=_T! — g.bQ Vv 2.62
= —4 4= 2 - (d))a ( : )

de modo que la ecuacion de estado del inflatén es
12
p £ _

P _5-V(9 (2.63)

P V(e
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mientras que al sustituir en (2.18]) se obtiene la ecuacién de Friedmann

12
H? = ﬁ (q; + V(¢)> : (2.64)

2.3.1. Aproximacién de slow-roll

Como hemos hecho notar con anterioridad, para obtener una expansién acelerada es necesario
que el contenido en el Universo satisfaga w ~ —1, por lo que, de acuerdo con ([2.63)), es posible tener
inflacién siempre que la energia potencial domine sobre la energia cinética, es decir,

P < V(o). (2.65)

Ademas, la expansion acelerada solo puede llevarse a cabo durante un periodo de tiempo lo
suficientemente largo si la segunda derivada temporal del campo ¢ es lo suficientemente pequena,
esto es

b < 3Ho. (2.66)

Estas condiciones constituyen la llamada aproximacién de rodamiento lento o slow-roll. Bajo
esta aproximacién la ecuacién de movimiento ([2.57)) se escribe como

.oV
3H — =0 2.67
mientras que la ecuacién de Friedmann (2.64)) es
H? ~ LV(@ (2.68)
~~ SMI? . .

Las condiciones de rodamiento lento también pueden ser entendidas a través de los parametros de
slow-roll ey y 1y, definidos como
27,2
— Mp V¢ = MQM

GVZTW y nv Py

con las variables con subindice ¢ son derivadas con respecto al campo ¢. De manera alternativa,
podemos hacer uso de los parametros € y 9, definidos como

(2.69)

H H
y I (2.70)

Las condiciones de slow-roll dan como resultado restricciones para los valores de estos parame-
tros. Para obtener una expansién acelerada se requiere

>0 = H+H?>0, (2.71)
a
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de donde

H
€=—7p <L (2.72)

Ademds notamos que, bajo las aproximacién de rodamiento lento, las ecuaciones (2.67)) y (2.68))
dan como resultado € = €y, por lo que también obtenemos una condicion sobre €y, esto es

ey < 1, (2.73)

cuando se tiene inflacién del tipo slow-roll. Por otro lado, notamos que la ecuacién (2.67) hace
posible expresar ¢ como

Ve Ve
O=—35 3 (2.74)

de manera que entonces la condicién (2.66|) toma la forma

é ¢ 1 2 Voo 1
- _ X - — M2 ) == — 1 2.75
3H¢ Vo 3 v Py 3(6‘/ ) <L, ( )
y por tanto,

Finalmente, notamos que si la aproximacion de slow-roll es vélida entonces
d=ey — nv, (277)

de modo que ([2.76)) impone
0] < 1. (2.78)

Una vez que el periodo inflacionario concluye, el inflatén decae en las particulas del modelo
estdandar, en un proceso llamado recalentamiento. El proceso inflacionario queda representado de
forma esquemdtica en la figura [2.1

2.3.2. La cantidad de inflacién

Un factor importante para realizar predicciones sobre modelos inflacionarios es la cantidad de
inflacién que es llevada a cabo. Esta cantidad se expresa comunmente a través de el nimero de
e-folds N, esto es, la cantidad de veces que el factor de escala crece exponencialmente y que esta

dado por
tf o5
N=In <“(tf)> T Ha= [ H%, (2.79)
a(ti) t i d)

en donde t; y ty son, respectivamente, el tiempo al inicio y al final de inflacién asi como ¢; = ¢(t;)

y ¢ = ¢(ty). Ademds hicimos uso de dt = d¢/ é. Tipicamente se requieren més 60 e-folds para que
inflacién resuelva de manera satisfactoria los problemas de planitud y del horizonte, aunque el valor
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V(o)

recalentamiento

\J

N

- o1
¢

Figura 2.1: El periodo inflacionario se lleva a cabo mientras la energia potencial domine sobre la cinética
y finaliza una vez que éstas se vuelven comparables. La condicién en garantiza que esto se haga
lentamente, permitiendo que la expansién acelerada ocurra durante una cantidad de tiempo suficiente para
resolver los problemas para los cuales se plantea. Esto es un campo rodando lentamente sobre su potencial.
Una vez que esto ocurre, el campo alcanza un minimo en su potencial, oscilando alrededor de éste durante
la etapa de recalentamiento.

preciso de otros factores como la temperatura de recalentamiento. Si nuestro escenario inflacionario
puede ser descrito mediante la aproximacién de rodamiento lento entonces

®i do
N = —_—, (2.80)
ofs \/%
donde podemos calcular este niimero como funcién de ¢, es decir
¢ do ® do
N(¢) = / —= = : (2.81)
6 V2€ or V2€v



Capitulo 3

Un universo inhomogéneo

En la seccién del capitulo anterior tratamos dos problemas en la cosmologia para los cuales
el paradigma inflacionario provee una solucién sencilla. A este par de problemas se suma el pro-
blema de los monopolos magnéticos que también es resuelto al considerar un periodo de expansion
acelerada. Sin embargo, el mayor mérito de la inflaciéon cosmoldgica es que ofrece una explicacién a
las inhomogeneidades en nuestro Universo (observadas, por ejemplo, en la CMB) y puede explicar
el origen de las estructuras que observamos a gran escala.

Durante el periodo inflacionario la contribucién de energia dominante en el Universo corresponde
al campo del inflatén. Fluctuaciones en este campo evolucionan provocando cambios en la métrica
FLRW, que a su vez tienen repercusién en el campo, pues estéan relacionados mediante las ecuaciones
de Einstein.

Las fluctuaciones producen que el final de inflacién ocurra a tiempos ligeramente distintos para
diferentes regiones del Universo, provocando que la evolucién de estas zonas siga un ritmo no
uniforme. Esto tiene como consecuencia fluctuaciones en la densidad de energia dp(¢, x), que tienen
como ultima consecuencia la formacién de estructuras como galaxias, camulos, etc.

A lo largo de este capitulo hacemos uso de unidades naturales, por lo que entonces M, =1 en
nuestras ecuaciones.

3.1. Teoria de perturbaciones cosmolégicas

3.1.1. La descomposicion escalar-vector-tensor

Consideremos ligeras fluctuaciones al rededor de un fondo homogéneo e isétropo, de modo que
la métrica puede escribirse como

v (£,%) = gy (£) + 09 (£, %), (3.1)

en donde g, (t) es la métrica FLRW, cuyo intervalo es descrito en la ecuacién (2.1)).

18
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El elemento de linea que corresponde a (3.1)) se escribe como
ds* = a*(7) [dr? — vijda’da? — hy,datda’] (3.2)

en donde 7 es el tiempo conforme (relacionado con el tiempo propio de un observador comovil
mediante dt = a(7)d7), vi; es la métrica de un espacio tridimensional de curvatura constante
maximamente simétrico (en caso de un espacio-tiempo plano 7;; = ¢;;) y las perturbaciones en la
métrica satisfacen hy, = 09,/ a?.

Un tensor simétrico como hy,,, (que debe ser simétrico porque la métrica lo es) posee 10 grados
de libertad. Sin embargo, debido a que tenemos la libertad de elegir nuestras coordenadas, cuatro de
estos grados de libertad son dependientes de esta eleccion, por lo que solo 6 de ellos tienen significado
fisico. El tratamiento de los grados de libertad en A, lleva a considerar una descomposicién de las
perturbaciones de la métrica en modos escalares, vectoriales y tensoriales de la siguiente manera

hoo = =2, hoi = Bi, hij =2(¢y;; + Eij) con 47 E; =0, (3.3)

siendo 7% la matriz inversa de 7vi; ¥ hacemos notar que al tomar Fj;; como un tensor sin traza no
existe pérdida de generalidad, pues esta puede ser incluida en . En esta descomposicion recupera-
mos los 10 grados de libertad correspondientes a h,, con la ventaja adicional de que, en el régimen
lineal, no existe acoplamiento entre estos tres tipos de fluctuaciones, por lo que su evolucién es
independiente y pueden tratarse por separado.

Para entender mejor esta descomposicion es ttil considerar el caso analogo de la descomposicién
de un vector en una parte longitudinal y otra transversal. Dado cualquier campo vectorial en un
espacio tridimensional v(x) nos es posible escribir

v=vl4+vl con Vxvli=v.vI =0, (3.4)

en donde el rotacional y el gradiente se definen mediante la derivada covariante 3-dimensional V;
definida a su vez con respecto a la métrica 3-dimensional ~;;. Sabemos que esta descomposicién
no es tnica, pero existe. Notamos ademds que existe un campo escalar ¢, tal que vF = Ve, de
modo que nos es posible escribir un vector en términos de un escalar (la parte longitudinal) y una
parte que no puede obtenerse a partir de un escalar (la parte transversal). Ademds, contamos con
un grado de libertad escalar (¢,) y dos vectoriales (se tienen tres componentes en v’, pero con una
constriccién) por lo que recuperamos los tres grados de libertad correspondientes a v.

Podemos extender de manera andloga este concepto y aplicarlo a un tensor de rango dos, notando
que en este caso cada uno de los indices puede ser longitudinal o transversal, por lo que se tienen
tres posibles casos: ambos indices son longitudinales, uno es transversal o ambos son transversales,
es decir

Sij = Sk + Sk + 55, (3.5)
con la condicién

YAV SE = 0. (3.6)
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Las otras dos partes en (3.5)) pueden escribirse en términos de un campo escalar ¢g y un campo
vectorial transversal ST como

1 . 1
S5 = (ViVi = 377 V)ps,  Sjj =5 (Vi) +V,57). (3.7)
Considerando un universo plano el diferencial de linea de la métrica perturbada se escribe como
ds* = a®(1) {(1 + 2p)dr? — 2B;drda’—[ (1 — 2)5;; + 2E;;]da'dz7}, (3.8)

mientras que la derivada covariante 3-dimensional se escribe como V; = 9/9z" si se elige el sistema
coordenado adecuado. De a cuerdo con nuestra discusion anterior, el vector B; puede escribirse
como

B, =B, + B}, (3.9)

siendo B un campo escalar y BZ-T la parte transversal de B; con las comas representando derivadas
parciales (esto es, 0;z = z ;). Por otro lado, el tensor E;; puede descomponerse como

1
Eyj=E;— g5Z-jv2E+Ei{j +Ef, (3.10)

en donde E es un campo escalar, E]T es un vector transversal y E;g es un tensor transversal, es
decir, que satisface .

Los modos tensoriales son la parte de h;; que no pueden ser expresados en términos de gradientes
de campos escalares o vectoriales, es decir, Ez; . Esta parte posee dos grados de libertad, cinco de ellos
provenientes de ser un tensor 3-dimensional simétrico sin traza, menos tres debidas a la condicién
. FEstos modos representan a las ondas gravitacionales y sus dos grados de libertad corresponden
con sus dos posibles polarizaciones.

Los modos vectoriales corresponden a BiT y EZI y cada uno posee dos grados de libertad. Estos
modos han sido asociados a efectos gravitomagnéticos que no son producidos por inflacién y que
tampoco han sido observados.

Finalmente, los modos escalares estan dados por ¢, ¥, B y E, aportando cada uno un grado de
libertad, representando la gravedad Newtoniana con consideraciones relativistas, que son observadas
por medio de fluctuaciones en la densidad.

Es asi que, empleando las ecuaciones , y teniendo en cuenta que no se producen
perturbaciones vectoriales durante inflaciéon, podemos reescribir como

) 2 S
ds* = a*(7) {(1 + 2¢)dr* — 2B ;drds’ — [(1 — 20 — 3V2E> Sij +2E ;5 + hij] da;’dm]} ., (3.11)

tomando la definicién
hij = 2E};. (3.12)
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3.1.2. El problema de la libertad de norma

Existe una sutileza en el procedimiento empleado para la el tratamiento de las perturbaciones
cosmoldgicas. En este procedimiento consideramos un universo simple M?, que podemos llamar de
fondo y obtenemos a partir de él uno maés realista M, que podemos llamar perturbado, de manera
que la perturbacién en cualquier cantidad de interés en un punto p esté dada por la diferencia entre
las mismas cantidades en ambos universos. Por ejemplo, en el caso de la métrica, sus perturbaciones
estan dadas por

09 (P) = gur(p) — gp (D), (3.13)

mientras que, si consideramos un campo cualquiera k, las perturbaciones son
3r(p) = r(p) — K°(p). (3.14)

Lo que este enfoque sugiere es que existe algo especial en la relacién entre el universo de fondo
y el perturbado cuando esto puede no ser asi. Si solo contamos con el universo perturbado M1,
;podriamos recuperar de manera tnica el universo de fondo MY? Si nuestra tnica restriccién es
el hecho de que las fluctuaciones son pequenas, entonces la respuesta es no. La eleccién de un
fondo para M' es equivalente a la definicién de un mapeo ® : M® — M?!, de manera que las
perturbaciones quedan definidas mediante la relacién

k= K(®(p)) — & (p), (3.15)

donde es més claro que las perturbaciones dependen de como se elige este mapeo. La libertad de
elegir @ es la libertad de norma, mientras que el cambio del mapeo es una transformacién de norma.

El problema con la libertad de norma tiene su origen en que cambiar el mapeo ® tiene un
impacto en la perturbaciéon de una cantidad, es decir, puede asumir diferentes valores bajo las
mismas condiciones segun la eleccién de norma. Con esto en mente existen dos enfoques para el
tratamiento de las perturbaciones: fijar una norma o identificar cantidades que sean invariantes
bajo transformaciones de norma.

Fijar una norma significa elegir el mapeo ®, lo cual implica elegir lineas de mundo en ambos
espacios (con coordenadas espaciales fijas), asi como “rebanadas” correspondientes a hipersuperfi-
cies de tiempo fijo y una correspondencia entre ellos[33]. El problema que esto acarrea es que se
corre el riesgo de que aparezcan cantidades que no son fisicas. Por otro lado, identificar cantidades
invariantes de norma puede ser complicado, aunque tiene la ventaja de eliminar los artefactos de
norma, por lo que se tiene la certeza de trabajar inicamente con cantidades fisicas.

Algunos ejemplos de cantidades invariantes de norma son los potenciales de Bardeen o la pertur-
bacién de curvatura comévil R, que discutiremos mas adelante. Sin embargo, para el tratamiento
de las perturbaciones escalares es mas conveniente fijar una norma, para lo cual existen numerosas
posibilidades que son frecuentemente usadas. En ocasiones cierta eleccién de norma proporciona
ventajas sobre otras al momento de la realizacion de determinados calculos, mientras que otros se
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benefician de una eleccién diferente, por lo cual es imprescindible conocer como cambian las pertur-
baciones escalares bajo una transformacién de norma. Esta complicaciéon no existe en el tratamiento
de modos tensoriales, pues estos constituyen invariantes de norma.

Considerando tinicamente los modos escalares, el intervalo (3.11)) se escribe como

) 2 S
ds® = a*(7) {(1 +2¢)dr? — 2B ;drdz’ — [(1 — 2 — 3V2E> Sij + 2E7ij] dx’dazj} . (3.16)

Consideremos el cambio de coordenadas

at — gzt =2t + ok, (3.17)

en donde
6x¥ = ¢, (3.18a)
oxt = B+, (3.18Db)

con &9, B escalares y v un vector sin divergencia, es decir, que satisface v’; = 0. Debido a la
ausencia de modos vectoriales nos es posible ignorar v*, por lo que entonces los diferenciales se
transforman como

da’ = dr = di — £%d7 — £d7’, (3.19)
dr' = di' — (B')'d7 — (B)"di’, (3.20)

con las variables primadas siendo derivadas con respecto al tiempo conforme. De este modo, bajo
estas nuevas coordenadas el intervalo (3.16]) se escribe como

ds? :a2(7~‘){(1 + 2 — 269 — 28%M)d72 — (269 + 2B, — 28/, dFdi
) o (3.21)
- [(1 — 2y — 2609 — 3V2E> 5ij — 2B + 2E,U] di'di’ },

en donde se define el pardmetro de Hubble en el tiempo comévil como H = a’/a y se hace uso de la
aproximacion a?(7) ~ a?(7) — 2aa’¢". Adem4s, es importante notar que este tratamiento se hace a
primer orden. Por otro lado, el elemento de linea en el otro sistema de coordenadas estd dada por

(3.16]), es decir,
~ - . - 92 - - S
ds? = a?(7) {(1 + 20)d7* — 2B ;d7di’ — [(1 — 2 — 3v2E> Sij — 2E,ij] d:E’di;J} . (3.22)

Apelamos entonces a la invarianza del intervalo, es decir, que ds? = ds?, considerando la aproxima-
cién a(7) = a(7) por lo que al comparar (3.21)) y (3.22) podemos deducir que los modos escalares
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se transforman de la siguiente manera
B=B+p +¢,
= E -~ 8,
p=p—&" —HE,
=y +HO+ V6

&

(3.23)

Podemos dar un paso més al calcular el cambio de las fluctuaciones en cualquier cantidad escalar
f bajo una transformacién de norma dada por (3.17)) y (3.18]). Consideremos

af(z") = f(a) — fO(a"), (3.24)

con f9 un campo escalar homogéneo e isétropo en el universo de fondo. Bajo nuestra transformacién
de coordenadas, se escribe como

of (@) = f(a) — fO(a), (3.25)

en donde al ser f un escalar, la evaluacién en el mismo punto fisico debe permanecer igual inde-
pendientemente de las coordenadas elegidas, es decir, debe satisfacerse

flam) = f(a). (3.26)

Por otro lado, el campo sobre el fondo satisface condiciones de homogeneidad e isotropia, por
lo que su dependencia es solamente temporal, es decir,

Foa) = fOa®) = f2(n). (3.27)
Al igual que f, al ser fO una cantidad escalar, debe satisfacer
foa%) = f2(a°) = f2(a® ~ &) ~ f(a0), (3.28)
en donde consideramos que el cambio en las coordenadas es pequeno. Asi, podemos aproximar
o) ~ 1) ~ 620 05 0) 4 (a0, (3.29
con lo que al sustituir (3.26)) y (3.29)) en (3.25) obtenemos
1) = fa) - 822 a9) - fa)
= F@) = )~ € () (3:30)

= 0 (@) = 1" @e"
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3.2. Fluctuaciones escalares

3.2.1. Fluctuaciones de un campo escalar

Consideremos un campo escalar sin masa x que, al igual que el inflatén, se encuentra minima-
mente acoplado a la gravedad aunque sin la necesidad de satisfacer condiciones de homogeneidad o
isotropia. Dada la accion y la expresién para el tensor de energia-momento obtenemos,
en el caso de un universo plano, que la ecuacién que satisface es

. . V2
X+ 3Hyx — ?x—l—vx(x) =0, (3.31)

en donde el subindice x indica una derivacion con respecto al campo. Ahora, consideremos que el
campo x puede descomponerse en una parte homogénea y fluctuaciones pequenas con dependencia
espacial de la siguiente forma

X(tv X) = XO(t) + 5X(t7 X)v (332)
de manera que al sustituir en (3.31]) obtenemos
. . V2
Xo +0X + BHXo + BHOX — —0x + Vy(xo +0x) =0, (3.33)

en donde, haciendo uso de la aproximacion Vi (xo + 0x) =~ Vy(xo0) + Vix(X0)dX, nos es posible
reordenar los términos de la siguiente manera

. ) s - &
[Xo + 3HXo + Vx(x0)] + [6x + 3Hdx — ﬁ(SX + Vix(x0)dx] = 0, (3.34)

de modo que el primer sumando (que corresponde a un campo como el inflatén) es anulado y, por
tanto, las fluctuaciones deben satisfacer

. . V2
ox +3Hdx — ﬁéx + Viy(x0)dx = 0. (3.35)

Como consideramos que las fluctuaciones son pequenas, es suficiente con realizar un analisis
lineal, por lo que es 1til descomponerlas en sus modos de Fourier, dados por

_ dSk ik-x
ox = (27T>3/2€ oxk(t), (3.36)

en donde k es el momento comdévil. Es asi que la ecuacién (3.35)) para cada uno de los modos de

Fourier se escribe como )

Oxx +3Hoxk + ?&(k =0, (3.37)

en donde despreciamos el tltimo término al tomar en cuenta que tanto las fluctuaciones como la
segunda derivada del potencial son pequenas.
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En este punto un andlisis cualitativo de la ecuacién puede resultar util. En la seccién
2.3 definimos el horizonte de Hubble. Consideremos entonces la longitud de onda fisica de las
perturbaciones A = 2ma/k, con k = k - k, en dos situaciones distintas: cuando éstas se encuentran
dentro del horizonte de Hubble y cuando se encuentran fuera de él.

El primer caso implica A < H~! o, de manera equivalente, k > aH. Observamos entonces que
es posible despreciar el segundo término en , obteniendo

. k2
Oxk + —0xk =0, (3.38)
a

que es la ecuacién de un oscilador arménico con una frecuencia variable debido a la dependencia
temporal del factor de escala. Esto muestra, en un nivel cualitativo, que el comportamiento de las
perturbaciones dentro del horizonte de Hubble es oscilatorio.
El segundo caso implica que k < aH, de modo que el tercer término en (3.37)) puede despreciarse,
de donde obtenemos
dxx + 3Hoxi =0, (3.39)

que indica que no hay evolucion temporal de las perturbaciones fuera del horizonte de Hubble.
Debido a que el horizonte de Hubble decrece durante el periodo inflacionario, las fluctuaciones que
comienzan dentro de él oscilan hasta cruzarlo, quedando “congeladas” hasta volver a entrar en él
en algin momento de la era dominada por radiacién o materia.

Una vez establecido el comportamiento cualitativo de estas fluctuaciones procederemos con una
descripcién cuantitativa, para lo cual reescribimos en términos del tiempo conforme 7 e
introducimos la variable

Ok — a(SXk, (3.40)

para obtener

v kQ—a—N =0 3.41
oy + L) ok=0. (3.41)

Nuestra intencién es describir las perturbaciones como un sistema cudntico, por lo que reali-
zaremos el procedimiento de cuantizacién canodnica, para lo cual es necesario definir el momento
canénico conjugado a o

oL
,19 J—

:@.

A continuacién, promovemos o y ¢ a los operadores ¢ y 1, imponiendo la relacién de conmutacion

(3.42)

[6(7,%),9(7,y)] = i6°(x — y), (3.43)

en donde [7,9] = 60 — 96 y 63 denota la delta de Dirac en tres dimensiones. El operador ¢ puede
ser expandido en términos de sus operadores de creacion y aniquilacién de la siguiente manera

R dgk ~  ikex * 1 —ikx
o = W |:O’k(’7')ak€ + O'k(T)ake i| y (344)
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en donde las funciones oy satisfacen (3.41)) y la relacién de conmutacién implica
ok, )] = 6°(k = K') con ofof — (of) on = —i. (3.45)
Finalmente, definimos el estado vacio |0) mediante la relacién
ax |0) =0 Vk, (3.46)

en donde la eleccion de este estado equivale a especificar una condicién de frontera que, junto con
, define de manera tnica las soluciones de . La eleccién méas comun de vacio proviene del
vacio de un observador comovil en el pasado remoto, cuando todas las escalas de las fluctuaciones
se encontraban dentro del horizonte de Hubble, i.e. k > aH. En este limite, la ecuacion (3.41)) toma
la forma

o + Koy = 0, (3.47)

que es la ecuacién de un oscilador arménico de frecuencia constante. Si imponemos que el estado
vacio sea aquel con un valor minimo de energia, obtenemos soluciones tnicas. Es por esto que
imponemos la condicién
. e*ikT
o=

Consideremos una etapa de expansién acelerada tal que a(t) = eff! con H una constante (lo
cual es equivalente a ¢ = 0, que es una buena aproximacién, aunque nos es posible relajar esta
condicién). Notamos que, de la definicién del tiempo conforme, encontramos que

(3.48)

1

a(t) = g (3.49)
en donde los limites de integracién son elegidos de tal modo que un tiempo conforme arbitrario 7
corresponde a un tiempo comévil ¢, mientras que 7 = 0, con a — 0o, corresponde a un tiempo en el
futuro remoto ¢t — oco. Es decir, considerando € = 0, el periodo inflacionario es eterno. Sin embargo,
a pesar de que esta aproximacién es valida en una etapa temprana, no lo es cuando nos acercamos
al final de inflacién, por lo que 7 = 0 corresponde mas bien al final del periodo inflacionario. Con
esto 7 — —oo corresponde a t = 0, por lo que el tiempo conforme es negativo.

Tomando , tenemos que a”/a = 2/72, por lo que (3.41)) puede reescribirse como

2
¢+<ﬁ—ﬂ>@=0 (3.50)
Realizamos el cambio de variable oy = (—T)l/ 2uy, obteniendo

T2ul + Tuj + <k2 2 - Z) uk =0, (3.51)
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que al definir x = —k7 pasa escribirse como

+r—+

9 d?uy duy
dx? dx

z? — (2)2] uye = 0. (3.52)

Esta es una ecuacion de Bessel, cuya soluciéon general puede escribirse como

e = crHy ) (x) + caHY) (), (3.53)
con H?E}’Qz) (x) las funciones de Hankel de orden 3/2 del primer y segundo tipo y siendo ¢; y ¢o
constantes. Por lo tanto, la solucién general de la ecuacién (3.41)) se escribe como

ok = (vV-1)7" {clHé})Q(x) + czHg)Q(:v)] , (3.54)

que, debido a nuestra eleccién de vacio expresada mediante la condicién (3.48)) y al hecho de que

lim H;SL2) (1’) _ /ieii(a:fwr/Zfﬂ/@’ (355)
T

Tr—r00
podemos tomar ¢; = —71/7/2 y ¢o = 0, de manera que entonces
V=TT
o= H{))(—kr). (3.56)

Por otro lado, podemos estudiar el comportamiento de estos modos cuando se encuentran fuera
del horizonte, lo cual es equivalente a tomar el limite 7 — 0 de (3.56|). Tenemos que

T'(v) (2"
i HO () = — - ) <) : (3.57)
x—0 ™ T
de modo que
: H
o A —— ;2 (3.58)

con lo que dxy tiene el comportamiento cualitativo observado al inicio de la seccién para modos
dentro y fuera del horizonte de Hubble.

En este punto es util definir el espectro de potencias, el cual caracteriza a las perturbaciones.
Para una cantidad cualquiera ¢(t,x) que puede descomponerse en sus modos de Fourier como

3 .
gt = | @;’;Zak'xgk(t). (3.59)

Entonces definimos el espectro de potencias Ag(k:) mediante

272

(0] e [0) = 8%k — K) 7

A2 (k). (3.60)
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3.2.2. Fluctuaciones en el campo del inflatén

En la seccién anterior tratamos con las fluctuaciones de un campo escalar cualquiera en un
universo en expansién. Sin embargo, el caso del inflatén es ligeramente distinto pues, durante el
periodo inflacionario, el inflatén fue el componente dominante. Esto quiere decir que la métrica se
ve afectada por fluctuaciones del campo del inflatén, cuya dindmica se ve afectada por las perturba-
ciones en la métrica. Como mencionamos en la seccién la teoria de perturbaciones lineales nos
permite desacoplar los modos escalares y tensoriales. Al considerar dnicamente los modos escalares
en una métrica perturbada como en , las ecuaciones de Einstein imponen una relacién
entre las perturbaciones en la geometria del espacio-tiempo y su contenido, representado en el ten-
sor de energia-momento. Dicha relacién, recordando que hacemos uso de unidades naturales, queda

descrita por
0G = 0T}, (3.61)

En estas ecuaciones, cuyo desarrollo completo puede verse en [§], las perturbaciones del tensor de
Einstein son calculadas en términos de el tensor y el escalar de Ricci, asi como de sus perturbaciones
a través de

1 1
(5G,Lu/ = 6Ruy — §5g#VR — ig“y(sR, (362)
con 01, dado en términos de perturbaciones en los simbolos de Christoffel y
OR = 09" Ry + g"“ORoy. (3.63)

Por otro lado, las fluctuaciones 07}, del tensor de energia momento quedan dadas en términos
de las perturbaciones 6g,, y d¢ al considerar la definicién del tensor de energia-momento en (12.58)
para un campo

¢(t7 X) = ¢O(t) + 6¢(t’x)7 (364)

con una accion (2.52)), en un universo cuya métrica se escribe como en ([3.16)). Las componentes con
indices mixtos, quedan dadas por

SGH, = 8(¢"*Gaw) = 66" Gy + §"6G (3.65a)
STH, = 8(¢"Ty) = 66" Ty + §"*6 Ty, (3.65b)

por lo que, al elegir la norma Newtoniana conforme, que queda definida imponiendo B=0y E =0
de manera que la métrica se escribe como

ds? = a®(7)[(1 + 2p)dr? — (1 — 2¢)8;;dx’ da?], (3.66)
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obtenemos que (3.61)) se puede escribir como

2
6GY% = = [—3H(He + )] = 6T, (3.67a)

6GY; = % [Heq + ] = 6TY%, (3.67b)

. -9 )
6G'; = — {[(@H + H*)p + 2H¢ + 21 +¢"] } &',

N R ‘ (3.67¢)
+ 5 (V= V2)d' + 507 (W — )y = 9T

Debido a que el tensor de energia-momento no posee elementos fuera de su diagonal, de la

ecuacion ([3.67c|) tenemos que
(b —9)iy=0 = ¢=1, (3.68)

de modo que el tratamiento de las fluctuaciones escalares queda descrito por ¥ y d¢. A la cantidad v
se le llama perturbacion de curvatura pues, si se toman hipersuperficies 3-dimensionales de tiempo
constante 7, puede calcularse en cada una de ellas el escalar de curvatura 3-dimensional de manera
analoga a como se hace en . Reemplazando en g"” (0 guv) por la métrica inducida en
estas hipersuperficies, i.e. la parte espacial de , que estd dada por

vij = a*(1 — 24)d;5, (3.69)

obtenemos, luego de los célculos correspondientes,
3Dy _ 4 oo
R = ?V . (3.70)

Sin embargo, 1 no es un invariante de norma. Consideremos, por ejemplo, una traslacién temporal
T — 7+ 07, lo cual es tomar una nueva definicién de hipersuperficies espaciales. Con esto, ¥ se
transforma de acuerdo con (3.23)), es decir

Wb — o+ HoT. (3.71)

Si consideramos entonces el corte comodvil, que es aquel para el cual las hipersuperficies son orto-
gonales a las lineas de mundo de observadores comoviles, se observa que d¢eom = 0 porque estos
observadores no observan flujo de energia. De acuerdo con (3.30)), pasar de un corte arbitrario al
corte comévil implica que

5¢ — 5¢com = 5¢ - (ZsI(ST, (372)

con lo que
_ 0%

oT = o

(3.73)
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Por lo tanto,

o¢
w — wcom = ¢ + Hga (374)
con lo que resulta conveniente definir la perturbacion de curvatura comdévil
) 1)
RE¢+’H$=¢+H§, (3.75)

que representa el potencial gravitacional en cortes para los cuales d¢ = 0. Ademds de ser un
invariante de norma, R tiene la ventaja de permanecer constante una vez que sale del horizonte de
Hubble, con lo cual es suficiente calcular su valor al momento de su salida, pues permanecerd igual
hasta que vuelva a entrar.

Otra cantidad que guarda una estrecha relacion con la perturbacion de curvatura comovil es
la perturbacion de curvatura en cortes de densidad uniforme. De manera andloga al caso anterior,
consideremos una traslacién temporal 7 — 7 + 07 tal que, sobre las hipersuperficies de tiempo
constante, la densidad de energia es uniforme, es decir, dp,niy = 0. Bajo la traslacién temporal

correspondiente
0p = Opunif = 0p — p'oT, (3.76)
de manera que
)
or =122, (3.77)
o,
mientras que la perturbacion de curvatura se transforma como
op
¢—>¢umf:1/1+7'[57':1/}+7'l?7 (3.78)

con lo que definimos la perturbacién de curvatura en cortes de densidad uniforme como
o 0
C=v+HL —p+HL, (3.79)
P P
que, al igual que R es un invariante de norma y representa el potencial gravitacional en cortes de
densidad uniforme.
Notamos ademés que, debido a la ecuacién de continuidad (2.14)), podemos escribir esta cantidad
como 5
p

=1 - —. 3.80

s (3.80)

Ademsds, durante el periodo inflacionario tenemos que p + P = éQ, con lo que

op

C:w_HSH(p%—P)

p+3HP* =0 = p=—-3HJ> (3.81)

de donde a primer orden .
0p = —3Hpiop, (3.82)
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por lo cual

C=1+ Hij’ ~®, (3.83)

es decir, durante el periodo inflacionario ambas cantidades son equivalentes, por lo que en lo sucesivo
nos centraremos en R.

Como mencionamos anteriormente, debido a que la perturbacién de curvatura comévil es cons-
tante fuera del horizonte de Hubble, basta con conocer su valor al momento de su salida, con lo
cual es necesario estudiar su dinamica. El procedimiento usual para ello consiste en fijar una norma
para la cual se satisface

(5¢ = 0, 5gij = a2[1 — 27—\’,](51']', (3.84)

en la cual se desarrolla la accién (2.52)) a segundo orden en las perturbaciones. El desarrollo detallado
de esto puede verse en [6] en donde se obtiene

1 2T
S =5 / dtdeag% R —a 2(;R)?, (3.85)

que al pasar a tiempo conforme 7 y definiendo la variable de Mukhanov como

02
v=2zR con 2z’= aQ% = 2a%, (3.86)
toma la forma . "
S =5 / drdz {(v')Q + (0v)% + szz] . (3.87)

Descomponiendo v en sus modos de Fourier y llevando un proceso de cuantizacién analogo al
realizado en la seccién [3.2.1] obtenemos que la ecuacién que satisface es la llamada ecuacidn de
Mukhanov-Sasaki

Z//
v + <k2 — Z) vk = 0. (3.88)
Dada la definicién de z tenemos que
Z/
~ =aH(1+e€+9), (3.89)
" 2(¢ 5
%:(aH)z 2—6+3(e+5)—e(e+5)—|—(6+5)2+(E;_) , (3.90)

en donde, para extender un poco lo realizado en la seccién [3.2.1] consideramos que durante la era
inflacionaria el parametro de Hubble no se mantiene constante, sino que evoluciona de acuerdo con
H = —eH?. Con esto en cuenta, consideramos la relacién

d(aH)
dr

= (aH)*(1 —e), (3.91)
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que al integrarse considerando que la variaciéon de € en el tiempo es pequena nos lleva a obtener

1
H=———. 3.92
“ (1—e)r (3.92)
Bajo la aproximacion de slow-roll ¢ < 1, con lo que, a primer orden en e, el factor de escala se
escribe como

(I+¢)
CL(T) = *TT, (393)
por lo que al desarrollar (3.90) a primer orden en los parametros de slow-roll € y 6 obtenemos
2" 1 1 1
~== [2+3(2+6)] = - (;ﬂ — 4) : (3.94)
en donde, v = 3/2 + 2¢ + 0. Entonces reescribimos (3.88]) como
2-1/4
i+ <k2 - ”2/> v =0, (3.95)
T
la cual, bajo el cambio de variable v = (—7)"/2uy y tomando & = —k7 se transforma en la ecuacién
de Bessel )
d“u du
2 k Yk 2 _
72 4+ = + (a: —v)uk =0, (3.96)
que, nuevamente, tiene por solucién general
u = ct HV (2) + coHP (). (3.97)

Si se impone la condicién de Bunch-Davies (3.48]) teniendo en cuenta el limite (3.55]), nos es posible
establecer ¢; = (—7/7/2)e! ™/ WH7/2) v ) = 0, de modo que

o = ei(ﬂ/2)(l/+ﬂ'/2)\/imHl(/l)(_kT)j (3.98)

2

en donde, debido a nuestro interés en el espectro de potencias, definido con (3.60)), nos es posible
despreciar el primer factor por tratarse de una fase. Entonces al considerar

vk = 2Rk, (3.99)

tenemos que

Ry = 37“]”}1§1>(—kr). (3.100)
2 22k

Un desarrollo alternativo se encuentra en [8]. Debido a que R se mantiene constante fuera del
horizonte de Hubble, consideramos el limite

_\1/2—v v
RO = lim Ry = —i) T2

- 3.101
—kT—0 z 2ﬁ k”7 ( )
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en donde hemos hecho uso de (3.57)). Asi, el espectro de potencias de la perturbacién de curvatura
comovil fuera del horizonte, queda dado por

A2 (k) = ;; }Rl@ : (3.102)
que es usualmente parametrizado en términos de una escala de referencia k, como
g\ (R -1 g\ "R -1
A% (k) = A% (k) <k> = A, <k> : (3.103)
en donde A2
ns(ky) — 1= dlni: N (3.104)

El calculo de la amplitud A%(k*) y del indice espectral ns(k,) se hace evaluando (3.101)) al tiempo
T« en el que la escala de momento k. sale del horizonte de Hubble, es decir, cuando k. = a(7i) H (%),

esto es 13 ( )1 ) 2( ) )
— T4 (v) 29V

A2 (k) = —x T il 3.105

R () 212 22(1) 4Am k7 ( )

en donde, considerando que la expansién se da de tal modo que € ~ 0, podemos fijar v = 3/2, ademads
de emplear (3.49)) para reescribir el término (—7)!72" y la definicién de z en (3.86), obtenemos

H2
A% (k) = e (3.106)

Podemos reescribir esta ecuacién en términos del potencial para obtener, mediante (2.64)),(2.69) y
(2.77),

3
A% (k) = 127‘:2‘(/% (3.107)
ns(ky) — 1 =2ny(ds) — 6ey(ds) con ¢ = P(7y). (3.108)

3.3. Fluctuaciones tensoriales

El tratamiento de los modos tensoriales es similar al de los modos escalares. En realidad, su
tratamiento es més simple pues estos si constituyen un invariante de norma. Ademads, debido a la
forma del tensor de energia momento, estos modos no tienen efecto en el campo del inflatén, asi
como éste no tiene efecto sobre los modos tensoriales. Perturbaciones en la métrica de este tipo
pueden darse incluso en ausencia de cualquier contribucién energética en el Universo.

Consideremos entonces la parte tensorial de (3.11)), es decir,

ds* = a®(7) [dr® — (85 + hyj)da'da?] (3.109)
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recordando que h;; es un tensor simétrico sin traza que satisface la condicién de un tensor transversal
(3.6)). La accién a segundo orden en las perturbaciones para estos modos esta dada por [0]

1
S) = 8/d7d33«"a2 [(R};)? = (Okhi;)?] - (3.110)

Mencionamos antes que las restricciones sobre h;; implican que solo estdn presentes dos grados
de libertad, que corresponden a sus dos distintas polarizaciones usualmente identificadas con los
simbolos +, x. Con esto es posible escribir h;; como

hij = h+e;; + hxeixj. (3111)

Mediante esta expansion podemos descomponer h;; en sus modos de Fourier como

dk o
hij = / ERiE e (k) e ye™ (3.112)
Y=, X

en donde los tensores e;; y eZ-Xj satisfacen

* (3.113)
(k) = e (k)|
La ecuacién (3.110) para cada uno de los modos estd dada por
2
3.9 2 2
Sw =% [k (s = K] (3.114)

que es equivalente a tener dos copias de la acciéon de un campo escalar sin masa ain no normalizado.
Introducimos la variable a
Vk,y = §hk,7, (3.115)

de donde obtenemos que la ecuaciéon de movimiento de los modos correspondientes a cada una de
las polarizaciones es

CL”
vy, + (k2 — a> Uk = 0, (3.116)
en donde " ) ) /
a 24+3¢) vyp—1/4
— =t =I (3.117)

con vy = 3/2 + €, a primer orden en los pardmetros de slow-roll. Al reescribir (3.116]) obtenemos

7 —1/4
Vi + <k2 — VTT2/) Uiy =0, (3.118)
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que, nuevamente, bajo el cambio de variable vy , = (—7‘)1/ 2uk7,y y considerando x = —k7 se trans-
forma en la ecuacién de Bessel

d2uk duk
x »'Y + 77

T e (22 — v3)uk, = 0. (3.119)

Las soluciones de esta ecuacién se escriben en términos de funciones de Hankel como
Uk = clHl(,;) (z) + CQHI(,i) (z), (3.120)

de donde al volver a la variable vy , e imponer las condiciones de Bunch-Davies de manera andloga
a como se hizo en el caso de fluctuaciones escalares, obtenemos

vy — ¢ z(w/zxww/m\/j HY (~kr). (3.121)

Finalmente al ignorar el primer factor
hicy = \/>v T HY(—kr) con ng, (3.122)

lo cual nos permite calcular el limite fuera del horizonte de Hubble

_A\/2-vr vr
() = i) Llvr) 27 12
hy o, = km_l)ghk i . N T (3.123)

Es asi, que el espectro de potencias de los modos tensoriales queda dado por

A2(k) = 27 ]hkW

(3.124)

en donde el factor 2 aparece debido a que consideramos la suma de ambas polarizaciones. Al igual
que en el caso de la fluctuacion de curvatura comdévil el espectro es parametrizado como

2 2 k (ke
A3 (k) = A2 (k) (k> | (3.125)
en donde A
np(ky) = ——n (3.126)

Siguiendo el procedimiento realizado para la fluctuacion de curvatura comovil, calculamos los
modos (3.123)) al momento 7, en el que k. = a(7y)H (7:). Suponiendo que € ~ 0 es posible tomar

(3.49) y v = 3/2 obteniendo
H2
Aj (k) =25, (3.127)
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de modo que en términos del potencial obtenemos

_ 2V(¢4)

A2 (k) = , 3.128
Ak = =5 5 (3.128)
np(ks) = —3ey (o). (3.129)
Finalmente, definimos el cociente entre perturbaciones tensoriales y escalares » como
A2
r=—L = 16ey, (3.130)

AR

que junto con ng y np caracteriza nuestro modelo de inflacién, pues a través de ellos es posible
reconstruir el potencial del inflatén. La colaboracién Planck [31] reporta ns = 0.9665 4+ 0.0038,
mientras que empleando datos de otros experimentos como WMAP y la colaboracién BICEP / Keck
se obtiene que r < 0.036 [34]. La deteccién de modos tensoriales no se ha efectuado debido a las
limitaciones de la tecnologia actual, por lo que no se cuenta con una medicién de ny.



Capitulo 4

Distorsiones espectrales

En los capitulos anteriores tratamos a grandes rasgos con la descripcion mas adecuada de nuestro
Universo, asi como el mecanismo responsable tanto de su homogeneidad e isotropia como de las
estructuras presentes: la inflacién cosmolégica. Como siguiente paso, describiremos de manera breve
la relacién entre inflacién y una de las fuentes de informacién mas ricas sobre nuestro Universo: la
CMB. Este capitulo estd ampliamente basado en [35] 36].

4.1. El Universo después de inflacién

Como hicimos notar en la seccion el periodo inflacionario termina cuando el campo del
inflatén acumula energia cinética comparable a su potencial. Una vez concluido este periodo, co-
mienza la etapa de recalentamiento, durante la cual el inflatén oscila alrededor de un minimo en
su potencial y su energia es liberada en forma de particulas del modelo estandar con velocidades
ultra-relativistas, descritas como radiacién, lo cual eleva la temperatura del Universo hasta 10%0K.
Durante este periodo se dan frecuentes transformaciones entre fotones y materia.

Seguido de esto ocurre la bariogénesis, proceso que conduce al dominio de la materia sobre la
antimateria. Posteriormente, a una temperatura de 10K, las particulas adquieren masa mediante
el mecanismo de Higgs. Una vez que la temperatura desciende hasta al rededor de 102K, los quarks
comienzan a agruparse formando bariones, en su mayoria, protones y neutrones. A continuacién, a
temperaturas del orden de 10'°K los neutrinos dejan de interactuar con el resto de las particulas,
comenzando a desplazarse libremente en el Universo. Se espera también que la materia oscura se
desacople en algiin momento temprano.

Una vez que el Universo alcanza una temperatura del orden de 10°K se da la nucleosintesis,
proceso durante el cual los protones y neutrones se agrupan para formar nicleos de elementos ligeros
como el hidrégeno, helio y litio, asi como de sus isétopos 2H, 3He, “He, SLi y 7Li principalmente.
La materia y la radiacién igualan sus contribuciones en la dindmica cosmolégica, para dar paso a la
transicion del dominio de la materia sobre la radiaciéon. Nos encontramos entonces con fotones y el

37
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resto del plasma, los cuales se mantienen en equilibrio térmico mediante una variedad de procesos
de entre los cuales destacan la dispersiéon de Compton (DC), la doble dispersién de Compton
(DDC) y la bremsstrahlung (BR) o radiacién de frenado. Conforme la expansién del Universo
continud, estos procesos se volvieron ineficientes, se formaron los primeros dtomos de hidrégeno en
un proceso llamado recombinacién y eventualmente, cuando la temperatura alcanzé los 10°K, los
fotones se desacoplaron, propagandose libremente por el Universo desde entonces, siendo lo que hoy
observamos como la CMB.

Dado que esta radiaciéon se propaga libremente por el Universo, nos provee una imagen del
Universo al momento del desacoplamiento, cuando éste tenia aproximadamente 380,000 anos de

edad.

4.2. La CMB

Hasta antes de su desacoplamiento, los fotones de la CMB permanecian en equilibrio térmico
con el resto de los constituyentes, por lo cual su distribucién de energia por unidad de frecuencia
estd dada por el espectro de un cuerpo negro, i.e.,

8rhy?

u(v) = chvksT _ 1’ (4.1)

en donde h es la constante de Planck y kg es la constante de Boltzmann. Es importante recordar que
estamos usando unidades tales que ¢ = 1. Conforme el tiempo avanzo, la temperatura de la materia,
asi como su densidad, disminuyé y eventualmente la radiacion comenzé a propagarse libremente
manteniendo, en una buena aproximacién, este espectro.

Si consideramos que la radiacion en el Universo sigue una distribuciéon dada por , su den-
sidad de energfa estd dada mediante la ley de Stefan-Boltzmann

00 27T5 ]{24
= dv = oT* =—_K5 4.2
or /0 u(v)dv =aT”, con « 15 732 (4.2)
de donde hemos colocado todas las constantes para mayor claridad. Al considerar la ecuacién (2.26)),
obtenemos Va1
POo,r >
_ il 4.3
@=a < « T’ (43)
con lo que
1/4
=% (pO”‘) S (4.4)
a \ « a

en donde el factor Tj en esta expresién define la temperatura de la CMB en la época actual. Es
posible reescribir esta expresién en términos del factor de escala como

T =Ty(z + 1), (4.5)

con lo cual podemos determinar la evolucién en la temperatura de esta radiaciéon. Lo interesante de
esta relacion es que nos da la confirmacion de que el Universo se enfria a medida que se expande.
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4.2.1. El espectro de anisotropias en la temperatura

A pesar de que la CMB es bastante isétropa, hoy sabemos que presenta ligeras anisotropias,
las cuales pueden ser explicadas mediante la inflacion cosmoldgica. La medicién més directa que
podemos realizar sobre esta radiacion es su temperatura como funcion de la direccién de observacion
en el cielo n. Dado que el espectro de esta radiacién es muy préximo al de un cuerpo negro
a temperatura Tp, podemos describir las pequenas fluctuaciones en la temperatura mediante la
cantidad ©, definida como

AT(f)

o@m) =~

con AT(d) = T(d) — Tp. (4.6)

Es usual descomponer las fluctuaciones en la temperatura en términos de los arménicos esféricos
Yy como

O(h) =) apmYim () con ag, = / diY; (2)O(n), (4.7)
Im

en donde la suma corre sobre todos los niimeros enteros para £ y entre —¢ y ¢ para m. Ademas,
debido a que la temperatura es una cantidad expresada mediante un nimero real, los coeficientes
en esta expansion deben satisfacer

Appy = Q- (4.8)

Al considerar que las anisotropias son producidas por fluctuaciones cuanticas durante inflacién,
asumimos que son el resultado de un proceso aleatorio Gaussiano. Dado este enfoque, el campo de
anisotropias en la temperatura es un campo Gaussiano y las cantidades de interés son sus propieda-
des estadisticas, que deben obtenerse mediante promedios sobre todas las posibles configuraciones
resultantes del proceso aleatorio en cuestion, dichos promedios son denotados mediante (... ) .

Aparece entonces un problema, pues solo tenemos un cielo, i.e., observamos unicamente una
de esas posibles configuraciones. Sin embargo, si consideramos que el campo de fluctuaciones en la
temperatura satisface condiciones de homogeneidad e isotropia estadistica, podemos sustituir estos
promedios sobre configuraciones con promedios en diferentes posiciones y direcciones de observacién
al suponer que regiones del Universo suficientemente separadas entre si son estadisticamente inde-
pendientes, por lo que podemos considerar que en cada punto se observa una realizaciéon diferente
del proceso aleatorio.

La cantidad de mayor relevancia que caracteriza las fluctuaciones en la temperatura es la funcién
de autocorrelacion (o funcién de dos puntos) (©(fi;)O(fi2)) pues, al ser © un campo Gaussiano, el
teorema de Wick establece que cualquier funcién de N puntos estd dada como la suma sobre los
productos posibles de las combinaciones de funciones de dos puntos, esto es

0 siN=2p+1

. . ) (4.9)
2 allp (©(0:)O(1;)) si N = 2p,

(©(n1)...6(hy)) = {
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con A el conjunto de las posibles asociaciones de pares y B el conjunto de los pares (i, 7). Como un
ejemplo, si tomamos N = 4 entonces

+(6(n1)O(fi3)) - (O(N2)O(fiy)) (4.10)
+(0(1)0(hy)) - (O(f2)O(h3)).

La isotropia implica invarianza rotacional, por lo que la funcién de correlacién depende tnica-
mente del producto escalar ii-fi’, de modo que entonces puede expresarse en términos de polinomios

de Legendre como
~ ~/ _ TT QZ + 1 s ~/
(O(h)O(1R")) = Eg Cy (47 Py(fr-1'). (4.11)

Por lo tanto, los coeficientes de la expansion (4.7)) satisfacen

<aéma€’m’> = 5[6’5m—m’ éTTv (412)
0, de manera equivalente
(Qom@prpy) = 5ggf5mm/CgT, (4.13)

en donde CET es calculado mediante la relacién

1

clt = —— ag, aim)- 4.14
m

Dado que consideramos que las fluctuaciones constituyen un campo Gaussiano, el conocimiento

de (Y es suficiente para obtener toda la informacién importante sobre ©, por lo cual la cantidad

que usualmente es reportada es el espectro de potencias, definido como

Ll+1)
2T

A2 = cit. (4.15)

Las fluctuaciones en el campo del inflatén durante el Universo temprano son responsables de las
anisotropias detectadas en la CMB. En las secciones [3.2] y [3.3] mencionamos que las fluctuaciones
salen del horizonte de Hubble para volver a entrar en él en un momento posterior, durante la época
dominada por radiacion o materia. Cuando esto sucede, se producen cambios en la densidad de
energia dp, lo cual da origen a las anisotropias observadas en la CMB.

La mayor contribucién a las fluctuaciones de temperatura proviene de fluctuaciones escalares.
La relacién entre la evolucién de R y © es condensada en una funcién de transferencia Ag, (k) de
manera que [30]

g = dm(—1)! / (;i’; Ar, (k)R Yom (K), (4.16)
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de donde, al sustituir en (4.14]) obtenemos que
2
cIt == / k2dkA% (k)Ar, (k) Ar, (k). (4.17)
pu : .

Sin embargo, la forma precisa de estas funciones de transferencia es complicada y usualmente deben
calcularse numéricamente mediante cédigos como CLASS [37].

Dadas las propiedades del campo ©, el qué tan buena puede ser nuestra medicién de CgT no
es una cuestién menor. Los promedios en e.g., la ecuacién deben realizarse sobre distintos
puntos de observacién de la CMB y en distintas direcciones. Sin embargo, es evidente que solo
contamos con un punto de observacion por lo que tnicamente nos es posible tomar promedios sobre
diferentes direcciones o, de manera equivalente, sobre los 2¢ + 1 valores posibles de m, i.e., se toma

l

1
TT,obs _ Z
Cg obs = T_f_l a[maé_m. (418)

m=—

Esto nos permite definir una cantidad de error en las mediciones, conocida como varianza cdsmica,

definida como )
TT _ ~TT,0bs
Ty e o)
C 20+1

en donde podemos notar que las mediciones realizadas para valores pequenos de ¢ poseen mayor
cantidad de error con respecto a mediciones de ¢ grandes. En la actualidad experimentos como
Planck realizan mediciones hasta £ =~ 1500.

4.2.2. El espectro de anisotropias en la polarizacién

Otra fuente de informacién proveniente de la CMB es su espectro de anisotropias en la polari-
zacion, las cuales son producidas e.g. mediante la dispersién de Compton. El tratamiento de estas
anisotropias es mas complicado que en el caso de la temperatura pues la polarizacion no puede
describirse mediante un campo escalar.

Las cantidades de interés en la CMB pueden ser descritas mediante el tensor de intensidad
I;;(1), que es un tensor bidimensional cuyas componentes son definidas con respecto a dos vectores
unitarios &1, &y ortogonales a la direccién observada . De este modo, el campo de la temperatura
queda dado por )

T= Z(
mientras que la polarizacién lineal es descrita mediante los parametros de Stokes QQ y U

I + 1), (4.20)

1 1
Q= 1(111 —I») U= 5112, (4.21)
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de donde la amplitud P y el angulo 8 de la polarizaciéon quedan dados por

P=yQ*+U? 0= %arctan U/Q). (4.22)

Mientras que T es una cantidad invariante bajo rotaciones del plano ortogonal a la direccién
de observacién (lo cual permite su descomposicién en arménicos esféricos), @ y U se transforman,
bajo una rotacién por un angulo «, como

(Q £iU) () — eTH¥(Q £ 2iU)(d), (4.23)

con lo que su descomposiciéon debe hacerse en términos de objetos més complejos llamados armoni-
cos esféricos tensoriales de espin 2. El resultado de esta descomposicién es

(Q£iU)(R) = 3 asam Y7 (1), (4.24)
Im
en donde al tomar
1 1
QF ¢tm = _§<a2,€m + a72,2m)7 apB ¢m = _Z(QQ,&TL - an,Zm% (425)

es posible definir dos campos escalares F y B tales que

E(h) =Y apmY/"(B), B(h)=apmYy"(h), (4.26)
m

que caracterizan el campo de polarizaciéon de la CMB. Teniendo en cuenta estas dos cantidades,
junto con el campo de anisotropias en la temperatura, podemos definir las funciones de autocorrela-
cién para © y los modos F, B, denotadas por 7T, EE, BB respectivamente, asi como la correlacién
cruzada entre modos © y los modos E, denotada por T'E. El resto de las correlaciones se anulan
por razones de simetria.

Podemos entonces definir diferentes espectros de potencias posibles mediante

1 «
XY = T > (X tmavim) con XY €{T,E, B}, (4.27)

m

en donde existe dependencia tanto de R como de las fluctuaciones tensoriales a través de funciones
de transferencia A xy(k). Considerando que la mayor contribucién a los espectros EE y T'E son las
fluctuaciones escalares, tenemos que [36]

CEP ~ (47)? / k2dkA% (k) Ag, (k) AR, (k), (4.28a)

CTF ~ (4n)? / k2dkA% (k) Ar, (k) Ag, (K), (4.28b)
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mientras que para los modos B, al tener su origen en fluctuaciones tensoriales, tenemos que
CBP = (4r)? / k2dkA? (k)Ap,Ap,. (4.29)

Fluctuaciones escalares producen fluctuaciones de temperatura y modos FE, mientras que las
fluctuaciones tensoriales producen modos F y B. De este modo, CKTT, CKTE y CfE proveen in-
formacién sobre A%, mientras que CfB puede ofrecer informacién sobre A%. De este modo las
observaciones de la CMB nos ofrecen restricciones a parametros como ng, Ag y r.

4.3. Distorsiones espectrales

Como se discutié en secciones anteriores, el espectro de cuerpo negro es mantenido mediante
un conjunto de procesos que mantienen la radiacién en equilibrio térmico. Sin embargo, debido a la
expansién del Universo, estos procesos se vuelven menos eficientes con el avance del tiempo dando
como resultado que, para valores del corrimiento al rojo menores a 10°, cambios en la energia o
la cantidad de fotones puede causar desviaciones del espectro de un cuerpo negro, produciendo
distorsiones espectrales.

Consideremos la distribucién de fotones en el espacio fase f(q,p), relacionado con el espectro
de intensidad mediante un factor 2hv%. Consideremos la variable

=2 (4.30)

en donde p es la magnitud del momento de un fotén. Es importante notar que, en general, la
temperatura real de los fotones T, puede no evolucionar como 7. Sin embargo, al tomar Ty =
2.7255K, T, ~ T, en tiempos cercanos al actual. La variable  se relaciona con la frecuencia v
mediante z = hv/Tj. Es asi que la distribucién de fotones en el espacio fase se escribe como f(q,p) =
f(t,x), en donde la dependencia espacial desaparece debido a las condiciones de homogeneidad en
el Universo temprano. La ecuacién de Boltzmann, que describe la evolucion de la distribucién de
los fotones se escribe entonces como
df (t, x)

dt
en donde C|[f] es llamado el término de colisién. Es inmediato notar que en el caso C[f] = 0 la
distribuciéon mantiene su forma a lo largo del tiempo, de modo que este término es responsable
de los cambios exhibidos por f. Al considerar los tres principales procesos mediante los cuales la
radiacion se mantiene en equilibrio térmico con la materia, es posible escribir (4.31)) como

df (t, x)
dt

=C|f], (4.31)

= Cpclf] + Cppc|f] + Crrlfl; (4.32)

en donde Cpc, Cppc, Cgr, describen los términos de colision asociados a la dispersién de Compton,
la doble dispersién de Compton y la bremsstrahlung, respectivamente. De los tres, el més sencillo
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de describir es Cpc, dado por la ecuacién de Kompaneets [35]

Coclf| =T o | (G + 0+ 0)]. (1.33)

me 22 0

en donde 7 = neor, con n. la densidad de nuimero de los electrones y or la seccién eficaz de
Thompson. Cuando la DC es muy eficiente, el sistema tiende a un estado de equilibrio en el que el
término de colisién C'p¢c equivale a cero, por lo cual, la funciéon f satisface

0
af + 7 fA+ =0 (4.34)
cuya solucién esta dada por
1
)= ——-——, 4.35
1) = e (4.35)

que es la distribucién de Bose-Einstein para fotones en equilibrio con electrones con un potencial
quimico p = C, en donde hemos hecho implicita la dependencia temporal, como haremos frecuen-
temente lo largo de esta seccién. Es importante notar que la DC admite un potencial quimico no
nulo. Sin embargo, la DDC, junto con el BR son capaces de alterar el ntimero de fotones, por lo
que cuando su eficiencia es alta, el potencial quimico debe minimizarse. Conforme estos procesos
se vuelven menos eficientes aparecen distorsiones en el espectro.

4.3.1. Forma de las distorsiones

Consideremos la distribucién f, la cual podemos descomponer en una parte que corresponde al
espectro de un cuerpo negro con temperatura 7, y todas aquellas desviaciones de éste, i.e,

f(t,x) = B(x) + Af(t,z) con B(zx)= (4.36)

et —1°
Esta definicién de Af también toma en cuenta desviaciones de la temperatura, esto es, toma en
cuenta que 7T, puede no ser la temperatura de los fotones en la CMB, asi como las distorsiones
1, provenientes de un potencial quimico en y las distorsiones y, llamadas distorsiones de
Compton. A continuacion, revisaremos brevemente la forma de cada una de estas distorsiones.

En la seccién mencionamos que la temperatura de los fotones evoluciona segin la ecuacion
. Sin embargo, si se introduce energia en el fluido de fotones, habra una desviacion en ella.
Adicionalmente, segtin los procesos que mantienen en equilibrio bariones y fotones se vuelven menos
eficientes, la temperatura de estos ultimos, T’,, se desviara de aquella de los electrones T,, aunque
auin nos sea posible describir la distribucién de los fotones mediante el espectro de un cuerpo negro.
Consideremos entonces el cambio en la temperatura AT = T, — T, de modo que obtenemos

f(z)=B @) =B (HXT/T> : (4.37)
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que al considerar que AT < T, puede desarrollarse a primer orden, de donde obtenemos

0B(z) AT
~ B(zx) — . 4.38
fla) > Bla) —a 5 D (439)
Al considerar esta expresién, junto con (4.36)), tenemos que
AT
Af(z) = Gz) 7~ = 9G(2), (4.39)

en donde expresamos este cambio como una amplitud g por una funcién de forma G(z). Entonces,
definimos la forma del cambio en la temperatura como
0B(x) xe®

G(z) = -z B I (4.40)

Estos cambios en la temperatura son muy dificiles de detectar, por lo que se requiere de un criterio
que los distinga de las demas distorsiones. Dado que este efecto involucra procesos que inducen un
cambio AN el numero de fotones, tales como el DD y el BR, podemos usar ese cambio para separar
los cambios en la temperatura (con AN # 0) de las demas distorsiones (con AN = 0).

El siguiente tipo de distorsién se da cuando la DDC y el BR comienzan a ser poco eficien-
tes, permitiendo que la ecuacion alcance una solucién con un potencial quimico no nulo,
ocasionando que entonces el espectro se escriba como

1
f@)=Ble+p) = o (4.41)
que, nuevamente, puede desarrollarse a primer orden, obteniendo
G(x
fla) ~ Bl) - n &2, (1.42)
que sugiere que la distorsién producida por este efecto estda dada por
G(x
N E— (1.43)
en donde la forma de esta distorsion se escribe como
~ G
M(x) = —ﬁ. (4.44)
x

Sin embargo, debemos hacer notar que, en realidad, la expresién debe escribirse en términos
de 2T, /T, y no simplemente de z. Esta diferencia puede interpretarse como una distorsién debida al
cambio de temperatura, con lo que describe una superposicién de este cambio y una distorsién
debida al potencial quimico, de modo que lo correcto es escribir la forma de las distorsiones u como

M(z) = —G(z) (1 - 04“> , (4.45)

X
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en donde la constante oy, elimina la contribucién debida al cambio en la temperatura. De este modo

las distorsiones u estan dadas por
Af(z) = uM(a), (4.46)

mientras que la constante «y, es calculada imponiendo que las distorsiones p no provoquen un
cambio en la densidad de nimero de los fotones, lo cual implica

/x2M(3:)d:1; = / (-2 + a,2?) G(z)dz < 0. (4.47)

Para resolver esta integral podemos reescribir (4.40) en términos de funciones hiperbdlicas, pues

1 2¢2 e’ z
Senh% et —1 (:E) ﬂf(ex _ 1)2 4S€1’lh2% ( )
de modo que entonces
1 z? 3
2
- de =~ |— | ——=—d ————dx| =0. 4.4

/( o+ aa) Gla)da 4[ /senh2g x+a“/senh2;c :”] ! (4.49)

De acuerdo con [38, ver ec.(3.527)], tenemos que

o) xs—l 4

dxr = I'(s)((s—1), 4.50
| et = G =) (150)

con ¢ denotando la funcién zeta de Riemann. Por lo tanto, al sustituir esta expresién en (4.49))
obtenemos que

—I'(3)¢(2) + auI'(4)¢(3) = —2!¢(2) + «,3!¢(3) =0, (4.51)
con lo que, finalmente, @
_ 1@
ay = 3¢03) 0.4561. (4.52)

Finalmente, las distorsiones y o distorsiones de Compton ocurren cuando la DC se vuelve inefi-
ciente, i.e., cuando la ecuacion (4.33]) no alcanza una solucién de equilibrio. Para calcular la forma
de estas distorsiones, consideremos que partimos del espectro de un cuerpo negro. En un intervalo
de tiempo At pequeno, podemos aproximar el cambio en la distribucién de los fotones como

A e 10 L |25 Bopya 4 min)| | (453)

De (4.40) tenemos que

- = B(z)(1 4 B(x)), (4.54)
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por lo que al sustituir en (4.53)) obtenemos

T, —T. 10 [z3G(z)]
Af(z) ~ AtT R R R (4.55)

donde podemos observar que la forma de estas distorsiones estd dada por

23G(x e
yiz) = L2FC@] _ <x LI 4) . (4.56)

g2 oz et —1

La ineficiencia de la DC no es el tnico proceso que puede producir cambios en la distribucién
de los fotones con esta forma. En general, las distorsiones y son descritas, con base en (4.36]), como

Af(z) = yY (), (4.57)

en donde la amplitud y toma en consideracién otras posibles contribuciones ademés de la ineficiencia
de la DC, cuya amplitud esta dada por

Yypo = / Te - T: neopdt. (4.58)
Me
Para valores del corrimiento al rojo superiores a 2z ~ 2 x 109, los procesos que cambian el
nimero de fotones como la DDC y el BR siguen siendo eficientes, por lo que la mayor parte de
las distorsiones son cambios en la temperatura, por lo cual se denomina a esta etapa la era g. A
continuacién, a valores de corrimiento al rojo entre z = z, ~ 4 X 10* y 2 = 24, la DDC y el BR
se vuelven ineficientes mientras que la DC sigue siendo eficiente, de manera que las distorsiones
predominantes son las del tipo pu, por lo cual esta etapa es denominada era u. Finalmente, a valores
de corrimiento al rojo superiores a z,, la DC se vuelve ineficiente, dando lugar a distorsiones y,
razon por la que ese periodo es conocido como era y.

4.3.2. Amplitud de las distorsiones

Es usual realizar una normalizacién a las funciones que describen la forma de las distorsiones,
de manera que una distorsién con una amplitud igual a uno provoque un incremento relativo en la
densidad de energfa de los fotones igual a uno. Consideremos entonces factores Cy, C, y Cy tales
quesi g =Cy, p=0C, y y=C, entonces Ap,/py =1, i.e,

Ap, [ 23G(z)dx
—C L7 T\ g 4.
P~y Cgfa:3B(:c)dx ’ (4.50a)
Ap, [23M (2)dx
—C L2 T 4.59b
oy M TPB@d (4595)
Ap, [ 23Y (z)dz
1 = - = 1 4.
Pry Cyfaz3B(x)dx ’ (4.59¢)
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en donde todas las integrales se realizan en el intervalo [0,00). Para el calculo del denominador,
expresamos B(x) en términos de funciones hiperbdlicas como

e_%
B(z) = —— 4.
(z) 2senh &’ (4.60)
con lo que
3 3_¢€?
x°B(x)dx = /:E dx. (4.61)
/ 2senh 5
De acuerdo con [38], ver ec. (3.552)]

0 .,L.2m71€fax 1 T 2m
L (T e
/0 senh ax 2m| 2m| a ( )

en donde Ba,, es el 2m-ésimo nimero de Bernoulli. Al emplear esta expresién en (4.61]) obtenemos

/ P B(2)dy = é|B4|(27r)4 _ 24!5(4), (4.63)

en donde para llegar a la segunda igualdad hemos hecho uso de que el cuarto niimero de Bernoulli

es negativo, ademas de que
(_1)m+1B2m(2ﬂ.)2m

2m) = 4.64
((2m) S (464)
cuando m es un nimero natural.
Para los cambios en la temperatura tenemos que, de la ecuacién (4.50)),
/ 3G (z)dx = 41¢(4), (4.65)
por lo que entonces
A 41¢(4 1
ia o ¢(4) —40, 21 = C,=-. (4.66)
Py 141¢(4) 4
Del mismo modo, en el caso de las distorsiones y tenemos que
/ P M (2)da = —31C(3) + a,dIC(4), (4.67)
de donde
A —31¢(3 3 1
2Py Cu lic() +4a,| =0, [40@ — C()] 11 = Cu= —ay ~ 1.401. (4.68)
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Finalmente, para las distorsiones y tenemos que

/ Y (2)dx = 4'¢(4), (4.69)
con lo cual la ecuacién (4.59¢) implica
A 41¢(4 1
ivzcylg( ) —40, 21 = C,=-. (4.70)
I 1
De este modo, podemos definir las amplitudes normalizadas de las distorsiones como
G=9/Cqg=4g, p=p/C,~1401yu, §=y/Cy=4y. (4.71)
Con estas definiciones, el incremento relativo total en la densidad de fotones es, a primer orden
A A A A
e I B e P R 2 (4.72)
P~ ltot Py g Py u Py ly

en donde los subindices hacen referencia al incremento de energia que produce cada tipo de distor-
sién.

Volvemos entonces a las distorsiones en el espectro de intensidad, el cual es obtenido de la
distribucién de los fotones en el espacio fase mediante un factoxﬂ 2h13 /c?, que podemos reescribir
mediante nuestra definicién de z como

2h13 3 2(kgTp)?
62 = Nﬂ? con N = W (473)
Con esto, el espectro de intensidad, considerando los tres tipos de distorsiones, esta dado por
I(x) = B(x) 4+ 99 (x) + pM(x) + 9V (x), (4.74)
en donde las formas normalizadas de las distorsiones estan dadas por
B(z) = N2*B(z), (4.75a)
1
G(z) = C;N2*G(x) = Z/\/gﬁc:(a;), (4.75b)
M(z) = C,N2*M(z) =~ 1.40IN2°G(2) (o), — 1/2), (4.75¢)
1 T4+1
V(z) = CyNz3Y (x) = ZN:E?)G(:E) (:L‘Zz i_ T 4> . (4.75d)

De acuerdo con (4.74]), la distorsion total en el espectro de intensidad de la CMB estd dada, a
primer orden, como

Al = Al + Al + AL, (4.76)
en donde Al; = gG(x), Al, = aM(z) y AL, = gY(x).

'Hemos colocado todas las constantes en estas expresiones para una mayor claridad.
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4.3.3. Distorsiones espectrales debidas a la disipacién de modos aciisticos

Existen numerosos procesos que pueden generar estas desviaciones, los cuales derivan de dife-
rentes modelos cosmoldgicos que pueden incluir escenarios como el decaimiento de materia oscura
en particulas del modelo estandar o la evaporacién de agujeros negros primordiales. Sin embargo,
algunos de estos procesos se dan dentro del modelo cosmolégico estandar. Sabemos, e.g., que el
efecto Sunyaev—ZeldovichE] es responsable de la mayor parte de las distorsiones y en el Universo
tardio.

De entre los diferentes procesos dentro del modelo ACDM capaces de producir distorsiones es-
pectrales, aquel que guarda una relacién mas estrecha con el paradigma inflacionario es la disipacion
de modos acusticos. Las fluctuaciones en la densidad producidas por inflacién provocaron que algu-
nas regiones del Universo temprano fuesen més calientes que otras. Cerca del desacoplamiento de
los fotones, estos se movieron de regiones muy calientes a otras de menor temperatura, borrando en
cierta medida las anisotropias producidas por inflacion. Este desplazamiento de los fotones causé
una superposicién de espectros de cuerpo negro con temperaturas ligeramente distintas, lo cual
produjo distorsiones espectrales.

La amplitud de estas distorsiones dependerd de la amplitud y la forma del espectro de aniso-
tropias primordiales, que a su vez depende del modelo inflacionario que las produjo. De acuerdo
con [16], las amplitudes de las distorsiones p y y producidas por este escenario estdn dadas por

p=1.401j = / dink A% (k)W,, (4.77a)
kmin
1 [oe)
y=10= / dink A% (k)W,, (4.77b)
kmin
en donde
(p)? A%
W, ~2.8D*{ exp |— ];1360 —| —exp |- (32> y (4.78a)
L+ (260)0'3 + 340
D? i\’

son llamadas funciones ventana y son obtenidas mediante ajustes experimentales. En ellas k=
k/[IMpc™!] y
9 1

~N———— ~081 4.
(1+4R,/15)2 081, (4.79)

21 efecto Sunyaev-Zeldovich hace referencia a que, cuando la radiacién de la CMB atraviesa un cluster de galaxias,
interactia con electrones libres en ellos. Dichos electrones se encuentran a una mayor temperatura que la radiacién, por
lo que puede ocurrir una dispersién de Compton inversa, lo cual transfiere energia a los fotones, causando distorsiones.
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siendo R, la contribucién relativa de neutrinos no masivos a la densidad total de energia de ra-
diacién. Las integrales en se realizan a partir de alguna escala k,,;, que en el caso de este
trabajo es igual a 1Mpc~!.Es posible considerar limites inferiores menores, lo cual tiene el efecto
de incrementar la magnitud de las distorsiones, como puede verse en [39, ver fig. 13], en donde
kmin = 0.12Mpc~!. Sin embargo, las aproximaciones empleadas para el célculo de las funciones
ventana dejan de ser vélidas a escalas menores a 1Mpc~!.



Capitulo 5

Monodromia de Axiones

Se cree que inflacién tuvo lugar a escalas energéticas muy grandes, por lo cual existe gran interés
en incluir este paradigma dentro de teorias de gran unificacién como la teoria de cuerdas. Un modelo
que puede incluirse en esta teoria es el llamado inflacidn por monodromia de aziones, el cual resulta
interesante pues produce una senal de fluctuaciones tensoriales que podria ser detectable ya que
predice un valor de r = 0.0ﬂ El elemento fundamental de este modelo es un axién ¢ cuya dindmica

estd regida por un potencial de la forma [40]
prt+l
o+ &0 (‘f’> ] (5.1)

V() = \PgP + AteCo(@/$0)PA (g
I \ %o

en donde A, p, pr, pa, Co, Y0 ¥ ¢o son parametros del modelo; f es en general una funcién relacionada
con la constante decaimiento de ¢; y A caracteriza el rompimiento de la simetria bajo traslaciones
de ¢. Por simplicidad, consideraremos Cy = py = 0 e ignoraremos la fase vy en el coseno, con lo
que el potencial de nuestro interés pasa a ser

V(p) = MNPgP + At cos <?) (5.2)
En este capitulo, que toma como base [41], realizamos los cdlculos necesarios para obtener una
expresion analitica del espectro de potencias de las fluctuaciones escalares, A%, correspondiente a
modelos inflacionarios con potenciales de la forma . Posteriormente, en el capftulo@empleamos
las restricciones observacionales para este modelo, dadas por Planck, con la finalidad de calcular
numéricamente la amplitud de las distorsiones espectrales p y y asociadas a diferentes elecciones
de parametros del modelo y compatibles con las observaciones. Los calculos presentados en este
capitulo, junto con los presentados en el capitulo [6] constituyen la parte esencial de este trabajo.

LA pesar de que [34] descarta este valor de r, atin es posible que al variar los diferentes pardmetros del modelo
encontremos un conjunto que ellos que satisfagan esta restriccion.

52
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5.1. Dinamica del campo escalar

Como primer paso estudiaremos la dindmica del inflatén en presencia del potencial (5.2)). Con
base en [41] tomamos el caso p = 1, aunque un procedimiento andlogo puede llevarse a cabo para
elecciones distintas de este pardmetro. Para este valor de p el potencial se escribe como

V() = N¢ + At cos (‘;) = [qﬁ +bf cos (?)} con b= AA; (5.3)

de modo que al sustituir esta expresién en (2.57) obtenemos que la ecuacién de movimiento para
este potencial se escribe como

¢+ 3Hep + A3 — Nbsen (?) =0. (5.4)

12
Para conseguir inflacién en el limite de rodamiento lento es necesario considerar que % <V,
con lo que la ecuacién de Friedmann (2.64)) se escribe como

1

H?> = _—_
3M2

V(9), (5.5)

por lo que al considerar el potencial (5.3]) se obtiene

[)\3<Z>—|—bf/\3 cos (?)] . (5.6)
Ademss, la normalizacién de COBE implica que ¢ > M), de modo que Mﬂp > 1y el segundo
término en la expresion anterior puede ser despreciado, por lo que entonces nos es posible tomar

1

3012

H? =
3M2

H? M. (5.7)

Por otro lado, el que el potencial sea monétono requiere b < 1, en cuyo caso podemos suponer
b < 1, tratando el término oscilatorio en el potencial como una perturbacion. Consideramos enton-
ces la expansién del campo ¢ = ¢g + bg1, de manera que al sustituir en la ecuacion de movimiento

(5.4) tenemos que
¢+ 3Ho + \* +b [¢51+3H¢51 — Msen @fﬂ -0, (5.8)

en donde hemos hecho la suposicion % < 1 dentro del argumento del coseno. Al sustituir nuestra
expansién de ¢ en (5.7) obtenemos

A3 Ny 1. [ A3¢?
H=,|— bo1) = —=b .
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con lo que la ecuacién (5.8)), a primer orden en b, pasa a ser

/ 2
do+3 3]\252%—1—6 ¢1+3\/ﬁ¢1+ 3;;f¢ do + X3 — )\?’sen(q;>] =0 (5.10)

de donde obtenemos las ecuaciones

3N3¢p
M2

3 A3
b1+ 4/ Mfo ‘/M% dod1 — A3 sen @0) = 0. (5.12)

Al considerar que ¢g satisface la aproximacion de slow-roll, la ecuacién se escribe como

do + do + A =0, (5.11)

)\3

(bO = - %Mp

(5.13)

Por lo tanto, al integrar desde un tiempo t,, en el que la escala de referencia k. sale del horizonte,
hasta un tiempo arbitrario ¢, obtenemos

2/3
o(t) = [ - ?Mpf’”(t - m)] : (5.14)

en donde ¢, es el valor del campo ¢ al tiempo t.. A continuacién, empleamos (5.13]) en la ecuacion

(5.12) para obtener

o1+ —\/ 3\3¢oh1 — ?% = Msen (Qjc0> (5.15)

Podemos reescribir esta ecuacién empleando a ¢og como una variable independiente en donde los
operadores diferenciales se escriben a través de (5.13)) como

d A3 d

N SSARY /St 1

dt 3o "doo’ (5.162)
2 N &
& 5.16b
a2~ P30 dg2 (5.16b)

de donde (|5.15)) se escribe como

A3

. A L —qbl = A3 sen <¢°>, (5.17)

260 f
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en donde las variables primadas son derivadas con respecto a ¢g. Por tanto, la ecuacién que obte-
nemos para ¢j es

f

Durante el periodo de tiempo de nuestro interés podemos considerar que ¢g = ¢4, €s una
constante en todos lados excepto en el término del lado derecho de la igualdad, de modo que la
ecuacion a resolver es

Po

// / 3
1~ 30«91 — §¢1 = 3¢ sen (f>7 (5.19)

en donde hemos adoptado unidades naturales con M, = 1, consideracién que tomaremos en ade-
lante. Para la resolucién de esta ecuacién emplearemos el método de coeficientes indeterminados.
Consideremos la variable x = ¢/ f, con lo que tenemos

M7 — 3do¢) — gd’l = 3¢ sen <¢O>- (5.18)

d 1d
- 5.20
dpo  fda’ (5.20)
de donde se sigue que
2 1 &
= 5.21
d¢g f2 dl‘z, ( )
y entonces la ecuacién de movimiento ((5.19) toma la forma
d2¢1 dd’l 3 2 2
Proponemos como solucién particular
¢p = Asenz + Bcosz, (5.23)
con lo cual
d
% = Acosxz — Bsenz,
2 (;” (5.24)
dx2p = —Asenx — Bcosz.
Sustituyendo en (5.22) y simplificando se obtiene
3 3
senx <—A + 3¢.fB — 2f2A> + coszw <—B — 3¢ fA — 2fQB> = 3¢, f2senw, (5.25)
por lo que el sistema de ecuaciones a resolver es
3
—A (1 + f2> + 3¢, fB = 3¢, f2, (5.26a)

2
-B (1 + §f2> —3¢.fA=0. (5.26b)
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De (5.26b|) tenemos que
«fA
__3¢ {: , (5.27)
1452
por lo que, al sustituir en ([5.26a]) se obtiene
—A 1+2>+3* - = 3¢, 2. 5.28
(14502) +30ur |- 2205 | =s0us (5.29
Agrupando los términos semejantes tenemos que
2
3 992 /2 (L+31%) +9¢f° 2
A <1+f2)+ 2l 2 = 36,12, (5.29)
2 1+ 32 1+ 32
de donde o2 )
6¢.f“(24+3
A= — 5.30
i) (530
y por tanto
6 f2
B O] 6 f. (5.31)

(24 3f2)2 4 3692 f2
De este modo la solucién inhomogenea de nuestro interés es

S 3f2§55 szsaqszf? [_(2 +3f%)sen <¢Of(t)> F0J0ncos (éojgt)ﬂ | 0:32)

que al considerar f < 1 se escribe como

P1(t) = % [— sen <¢0j§t)) + 3f, cos (%th))] . (5.33)

Recordamos en esta expresion que ¢, = ¢o(t«) y estamos considerando ¢o(t) > 1, por lo que
conservamos el término ¢2f? en el denominador debido a que desconocemos su comportamiento en
este limite.

Es asi que, al tomar ¢o(t) > 1y f < 1, ademés de considerar vélida la aproximacién de
slow-roll para ¢(t), la solucién a primer orden en b para la ecuacién es

(1) = dolt) + b f% [— sen (‘z’ojft)) 3£, cos (‘z’of(t))} , (5.34)

donde ¢g(t) estd dado por (5.14).
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5.2. Calculo del espectro de potencias escalar

Como siguiente paso procederemos al calculo analitico del espectro de potencias escalar. La
ecuacién de Mukhanov-Sasaki (3.95) puede escribirse en términos de Rk y en la variable z = —kr,
con 7 el tiempo conforme, como

PRy 2(1+2¢+6) dRy
dx? z dx

+ Rk =0, (5.35)

en donde € y § son nuestros parametros de slow-roll, definidos en . Como mencionamos en
la seccién fuera del horizonte, i.e., en el limite + < 1 la cantidad Ry (x) se aproxima a
una constante, la cual es denominada Rl((o), a partir de la cual definimos el espectro de potencias
primordial de las perturbaciones escalares. Para la evaluacién de esta tltima cantidad a primer
orden en b es necesario realizar una expansion en los parametros de slow-roll en de la siguiente

manera

€=¢o+e + O, (5.36a)
§ =8+ 61+ Ob?), (5.36b)

en donde, a primer orden en b y considerando ([5.34)), obtenemos [41]

. 3bf o (%
T TR (3707 [COS ( f > 3/ guse ( 7 )] : (5.37a)
= _3—b en %0 - cos %o
o= 1+ (3f.)?] [S <f) 3f P« <f )] . (5.37b)
Tomamos como ansatz
Ric = Ry} [i\/gxl/o Y (2) + g(m)} , (5.38)

en donde H,%)(x) es la funcién de Hankel del primer tipo de orden vy con vy = 3 + 2€g + 0o, g(z) es
(0)

una perturbacién de orden by R, |, es el valor de Ry fuera del horizonte con b = 0. Este valor puede

calcularse al seguir los pasos de la ultima parte de la seccién para el potencial V(¢g) = A3¢g
obteniendo

A3 3
Ry = iy~

! T (5.39)

en donde ¢y, es el valor del campo escalar al momento en el que el modo con momento comovil k
sale del horizonte, el cual estd dado por

Or = /20[N. + 63/2p — In(k/k.)], (5.40)
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en donde p =1y N, = N(¢,) calculado bajo la aproximacién de slow-roll a través de (2.81)). La
cantidad de nuestro interés es entonces

2 T ™
. - [0 vo (1) e (1) *
il_r% [z,/ 57 H, /() —i—g(a?)] [ z\/;a? H) W (x)+g (x)]

i { S 0 0+ iy o [ @9 ) - B @)9(0)] + 900}
(5.41)

\Rff) 2

en donde el simbolo * representa el complejo conjugado de cada funcién. Como nos interesa este
valor a primer orden en b, podemos despreciar el dltimo término en la segunda igualdad por ser de
orden b?. Ademsds, para valores pequeiios de x tenemos el limite (3.57)), por lo que entonces

i {5 (M) () o e (2)

2 14
: {QF;W) | =T 0)200s(0) + g*<0>1} 7

con lo que al fijar 1y = 3/2, lo cual es equivalente a considerar vélida la aproximacién de slow-roll

=" = e

(5.42)
=[RS

a orden cero en b, obtenemos

1+ 9(0) + g°(0)] = [RE)| 11+ 2Re g(0)). (5.43)

e

2 2
- i3 \

Finalmente, como g(z) < 1 podemos reescribir la expresién anterior como

9 k QRE;](O))
Tn (k/k+
<k> . (5.44)

Por otro lado, expandiendo los parametros de slow-roll a primer orden en b en la ecuacién de
Mukhanov-Sasaki y sustituyendo nuestro ansatz (5.38)) obtenemos la siguiente expresién

T d? d’g(z) 2. [nd 2 dg(x)

2o G\L) 2, [T 2 v ) _ %

Z\/;de [m Hy, (x)} * dz? azz\/gda: {x Hy, (w)] z dz
2(2

— (61—’_51)2\/5 [w”OHl(,(l))(:E)} + i\/zm”OHl(,;)(x) +g(x) =0,

‘Rl((o) 2 - ‘731((02) 262Reg(0) _ ‘Rff%

(5.45)

X

en donde hemos hecho uso de que vy = 3/2. Podemos entonces agrupar los términos de orden b,
obteniendo que la ecuacién para la perturbacién g(x) es

Pg(x) _2dg(x) _22a+0), \ﬁ d [xuo H(l)(x)} _o. (5.46)

dx? z dz z 2 dx
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Para simplificar esta expresion, hacemos uso de que

HV () = Jov =€ ']”(@, (5.47)

isen (vm)

en donde J,(z) es la funcién de Bessel de orden v. Por lo tanto,

_ gy
H{)(x) = Hy ()

= Hg)
= i[J_3/2(x) —iJ3)9] (5.48)
2 CoS T ./senx
= —1 —x{senx— - ——H( o —cosx)}.
Entonces,
U .2 . ‘
x OHI%)(x) = —Z\/; [(z+i)senz — (1 +ix)cosx], (5.49)

de donde, finalmente,

2 2 .
di [x”OHl(,;)(x)} = —z\/>(x cosx +izsenx + 2senw) & —iy/ —ze'’, (5.50)
x T

en donde hemos despreciado el iltimo término en la primera igualdad pues nos encontramos en el
régimen de x pequeno. Al sustituir (5.50]) en (5.46]) obtenemos que la ecuacién diferencial para la

perturbacién g(x) puede escribirse como

d*g(z)  2dg(x)
dx? x dzx

+g(x) = 2" (261 + 61), (5.51)

en donde notamos en (5.37) que el término €; estd suprimido con respecto a §; por un término
¢—f* y, dado que estamos interesados en el régimen % < 1, nos es posible despreciar el término
proporcional €1 en ([5.51)).

Notamos que es posible escribir §; mediante identidades trigonométricas como

3b
01 = ———————cos <¢0 + go), (5.52)
V1+ (3fpi)? f
en donde ¢ = —arctan (3f¢.) — 5 es una fase que despreciaremos por simplicidad. Ademds nos

es posible escribir ¢g(z) como ¢g(z) = Py — % + oz - i—’: lg—f, con lo que al definir r(z) =
637

Re(g(x)), la parte de nuestro interés en la ecuacién ([5.51)) se escribe como

d?r  2dr 6 ¢k Inz
@ e tTT A oy CTEWE cos (z) cos ( 7 + f¢*>' (5.53)
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Esta ecuacion puede ser resuelta por medio del cdlculo de su funcién de Green, para lo cual es
necesario calcular las soluciones de la forma homogénea de la ecuacién (5.53), i.e.,

d*r(x) ~ 2dr(z)

=0 5.54
de T dgf + T(:I") ? ( )
que puede escribirse como
d*r(x) dr(x)
2 _ 2 _
2 3 2z e +z°r(z) = 0. (5.55)
Mediante el cambio de variable u(z) = (—z)~%/?r(z) podemos escribir esta expresién como la

ecuacion de Bessel

d?u(x) du(x)
2
T a2 e dx +

a?-(g>114x):o, (5.56)

para la cual la funcién de Bessel de orden 3/2,

J30(x) = 2 (

T

sen T

— cos x) , (5.57)

T

es una solucién. Notamos que podemos ignorar el factor /2/7 y seguir obteniendo una solucién de
(5.56)). Al regresar en nuestro cambio de variable, obtenemos que

ri(x) =xcosz —senx (5.58)

es una solucién particular de la ecuacién homogénea ([5.55]).
Consideremos una ecuacion diferencial de la forma

d*y dy
T +p(m)% +q(x) =0, (5.59)

para la cual conocemos una solucién y;(x). Podemos entonces obtener otra solucién ys(z) lineal-
mente independiente, la cual estd dada por [42]

e fx P(t)dt
ya(z) = 1 (z) | —5——da. (5.60)
/ yi(z)

Con esto, nos es posible construir una segunda solucién de la ecuacién (5.55) a partir de la solucién

(5.58) por medio de la integral

efz%dt

ro(x) = rl(x)/r%(x)dx
2

_ z 5.61
= (xcosx—sen:v)/ (xcosx—senx)de (5.61)

rsenzx + cosx

= (zcosz —senx ,
T COST — sen T
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por lo que obtenemos

ro(z) = xsenx + cos . (5.62)
Contando con estas dos soluciones particulares, la funcién de Green asociada a la ecuacién
(5.53) estd dada por
ri(@)ra(y) — ri(y)ra(z)
G(z,y) = , 5.63
(2,9) W2l (5.63)

en donde W (r1,72) es el wronskiano entre 71 y o, que en nuestro caso estd dado por W (ry,ro) = 2.

Por tanto,

G(z,y) = sen (y) =y cos (y) [z sen (x) + cos (x)] + ysen (y) + cos (y) [z cos (z) —sen (x)], (5.64)

y? y?
por lo que la solucién para estd dada por
6b / > (¢k lny> [sen (y) — ycos (y)]
rr) = — —F/——————=|xrsen(x) + cos (v COS cos | — + d
6b /°° (fz)k lny> [y sen (y) + cos (y)]
— — [z cos(z) —sen (x cos (y)cos | — + dy.
1+ (3fs)? = c0s () @) 0 ) G fu y? Y
(5.65)
En el limite de nuestro interés, tomando = < 1, obtenemos
6b /°° (m Iny > [sen (y) — y cos (y)]
r(0) = ——— cos (y)cos [ — + dy, 5.66
©) V1I+Bfee)? Jo (®) OB OB y? Y (5.66)
que podemos reescribir como
6b /°° i (gf)k Iny >
r(0) = ———————— dy—Js(y)J_1(y)cos | — + . 5.67
(0) =Gk V2 s(y)J_1(y) S (5.67)
Consideremos

T(f0.) = =5 | dndyn)
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de manera que |Z(fos)| = Va? + b%. Definimos entonces 3(f¢.) = arctan ( ), de manera que

o (54 570) = (2 s o (£)] en (2 ) ot ()]

- b% (5.69)
a cos (%) — bsen (%)
- Z(F )] ’
por lo que
6b Pk _ 6b P\ poon (O
e ir(eleos (% + 8070, ) = < [ (% ) —bsen (& )]

e ) o (32 () o

_ A @ Iny
= 1+ 3f¢* 2/ dst 1 cos<f ~|—f¢*>,

y finalmente

(5.70)

60

= cos il
() = S (o) eos (% + 76.) ). (5.71)

Por simplicidad, podemos ignorar la fase B(f¢.) en la expresién anterior y reconocer la integral Z,

definida en ([5.68)), como una integral de Weber-Schafheitlin, que puede resolverse en forma analitica
y cuya solucién, de acuerdo con [43], estd dada por

n e I T(i/2/6.)
- 2/0 W W) T = S i F e (12— if2f ) (5.72)

Por lo tanto T IT(i/2f px)|
T 7 *
Z(fos)| = 2 L+ 1/f202)|D(—1/2 — i/2f )|’

(5.73)

en donde

TG/2fo0))2 = — 2P p(12 —ifafe.)? = il L)
senh <2f¢ ) (14 1/f2¢2) cosh (ﬁ)

por lo que entonces

Z(f6.)] = \/ S coth (2 ; ¢*)f¢* (5.75)

Iny
f s

)
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Para simplificar la notacién, definamos

2r(0)

th x
coS(d}k) V1+ 3f¢* \/ w 2f¢*>f¢

Asi, el espectro de potencias escalar puede escribirse como

A% (k) = A% (k) (:)nl {1 + 6n cos <€Z;“)] = A, (:)nl [1 + dn cos (gif)] . (5.77)

Esta forma de escribir el espectro de potencias escalar fue calculada en un caso muy especifico del
potencial (5.2]). Sin embargo, es consistente con otros escenarios, en los que el valor del pardmetro
dns es bien aproximado por [40]

Sng = (5.76)

sny ~ 3b 2T v con a=,|—L No = N, + ¢2/2 (5.78)
Ng ~ o n o= 2f2N0 y 0= * f D. .

La compatibilidad de las expresiones (5.76]) y (5.78) puede probarse bajo ciertas aproximaciones.
Tomemos primero (5.78]), siendo p = 1 y recordando que nos encontramos en el limite b < 1
tenemos que

? n[Toas=2 T (5.79)
¢f VvV 26V d’f 2

en donde consideramos la aproximacién V(¢) ~ A3¢, de manera que Ny = ¢2/2 y por tanto

N, =

ong = 3b(2m f )2 (5.80)

Por otro lado, al considerar (5.76)) en el limite f < 1, tenemos que

coth ( > —1 S —1 (5.81)
2f s Yo Ar Gl '

Sngs — 3b(2m foi )2 (5.82)

por lo que



Capitulo 6

Distorsiones espectrales en
monodromia de axiones

En capitulos anteriores hicimos notar que las distorsiones en el espectro de la CMB constituyen
una nueva e independiente fuente de informacién sobre la historia de nuestro Universo. En parti-
cular, la disipaciéon de modos acusticos produce distorsiones p y y con una amplitud dependiente
del espectro de fluctuaciones escalares, por lo que pueden emplearse en la bisqueda por establecer
la naturaleza de la inflacién cosmoldgica. En este capitulo calculamos la amplitud de estas distor-
siones considerando diferentes modelos de inflacién por monodromia de axiones con la finalidad
de establecer si su deteccién es posible para propuestas experimentales existentes. Adicionalmente,
buscamos determinar si la sensibilidad de dichas propuestas experimentales es suficiente para favo-
recer a alguno de nuestros modelos y brindar informacién sobre el comportamiento de la constante
de decaimiento del axién.

6.1. Calculo de las distorsiones

De acuerdo con la seccién la amplitud de las distorsiones p y y debidas a la disipacién de
modos actsticos es calculada mediante las ecuaciones . Para un modelo basado en monodromia
de axiones, el espectro de potencias dentro de estas integrales esta dado por , de manera que
las magnitudes de nuestro interés estdn dadas por

= /100d1nk{As <:>nl [1+5n5 cos (“if)]}wu (6.1a)
oo [T () [ o (%), 610

64
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p by [Mp] P [Mp] s
2/3 | 0.4714 | 8.7686 | 0.976878

1 0.70711 | 10.747 | 0.974026
4/3 | 0.94281 | 12.419 | 0.971183

Tabla 6.1: Valores dependientes del modelo. Destaca el resultado del parametro ng para las diferentes elec-
ciones del pardmetro p en inflacién por monodromia de axiones.

en donde las expresiones para las funciones ventana W, y W, estan dadas por (4.78), mientras que
0ns v ¢ son cantidades dependientes del modelo de monodromia de axiones a estudiar y pueden
calcularse mediante las ecuaciones (5.76)), (5.78]) y (5.40]).

6.1.1. Parametros del modelo

En las expresiones , el conjunto de pardmetros es {As, ks, Ny, ns,p,b, f}. Los primeros
tres estdn relacionados con mediciones experimentales por lo que, con la finalidad de conectar
nuestros resultados con las observaciones disponibles, consideramos la escala de referencia de Planck
[44], estableciendo k., = 0.05 Mpc™!, lo cual da como resultado N, ~ 57.5 al considerar que el
recalentamiento se da de manera instantdnea. Ademds, empleamos el resultado reportado por esta
misma colaboracién en [31] para Ag, con lo que en nuestros cdlculos A; = 2.09681 x 10~7.

Por otro lado, los pardmetros p, b y f definen un modelo inflacionario por monodromia de
axiones, i.e., al asignar valores diferentes a estos parametros estamos definiendo escenarios infla-
cionarios distintos. Como mencionamos anteriormente, nuestra intencién es calcular la amplitud
de las distorsiones para diferentes modelos, por lo que debemos variar estos tres parametros para
lograrlo. Buscamos que nuestros resultados puedan conectarse con observaciones presentes, por lo
que para la asignacion de valores a estos parametros tomamos como referencia los resultados de
Planck en [44], que presenta restricciones experimentales para p =2/3, p =1y p = 4/3, razén por
la que consideramos estos tres valores de p en nuestros célculos.

Notamos ademsds, que el pardmetro ngs depende del escenario inflacionario a través de ¢, en
, pues este ultimo valor es calculado mediante , en donde interviene el parametro
p, ademds de la cantidad ¢y, cuyo valor es calculado al considerar €(¢f) = 1. Considerando la
aproximacion V(¢) ~ A\*"P@P para los valores de p listados anteriormente, i.e., aquellos para los
cuales Planck ofrece informacién, obtenemos los resultados en la tabla

Con lo anterior tenemos que, al elegir un valor de p, el valor de ns; queda determinado, de
manera que los Unicos parametros libres son b y f. Planck reporta restricciones experimentales a
ong en funcién de f, las cuales recuperamos mediante el software DataThief [45] y convertimos en
restricciones para b en funcién de f por medio de sip=1y en los otros dos casos
considerados. Las restricciones obtenidas se muestran en la figura Es importante mencionar
que en estos cdlculos intervienen las cantidades ¢, y ¢y, cuyos valores tomamos de la tabla

Las restricciones en la figura [6.1] establecen la regién en la cual podemos variar los pardmetros
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Figura 6.1: Restricciones de Planck sobre el pardmetro b en funcién de f a lo, calculadas a partir de las
figuras 32-34 en [44].

by f para cada una de las tres elecciones de p que consideramos.

6.1.2. Calculo de las amplitudes

A continuacién describiremos el proceso mediante el cual llevamos a cabo el célculo de la am-
plitud de las distorsiones p y y para cada uno de los valores de p listados anteriormente, tomando
como ejemplo el caso p = 1.

Considerando p = 1 el integrando en se escribe como

A 12b m ™ Pk
@) [ e e (e () e 02

en donde es mds claro que los tnicos pardmetros libres son by f. Mencionamos en el capitulo [f
que hay escenarios en los que el parametro f no es una constante sino una funcién del campo, i.e.,
f = f(¢), por lo que resulta interesante estudiar el comportamiento de las distorsiones espectrales
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Figura 6.2: Grafica del término oscilatorio en el espectro de fluctuaciones escalares. Podemos observar que
. . . -1 ~ .

las frecuencia de las oscilaciones cerca de k = 1Mpc™ ~ es alta cuando f es pequeno, lo cual dificulta la

integracién numérica.

cuando este parametro varia de manera continua. Por lo tanto, buscamos obtener, para diferentes
elecciones de b, funciones u(f) y y(f). Con este fin y debido a nuestro tratamiento perturbativo
de la ecuacién que supone b < 1, consideramos los casos b = 0.006, b = 0.004, b = 0.002
y, para cada uno de ellos, realizamos la integracién numérica de variando el parametro f
en el intervalo [0.01, fi4z.5), €n donde frq5p €s el valor maximo compatible con b dentro de las
restricciones en la figura[6.1] Es claro que no es posible variar el pardmetro f de forma continua en
este intervalo, por lo cual consideramos un tamano de paso de fpqz,4/5000.

El método de integracién empleado fue la regla de Levin [46], con una recursién maxima de
2000, el cual resulta 1til en este caso debido al término oscilatorio en el integrando, el cual oscila
con una frecuencia alta cuando k se aproxima a 1Mpc~! para valores de f pequefios, como se ilustra
en la figura[6.2] dificultando la implementacién de métodos mds tradicionales como cuadraturas de
Gauss.

Los resultados que obtenidos para esta eleccién del pardmetro p se muestran en la figura
Al prestar atencion a la figura observamos que la mayor parte de los resultados obtenidos son
descartados por Planck. Con base en la figura[6.1] podria pensarse que es posible considerar valores
de f por debajo del limite inferior establecido de 0.01, lo cual daria acceso a mas valores de la
amplitud de las distorsiones. Sin embargo, esto implica dificultades adicionales en la integracién
numérica. Hicimos notar con anterioridad que la frecuencia de el término oscilatorio en las integrales
aumenta conforme el valor de f decrece, con lo que la integracién se vuelve poco confiable,
lo cual podemos apreciar en la grafica correspondiente a las distorsiones y en la figura en
donde se observa que para f < 0.02 aparecen claras irregularidades en el comportamiento de e.g. la
amplitud de las distorsiones y. Tras varios intentos determinamos que para obtener una integracién
confiable debemos considerar f > 1073,
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Figura 6.3: Amplitud de las distorsiones espectrales 1 y y para diferentes valores del pardmetro b, con p = 1.
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Figura 6.4: Amplitud de las distorsiones espectrales p y y para diferentes valores del pardmetro b, con p = 2/3.
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Figura 6.5: Amplitud de las distorsiones espectrales 1 y y para diferentes valores del pardmetro b, con p = 4/3.
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Este comportamiento de las distorsiones para valores de f pequefnios sirvié para establecer un
criterio adicional a b < 1 para nuestra eleccién de valores de este pardmetro. Consideremos e.g.
b > 0.1. Las restricciones en la figura [6.1] implican que los valores de f permitidos para estos valores
de b satisfacen f < 1073, con lo que los resultados que podriamos obtener para esta eleccién no son
confiables. Con esto en mente, optamos por elegir valores para b que permitieran el mayor ntimero
de valores de f satisfaciendo f > 1073,

Realizamos un procedimiento andlogo para el cdlculo de las distorsiones para p = 2/3 y p =
4/3, considerando la expresién para dns y tomando b € {0.006,0.004,0.002} si p = 4/3 y
b € {0.004,0.002,0.001} si p = 2/3. Los resultados correspondientes se muestran en las figuras
y[6.4

Observamos en nuestros resultados que el comportamiento de la amplitud de las distorsiones
en cada uno de los casos considerados es oscilatorio, lo cual es una clara consecuencia del término
oscilatorio caracteristico de la inflacion por monodromia de axiones. Notamos también que la am-
plitud maxima de las oscilaciones en estas magnitudes aumenta segin lo hace el pardmetro b y que
disminuyen de manera considerable conforme los valores de f se reducen. Los valores centrales de
la amplitud de las distorsiones son mostrados en la tabla mientras que los valores méaximos
para la amplitud de las distorsiones p compatibles con las restricciones de Planck, junto con los
parametros b y f para los cuales se alcanzan dichos maximos y la amplitud correspondiente de las
distorsiones y se encuentran en la tabla

Con base en estos resultados nos fue posible establecer la amplitud méaxima de las oscilaciones
en el comportamiento de las distorsiones y cuando estas son tomadas como funcién del parametro
f para los diferentes escenarios de monodromia de axiones que consideramos. Estas amplitudes son
mostradas en la tabla Al ser estas las amplitudes maximas en las oscilaciones, podemos decir
que si un experimento no cuenta con la sensibilidad suficiente para detectarlas, tampoco podra
detectar valores mas pequenos.

Por otro lado, con la finalidad de comparar nuestros resultados con observaciones recientes,
consideramos el caso de un espectro de fluctuaciones escalares dado mediante una simple ley de

p | 103409 | 109
2/3 | 2.00559 | 2.43188
1 1.95621 | 2.40002
4/3 | 1.90824 | 2.36869

Tabla 6.2: Valores centrales de la amplitud de las distorsiones p y y para las diferentes elecciones del parametro
p.
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p b f 10%mas | 10%
2/3 | 0.002 | 0.08598 | 2.01158 | 2.40990

1 | 0.006 | 0.08837 | 1.96268 | 2.35243
4/37°0.002 | 0.07716 | 1.91089 | 2.36253

Tabla 6.3: Valores de los parametros b y f para los cuales la amplitud de las distorsiones p alcanza un valor
méximo, junto al valor correspondiente de la amplitud y. Se consideran tnicamente aquellos resultados que
son compatibles con las restricciones de Planck.

b 108Au,max
2/3 | 0.00599

1 0.00647
4/3 0.00265

Tabla 6.4: Separacién maxima del valor central de la amplitud de las distorsiones p para cada valor de p.

potencias. Para ello consideramos las integrales

[e’e) k TLs—l
M:/ dink | A, () ]Wu,

1 K

[e’e) k' TLs—l
y:/ dink | Ag () ]Wy,

1 K

en donde los parametros As y ks son iguales a los establecidos en la seccién vy ns = 0.96605
es el valor reportado por Planck [31]. Las amplitudes de las distorsiones para este modelo son
p=1.83187 x 1078 y y = 2.31803 x 1077, las cuales consideramos los valores de referencia dados
por Planck en el escenario ACDM. Al comparar estos valores con los valores centrales obtenidos
en los diferentes escenarios de monodromia de axiones de nuestro interés y comparar estos ultimos
entre ellos obtuvimos las tablas y las cuales contienen el valor absoluto de la diferencia en
las magnitudes de las distorsiones p y y entre todos nuestros modelos.

(6.3a)

(6.3b)

108A”g:)s,l 108A“§C)3,43 108A“§C)3,PL 108A”§23 108AM§23L 108AM4(16)3,PL
0.04938 0.09735 0.17372 0.04797 0.12434 0.07637

Tabla 6.5: Diferencias entre los valores centrales (¢ para los diferentes valores de p. En esta tabla los
subindices en la cantidad Ap(®) indican los valores de p que se estdn comparando. En los casos en los que
aparece el subindice PL se compara el valor de ;(®) para el valor de p indicado con el valor de p dado por
una ley de potencias con los datos de Planck.
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109Ay§(:)3,1 1O9Ay§c)374/3 109A(C)y2/37PL 109Ay§23 109A9§%L 109Ay4(16)3,PL
0.03186 0.06319 0.11385 0.03133 0.08199 0.05066

Tabla 6.6: Diferencias entre los valores centrales y(¢) para los diferentes valores de p. En esta tabla los
subindices en la cantidad Ay(© indican los valores de p que se estén comparando En los casos en los que
aparece el subindice PL se compara el valor de y(®) para el valor de p indicado con el valor de y dado por
una ley de potencias con los datos de Planck.

6.1.3. Contribucién al espectro de intensidad de la CMB

La medicién maés directa que puede hacerse sobre la CMB es su espectro de intensidad, por
lo que calculamos la contribucién de las distorsiones p y y a este espectro. De la ecuacién (4.76))
observamos que dicha contribucién estd dada por

AL, = AL, + A, (6.4)

con ambos sumandos definidos en , donde el factor A es calculado tomando Ty = 2.7255 K,
c = 299792458 m/s, kg = 1.380649 x 1072 JK~! y h = 6.62607015 x 10~3* JHz~! [47]. Debido a
que nuestro interés estd en determinar la sensibilidad que experimentos futuros deben poseer para
la deteccién de estas contribuciones, consideramos en la ecuacién los valores en la tabla
pues, si los valores maximos no pueden ser detectados, ningin otro valor podra serlo. Es necesario
mencionar que, a pesar de que los valores de y en la tabla no son los valores maximos de esta
amplitud, el término dominante en (6.4)) es el de las distorsiones p al ser un orden de magnitud
mayor.

La contribucién Al , al espectro de intensidad para los escenarios de monodromia de axiones
considerados y de los valores de referencia dados por Planck es mostrada en la figura[6.6] en donde
también se muestra la sensibilidad propuesta para los experimentos PIXIE, Super-PIXIE y Voyage
2050, considerando un tiempo de misiéon para los primeros dos de 4 y 8 afnos, respectivamente.
Podemos observar que la deteccién de las distorsiones espectrales u y y debidas a la disipacion de
modos actsticos se encuentra al alcance de estos experimentos en diferentes intervalos de frecuencia.

6.2. Discusion de los resultados

Considerando que la duracién de la mision PIXIE es de 4 anos, se prevé una sensibilidad de
aproximadamente 2Jy/sr en cada uno de sus canales. Con base en la ﬁgura observamos que para
frecuencias en los intervalos 29GHz — 132GHz y 187GHz — 584GHz, la deteccion de distorsiones en
el espectro de intensidad debidas a la disipacion de modos actisticos es posible para los modelos de
monodromia de axiones cuyos parametros by f maximizan la contribucion de las distorsiones p, al
igual que para los valores de referencia dados por Planck. De hecho, podemos observar en las figuras
y que todos los valores de las amplitudes de las distorsiones i y ¢ en los escenarios de
monodromia de axiones considerados que son compatibles con Planck, incluyendo los minimos, son
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Figura 6.6: Comparacion de las distorsiones espectrales producidas por diferentes modelos de inflacién por
monodromia de axiones, junto con el resultado esperado en un escenario de ley de potencias con los pardme-
tros dados por Planck. Ademas, se muestra la sensibilidad propuesta para PIXIE, Super-PIXIE y Voyage2050.

mayores que los valores obtenidos para un espectro de potencias estandar y, dado que la deteccion
de las distorsiones debidas a este ultimo es posible, la deteccion de aquellas producidas por todos los
modelos considerados en este trabajo también lo es. Por su parte, el propuesto Super-PIXIE prevé
una sensibilidad de 0.1825Jy/sr en el rango bajo, 0.7554Jy /sr en el rango medio y 0.4092Jy /sr en el
rango algo, por lo que extenderia el rango de frecuencias para la posible deteccién a los intervalos
15GHz — 146GHz y 175GHz — 7T00GHz.

Una vez establecido que la deteccion es posible, podemos preguntarnos si estos experimentos son
capaces de brindar informacién més precisa sobre la inflacién cosmoldgica. En particular, podemos
preguntarnos si son capaces de establecer una distincion entre los diferentes modelos considerados
en este trabajo para descartarlos o confirmarlos. En la tabla recuperada de [48], se encuentran
las incertidumbres pronosticadas para la amplitud de las distorsiones p y y al combinar los futuros
resultados de PIXIE, asi como experimentos con caracteristicas similares, pero con sensibilidades
10, 100 y 1000 veces mayores, los cuales son llamados PIXTE10, PIXTE100 y PIXIElOOdH respec-
tivamente, con aquellos obtenidos por Planck. Es importante mencionar que, debido a la inclusion
de los resultados de Planck, estas incertidumbres se ven reducidas en comparacién con las que se
obtendrian al considerar tinicamente mediciones de distorsiones espectrales.

Consideremos entonces los valores centrales de estas amplitudes en la tabla asi como el

'Los experimentos Super-PIXIE y Voyage 2050 poseen sensibilidades en el rango de PIXIE10 y PIXIE100.
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PIXIE | PIXIEL0 | PIXIEL00 | PIXIE1000
o(1084) | 0.075 | 0.065 0.015 0.0015
o(10%) | 1.000 | 0.081 0.010 0.0019

Tabla 6.7: Incertidumbres pronosticadas para la amplitud de las distorsiones p y y al combinar resultados
de Planck con diferentes experimentos para la deteccién de distorsiones espectrales.

resultado obtenido para el espectro dado por los datos de Planck. Comparando las diferencias entre
los diferentes valores 11(¢), los cuales son mostrados en la tabla con el intervalo de incertidum-
bre pronosticado para PIXIE, notamos que la sensibilidad de éste en las distorsiones u es suficiente
para diferenciar entre un espectro con una ley de potencias estandar con los datos de Planck y
aquellos correspondientes a monodromia de axiones, pues sus diferencias exceden el intervalo de
incertidumbre de PIXIE. Sin embargo, esta sensibilidad no es suficiente para discernir entre estos
ultimos, pues permitiria descartar a lo mas uno valores de p. Por ejemplo, la deteccién de una
amplitud g = 2.00559 x 1078 es consistente con p = 2/3 y, mientras que A,ugc/)& 4/3 ©8 menor que la

incertidumbre de PIXIE, descartando p = 4/3, tenemos que Aug?g , estd dentro del rango de incer-

tidumbre, por lo que el caso p = 1 no puede ser descartado. Es necesario considerar experimentos
con mayor sensibilidad, como PIXIE100 o PIXTE1000, para que la deteccién de estas distorsiones
pueda establecer una diferencia clara entre estos tres modelos. En el caso de las distorsiones v,
PIXIE resulta incapaz de establecer diferencia alguna entre los valores centrales de los cuatro esce-
narios en considerados. Sin embargo, al igual que en el caso de las distorsiones u, un experimento
como PIXTE100 podria distinguir entre todos ellos. Las mismas conclusiones pueden ser alcanzadas
al considerar las diferencias entre las amplitudes maximas de las distorsiones p en estos modelos,
mostrados en la tabla 6.3

Adicionalmente, podemos preguntarnos si el comportamiento oscilatorio de estas distorsiones
es distinguible para PIXIE o sus variantes. Para ello, consideramos los resultados mostrados en la
tabla[6.4l Al hacer esto, notamos que estas diferencias exceden la incertidumbre de PIXIE, asi como
de PIXIE10, con lo que el comportamiento oscilatorio de las distorsiones p no podria ser observado
con estos experimentos, haciendo imposible descartar aquellos modelos con f = f(¢) mediante la
deteccién de distorsiones espectrales u. Esta observacion nos lleva a notar que, si las oscilaciones
fuesen més pequenas, lo cual ocurre al considerar valores de f < 1073 es posible que ni siquiera
sensibilidades como las de PIXIE1000 fuesen capaces detectarlas.

Con base en nuestros resultados determinamos que, a pesar de que la deteccién de estas distor-
siones es posible, la sensibilidad del propuesto experimento PIXIE no es suficiente para discernir
entre diferentes escenarios del modelo inflacionario de monodromia de axiones. En realidad, es ne-
cesario que la sensibilidad de estos experimentos sea alrededor de 100 veces mayor para servir a este
proposito, por lo que incluso experimentos como PRISM o Super-PIXIE [24] , cuya sensibilidad se
encuentra en el rango de PIXIE10, no podrian diferenciar estos modelos. Sin embargo, es posible
que propuestas experimentales como Voyage 2050 [25], cuyas sensibilidad se encuentra en el rango
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de PIXIE100, provean la sensibilidad suficiente para establecer restricciones a los pardametros del
modelo de inflacién por monodromia de axiones.

Debemos mencionar que nuestros resultados estan fuertemente limitados por la eleccién de
parametros que hicimos. En particular, destacamos nuestra incapacidad de realizar el calculo
numérico de las distorsiones al considerar f < 1073. Esta limitacién es clara cuando observa-
mos las figurad6.3a][6.4a] y [6.3a] en las que la mayor parte de nuestros datos son descartados por las
observaciones de Planck. Sin embargo, consideramos que nuestros resultados con estas elecciones
del parametro f son suficientes para determinar si la deteccién de distorsiones espectrales asociadas
a estos modelos es posible con experimentos como PIXIE y para ofrecer informacion valiosa sobre
los requerimientos de experimentos futuros para confirmar o descartar modelos en el escenario de
monodromia de axiones. Dado que observamos que la amplitud de las oscilaciones en las amplitudes
de las distorsiones disminuye conforme el valor de f lo hace, consideramos la deteccién de estas dis-
torsiones es posible para todos los valores de p y b considerados en este trabajo incluso para valores
de f < 1073. Ademés, debido a que la amplitud de las distorsiones disminuye de manera conside-
rable conforme el valor de f lo hace, considerar valores de este parametro por debajo de nuestro
limite aportaria poca informacion nueva con respecto al comportamiento de estas magnitudes.




Capitulo 7

Conclusiones

A lo largo de este trabajo de tesis presentamos un estudio sobre la inflacién cosmoldgica y de
algunas de las herramientas, presentes y futuras, empleadas en su exploracién. Nuestro interés se
centrd, de manera particular, en el modelo de inflacién por monodromia de axiones y en las distor-
siones espectrales en la CMB, que son una herramienta poco explorada en el terreno experimental.
En nuestro trabajo buscamos establecer si la observacion de las distorsiones 1 y y es posible para
diferentes escenarios de monodromia de axiones y si es 1util para favorecer un escenario particular
de este modelo. Del mismo modo, buscamos establecer si estas distorsiones proveen informacién
util con respecto a algunos aspectos de la fisica de este modelo, como la naturaleza del parametro
I

Para el desarrollo de nuestro trabajo comenzamos repasando, en el capitulo [2, el modelo cos-
molégico estandar, describiendo los problemas de planitud y del horizonte cosmolégico, como ejem-
plos de aquellos problemas que dieron origen al paradigma inflacionario. En la seccién introdu-
jimos una de las formas mas simples de obtener inflacién, la cual es considerar como el principal
constituyente del Universo un solo campo escalar, llamado inflatén, el cual rueda lentamente mien-
tras se deslpaza en su potencial. Durante esta seccién introdujimos los parametros de slow-roll y el
nimero de e-folds, cantidades que empleamos en la descripcion del proceso inflacionario. A lo largo
del capitulo [3] introdujimos la teoria de perturbaciones cosmoldgicas, que nos permite tratar con
un universo mas realista al considerar que no satisface las condiciones de homogeneidad e isotropia
través de la descomposicion de las perturbaciones en modos escalares, vectoriales y tensoriales.
Ademds, en la seccion tratamos con la dindmica de un campo escalar y de sus fluctuaciones en
universo no homogéneo ni isétropo, lo cual nos permitié establecer las bases para la descripcién de
la dindmica de las fluctuaciones en el campo del inflatén a través de la perturbacién de curvatura
comévil y de la ecuacién de Mukanov-Sasaki. Introdujimos el espectro de fluctuaciones escalares,
asi como del indice espectral escalar ns. Realizamos un andlisis de la dindmica de las fluctuaciones
tensoriales, definiendo su espectro de potencias, asi como las observables r y ny.

En el capitulo 4] tratamos con la CMB. Describimos de manera breve cémo las mediciones de
las anisotropias en su temperatura y su polarizaciéon son empleadas para imponer restricciones a
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los parametros de los espectros de fluctuaciones escalares y tensoriales. Estos datos son utiles en
la busqueda por establecer el origen de la inflacién a través de la reconstruccién del potencial del
inflatén. En la seccion discutimos los mecanismos ma&s importantes que mantuvieron la radia-
cién de la CMB en equilibrio térmico con el resto de constituyentes del Universo e introdujimos las
distorsiones espectrales como consecuencia de la eventual ineficiencia de dichos procesos. Ademas,
describimos las formas de estas distorsiones y mencionamos una de sus causas en el modelo cos-
moldgico estandar, la disipacién de modos actsticos.

El capitulo [f] contiene uno de los resultados mds importantes de este trabajo. Discutimos algunas
propiedades esenciales del modelo de inflacién por monodromia de axiones. Durante la seccion [5.1
estudiamos la dindmica del inflatéon bajo la influencia del potencial , resolviendo su ecuacién
de movimiento a primer orden en la amplitud de las oscilaciones mediante teoria de perturbaciones.
Posteriormente, realizamos de manera detallada el calculo analitico del espectro de potencias de
las perturbaciones escalares, a través de la resolucién de la ecuaciéon de Mukhanov-Sasaki a primer
orden en la amplitud de las oscilaciones del potencial. Como resultado obtuvimos un espectro que
contiene un término oscilatorio caracteristico de este tipo de modelos, el cual puede ser generalizado
a otros escenarios en monodromia de axiones.

Finalmente, en el capitulo [6] realizamos el célculo de la amplitud de las distorsiones p y y para
diferentes escenarios de inflacién por monodromia de axiones mediante la integraciéon numérica de
. Encontramos que el comportamiento de estas magnitudes es oscilatorio como funcién del
parametro f. Ademas, realizamos el cdlculo de la amplitud de estas distorsiones para un espectro
en forma de una ley de potencias cuyos parametros son aquellos reportados por Planck, caso para
el cual realizamos la integracién numeérica de . La principal limitacién que enfrentamos en esta
etapa fue nuestra incapacidad de explorar escenarios en los que f < 1073, aunque que consideramos
que nuestros resultados aportan informacion relevante sobre el comportamiento de las distorsiones
en modelos de monodromia de axiones, pues considerar valores de f por debajo de nuestro limite
tiene como resultado valores en la amplitud de las distorsiones lo suficientemente pequenos como
para no ser distinguibles de los valores centrales. Determinamos que las distorsiones calculadas
en este trabajo podran ser observadas por un experimento con las caracteristicas de la propuesta
misiéon PIXIE en los rangos de frecuencia 29-132GHz y 187GHz-584GHz, mientras que experimentos
con una mayor sensibilidad, como los propuestos Super-PIXIE o la misién Voyage 2050 permitirian
su detecciéon en intervalos de frecuencia méas amplios, como 15GHz-146GHz y 175GHz-700GHz en
el caso de Super-PIXIE.

Por otro lado, determinamos que la sensibilidad de PIXIE es insuficiente para favorecer a uno
solo de los modelos que consideramos en este trabajo, asi como para observar el comportamiento
oscilatorio de las distorsiones en el caso de que el pardmetro f no sea una constante. Para servir a este
propoésito es necesario contar con sensibilidades al rededor de 100 veces mayores que la propuesta
para PIXIE, por lo que incluso experimentos como PRISM o Super-PIXIE serian insuficientes, de
manera que la misién Voyage 2050 parece ser la mejor candidata.

A partir de la informacién obtenida para estos escenarios, consideramos valioso realizar una
comparacién de estos resultados en modelos inflacionarios que resulten mas favorecidos y continuar
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con la investigacién para incluir otro tipo de modelos como aquellos que involucran inflacién mul-
ticampo, lo cual relegamos a trabajo futuro. Adicionalmente serd necesario encontrar una manera
de vencer la conocida tension entre el modelo de monodromia de axiones y la restriccién r < 0.036.
Para este propdsito, una posible solucién consiste en explorar diferentes valores de la fase v en el
término oscilatorio del potencial.
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