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Resumen

En este proyecto de tesis, se estudia a nivel tedrico y computacional, las trayectorias
geodésicas en el limite extremal de un agujero negro en la teoria Einstein-Maxwell-dilaton;
en paricular, en el agujero negro GMGHS. A su vez, se hacen breves comentarios sobre las
trayectorias geodésicas en el régimen de agujero negro.

Para lograr lo anterior, se realiza primero un marco tedrico en el que se presentan las ideas
esenciales para tratar a los agujeros negros. Es decir, primero se hace un repaso global de
todos los conceptos que engloban a la Relatividad General, haciendo hincapié en temas
como las curvas geodésicas, las simetrias y las ecuaciones de campo de Finstein; luego, se
aborda el concepto de agujero negro, partiendo de una de las soluciones mas sencillas a
las ecuaciones de Einstein, la solucién de Schwarzschild; y finalmente, se presenta al
agujero GMGHS definiendo a grandes rasgos lo que es el campo dilaténico, y como se
acopla en la teoria de Einstein-Maxwell; esto, para poder deducir las ecuaciones de campo
correspondientes, a través del principio de minima accion, mostrando a su vez, las soluciones
correspondientes, que seran la métrica sobre la cual se basaran los resultados de este trabajo.

Después se presenta el cambio de coordenadas de drea, porque el agujero negro en cuestion
tiene dos singularidades de curvatura, y como la intenciéon es analizar curvas geodésicas, este
cambio de coordenadas, permite acotar la region de estudio a una region exterior a ambas
singularidades.

Fueron obtenidos y graficados los potenciales efectivos en el régimen de agujero negro 'y
en el limite extremal, tanto para particulas masivas y no-masivas. En el caso del régimen de
agujero negro, fueron considerados a los parametros del agujero (M, ¢o y ) como unitarios;
mientras que en el limite extremal, también se consider6 al parametro M como unitario. No
se hace uso de las coordenadas de drea ya que en esas coordenadas resulta imposible construir
potenciales efectivos.

Se encuentra que en el régimen de agujero negro los potenciales estan correctamente
definidos para regiones fuera de las dos singularidades, donde existen orbitas acotadas y en
particular, drbitas circulares tanto inestables como estables para el caso de particulas masivas,
mientras que para particulas no-masivas, solamente existen orbitas circulares inestables. Por
otro lado, en el limite extremal, los potenciales indican que para particulas masivas existen
orbitas acotadas, mas aun, existen orbitas circulares estables; mientras que para particulas
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no-masivas no existen orbitas acotadas, en particular, no existen drbitas circulares inestables.
De hecho, se encuentra que los potenciales efectivos para el caso extremal, son los mismos
que los generados un campo newtoniano; sin embargo, el hecho de que esta descripcién no
sea en coordenadas de drea, hace que el andlisis a través del potencial efectivo pueda llevar a
conclusiones erréneas, esto debido a que la ecuaciéon para el momento angular es distinta a la
del caso usual.

Y, para finalizar el trabajo, se hacen comparaciones de las curvas geodésicas (obtenidas
en coordenadas de area) con lo que se esperaba de los potenciales efectivos para el caso
extremal. Se nota que los potenciales efectivos son discontinuos para el caso extremal debido a
la existencia de la singularidad exterior, por lo que cerca de la discontinuidad, el movimiento
geodésico se ve afectado. No obstante, en general se concluye que requiere de menos energia el
acercarse a la singularidad desnuda cuando se habla de particulas no-masivas en comparacion
con las masivas. A su vez, también se concluye que debido a la relacién entre momento
angular y velocidad angular de las particulas prueba, las curvas geodésicas no son las mismas
que las producidadas en la teoria newtoniana. Y en el régimen de singularidad desnuda, se
encuentra que cuando las particulas se acercan a la singularidad su velocidad angular diverge
sin importar si se usan coordenadas de drea o no.
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Introduccion

1.1 Antecedentes

Cuando se habla de Relatividad General, usualmente los objetos de estudio de mayor
interés son los agujeros negros porque no podemos reproducirlos bajo condiciones que con-
trolemos experimentalmente, ni estdn a nuestro alcance inmediato. De hecho, hace solamente
5 anos se tomd la primera foto de un agujero negro [1]; podria parecer mucho tiempo, pero
en el &mbito de la ciencia esto es bastante reciente.

A pesar de que hace no mucho tiempo fue tomada la primera foto de un agujero negro,
se han hecho varios trabajos teoéricos a lo largo de méas de 100 anos para entender con
profundidad como describir a esta parte de la naturaleza. Primeramente, en 1915, A. Einstein
propone una teoria clasica de campos que explica el fendmeno gravitacional atin mejor que
I. Newton, ya que esta teoria describe fenémenos que no podian entenderse con la mecanica
clasica, como la precesién del perihelio de Mercurio [2]. Sin embargo, quien resuelve por
primera vez estas ecuaciones porpuestas por Einstein, es K. Schwarzschild en 1916, quien
determina la solucién sin fuentes, en el vacio, para un espacio-tiempo curvo estatico y con
simetria esférica, misma que es conocida como solucién de Schwarzschild, la cual generd
que varios cientificos pusieran sus esfuerzos para obtener soluciones a las ecuaciones de
campo de Einsten; tan es asi, que se han encontrado soluciones para agujeros negros con
rotacion, con carga, y, con carga y rotacién [2].

En principio, cuando se dice que un agujero negro tiene carga, nos referimos a que hay
un campo de Maxwell intrinseco. Asi, siguiendo ese mismo hilo de pensamiento, se han
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incluido a lo largo de la historia distintos campos a la teoria de Einstein para obtener mas
soluciones a las ecuaciones. En particular, en 1988, G. Gibbons y K. Maeda, publicaron un
articulo titulado Black holes and membranes in higher-dimensional theories with dilaton fields
[3], donde proponen una nueva solucién a las ecuaciones de Einstein; mientras que, de forma
independiente, en 1991, D. Garfinkle, G. Horowitz y A. Strominger, publicaron otro articlulo
sobre la misma solucién, el articulo se titula Charged black holes in string theory [4]. Como el
nombre de los articulos lo dice, este agujero negro considera al campo de Maxwell debido a
que esta cargado; sin embargo, hay otro campo de por medio, que es un campo escalar.

En este proyecto de tesis, vamos a entender a la solucién que estudiamos como una solucién
exacta a la teoria de Einstein en 4 dimensiones con un campo de Maxwell y un campo
dilatonico, no obstante, no se va a estudiar a la teoria de la que se obtiene esta solucion.
Pero la idea central consiste en que la ecuacién usual de movimiento en la teoria de cuerdas
predice, bajo aproximaciones a bajas energias, la teoria de Einstein, ya que su descripcion se
basa en las ecuaciones de Einstein mas correcciones proporcionales a la escala de Planck
[4]; por lo tanto, si se tiene un agujero negro suficientemente grande, entonces la curvatura
alrededor de su horizonte de eventos y fuera de él serd pequena en comparacién a cuando
se esta cerca de la singularidad, donde la region es porporcional a la escala de Planck. Por
lo mismo, si se estd en regiones fuera del agujero negro donde la distancia respecto a la
singularidad es grande en comparaciéon a la misma escala de Placnk, entonces se puede hacer
una aproximacion de la teoria de cuerdas a la teoria de Einstein, en si, porque la teoria de
cuerdas también es una teoria de campos. De hecho, con base a lo anteriormente mencionado,
a esta aproximacion se le conoce como aproximaciéon a bajas energias, ya que donde hay
una mayor energia es alrededor de la singularidad [4].

En particular, cuando Garfinkle, Horowitz y Strominger publicaron su articulo, conside-
raron a un campo definido en la teoria de cuerdas, pero que bajo las aproximaciones antes
mencionadas, continiia presentando interacciones, este campo es el campo escalar discutido
en parrafos anteriores, conocido como campo dilaténico. Lo relevante es que se pueden
resolver las ecuaciones de campo bajo la accion de la interaccién gravitacional, el campo
electromagnético y el campo dilaténico. Mas ain, descubrieron que la condiciéon de limite
extremal para este agujero negro no requiere de imponer condiciones de masa negativa o
energia negativa.

Anos después se realizaron varios analisis sobre la solucién antes mencionada, en particular
sobre como era el movimiento geodésico de particulas prueba en el limite extremal.
En particular, C. Blaga y P. A. Blaga, publicaron en 1998, un articulo titulado On the
geodesics for a spherically symmetric dilaton black hole [5], en el que resuelven analiticamente
las ecuaciones de geodésicas y obtienen trayectorias para particulas prueba; sin embargo,
no dan una interpretacion fisica al respecto. Es hasta 2015, que C. Blaga publica otro articulo
titulado Timelike geodesics around a charged shperically symmetric dilaton black hole [6], en
donde analiza las curvas geodésicas cualitativamente mediante el método de potenciales
efectivos y llega a la conclusién de que el movimiento geodésico en el limite extremal
describe potenciales iguales a los descritos por un campo newtoniano para cierto tipo de
coordenadas esféricas, pero no concluye por qué. A su vez, hasta el momento, no se han usado
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coordenadas de area para expresar la métrica en cuestion, situacién que sera abordada con
detalle en este trabajo.

Al dia de hoy, bajo las reservas de que haya algin trabajo al respecto, no se conoce la
razén de lo planteado al final del parrafo anterior.

1.2 Estructura del proyecto

A continuacion, para dar una introduccién completa a este trabajo, se definira la estructura
de este proyecto, empezando por plantear cual es la problematica a resolver y cudles son las
formas a través de las que se planea contestar a esta misma cuestion, que sera el centro de
interés de la investigacion.

1.2.1 Motivacién y problematica a resolver

La problemética central de este proyecto estd enmarcada en el &mbito de la Relatividad
General; en particular, en una teoria que abarca a un campo de Maxwell y a un campo
dilaténico. La idea es estudiar la solucion de agujero negro de esta teoria; y en particular,
analizar el movimiento geodésico de particulas masivas y no-masivas, haciendo énfasis en los
cambios cualitativos y cuantitativos que se presentan en el limite extremal.

El analisis del movimiento geodésico, en epecial el correspondiente a particulas no-masivas,
es relevante debido a que brinda una idea de las caracteristicas de la geometria del espacio-
tiempo; y ademas, es relevante en el contexto de la astrofisica [7].

Si bien la existencia de singularidades desnudas en principio esta descartada por la conjetura
de censura césmica, esta solucion resulta interesante debido a que permite un régimen de
singularidad desnuda que no requiere la postulacién de parametros que impliquen masas
negativas; y a su vez, permite realizar un analisis cualitativo del movimiento geodésico para
contrastar este régimen con el de agujero negro.

1.2.2 Plan de accion

El proyecto se dividira en 5 etapas esenciales para lograr describir el movimiento geodésico
deseado. En primera instancia, se hara una revision de los postulados mas importantes de la
Relatividad General, asi como de sus conecuencias mas relevantes; esto, para dejar claras las
herramientas a utilizar durante la investigacion.

La segunda etapa se basara en establecer las ecuaciones de campo en la teoria Einstein-
Maxwell-dilatén, de donde se propondra un ansatz como solucién para describir un agujero
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negro en dicho espacio-tiempo.

Luego, en la tercera etapa, se usara la solucién propuesta con el fin de establecer potenciales
efectivos que permitan describir, de forma general, un analisis de las curvas geodésicas para
particulas masivas y no-masivas; y posteriormente, se aplicara la condicién del limite extremal
a los potenciales propuestos para hacer el mismo analisis.

Consecuentamente con el hilo de la investigacion, en la cuarta etapa, se resolveran numéri-
camente las ecuaciones de las geodésicas en el limite extremal, graficando el comportamiento
de particulas prueba.

Y finalmente, para concluir este proyecto, se compararan los resultados numéricos y
cualitativos para describir integramente a las curvas geodésicas en el limite extremal, haciendo
énfasis en el caso de particulas no-masivas.



CAPITULO

Revision de Relatividad General

2.1 El fundamento fisico: Principio de Equivalencia

Para entender la Relatividad General hay que tener presentes los principios fisicos y
matematicos que la rigen. Estas primeras secciones estan dedicada a abordar el principio fisico
fundamental y uno de los conceptos matematicos mas relevantes, las variedades diferenciales.
A su vez, se supondra que el lector ya esta familiarizado con la Relatividad Especial.

La teoria de la Relatividad General estda fundamentada en el Principio de Equivalencia de
Einstein (PEE), el cual se complementa con otros dos principios: el Principio de Equivalencia
Débil (PED) y el Principio de Equivalencia Fuerte (PEF).

Todas las leyes de la fisica no gravitacionales son las mismas que las de la relatividad
especial para regiones del espacio-tiempo suficientemente pequenias [2].

Para regiones suficientemente pequenas de espacio-tiempo, el movimiento de un particula
en caida libre es el mismo tanto si la particula estda en un campo gravitacional como si
estuviese uniformemente acelerada [2].

Es claro que la aceleracion uniforme debe igualar la contribucion del campo gravitacional
para que se sostenga el concepto del enunciado anterior.
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Todas las leyes de la fisica son las mismas que las de la relatividad especial para regiones
del espacio-tiempo suficientemente pequenas [2].

Es claro que si se cumple el PEF, se cumple también el PED y el PED. Asi, resulta
natural a través del PEF, buscar la construccion de un modelo matematico en el que se
puedan usar de forma local los marcos de referencia con los que se trabaja en la Relatividad
Especial (marcos de referenciales inerciales cartesianos) para describir las leyes de la fisica; a
estos marcos se les conocera como Marcos de Referencia Inercial Locales MRIL.

Ahora bien, el modelo matematico mencionado en el parrafo anterior se fundamenta en un
ente conocido como variedad, objeto de estudio de la siguiente seccion.

2.2 Variedades diferenciales

Las variedades son estructuras matematicas abstractas que de forma local se comportan
como R™, con n € N [§]. Por esto, el PEF y la nociéon de MRIL invitan a usar a las variedades
como la realizacion matematica del modelo planteado en la seccién anterior.

En principio, las variedades que seran analizadas, seran n-dimensionales y diferenciables
tantas veces como se requiera.

Las propiedades de diferenciabilidad son necesarias ya que como es comun en fisica, se
requiere de un andlisis diferencial para describir el cambio de las variables u observables. Sin
embargo, es fundamental mencionar que al hablar de diferenciabilidad, este texto se enfocard
en la diferenciabilidad sobre estructuras relacionadas a conjuntos en R*.

Para dar ejemplos de estructuras que no son variedades, se puede describir el caso de una
linea recta intersecando un plano ortogonalmente, de tal forma que en la interseccion entre la
linea y el plano se describen localmente dos situaciones. En la primer situacion, se observa al
plano, definido en R?; mientras que en la segunda situacién, se observa a la recta, definida
en R. Asi, localmente no se mantiene fija la dimensién de los espacios que se asemejan a
la estructura, por lo tanto, no se esta trabajando con una variedad, como se muestra en la
Figura [2.1}

Por otro lado, una 2-esfera es el ejemplo de lo que si es una variedad, en donde siempre se
pueden construir sistemas coordenados, con misma dimensién, por cada punto de la esfera,
como se muestra en la Figura [2.2]

Con el fin de establecer mejor las ideas de lo que es una variedad n-dimensional diferenciable,
se presentaran a continuacién un conjunto de definiciones para especificar el concepto y lo
que este abarca.
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Figura 2.1.: Linea recta intersecando un plano ortogonalmente. En la interseccién, de forma
local, puede describirse tanto a un plano como a una recta.

Diferenciabilidad

Sea N el conjunto de los ntimeros naturales.

Y sean n,m € N — {0}.
Se dice que una funciéon ¢ : R* — R™ es de tipo CY si puede derivarse ¢ veces. Si

q — oo entonces C'? pasa a nombrarse C'™ y entonces, se dice que ¢ sera de tipo C*° si

puede derivarse tantas veces como se requiera.
A su vez, una funcién es suave si es de tipo C'°.

Para motivos de este texto, cuando se hable de diferenciabilidad, se referira a funciones
que cumplen con la definicién anterior. También se considerara que todas las funciones de R™

a R™ son suaves, a menos que se indique lo contrario.

Bola abierta

En R"™, una bola abierta es el interior de una n-esfera. Esta bola, esta definida por un
centro (z € R") y un radio (r € R).
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Figura 2.2.: 2-esfera en la que por cada punto se pueden construir sistemas coordenados con
misma dimension.

Conjunto abierto

Sea U C R".
U es un conjunto abierto en R™ si para toda x € U existe una bola abierta centrada en
x tal que la bola queda completamente contenida en U.

Carta

Sea M un conjunto arbitrario.

Una carta para un abierto de la variedad (U C M), es un conjunto W C M y una
funcién biyectica ¢ : W C M — V C R"™ tal que ¢(W) = V y V sea un conjunto
abierto en R". Esta carta, se suele denotar como (W,¢), y es a lo que usualmente se le
conoce como sistema coordenado.

Union suave

Sea M un conjunto arbitrario. Y sean (W,ow ), (V,¢y) dos cartas de dimensién n, en
M.

Se dice que estos sistemas estan unidos suavemente si W NV # (), y las funciones
bw o ¢y, Gy o ¢y estan definidas desde su dominio correspondiente (la interseccién
antes planteada) a conjuntos abiertos en R".
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Un atlas tipo C* o, simplemente un atlas (para simplificar la notaciéon), es una
coleccién de cartas {(Wa,0,)} tales que la unién de las U, sea M y las cartas estén
unidas suavemente. La primera condicion, en palabras, se dice como: la coleccion de
los U, cubre a M.

Finalmente, con todas las anteriores definiciones, se puede definir a continuacién lo que
es una variedad n-dimensional diferencal; sin embargo, la diferenciabilidad es implicita
debido a las suposiciones realizadas sobre las funciones, de tal manera que se utilizara
indiscriminadamente el término de variedad n-dimensional diferencial para hacer referencia
a las variedades cuyas funciones ya cumplen con todas las condiciones de diferenciabilidad
antes planteadas. Mas aun, para evitar ambigiiedades, en este texto, todas las variedades
mencionadas seran diferenciales a menos que se indique lo contrario.

Variedad diferencial

Una variedad n-dimensional diferencial es la coleccion de un conjunto M arbitrario
con un atlas completo correspondiente a este mismo conjunto. El ser completo, implica
que el atlas contiene a todas las posibles cartas para M [2].

Por motivos practicos y notacionales, usualmente se refiere a M como la variedad,
mientras que lo referente al atlas queda implicito.

2.3 Vectores y Tensores para la Relatividad General

Asumiendo que el lector tiene ya un bagaje de conocimientos relacionado al célculo tensorial,
se presenta en esta seccion los conceptos tensoriales basicos que se utilizan, en particular,
para la Relatividad General (RG). Puntualmente, se ahondara en las caracteristicas de los
vectores, de los tensores en general, y de uno de los tensores més importantes para la RG: la
métrica.

Los tensores son entes matematicos que son independientes de los sistemas coordenados, por
eso es que hacemos uso de estos objetos. De hecho, para evitar ambigiiedades, es importante
mencionar el siguiente principio, que esta motivado por lo mencionado al inicio de este parrafo:

Principio de covariancia

Las ecuaciones tensoriales son invariantes ante cambios de coordenadas.

Ahora bien, continuando con la presentacién de los conceptos tensoriales basicos, es
importante introducir la siguiente definiciéon:
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2. Revision de Relatividad General

Derivada direccional

Sean M una variedad n-dimensional y p € M. A su vez, sean ¢ el mapeo en una carta
de M, ~ una curva que pasa por p, y f una funcién sobre M. Si A\ parametriza a -,
entonces la derivada direccional de f a lo largo de v en el punto p es

daf | _ d(fon)

= . 2.1
dx |, dX 2.1)

Si se desarrolla (2.1) se puede demostrar (2.2) [8]. Asi, se identifica al vector tangente
como el operador de derivada direccional, descrito en ({2.3]).

df  dz" Of

-~ _ = = 2.2
d\ d\ Oxt’ (2:2)
d dz* 0

- 2.
dA d)\ Oxt’ (2:3)

donde {x*} representa el sistema coordenado que describe a la curva parametrizada por A.
Y las derivadas parciales se realizan respecto al sistema coordenado de elecciéon. Véase que
representa un operador de la derivada direccional, que estd determinado por curvas que
pasan por p. Geométricamente esto es conveniente, porque el operador anterior, por mera
contruccién, es independiente de coordenadas, gracias a la regla de la cadena.

Con lo anterior, se define al:

Espacio tangente sobre un punto p

Sea M una variedad, y sea p € M .
Se define al espacio tangente en p (T}) como el conjunto de todos los operadores de
derivada direccional (vectores tangentes) determinados por curvas que pasan por p.

Puede demostrarse que el espacio tangente en cualquier punto de una variedad, es un
espacio vectorial [2]. De hecho, trabajar en espacios tangentes es ventajoso, ya que a partir
de ellos se definen los tensores, que a grandes rasgos son funciones multilineales que estan
definidas del producto cartesiano entre espacios tangentes y sus espacios duales, a nimeros
reales. Aun asi, hay que tomar esta anterior proposicién con reservas, porque por construccion,
los tensores tienen una relaciéon intrinseca con las variedades, en tanto, estan determinados
por productos tensoriales entre los vectores de las bases que generan a los espacios tangentes
y sus espacios duales [9].

En RG, las variedades son la estructura en que esta moldeado el espacio-tiempo, y los
vectores a usar, son los pertenecientes a los espacios tangentes de la variedad usada [2].

De es claro que las derivadas parciales son base de T}, y las derivadas de las coordenadas
del sistema respecto al parametro, son las componentes del vector. A este tipo de base que
resulté se le conoce como base coordenada, la cual si es dependiente de coordenadas; pero
es intuitiva de visualizar y analizar.
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Es importante decir que la base coordenada es la base preferente al trabajar en RG; sin
embargo, hay otras bases que se pueden usar. La particularidad de la base coordenada es que
bajo transformaciones de coordenadas sigue, mediante la regla de la cadena, la relacién dada

en @)

o ozt D

oxv  Oz¥ Oxk’ (2:4)

Ley de transformacién para componentes vectoriales

Si se tiene en general un vector D = D“%, por las caracteristicas tensoriales que
se buscan asignar, entonces D no puede cambiar ante cambio de bases, por lo que
por se sigue , ya que los cambios de bases son consecuencias del cambio de
coordenadas

i
~ Oxt

D* =
ox”

(2.5)

La ley de transformacion para componentes vectoriales es lo buscado para tensores de rango
(1,0), también llamados vectores. Pero también hay otros entes matemaéticos relevantes, y
es que, similarmente a la construccion de los vectores, se puede introducir el concepto de
espacio dual.

Espacio dual sobre un punto p

Sea, M una variedad, y sea p € M .

Se define al espacio dual en p (T;‘,) como el conjunto de todas los mapeos lineales
que van del espacio tangente (en p) a los reales. Es decir, si hay un elemento w € T
entonces w : T, = R y w es lineal.

Como caracteritica intrinseca del espacio dual, puede demostrarse que es un espacio vectorial

[2].

A los vectores en el espacio dual se les llaman vectores duales o covectores; y andalogamente
a los vectores, se toma un vector dual que ayudara a construir el espacio dual. Asi, el vector
dual por excelencia en RG es lo que comunmente se conoce como diferencial. Asi, una base
para el espacio T;(M ), son los diferenciales de las funciones coordenadas x*.

Similar a los vectores, los vectores duales operan bajo cambio de coordenadas de la siguiente
forma:

dz” = aidx“. (2.6)

- Oz
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Ley de transformacion para componentes duales

Si se tiene un vector dual N = N,dz", entonces, debido a (2.6 y a la invariancia
tensorial bajo cambios de coordenadas, las componentes de los vectores duales se
transforman bajo cambios de coordenadas como

oz

NI/:_ )
oz "

2.7)

La ley de transformacion para componentes duales es lo buscado para tensores de rango
(0,1), también llamados covectores. Por lo tanto, {dz*} es conocida como la base coordenada
para el espacio de covectores (o espacio cotangente en p).

Ahora bien, dado lo anterior, es posible generalizar las leyes de transformacion de compo-
nentes a una ley de transformacién de las componentes de un tensor de rango (k,[), como se
enuncia a continuaciéon:

Ley de transformacion para componentes de un tensor

Si T es un tensor de rango (k,[), sus componentes, bajo cambios de coordenadas, se
transforman como
ozt Qxtk Oz O

A
T = THY b 2.8
Ve Oxk " Qxtk O 9 T e ( )

Debe recordarse que no siempre las derivadas parciales de tensores son tensores. De hecho
solamente en el caso de la derivada parcial de un tensor de rango (0,0), el resultado si es un
tensor (de rango (0,1)) [9].

Otro caso particular es el del espacio-tiempo plano, donde por las transformaciones de
Lorentz, es posible encontrar un sistema coordenado (coordenadas cartesianas del espacio-
tiempo de Minkowski) donde la derivada parcial de un tensor si devuelve un tensor; es decir,
en espacios-tiempos planos. No obstante, al generalizar a otros espacios-tiempos, es donde la
derivada parcial de un tensor no devuelve un tensor, a saber, a espacios-tiempos curvos [10].
Esto se discutirda mas a fondo al hablar de derivadas covariantes y el tensor de curvatura.

2.4 Tensor métrico y métrica

La métrica es un objeto geométrico fundamental en RG. De hecho, podria decirse que es
el méas importante, ya que determina la mayoria de cantidades fisicamente importantes para
entender la gravitacion.

De forma intuitiva, y con base a la Relatividad Especial, se sabe que el tensor métrico es un
objeto geométrico que determina la idea de distancia entre dos puntos. Mas especificamente,
este da estructura para determinar la distancia entre eventos en el espacio-tiempo [2].
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Antes de continuar la discusion, se presentara la distincién entre métrica y tensor métrico.
Para ello, se enuncian las siguientes definiciones:

Tensor métrico en un punto p

Sea M una variedad y p € M.
Se define al tensor métrico en p (g(p)) como un tensor que actiia sobre pares de vectores
en T, y devuelve su producto escalar.

Métrica

Sea M una variedad.
Se define a la métrica para M (g) como el campo tensorial conformado por los tensores
métricos de los puntos de M.

\. .

Como aclaraciéon, cuando se use g se hara referencia a la métrica como objeto geométrico;
mientras que cuando se use g, se estara haciendo referencia a las componentes de la métrica
respecto a alguna base para los espacios tangentes.

A continuacién se presentan caracteristicas derivadas de las dos definiciones anteriores [2]:

1. El tensor métrico es un tensor de rango (0,2).

2. Por definicién, el tensor métrico aplicado a un vector consigo mismo, representa la norma
al cuadrado del vector, que es un escalar; es decir, un invariante ante transformacion de
coordenadas.

3. El tensor métrico es un tensor simétrico.
4. Vista en su forma matricial, la métrica es una matriz no-singular; es decir, |g,,| = g # 0

5. Como consecuencia de 4, siempre existe inversa (¢g"”) de tal forma que al contraer esta,
se cumple que ¢""g,, = 9]

6. Como consecuencia de 3, la métrica es simétrica; por lo tanto, también la inversa; ergo,
g = g

7. En la manipulacion de tensores, tanto la métrica como su inversa, sirven para cambiar la
ubicacion de indices en las componentes de otros tensores, ya que la métrica establece un
isomorfismo entre los espacios tangentes y cotangentes; esto se traduce en la operacion
de subir y bajar indices [2].

8. La métrica puede tener una forma candénica que béasicamente caracteriza sus com-
ponentes en forma de una matriz diagonal con ciertos valores. Se suele escribir como
g = diag(—1,—1,—1,....,1,1,..., 1), donde primero se colocan los signos negativos y
luego los positivos. Estos digitos son los que se presentan en la diagonal. Cabe decir
que el orden depende de la convencién usada por el texto [2].
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2. Revision de Relatividad General

9. La signatura de una métrica es la suma de sus eigenvalores positivos menos la suma de
sus eigenvalores negativos. Por otro lado, dependiendo estas combinaciones de niimeros,
se puede clasificar la métrica como se muestra a continuacion.

a) Si todos los valores en la forma candnica son positivos, entonces la métrica es
Riemanniana o definida positiva.

=

Si solamente hay un menos en la forma canoénica, la métrica es pseudo-Riemanniana
o Lorentziana. Usualmente, las métricas usadas en la RG son Lorentzianas.

el
~—

Si la forma candnica tiene mas de un valor negativo, entonces la métrica se conoce
como indefinida.

10. En RG siempre es posible escribir el tensor métrico en forma candnica, en un punto p
sobre la variedad (M) en cuestion. En general, este resultado no aplica para vecindades
alrededor de p. De hecho, se puede ser atin méas especifico y decir que para cada punto
p hay un sistema de coordendas en el que la métrica se escribe en su forma candnica y
sus primeras derivadas en p se anulan; mas aun, en la RG, la forma candnica es la de
la métrica de Minkowski (espacio tiempo-plano), y estas coordenadas, son conocidas
como coordenadas localmente inerciales [2].

A partir de la discusién anterior, se pueden relacionar los sistenas de coordenadas
localmente inerciales con la idea de los MRIL; es decir, se puede realizar un MRIL en
un punto p € M mediante la construccién de coordenadas localmente inerciales en p.

El parrafo anterior representa las condiciones matematicas en el PEF del concepto
de regiones suficientemente pequenas de espacio-tiempo. A su vez, hay que recalcar
que estas caracteristicas son puntuales; es decir, dependen de cada punto en el espacio-
tiempo.

2.5 Particularidades sobre la integracion

Al momento de integrar en el espacio-tiempo, debe considerarse un factor extra determinado
por la geometria de la variedad en cuestion (region de espacio-tiempo); es decir, determinado
por la métrica. Eso se debe a que si inicamente se considera el elemento de volumen, se tiene
que este se transforma como la densidad de un tensor [9]; sin embargo, siempre se busca que
ante cambios de coordenadas, todo siga preservandose como un tensor. Por ello, para que sea
invariante bajo cambio de coordenadas, es importante considerar el factor extra para evitar

la densidad.
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2.6. Derivada covariante

Intregacion de funciones escalares

La integral de funciones escalares (1)) sobre variedades n dimensionales diferenciales
(con métrica g,,) dotadas con un sistema coordenado arbitrario {z*}, estd dada por

/\/@w &'z, (2.9)

donde g es el determinante de la métrica.

2.6 Derivada covariante

Debido a que la derivada parcial no funciona como una generalizacién de derivada direccional
para espacios con curvatura, se establece entonces la derivada covariante como una
alternativa para diferenciar tensores y obtener tensores. Dicho de otra manera, se define a la
derivada covariante para que exista una independencia de coordenadas, como lo demandan
las propiedades tensoriales.

Para motivos practicos, esta seccién sera puntual. Se mencionara su definiciéon y se descri-
biran las caracteristicas de esta derivada en la RG.

Derivada covariante

Sean M una variedad; T'y A tensores del mismo tipo; y f una funcién escalar sobre
M, entonces la derivada covariante es un tensor que debe cumplir en general tres
propiedades basicas que se muestran enlistadas a continuacion [9]:

1. Linealidad:
V(T+A)=VT + VA. (2.10)

2. Regla del producto:
V(fT)=({df ®T) + f(VT). (2.11)

3. En funciones escalares (¢) sobre M, es la derivada parcial:

V) = X (2.12)

oz’

Note que de entrada, una propiedad intrinseca a la derivada covariante debido a su
construccién, es que aplicada a un tensor, da como resultado otro tensor [9], por lo que
respeta las leyes de transformacion para tensores ante cambio de coordenadas. De lo anterior,
se puede rescatar que la derivada parcial de una funcién escalar si es un tensor.

Con base a todas las propiedades anteriores, es posible demostrar que las componentes de

17



2. Revision de Relatividad General

la derivada covariante de un tensor D de rango (k,!) estan determinadas por

O DB
V,Dbihk = 831:./;” + Fﬁé Dfl“_?.;;“k — Ffwl Dg}/;fﬁl — (2.13)

donde los coeficientes I'}; son conocidos como coeficientes de la conexién; estos
coeficientes determinan la forma en la que los vectores (o vectores duales) son transportados
paralelamente a lo largo de una curva, de un espacio tangente (o espacio dual) a otro [2]. La
idea de transporte paralelo serd abordada en la siguiente seccion.

En principio, la conexién no es un tensor, simplemente es un conjunto de coeficientes que
también codifican informacién geométrica, aunque no necesariamente de forma invariante
ante cambios de coordenadas [9].

Tensor de torsion

Si I'},5 representa a los coeficientes de la conexién, entonces el tensor de torsién (77) se
define a través de sus componentes, asociadas a una base coordenadas, como

il = AE 2 (2.14)

. J

Asi, dado lo anterior, hay que recordar que fisicamente, en la RG se busca que la métrica
no cambie a través de cambios tensoriales sobre la variedad analizada (compatibilidad de la
métrica), y que la variedad involucrada tenga torsidn cero, es decir, que F’,fﬁ = Ffuﬁ) [2.

Conexion de Levi-Civita

En general, muchas conexiones pueden estar asociadas a una variedad n-dimensional
diferencial; sin embargo, para la RG se usa una conexién tnica [2] determinada por la
métrica; es decir, por la forma en la que se mide en la variedad. A los coeficientes de
esta conexién peculiar con las caracteristicas mencionadas anteriormente se les conoce
como Simbolos de Christoffel, y a la conexion, como Conexién de Levi-Civita.

Como comentario adicional, cabe mencionar que la compatibilidad de la métrica se escribe

matematicamente como sigue:
V,g"" = 0. (2.15)

Considerando todos los atributos mencionados en esta seccién, se puede mostrar que la
conexién de Christoffel estd determinada de manera tnica por la métrica como sigue [9)

FH,B — lgup agﬁp + agPV _ agl’ﬁ

2 oxv  0xP oxP (2.16)

Finalmente, hay que mencionar que a las conexiones se les exige que las componentes de
contracciones conmuten [9], por lo tanto, se extiende a tensores que, si se tiene un tensor 7'
de rango (k,l) en una variedad M, se cumple:

V(TV) = (VT)* (2.17)

Yo'
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2.7 Transporte paralelo y geodésicas

El transporte paralelo de un vector a lo largo de una curva es la operacién de transportarlo
manteniéndolo constante respecto a la curva durante todo el trayecto [2]. A continuacién, se
define matematicamente el concepto antes mencionado:

Transporte paralelo

Sea A un tensor de rango (k,[) en una variedad arbitraria M, y v una curva en M que
esta parametrizada por A. Se dice que A es transportado paralelamente a lo largo de la
curva v si se cumple

DANHHe P

— = —V, Al Hk — ), 2.18
<d)\ >a1,..al d\ P o ..o ( )
Donde d% = %Vp es el operador diferencial que generaliza a la derivada direccional,
llamado derivada direccional covariante.

Como en RG se impone que las métricas sean compatibles, entonces sigue que la métrica
esté transportada paralelamente en cualquier curva usada sobre la variedad correspondiente
al problema en cuestion [9].

El transporte paralelo preserva la norma; respecto a métricas compatibles y vectores
transportados paralelamente de la siguiente manera [2]:

D
(@A B") = 0. (2.19)

Por otro lado, las curvas geodésicas son curvas que transportan paralelamente a su vector
tangente [2]. A continuacién, se define matematicamente el concepto antes mencionado:

Curva geodésica

Sea z#(\) una curva parametrizada en una variedad M, se dice que 2#(\) es una curva

geodésica si pasa que
D dz*

d)\( d\ )
A este tultima expresion se le conoce como la ecuacién geodésica.

= 0. (2.20)

La anterior definicién es valida para cualquier conexién; en particular, si la conexion es
la de Levi-Civita, la definiciéon coincide con la curva que extremaliza la distancia entre dos
puntos de la variedad en cuestién [8]. Asi, en el caso de la conexién de Levi-Civita, las
curvas goedésicas son una extrapolacion de lo que es una linea recta en el espacio euclideo;
y es que, una linea recta en el espacio euclideo es el camino de menor distancia entre dos
puntos; sin embargo, existe una definicién alternativa a esto, ya que usando la conexién
antes mencionada, se puede decir que la linea recta en el espacio euclideo es el camino que
transporta paralelamente su propio vector tangente [2].
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Las geodésicas presentan propiedades e interpretaciones de muchisima utilidad para el estu-
dio de la gravitacion clésica de espacios-tiempos curvos (en este caso, la RG). A continuacién
se presenta un listado de estas propiedades:

= Las geodésicas son los caminos que siguen las particulas prueba en caida libre. Especifi-
cando aun mas, las particulas de prueba son cuerpos que no generan influencia sobre la
geometria por la que avanzan o se mueven. La idea anterior es una aproximacién, no
siempre es cierto, ya que cualquier particula con energia y momento puede interactuar
con el espacio-tiempo y curvarlo aunque sea minimamente; sin embargo, estas ideas se
abordaran mejor cuando se planteen las ecuaciones de Einstein.

» El parametro de las curvas geodésicas en RG es por excelencia, el tiempo propio (7),
para curvas con vectores tangentes tipo tiempo. Usualmente cualquier otro parametro
es un parametro afin (\) tal que A = ar + 3, para a y [ constantes. Es plausible
usar cualquiera de estos dos parametros en la ecuacion de las geodésicas, no importa
cudl, ya que la ecuacién queda invariante ante cambios de estos mismos pardmetros [9].
Claramente, si el parametro no es afin, entonces no se cumpliria la ecuacion geodésica.

» Las particulas en caida libre siempre se mueven en la direccién en que apunta su
momento [2]. Esto es una consecuencia de que al escribir la ecuacién geodésica con el
tiempo propio como pardmetro, se encuentra la siguiente ecuacion equivalente

P’Vp™ = 0. (2.21)

En (2.21)) se tiene que p® es el cuadrimomento de la particula en cuestién.

Debido a que la ecuacién geodésica es una ecuacion diferencial de segundo orden, se tiene
que entre dos puntos, la curva geodésica es tnica dadas las condiciones iniciales; es decir, si
se da el punto inicial y el vector tangente inicial, entonces la solucion a la ecuacion geodésica
es Unica.

No obstante a lo anterior, es importante recalcar que en una variedad plana, el transporte
paralelo de un punto a otro no depende de la curva que se use para hacerlo, mientras que en
una variedad con curvatura si depende de la curva; es decir, hay varias maneras de hacer el
transporte paralelo de un punto a otro en una variedad con curvatura [9]. Un ejemplo intuitivo
de una variedad con curvatura en la que puede existir mas de una curva que transporte
paralelamente a un vector V' es el de una 2-esfera, como se ilustra en la Figura [2.3]

Partiendo de la Figura [2.3] al transportar el vector V' de pl a p por un meridiano y luego
el mismo vector transportarlo de pl por el ecuador a p2, para después transportarlo por otro
meridiano a p, se observa que se obtienen dos vectores distintos; esto indica que la variedad
tiene una propiedad intrinseca llamada curvatura, la cual cuantifica qué tan distintos son
estos dos vectores tansportados en p.
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Figura 2.3.: Transportes paralelos distintos del vector V', partiendo de pl y terminando en p,
donde T'1 es el espacio tangente asociado a pl, M es la variedad (2-esfera) y las
circunferencias maximas son las curvas geodésicas.

2.8 Tensor de curvatura

El tensor de curvatura, también conocido como tensor de Riemann (R, ), es un tensor
de rango (1,3). Este, es el tensor que cuantifica formalmente la curvatura de variedades
diferenciales n-dimensionales. En tal razén, para la RG, el tensor de Riemann permite
cuantificar la curvatura del espacio-tiempo. Y cabe decir que en particular, el tensor de

curvatura describe de forma local la curvatura en cada punto de una variedad [§].

Para fines de este proyecto basta mencionar cémo se determinan las componentes del tensor
de Riemann respecto a una base coordenada; estas estan dadas por

org, org,
Ry = o = S T TS, — T35, (2.22)

La anterior expresién es valida para la generalidad de las conexiones [9]; sin embargo, en la
RG se considera la conexién de Levi-Civita y los coeficientes I', 5 son los llamados simbolos
de Christoffel. De esta ultima conexion y las herramientas matematicas ya mostradas, se
obtienen dos resultados importantes. Estos son:

1. Si existe un sistema coordenado en el que las componentes de la métrica sean constantes,
puede concluirse que el tensor de curvatura se anula [9].
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2. Si el tensor de curvatura se anula, siempre existe un sistema coordenado en el que las
componentes de la métrica son constantes [2].

En la Tabla se muestran las propiedades basicas que presenta el tensor de Riemann. Estas
son fundamentales porque permiten determinar la cantidad de componentes independientes
del tensor. En particular, para una dimensionalidad cuatro (espacio-tiempo en particular), el
tensor presenta 20 componentes independientes [2].

No. Propiedad
1 R, =R,
2 RUIWV = gtTCYRfLéV'y
3 Ra,uzry = _R,umry
4 Ropy = —Ropy
5) RJNV’Y = Ru'yau
6 Rauu’y + Rau'yu + Ra'yw/ =0
7 VpRopy + ViRopyy + Vi Ropyp =0

Tabla 2.1.: Propiedades béasicas del tensor de Riemann.

También en la Tabla a la propiedad 6 se le conoce como primera identidad de
Bianchi; mientras que a la propiedad 7 se le conoce como segunda identidad de Bianchi.
Y en general, a estas dos expresiones se les conoce como las identidades de Bianchi.

Tensor de Ricci

El tensor de Ricci es definido como

R,, = R® (2.23)

oap’

es decir, como una contraccion del tensor de Riemann. De donde, para la conexién de
Christoffel, esta es la tinica contraccién independiente [9].

De las propiedades basicas para el tensor de Riemann, se sigue que el tensor de Ricci es
un tensor simétrico [9)].

Escalar de Ricei

Del tensor de Ricci se obteniene una cantidad escalar, a la que se conoce como escalar
de Ricci. Esta cantidad escalar esta dada por

R=R%, = g* Ry, (2.24)

Tanto el escalar como el tensor de Ricci codifican la informacién sobre la curvatura, pero
solamente la correspondiente a las trazas distintas de cero del tensor de curvatura. Podria
haber informacion que no esté siendo contemplada al momento de trabajar con las cantidades
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mencionadas al inicio de este parrafo. Sin embargo, hay un tensor que guarda toda esta
informacion relevante para la descripciéon de una regién en el espacio-tiempo, este es el
tensor de Weyl, ya que incluye la informacion que fue descartada al momento de considerar
solamente a las trazas del tensor de curvatura.

Tensor de Weyl

Sea Rj,,. el tensor de curvatura en una region de una variedad M con dimension n, se
define al tensor de Weyl (W,,,,.,) como el tensor de Riemann sin sus contracciones; es
decir

2 2
Wouvy = Ropw ol Gyul — ————(Gotw Bty — Guiv Rte)-  (2.25
oy poy T (n—2)(n—1)g v9u (n_2)(9 Ry — Gup Rojo) ( )

Finalmente, de todas las cantidades tensoriales mencionadas, se suele definir consecuente-
mente un tensor de alta relevancia para la RG. Este es, el tensor de Einstein. En esta
seccion, solamente serd definido y se mencionard una caracteristica matematica fundamental;
sin embargo, toda la informacién sobre como interpretar a este tensor fisicamente se dejara
para la siguiente seccion.

Tensor de Einstein

Sean gy, la métrica y R,, el tensor de Ricci en una regién de una variedad M, se define
al tensor de Einstein como

1
Gop = Rop = 5 R0y (2.26)

Matematicamente, como la métrica y el tensor de Ricci son simétricos, entonces es practi-
camente inmediato ver que el tensor de Einstein también es simétrico.

De puede hacerse la observacién de que en el tensor de Einstein se ven involucrados
otros tensores que describen la geometria, como lo son la métrica, el tensor de Ricci, y el
escalar de Ricci. De tal manera que el tensor de Einstein evoca a pensar directamente en una
descripcion geométrica del espacio-tiempo si se piensa en el contexto de la RG; méas atn,
la existencia del tensor de Einstein, aunada a las identidades de Bianchi, implica que este
tensor tiene divergencia cero [2]; es decir,

V,G7 = 0. (2.27)

Anteriormente se mencioné que el escalar de Ricci es un escalar que codifica parte de la
informacion sobre la curvatura; no obstante, a través del tensor de Weyl también es posible
obtener un escalar que codifica parte de la informacién de curvatura. Es por eso que en
ocasiones se hace referencia a estos escalares como escalares de curvatura; es decir, hay mas
de uno, dependiendo a qué tensor estan asociados y de qué tipo de informacién representan.
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2. Revision de Relatividad General

2.9 Gravitacion en la RG

El objetivo principal de la RG es describir a la gravitacién. Einstein propone el PEF como la
idea que fundamenta fisicamente a las ecuaciones matematicas que describen la gravitacién, las
cuales son conocidas como ecuaciones de campo de Einstein, o simplemente, ecuaciones
de Einstein.

J. Wheeler resumi6 la idea de la descripcion geométrica de la gravitacion en su famosa
observacion “Matter tells Spacetime how to curve, and Spacetime tells matter how to move”
[T1]. La interpretacién en esta idea, es que la curvatura del espacio-tiempo describe comporta-
mientos de la materia, y que la gravedad se manifiesta como curvatura debido a la existencia
de materia.

La justificacion de la interpretacion antes mencionada, se basa en el PEF, que proporciona
la idea de que la gravedad en la naturaleza es una manifestacién universal; es decir, que
afecta a todas las particulas y, a todas las formas de energia y momento. En tanto, para
Einstein, algo universal como lo es la gravedad, deberia ser descrito como una caracteristica
fundamental del medio en el que los campos de materia se propagan; esto es, la gravedad es
una descripcién del entorno fisico en el que se encuentra la materia; mas no una fuerza [2].

El parrafo anterior es entonces la conexién entre el fundamento fisico y la matematica.
Ya que por el mismo PEF, como en regiones suficientemente pequenas de espacio-tiempo
es imposible detectar la existencia de un campo gravitacional por medio de experimentos, y
como en las variedades n-dimensionales diferenciales se ha presentado que es posible encontrar
MRIL, entonces la identificacién es clara con la matematica. Se identificara al espacio-tiempo
como una variedad que permita analizar MRIL; de tal manera que en estos MRIL las leyes
de la fisica se reduzcan a nada mas y nada menos que las leyes de la relatividad especial.

Como ya se defini6 el entorno preferido en el que se trabajard (variedades n-dimensionales
diferenciales), ahora se deben generalizar las ecuaciones a caracteristicas tensoriales para
tener descripciones como las planteadas en secciones anteriores. De tal manera que, en la
construccion de las leyes fisicas para un espacio-tiempo curvo, se puede usar el principio de
acoplamiento minimo [2]. A continuacién, se define este principio a través de un orden
jerarquico:

Principio de acoplamiento minimo

1. Encontrar una ley fisica valida en coordenadas inerciales en el espacio-tiempo
plano.

2. Escribir la ley en su forma tensorial aplicando n — g y 0 — V; donde 7 es la
métrica de Minkowski, g es la métrica en el espacio-tiempo curvo, 0 es la derivada
parcial y V es la derivada covariante en el espacio-tiempo curvo.

3. Afirmar que la ley descrita en 2 es una ley valida en el espacio-tiempo curvo.
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2.10. Simetrias en RG

Asi, usando el anterior concepto, se postulan a las ecuaciones de Finstein como una
descripcién del campo gravitacional [2], dadas por

G = 87GT,,. (2.28)

Es importante decir que a lo largo del texto se consideran unidades donde la velocidad de la
luz es ¢ = 1 (con respectivas unidades y equivalencias), por lo que la velocidad de la luz no
aparece explicitamente en , pero es importante que sea considerada cuando se manejan
otros sistemas de unidades. A su vez, como comentario adicional, debe decirse que T}, es el
ya conocido por la relatividad especial, tensor de energia-momento. Y, como observacion
adicional, GG es la constante de gravitacion universal.

En la anterior ecuacion puede visualizarse claramente una relacién entre la geometria del
espacio-tiempo (descrita por el tensor de Einstein) y la energia-momento (descrita por el
tensor de energia-momento); de donde se tiene que la energia-momento determina la geometria
del espacio-tiempo, fisicamente hablando.

Para finalizar esta seccién, hay que mencionar que la ecuaciones de Einstein representa
una teoria de campos. Asi que una de las formas en las que se pueden obtener las ecuaciones
de campo, es haciendo uso del principio de minima accién [9] que propone la formulacion
lagrangiana para teorias de campo. Sin embargo, esto sera abordado con mayor detenimiento
en el tercer capitulo de este trabajo.

2.10 Simetrias en RG

Las ecuaciones de Finstein son un conjunto de ecuaciones diferenciales no lineales [9] que
pueden ser dificiles de resolver en un caso general; sin embargo, si se suponen ciertas simetrias
para el espacio-tiempo (y el contenido de energia-momento) es posible encontrar soluciones,
incluso de manera analitica [2].

Por lo anterior, suelen hacerse consideraciones de simetria que no solamente simplifican las
ecuaciones de Finstein, sino también las ecuaciones geodésicas. Por lo mismo, es importante
establecer lo que es una simetria; y en particular, debido a los objetivos de este proyecto,
bastara con definir el concepto de simetria a través del uso de sistemas coordenados. Ergo, a
continuacion se define al sistema de coordenadas adapatado a una simetria:
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2. Revision de Relatividad General

Sistema de coordenadas adaptado a una simetria

Sea M una variedad y sea ¢ la métrica asociada a la variedad. Se dice que si M
posee simetria, entonces existe un sistema coordenado {z®} conocido como sistema de
coordenadas adaptado a la simetria, tal que

09

e =0, (2.29)

para algtin valor de «; se dice también que g, es independiente de x* [2].

Véase que (2.29) implica que la geometria no varia a lo largo de una coordenada en
particular, lo cual es consistente si se piensa en simetria de forma intuitiva y con base a
conocimiento empirico.

Ahora bien, ya que el objeto de interés en este proyecto es la RG; y més aun, las curvas
geodésicas, lo que busca hacerse es describir a particulas con cuadrimomento en un fondo
curvo, por lo que la ecuaciéon geodésica puede escribirse como ya se habia mostrado en ([2.21)).
Notese que al aplicar la derivada covariante, esta ecuacion es equivalente a escribir

50p
P'o 5 = Thalps =0, (2.30)
de donde, por la definiciéon de cuadrimomento de una particula con masa m y por regla de la
cadena, se observa que los cambios de momento respecto al tiempo propio estan dados por

5apa _ d:rﬁ 8]7@ _ dpa

o = ) 2.31
p 0xP m dr 0xP mn dr ( )
Y a su vez
dg 998 99 OGup
I o HE 2220 pPps = —Zk 2.32
%P ps = 29 ( 505 T ape B | PP s pp". (2.32)
Porque pPpH es simétrico
Por consecuente, ([2.30)) se simplifica en
dpo 1 (0gu8\ 5 ,
— = | == . 2.33
m dr 2 ((‘ha pp ( )

Sin embargo, si se tiene que la coordenada x es tal que la métrica es independiente de esta,
entonces, de (12.33)), se sigue:

dpa

dr
es decir, si la métrica es independiente de alguna coordenada, se conserva una de las
componentes del cuadrimomento a lo largo de la trayectoria parametrizada por el tiempo
propio; pero el tiempo propio y pardametros afines son los validos para la ecuacion geodésica;
asi, la simetria implica en este caso la existencia de cantidades conservadas, lo cual lleva a
la siguiente definicion:

= 0; (2.34)
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2.10. Simetrias en RG

Vectores de Killing

Sea M una variedad, sea {x®} su conjunto de coordenadas correspondiente, y sea g,
la métrica asociada a la variedad. Si {z*} es el conjunto de coordenadas de las que
la métrica es independiente, entonces se define al vector de Killing respecto a la
coordenada z® 2] como:

0
K(a) = — 2.35
(CY) ore’ ( )
de donde sus componentes quedan determinadas como:
a H
Kat==—| = 2.36
(@ = (o) = (236)

A través de los vectores antes mencionados, quedan determinadas las cantidades conservadas;
que a su vez, estan dadas por el cuadrimomento, que engloba la informacién del movimiento
de la particula. Esto es de gran utilidad porque solamente con estos vectores, que son una
consecuencia de la geometria del espacio-tiempo, se pueden determinar propiedades de las
particulas.

Cabe decir que los resultados obtenidos se generalizan por consistencia para particulas
no-masivas, ya que las geodésicas para casos fisicos son establcecidas para particulas masivas
y no-masivas.

Por ende, con todo lo establecido en esta seccién, es posible definir una ecuaciéon para saber
cuales son las cantidades conservadas a través de primero encontrar los vectores de Killing.
Hasta el momento, todo el andlisis se hizo a partir de saber que existia una coordenada de la
que la métrica era independiente, y con ello establecer al vector correspondiente; no obstante,
véase que las cantidades conservadas presentan esta caracteristica de conservacion respecto al
tiempo propio; es decir, la derivada direccional covariante de la cantidad conservada se anula,
ya que la derivada direccional para el caso de geodésicas estd parametrizada en principio por
el tiempo propio o parametros afines.

Dicho lo anterior, es claro que para encontrar las cantidades conservadas, basta encontrar
los vectores de Killing, los cuales quedan determinados por la derivada direccional covariante
a través de la siguiente ecuacion:

pﬁvﬁ(Kapa) = Oa (237)

donde p® representa a las componentes del cuadrimomento de la particula en cuestién, y K

representa al vector de Killing a encontrar a través de la ecuacion, conocida como ecuacién
de Killing.
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CAPITULO

Agujero negro en la teoria Einstein-Maxwell-dilaton

Para estudiar a los agujeros negros en la teoria Einstein-Maxwell-dilaton, primero hay
que estudiar el origen de los agujeros negros; y es que estos son consecuencia de la RG.
Asi, el objetivo de este capitulo es introducir una de las soluciones clasicas a las ecuaciones
de campo de Einstein (solucion de Schwarzschild), con la cual podra entenderse a grandes
rasgos qué es un agujero negro y como puede describirse en caso de tener simetria esférica,
ser estatico y no tener carga; de tal manera que con dicho conocimiento se pueda abordar la
aproximacion a bajas energias de un agujero negro tipo Gibbons-Maeda-Garfinkle-Horowitz-
Strominger (GMGHS) [3][4], el cual esta descrito por la teoria Einstein-Maxwell-dilaton; es
decir, por campos gravitaciones, electromagnéticos y dilatonicos. Por lo mismo, se dara un
breve acercamiento sobre lo que es el campo dilaténico para saber como se relaciona con los
otros campos en este tipo de teoria; luego, se mostrara la acciéon propuesta por GMGHS
para agujero negro, las ecuaciones de campo correspondientes, y el ansatz de solucion; esto,
con la finalidad de obtener a través de cambios de coordenadas las condiciones para el limite
extremal de este agujero, que son fundamentales para el objetivo de este trabajo.

3.1 Solucién de Schwarzschild

La solucién de Schwarzschild (SSc) es una solucién exacta a las ecuaciones de campo
de Einstein en vacio, considerando una métrica con simetria esférica y estatica. Es decir,
en general, la SSc considera que la métrica del espacio-tiempo tiene simetria esférica y su
fuente de campo gravitacional es estdtica. De hecho, basdndose en [2], puede probarse que en
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3. Agujero negro en la teoria Einstein-Maxwell-dilaton

coordenadas esféricas, la métrica descrita por el elemento de linea en la SSc es

~1
ds* = — (1 - 2€M) dt? + (1 - 2(1M) dr? + r2d2, (3.1)

donde G es la constante de gravitacion universal, M es la masa del cuerpo alrededor del cual
se esta considerando la métrica con simetria esférica, y €2 es el angulo sélido asociado a las
coordenadas esféricas.

Ahora bien, en la SSc se menciona la masa del cuerpo alrededor del cual se esta considerando
la métrica. La forma de pensar esto es intuitiva; en general, si se tiene un cuerpo masivo con
simetria esférica (como una estrella o un planeta) con masa M, este generard una curvatura
en el espacio-tiempo como plantea la RG. describe la métrica alrededor del cuerpo
masivo, por eso se resuelve en vacio, para solamente modelar la dindmica de objetos
que se mueven debido a la interacciéon gravitacional creada por M, sin considerar otras
contribuciones de energia-momento [2][10].

Hay que mencionar que la Figura [3.1] es meramente espacial, mas no espacio-temporal,
por lo que un evento dentro del dominio de no esta descrito en su totalidad por las
coordenadas esféricas, siempre debe considerarse la componente temporal de la métrica para
entender la dindmica de objetos alrededor del cuerpo con masa M. Mas atn, por construccion,
la métrica no esta definida para regiones en el interior del cuerpo de masa M (porque la
métrica esta definida en el vacio) ni para r < 2GM = r, (radio de Schwarzschild). También,
véase que en general, para objetos astrofisicos que no son agujeros negros, se observa que
rs < re; mientras que para agujeros negros es donde sucede que r, > re ya que la masa del
objeto se concentra en un punto; esto se discutird més adelante [2].

Como comentarios adicionales, resulta relevante establecer dos observaciones mas sobre la

SSc:

» Sir— o0
= ds® — —dt* + dr* + r?dQ*. (3.2)

= ds* = —dt* + dr® + r*d0*. (3.3)

Observe que ([3.2)) es una consecuencia directa de alejarse de la fuente de campo gravitacional,
es decir, de la masa M, por ello, se esperaria que mientras mas lejos se esté de la fuente, mas
se parece a un espacio-tiempo plano, lo cual es reflejado por la ecuacién antes mencionada, ya
que en el infinito la métrica se reduce a la de Minkowski. Asi, conviene generalizar lo anterior
en lo siguiente:

Asintéticamente plano

Si una métrica se reduce a (3.2)) cuando se esta infinitamente lejos de la fuente de
campo gravitacional, se dice que la métrica es asintéticamente plana.
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Figura 3.1.: Esquematizacién de la SSc para un objeto astrofisico no colapsado (no agujero
negro). Las coordenadas de cualquier punto P fuera de la masa M estdn descritas
por la magnitud radial (r); el &ngulo polar (6) y el d&ngulo azimutal (¢), que se
obtiene de la proyeccion ortogonal del vector de posicién espacial de P sobre el

plano xy. S es el centro del cuerpo masivo, re es el radio de la esfera y rs es el
Ts.

Por otro lado, es claro que si no hay fuente de campo gravitacional; o dicho de otra forma,
si no hay masa (M), entonces no hay curvatura, por lo que espacio-tiempo debe ser plano, lo
cual estd descrito analiticamente por (3.3)) cuando M = 0; es decir, la métrica tiende a la del

espacio-tiempo plano cuando la masa de un objeto (que es fuente del campo gravitacional)
tiende a cero.

Algo importante a recalcar dado lo anterior, es que las coordenadas usadas son validas para
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3. Agujero negro en la teoria Einstein-Maxwell-dilaton

r > rg, por lo que no cubren toda la variedad en la que se trabaja, son solamente una carta.
Entonces hay dos opciones, cuando se tiene un agujero negro se debe extender la solucion en
vacio para cubir todos los puntos; mientras que cuando se tiene un objeto astrofisico distinto
de un agujero negro se debe encontrar una solucién interior para r < ry para describir a toda
la variedad.

3.1.1 Unicidad

Seria de mucha valia que la solucion de Schwarzschild sea tnica, ya que si no lo fuese para
las condiciones planteadas en la subseccién anterior, entonces la curvatura en un punto del
espacio-tiempo no serfa la misma (dependeria de la métrica), lo cual afectaria completamente
en la dindmica de particulas prueba.

Existe un teorema que prueba la unicidad de la SSe, el cual enuncia que:

Teorema de Birkkhoff

La dnica solucién a las ecuaciones de campo de Einstein en el vacio y con simetria

esférica, es la SSc [2][12].

Del resultado anterior se pueden rescatar dos importantes observaciones:

= La métrica dada por la solucién de las ecuaciones de campo de Einstein, en el vacio y
con simetria esférica, siempre es estatica y asintoticamente plana.

= Las componentes de la métrica dada por la solucién de las ecuaciones de campo de
Einstein, en el vacio y con simetria esférica, siempre son independientes del tiempo,
pero si dependientes de las coordenadas radiales.

3.2 Singularidades, horizontes de eventos y agujeros negros

Para hablar de singularidades y horizontes de sucesos es importante aclarar que el tratamien-
to matematico que define a estos conceptos puede ser muy complejo y técnico; no obstante,
para esta investigacion se hara un andlisis mas cualitativo de como se definen, empezando
por su comportamiento en la SSc.

Si se toma la SSc, en particular , se puede visualizar que cuando la coordenada radial
es cero o es el 7, algunas componentes de la métrica divergen. Asi, antes de abordar lo que
significa fisicamente esto, es fundamental recalcar que las componentes de la métrica en este
caso son dependientes de las coordenadas, lo cual es inconveniente, ya que recordando la
interpretacion del principio de covariancia, la fisica no debe depender de coordenadas, por lo
tanto, hay que tener cautela con los radios antes mencionados.
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3.2. Singularidades, horizontes de eventos y agujeros negros

En principio, si la métrica diverge en algin punto del espacio-tiempo, esto llevaria a pensar
que la curvatura del espacio-tiempo diverge en ese mismo lugar; pero para poder tener
seguridad de que en esas regiones hay divergencias de curvatura debe analizarse el tensor de
Riemann.

Las componentes del tensor de Riemann dependen de las coordenadas; no obstante, los
escalares que se obtengan de este tensor, conocidos comunmente como escalares de curvatura,
son independientes de coordenadas (por su naturaleza tensorial) [9]. Asi, puede probarse que
para la SSc, existe un escalar conocido como escalar de Kretschmann (K = R*PR,,,,5),
que diverge en r = 0 [2]; es decir, cuando el radio se anula si se obtiene informacién
fisica independiente de las coordenadas. En general, mas escalares de curvatura podrian ser
obtenidos para saber si hay mas puntos en el espacio-tiempo donde la curvatura diverge; lo
importante es recalcar que son estos escalares los que brindan informacion fisica independiente
del sistema de coordenadas elegido para hacer los anélisis.

En particular, para la SSc se encuentra que hay toda una regién en el espacio-tiempo en
la que la curvatura diverge (porque la diveregencia es para todo t), y es la caracterizada por
el escalar de Kretschmann [2).

En este trabajo se usaran las siguientes definiciones que permitiran clasificar los tipos de
singularidades:

Singularidad de curvatura

Se dira que en un punto del espacio-tiempo existe una singularidad de curvatura si
diverge algin escalar de curvatura.

Singularidad coordenada

Se dird que en un punto del espacio-tiempo existe una singularidad coordenada si
diverge alguna de las componentes de la métrica pero no diverge ningtn escalar de
curvatura.

Regresando una vez més al caso particular de la SSc, se encuentra que el r; no es mas que
una singularidad coordenada; de hecho, bajo un cambio apropiado de coordenadas, puede
mostrarse que la métrica (3.1) no es singular en 7, [2].

En el caso de la SSc: ;Qué representa fisicamente el radio de Schwarzschild? Para ello,
es conveniente analizar qué pasa con las particulas alrededor de dicho radio, en particular
los fotones. Recordando de la relatividad especial, que los fotones (como particulas prueba),
viajan por trayectorias nulas (ds* = 0) [10], entonces considerando una trayectoria radial
para el foton se puede observar a partir de que

-1
Uy 2y
dr

Obsérvese que si 7 = r, entonces (3.4) diverge, es decir, la pendiente de los conos de luz de
particulas prueba diverge.

(3.4)

r
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3. Agujero negro en la teoria Einstein-Maxwell-dilaton

Lo anterior puede interpretarse de la siguiente manera: Para un observador estatico
(coordenadas de Schwarzschild) afuera del cuerpo de masa M, mirar que algin objeto se
acerca desde el infinito hacia la region determinada por el r, seria equivalente a observar que
el objeto nunca atraviesa dicha regién, o mas bien, que le toma un tiempo infinito atravesarla.

L Y ¥

\

I8 |

>
=() r=rs | o

Figura 3.2.: Conos de luz de las particulas conforme se acercan a rs = r; descritos en
coordenadas de Schwarzschild.

Con toda la motivacién anterior y la esquematizacion de la Figura |3.2] puede interpetarse
a la region descrita por rs en la SSc, como un punto de no retorno para las particulas que
atraviesan dichos puntos del espacio-tiempo. A la superficie descrita por este punto de no
retorno se le suele llamar horizonte de eventos.

Asi, usando la intuicion fisica de los resultados que brinda la SSc, es posible entender
las siguientes definiciones [2], que serdn tomadas como punto de partida para las secciones
posteriores:

Horizonte de eventos

Se dice que una superficie es un horizonte de eventos si las particulas prueba no
pueden salir una vez que la atraviesan.

Agujero negro

Una region del espacio-tiempo de la cual la luz no puede escapar es un agujero negro.




3.3. Agujero negro GMGHS

Hay que aclarar que las definiciones anteriores son cualitativas; existen definiciones més
apropiadas para entender estos conceptos, definiciones que son mas precisas y formales; pero
no fueron consideradas aqui debido a que escapan de los objetivos de este trabajo. Estas
definiciones pueden ser revisadas con mayor detalle en [2] y [12].

En principio, la idea de agujero negro viene del colapso de estrellas super-masivas; cuando
estas colapsan, toda la masa se contrae a un solo punto del espacio-tiempo, de densidad
infinita, donde por la RG, ahi habria una singularidad de curvatura [I0], lo cual tiene
completo sentido, porque para que diverga la curvatura en algiin punto, tendria que haber
una densidad de masa infinita en ese punto. Por lo mismo, el objeto fisico que mejor modela
la SSc, es un agujero negro; en caso de objetos astrofisicos no colapsados como el Sol, estos
no generan una singularidad de curvatura, y menos un horizonte de sucesos, ya que su masa
estd distribuida en un volumen finito distinto de cero; por ello, la SSc funciona para describir
el espacio-tiempo en el exterior de objetos astrofisicos distintos de agujeros negros, pero no
modela correctamente lo que ocurre en su interior.

Por otro lado, la definiciéon de horizonte de eventos lleva a caracterizarlos a través de
como se comportan las trayectorias nulas para determinar déonde divergen los conos de luz.
Esto se puede complementar con concpetos como la completez geodésica [2], concepto que
no sera abordado ya que no es requerido para fines de esta investigacion. A su vez, como
la descripcion de los horizonte de eventos esta caracterizada por las curvas geodésicas de
fotones (las cuales son independientes de las coordenadas por la naturaleza tensorial de la
ecuacion geodésica), entonces bajo cambios de coordenadas podria cambiar el valor radial
que describe al horizonte de sucesos, mas no las existencia del mismo [2].

Dados los anteriores conceptos, hay que mencionar la siguiente definicién, que sera de
relevancia para este trabajo:

Singularidad desnuda

Una singularidad desnuda es una singularidad de curvatura que no esta rodeada
por un horizonte de eventos.

En el caso de un agujero negro descrito por la SSc, no hay una posibilidad (fisica) de tener
una singularidad desnuda, ya que eso implicaria 0 > M [10].

3.3 Agujero negro GMGHS

Como ya se mencioné al inicio de este capitulo y al inicio de este mismo trabajo, este
proyecto de investigacion se basa en el estudio de particulas prueba alrededor de un cierto
tipo de agujero negro. Habiendo definido ya lo que es un agujero negro y como describir el
comportamiento de particulas prueba, ahora resulta necesario definir cudl es el agujero negro
sobre el que se trabajara; por ello, la intencién de esta seccion es desmenuzar las partes que
componen a un agujero negro GMGHS, mostrar las ecuaciones de campo que lo rigen, las
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3. Agujero negro en la teoria Einstein-Maxwell-dilaton

soluciones, y su limite extremal; es decir, cuando la solucién no tiene horizonte de eventos.

En particular, los campos de materia cumplen sus propias ecuaciones que, junto con las
ecuaciones de Einstein, determinan como se dan las distintas interacciones.

3.3.1 Dilatén y campo de Maxwell en el agujero GMGHS

Se comentd en la Introduccion que GMGHS propusieron una soluciéon en espacio-tiempo
no vacio para las ecuaciones de campo de Einstein; el hecho de que no sea vacio se debe a que
hay campos externos presentes (el campo de Maxwell y el campo dilaténico). La existencia de
estos campos es participe directa en la geometria del espacio-tiempo, ya que generan energia
[4]. De tal forma que, para establecer notacion, se definird lo siguiente:

Agujero negro GMGHS

Al agujero negro con la métrica determinada por la solucién a las ecuaciones de campo
de Einstein de GMGHS, se le conocerda como agujero negro GMGHS.

Asi, resulta fundamental comentar un poco sobre lo que son los campos mencionados
anteriormene, claramente, en el contexto del agujero negro en cuestion:

» El campo de Maxwell es el campo asociado al tensor de esfuerzos de Maxwell (F' de
la teoria electrodindmica); y en particular, en el agujero GMGHS, es aquel asociado a
un campo puramente magnético generado por una carga magnética [4].

» El campo dilaténico es un campo escalar (¢) proveniente de la teoria de cuerdas,
que describe la fuerza de auto-interaccion de una cuerda, lo cual determina a grandes
rasgos, el valor de la constante de gravitacién universal (G) [13].

Es importante recalcar que la intencion de este texto no es la de ahondar en el contexto ni
en la terminologia de la teoria de cuerdas. Sin embargo, si se quiere hacer un estudio mas
detallado de lo que significan los términos anteriores en el contexto de cuerdas, se recomienda
referirse a [I3]. Mds atin, tdmese en cuenta que en la teoria electrodindmica cldsica no pueden
existir cargas magnéticas [2]; sin embargo, en el contexto de la teoria de cuerdas st [3]; y, como
ya se mencioné en la Introduccion, los agujeros negros tipo GMGHS son una aprozximacion
a bajas energias de la teoria de cuerdas a la teoria clasica de la RG, por lo mismo, es natural
que se hereden caracteristicas de la teoria original a la teoria aproximada.

Aunado a las anteriores condiciones, también se pide que el agujero negro a tratar sea
estdtico y con simetria esférica [4].

La motivacion de la construccion de los agujeros negros tipo GMGHS fue presentada en
la Introduccion; no obstante, no se menciond a partir de qué regiones es valida dicha solucién
asociada a las ecuaciones de campo de Einstein. De hecho, al ser una aproximacién, no hay
una fontera exacta que determine a dicha regién, pero usualmente se considera que la solucion
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3.3. Agujero negro GMGHS

es valida en vecindades alrededor del horizonte de eventos y afuera de este, ya que en esas
regiones la escala es lo suficientemente grande respecto a la escala de Planck, escala en la que
no se puede hacer la aproximacién a bajas energias [4].

3.3.2 Accion, ecuaciones de campo y solucién

Considerando todas las condiciones para el agujero negro GMGHS, es necesario usar
coordenadas esféricas, debido a su simetria. De tal forma que, con base a dichas coordenadas,
segin [4], el tensor de esfuerzos de Maxwell propuesto es:

F =Qsinfdo A de, (3.5)

donde @ es la carga magnética;y, 8 y ¢ son los angulos polar y azimutal, respectivamente,
correspondientes a las coordenadas esféricas.

Ahora bien, se ha comentado sobre las caracteristicas fisicas del agujero negro GMGHS,
pero no se ha mostrado cudles son las ecuaciones que rigen a todos los campos. Las ecuaciones
de campo se pueden obtener a través del principio de minima accion [9], el cual consiste en
extremalizar la accion a través del calculo variacional [9].

Para el caso del agujero negro GMGHS se obtiene que la accién lagrangiana S es
S = / &'/ =g|—R +2(V$)? + e 2 F?), (3.6)
M

donde g es el determinante de la métrica, R el escalar de curvatura de Ricci, ¢ el campo
dilaténico, y F' el tensor de esfuerzos de Maxwell [4].

En el Apéndice A se muestra la deduccion de las ecuaciones de campo para la accion
lagrangiana determinada por . En particular, las ecuaciones de campo obtenidas son 3:
(A.4), (A.8) v (A.15)). Estas ecuaciones son las ecuaciones de campo para el agujero negro
en cuestion. Asi, por practicidad, se condensaran estas 3 ecuaciones en la Tabla [3.0] las tres
determinan la geometria del espacio-tiempo, pues se resuelven simultdneamente.

No. Ecuacién Ecuacién de Campo
1 v2¢ + %e—2¢F2 — 0
2 V(e 2 Fmy =0
s Ry = 2V, 0V,0 + 2672¢Fupru - %guyewaQ

Tabla 3.1.: Ecuaciones de campo para el agujero negro GMGHS.

Asi, se puede demostrar que el ansatz correcto (en coordenadas esféricas) de solucién para
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3. Agujero negro en la teoria Einstein-Maxwell-dilaton

las ecuaciones de campo del agujero negro GMGHS es

2M 2M -1 2 ,—2¢0
ds® = — <1 - > dt? + (1 - ) dr* +r (r — Qe) gy’ (3.7)
r r M
y 2 —2¢
— <200
e = =20 (1 _ @™ A‘}r ) , (3.8)

donde @ es la carga magnética, M es la masa del agujero, ¢ el campo dilaténico y ¢q es
valor asintético del campo dilaténico [4][14], ya que se pide que la solucién asociada a este
sea asintoticamente plana si se quiere describir solamente a la interaccion generada por el
agujero [2]. Considérese la constante de gravitacion universal adimensional (G = 1).

Una vez determinada las solucién para el agujero (descrita por (3.5)), (3.7) v (3.8)), deben
saberse dos cosas para su correcto analisis: ;Cudles son las singularidades de curvatura?;En

dénde se encuentra el horizonte de eventos y cuantos hay?

En respuesta a lo anterior, se encuentra que para esta agujero existen dos singularidades
de curvatura y un horizonte de sucesos [15].

» El horizonte de eventos estd descrito por la region esférica determinada por ry = 2M
(radio de Schwarzschild).

= Las singularidades de curvatura estan determinadas solamente por dos escalares de
curvatura [15]:

e Fscalar de Ricci, que diverge cuando

r=0. .
0 (3.9)
o FEscalar de Weyl, que diverge cuando
2,—2¢0
r= ij (3.10)

Es decir, existe un horizonte de eventos que rodea a dos singularidades de curvatura, donde
claramente, la posicion de la singularidad determinada por (3.10) es mayor que la posicién
de la singularidad determinada por (3.9). Por lo tanto, esqueméticamente, se puede pensar
que el agujero negro esta consituido como se muestra en la Figura |3.3|

Véase que en principio, de la Figura 3.3 la regién rgp < r < ry estd desconectada
causalmente del resto del espacio-tiempo, por lo que se suele omitir esta regién bajo un
cambio de coordenadas, ya que de todas maneras, antes de alcanzar la singularidad interior,
existe otra singularidad, exterior, cubierta por el horizonte de sucesos. Por lo tanto, podria
modelarse la situacion con solamente una singularidad (la exterior) y un horizonte de sucesos,
lo cual recuerda a la SSc; sin embargo, se mostrara en la siguiente seccién que la existencia
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3.3. Agujero negro GMGHS

Figura 3.3.: Vista polar del agujero negro GMGHS, donde rs=r,, rWW=ry (radio descrito
por (3.10) y rR=rg (radio descrito por (3.9)).

del campo dilatonico y de Maxwell impide que la solucién bajo un cambio de coordenadas
sea exactamente la SSc.

Como comentario final a esta seccion, debe mencionarse la unicidad de la solucién a las
ecuaciones de campo obtenidas. Esto es importante, porque si es tinica, entonces todas las
cantidades fisicas obtenidas son propias del sistema fisico en cuestion (en este caso, del
agujero negro con las condiciones antes planteadas), y no de la solucién que se obtenga para
el sistema. Resalta que la solucion GMGHS si es tinica; esto fue probado en M. Mars y W.
Simon en 2002 [16].

3.3.3 Coordenadas de area y limite extremal

En esta seccion, se abordara un cambio de coordenadas especifico, coordenadas de area
[15]. En estas coordenadas las componentes de la métrica asociadas al 4ngulo sélido solamente
dependen de la coordenada radial al cuadrado, lo que se asemeja en simetria esférica a la
SSc. Llamaremos a estas, las coordenadas de drea.
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3. Agujero negro en la teoria Einstein-Maxwell-dilaton

Es importante mencionar que el cambio a coordenadas de drea solamente se puede realizar
para métricas estaticas y con simetria esférica [15], caracteristicas con la que cumple la
métrica de GMGHS, y solamente para una region del espacio-tiempo. Asi, la forma general
para las coordenadas de drea, también en coordenadas esféricas, es la siguiente:

ds? = —\(R)*h(R)dt* + h(R)'dR? + R*d?, (3.11)

donde A y h son funciones de la coordenada radial R. A partir de (3.7)), es claro que la relacién
que guardan las coordenadas es

(26200
R = —
r [7’ i
& 0= Mr*— Q% *r - MR?, (3.12)

de donde, se observa que ([3.12)) es un polinomio de segundo orden con variable r, por lo que
su solucion es

Q%% + Qe 4 AM2R?
r = ,
2M
pero, al tener coordenadas esféricas, los radios negativos no son parte del dominio de las

coordenadas, por lo que

207200 4\ /Qle—4%0 + AM2R?
r 2 \/% 7 . (3.13)

Ahora bien, debido a (2.6)), es claro que la uno-forma dr se relaciona con la uno-forma dR de
la siguiente manera:

dr
dr = —dR. 3.14
iR (3.14)
Por lo tanto, derivando (3.13)) respecto a R, se obtiene que
d 2MR
- . (3.15)
dR \/Q4e—4¢0 + AM2R?
Luego, al sustituir (3.15)) en (3.14), es claro que se cumple
AM?R?
2 _ 2
dr® = Q4 *4¢0+4M2R2dR' (3.16)
Ergo, relacionando con (3.7) y (3.11)), resulta que:
2M de=4%0 L AMZR?
h(R):(l— ) e ™+
r 4M?R?
Y al multplicar (1 — %) por h(R)™!, se obtiene debido a (3.11)),
20M Re?®
AMR) = ‘ . (3.17)
\/Q4 + 4etbo M2 R2
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3.3. Agujero negro GMGHS

Por otro lado, sustituyendo (3.13)) en h(R), se puede definir a h(R) completamente en términos

de R; es decir

4e2%0 \f2 44 fetdo M2 R2
< @+ de ) (3.18)

h(R) =-1(1-—
(F) 4 ( Q2+\/Q4+4e4¢0M2R2) < edbo V2 R2

Por ende, con y , la métrica en coordenadas de area queda determinada. Véase
que si se evalta en 1y, la coordenada radial de area se anula; es decir, este cambio de
coordenadas describe al agujero para r > ry, lo cual coincide con lo buscado al final de la
seccion anterior, que era representar al agujero negro con solamente la singularidad exterior
y el horizonte de sucesos bajo un cambio de coordenadas adecuado, este, termina siendo el
cambio de coordenadas a coordenadas de area. Este comportamiento se esquematiza a través

de la Figura (3.4

20-200

RO =r(r———)

Figura 3.4.: Transformacién de coordenadas a coordenadas radiales de érea, donde el radio ry
coincide con R = 0 en las nuevas coordenadas. A su vez, en la nuevas coordenadas,
el horizonte de eventos ahora esta determinado por Ry.

Ahora, bajo la transformacién de coordenadas radiales ([3.12)), se puede calcular Ry de la

siguiente manera:

Q2€—2¢0

R3 = R? |,.—op=2M <2M -

) = 4M? — 2Q)%e 20

Ry = \J4M? — 2Q%e2%, (3.19)

de donde, se opta por la solucién positiva para Ry; esto, para evitar definir coordenadas
radiales negativas que no corresponden al dominio de las coordenadas esféricas. A su vez,
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3. Agujero negro en la teoria Einstein-Maxwell-dilaton

(3.19) refleja la importancia de las coordenadas de area, ya que para que el agujero negro
siga teniendo sentido fisico, debe ocurrir la siguiente condicion:

= 4M? — 2Q%e % > (; (3.20)

es decir, refleja una condiciéon puramente fisica, no dependiente de las coordenadas,
que establece la relacion intrinseca entre los parametros del agujero para que este siga siendo
agujero negro. Véase que si (3.20)) es tal que se anula, entonces Ry también se anula, por lo
que en ese caso se tendria la condicién para el limite extremal del agujero negro; es decir,
cuando la singularidad (exterior) estd desnuda (no rodeada por algin horizonte de sucesos).
Por lo tanto, el limite extremal sucede cuando

Q* = 2M?e*0. (3.21)
A este ultima condicién dada por (3.21)) se le conocerd como condicién extremal del agujero.

Como comentario adicional a esta seccion, que sera de utilidad para capitulos posteriores,
se presenta a continuacion la métrica en coordenadas de area para el limite extremal. Con
todos los calculos realizados en esta seccion, la obtencion de este caso para la métrica es

directa; es decir, a través de sustituir (3.17)) y (3.18)) en (3.11)), y luego aplicar la condicion

extremal, se obtiene al elemento de linea de la métrica como

VIEFR-M , R JIEiR+M

ds® = — t+
T TR TR+ MY M AR IPIR-M

dR* + R*d°. (3.22)

Para finalizar esta seccién, no hay que dejar de mencionar que la solucién a las ecuaciones
de campo del agujero negro GMGHS no solamente es , también es y ; no
obstante, el objetivo de esta investigacién es el de describir la trayectoria geodésica de
particulas prueba alrededor del agujero negro, por lo que se ha procurado analizar con detalle
a la métrica, que determinara la forma de las geodésicas. A su vez, la solucion para una
métrica estatica, es valida para r > ry ya que para r = ry la métrica no esta bien definida, y
para r < rg, r vy t intercambian sus roles, es decir, la ¢ se convierte en la coordenada espacial
y r en la temporal; lo mismo sucede con para R = Ry v R < Ry, sin embargo, para
el caso extremal esto ya no es asi, la coordenada R es valida para cualquier valor, es
decir, 0 < R < oo.
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CAPITULO

Potenciales efectivos

El uso de los potenciales efectivos para el estudio del movimiento de particulas es muy
comun en el campo de la gravitacion; en si, en el estudio del movimiento de particulas prueba
alrededor de un agujero negro [10][17]. Dichos potenciales son una representacién clasica
de céomo influye la fuente de campo gravitacional en las particulas con cierto momento y
energia que circundan a la fuente [2]. La intencién de esta seccién, es seguir el planteamiento
usual para la construccién de los potenciales efectivos de una manera analoga a como se ha
hecho en las referencias de este trabajo; es decir, [18], [19] y [20]. Asi, la idea serd graficar los
potenciales obtenidos, con el objetivo de bosquejar el movimiento geodésico de interés.

Cabe decir que se hace uso del software de aplicacion Mathematica para realizar la graficacion
de los potenciales.

4.1 Analisis general

Debido a que el agujero negro GMGHS tiene simetria esférica, y como se busca hacer
el analisis geodésico de particulas prueba, entonces no es considerada ninguna interaccién
ademas de la gravitacional sobre las particulas, por lo que el momento angular de estas debe
conservarse; es decir, el movimiento de las particulas es coplanar [2][I0]. Asi, sin pérdida de
generalidad se fijara la coordenada 6 = 7.

A su vez, como la métrica tiene la propiedad de ser estatica, entonces la conservacion
de la energia debe ocurrir para las particulas prueba [2], por lo que existen dos cantidades
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conservadas para las particulas: Su momento angular y su energia. Asi, con base a ([2.34])
y (2.35)) es claro que, para un pardmetro afin (), la energia por unidad de masa (FE) esta
asociada al vector de Killing (K(0)) como

dzt

E = _K(O)Mﬁv

(4.1)

y que el momento angular por unidad de masa (L) estd asociado al vector de Killing (K(3))

como
dz*

L= K@) (4.2)

Asi, para obtener E'y L, deben conocerse K (0), y K(3),, por lo que, a través de (2.36)) es
claro que
K(0)" = (1,0,0,0), (43)

y que
K(?’)H = (07070’ 1)7 (44)

ya que la base de la métrica de este espacio-tiempo es la base coordenada. Asi,

K(O)u = gWK(O)V (4.5)

K(3)u = gt (3)". (4.6)

Por lo tanto, usando la métrica dada en (3.7) para después sustituir (4.5 y (4.6]) en (4.1))
y (4.2), respectivamente, se tiene que

2MN dt
E=(1——)— 4.
< r >d)\ (4.7)
Y Q2 2¢ d
Y A N
L—T(T 7 )d)\' (4.8)

Més aun, de (2.19)), resulta que la cantidad € (norma al cuadrado del cuadri-momento)
debe conservarse a lo largo de la trayectoria geodésica; ya que la norma al cuadrado del
cuadri-momento se conserva [2], donde

dz* dx¥

=g, 49
€= TImTaN Tdn (4.9)

En (4.9), se toma el signo negativo ya que las trayectorias de las particulas analizadas
no son de tipo espacio. Esto queda implicito en el analisis, ya que lo que se busca de este
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proyecto es analizar los casos mas aplicables a nivel observacional, como en la astrofisica
(observacional), por lo que se omite el caso de particulas que se muevan con velocidades
mayores a la velocidad de la luz al ser un caso no fisico. Donde € = 0 en el caso tipo luz, y
e > 0, en el caso tipo tiempo [2]. Para efecto préacticos, en el caso tipo tiempo, se normalizard
€; es decir, se tomara € = 1.

Luego, desarrollando (4.9) con (3.7), y recordando que § = 7, se obtiene que
oM\ [ dt\’ oM\t (dr\? Q2% 2%\ [dp\’

(1= () (=22 () (- (22 4.10

‘ < r ><d)\> ( r ) <d>\> T<T M )(dA) (4.10)

Después, sustituyendo (4.7)) y (4.8) en (4.10)), se llega a la siguiente ecuacion diferencial,
que solamente esta en términos de la coordenada radial:

1(dr 2+ L Q%™ _1+
2 \ dx " ¢
L Qe

M

Si se considera 2 = E.; y 5[1 — 2M][£ )" + €] = Vis(r), entonces es posible
interpretar a como la ecuacién clasica de energia para una particula de masa unitaria y
energia total E, ; moviéndose en un potencial unidimensional V. ¢(r). Si bien esta interpretacién
podria parecer la explicaciéon final al problema del movimiento de las particulas geodésicas,
es una intepretacion errénea, ya que en principio, la existencia de potenciales gravitaciones
viene a su vez de la existencia de fuerzas gravitacionales, concepto que en RG no existe. Asi,
(4.11) no necesariamente es la ecuacion de energia que representa exactamente el movimiento
geodésico, pero al menos, V.; (potencial efectivo) da una aproximacién clésica de cémo
las particulas prueba se comportan en presencia de un agujero negro. De hecho, lo que
hace la RG al resolver las ecuaciones geodésicas, es otorgar correcciones precisas para esta
aproximacion clasica. En particular, esto es lo que se busca hacer en el siguiente capitulo,
resolver directamente las ecuaciones geodésicas para conocer el movimiento geodésico exacto.

; { QM] — ;E? (4.11)

Para finalizar esta seccién, se presenta una forma desglosada del V,¢; es decir, si se desarrolla
algebraicamente el término que se habia asignado como potencial efectivo, se puede llegar a
que

1 M L? 1 MIL? 1
Viglr) = ge— et

2 r 5 (7" - Q%}\j"’o) r2 (7” . QQi\;QqﬁO )

(4.12)

También, recalse cudl es la relacion entre la energla efectiva (E.y) y la energla total (E):

2F.; = E*. (4.13)

45



4. Potenciales efectivos

4.1.1 Particulas masivas

Para el caso de particulas masivas, debe recordarse que ¢ = 1, por lo que, partiendo de
(4.12)), se tiene que el potencial efectivo es:

1 M L? 1 ML? 1
‘/ef(r) = 5 - 7 + 5 (7’ . Q2e]\—42¢0) - 7/,2 (7” o Q26—2¢>0 ) : (414)

Asi, en la Figura se muestra la grafica de para diferentes valores de momento
angular. En particular, los paramteros del agujero negro se toman como unitarios; es decir,
M, Qy ¢g; esto ultimo es posible ya que la combinacion de estos valores hace que se cumpla
la condicion positiva de ; es decir, para estos valores se esta en el régimen de agujero
negro, el cual sigue que

rs > rw; (4.15)

es decir, la singularidad exterior esta cubierta por el horizonte de eventos.

Potenciales efectivos para particulas masivas (limite no-extremal)

Energia
1.0~
0.8+
_ — L=
06+ L=2
— =3
— — L=4
0.4+
— =5
0.2+
0.0 . . . | . . . \ L s . : : ‘ . . . : | Distancia radial
0 5 10 15 20

Figura 4.1.: Potenciales efectivos para particulas masivas con cinco valores distintos de
momento angular, en el régimen de agujero negro. La linea vertical asintotica a
los potenciales y que es paralela al eje de la energia, se encuentra en r = r;.

Como tal, se busca describir el régimen de agujero negro en esta seccién porque en secciones
posteriores se caracterizara con mayor detalle el régimen del limite extremal.
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Al derivar (4.14)) se obtienen los puntos criticos con valores reales positivos mostrados en

la Tabla [4.1].

L Te

1 0.0908
2 0.0909
3 0.0909

4 3.8689 y 12.3108
5 3.4201 y 21.7596

Tabla 4.1.: Puntos criticos (r.) de (4.14), para M = Q = ¢ = 1, dependiendo del valor de L.
Caso masivo.

De la Figura [£.1 y Tabla [4.1], se observa que si existen drbitas acotadas, en particular,
orbitas circulares inestables y orbitas circulares estables para algunos valores de momento
angular (L =4y L =5 ). Las drbitas circulares inestables estan descritas por los maximos
locales de los potenciales que estén ubicados fuera del horizonte de eventos, mientras que las
orbitas circulares estables estan descritas por los minimos locales de los potenciales que estén
ubicados fuera del horizonte de eventos.

4.1.2 Particulas no-masivas

Para el caso de particulas no-masivas, se aplica la condicion correspondiente; es decir € = 0,
por lo que, partiendo de (4.12)), se tiene que el potencial efectivo para particulas no-masivas
es:

L? 1 ML? 1

D (o @y 2 Qe

Ver(r)

. (4.16)

En la Figura se muestra la grafica de (4.16|) siguiendo la misma argumentacion para los
parametros que en la seccion anterior, el tinico cambio seria que en este caso, las particulas
son no-masivas, pero el régimen sigue siendo el de agujero negro.

Al derivar (4.16]) se obtienen los puntos criticos con valores reales positivos mostrados en
la Tabla [4.2]

De la Figura y Tabla se observa que no existen drbitas acotadas mas que orbitas
circulares inestables para todos valores de momento angular graficados. Las orbitas circulares
inestables estan descritas por los maximos locales de los potenciales que estén ubicados fuera
del horizonte de eventos.
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4. Potenciales efectivos

Potenciales efectivos para particulas no-masivas (limite no-extremal)

Energia
0.5~
04+~
— L=1
03+ — L=2
— L=3
i — L=4
0.2+
| — =5
0.1+
0.0 . . . i I . T : - e Distancia radial
0 5 10 15 20

Figura 4.2.: Potenciales efectivos para particulas no-masivas con cinco valores distintos de
momento angular, en el régimen de agujero negro. La linea vertical asintética a
los potenciales y que es paralela al eje de la energia, se encuentra en r = 7.

4.2 Analisis en el limite extremal

Ahora bien, para el limite extremal, basta tomar la condicion del limite extremal dada por
(3.21) v aplicarla a (4.12)). De tal forma que el potencial en el limite extremal es

Vi =—€— —c+ —. (4.17)

Debido a que el objetivo del presente trabajo es analizar con detalle las curvas geodésicas
en el limite extremal, entonces para esta secciéon, se pretende encontrar en qué distancia radial
se encuentran las érbitas circulares estables. Para ello, basta calcular los puntos criticos de
Ver y analizar cuales corresponden a minimos locales para el potencial.

Derivando, se tiene que

dV, M L?
d’r‘f = ’)"_26 — F, (418)

por lo que, si se anula (4.18]), y se resuelve para r, se obtienen los puntos criticos para V.,
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4.2. Analisis en el limite extremal

L Te

0.0909 y 2.9767
0.0909 y 2.9767
0.0909 y 2.9767
0.0909 y 2.9767
0.0909 y 2.9767

U= W DN =

Tabla 4.2.: Puntos criticos (r.) de (4.16)), para M = Q = ¢ = 1, dependiendo del valor de L.

(Caso no-masivo.

los cuales seran nombrados como 7., donde

L2

=0 (4.19)

Te

En las siguientes secciones se analizara si los r. obtenidos corresponden a maximos o minimos
del potencial.

Véase también que para el limite extremal:

rw = Ts. (4.20)

4.2.1 Particulas masivas

Para las particulas masivas, € = 1, por lo tanto, (4.17)) se simplifica en

1 M IL?
Ve == ——+ —. 4.21
2 r + 2r2 (4:21)
En la Figura se muestra la grafica de (4.21]) para distintos valores de momento angular.

Por simplicidad, se considerara M = 1.

También, de la Figura [4.3] puede apreciarse que los r. estan asociados a minimos del
potencial; es decir, las 6rbitas correspondientes seran estables. Mas aun, es posible decir que
conforme el momento angular de las particulas aumenta, entonces se requerird de mas energia
(en las particulas) para que estas describan érbitas estables.

Por otro lado, con base a (4.19)), mientras menor sea el momento angular, mas cerca de la
singularidad se encontraran estas orbitas estables. Y, contrariamente, conforme el momento
angular aumente, las érbitas estables se encontraran més lejos de la singularidad.

Con la finalidad de complementar el analisis de resultados que se hard en capitulos
posteriores, a continuacién se muestran dos tablas con los valores de energia asociados a
cada uno de los r., para el caso con M = 1. Estos valores fueron obtenidos directamente
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4. Potenciales efectivos

de la gréfica de la Figura [4.3] Véase que entre L = 1 y L = 2 hay un cambio cualitativo
importante, ya que L = 1 no tiene orbita circular estable dado que el minimo de potencial
estd en un radio menor al radio de la singularidad. Y ademas, las drbitas circulares estables
solamente existen para un intervalo de valores de L.

L Eete
1 6.98-107°
2 0.38
3 0.44
4 0.47
) 0.48

Tabla 4.3.: Energia efectiva asociada a 7. (E.s.) dependiendo del valor de L. Caso masivo.

L E.

0.011
0.871
0.938
0.969
0.979

T W N =

Tabla 4.4.: Energia total asociada a r. (E.) dependiendo del valor de L, siguiendo la regla de
transformacion (4.13)). Caso masivo.

4.2.2 Particulas no masivas

En el caso de particulas no-masivas, € = 0, por lo cual, (4.17)) se simplifica en

L2

En la Figura se muestra la gréafica de para varios valores de momento angular.
Se observa que no hay orbitas acotadas; de hecho, analizando , es claro que cuando
e — 0, entonces r. — o0; lo cual es consistente con lo planteado al inicio de este parrafo
porque en esa region la singularidad fisicamente ya no tendria efecto sobre las particulas.
También, conforme decrementa el momento angular de las particulas prueba, se visualiza
en la figura que las particulas pueden acercarse mas a la singularidad, pero no llegar a esta,
a menos que el momento angular se anule, lo cual haria que la barrera de potencial dada
por sea idénticamente cero, o a menos que la grafica del potencial efectivo interseque

Ves (4.22)
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4.2. Analisis en el limite extremal

con la linea vertical descrita por la singularidad exterior, en ese caso, particulas no-masivas
pueden alcanzar la singularidad, como se verd en el capitulo siguiente.

Los valores de las Tablas [4.5] y [4.6] seran importantes para andlisis posteriores.

L FEys
1 0.12
2 051
3 1.1
4 2

5 3.1

Tabla 4.5.: Energfa efectiva asociada a ry (E.fs) dependiendo del valor de L. Caso no-masivo
y masivo.

L E;

0.489
1.009
1.483
2
2.489

T W N =

Tabla 4.6.: Energia total asociada a rs (Es) dependiendo del valor de L, siguiendo la regla de
transformacion (4.13)). Caso no-masivo y masivo.

Uno de los principales comentarios a analizar sobre el limite extremal, es la condicién
descrita por , de donde se concluye que la singularidad exterior esta desnuda y esta
ubicada en rg; esto en principio es correcto para el limite tratado; no obstante, la métrica
tiene dos singularidades de curvatura; y como ya se ha mencionado anteriormente, esta
métrica estd definida para regiones fuera del horizonte de eventos; en particular, para el
limite extremal, eso corresponderia a que la métrica esté definida para regiones afuera de la
superficie definida por r,; ergo, los potenciales efectivos mostrados en las Figuras y
estan sujetos a esta interpretacion fisica para r;.

El parrafo anterior indica que para r < r, los potenciales mostrados no son necesariamente
los correctos, podria incluso haber alguna discontinuidad. De hecho, esto es lo que sucede
en las Figuras y la discontinuidad est4 en 7, ya que ahi hay una singularidad de
curvatura.

Para finalizar este capitulo es importante comentar que los potenciales asociados para la
particula masiva en el limite extremal tienen la misma forma funcional que los potenciales
efectivos descritos por un campo newtoniano [2], por lo que en principio, pareceria que las
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4. Potenciales efectivos

Potenciales efectivos en el limite extremal para particulas masivas
Energia

1.4+

v
oV

0

| \/

| . . . . I . . : : | Distancia radial
20 30 40

Figura 4.3.: Potenciales efectivos para particulas masivas con cinco valores distintos de
momento angular, en el régimen del limite extremal. Las lineas paralelas al eje
de la energia correponenden a r = r.; excepto por la segunda, vista de izquierda
a derecha, que corresponde a r = ry.

érbitas descritas serian cénicas (para el caso masivo); no obstante, la velocidad angular no
coincide a la correspondiente a un campo newtoniano debido a , esto sera abordado con
mayor detalle en el ultimo capitulo de este proyecto. De forma natural, podria pensarse que
si se hace el cambio de coordenadas a coordenadas de drea, entonces es posible resolver el
problema mencionado al inicio de este péarrafo sobre la velocidad angular, pero por la forma
en la que esta construida la métrica , no es posible identificar potenciales efectivos con
estas coordenadas ya que grr # (gi) 2]

Véase que a través de las figuras de los potenciales; las Tablas [4.4] y [1.6} y la regla de
transformacion (4.13)), es posible clasificar a las érbitas de particulas prueba en el limite
extremal como en las siguientes tablas.

Para L =1 en el caso masivo, es claro que para toda energia total entre E y 1, se forman
orbitas no acotadas en las que la particula prueba cae a la singularidad; mientras que, para
energias mayores a 1, la particula puede caer en la singularidad o desviarse.
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4.2. Analisis en el limite extremal

Potenciales efectivos en el limite extremal para particulas no-masivas

Energia
250
20F
— =1
1.5+ — =2
— =3
. — =4
1.0F
| — =5
05F
0.0 ¥ | Distancia radial
0 10 20 30 40

Figura 4.4.: Potenciales efectivos para particulas no-masivas con cinco valores distintos de
momento angular, en el régimen del limite extremal. Las lineas paralelas al eje
de la energia corresponde a r = r,.

Condicién de energia total Tipo de orbita
E=FE. Orbita circular estable
E.<E<I1 Orbita acotada
1< E<E; Orbita no acotada, la particula no cae en la singularidad
E > E; Orbita no acotada, la particula cae en la singularidad o se desvia

Tabla 4.7.: Descripcion de d6rbitas con base a condiciones de energia para L > 2. Caso masivo.

Condicion de energia total Tipo de orbita
0<E<FE Orbita no acotada, la particula no cae en la singularidad
E>FE, Orbita no acotada, la particula cae en la singularidad o se desvia

Tabla 4.8.: Descripciéon de oOrbitas con base a condiciones de energia para todo L. Caso
Nno-Mmasivo.
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CAPITULO

Curvas geodésicas en el limite extremal

El objetivo concreto de este capitulo, es calcular las curvas geodésicas exactas para el limite
extremal en dos casos especificos, particulas masivas y particulas no-masivas, mientras que la
discusiéon de las curvas obtenidas se desarrollora en el capitulo posterior a este. Asi, se hara
uso de las simetrias del problema para reducir el orden de las ecuaciones que caracterizan al
movimiento geodésico; es decir, de las ecuaciones geodésicas, que son ecuaciones diferenciales
de segundo orden. Para realizar esto tltimo, hay varios métodos, el usado en este proyecto es
uno de ellos; sin embargo, procedimientos andlogos pueden ser encontrados en [21],[22],[23], [24]

y [25].

Como aclaracion, es importante mencionar que el calculo de integraciones numeéricas a lo
largo de este capitulo fue realizado a través del software de aplicaciéon Mathematica. Este
mismo software fue utilizado para graficar el trayecto de las curvas geodésicas.

5.1 Analisis general

La idea principal del andlisis consiste en aprovechar las simetrias como se hizo en el capitulo
anterior, partiendo de los vectores de Killing y llegando a ecuaciones diferenciales de primer
orden a través de las cantidades conservadas (energia y momento) y la conservacion de la
cantidad € en las curvas geodésicas. En particular, se usard la métrica descrita en (3.22)), que
es propia del limite extremal; mas aun, sus coordenadas son de drea, por lo que la comparacion
con resultados de métricas conocidas, como la SSc, serd mas directa.
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5. Curvas geodésicas en el limite extremal

Como con las coordenadas de drea, la simetria esférica y la estaticidad se preservan, entonces

el momento y la energia se Siguen C()IlSGl"VEiII(].(); ergo, usando ‘ ‘22’ ‘-) 42’ " 1’
‘-) y 16 , €S claro que:
L ]\42 + R2 — M dt

_ a 5.1
VM2 + R2+ M d) (5.1)

' d
L=Rr% (5.2)

d\

Luego, expandiendo los términos de (4.9) utilizando la métrica dada por (3.22)), y volviendo

s

a establecer que # = I, resulta que

2

2 2 2 ?

(L VAEERE M (ANt R VMR M (AR ()
VIE+ R+ M\d\) ~ M+ R2VAE+ B2 — M \ dA dA

Después, si se sustituye (5.1)) y (5.2) en ([5.3)), resulta una ecuacion diferencial ordinaria de
primer orden en términos de R parametrizada por A, asi como lo indica ([5.4])

, R? (dR>2 \/M2+R2—M<L2 )
ﬁ‘i‘E .

_ al 5.4
v \dy) T AP M (5:4)

Véase que y forman un sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden,
donde una de las ecuaciones, , esta desacoplada. Asi, es posible resolver el sistema
primero obteniendo una solucién para R (en términos de \) de tal forma que con esta solucién
se pueda resolver . Ahora bien, no resulta trivial resolver de forma analitica este sistema,
asi que es necesario proceder por integracion numeérica; de hecho, eso es lo que se hara para
cada seccién consecuente, de este capitulo.

El motivo de resolver el sistema de ecuaciones antes planteado, se basa en encontrar
paramétricamente tanto a R como ¢, con lo cual se podra graficar el trayecto de las curvas
geodésicas.

Hay que aclarar que el trayecto de las curvas geodésicas es independiente de las coordenadas
elegidas ya que la ecuacion geodésica, es una ecuacion tensorial; por lo tanto, es indistinto si
se usan las coordenadas de drea, como es el caso.

5.1.1 Particulas masivas

Para particulas masivas, como ya se ha comentado anteriormente, ¢ = 1, entonces (5.4)) se

simplifica en
o_ R (dR\' O VAPRR-M (1P
- M2+ R? \dA VM2 + R? + M \ R? '

(5.5)
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5.1. Analisis general

Mas atin, para el limite extremal, la transformacién de coordenadas (3.12]) se simplifica en

R* =r(r —2M), (5.6)

usando la condicion extremal. Por lo tanto, de (5.6]) y (4.19)), se obtiene que para particulas
masivas ) )
L? (L

RP=_ (= —-2M], 5.7

= (4 (57)

donde ahora se caracterizaron las érbitas acotadas descritas por r. pero en la coordenada R.

De esta tultima relacién, se sigue que para tener bien definido el valor de R., debe cumplirse

que
L? > 2M? (5.8)

En las Figuras 5.1} [5.2] y se muestran las trayectorias geodésicas descritas por
(5.2) v (5.5)) para varios valores de Ly F.

E=0.5991, E =0.6000, E =0.6500, E=0.7000,

08-06-04-02% 02 4 208 -06-04-02 02 na4

-05

Y

E=9.7500 , E=0.7700, E=0.7900, E = ©.8000 ,

7_1

. jﬂ -0.5040.3020.1

Figura 5.1.: Curvas geodésicas para diversos valores de energia, con L = 1 y valores iniciales:

Ry =1.11y ¢y = 5. Caso masivo.

Obsérvese que para el caso de particulas masivas, se hizo el analisis partiendo de R, para
tratar de describir la érbitas circulares. Se logra visualizar érbitas circulares para L = 2,
mientras que para los otros valores de momento angular no, debido a que fue necesaria mayor
precision de computo.

Para L =3,L =4 y L =5, de las curvas geodésicas de particulas masivas, se observa que
conforme la energia se acerca mas a E,, las curvas tienden a ser circulares. Ahora bien, en
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5. Curvas geodésicas en el limite extremal

E=6.89, E-0.91. r E=0.93,

-——

-20-15-1.0-05 05 1.0 15

05 10 05 1Jo

E=0.95, E=8.98, E=0.99, 1 E=1.00

5) =1.0 -05 05

= =

Figura 5.2.: Curvas geodésicas para diversos valores de energia, con L = 2 y valores iniciales:
— I o
Ry = R,y ¢o = 5. Caso masivo.

4
2t E=0.94, 5 E=1.00, E=1.10, E=1.20, E=1.30, E=1.50

30 j0a0 2:5@-@50 0
[ - ) -164D.5/05

-4 -2

Figura 5.3.: Curvas geodésicas para diversos valores de energia, con L = 3 y valores iniciales:
. _ o
Ry = R.y o = 5. Caso masivo.

principio, pareciera que las curvas no estan completas para energias mayores a Fj; es decir,
que les faltan tramos de trayectoria, y es que esto es un defecto propio de la discontinuidad
de los potenciales debido a la existencia de la singularidad exterior, cosa que ya se habia
mencionado anteriormente. Es decir, en las vecindades de r = r; (que en coordenadas de drea
es R =0), las curvas geodésicas ya no siguen la forma de los potenciales efectivos.

Cabe decir que para L = 1, resulté imposible definir R. debido a la Tabla 4.3 pero el
analisis se empez6 partiendo de algtin radio mayor a R = 0.

Los resultados obtenidos para las geodésicas son consistentes con lo esperado para los
potenciales; en particular, con los resultados de las Tablas y Esto es que, para un
momento angular fijo, conforme aumenta la energia de la particula prueba, la trayectoria que
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\-12 0 -8 -6 -4 -2

E=0.97,

E=1.17,

-3

E=1.27,

E=1.37,

5.1. Analisis general

15

E=1.47,

o T

-180

Figura 5.4.: Curvas geodésicas para diversos valores de energia, con L = 4 y valores iniciales:
— _ o
Ry = R.y o = 5. Caso masivo.

25 25 25 25

20

. E=0.98, E=2.38, E=2.50

10

A

-1.5

Figura 5.5.: Curvas geodésicas para diversos valores de energia, con L = 5 y valores iniciales:
— I o
Ry = R,y ¢o = 5. Caso masivo.

describa esta se acercara cada vez mas a la singualaridad exterior; mientras que, para una
energia fija, conforme aumenta el momento angular, la trayectoria de la curva geodésica se
alejard cada vez mas de la singularidad.

5.1.2 Particulas no-masivas

En el caso de las particulas no-masivas, se tiene que € = 0, por lo que ([5.4) se simplifica en

R? <dR>2 VMZE¥RZ— M L2

B2 (= =
M2+ R2 \ d\ Jr\/M2+R2+MR2

(5.9)

Véase a su vez que como en el caso de particulas no-masivas, r. — oo, entonces debido
a (5.6), R. — oo. Esto ultimo era de esperarse, ya que bajo cambios de coordenadas, las
trayectorias gedésicas no deben cambiar, como se coment6 en parrafos anteriores.
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5. Curvas geodésicas en el limite extremal

En las Figuras b.8 5.9y [5.10] se visualizan las trayectorias geodésicas determinadas
por (5.2) y (5.9) para varios valores de L y F.

E=0.41, E=0.5, E=0.6, E=0.7, E=0.8,

-08 -06 -04 -02

-0'50.40.30.20.1
-040.30.20.1

Figura 5.6.: Curvas geodésicas para diversos valores de energia, con L = 1 y valores iniciales:
Ry =111y ¢y = 5. Caso no-masivo.

E-0.6, E=0.7, E=1.0,

10 08 06 04 02 00

20 -15 -10 -05

Figura 5.7.: Curvas geodésicas para diversos valores de energia, con L = 2 y valores iniciales:

Ry = R,y ¢o = 5. Caso no-masivo.

E=0.51, 4 E=09.6, E=1.0,

4 -3 -2 -

Figura 5.8.: Curvas geodésicas para diversos valores de energia, con L = 3 y valores iniciales:
Ry = R.y po = 5. Caso no-masivo.

Las particulas no-masivas presentan las mismas dificultades para trazarlas que las trayecto-
rias para particulas masivas, por las mismas razones que en la secciéon anterior. La diferencia
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15

-6-5-4-3-2-1

E=0.51,

154

-5-4-3-2-1

E=0.6,

15

E=1.0,
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E=2.0,

15

-1

3.0

Figura 5.9.: Curvas geodésicas para diversos valores de energia, con L = 4 y valores iniciales:

Ro=R.y po=735
25}
0_
15}
E=0.51,
10}
5_
8-6-4-2 |

s
PR

25¢

Caso no-masivo.

25+

E =

105 ]

25¢

20+

E=2.5,

25

20

Figura 5.10.: Curvas geodésicas para diversos valores de energia, con L = 5 y valores iniciales:

Ry = R. y o = 5. Caso no-masivo.

en este caso, seria también la forma de los potenciales. Se graficaron las curvas partiendo
de las mismas coordenadas radiales que en el caso masivo. Se observa que efectivamente se
requiere de menos energia, a comparacion del caso masivo, para acercarse a la singularidad;
pero también puede notarse que cerca de las energias E, mostradas en la Tabla las
curvas geodésicas develan un comportamiento que no es acorde a los potenciales, debido a
la discontinuidad de los potenciales alrededor de la singularidad; en particular, cuando la
energia es mayor que Fj, se observa que la particula alcanza la singularidad, mientras que
para energia menores, la particula no llegaria a la singularidad.

Por otro lado, en la curvas geodésicas del caso no-masivo, se confirma la no existencia de
6rbitas circulares; y que para un valor de momento angular fijo, conforme aumenta la energia,
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5. Curvas geodésicas en el limite extremal

mas se acerca la particula prueba a la singularidad; mientras que, para un valor de energia
fijo, conforme aumenta el momento angular, mas es dificil para la particula el aproximarse a
la singularidad; esto, a excepcion de las regiones vecinas a R = 0.
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CAPITULO

Discusion y conclusiones

Este tltimo capitulo se dividira en dos secciones principales; donde en una de ellas se
trataran los resultados obtenidos para el régimen de agujero megro, abordando algunas
caracteristicas pero no ahondando con profundidad en ellas, ya que el objetivo de este trabajo
es desarrollar con mayor detalle los resultados correspondientes a la otra principal seccién de
este capitulo, el estudio del limite extremal.

6.1 Régimen de agujero negro

Respecto al régimen de agujero negro, nétese de la Figuras y 2} que los potenciales
estan definidos correctamente para r > r,; es decir, para coordenadas radiales mayores al radio
asociado al horizonte de eventos, lo cual es consistente porque en principio, el movimiento
geodésico fuera del horizonte de eventos esta descrito por la métrica . Mas atn, véase
de que la singularidad exterior esta cubierta por el horizonte de eventos; esto es algo
que ya se habia comentado en capitulos anteriores, sin embargo, también describe un hecho
esperado, debido a que el horizonte de eventos deberia cubrir (contener) a las singularidades
en el caso del régimen de agujero negro.

De la forma de los potenciales efectivos se rescata que para particulas masivas hay orbitas
acotadas, en particular, hay orbitas circulares inestables y orbitas circulares estables para
algunos valores de momento angular (L = 4y L = 5); en el caso de drbitas circulares inestables,
esto es, que para condiciones iniciales de energia y r., las particulas estan condenadas a
travesar el horizonte de eventos. En lo que respecta al comportamiento geodésico con base
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6. Discusién y conclusiones

al momento angular, se observa que conforme aumenta el momento angular, también se
requiere de mas energia para que las particulas se muevan en las drbitas circulares inestables,
tanto para particulas masivas como no-masivas; de hecho, conforme el momento angular de
las particulas aumenta, el potencial efectivo parece describir una barrera de potencial para
imposibilitar el paso de las particulas al horizonte de eventos; no obstante, si la particula
prueba tuviera las condiciones iniciales (de posicién y energia) correspondientes al méximo
del potencial efectivo, debido a la inestabilidad, la particula podria caer inevitablemente en
el horizonte de eventos, o simplemente salir expulsada hacia el infinito.

Para el caso de particulas no-masivas, las tinicas orbitas acotadas son las orbitas circulares
inestables, que existen para todos los valores de momento angular graficados.

Véase que la descripcion cualitativa anterior estd sujeta a los pardmetros intrinsecos al
agujero negro (M, ¢ y @), pero estos parametros siempre tienen que seguir la condicién
para el régimen de agujero negro tratado, por lo que los comportamientos seran similares,
algunos mas dominantes que otros. Sin embargo, puede haber una combinacién de parametros
en la que haya minimos para el potencial, generando que existan orbitas circulares estables;
es mds, si existen esas combinaciones, véase [6]. Es por ello que la intencion de este proyecto
recae mas en el estudio del limite extremal, cuyo analisis en potenciales efectivos no se ha
estudiado con tanto detalle.

Como comentarios finales a esta seccién, hay que mencionar las diferencias entre (4.14]) y
a nivel asintético. Y es que, cuando r — oo, (4.14) — %; mientras que (4.17) — 0. Este
comportamiento se debe a que para particulas prueba, se normaliz6 la masa, y al momento
de construir el potencial efectivo via la aproximacion clésica para la energia, permanece
un término constante (%) que se refleja graficamente en la Figura . Por otro lado, en el
caso de particulas no-masivas, el término constante se anula, haciendo que el potencial sea

asintOticamente cero.

El hecho de que el potencial tienda a ser una constante distinta de cero (asintéticamente)
podria llevar a pensar que existen Orbitas circulares en esas regiones, ya que para esos casos
el potencial no varia respecto a r, pero la interpretacién rechaza estos casos; y es que, como
se ha mencionado en capitulos anteriores, fisicamente la singularidad ya no tiene efecto sobre
las particulas cuando estas se encuentran virtualmente en el infinito.

6.2 Limite extremal

Para el limite extremal hay multiples resultados a analizar, por lo que esta seccion se divira
en dos subsecciones. Una para analizar los potenciales efectivos, y otra para analizar las
curvas geodésicas con base a las conclusiones determinadas por los potenciales efectivos.
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6.2.1 Potenciales

Uno de los principales comentarios a analizar sobre el limite extremal, es la condicién
descrita por , de donde se concluye que la singularidad exterior esta desnuda y esta
ubicada en rg; esto en principio es correcto para el limite tratado; no obstante, la métrica
tiene dos singularidades de curvatura; y como ya se ha mencionado anteriormente, esta
métrica esta definida para regiones fuera del horizonte de eventos; en particular, para el
limite extremal, eso corresponderia a que la métrica esté definida para regiones afuera de la
superficie definida por r,; ergo, los potenciales efectivos mostrados en las Figuras y
estan sujetos a esta interpretacion fisica para r,.

El parrafo anterior indica que para r < rg, los potenciales mostrados no son necesariamente
los correctos, podria incluso haber alguna discontinuidad. De hecho, esto es lo que sucede
en las Figuras y la discontinuidad est4 en 7, ya que ahi hay una singularidad de

curvatura.

Otros resultado fundamental para el limite extremal es la existencia de orbitas acotadas;
mas aun, es la existencia de drbitas circulares estables. Esto iltimo es propio del caso masivo,
ya que del caso no-masivo, como se comenté en el cuarto capitulo de este trabajo, no existen
fisicamente Orbitas circulares; es mas, es claro que no existen drbitas acotadas. Del caso masivo,
se encuentra que las érbitas circulares estan descritas por y que para que estas estén bien
definidas (en la regién mayor a r,), debe cumplirse ([5.8)), que es una expresién independiente
de coordenadas; por esto mismo, es claro que r. para L = 1 no esta correctamente definido
para la Figura por lo que hablar de la energia E. correspondiente a L = 1 en la Tabla
es enganoso, ya que en ese caso r. < rs. Aun asi, siempre sucede que r. > r, (existen drbitas
circulares estables) cuando L > v/2M, debido a (6-8).

Ahora bien, con respecto a la energia, si se sustituye (4.19)) en (4.21]), resulta que conforme
L — oo entonces Egp. — % Es decir, la energia correspondiente a las orbitas circulares
estables tiende a un valor en particular conforme aumenta el momento angular.

Para finalizar esta subseccién es importante comentar que los potenciales asociados para la
particula masiva en el limite extremal tienen la misma forma funcional que los potenciales
efectivos descritos por un campo newtoniano [2], por lo que en principio, pareceria que las
érbitas descritas serfan conicas (para el caso masivo); no obstante, en las curvas geodésicas
no se visualiza esto, y como tal, es un comportamiento que serda abordado en la siguiente
subseccién para concluir este proyecto.

6.2.2 Curvas geodésicas

Haciendo uso de las conclusiones de la subseccion pasada, y de las curvas geodésicas
obtenidas en el quinto capitulo del presente trabajo, es posible dar conclusiones atin mas
concretas sobre el movimiento geodésico en el limite extremal. La forma de abordar esto sera
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primero para el caso masivo, y luego para el caso no-masivo, pero antes hay que mencionar
que la razén principal por la cual las curvas geodésicas no coinciden con las de un campo
newtoniano es en gran parte por (4.8)); v es que, al aplicar (3.21]), se obtiene que:

dp L

dx " r(r—2M)’ (6.1)

velocidad angular que no coincide con la correspondiente a un campo newtoniano; de hecho,
esta velocidad angular diverge conforme la particula prueba se acerca a la singularidad
exterior; ubicada en r;.

Una forma de hacer que la velocidad angular sea similar a la generada por un campo
newtoniano, es cambiar de coordenadas a las coordenadas de drea, donde efectivamente,
la velocidad angular ahora se comporta newtonianamente, como se muestra en ; sin
embargo, la energia ya no, como lo establece . Es maés, la forma en la que estd construida
la métrica no permite identificar los potenciales efectivos ya que grr # (g1) " [2].

En el caso de coordenadas de drea también sucede que la velocidad angular diverge cuando
la particula se acerca al cero de la coordenada radial, donde hay que recordar que este cero
corresponde a ry = 1y (a la singularidad exterior).

Para el caso de particulas masivas, se hizo el andlisis partiendo de R, para tratar de
describir la orbitas circulares. Se logra visualizar érbitas circulares para L = 2, mientras que
para los otros valores de momento angular no, debido a que fue necesaria mayor precisién de
coOmputo.

Lo que si puede observarse en las figuras correspondientes a las curvas geodésicas de
particulas masivas, es que conforme la energia se acerca mas a F., las curvas tienden a ser
circulares. Ahora bien, en principio, pareciera que las curvas no estan completas; es decir,
que les faltan tramos de trayectoria, y es que esto es un defecto propio de la discontinuidad
de los potenciales debido a la existencia de la singularidad exterior, cosa que ya se habia
mencionado anteriormente. Es decir, en las vecindades de r = r, (que en coordenadas de drea
es R =0), las curvas geodésicas ya no siguen la forma de los potenciales efectivos.

Cabe decir que para L = 1, como se ha mencionado, resultaba imposible definir R.., pero el
andlisis se empez6 partiendo de algtin radio mayor a R = 0.

Los resultados obtenidos para las geodésicas son consistentes con los esperado para los
potenciales, en las regiones donde las geodésicas estan descritas para R > 0, que es donde los
potenciales estan bien definidos. Esto es para un momento angular fijo, conforme aumenta la
energia de la particula prueba, la trayectoria que describa esta se acercara cada vez mas a la
singualaridad exterior; mientras que, para una energia fija, conforme aumenta el momento
angular, la trayectoria de la curva geodésica se alejara cada vez mas de la singularidad.

Por ende, las particulas no-masivas presentan las mismas dificultades para trazarlas que
las trayectorias para particulas masivas, por las mismas razones. La diferencia en este caso,
seria también la forma de los potenciales. En este caso, se graficaron las curvas partiendo
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6.2. Limite extremal

de las mismas coordenadas radiales que en el caso masivo. Se observa que efectivamente se
requiere de menos energia, a comparacion del caso masivo, para acercarse a la singularidad;
pero también puede notarse que cerca de las energias E; mostradas en la Tabla [4.6] las
curvas geodésicas develan un comportamiento que no es acorde a los potenciales, debido a
la discontinuidad de los potenciales alrededor de la singularidad; en particular, cuando la
energia es mayor que F, se observa que la particula alcanza la singularidad, mientras que

para energia menores, la particula no llegaria a la singularidad.

Por otro lado, en la curvas geodésicas del caso no-masivo, se confirma la no existencia de
6rbitas circulares; y que para un valor de momento angular fijo, conforme aumenta la energia,
mas se acerca la particula prueba a la singularidad; en tanto que, para un valor de energia
fijo, conforme aumenta el momento angular, mas es dificil para la particula el aproximarse a
la singularidad; esto, a excepcion de las regiones vecinas a R = 0.
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APENDICE

Apéndice: GMGHS

A.1 Deduccion de las ecuaciones de campo para un agujero negro
GMGHS

Dada la accién S descrita para el agujero negro GMGHS, es decir, (3.6]), se sabe que por el
principio de minima accion [9], ya comentado en el capitulo 3, para obtener las ecuaciones
de campo debe igualarse la variacion de la accién a cero.

Ahora bien, debido a que la accién depende de 3 campos (Gravitacional, dilaténico y de
Maxwell) entonces la variaciéon de S debe ser igual a cero respecto a cada uno de los campos
para que la variacién total sea cero; esto se debe a que cada término aporta a la accién [2)].

Por lo anterior, si se hace la variacién respecto a ¢, el primer término a variar es

d(—+/—gR), de tal forma que debe cumplirse

0(—=v—=gR) =0, (A.1)

ya que el término no depende de ¢. Luego, desarrollando el segundo término de S respecto a

¢ se tiene que
0(2v/=g(V9)*) = 2¢/=gd((V)*),
pero por definicion

(Vo)? = g"'V .0V ,0.
= 6((V9)?) = 8(¢""'V,pV,0) = " 0(V 19V, 0) = g™ [6(V u0) Voo + V06 (V,9)].
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A. Apéndice: GMGHS

02v=9(V9)*) = 2V/=glg"0(Vuo)Vup +  ¢""V,00(Vie) .

gtV 9o (V ) (gH” es simétrico)

L 3(2V=G(V)) = 4/ =50" V,63(V40). (A.2)

Después, para el tercer término,
(e 2PV —gF?) = /=gF?5(e™*)
§(e2p/—gF?) = —2¢/—ge 2 F?5¢. (A.3)

De tal forma que, como S = 0, entonces de (A.1), (A.2) v (A.3), se tiene que .S es

0= [ day=gldg"V,60(,0) = 2 F*o];

sin embargo,

4] day=glgV,66(9,0)] = 4 [ d'ev=glg" V.oV, (00)].

Vo — ﬁau porque ¢ es escalar

Y por integracion por partes
4 / d* 1/ =g[g" V6V, (0)] / d*1\/=gV (9" Y, 656) — / &1/ =gV (9" Y, 8)54)],

pero, por teorema de Stokes [9],

4 e =gV V,080) =4 | de/ g V,600)m,,
M oM

donde 7y es el determinante de la métrica en la hipersuperficie definida por M y n, es el
vector unitatio normal a la hipersupeficie, como es indicado en el teorema antes mencionado.
Sin embargo, en la frontera, se pide que los campos en cuestién tengan variacién cero (¢ = 0),
para que las ecuaciones de campo estén bien definidas en la variedad M [9], por lo que,
retomando la expresion para 05 = 0, se tiene que

0= / &1/ =9[4V (g V) — 2e 2 F?5¢),
M
y como la variacién d¢ fue arbitaria
= —4V,(¢"'V,¢) — 2 2 F? = 0,
también, como la métrica es compatible (2.14)) ya que se considera un marco de RG para la
métrica .
= gV, V., + §e*2¢F2 =0,

donde el primer término es V2¢ al aplicar la métrica.
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Primera ecuaciéon de campo

1
Vi + 5e—%F? = 0. (A.4)
Al hacer la variacién respecto a A,, que es el cuadri-potencial para el campo de Maxwell

[2], se tiene que
0(—v=gR) =0 =08(2v/=g(V9)*, (A.5)

porque ambos términos no dependen del potencial A,. Sin embargo, hay un término en la
variacién que no se anula. Véase que

0(v/=ge *F?) = \/=ge *5(F?),
pero, es posible descomponer a F? a través de la métrica; es decir
F? = g g"’F 3F,, = F"F,,.

= 5<F2) = gwgyﬁ(s(FaﬁFMV) = ga“gyﬂ [FW(SFaﬁ + Faﬁ5FuV] = 2gua9VﬂFa65Fu

gH¥es simétrico y hay indices mudos

Mas atn, por definiciéon del campo de Maxwell,
_ 04, 04,
T Qo Qxv

0A, OA..  96A, 9SA, V(M) Vy(éAu).

dr ~ 9wr) T G o
En RG se anula [2]
SLO(F?) = 29" P FL8[V u(0A,) — V,,((SAN)] (A7)
Por lo tanto, como 65 = 0, entonces de (A.5) v (A.7) se obtiene que 4S5 es

(A.6)

= 0F,, =0(

0=2 / d* 1/ =ge 2 g" ¢ Fog V. (6A,) — V,(6A4,)).

No obstante, al aplicar la métrica

g,uagVBFaﬁ — [

~0=2 /M d*1y/=ge 2 [V, (5A,) — V,(6A,)] = 4 /M d*ar/—ge P [F™ Y, (5A,)].

Por antisimetria en el campo de Maxwell [15]

Posteriormente, integrando por partes
4 / d'zy/—ge 2 [FH'V ,(5A,) / d'z\/=gV (e 2 F 5 A,) / d' 2/ =gV (e 2 F)5 A, ).
Y, una vez mas, por teorema de Stokes,

4/ d'o/=gV (e P F6A,) = 4/8 da/—v(e P F*5A,)n,,
M M
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donde, como en la variacién respecto a ¢, v es el determinante de la métrica en la hipersuperficie
definida por OM y n,, es el vector unitatio normal a la hipersupeficie. A su vez, por el mismo
argumento antes mencionado, en la fontera, se pide que los campos en cuestién ya no varien
(0A, = 0 en este caso). En consecuencia, volviendo a la expresién en la que la variacién de S
se anula, resulta que

0= —4 / d*ar/—gV (e 2 F)5A,,
M

y como 0A, era arbitraria
Segunda ecuaciéon de campo

= V(e *F")=0. (A.8)

Finalmente, haciendo la variacion respecto a ¢g"”, resulta que hay que entra en juego la
variacién de /—g. Asi, es importante mencionar que de [2] se sabe que

0v/=g = —;x/—_ggwég"”, (A.9)
de tal forma que el primero de los términos a variar de S se ve como
0(=V=gR) = =6(/=gR) = —[ROv/=g + V/=gbR].
De hecho, por , se tiene que

OR = 0(9"" R,) = R0g"” + g""oR,,. (A.10)
Ergo, de (A.9) y (A.10)), es claro que
R
0(=v=9R) = V=gl=9" 0B + (5 g — By )09"]; (A.11)

mientras que, el siguiente término a variar queda como

3(2v/=9(V9)?*) = 20[v/=g(V9)’] = 26(V 99" V,dV,0) = 2V,0V,05(v/~g9"").

¢ es escalar y no depende de gh”

Luego,
1
0(V=99") = 9""0(V=9) + V=909"" = V=9(= 59" g + 1)0g"".
Por
Entonces, sustituyendo la tltima relacién con la peniltima, resulta
0(2v=9(V$)*) = V=9[2V,0V.,6 — 9, (V$)*]dg"". (A12)

Por otro lado, la ultima variacion a hacer es

§(v/—ge 2 F?) = e 296(\/—gF?) = e_2¢5(\/—gg““g”ﬁFaﬁij) = e‘z‘z’FaﬁFw(S(\/—ggO‘“g”B).
F? depende de gt Fyp no depende de g#" por

Y, desarollando la variacién del producto

= 0(\/—ge 2 F?) = e Fo5F,, 19" ¢"?6 /=g + V—g(g*"69"" + g"%5¢°")] = (...)
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— 1 (07 12 v (07 v 1% (03
(...) = +/—ge 2¢FQBFW[—§g "6"P g, 09" + g*18g" + g"P5g) = (...)
Por

(...) =+v/—ge” [—f 015Fﬂ,,go‘“g”ﬁgm,(Sg”y +gaﬂFauFﬁyégl’“—l—Fl,BFmga%g”“] =(..)

B+—p a+—v

1
() = V=g =2 g F? + 6 (FauFiu + FusFra)log™ = ()

F? = gougVBF, 5 F, y g es simétrico

( ) \ 6 [_79;WF2 + QQQﬁF,uaFVB ]
~————
Fu es antisimétrico
§(v/—ge *F?) = /—ge~ [——gu,,FQ +2F,,F*,)5g". (A.13)

Como se busca que 45 = 0, entonces de (A.11)), (A.12) y (A.13]), resulta que 65 es

R B 1 ,
0= /M d4:v«/_—g[§g,w — Ry + 2V, 0V,6 — g, (Ve)* + e 2¢(—§guyF2 +2F,,F*,)]5g"

+ /M d*xy/ —g[—9""0R,.],

pero la tltima integral puede verse como la cuadridivergencia de un campo vectorial [2], por
lo que aplicando el teorema de Stokes de la misma forma que se aplicé a lo largo de toda esta
seccion, se anula la integral, valga la redundancia. Por ende, como d¢"” era una variacion
arbitraria

R - 1
= O — Ry, +2V,0V,6 — g, (Vo) + e 2¢(—§g,wF2 +2F,,F?,) = 0;

posteriormente, aplicando ¢g"” a la expresién anterior; es decir, obteniendo la traza se produce
que
2R — R+ 2(V$)? — 4(Ve)? — 2e 2°F? 4 2¢7%* g"' F,, F?, = 0.
—_———
=F?
= R—2(Vg)* =
R
© 5= (V)2 (A.14)

Por lo que, si se sustituye (A.14]) en la expresion obtenida antes de calcular la traza, resulta
la dltima ecuacién de campo a calcular; es decir:

Tercera ecuacién de campo

1
R, =2V, 0V, 0 + 2¢ *F, F*, — §gm,e_2¢F2 : (A.15)

Como comentario adicional, nétese que se obtienen 3 ecuaciones de campo debido a la
cantidad de campos involucrados.
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