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RESUMEN 

En este trabajo, se estudia analíticamente el flujo electroosmótico de un fluido viscoelástico 

en una rendija metálica, mediante la aplicación de un campo eléctrico externo, el cual induce 

un flujo volumétrico electroosmótico. Para caracterizar la reología y el flujo se emplea el 

modelo viscoelástico no lineal de Maxwell convectivo superior. Suponiendo proceso 

isotérmico, flujo incompresible, estado no estacionario, mecanismos gravitacionales 

despreciables e invariancia axial, se obtiene expresiones analíticas para el perfil de 

velocidades y el flujo volumétrico. Los resultados obtenidos muestran que la dinámica lineal 

del sistema se puede modelar mediante funciones de transferencia complejas dinámicas y 

estáticas, las cuales describen la interacción entre la variable de entrada (campo eléctrico) y 

las variables de salida (flujo volumétrico y esfuerzo cortante en la pared). Es claro, que al 

utilizar variables adimensionales se obtienen grupos que describen la física del sistema 

(Deborah). El flujo electroosmótico puro depende de las propiedades eléctricas térmicas 

viscoelásticas del fluido electroreológico y pueden ser ajustadas mediante las propiedades 

materiales del sistema. Los resultados teóricos computacionales fueron obtenidos mediante 

el programa Wolfram Mathematica (licencia UNAM). Los mecanismos viscoelásticos 

permiten obtener las resonancias correspondientes y su magnitud depende de los 

mecanismos fundamentales de este problema. La frecuencia juega un papel fundamental en 

las perturbaciones del perfil de velocidades y finalmente, el parámetro alfa contribuye a la 

respuesta dinámica lineal debido a la competencia entre las propias eléctricas (orientan) y 

las propiedades térmicas (dispersan). El resultado fundamental encontrado en este trabajo a 

nivel de investigación a nivel licenciatura es que al orientar los elementos materiales de un 

fluido electroreológico podemos obtener una respuesta dinámica mayor. Este trabajo es 

fundamental en las aplicaciones de microdispositivos en sangre con patologías como ll 

hipercolesterolemia, hiperglucemia, cirrosis hepática y cáncer. 
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Figura 2. Ilustra el sistema de estudio en este trabajo de investigación. El campo eléctrico 

producido externamente, como el que se observa en el sistema. Genera un movimiento 

de un fluido con un electrolito (un fluido que contiene iones disueltos). El exceso de 

cationes (capa móvil) establece un flujo neto de migración desde el polo positivo (ánodo) 

hacia el polo negativo (cátodo). 

Palabras clave: Ecuación de continuidad, Fluido newtoniano, Fluido no-newtoniano, 

Flujo electroosmótico, Distribución de cargas, Función de transferencia compleja, 

Modelo de Maxwell, Transformada de Fourier. 
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1.1 Introducción 

Los fluidos complejos son sistemas que presentan las siete propiedades básicas de la reología 

como son: (i) Adelgazamiento al corte, (ii) Engrosamiento al corte, (iii) Tixotropía, (iv) 

Reopexía, (v) Primera diferencia de esfuerzos normales (vi) Segunda diferencia de esfuerzos 

normales y (vii) Flujo bandeado (Herrera-Valencia et al. 2022, 2023). Los cristales líquidos 

son sistemas que presentan características de fluido complejos y estructurados y que 

presentan alineamiento y orientación por efecto del corte (Khadem y Rey 2019a, 2019b, 

2021). Uno de los sistemas que puede ser tratado mediante las teorías de los cristales líquidos, 

son las membranas biológicas (Abou-Dakka et al. 2012).   

Las células ciliadas (CCE), se encuentran en el oído interno y son las causantes de amplificar 

la información que proviene del sonido que pasa por el sistema auditivo externo e interno 

respectivamente (Ramírez-Torres et al. 2024). En particular, la flexo-electricidad aplicada 

a las membranas biológicas, utiliza un campo eléctrico impuesto para crear flexión entre 

ellas, la cual es utilizada por las células ciliadas externas (CCE) ubicadas en el oído interno 

para amplificar el sonido que viaja del oído externo al medio por medio del complejo sistema 

auditivo (Wang et al. 2022, 2023; Herrera-Valencia y Rey 2023). Por otra parte, la flexo-

electricidad en las membranas timpánicas, es un efecto del acoplamiento electromecánico 

entre la curvatura promedio de la membrana y la polarización eléctrica macroscópica que es 

esencial para la fisiología de la audición (Herrera-Valencia y Rey 2014). En este proyecto-

tesis se pretende incorporar los siguientes puntos importantes: 

A) Modelo electro-reológico que describe el sistema de tres fases termodinámico 

consistente en dos líquidos viscoelásticos y una membrana sólida flexo-eléctrica. 

B) Proponer una variante del modelo Herrera-Valencia/Rey (Herrera-Valencia y Rey 

2023) para incorporar la viscosidad de la membrana. Esta, podría ser una medida de la 

resistencia que presenta al cambio de curvatura por efecto de la fuerza motriz (campo 

eléctrico). El modelo, nuevo se puede expresar mediante la siguiente ecuación analítica 

de relajación: 

𝜕𝜎

𝜕𝑡
= 𝐺 (1+𝜆𝑀

𝜕

𝜕𝑡
)

𝜕𝑉𝑧

𝜕𝑟
                         (1) 

En la Ec. (1) M [s] es un tiempo de relajación de la membrana, G [Pa] es el módulo elástico 

de corte y Vz/r [s-1] 

 



                                                                                                                                                           
UNAM-FES ZARAGOZA 5 

1.2 Antecedentes 

1.2.1 Flujo electroosmótico 

El flujo electroosmótico (EOF) es el movimiento del fluido adyacente a una superficie 

cargada debido a un campo eléctrico impuesto externamente (Burgreen y Nakache 1964; 

Levine et al. 1975; Yang y Li 1997; Wang et al. 2007; Berli y Olivares 2008; Afonso et 

al. 2009, 2013). En EOF, la superficie siempre lleva una solución de iones, lo que garantiza 

una neutralidad general de la carga. Las principales aplicaciones de (EOF) incluyen: (i) 

análisis de inyecciones de micro flujo, (ii) cromatografía de micro fluidos, (iii) micro 

reactores, (iv) micro energía, (v) sistemas de enfriamiento microelectrónicos y micromezcla 

y bio- reología (fisiología de la sangre humana) (Jendrejack et al. 2003; Stone et al. 2004; 

Wang et al. 2007; Berli y Olivares 2008; Ferrás et al. 2016). 

El flujo electro-osmótico es el movimiento de un fluido con un electrolito (un fluido que 

contiene iones disueltos) a través de un micro canal o un capilar muy delgado, por el cual, es 

aplicado un campo eléctrico (Reuss 1809; Arulanandam y Li 2000; Bruus 2008; Das y 

Chakraborty 2006; Afonso et al. 2009, 2011, 2012, 2013; Arulanandam y Li 2000; 

Chopin 2012).  

1.2.2 Campo eléctrico 

El campo eléctrico E produce oscilaciones en la membrana elástica a través de efectos 

mecano-eléctricos y flexo-eléctricos (Herrera-Valencia et al. 2019). Estas oscilaciones 

desplazan las fases viscoelásticas a través de los mecanismos elásticos y viscoelásticos, esto 

permite la conversión de energía eléctrica a mecánica, la cual, permite la integración de los 

efectos flexo-eléctricos y mecánicos (Herrera-Valencia y Rey 2023, 2018, 2014). 

 Los puntos destacables de esta conversión son: (i) Potencia liberada en el contacto de fases 

viscoelásticas dada la imposición de un campo eléctrico, (ii) Energía elástica almacenada en 

la membrana y (iii) Propiedades destacables de las curvas resonantes y caracterización 

(frecuencia de resonancia, máximo valor en curvas resonantes y anchura de curvas 

resonantes, Herrera-Valencia y Rey 2023, 2018, 2014) 

Al aplicar el campo eléctrico, el exceso de cationes del bulto (capa móvil), establece un flujo 

neto de migración del polo positivo (ánodo) hacia el polo negativo (cátodo), generando el 
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flujo electro-osmótico que refiere a la migración de un líquido (solución amortiguada, i.e. 

con ph constante) respecto de una superficie cargada (pared capilar) al aplicar un campo 

eléctrico (Chopin 2012). La interacción del fluido con el electrólito induce en las paredes 

del sistema (rectangular o cilíndrico), una carga en las paredes por efecto de los procesos 

interfaciales, la porosidad el material y los procesos de fisi-adsorcion (Afonso et al. 2009, 

2011-2013, Bruss 2008; Chopin 2012; Ferrás et al. 2016, 2018). En este contexto, la 

electroósmosis se utiliza ampliamente para manipular y controlar flujos de fluidos en canales 

con longitudes inferiores a un milímetro. Esto se logra mediante la interacción electrostática 

entre un campo eléctrico externo constante y pulsante y una doble capa eléctrica (EDL) 

(Stone et al. 2004; Chakraborty 2005; Das y Chakraborty 2006; Chakraborty y 

Srivastava 2007; Rojas et al. 2017, 2019; Vargas et al. 2019). Suponiendo como primera 

aproximación en el sistema, que se cumple la condición de adherencia en las paredes del 

sistema cartesiano (rendija o micro canal), se han obtenido expresiones analíticas para 

describir el perfil de velocidades y el flujo volumétrico en el sistema, para flujo combinado 

(gradiente de presión y flujo electro-osmótico), y electro-osmótico puro (Afonso et al. 2009; 

2011-2013; Bruss 2008; Chopin 2012; Ferrás et al. 2016, 2018). Peralta et al (2020) han 

informado sobre la transferencia de masa a través de un micro canal de anillo concéntrico 

impulsado por un flujo oscilatorio de un fluido Maxwell. Informaron que el líquido iónico se 

caracterizó mediante la ecuación constitutiva de Maxwell y se empleó la aproximación de 

Debye – Hückel. Sus resultados sugieren que las distribuciones de velocidad y concentración 

a través del micro canal anular se vuelven no uniformes a medida que aumenta el número de 

Reynolds angular y dependen notablemente del número de elasticidad. 

1.2.3 Bombeo electroosmótico 

El bombeo electroosmótico es un mecanismo crucial para el transporte y control de los flujos 

de fluidos. Normalmente, los parámetros críticos que determinan el rendimiento del bombeo 

son: (i) la magnitud del campo eléctrico aplicado externamente, (ii) las dimensiones de la 

sección transversal del micro canal, (iii) la densidad de carga superficial de la superficie del 

micro canal, y la densidad iónica y el pH del sistema fluido (Sánchez et al. 2013; Rojas et 

al. 2017; Vargas et al. 2019). 
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Un método para mejorar el caudal volumétrico en un micro canal es aumentar la magnitud 

del campo eléctrico aplicado. Sin embargo, esto puede provocar un aumento de la 

temperatura del fluido como consecuencia del efecto de calentamiento Joule, lo cual es 

indeseable (Sánchez et al. 2013; Rojas et al. 2019, 2017; Vargas et al. 2019). 

La mayoría de los enfoques se han centrado en el estudio de: (i) distribuciones de iones, (ii) 

geometría del material y (iii) la naturaleza reológica del fluido (Hayat et al. 2011; Ali et al. 

2020 Mahapatra y Bandopadhyay 2020, 2021). 

1.2.4 Análisis teórico y técnicas matemáticas 

El análisis teórico del EOF de fluidos newtonianos y no newtonianos en micro canales 

(rendijas y capilares) ha sido objeto de varios estudios matemáticos y físicos (Sánchez et al. 

2013; Mederos et al. 2020). Chakraborty y Srivastava (2007) estudiaron los flujos 

electroosmóticos periódicos en el tiempo a través de nano canales sin presumir la validez de 

la distribución de cargas iónicas de Boltzmann. La función de carga se obtiene mediante 

consideraciones de conservación de las especies individuales y su líquido se caracteriza por 

la ecuación de Navier-Stokes (fluido newtoniano). Se estudió la influencia de la frecuencia 

del campo eléctrico sobre el flujo electroosmótico en función de los parámetros del material. 

Sadek y Pinho (2019) muestran una solución analítica del flujo oscilatorio electroosmótico 

de fluidos convectivos superiores Maxwell (UCM) multimodo. Solución analítica para flujo 

electroosmótico en corte oscilatorio de pequeña amplitud (SAOS) como herramienta de 

medición adecuada para caracterizar la reología en el régimen de pequeñas deformaciones. 

Sus resultados pueden permitir la cuantificación de los módulos de almacenamiento y pérdida 

en el régimen lineal. Esta técnica requiere el uso de tamaños de muestra más pequeños que 

la prueba oscilatoria de pequeña amplitud convencional. 

Las técnicas matemáticas utilizadas para resolver estas ecuaciones involucran, entre otras: (i) 

ecuaciones lineales ordinarias y diferenciales parciales con diferentes tipos de condiciones 

de contorno (Hayat et al. 2011), (ii) métodos numéricos, incluyendo diferencias finitas, 

elementos finitos y Comúnmente se emplea una técnica de volumen finito, así como (iii) de 

perturbación regular e irregular (Rojas et al. 2017). 



                                                                                                                                                           
UNAM-FES ZARAGOZA 8 

1.3 Hipótesis 

Si los parámetros materiales del sistema de estudio afectan el flujo combinado electro-

osmótico, entonces este, podrá ser cuantificado a través de los grupos adimensionales 

característicos en el sistema. 

1.4 Objetivos 

1.4.1 Objetivo general 

Estudiar el flujo electro-osmótico combinado de un líquido viscoelástico mediante el modelo 

convectivo superior de Maxwell. 

1.4.2 Objetivos particulares 

I. Calcular las funciones materiales y dinámicas del sistema como son: distribución de 

cargas, perfil de velocidades, y flujo volumétrico. 

II. Aplicar el formalismo de Fourier para obtener una ecuación dinámica lineal en términos 

de la frecuencia que describa la relación entre la variable de entrada (campo eléctrico) y 

la variable de salida (flujo volumétrico). 

III. Proponer un conjunto de variables adimensionales con el fin de obtener los grupos 

adimensionales que permitan describir el sistema físico. Que describan las fuerzas 

macroscópicas. 

IV. Programar los códigos computacionales en el lenguaje de Wolfram-Mathematica y 

realizar las simulaciones del sistema. 

V. Deducir los resultados que muestre en las curvas resonantes típicas, se comprendan y se 

explique el comportamiento del fluido viscoelástico complejo. 
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2.1 Modelos viscoelásticos lineales 

2.1.1 Modelo de Maxwell 

Este modelo describe a los fluidos viscoelásticos en el régimen de viscoelasticidad lineal, 

combina la deformación presente en el sólido de Hooke y la deformación del fluido 

newtoniano, por lo tanto, la deformación total es (Herrera-Valencia et al. 2012). 

                                                                  𝜸 = 𝜸𝑽 + 𝜸𝑬                                             (2.1) 

La deformación viscosa expresada mediante la ecuación de fluido newtoniano y la del sólido 

de Hooke, toma la siguiente forma: 

                                                                     𝝈 = 𝑮𝟎𝜸𝑬                                             (2.2) 

Donde:  

𝑮𝟎: Módulo elástico de corte. 

𝜸𝑬: Deformación elástica. 

Para obtener el modelo constitutivo de Maxwell se debe tomar la derivada temporal de la 

ecuación de deformación total (Ec. 6) y a su vez combinarla con las ecuaciones del fluido 

newtoniano y del sólido de Hooke:  

                                                               𝝈 + 𝝀𝟎
𝝏

𝝏𝒕
𝝈 = 𝟐𝜼𝟎𝑫                                  (2.3) 

Donde:  

𝝀𝟎: Tiempo de relajación de Maxwell. 

Cuando el tiempo de relajación tiene valor cero el sistema se reduce al comportamiento de 

un fluido newtoniano, mientras que, si presenta una rapidez de deformación baja, el sistema 

puede ser integrado con respecto a dicho valor (tiempo de deformación) y la ecuación se 

reduce al sólido de Hooke. 

Es importante recordar que las propiedades materiales que intervienen en este modelo pueden 

ser calculas mediante pruebas de flujo oscilatorio y de flujo en estado estacionario (Calderas 

et. al.,2009; Bird, et. al., 1987). 

2.2 Ecuaciones básicas para el modelado matemático 

2.2.1 Ecuación de Continuidad y Transporte 

La dinámica no-lineal de la membrana está determinada por ecuaciones de continuidad, 

transporte y de un balance de fuerzas en la membrana. La primera de las ecuaciones que se 

describe es la ecuación de continuidad en el sistema de estudio: 

𝝏𝝆𝑳

𝝏𝒕
+ 𝛁 ∙ (𝝆𝑳𝑽) = 𝟎     (2.4) 
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Para la fase viscoelástica se tiene lo siguiente: 

𝝏𝝆𝑹

𝝏𝒕
+ 𝛁 ∙ (𝝆𝑹𝑽) = 𝟎     (2.5) 

La ecuación de movimiento puede ser descrita para cada fase en la siguiente forma: 

𝝆𝑹 (
𝑫𝑽

𝑫𝒕
) = −𝛁𝒑 + 𝛁 ∙ 𝝈𝑹 + 𝝆𝑹𝒈                     (2.6) 

Por lo tanto, para la fase L: 

                                                      𝝆𝑳 (
𝑫𝑽

𝑫𝒕
) = −𝛁𝒑 + 𝛁 ∙ 𝝈𝑳 + 𝝆𝑳𝒈                                              (2.7) 

2.3 Ecuación Constitutiva Reológica 

La reología y el flujo son descritos a través de la ecuación constitutiva reológica de Maxwell, 

por lo que se tiene lo siguiente: 

L Lλ η


 σ σ D             (2.8) 

Y 

R Rλ η


 σ σ D
                    (2.9) 

La derivada codeformacional tiene la forma: 

 TD

Dt



     
σ

σ V σ σ V
                           (2.10) 

En donde la derivada material del tensor de esfuerzos toma la forma: 

𝑫𝝈

𝑫𝒕
=

𝝏𝝈

𝝏𝒕
+ 𝑽 ∙ 𝛁𝝈                          (2.11) 

Al sumar las expresiones obtenidas, tenemos la siguiente expresión analítica: 

                  (𝝆𝑳 + 𝝆𝑹) (
𝑫𝑽

𝑫𝒕
) = −(𝛁𝒑𝑹 + 𝛁𝒑𝑳) + 𝛁 ∙ (𝝈𝑹 + 𝝈𝑳) + (𝝆𝑹 + 𝝆𝑳)𝒈        (2.12) 

Al suponer la presencia de flujo cortante en la Ec. 2.15 se presenta la simplificación: 

𝑽 ∙ 𝛁𝑽 = 𝟎 
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Por lo tanto, la ecuación de movimiento (Ec. 2.15) toma la forma:  

                  (𝝆𝑳 + 𝝆𝑹) (
𝝏𝑽

𝝏𝒕
) = −(𝛁𝒑𝑹 + 𝛁𝒑𝑳) + 𝛁 ∙ (𝝈𝑹 + 𝝈𝑳) + (𝝆𝑹 + 𝝆𝑳)𝒈  (2.13) 

En donde el gradiente de presión en la interfase se puede expresar como la suma de las 

contribuciones de la fase viscoelástica R y la L, respectivamente: 

𝛁𝒑(𝒕) = (𝛁𝒑(𝒕))𝑹
+ (𝛁𝒑(𝒕))𝑳

=
𝛁𝒑(𝒕)

𝑳
                            (2.14) 
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3.1 Ecuaciones de conservación de transporte y reológica 

En esta sección, se presentan las ecuaciones más importantes en el sistema. 

La primera de ellas es la ecuación de continuidad, la cual es un balance de masa sin reacción 

química. 

𝝏𝝆

𝝏𝒕
+ 𝜵 ⋅ 𝝆𝑽 = 𝟎                                            (3.1) 

La ecuación de movimiento para el sistema, o bien, la segunda ley de newton aplicada a 

un medio continuo: 

𝝏𝝆𝑽

𝝏𝒕
= 𝜵 ⋅ 𝑻 + 𝒇𝑩                                             (3.2) 

Donde:  

𝑽: Vector velocidad. 

𝑻: Tensor de esfuerzos totales. 

𝒇𝑩: Fuerzas de bulto en el sistema. 

 

Para un mejor entendimiento, el tensor de esfuerzos totales toma la forma: 

𝑻 = −𝒑𝑰 + 𝝈                                                (3.3) 

Donde:  

𝑰: Matriz unitaria. 

𝒑: Escalar asociado a la presión en el sistema. 

𝝈: Tensor de esfuerzos viscosos y viscoelástico. 

3.2 Fluido newtoniano 

Se define la ecuación del fluido básico en fenómenos de transporte y reología, fluido 

newtoniano, ya que su comportamiento es fiel a la ley de Newton (Bird et. al., 1987), 

donde el esfuerzo de corte es proporcional al gradiente de velocidad de corte: 

                                                                      𝝈 =  2𝜇𝑫                                               (3.4) 

Y 

                                                                 𝑫 =
𝟏

𝟐
(𝛁𝑽 + 𝛁𝑽𝑻)                                   (3.5) 

Donde:  

𝝈: Tensor de esfuerzos viscosos (Pa). 

𝝁: Viscosidad newtoniana (Pas). 



                                                                                                                                                           
UNAM-FES ZARAGOZA 15 

𝑫: Tensor de rapidez de deformación. 

𝛁𝑽: Gradiente de velocidad. 

𝑻: Transpuesta del tensor (Matriz 3x3). 

3.3 Fluido no newtoniano 

En los fluidos no-newtonianos la rapidez de deformación no muestra una relación lineal entre 

el esfuerzo y la rapidez de deformación (Bird et. al., 1987), por lo cual, la viscosidad no es 

constante y va a depender de la rapidez con la que se aplique la deformación de la muestra, 

la temperatura, la presión, concentración, pH, entre otras variables (Bird et. al., 1987). Las 

ecuaciones involucradas en este tipo de fluido son las siguientes: 

𝝈 =  2𝜂(𝐼𝐼𝐷)𝑫  (3.6) 

Y  

𝜼(𝑰𝑰𝑫) =  √2(𝐷: 𝐷)  (3.7) 
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4.1 Análisis del sistema físico 

A continuación, se describen las siguientes características del sistema de estudio, analizado 

para realizar el cálculo de la permeabilidad dinámica de un fluido viscoelástico lineal y su 

distribución de cargas en la rendija metálica del flujo mediante la transformada de Fourier. 

 

Figura 2. Representación esquemática del sistema físico (Condiciones de Frontera). 

4.2 Condiciones sujetas al fluido viscoelástico 

a) Flujo electroosmótico puro. 

b) Fluido viscoelástico lineal (bajas deformaciones). 

c) Líquido Newtoniano (viscosidad constante). 

d) Líquido incompresible (la densidad no depende de la posición ni del tiempo). 

e) Proceso en estado no estacionario (las propiedades o condiciones cambian en el tiempo). 

f) Flujo cortante: 𝑉 ∙ ∇𝑉 = 0 

g) La presión es constante en el sistema de estudio.  

h) Dirección del campo de velocidad en “z”. 

i) Dirección del tensor gradiente de velocidades en “x”. 

j) Los mecanismos gravitacionales son despreciables. 

k) El fluido se deforma continua e irreversiblemente por un campo eléctrico. 

4.3 Razonamiento matemático 

Se tiene un sistema de cargas, distribuido en un líquido viscoelástico en una rendija metálica. 

Las cargas se pegan en la superficie metálica en x = + B y en x = -B. Las cargas se adhieren 
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a las superficies por efecto de una energía eléctrica. Esto sucede cuando un electrolito se 

encuentra en el espacio comprendido entre dos superficies paralelas. Básicamente, este 

sistema es un capacitor el cual, almacena energía. La ecuación que lo describe proviene de 

las ecuaciones fundamentales de Maxwell, en este caso la Ley de Gauss: 

                                                                        𝛁 ∙ 𝑬⃗⃗ =
𝝆𝒆(𝒙)

𝜺𝟎
                                                                            (4.1) 

En la Ec. (1), es el campo eléctrico, ρ es la densidad de carga en el medio y ε0 es la 

permitividad del fluido en el vacío. El campo eléctrico, se puede expresar como el negativo 

de un potencial eléctrico externo que se impone al sistema, debido a que es una fuerza 

conservativa, i.e. 

                                                                        𝑬⃗⃗ = −𝛁𝚽𝒆                                                                                    (4.2) 

Cuando se sustituye la Ec. (2) en la Ec. (1), se tiene la siguiente expresión matemática y se 

le agrega un potencial inducido por las cargas. 

𝛁 ∙ 𝑬⃗⃗ =
𝝆𝒆(𝒙)

𝜺𝟎
                           𝑬⃗⃗ = −𝛁𝚽𝒆         

     𝛁 ∙ (−𝛁𝚽𝒆) =
𝝆𝒆(𝒙)

𝜺𝟎
       

     −𝛁𝟐(𝚽𝒆 + 𝚿) =
𝝆𝒆(𝒙)

𝜺𝟎
 

Por lo tanto: 

                                                                   𝛁𝟐𝚽𝒆 + 𝛁𝟐𝚿 = −
𝝆𝒆(𝒙)

𝜺𝟎
                                                             (4.3) 

Donde: 

e = Potencial eléctrico externo que se impone en el sistema. 

Ψ = Potencial eléctrico inducido de cargas en el sistema. 

ρe(x) = Densidad de carga en el medio en la dirección “x”. 

ε0 = Permitividad del fluido en el vacío. 
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La Ec. (3), el potencial eléctrico solo es en dirección axial, es decir, solo depende de la 

coordenada axial “x”. Por lo que, no hay una distribución de cargas en el sistema de estudio, 

solo la que se induce. Por lo tanto, se desarrollan la ecuación diferencial: 

𝛁𝟐𝚽𝒆 + 𝛁𝟐𝚿 = −
𝝆𝒆(𝒙)

𝜺𝟎
                𝛁𝟐𝚽𝒆 = 𝟎 

𝛁𝟐𝚿 = −
𝝆𝒆(𝒙)

𝜺𝟎
 

(
𝝏𝟐𝚿

𝝏𝒙𝟐 +
𝝏𝟐𝚿

𝝏𝒚𝟐 +
𝝏𝟐𝚿

𝝏𝒛𝟐 ) = −
𝝆𝒆(𝒙)

𝜺𝟎
 

𝝏𝟐𝚿

𝝏𝒙𝟐 = −
𝝆𝒆(𝒙)

𝜺𝟎
 

                                                                            
𝝏𝟐𝚿

𝝏𝒙𝟐 +
𝝆𝒆(𝒙)

𝜺𝟎
= 𝟎                                                                   (4.4) 

La distribución de cargas se puede expresar en la siguiente manera: 

                                                                   𝝆𝒆(𝒙) = −𝜺𝟎𝜶
𝟐𝚿(𝒙)                                                          (4.5) 

Donde el siguiente parámetro material “α2” el cual, depende de los mecanismos eléctricos 

– térmicos y del potencial eléctrico. También llamado parámetro de colisión efectiva de 

los iones en reacción. Y viene dado por el parámetro de Debye – Hückel, relacionado con el 

espesor de la capa de Debye: 

𝝀𝑫 =
𝟏

𝜶
 

Normalmente denominado “espesor EDL”. Esta aproximación es válida cuando el espesor 

de la longitud de Debye es pequeño pero finito, es decir, para: 

𝒂

𝝀𝑫
∈ [𝟏𝟎𝟏, 𝟏𝟎𝟑] 

En consecuencia, el potencial inducido se limita para que su energía no supere la energía 

térmica de manera similar a lo reportado por Rojas et a. (2017). 

𝜶𝟐 =
𝟐𝒏𝟎𝒆

𝟐𝒛𝟐

𝜺𝒌𝑩𝑻
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Donde: 

𝒏𝟎 = Concentración iónica en la solución. 

𝒆𝟐 = Valencia de la solución electrolítica 

𝒛𝟐 = La carga elemental. 

𝒌𝑩 = Constante de Boltzmann. 

𝑻 = Temperatura absoluta. 

Por lo tanto “α” está relacionado con factores electro – térmicos en el fluido. 

Al sustituir Ec. (5) en la Ec. (4), se tiene lo siguiente: 

𝝏𝟐𝚿

𝝏𝒙𝟐 +
𝝆𝒆(𝒙)

𝜺𝟎
= 𝟎 

𝝆𝒆(𝒙) = −𝜺𝟎𝜶𝟐𝚿(𝒙) 

𝝏𝟐𝚿

𝝏𝒙𝟐 +
(−𝜺𝟎𝜶𝟐𝚿(𝒙))

𝜺𝟎
= 𝟎 

                                                             
𝒅𝟐𝚿

𝒅𝒙𝟐 − 𝜶𝟐𝚿(𝒙) = 𝟎                                                            (4.6) 

Tomamos el polinomio auxiliar: 

𝒂𝒎𝟐 + 𝒃𝒎 + 𝒄 = 𝟎  

𝒂 = 𝟏               𝒃 = 𝟎           𝒄 = −𝜶𝟐 

𝒎𝟐 − 𝜶𝟐 = 𝟎  

𝒎𝟐 = 𝜶𝟐             √𝒎𝟐 = ±√𝜶𝟐           𝒎 = ±𝜶    

𝒎𝟏,𝟐 = ±𝜶                𝒎𝟏 = +𝜶                𝒎𝟐 = −𝜶 

La solución general es la siguiente:  

𝚿(𝒙) = 𝑪𝟏𝒆
𝒎𝟏𝒙 + 𝑪𝟐𝒆

𝒎𝟐𝒙           

   𝚿(𝒙) = 𝑪𝟏𝒆
𝜶𝒙 + 𝑪𝟐𝒆

−𝜶𝒙                          
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Pasamos la solución general a cosenos y senos hiperbólicos:  

                                                 𝚿(𝒙) = 𝑪𝟏𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶𝒙) + 𝑪𝟐𝒔𝒆𝒏𝒉(𝜶𝒙)                                         (4.7)            

Para encontrar la solución particular, realizamos un sistema de ecuaciones con la Ec. (7) y 

las condiciones de frontera: 

𝚿(𝒙 = +𝑩) = 𝚿𝟏                       𝚿(𝒙 = −𝑩) = 𝚿𝟐 

Sistema de ecuaciones: 

𝚿𝟏 = 𝑪𝟏𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶𝑩) + 𝑪𝟐𝒔𝒆𝒏𝒉(𝜶𝑩)……………………..…………………….…..….. (4.7.1) 

𝚿𝟐 = 𝑪𝟏𝒄𝒐𝒔𝒉(−𝜶𝑩) + 𝑪𝟐𝒔𝒆𝒏𝒉(−𝜶𝑩)…………………………….……………..….. (4.7.2) 

Por el método de sustracción, donde: 

𝒔𝒆𝒏𝒉(−𝜶𝑩) = −𝒔𝒆𝒏𝒉(𝜶𝑩)               𝒄𝒐𝒔𝒉(−𝜶𝑩) = 𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶𝑩) 

Por lo tanto: 

𝚿𝟏 = 𝑪𝟏𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶𝑩) + 𝑪𝟐𝒔𝒆𝒏𝒉(𝜶𝑩)……………………………………..………….... (4.7.3) 

𝚿𝟐 = 𝑪𝟏𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶𝑩) − 𝑪𝟐𝒔𝒆𝒏𝒉(𝜶𝑩)………………………………….…...………….. (4.7.4) 

El resultado sería: 

𝚿𝟏 + 𝚿𝟐 = 𝟐𝑪𝟏𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶𝑩) 

                                                           𝑪𝟏 =
𝚿𝟏+𝚿𝟐

𝟐𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶𝑩)
                                                                     (4.8)                

Sustituimos C1 en la Ec. (7.3), y se resuelve lo siguiente: 

𝚿𝟏 = (
𝚿𝟏 + 𝚿𝟐

𝟐𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶𝑩)
)𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶𝑩) + 𝑪𝟐𝒔𝒆𝒏𝒉(𝜶𝑩) 

𝚿𝟏 = (
𝚿𝟏 + 𝚿𝟐

𝟐
) + 𝑪𝟐𝒔𝒆𝒏𝒉(𝜶𝑩) 

𝚿𝟏 − (
𝚿𝟏 + 𝚿𝟐

𝟐
) = 𝑪𝟐𝒔𝒆𝒏𝒉(𝜶𝑩) 

                                                     𝑪𝟐 =
𝚿𝟏

𝒔𝒆𝒏𝒉(𝜶𝑩)
−

𝚿𝟏+𝚿𝟐

𝟐𝒔𝒆𝒏𝒉(𝜶𝑩)
                                                         (4.9) 
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Sustituimos Ec. (8) y la Ec. (9) en la Ec. (7): 

𝚿(𝒙) = [
𝚿𝟏 + 𝚿𝟐

𝟐𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶𝑩)
] 𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶𝒙) + [

𝚿𝟏

𝒔𝒆𝒏𝒉(𝜶𝑩)
−

𝚿𝟏 + 𝚿𝟐

𝟐𝒔𝒆𝒏𝒉(𝜶𝑩)
] 𝒔𝒆𝒏𝒉(𝜶𝒙) 

𝚿(𝒙) = [
𝚿𝟏 + 𝚿𝟐

𝟐
]
𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶𝒙)

𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶𝑩)
+ [

𝟐𝚿𝟏 − (𝚿𝟏 + 𝚿𝟐)

𝟐𝒔𝒆𝒏𝒉(𝜶𝑩)
] 𝒔𝒆𝒏𝒉(𝜶𝒙) 

𝚿(𝒙) = [
𝚿𝟏 + 𝚿𝟐

𝟐
]
𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶𝒙)

𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶𝑩)
+ [

𝟐𝚿𝟏 − 𝚿𝟏 − 𝚿𝟐

𝟐
]
𝒔𝒆𝒏𝒉(𝜶𝒙)

𝒔𝒆𝒏𝒉(𝜶𝑩)
 

4.3.1 Función potencial eléctrico inducido 

                                      𝚿(𝒙) = [
𝚿𝟏+𝚿𝟐

𝟐
]

𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶𝒙)

𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶𝑩)
+ [

𝚿𝟏−𝚿𝟐

𝟐
]

𝒔𝒆𝒏𝒉(𝜶𝒙)

𝒔𝒆𝒏𝒉(𝜶𝑩)
                                        (4.10) 

Al obtener la solución particular de la función potencial Ψ(x), Ec. (10), se realiza el 

siguiente caso: Simetría en los potenciales Ψ1 = Ψ2: 

𝚿(𝒙) = [
𝚿𝟏 + 𝚿𝟏

𝟐
]
𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶𝒙)

𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶𝑩)
+ [

𝚿𝟏 − 𝚿𝟏

𝟐
]
𝒔𝒆𝒏𝒉(𝜶𝒙)

𝒔𝒆𝒏𝒉(𝜶𝑩)
 

𝚿(𝒙) = [
𝟐𝚿𝟏

𝟐
]
𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶𝒙)

𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶𝑩)
+ [

𝟎

𝟐
]
𝒔𝒆𝒏𝒉(𝜶𝒙)

𝒔𝒆𝒏𝒉(𝜶𝑩)
 

                                                            𝚿(𝒙) = 𝚿𝟏 [
𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶𝒙)

𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶𝑩)
]                                                       (4.11) 

4.3.2 Distribución de cargas 

Sustituimos la Ec. (11) en la Ec. (5), que es la distribución de cargas: 

𝝆𝒆(𝒙) = −𝜺𝟎𝜶
𝟐𝚿(𝒙) = −𝜺𝟎𝜶

𝟐𝚿𝟏 [
𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶𝒙)

𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶𝑩)
] 

El potencial de pared ΨW se define como el negativo del potencial en la superficie metálica. 

−𝚿𝟏 = −𝚿𝑩 = 𝚿𝑾 

Por lo tanto: 

                                                     𝝆𝒆(𝒙) = 𝜺𝟎𝜶
𝟐𝚿𝑾 [

𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶𝒙)

𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶𝑩)
]                                                 (4.12) 

Si se tiene los siguientes modelos matemáticos: 

𝝀𝒐 = 𝟎                        𝝈𝒛𝒙 = 𝜼𝒐
𝝏𝑽𝒛

𝝏𝒙
             Modelo de Newton 
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𝝀𝒐 ≠ 𝟎                        𝝈𝒛𝒙 + 𝝀𝒐
𝝏𝝈𝒛𝒙

𝝏𝒕
= 𝜼𝒐

𝝏𝑽𝒛

𝝏𝒙
             Modelo de Maxwell Viscoelástico 

 

𝝏𝑽𝒛

𝝏𝒙
= 𝟎                        𝝈𝒛𝒙 + 𝝀𝒐

𝝏𝝈𝒛𝒙

𝝏𝒕
= 𝟎             Modelo de Hooke 

Y si se toma el modelo de Maxwell: 

𝝈𝒛𝒙 + 𝝀𝒐

𝝏𝝈𝒛𝒙

𝝏𝒕
= 𝜼𝒐

𝝏𝑽𝒛

𝝏𝒙
 

𝝈𝒛𝒙 (𝟏 + 𝝀𝒐

𝝏

𝝏𝒕
) = 𝜼𝒐

𝝏𝑽𝒛

𝝏𝒙
 

𝝈𝒛𝒙 =
𝜼𝒐

(𝟏 + 𝝀𝒐
𝝏
𝝏𝒕

)

𝝏𝑽𝒛

𝝏𝒙
 

𝑶𝜼 (
𝝏

𝝏𝒕
) =

𝜼𝒐

(𝟏 + 𝝀𝒐
𝝏
𝝏𝒕

)
 

Por lo tanto: 

𝝈𝒛𝒙 = 𝑶𝜼 (
𝝏

𝝏𝒕
)
𝝏𝑽𝒛

𝝏𝒙
 

Donde: 

σzx = Componente del tensor de corte en “zx”. 

ηo = Viscosidad del fluido. 

λo = Tiempo de relajación de Maxwell. 

4.3.3 Ecuación de ecuación de movimiento de un fluido electro osmótico en un medio 

viscoelástico 

Al obtener la expresión de la densidad de cargas en “x”, ahora se utiliza la ecuación de 

movimiento de un fluido electro osmótico en un medio viscoelástico. 

𝝆 (
𝝏𝑽

𝝏𝒕
+ 𝑽 ∙ 𝛁𝐕) = −𝛁𝑷(𝒕) + 𝑶𝜼 (

𝝏

𝝏𝒕
)𝛁𝟐𝑽 + 𝝆𝒈 + 𝝆𝒆(𝒙) ∙ 𝑬𝒛(𝒕) 



                                                                                                                                                           
UNAM-FES ZARAGOZA 24 

Donde: 

(
𝝏𝑽

𝝏𝒕
+ 𝑽 ∙ 𝛁𝐕) = Derivada material. 

𝛁𝑷(𝒕) = Gradiente de presión. 

𝑶𝜼 (
𝝏

𝝏𝒕
) = Función fluidez. 

𝛁𝟐𝑽 = Laplaciano de la velocidad. 

ρ = Densidad del fluido. 

g = Gravedad a la que está sujeta el sistema. 

 ρe(x) = Densidad de carga en el medio que depende de “x”. 

Ez = Intensidad del campo eléctrico en la dirección “z”. 

Debido a las anteriores restricciones mencionadas en el análisis del sistema físico, se tiene 

la siguiente estructura fundamental. 

                                        𝝆(
𝝏𝑽

𝝏𝒕
) = 𝑶𝜼 (

𝝏

𝝏𝒕
)𝛁𝟐𝑽 + 𝝆𝒆(𝒙) ∙ 𝑬𝒛(𝒕)                                                    (4.13) 

Si se sustituye la Ec. (12) en la Ec. (13), se obtiene: 

                                        𝝆(
𝝏𝑽

𝝏𝒕
) = 𝑶𝜼 (

𝝏

𝝏𝒕
)𝛁𝟐𝑽 + 𝜺𝟎𝜶

𝟐𝚿𝑾 [
𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶𝒙)

𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶𝑩)
]𝑬𝒛(𝒕)                                 (4.14)                               

Desarrollando la ecuación diferencial parcial: 

𝝆(
𝝏𝑽𝒛(𝒙, 𝒕)

𝝏𝒕
) = 𝑶𝜼 (

𝝏

𝝏𝒕
)(

𝝏𝟐𝑽𝒛(𝒙, 𝒕)

𝝏𝒙𝟐 +
𝝏𝟐𝑽𝒛(𝒚, 𝒕)

𝝏𝒚𝟐 +
𝝏𝟐𝑽𝒛(𝒛, 𝒕)

𝝏𝒛𝟐 ) 𝜺𝟎𝜶
𝟐𝚿𝑾 [

𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶𝒙)

𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶𝑩)
]𝑬𝒛(𝒕) 

𝝆(
𝝏𝑽𝒛(𝒙, 𝒕)

𝝏𝒕
) = 𝑶𝜼 (

𝝏

𝝏𝒕
)(

𝝏𝟐𝑽𝒛(𝒙, 𝒕)

𝝏𝒙𝟐 )𝜺𝟎𝜶
𝟐𝚿𝑾 [

𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶𝒙)

𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶𝑩)
]𝑬𝒛(𝒕) 

−𝑶𝜼 (
𝝏

𝝏𝒕
)(

𝝏𝟐𝑽𝒛(𝒙, 𝒕)

𝝏𝒙𝟐 ) + 𝝆(
𝝏𝑽𝒛(𝒙, 𝒕)

𝝏𝒕
) = 𝜺𝟎𝜶

𝟐𝚿𝑾 [
𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶𝒙)

𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶𝑩)
]𝑬𝒛(𝒕) 

𝑶𝜼 (
𝝏

𝝏𝒕
)(

𝝏𝟐𝑽𝒛(𝒙, 𝒕)

𝝏𝒙𝟐 ) − 𝝆(
𝝏𝑽𝒛(𝒙, 𝒕)

𝝏𝒕
) = −𝜺𝟎𝜶

𝟐𝚿𝑾 [
𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶𝒙)

𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶𝑩)
]𝑬𝒛(𝒕) 
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𝝏𝟐𝑽𝒛(𝒙, 𝒕)

𝝏𝒙𝟐 −
𝝆

𝑶𝜼 (
𝝏
𝝏𝒕

)
(
𝝏𝑽𝒛(𝒙, 𝒕)

𝝏𝒕
) = −

𝟏

𝑶𝜼 (
𝝏
𝝏𝒕

)
𝜺𝟎𝜶

𝟐𝚿𝑾 [
𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶𝒙)

𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶𝑩)
]𝑬𝒛(𝒕) 

                       
𝝏𝟐𝑽𝒛(𝒙,𝒕)

𝝏𝒙𝟐 −
𝝆

𝑶𝜼(
𝝏

𝝏𝒕
)
(
𝝏𝑽𝒛(𝒙,𝒕)

𝝏𝒕
) = −

𝟏

𝑶𝜼(
𝝏

𝝏𝒕
)
𝜺𝟎𝜶

𝟐𝚿𝑾 [
𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶𝒙)

𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶𝑩)
]𝑬𝒛(𝒕)                        (4.15) 

Donde: 

                                                              𝑶𝚽 (
𝝏

𝝏𝒕
) =

𝟏

𝑶𝜼(
𝝏

𝝏𝒕
)
                                                             (4.16) 

𝑶𝚽 (
𝝏

𝝏𝒕
) = Función fluidez compleja. 

4.3.4 Ecuación diferencial parcial 

Sustituimos la Ec. (16) en la Ec. (15): 

                    
𝝏𝟐𝑽𝒛(𝒙,𝒕)

𝝏𝒙𝟐 − 𝝆𝑶𝚽 (
𝝏

𝝏𝒕
) (

𝝏𝑽𝒛(𝒙,𝒕)

𝝏𝒕
) = −𝑶𝚽 (

𝝏

𝝏𝒕
) 𝜺𝟎𝜶

𝟐𝚿𝑾 [
𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶𝒙)

𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶𝑩)
]𝑬𝒛(𝒕)                 (4.17) 

Al transformar la ecuación dinámica al espacio de Fourier, se tiene lo siguiente:  

𝓕[𝒇(𝒙, 𝒕)] = ∫ 𝒆−𝒊𝝎𝒕

+∞

−∞

𝒇(𝒙, 𝒕)𝒅𝒕 = 𝒇̂(𝒙,𝝎) 

Para el primer término: 

𝓕 [
𝝏𝟐𝑽𝒛(𝒙, 𝒕)

𝝏𝒙𝟐 ] = ∫ 𝒆−𝒊𝝎𝒕

+∞

−∞

𝝏𝟐𝑽𝒛(𝒙, 𝒕)

𝝏𝒙𝟐 𝒅𝒕 =
𝝏𝟐

𝝏𝒙𝟐 ∫ 𝒆−𝒊𝝎𝒕

+∞

−∞

𝑽𝒛(𝒙, 𝒕)𝒅𝒕 =
𝝏𝟐

𝝏𝒙𝟐 𝑽̂𝒛(𝒙,𝝎) 

                                                     𝓕[
𝝏𝟐𝑽𝒛(𝒙,𝒕)

𝝏𝒙𝟐 ] =
𝝏𝟐

𝝏𝒙𝟐 𝑽̂𝒛(𝒙,𝝎)                                                     (4.18) 

Para el segundo término, por convolución: 

𝓕[𝝆𝑶𝚽 (
𝝏

𝝏𝒕
) ∙ (

𝝏𝑽𝒛(𝒙, 𝒕)

𝝏𝒕
)] = ∫ 𝒆−𝒊𝝎𝒕

+∞

−∞

𝝆𝑶𝚽 (
𝝏

𝝏𝒕
)(

𝝏𝑽𝒛(𝒙, 𝒕)

𝝏𝒕
)𝒅𝒕 

𝝆𝓕 [𝑶𝚽 (
𝝏

𝝏𝒕
) ∙ (

𝝏𝑽𝒛(𝒙, 𝒕)

𝝏𝒕
)] = 𝝆 ∫ 𝒆−𝒊𝝎𝒕

+∞

−∞

𝑶𝚽 (
𝝏

𝝏𝒕
) ∙ (

𝝏𝑽𝒛(𝒙, 𝒕)

𝝏𝒕
)𝒅𝒕 

                                𝝆𝓕 [𝑶𝚽 (
𝝏

𝝏𝒕
) ∙ (

𝝏𝑽𝒛(𝒙,𝒕)

𝝏𝒕
)] = 𝝆𝑶𝚽(𝒊𝝎) ∙ (𝒊𝝎)𝑽𝒛(𝒙,𝝎)                                (4.19) 
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Para el tercer término de la ecuación, de igual manera por convolución: 

𝓕[𝑶𝚽 (
𝝏

𝝏𝒕
) 𝜺𝟎𝜶

𝟐𝚿𝑾 [
𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶𝒙)

𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶𝑩)
]𝑬𝒛(𝒕)] = ∫ 𝒆−𝒊𝝎𝒕

+∞

−∞

𝑶𝚽 (
𝝏

𝝏𝒕
) 𝜺𝟎𝜶

𝟐𝚿𝑾 [
𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶𝒙)

𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶𝑩)
]𝑬𝒛(𝒕)𝒅𝒕 

𝜺𝟎𝜶
𝟐𝜳𝑾 [

𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶𝒙)

𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶𝑩)
]𝓕 [𝑶𝜱 (

𝝏

𝝏𝒕
) ∙ 𝑬𝒛(𝒕)] = 𝜺𝟎𝜶

𝟐𝜳𝑾 [
𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶𝒙)

𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶𝑩)
] ∫ 𝒆−𝒊𝝎𝒕

+∞

−∞

𝑶𝜱 (
𝝏

𝝏𝒕
) ∙ 𝑬𝒛(𝒕)𝒅𝒕 

        𝜺𝟎𝜶
𝟐𝚿𝑾 [

𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶𝒙)

𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶𝑩)
]𝓕 [𝑶𝚽 (

𝝏

𝝏𝒕
) ∙ 𝑬𝒛(𝒕)] = 𝜺𝟎𝜶

𝟐𝚿𝑾 [
𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶𝒙)

𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶𝑩)
]𝑶𝚽(𝒊𝝎) ∙ 𝑬𝒛(𝝎)               (4.20) 

Por lo que, se sustituyen las ecuaciones (18), (19) y (20) en la Ec. (17): 

𝝏𝟐

𝝏𝒙𝟐 𝑽̂𝒛(𝒙,𝝎) − 𝝆𝑶𝚽(𝒊𝝎) ∙ (𝒊𝝎)𝑽𝒛(𝒙,𝝎) = −𝜺𝟎𝜶
𝟐𝚿𝑾 [

𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶𝒙)

𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶𝑩)
]𝑶𝚽(𝒊𝝎) ∙ 𝑬𝒛(𝝎)                       (4.21) 

Definiendo el siguiente parámetro “β” está relacionado con la viscoelasticidad del fluido, el 

número de Débora, la Función Fluidez y la Frecuencia: 

𝜷𝟐 = 𝝆𝑶𝚽(𝒊𝝎) ∙ (𝒊𝝎) 

 

4.3.5 Ecuación diferencial parcial en el espacio de Fourier 

Por lo tanto, al sustituir en la Ec. (21): 

                    
𝝏𝟐

𝝏𝒙𝟐 𝑽̂𝒛(𝒙,𝝎) − 𝜷𝟐𝑽𝒛(𝒙,𝝎) = −𝑶𝚽(𝒊𝝎)𝜺𝟎𝜶
𝟐𝚿𝑾 [

𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶𝒙)

𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶𝑩)
]𝑬𝒛(𝝎)                      (4.22) 

La Ec. (22) es una ecuación dinámica que describe los cambios espaciales – temporales y 

térmicos – eléctricos debido a la distribución de cargas. Para resolverla, la solución se 

separará en una parte homogénea y en una particular, por lo tanto: 

                                            𝑽̂𝒛(𝒈)(𝒙,𝝎) = 𝑽̂𝒛(𝑯)(𝒙,𝝎) + 𝑽̂𝒛(𝑷)(𝒙,𝝎)                                       (4.23) 

Se resuelve la parte homogénea: 

𝝏𝟐

𝝏𝒙𝟐 𝑽̂𝒛(𝒙,𝝎) − 𝜷𝟐𝑽𝒛(𝒙,𝝎) = 𝟎 

Donde la solución general de la parte homogénea es: 

                                    𝑽̂𝒛(𝑯)(𝒙,𝝎) = 𝑪𝟏𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜷𝒙) + 𝑪𝟐𝒔𝒆𝒏𝒉(𝜷𝒙)                                          (4.24)            
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Para la solución particular se propone la siguiente expresión: 

                                                    𝑽̂𝒛(𝑷)(𝒙,𝝎) = 𝑨𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶𝒙)                                                       (4.25) 

Si sustituimos la Ec. (25) en la Ec. (22), la expresión quedaría de la siguiente manera: 

𝝏𝟐

𝝏𝒙𝟐 (𝑨𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶𝒙)) − 𝜷𝟐(𝑨𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶𝒙)) = −𝑶𝚽(𝒊𝝎)𝜺𝟎𝜶
𝟐𝚿𝑾 [

𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶𝒙)

𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶𝑩)
]𝑬𝒛(𝝎) 

−𝜶𝟐 𝑨𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶𝒙) − 𝜷𝟐𝑨𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶𝒙) = −𝑶𝚽(𝒊𝝎)𝜺𝟎𝜶
𝟐𝚿𝑾 [

𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶𝒙)

𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶𝑩)
]𝑬𝒛(𝝎) 

−𝟏 = 𝒊𝟐 

𝒊𝟐𝜶𝟐 𝑨𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶𝒙) + 𝒊𝟐𝜷𝟐𝑨𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶𝒙) = 𝒊𝟐𝑶𝚽(𝒊𝝎)𝜺𝟎𝜶
𝟐𝚿𝑾 [

𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶𝒙)

𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶𝑩)
]𝑬𝒛(𝝎) 

𝑨[𝒊𝟐𝜶𝟐 𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶𝒙) + 𝒊𝟐𝜷𝟐𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶𝒙)] = 𝒊𝟐𝑶𝚽(𝒊𝝎)𝜺𝟎𝜶
𝟐𝚿𝑾 [

𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶𝒙)

𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶𝑩)
]𝑬𝒛(𝝎) 

𝑨 =
𝒊𝟐𝑶𝚽(𝒊𝝎)𝜺𝟎𝜶

𝟐𝚿𝑾 [
𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶𝒙)
𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶𝑩)

]𝑬𝒛(𝝎)

𝒊𝟐𝜶𝟐 𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶𝒙) + 𝒊𝟐𝜷𝟐𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶𝒙)
 

𝑨 = 𝑶𝚽(𝒊𝝎)𝜺𝟎𝜶
𝟐𝚿𝑾𝑬𝒛(𝝎) ∙

𝒊𝟐𝜶𝟐 [
𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶𝒙)
𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶𝑩)

]

𝒊𝟐𝜶𝟐 𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶𝒙) + 𝒊𝟐𝜷𝟐𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶𝒙)
 

𝑨 = 𝑶𝚽(𝒊𝝎)𝜺𝟎𝚿𝑾𝑬𝒛(𝝎) ∙
(𝒊𝜶)𝟐 [

𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶𝒙)
𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶𝑩)

]

 𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶𝒙)[(𝒊𝜶)𝟐 + (𝒊𝜷)𝟐]
 

𝑨 = 𝑶𝚽(𝒊𝝎)𝜺𝟎𝚿𝑾𝑬𝒛(𝝎) ∙

𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶𝒙)
𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶𝑩)

𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶𝒙)

(𝒊𝜶)𝟐

 [(𝒊𝜶)𝟐 + (𝒊𝜷)𝟐]
 

                                     𝑨 = 𝑶𝚽(𝒊𝝎)𝜺𝟎𝚿𝑾𝑬𝒛(𝝎) ∙
𝟏

𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶𝑩)

(𝒊𝜶)𝟐

 [(𝒊𝜶)𝟐+(𝒊𝜷)𝟐]
                                    (4.26) 

Sustituimos la Ec. (26) en la Ec. (25), por lo tanto: 

𝑽̂𝒛(𝑷)(𝒙,𝝎) = (𝑶𝚽(𝒊𝝎)𝜺𝟎𝚿𝑾𝑬𝒛(𝝎) ∙
𝟏

𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶𝑩)

(𝒊𝜶)𝟐

 [(𝒊𝜶)𝟐 + (𝒊𝜷)𝟐]
) 𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶𝒙) 

                                𝑽̂𝒛(𝑷)(𝒙,𝝎) = 𝑶𝚽(𝒊𝝎)𝜺𝟎𝚿𝑾 ∙
(𝒊𝜶)𝟐

 [(𝒊𝜶)𝟐+(𝒊𝜷)𝟐]
[
𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶𝒙)

𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶𝑩)
] 𝑬𝒛(𝝎)                     (4.27) 
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Finalmente, la solución general toma la forma: 

𝑽̂𝒛(𝒈)(𝒙,𝝎) = 𝑽̂𝒛(𝑯)(𝒙,𝝎) + 𝑽̂𝒛(𝑷)(𝒙,𝝎) 

Sustituyendo la Ec. (24) y la Ec. (27) en la Ec. (23): 

𝑽̂𝒛(𝒈)(𝒙,𝝎) = 𝑪𝟏𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜷𝒙) + 𝑪𝟐𝒔𝒆𝒏𝒉(𝜷𝒙) + 𝑶𝚽(𝒊𝝎)𝜺𝟎𝚿𝑾 ∙
(𝒊𝜶)𝟐

 [(𝒊𝜶)𝟐+(𝒊𝜷)𝟐]
[
𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶𝒙)

𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶𝑩)
]𝑬𝒛(𝝎)                 (4.28) 

Las condiciones de frontera para este campo de velocidades son: 

𝑽̂𝒛(𝒙 = +𝑩,𝝎) = 𝟎                       𝑽̂𝒛(𝒙 = −𝑩,𝝎) = 𝟎 

Al sustituir las condiciones de frontera, obtenemos un sistema de ecuaciones: 

𝟎 = 𝑪𝟏𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜷𝑩) + 𝑪𝟐𝒔𝒆𝒏𝒉(𝜷𝑩) + 𝑶𝜱(𝒊𝝎)𝜺𝟎𝜳𝑾 ∙
(𝒊𝜶)𝟐

 [(𝒊𝜶)𝟐+(𝒊𝜷)𝟐]
[
𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶𝑩)

𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶𝑩)
]𝑬𝒛(𝝎)   …………..…..(4.28.1) 

𝟎 = 𝑪𝟏𝒄𝒐𝒔𝒉(−𝜷𝑩) + 𝑪𝟐𝒔𝒆𝒏𝒉(−𝜷𝑩) + 𝑶𝜱(𝒊𝝎)𝜺𝟎𝜳𝑾 ∙
(𝒊𝜶)𝟐

 [(𝒊𝜶)𝟐+(𝒊𝜷)𝟐]
[
𝒄𝒐𝒔𝒉(−𝜶𝑩)

𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶𝑩)
] 𝑬𝒛(𝝎)………..….(4.28.2) 

Por el método de sustracción, donde: 

𝒔𝒆𝒏𝒉(−𝜶𝑩) = −𝒔𝒆𝒏𝒉(𝜶𝑩)               𝒄𝒐𝒔𝒉(−𝜶𝑩) = 𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶𝑩) 

Por lo tanto: 

𝟎 = 𝑪𝟏𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜷𝑩) + 𝑪𝟐𝒔𝒆𝒏𝒉(𝜷𝑩) + 𝑶𝜱(𝒊𝝎)𝜺𝟎𝜳𝑾 ∙
(𝒊𝜶)𝟐

 [(𝒊𝜶)𝟐+(𝒊𝜷)𝟐]
[
𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶𝑩)

𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶𝑩)
]𝑬𝒛(𝝎)   …………..…..(4.28.3) 

𝟎 = 𝑪𝟏𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜷𝑩) − 𝑪𝟐𝒔𝒆𝒏𝒉(𝜷𝑩) + 𝑶𝜱(𝒊𝝎)𝜺𝟎𝜳𝑾 ∙
(𝒊𝜶)𝟐

 [(𝒊𝜶)𝟐+(𝒊𝜷)𝟐]
[
𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶𝑩)

𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶𝑩)
]𝑬𝒛(𝝎)…………….….(4.28.4) 

El resultado sería: 

𝟐𝑪𝟐𝒔𝒆𝒏𝒉(𝜷𝑩) = 𝟎 

𝑪𝟐 =
𝟎

𝟐𝒔𝒆𝒏𝒉(𝜷𝑩)
 

                                                                                     𝑪𝟐 = 𝟎                                                             (4.29) 

Sustituimos la Ec. (29) en la Ec. (28.3): 

𝟎 = 𝑪𝟏𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜷𝑩) + (𝟎)𝒔𝒆𝒏𝒉(𝜷𝑩) + 𝑶𝜱(𝒊𝝎)𝜺𝟎𝜳𝑾 ∙
(𝒊𝜶)𝟐

 [(𝒊𝜶)𝟐 + (𝒊𝜷)𝟐]
[
𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶𝑩)

𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶𝑩)
]𝑬𝒛(𝝎) 



                                                                                                                                                           
UNAM-FES ZARAGOZA 29 

𝟎 = 𝑪𝟏𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜷𝑩) + 𝑶𝜱(𝒊𝝎)𝜺𝟎𝜳𝑾 ∙
(𝒊𝜶)𝟐

 [(𝒊𝜶)𝟐 + (𝒊𝜷)𝟐]
[
𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶𝑩)

𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶𝑩)
]𝑬𝒛(𝝎) 

𝑪𝟏𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜷𝑩) = −𝑶𝜱(𝒊𝝎)𝜺𝟎𝜳𝑾 ∙
(𝒊𝜶)𝟐

 [(𝒊𝜶)𝟐 + (𝒊𝜷)𝟐]
[
𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶𝑩)

𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶𝑩)
]𝑬𝒛(𝝎) 

𝑪𝟏 = −𝑶𝜱(𝒊𝝎)𝜺𝟎𝜳𝑾 ∙
(𝒊𝜶)𝟐

 [(𝒊𝜶)𝟐 + (𝒊𝜷)𝟐]

𝟏

𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜷𝑩)
[
𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶𝑩)

𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶𝑩)
]𝑬𝒛(𝝎) 

𝑪𝟏 = −𝑶𝜱(𝒊𝝎)𝜺𝟎𝜳𝑾 ∙
(𝒊𝜶)𝟐

 [(𝒊𝜶)𝟐 + (𝒊𝜷)𝟐]

𝟏

𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜷𝑩)
[𝟏]𝑬𝒛(𝝎) 

                                𝑪𝟏 = −𝑶𝜱(𝒊𝝎)𝜺𝟎𝜳𝑾 ∙
(𝒊𝜶)𝟐

 [(𝒊𝜶)𝟐+(𝒊𝜷)𝟐]
[

𝟏

𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜷𝑩)
] 𝑬𝒛(𝝎)                                 (4.30) 

Sustituimos la Ec. (29) y la Ec. (30) en la Ec. (28): 

𝑽̂𝒛(𝒈)(𝒙,𝝎) = 𝑪𝟏𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜷𝒙) + (𝟎)𝒔𝒆𝒏𝒉(𝜷𝒙) + 𝑶𝚽(𝒊𝝎)𝜺𝟎𝚿𝑾 ∙
(𝒊𝜶)𝟐

 [(𝒊𝜶)𝟐 + (𝒊𝜷)𝟐]
[
𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶𝒙)

𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶𝑩)
]𝑬𝒛(𝝎) 

𝑽̂𝒛(𝒈)(𝒙,𝝎) = (−𝑶𝜱(𝒊𝝎)𝜺𝟎𝜳𝑾 ∙
(𝒊𝜶)𝟐

 [(𝒊𝜶)𝟐 + (𝒊𝜷)𝟐]
[

𝟏

𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜷𝑩)
]𝑬𝒛(𝝎))𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜷𝒙) + 𝑶𝚽(𝒊𝝎)𝜺𝟎𝚿𝑾 ∙

(𝒊𝜶)𝟐

 [(𝒊𝜶)𝟐 + (𝒊𝜷)𝟐]
[
𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶𝒙)

𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶𝑩)
]𝑬𝒛(𝝎) 

𝑽̂𝒛(𝒈)(𝒙,𝝎) = (−𝑶𝜱(𝒊𝝎)𝜺𝟎𝜳𝑾 ∙
(𝒊𝜶)𝟐

 [(𝒊𝜶)𝟐 + (𝒊𝜷)𝟐]
[

𝟏

𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜷𝑩)
]𝑬𝒛(𝝎))𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜷𝒙) + 𝑶𝚽(𝒊𝝎)𝜺𝟎𝚿𝑾 ∙

(𝒊𝜶)𝟐

 [(𝒊𝜶)𝟐 + (𝒊𝜷)𝟐]
[
𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶𝒙)

𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶𝑩)
]𝑬𝒛(𝝎) 

𝑽̂𝒛(𝒈)(𝒙,𝝎) = (−𝑶𝜱(𝒊𝝎)𝜺𝟎𝜳𝑾 ∙
(𝒊𝜶)𝟐

 [(𝒊𝜶)𝟐 + (𝒊𝜷)𝟐]
[
𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜷𝒙)

𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜷𝑩)
]𝑬𝒛(𝝎)) + 𝑶𝚽(𝒊𝝎)𝜺𝟎𝚿𝑾 ∙

(𝒊𝜶)𝟐

 [(𝒊𝜶)𝟐 + (𝒊𝜷)𝟐]
[
𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶𝒙)

𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶𝑩)
]𝑬𝒛(𝝎) 

4.3.6 Campo de velocidades de un líquido viscoelástico lineal 

La solución particular, toma la forma: 

        𝑽̂𝒛(𝒙,𝝎) = 𝑶𝜱(𝒊𝝎)𝜺𝟎𝜳𝑾 ∙
(𝒊𝜶)𝟐

 [(𝒊𝜶)𝟐+(𝒊𝜷)𝟐]
[
𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶𝒙)

𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶𝑩)
−

𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜷𝒙)

𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜷𝑩)
] 𝑬𝒛(𝝎)                                (4.31) 

La expresión anterior, es el campo de velocidades para el sistema de estudio en donde se 

tiene un gradiente eléctrico y una distribución de cargas. 

4.3.7 Flujo volumétrico puro de un líquido viscoelástico lineal 

El flujo volumétrico en el sistema de estudio se calcula mediante una integral doble en la 

cual, se integra el perfil de velocidades en la sección de área transversal, por lo que: 

                                             𝑸(𝝎) = ∫ ∫ 𝑽̂𝒛(𝒙,𝝎)
+𝑩

−𝑩

𝑾

𝟎
𝒅𝒙𝒅𝒛                                                     (4.32) 
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Sustituimos la Ec. (31) en la Ec. (32) y se resuelve la integral doble: 

 𝑸(𝝎) = ∫ ∫ 𝑶𝜱(𝒊𝝎)𝜺𝟎𝜳𝑾 ∙
(𝒊𝜶)𝟐

 [(𝒊𝜶)𝟐+(𝒊𝜷)𝟐]
[
𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶𝒙)

𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶𝑩)
−

𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜷𝒙)

𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜷𝑩)
]𝑬𝒛(𝝎)

+𝑩

−𝑩

𝑾

𝟎
𝒅𝒙𝒅𝒛 

 𝑸(𝝎) = 𝑶𝜱(𝒊𝝎)𝜺𝟎𝜳𝑾 ∙
(𝒊𝜶)𝟐

 [(𝒊𝜶)𝟐+(𝒊𝜷)𝟐]
𝑬𝒛(𝝎)∫ ∫ [

𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶𝒙)

𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶𝑩)
−

𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜷𝒙)

𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜷𝑩)
]

+𝑩

−𝑩

𝑾

𝟎
𝒅𝒙𝒅𝒛 

 𝑸(𝝎) = 𝑶𝜱(𝒊𝝎)𝜺𝟎𝜳𝑾 ∙
(𝒊𝜶)𝟐

 [(𝒊𝜶)𝟐+(𝒊𝜷)𝟐]
𝑬𝒛(𝝎)∫ [

𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶𝒙)

𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶𝑩)
−

𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜷𝒙)

𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜷𝑩)
]

+𝑩

−𝑩
𝒅𝒙∫ 𝒅𝒛

𝑾

𝟎
 

 𝑸(𝝎) = 𝑶𝜱(𝒊𝝎)𝜺𝟎𝜳𝑾 ∙
(𝒊𝜶)𝟐

 [(𝒊𝜶)𝟐+(𝒊𝜷)𝟐]
𝑬𝒛(𝝎)∫ [

𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶𝒙)

𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶𝑩)
−

𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜷𝒙)

𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜷𝑩)
]

+𝑩

−𝑩
𝒅𝒙(𝑾 − 𝟎) 

 𝑸(𝝎) = 𝑾𝑶𝜱(𝒊𝝎)𝜺𝟎𝜳𝑾 ∙
(𝒊𝜶)𝟐

 [(𝒊𝜶)𝟐+(𝒊𝜷)𝟐]
𝑬𝒛(𝝎)∫ [

𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶𝒙)

𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶𝑩)
−

𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜷𝒙)

𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜷𝑩)
]

+𝑩

−𝑩
𝒅𝒙 

 𝑸(𝝎) = 𝑾𝑶𝜱(𝒊𝝎)𝜺𝟎𝜳𝑾 ∙
(𝒊𝜶)𝟐

 [(𝒊𝜶)𝟐+(𝒊𝜷)𝟐]
𝑬𝒛(𝝎) {∫ [

𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶𝒙)

𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶𝑩)
]

+𝑩

−𝑩
𝒅𝒙 − ∫ [

𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜷𝒙)

𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜷𝑩)
]

+𝑩

−𝑩
𝒅𝒙} 

 𝑸(𝝎) = 𝑾𝑶𝜱(𝒊𝝎)𝜺𝟎𝜳𝑾 ∙
(𝒊𝜶)𝟐

 [(𝒊𝜶)𝟐+(𝒊𝜷)𝟐]
𝑬𝒛(𝝎) {

𝟏

𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶𝑩)
∫ 𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶𝒙)

+𝑩

−𝑩
𝒅𝒙 −

𝟏

𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜷𝑩)
∫ 𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜷𝒙)

+𝑩

−𝑩
𝒅𝒙} 

 𝑸(𝝎) = 𝑾𝑶𝜱(𝒊𝝎)𝜺𝟎𝜳𝑾 ∙
(𝒊𝜶)𝟐

 [(𝒊𝜶)𝟐+(𝒊𝜷)𝟐]
𝑬𝒛(𝝎) {

𝒔𝒆𝒏𝒉(𝜶𝒙)

𝜶𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶𝑩)
|
+𝑩

−𝑩
−

𝒔𝒆𝒏𝒉(𝜷𝒙)

𝜷𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜷𝑩)
|
+𝑩

−𝑩
} 

 𝑸(𝝎) = 𝑾𝑶𝜱(𝒊𝝎)𝜺𝟎𝜳𝑾 ∙
(𝒊𝜶)𝟐

 [(𝒊𝜶)𝟐+(𝒊𝜷)𝟐]
𝑬𝒛(𝝎) {

𝟏

𝜶
[
𝒔𝒆𝒏𝒉(𝜶𝑩)

𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶𝑩)
−

𝒔𝒆𝒏𝒉(−𝜶𝑩)

𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶𝑩)
] −

𝟏

𝜷
[

𝒔𝒆𝒏𝒉(𝜷𝑩)

𝜷𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜷𝑩)
−

𝒔𝒆𝒏𝒉(−𝜷𝑩)

𝜷𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜷𝑩)
]} 

 𝑸(𝝎) = 𝑾𝑶𝜱(𝒊𝝎)𝜺𝟎𝜳𝑾 ∙
(𝒊𝜶)𝟐

 [(𝒊𝜶)𝟐+(𝒊𝜷)𝟐]
𝑬𝒛(𝝎) {

𝟏

𝜶
[
𝒔𝒆𝒏𝒉(𝜶𝑩)

𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶𝑩)
−

𝒔𝒆𝒏𝒉(−𝜶𝑩)

𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶𝑩)
] −

𝟏

𝜷
[

𝒔𝒆𝒏𝒉(𝜷𝑩)

𝜷𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜷𝑩)
−

𝒔𝒆𝒏𝒉(−𝜷𝑩)

𝜷𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜷𝑩)
]} 

donde: 

𝒔𝒆𝒏𝒉(−𝜶𝑩) = −𝒔𝒆𝒏𝒉(𝜶𝑩) 

Por lo tanto: 

 𝑸(𝝎) = 𝑾𝑶𝜱(𝒊𝝎)𝜺𝟎𝜳𝑾 ∙
(𝒊𝜶)𝟐

 [(𝒊𝜶)𝟐+(𝒊𝜷)𝟐]
𝑬𝒛(𝝎) {

𝟏

𝜶
[
𝒔𝒆𝒏𝒉(𝜶𝑩)

𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶𝑩)
+

𝒔𝒆𝒏𝒉(𝜶𝑩)

𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶𝑩)
] −

𝟏

𝜷
[

𝒔𝒆𝒏𝒉(𝜷𝑩)

𝜷𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜷𝑩)
+

𝒔𝒆𝒏𝒉(𝜷𝑩)

𝜷𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜷𝑩)
]} 

 𝑸(𝝎) = 𝑾𝑶𝜱(𝒊𝝎)𝜺𝟎𝜳𝑾 ∙
(𝒊𝜶)𝟐

 [(𝒊𝜶)𝟐+(𝒊𝜷)𝟐]
𝑬𝒛(𝝎) {

𝟏

𝜶
[𝟐

𝒔𝒆𝒏𝒉(𝜶𝑩)

𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶𝑩)
] −

𝟏

𝜷
[𝟐

𝒔𝒆𝒏𝒉(𝜷𝑩)

𝜷𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜷𝑩)
]} 

Por lo tanto, el flujo volumétrico en el sistema de estudio, esta determinado por la siguiente 

expresión analítica: 

                𝑸(𝝎) = 𝟐𝑾𝑶𝜱(𝒊𝝎)𝜺𝟎𝜳𝑾 ∙
(𝒊𝜶)𝟐

 [(𝒊𝜶)𝟐+(𝒊𝜷)𝟐]
[
𝒕𝒂𝒏𝒉(𝜶𝑩)

𝜶
−

𝒕𝒂𝒏𝒉(𝜷𝑩)

𝜷
]𝑬𝒛(𝝎)                             (4.33) 
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4.4 ADIMENSIONAMIENTO DEL COMPORTAMIENTO DEL FLUJO 

ELECTROOSMÓTICO 

Para las simulaciones en Wólfram – Matemática, se realiza un adimensionamiento de la 

distribución de cargas con la ecuación de la densidad de cargas, el campo de velocidades 

del flujo electro osmótico y su flujo volumétrico del mismo. 

Retomando la Ec. (12), que tiene que ver con la densidad de cargas. Se realiza los siguientes 

cálculos para adimensionar la ecuación: 

𝝆𝒆(𝒙) = 𝜺𝟎𝜶
𝟐𝚿𝑾 [

𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶𝒙)

𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶𝑩)
] 

𝝆𝒆(𝒙) =
𝑩𝟐 

𝑩𝟐 
𝜺𝟎𝜶

𝟐𝚿𝑾 [
𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶𝒙)

𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶𝑩)
] 

                                               𝝆𝒆(𝒙) =
𝜺𝟎𝚿𝑾

𝑩𝟐 
(𝜶𝑩)𝟐 [

𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶𝒙)

𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶𝑩)
]                                                     (4.34) 

                                                                 𝝆𝒆𝟎(𝒙) =
𝜺𝟎𝚿𝑾

𝑩𝟐 
                                                            (4.35) 

Se sustituye la Ec. (35) en la Ec. (34): 

                                                     𝝆𝒆(𝒙) = 𝝆𝒆𝟎(𝒙)(𝜶𝑩)𝟐 [
𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶𝒙)

𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶𝑩)
]                                            (4.36) 

Ahora se realiza lo siguiente: 

                             𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶𝒙) = 𝒄𝒐𝒔𝒉(
𝑩

𝑩
𝜶𝒙) = 𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶𝑩 ∙

𝒙

𝑩
) = 𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶∗𝒙∗)                       (4.37) 

                               𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶𝑩) = 𝒄𝒐𝒔𝒉(
𝑩

𝑩
𝜶𝑩) = 𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶𝑩 ∙

𝑩

𝑩
) = 𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶∗)                        (4.38) 

Se sustituye la Ec. (37) y (38) en la Ec. (36): 

                                                     𝝆𝒆(𝒙) = 𝝆𝒆𝟎(𝒙)(𝜶𝑩)𝟐 [
𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶∗𝒙∗)

𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶∗)
]                                          (4.39) 

                                                              
𝝆𝒆(𝒙)

𝝆𝒆𝟎(𝒙)
= (𝜶𝑩)𝟐 [

𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶∗𝒙∗)

𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶∗)
]                                             (4.40) 

                                                                  𝝆𝒆
∗(𝒙) =

𝝆𝒆(𝒙)

𝝆𝒆𝟎(𝒙)
                                                             (4.41) 

                                                                     𝜶𝟐∗ = (𝜶𝑩)𝟐                                               (4.42) 
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4.4.1 Ecuación adimensional para la Distribución de Cargas  

Sustituimos la Ec. (41) y Ec. (42) en la Ec. (40) y se obtiene la nueva ecuación 

adimensional de la densidad de cargas para la simulación: 

                                                          𝝆𝒆
∗(𝒙) = 𝜶𝟐∗ [

𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶∗𝒙∗)

𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶∗)
]                                                     (4.43) 

Retomando la Ec. (31), que tiene que ver con la densidad de cargas. Se realiza los siguientes 

cálculos para adimensionar la ecuación: 

𝑽̂𝒛(𝒙,𝝎) = 𝑶𝜱(𝒊𝝎)𝜺𝟎𝜳𝑾 ∙
(𝒊𝜶)𝟐

 [(𝒊𝜶)𝟐 + (𝒊𝜷)𝟐]
[
𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶𝒙)

𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶𝑩)
−

𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜷𝒙)

𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜷𝑩)
]𝑬𝒛(𝝎) 

𝑽̂𝒛(𝒙,𝝎) =
𝑩𝟐 

𝑩𝟐 
𝑶𝜱(𝒊𝝎)𝜺𝟎𝜳𝑾 ∙

(𝒊𝜶)𝟐

 [(𝒊𝜶)𝟐 + (𝒊𝜷)𝟐]
[
𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶𝒙)

𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶𝑩)
−

𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜷𝒙)

𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜷𝑩)
]𝑬𝒛(𝝎) 

    𝑽̂𝒛(𝒙,𝝎) = 𝑶𝜱(𝒊𝝎)𝜺𝟎𝜳𝑾 ∙
(𝒊)𝟐(𝜶𝑩)𝟐

 [(𝒊)𝟐(𝜶𝑩)𝟐+(𝒊)𝟐(𝜷𝑩)𝟐]
[
𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶𝒙)

𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶𝑩)
−

𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜷𝒙)

𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜷𝑩)
]𝑬𝒛(𝝎)                        (4.44)         

                                                                         𝜷𝟐∗ = (𝜷𝑩)𝟐                                           (4.45) 

Se sustituye la Ec. (42) y (45) en la Ec. (44): 

                 𝑽̂𝒛(𝒙,𝝎) = 𝑶𝜱(𝒊𝝎)𝜺𝟎𝜳𝑾 ∙
(𝒊𝜶∗)𝟐

 [(𝒊𝜶∗)𝟐+(𝒊𝜷∗)𝟐]
[
𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶𝒙)

𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶𝑩)
−

𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜷𝒙)

𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜷𝑩)
]𝑬𝒛(𝝎)                    (4.46)   

 

Ahora se realiza lo siguiente: 

                             𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶𝒙) = 𝒄𝒐𝒔𝒉(
𝑩

𝑩
𝜶𝒙) = 𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶𝑩 ∙

𝒙

𝑩
) = 𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶∗𝒙∗)                       (4.47) 

                               𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶𝑩) = 𝒄𝒐𝒔𝒉(
𝑩

𝑩
𝜶𝑩) = 𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶𝑩 ∙

𝑩

𝑩
) = 𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶∗)                        (4.48) 

                             𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜷𝒙) = 𝒄𝒐𝒔𝒉(
𝑩

𝑩
𝜷𝒙) = 𝒄𝒐𝒔𝒉 (𝜷𝑩 ∙

𝒙

𝑩
) = 𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜷∗𝒙∗)                       (4.49) 

                               𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜷𝑩) = 𝒄𝒐𝒔𝒉(
𝑩

𝑩
𝜷𝑩) = 𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜷𝑩 ∙

𝑩

𝑩
) = 𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜷∗)                        (4.50) 

Sustituimos la Ec. (47), Ec. (48), Ec. (49) y Ec. (50) en la Ec. (46): 

𝑽̂𝒛(𝒙,𝝎) = 𝑶𝜱(𝒊𝝎)𝜺𝟎𝜳𝑾 ∙
(𝒊𝜶∗)𝟐

 [(𝒊𝜶∗)𝟐 + (𝒊𝜷∗)𝟐]
[
𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶∗𝒙∗)

𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶∗)
−

𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜷∗𝒙∗)

𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜷∗)
] 𝑬𝒛(𝝎) 
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𝑽̂𝒛(𝒙,𝝎)

𝝋𝟎(𝒊𝝎)
=

𝑶𝜱(𝒊𝝎)

𝝋𝟎(𝒊𝝎)
𝜺𝟎𝜳𝑾 ∙

(𝒊𝜶∗)𝟐

 [(𝒊𝜶∗)𝟐+(𝒊𝜷∗)𝟐]
[
𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶∗𝒙∗)

𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶∗)
−

𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜷∗𝒙∗)

𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜷∗)
]𝑬𝒛(𝝎)                     (4.51) 

                                                                𝑶𝜱
∗ (𝒊𝝎∗) =

𝑶𝜱(𝒊𝝎)

𝝋𝟎(𝒊𝝎)
                                                        (4.52) 

Sustituimos la Ec. (52) en la Ec. (51): 

                  
𝑽̂𝒛(𝒙,𝝎)

𝝋𝟎(𝒊𝝎)
= 𝑶𝜱

∗ (𝒊𝝎∗)𝜺𝟎𝜳𝑾 ∙
(𝒊𝜶∗)𝟐

 [(𝒊𝜶∗)𝟐+(𝒊𝜷∗)𝟐]
[
𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶∗𝒙∗)

𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶∗)
−

𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜷∗𝒙∗)

𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜷∗)
]𝑬𝒛(𝝎)                  (4.53) 

Analizando lo siguiente:        

𝑬𝒛(𝝎) = 𝑬𝟎𝒆
−𝒊𝝎𝒕  

𝑬𝒛
∗(𝝎∗) =

𝑬𝒛(𝝎)

𝑬𝟎
=

𝑬𝟎

𝑬𝟎
𝒆−𝒊𝝎𝒕 

𝑬𝒛
∗(𝝎∗) =

𝑬𝒛(𝝎)

𝑬𝟎
= 𝒆−𝒊𝝎𝒕 

                                                              𝑬𝒛(𝝎) = 𝑬𝟎𝑬𝒛
∗(𝝎∗)                                                        (4.54) 

Sustituimos la Ec. (54) en la Ec. (53): 

𝑽̂𝒛(𝒙,𝝎)

𝝋𝟎(𝒊𝝎)
= 𝑶𝜱

∗ (𝒊𝝎∗)𝜺𝟎𝜳𝑾 ∙
(𝒊𝜶∗)𝟐

 [(𝒊𝜶∗)𝟐 + (𝒊𝜷∗)𝟐]
[
𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶∗𝒙∗)

𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶∗)
−

𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜷∗𝒙∗)

𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜷∗)
] 𝑬𝟎𝑬𝒛

∗(𝝎∗) 

𝑽̂𝒛(𝒙,𝝎)

𝝋𝟎(𝒊𝝎)
= 𝑶𝜱

∗ (𝒊𝝎∗)𝜺𝟎𝜳𝑾𝑬𝟎 ∙
(𝒊𝜶∗)𝟐

 [(𝒊𝜶∗)𝟐 + (𝒊𝜷∗)𝟐]
[
𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶∗𝒙∗)

𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶∗)
−

𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜷∗𝒙∗)

𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜷∗)
] 𝑬𝒛

∗(𝝎∗) 

𝑽̂𝒛(𝒙,𝝎)

𝝋𝟎(𝒊𝝎)𝜺𝟎𝜳𝑾𝑬𝟎
= 𝑶𝜱

∗ (𝒊𝝎∗)
𝜺𝟎𝜳𝑾𝑬𝟎

𝜺𝟎𝜳𝑾𝑬𝟎
∙

(𝒊𝜶∗)𝟐

 [(𝒊𝜶∗)𝟐+(𝒊𝜷∗)𝟐]
[
𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶∗𝒙∗)

𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶∗)
−

𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜷∗𝒙∗)

𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜷∗)
]𝑬𝒛

∗(𝝎∗)                      (4.55) 

                                                              𝑽̂𝒛
∗(𝒙,𝝎) =

𝑽̂𝒛(𝒙,𝝎)

𝝋𝟎(𝒊𝝎)𝜺𝟎𝜳𝑾𝑬𝟎
                                                (4.56) 

4.4.2 Ecuación adimensional para el Perfil de Velocidades del Fluido Viscoelástico 

Lineal 

Sustituimos la Ec. (56) en la Ec. (55) y se obtiene la nueva ecuación adimensional del 

campo de velocidades del líquido viscoelástico lineal para la simulación: 

             𝑽̂𝒛
∗(𝒙,𝝎) = 𝑶𝜱

∗ (𝒊𝝎∗) ∙
(𝒊𝜶∗)𝟐

 [(𝒊𝜶∗)𝟐+(𝒊𝜷∗)𝟐]
[
𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶∗𝒙∗)

𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜶∗)
−

𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜷∗𝒙∗)

𝒄𝒐𝒔𝒉(𝜷∗)
]𝑬𝒛

∗(𝝎∗)                           (4.57) 



                                                                                                                                                           
UNAM-FES ZARAGOZA 34 

Retomando la Ec. (33), que tiene que ver con el flujo volumétrico del fluido. Se realiza los 

siguientes cálculos para adimensionar la ecuación: 

𝑸(𝝎) = 𝟐𝑾𝑶𝜱(𝒊𝝎)𝜺𝟎𝜳𝑾 ∙
(𝒊𝜶)𝟐

 [(𝒊𝜶)𝟐 + (𝒊𝜷)𝟐]
[
𝒕𝒂𝒏𝒉(𝜶𝑩)

𝜶
−

𝒕𝒂𝒏𝒉(𝜷𝑩)

𝜷
]𝑬𝒛(𝝎) 

𝑸(𝝎) =
𝑩𝟐

𝑩𝟐 𝟐𝑾𝑶𝜱(𝒊𝝎)𝜺𝟎𝜳𝑾 ∙
(𝒊𝜶)𝟐

 [(𝒊𝜶)𝟐 + (𝒊𝜷)𝟐]
[
𝒕𝒂𝒏𝒉(𝜶𝑩)

𝜶
−

𝒕𝒂𝒏𝒉(𝜷𝑩)

𝜷
]𝑬𝒛(𝝎) 

𝑸(𝝎) = 𝟐𝑾𝑶𝜱(𝒊𝝎)𝜺𝟎𝜳𝑾 ∙
(𝒊)𝟐(𝜶𝑩)𝟐

 [(𝒊)𝟐(𝜶𝑩)𝟐+(𝒊)𝟐(𝜷𝑩)𝟐]
[
𝒕𝒂𝒏𝒉(𝜶𝑩)

𝜶
−

𝒕𝒂𝒏𝒉(𝜷𝑩)

𝜷
]𝑬𝒛(𝝎)                             (4.58) 

Se sustituye la Ec. (42) y (45) en la Ec. (58): 

𝑸(𝝎) = 𝟐𝑾𝑶𝜱(𝒊𝝎)𝜺𝟎𝜳𝑾 ∙
(𝒊𝜶∗)𝟐

 [(𝒊𝜶∗)𝟐 + (𝒊𝜷∗)𝟐]
[
𝒕𝒂𝒏𝒉(𝜶𝑩)

𝜶
−

𝒕𝒂𝒏𝒉(𝜷𝑩)

𝜷
]𝑬𝒛(𝝎) 

𝑸(𝝎) =
𝑩

𝑩
𝟐𝑾𝑶𝜱(𝒊𝝎)𝜺𝟎𝜳𝑾 ∙

(𝒊𝜶∗)𝟐

 [(𝒊𝜶∗)𝟐 + (𝒊𝜷∗)𝟐]
[
𝒕𝒂𝒏𝒉(𝜶𝑩)

𝜶
−

𝒕𝒂𝒏𝒉(𝜷𝑩)

𝜷
]𝑬𝒛(𝝎) 

              𝑸(𝝎) = 𝟐𝑩𝑾𝑶𝜱(𝒊𝝎)𝜺𝟎𝜳𝑾 ∙
(𝒊𝜶∗)𝟐

 [(𝒊𝜶∗)𝟐+(𝒊𝜷∗)𝟐]
[
𝒕𝒂𝒏𝒉(𝜶𝑩)

𝜶𝑩
−

𝒕𝒂𝒏𝒉(𝜷𝑩)

𝜷𝑩
]𝑬𝒛(𝝎)                  (4.59) 

Ahora se realiza lo siguiente: 

                                                                       𝜶𝑩 = 𝜶∗                                                                (4.60) 

                                                                       𝜷𝑩 = 𝜷∗                                                                (4.61) 

Sustituimos la Ec. (60) y Ec. (61) en la Ec. (59): 

       𝑸(𝝎) = 𝟐𝑩𝑾𝑶𝜱(𝒊𝝎)𝜺𝟎𝜳𝑾 ∙
(𝒊𝜶∗)𝟐

 [(𝒊𝜶∗)𝟐+(𝒊𝜷∗)𝟐]
[
𝒕𝒂𝒏𝒉(𝜶∗ )

𝜶∗ 
−

𝒕𝒂𝒏𝒉(𝜷∗)

𝜷∗  
] 𝑬𝒛(𝝎)                          (4.62) 

De la Ec. (54) sustituimos en la Ec. (62): 

𝑸(𝝎) = 𝟐𝑩𝑾𝑶𝜱(𝒊𝝎)𝜺𝟎𝜳𝑾 ∙
(𝒊𝜶∗)𝟐

 [(𝒊𝜶∗)𝟐 + (𝒊𝜷∗)𝟐]
[
𝒕𝒂𝒏𝒉(𝜶∗ )

𝜶∗ 
−

𝒕𝒂𝒏𝒉(𝜷∗)

𝜷∗  
] 𝑬𝟎𝑬𝒛

∗(𝝎∗) 

𝑸(𝝎) = 𝟐𝑩𝑾𝑶𝜱(𝒊𝝎)𝜺𝟎𝜳𝑾𝑬𝟎 ∙
(𝒊𝜶∗)𝟐

 [(𝒊𝜶∗)𝟐 + (𝒊𝜷∗)𝟐]
[
𝒕𝒂𝒏𝒉(𝜶∗ )

𝜶∗ 
−

𝒕𝒂𝒏𝒉(𝜷∗)

𝜷∗  
] 𝑬𝒛

∗(𝝎∗) 

           
𝑸(𝝎)

𝝋𝟎(𝒊𝝎)
= 𝟐𝑩𝑾

𝑶𝜱(𝒊𝝎)

𝝋𝟎(𝒊𝝎)
𝜺𝟎𝜳𝑾𝑬𝟎 ∙

(𝒊𝜶∗)𝟐

 [(𝒊𝜶∗)𝟐+(𝒊𝜷∗)𝟐]
[
𝒕𝒂𝒏𝒉(𝜶∗ )

𝜶∗ 
−

𝒕𝒂𝒏𝒉(𝜷∗)

𝜷∗  
]𝑬𝒛

∗(𝝎∗)                  (4.63) 
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                                                                𝑶𝜱
∗ (𝒊𝝎∗) =

𝑶𝜱(𝒊𝝎)

𝝋𝟎(𝒊𝝎)
                                                        (4.64) 

 

Sustituimos la Ec. (64) en la Ec. (53): 

𝑸(𝝎)

𝝋𝟎(𝒊𝝎)
= 𝟐𝑩𝑾𝑶𝜱

∗ (𝒊𝝎∗)𝜺𝟎𝜳𝑾𝑬𝟎 ∙
(𝒊𝜶∗)𝟐

 [(𝒊𝜶∗)𝟐 + (𝒊𝜷∗)𝟐]
[
𝒕𝒂𝒏𝒉(𝜶∗ )

𝜶∗ 
−

𝒕𝒂𝒏𝒉(𝜷∗)

𝜷∗  
] 𝑬𝒛

∗(𝝎∗) 

𝑸(𝝎)

𝝋𝟎(𝒊𝝎)𝟐𝑩𝑾𝜺𝟎𝜳𝑾𝑬𝟎
= 𝑶𝜱

∗ (𝒊𝝎∗)
𝟐𝑩𝑾𝜺𝟎𝜳𝑾𝑬𝟎

𝟐𝑩𝑾𝜺𝟎𝜳𝑾𝑬𝟎
∙

(𝒊𝜶∗)𝟐

 [(𝒊𝜶∗)𝟐+(𝒊𝜷∗)𝟐]
[
𝒕𝒂𝒏𝒉(𝜶∗ )

𝜶∗ 
−

𝒕𝒂𝒏𝒉(𝜷∗)

𝜷∗  
]𝑬𝒛

∗(𝝎∗)  

     
𝑸(𝝎)

𝝋𝟎(𝒊𝝎)𝜺𝟎𝜳𝑾𝑬𝟎
= 𝑶𝜱

∗ (𝒊𝝎∗) ∙
(𝒊𝜶∗)𝟐

 [(𝒊𝜶∗)𝟐+(𝒊𝜷∗)𝟐]
[
𝒕𝒂𝒏𝒉(𝜶∗ )

𝜶∗ 
−

𝒕𝒂𝒏𝒉(𝜷∗)

𝜷∗  
]𝑬𝒛

∗(𝝎∗)                                 (4.65) 

                                                     𝑸∗(𝝎) =
𝑸(𝝎)

𝝋𝟎(𝒊𝝎)𝟐𝑩𝑾𝜺𝟎𝜳𝑾𝑬𝟎
                                                     (4.66) 

4.4.3 Ecuación adimensional para el Flujo Volumétrico del Fluido Viscoelástico Lineal 

Sustituimos la Ec. (66) en la Ec. (65): 

                   𝑸∗(𝝎) = 𝑶𝜱
∗ (𝒊𝝎∗) ∙

(𝒊𝜶∗)𝟐

 [(𝒊𝜶∗)𝟐+(𝒊𝜷∗)𝟐]
[
𝒕𝒂𝒏𝒉(𝜶∗ )

𝜶∗ 
−

𝒕𝒂𝒏𝒉(𝜷∗)

𝜷∗  
]𝑬𝒛

∗(𝝎∗)                                      (4.67) 
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5.1 Distribución de cargas: Efecto del número adimensional “Alfa” 

 

Figura 3. Ilustra la distribución de cargas en el sistema para diferentes valores del 

número alfa, relacionado a los mecanismos electro - térmicos. 

 

La Fig. (3) describe la distribución de cargas en el micro-dispositivo en función de la posición 

para diferentes valores del número en Alfa. El número Alfa es una competencia entre los 

mecanismos eléctricos y térmicos. Es claro que en el centro del sistema (x = 0) las cargas 

están dispersas en el sistema y conforme se acerca a la pared, las cargas se orientan. Es claro 

los siguientes puntos: 

a) El número  controla los mecanismos eléctricos y térmicos del sistema. Los mecanismos 

térmicos dispersan las cargas, mientras que los eléctricos orientan las cargas. 

b) Es claro que, la interacción entre la pared y las carga es favorecido por el número . 

Cuando  << 1, la distribución de cargas es constante, y cuando  >> 1, se observa un 

perfil parabólico.  

c) En el centro del sistema se observa una dispersión de cargas, mientras que en la interfase 

sólido-fluido es claro la interacción entre las cargas y el sólido.  
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5.2 Perfil de velocidades del fluido viscoelástico lineal: Efecto del número 

adimensional “Deborah” 

 

Figura 4. Ilustra la función del perfil de velocidades vs. frecuencia en función del 

número de Deborah, el cual es una medida de las propiedades viscoelásticas del material 

en el sistema. 

 

La Fig. (4) ilustra el perfil de velocidades vs la coordenada axial x, para diferentes valores 

del número de Deborah. En la Fig. (4), se observan los siguientes puntos importantes: 

a) En todos los casos, se observa el perfil de velocidades clásico de Poiseuille. 

b) En la interfase entre la pared y el fluido, se observa que la velocidad es cero. 

c) En el centro del sistema (x = 0), la velocidad del sistema es máxima y su valor queda 

determinado por las propiedades inerciales y viscoelásticas del sistema. 

d) El número de Deborah describe los inerciales los cuales se activan a través de la densidad 

del fluido, la longitud característica del radio y el inverso del módulo elástico de corte, 

partido por el tiempo de relajación viscoelástico asociado a los procesos disipativos y de 

almacenamiento del fluido. 

e) En este punto, se ha fijado la frecuencia a  = 1. 

f) En este punto, se ha fijado el número adimensional  =1. En este punto, se observa que 

los mecanismos térmicos y eléctricos se equilibran. 
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5.3 Perfil de velocidades del fluido viscoelástico lineal: Efecto de la Frecuencia 

 

Figura 5. Ilustra el perfil de velocidades vs coordenada axial x en función de la 

frecuencia de la fuerza externa.  

 

La Fig. (5) muestra el perfil de velocidades en función de la coordenada axial para diferentes 

valores de la frecuencia. Los valores utilizados en esta simulación corresponden a  =1. El 

valor de  corresponde a una competencia entre los valores eléctrico y térmicos de la 

distribución de cargas. Los siguientes puntos son importantes: 

a) En todos los casos, se observa una parábola, i.e., en las paredes la velocidad es cero y en 

el centro es máxima. 

b) El efecto de la frecuencia incrementa, el máximo en el perfil de velocidades. 

c) Es claro que, para estos valores, no se observa oscilaciones en el perfil de velocidades. 

Al comparar las Figs. (3) y (4) se observa que los mecanismos inerciales y la frecuencia 

pueden aumentar el valor máximo del perfil de velocidades y que, en todos los casos 

analizados, el perfil de velocidades es simétrico.  
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5.4 Perfil de velocidades del fluido viscoelástico lineal: Efecto de la Frecuencia con 

perturbaciones en el sistema 

 

 

Figura 6. Ilustra la función del perfil de velocidades vs coordenada axial para diferentes 

valores de la frecuencia.  

 

La Fig. (6) muestra el perfil de velocidades en función de la coordenada axial para diferentes 

valores de la frecuencia. Los valores utilizados en esta simulación corresponden a  =1. Los 

siguientes puntos son destacables de la Fig. (6):  

a) En el caso de la frecuencia  = 20, se observa que el perfil es parabólico, es decir, en 

la interacción pared-fluido, la velocidad es cero, mientras que en el centro esta es 

máxima. 

b) En el caso de la frecuencia  = 30, se observa que la anchura del perfil decrece 

considerablemente.  

c) En el caso de la frecuencia  = 40, se observa que el perfil de velocidades oscila por 

efecto de este valor de frecuencia. Es claro que, el perfil es simétrico y que presenta 

máximos y mínimos a ciertos valores de la coordenada axial x.  

d) Existe una frecuencia crítica c > 20, para la cual la frecuencia afecta el perfil de 

velocidades y este oscila para ciertos valores en las coordenadas axiales. 
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5.5 Perfil de velocidades del fluido viscoelástico lineal: Efecto del número 

adimensional “Alfa” 

 

Figura 7. Ilustra el perfil de velocidades en función de la coordenada axial x, para 

diferentes valores del número adimensional . En esta simulación, se ha tomado el valor 

de la frecuencia  =1.  

 

La Fig. (7) muestra el perfil de velocidades en función de la coordenada axial x para 

diferentes valores del número adimensional  . El valor de la frecuencia en esta simulación 

es  =1.  Los siguientes puntos son destacables de la Fig. (7):  

a) En el caso del valor  = 0.1, se observa que el perfil es parabólico no presenta 

oscilaciones y se observa un perfil parabólico. 

b) Para  = 1, se observa que el perfil de velocidades se modifica y se estrecha por efecto 

de que los mecanismos inerciales y térmicos están en equilibrio. 

c) Para  = 10 los mecanismos eléctricos dominan sobre los térmicos y se observa un efecto 

de máximos y mínimos en el perfil de velocidades.  

d) En todos los casos, el sistema es simétrico. En otros sistemas como en las coronas 

circulares, el perfil es asimétrico por efecto del contacto del líquido complejo y las dos 

áreas.  
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e) Para  = 20 se observa un comportamiento muy parecido, excepto que hay un valor 

numérico menor en el caso de los máximos y mínimos del perfil de velocidades.  

f) Es claro que, el perfil de velocidades se ve afectado por los valores de la frecuencia , 

mecanismos térmicos  e inerciales a través del número de Deborah De. 
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5.6 Función de transferencia del flujo volumétrico en función de la Frecuencia y del 

número adimensional “Alfa” 

 

Figura 8. Ilustra la función de transferencia de flujo vs. frecuencia para diferentes 

valores del número alfa, relacionado a los mecanismos electro - térmicos. En esta 

simulación los mecanismos inerciales y viscoelásticos del material están en equilibrio. 

 

La Fig. (8) muestra el efecto del campo eléctrico y el flujo volumétrico en función del número 

adimensional , a través de la norma de la función de transferencia compleja. Es claro, que 

para ciertos valores de la frecuencia , el sistema presenta resonancias debido al 

acoplamiento entre los mecanismos eléctricos/térmicos/inerciales y viscoelásticos.  

Es claro que cuando el sistema presenta un  >> 1, el sistema es dominado por los 

mecanismos dispersivos, debido a los efectos de la energía cinética de las partículas. Cuando 

 << 1, el sistema se orienta debido a que los eléctricos domina sobre los térmicos.  

Esta, depende de las propiedades electro – térmicas a través del número adimensional alfa. 

Es claro que a un alfa es mucho mayor, el sistema presenta un pico resonante dominante 

seguido de un tren de picos secundarios. Esta simulación demuestra que existe una 

competencia entre los mecanismos eléctricos y térmicos. Las fuerzas eléctricas tienen 

orientadas a las partículas mientras que los térmicos aumentan la energía cinética y producen 

un mayor desorden por lo que la respuesta dinámica es mucho menor.  
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Los siguientes puntos importantes son resumidos a continuación: 

a) Los mecanismos térmicos aumentan la energía cinética de las partículas y por lo tanto la 

dispersión de estas. 

b) Los mecanismos eléctricos inducen el orden y tiene una consecuencia directa con la parte 

eléctrica en las propiedades de bulto. 

c) Para que un sistema presente oscilaciones debe de existir un campo eléctrico aplicado y, 

por lo tanto, un fluido con electrolitos para que exista un impulso. En este punto, el fluido 

viscoelástico contendrá la física necesaria para describir una oscilación. 

En particular, en este trabajo de tesis, el sistema se analizará el comportamiento del campo 

eléctrico y el flujo volumétrico donde existe una competencia entre los mecanismos 

eléctricos y térmicos. En la siguiente sección analizaremos el fluido de Maxwell, pero a 

través del número de Deborah y de las propiedades materiales asociadas a este sistema. 
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5.7 Función de transferencia del flujo volumétrico en función de la Frecuencia y del 

número adimensional “Deborah” 

 

Figura 9. Ilustra la función de transferencia de flujo vs. frecuencia en función del 

número de Deborah. 

 

En la Fig. (9). Se representa la norma de la función de transferencia vs en función del número 

de Deborah. Los siguientes puntos destacables son mencionados de la Fig. (9): 

a) En la simulación, se observa una resonancia dominante, seguida de un tren de curvas de 

menor magnitud conforme la frecuencia aumenta o sus oscilaciones.  

b) El número de Deborah (De) es una competencia entre los mecanismos inerciales, 

geométricos, elásticos de bulto y viscoelásticos.  

c) Al incrementar el número de Deborah, se observa un decremento en la respuesta 

dinámica lineal. 

d) Al decrecer el número de Deborah, se observa un incremento en la respuesta dinámica 

lineal y el máximo valor en las curvas resonantes.  

e) El valor del máximo está definido por un acoplamiento entre las propiedades 

viscoelásticas del material. 
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5.8 Resumen del análisis de los resultados obtenidos 

Para la distribución de cargas en el fluido y en el sistema, se puede analizar que para los 

valores α = 10 y α = 20, los mecanismos dispersan las cargas y los mecanismos eléctricos 

orientan las cargas.  

Para el perfil de velocidades cuando el número adimensional “Deborah” varía en el sistema, 

se puede observar que, si se requiere un comportamiento viscoelástico, De = 1, con un 

perfil de velocidad parabólico y estable.  

Cuando se tiene el perfil de velocidades con variaciones en la frecuencia en el sistema, se 

analiza que, para un perfil de velocidad máximo, ω = 20 Hz, y si no se quiere tener 

perturbaciones en el sistema, no se debe de aumentar la frecuencia en ω = 40 Hz. y ω 50 

Hz. 

Si en el perfil de velocidades cuando existe el efecto del número adimensional “alfa”, se 

observó que para cuando α = 1, la energía cinética de las partículas es moderada, la 

temperatura en el sistema es estable y se mantiene un perfil de velocidades parabólico. 

Respecto a la función de transferencia del flujo volumétrico del fluido depende de la 

frecuencia y del número adimensional “alfa”, se analizó que hay una dominancia de los 

mecanismos dispersivos cuando α <<< 1, por lo tanto, la temperatura es alta y las 

colisiones de las partículas son mayores. Por lo tanto, para cuando α >>> 1, el sistema es 

dominado por los mecanismos eléctricos e inducen dirección y orden a las cargas. 

Por último, cuando la función de transferencia del flujo volumétrico del fluido cuando este 

depende de la frecuencia y del número adimensional “Deborah”, se analizó que a una 

frecuencia entre 10 Hz < ω < 100 Hz, la resonancia es alta, con mecanismos viscosos 

dominantes. Y entre un rango de 1 Hz < ω < 10 Hz, existe resonancia baja, pero con 

mecanismos viscoelásticos dominantes en el sistema. 
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CAPÍTULO VI: CONCLUSIONES 
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6.1 Aportación al conocimiento 

6.1.1 Conclusiones 

En este trabajo se estudió el flujo electro-osmótico de un líquido viscoelástico fluyendo entre 

una rendija metálica con longitud L, anchura W y con un espesor 2H, donde L, W > 2H. El 

sistema es deformado continua e irreversiblemente por efecto de un campo eléctrico 

complejo. 

La interacción del fluido con el electrólito induce en las paredes del sistema (rectangular), 

una carga en las paredes por efecto de los procesos interfaciales y la porosidad el material. 

En las paredes del sistema se induce una primera capa de electrones negativa y por 

atracciones electrostáticas entre la pared y el fluido, se induce una carga positiva, la cual, a 

su vez, promueve por atracciones eléctricas una segunda capa negativa. El espesor de estas 

capas (Negativa/Positiva/Negativa) se conoce como longitud de Debye D. Para caracterizar 

la transferencia de momento, se empleó el modelo reológico convectivo superior de 

Maxwell, el cual en flujo cortante simple se reduce al modelo de Maxwell.  

Los objetivos de esta investigación fueron los siguientes: 

a) Calcular las funciones materiales y dinámicas del sistema como son: la distribución de 

cargas, perfil de velocidades, y flujo volumétrico. 

b) Aplicar el formalismo de Fourier para obtener una ecuación dinámica lineal en términos 

de la frecuencia que describa la relación entre la variable de entrada (campo eléctrico) 

y la variable de salida (flujo volumétrico). 

c) Proponer un conjunto de variables adimensionales con el fin de obtener los grupos 

adimensionales que permitan describir el sistema físico. Que describan las fuerzas 

macroscópicas. 

d) Programar los códigos computacionales en el lenguaje de Wolfram-Mathematica y 
realizar las simulaciones del sistema. 

Para alcanzar los objetivos de (A-D) se supuso que el sistema se encuentra en estado no 

estacionario, el fluido electro-reológico es incompresible, i.e., su densidad es constante, el 

flujo es unidireccional, es decir el vector velocidad solo depende la componente en x, i.e., 

Vz = Vz (x,t). Además, se supone que es validad la aproximación de Hückel-Debye, en el 

sistema.  
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La estrategia para llevar a cabo este proyecto de investigación a nivel licenciatura, es utilizar 

la ecuación de continuidad (conservación de la masa sin generación), la ecuación de 

movimiento en sus tres componentes, e incorporar la distribución de cargas en la componente 

z de la ecuación de movimiento. Al combinar las ecuaciones de movimiento en z, y la 

componente reológica de la ecuación de Maxwell, se obtiene una ecuación diferencial 

parcial, dependiente de la posición y del tiempo. Este modelo, se puede interpretar como una 

ecuación de Navier-Stokes modificada por una función que depende de la derivada parcial 

temporal /t. Este operador se puede interpretar como una viscosidad o fluidez isotrópica y 

solo es validad para bajas deformaciones. 

Asumiendo, que en la interfase se cumple la condición de no-deslizamiento en la pared, y 

utilizando el formalismo de Fourier, el cual consiste en transformar el tiempo y los 

operadores temporales al espacio de las frecuencias, se obtuvo una ecuación diferencial que 

describe los cambios de la velocidad en función del espacio y de la frecuencia. Suponiendo 

que, en el centro de la rendija metálica, la velocidad es continua, se obtiene una expresión 

analítica para el perfil de velocidades, y la primera función de transferencia compleja del 

sistema.  Esta función de transferencia T (x,) es no-homogénea y depende de la coordenada 

espacial x y de la frecuencia . Al integrar la función de transferencia con respecto a la 

coordenada x, se tiene la función de transferencia compleja del flujo volumétrico la cual, 

básicamente es una ecuación promediada en el espacio. El flujo volumétrico Qv (t, 0), se 

puede expresar como el producto del flujo volumétrico Newtoniano QN (t, 0), función de 

transferencia compleja y el campo eléctrico oscilatorio. 

     V 0 N 0 0Q t,ω = Q T β,ω E t,ω  

Para facilitar la interpretación de resultados y las fuerzas microscópicas del sistema, se 

propone un conjunto de variables adimensionales, las cuales introducen grupos físicos como 

el número de Deborah (De) y . Estos números relacionan los mecanismos inerciales y 

viscoelásticos y el segundo está relacionado a los mecanismos eléctricos y térmicos. Estos 

números dependen las propiedades materiales del sistema, como son: (i) tiempos de 
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relajación, (ii) Tiempos de retardo, (iii) Tiempos geométricos, (iv) Viscosidades y (v) 

Módulo de corte.  

Los resultados, el análisis y las conclusiones de este trabajo se resumen en los siguientes 

puntos: 

a) Si se quiere una distribución de cargas, en donde los mecanismos dispersivos (térmicos) 

dispersen las cargas en la interfase sólido-fluido y exista una orientación de las cargas 

de los mecanismos eléctricos en una dirección hacia centro del sistema o seno del fluido, 

α = 10 y 20. 

b) Si se quiere tener un comportamiento viscoelástico en el sistema, donde se tenga un 

perfil de velocidades estable y parabólico, el número adimensional “Deborah” debe de 

ser De = 1. Pero si se quiere tener un perfil de velocidad máximo en el sistema de 

estudio, el número adimensional “Deborah” debe de ser De = 0.1, pero teniendo en 

cuenta que el fluido tendrá un comportamiento viscoso o de tipo Newtoniano. 

c) Respecto a la frecuencia, si se quiere tener un perfil de velocidades máximo y estable, 

sin que presente perturbaciones en el sistema, la frecuencia debe de tener un valor de 20 

Hz. 

d) Si se tiene un perfil de velocidades de tipo parabólico donde existe el efecto de los 

mecanismos eléctricos y térmicos en el sistema, el número adimensional “Alfa” debe de 

tener un valor de α = 1, para que exista una energía cinética de las partículas moderada, 

por lo tanto, una temperatura estable en el sistema de estudio. 

e) Si se tiene la función de transferencia del flujo volumétrico donde depende de la 

frecuencia y el número adimensional “Alfa”, y se quiere una dominancia de los 

mecanismos eléctricos donde inducen dirección y orden a las cargas del campo eléctrico, 

ω > 100 Hz. 

f) Y si se tiene la función de transferencia cuando depende de la frecuencia y del número 

adimensional “Deborah”, si se quiere tener un comportamiento viscoelástico dominante 

en el sistema, la frecuencia debe de estar en un rango de 1 Hz < ω < 10 Hz.  
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6.2 Trabajo futuro 

En este trabajo, se estudia el flujo electroosmótico puro (FEP) de un fluido viscoelástico 

modelado con la ecaución convectiva superior de Maxwell. Este modelo contiene dos 

propiedades materiales que estan ligadas a traves del modulo elástico de corte. Las líneas 

naturales en la continuación de esta investigación se encuentran, pero no limitandose a, los 

siguientes puntos: 

a) Estudios teorico para incluir mecanismos viscosos a bajo y alto corte, tiempos 

viscoelasticos, tiempos de retardo y tiempos no newtonianos del sistema (geométricos, 

ruptura, restructuracion, etc).  

b) Simulaciones computacionales robustas incluyendo mecanismos acoplados de 

transferencia de momento, energía y materia. 

c) Experimentos reométricos para calcular las propiedades materiales e incluirlos los 

valores en las predicciones numéricas.  

d) Protocolos exprimentales basados en comites de bioética con el fin de obtener muestras 

biológicas de sangre y alimentar las prediciones de nuestros modelos. 

e) Incluir mecanismos como son tamaño de iones, efectos de volumen excluido.  

Finalmente, este proyecto representa una busqueda constante de conocimientos centrados 

en las áreas de fenomenos de transporte y reología de fluidos que proporcionen nueva 

información con el fin de apoyar a la solución de problematicas presentadas en la rama 

de bio-ingeniería. 
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Glosario 

 

Campo eléctrico: Un campo eléctrico es un campo de fuerza creado por la atracción y 

repulsión de cargas eléctricas (la causa del flujo eléctrico). 

Capa de Debye-Hückel: Describe una mezcla de iones (electrolitos), inmersos en un medio 

dieléctrico continuo de temperatura, presión y concentración molar y 

relaciona la conductividad eléctrica del medio en soluciones 

electrolíticas. 

Deformación:  Es el cambio que sufre un cuerpo al aplicarle cierta fuerza. 

Densidad de carga 

eléctrica: 

Relaciona la cantidad de carga eléctrica en un volumen, superficie o 

línea determinada y describe cómo se distribuye la carga eléctrica en 

el espacio. 

Ecuación Constitutiva: Ecuación que relaciona las variables dinámicas en un sistema (Rapidez 

de deformación, esfuerzo, deformación). 

Ecuación de continuidad: Ecuación diferencial parcial que representa la conservación de materia 

de un sistema físico. 

Ecuación de movimiento: Segunda ley de Newton aplicada a un medio continuo. 

Esfuerzo en pared: Dirección de fuerza aplicada y evaluada en el límite del sistema 

(pared). 

Estado estacionario: Estado en el que ninguna propiedad dinámica del sistema depende del 

tiempo. 

Fluido: Es toda sustancia que al aplicarle un esfuerzo cortante sufre una 

deformación tangencial e irreversible. 

Flujo: Es la acción de algún cuerpo, en este caso la masa, que fluye a través 

de una superficie o sustancia. 

Flujo cortante: Flujo que aplica una fuerza tangencial al sistema que se deforma 

continua e irreversiblemente. 

Flujo electroosmótico: Es un tipo de flujo en donde al aplicarle un campo eléctrico externo, se 

genera un movimiento de este por las cargas eléctricas en la superficie 

de la pared del sistema y las cargas en el fluido. 

Flujo homogéneo: Es el flujo en donde dos fases presentan un promedio de sus 

propiedades físicas y su posición no se ve afectada en las propiedades 

del sistema. 

Flujo laminar: Tiene un comportamiento que se mueve en láminas paralelas sin 

entremezclarse y cada particular sigue una trayectoria paralela y lineal. 

Flujo lineal: Es descrito por trayectorias paralelas y lineales y fluye en una sola 

dirección. 

Flujo oscilatorio: Se refiere a un flujo con movimientos de expansión, contracción, 

oscilantes y fuerzas periódicas. 

Flujo pulsátil: Se refiere a un flujo asociado a un gradiente de presión pulsátil con 

movimientos de expansión, contracción y oscilantes y fuerzas 

periódicas. 

Flujo volumétrico: Volumen por unidad de tiempo. 

Fluido incompresible: Fluido que tiene una densidad constante. 
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Fluido newtoniano: Fluido con viscosidad constante e independiente de la rapidez de 

deformación. 

Fluido no-newtoniano: La viscosidad no es constante y varía con la tensión cortante. 

Fluido viscoelástico: Es aquel fluido que tiene características viscosas y elásticas. 

Frecuencia: Frecuencia de movimiento, puede ser expresada en proporción al 

cambio de dirección periódico o ángulo.   

Intensidad del campo 

eléctrico: 

Es la intensidad de la fuerza por unidad de carga positiva. Cualquier 

partícula cargada crea un campo eléctrico a su alrededor. 

Modelo constitutivo de 

Maxwell: 

Ecuación constitutiva que describe el comportamiento reológico de 

fluencia, relajación y recuperación de sistemas con comportamiento 

viscoelástico. 

Número de Deborah: Se utiliza para caracterizar sustancias de acuerdo con su 

comportamiento elástico/viscoso/viscoelástico. 

Potencial eléctrico: Es una magnitud escalar en un punto del espacio que permite obtener 

una medida del campo eléctrico que adquiere una carga si está en ese 

punto. 

Rapidez de deformación: Rapidez con la que se deforma un sistema. 

Tensor de esfuerzo: Matriz simétrica de nueve elementos (3x3) en la cual se describe el 

estado de las fuerzas en un elemento de control. 

Tiempo de relajación: Tiempo necesario para el sistema con el fin de alcanzar un estado de 

equilibrio después de un periodo de esfuerzo. 

Tiempo de retardo: Tiempo que necesita el sistema para llegar a un equilibro después de 

ser sometido a un esfuerzo cortante. 

Velocidad promedio: Velocidad axial promediada a través del área de flujo. 

Viscoelasticidad: Es una propiedad de los fluidos que presentan viscosidad y elasticidad, 

donde presentan cierta resistencia y deformaciones con la capacidad de 

ser reversibles. 

Viscoelasticidad lineal 

 (Fluido de Maxwell): 

Es una región a bajas deformaciones. En esta zona el fluido presenta 

respuestas viscosas (fluidez) y elásticas (solidez) constantes. 

Viscoelasticidad no lineal: Es una región a bajas deformaciones. En esta zona el fluido presenta 

respuestas viscosas (fluidez) y elásticas (solidez) variables. 

Viscosidad: Es una propiedad de los fluidos en donde presentan cierta resistencia a 

su movimiento. 
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