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ABSTRACT

En esta tésis se aproxima la ecuacién de Fokker-Planck por medio de dos métodos: Diferencias
Finitas y un esquema de Monte Carlo. Esto se hizo con el fin de comparar y establecer cual de los
métodos es 6ptimo para aproximar a la ecuacion, cuando esta es de dimensién arbitraria. Otro
propoésito es ilustrar y exhibir de manera intuitiva la relacién que hay entre una Difusion de It6 y
la ecuacién de Fokker-Planck.

Este trabajo tiene como objetivo principal aportar herramientas computacionales innovadoras al
estudio de series de tiempo de Resonancias Magnéticas, principalmente para aquellas medidas
en estado de reposo. La aplicacion de este trabajo, se esta desarrollando en la tesis doctoral de
Maria del Lucero Pacheco Blas bajo la direccién del Dr. Pablo Padilla Longoria.

El modelo considera principalmente el coeficiente de arrastre de la ecuacion de Fokker-Planck,
con este se indicica a la ecuacion la relacion que hay, por la actividad, entre las regiones en el
cerebro. Para ello se deberan utilizar matrices de correalcion generadas con las series de tiempo
de Resonancia Magnética. Sin embargo, las simulaciones relevantes a la comparacién de los
métodos numéricos, por simplicidad, inicamente consideran un coeficiente de difusién constante.
Aunque se prepar6 un c6digo en lenguaje Julia para la aplicacién deseada, el término de arrastre
no utiliza una matriz de correlacién para las simulaciones de este trabajo. Esto es porque la meta
principal es determinar qué método numérico se debe utilizar en la aplicacién deseada.
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CAPITULO

INTRODUCCION

1.1 Planteamiento y Motivacion

La ecuacion de Fokker-Planck tienen aplicaciones en fisica, biologia, finanzas y otras disciplinas.
La solucion de algin caso particular es una densidad de probabilidad cuya interpretacion queda
sujeta a los parametros y variables que recibe como argumentos. En la aplicacion que se considera
en esta tesis, la solucién describe la evolucién temporal de la probabilidad de activacién de
regiones en el cerebro; es decir la funcién de densidad de probabilidad de activacién conjunta de
las regiones que se recibe como parametros. Dada dicha aplicacion, sera de gran utilidad resolver

una ecuacion de Fokker-Planck en dimensién arbitraria.

La ecuacién de Fokker-Planck es una Ecuacién Diferencial Parcial que describe la evolucién
temporal de la Funcién de Densidad de Probabilidad de una Variable Aleatoria de tipo Proceso
Estocastico, dicho Proceso Estocastico es a su vez descrito por una Ecuacién Diferencial Estocas-
tica. La funcién de densidad descrita por una ecuacién de Fokker-Planck dada, es la funcién de
densidad de un Proceso Estocastico conocido como difusion de Itd. La relacién entre una ecuacién
de Fokker-Planck y una difusién de Itd no es intuitiva pues una ecuacién es determinista y la
otra aleatoria, sin embargo ambas ecuaciones tienen un término de arrastre y uno de difusiéon y
se desea estudiar si con ambas ecuaciones se puede obtener la misma informacién aunque esto

sea con distinta granularidad o detalle.

Se tiene interés en resolver una ecuacién de Fokker-Planck en dimensién arbitraria, sin embargo
dado que no siempre es posible dar una solucién analitica de dicha ecuacién, en este caso se
emplean herramientas numérico-computacionales. Para este trabajo se implementaron dos méto-
dos numéricos, Diferencias Finitas y Euler-Maruyama que sirven para Ecuaciones Diferenciales

Parciales y Ecuaciones Diferenciales Estocasticas respectivamente. Esto se hace con el fin de



CAPITULO 1. INTRODUCCION

comparar y validar que efectivamente es posible obtener con caracteristicas distintas la misma
informacién con ambas ecuaciones, esto permite aproximar la solucién de la ecuacién de Fokker-

Planck de dos maneras distintas atn en los casos donde no se cuenta con una solucién analitica.

La aplicacién que motiva a resolver numéricamente la ecuaciéon de Fokker-Planck en esta tesis
es el analisis de series de tiempo rsfMRI (resting state functional Magnetic Resonance Imaging),
ver apéndice B. En el proyecto “Alteraciones neurocognitivas en la adolescencia temprana por el
consumo de inhalantes” de la Secretaria de Salud, cuyo responsable fue la Dra. Nadia Gonzalez
Garcia del Hospital Infantil de México Federico Gémez, se obtuvieron datos que ayudaron a

determinar en gran medida los requerimientos y funciones de los métodos aqui planteados.

Para el anilisis de los datos mencionados, se considera que cada serie de tiempo representa la
actividad de alguna region, la cual es determinada por una parcelacién del cerebro. Se propone
estudiar la actividad de algunas regiones y la manera en que el estado de activacién de una
regién puede influenciar el estado de activacion de otras regiones. El analisis de estas series de
tiempo implica dimensién alta en la ecuacién, pues la cantidad de regiones representa la cantidad
de variables independientes que se utilizan para definir la ecuacion de Fokker-Planck y éstas

pueden ser de orden 264.

Es importante mencionar que no es usual utilizar a la ecuacién de Fokker-Planck para analizar
regiones de neuronas. En el apéndice B se dan algunas referencias en las cuales utilizan ésta
ecuacion para simular dinamica de neuronas, es decir, la utilizan para estudiar parejas o grupos
pequeios de neuronas. Fue durante el trabajo doctoral de Maria del Lucero Pacheco Blas dirigido
por el Dr. Pablo Padilla Longoria que se planteo utilizar a la ecuaciéon de Fokker-Planck para
analizar regiones de neuronas y simular la interaccion entre éstas utilizando una matriz de
correlacion (de las series de tiempo correspondientes a las regiones) para determinar uno de los

coeficientes de la ecuacion.

La aplicacion que motiva este trabajo se beneficia de considerar estados iniciales y matrices
de correlacién que seran definidas en el marco teérico. Estos parametros ayudan a definir una
ecuacion de Fokker-Planck cuya solucion brinda informacion sobre el estado de la activacién de
las regiones del cerebro. Aunque estos parametros son de gran importancia sélo sirven en medida
que se elige una version de la ecuaciéon adecuada para modelar la actividad de las regiones, las
funciones que se utilizan en el término de arrastre y en el término de difusién juegan roles tan

importantes como los parametros que recibe la ecuacién de Fokker-Planck.

Sin embargo, utilizar de manera concreta la ecuacién de Fokker-Planck para predecir estados de

activacion en las regiones del cerebro no es la meta de esta tesis. Antes de utilizar algin modelo

2



1.1. PLANTEAMIENTO Y MOTIVACION

especifico para estudiar la influencia que hay en las regiones del cerebro, es necesario establecer:

qué se puede esperar de las aproximaciones numéricas y cudles son sus limitaciones.

Antes de abordar la parte numérica que permite aproximar la ecuacién de Fokker-Planck, es
necesario establecer de manera tedrica la relacion que guardan los distintos elementos que se
utilizan a lo largo de la tesis. Esto corresponde a la derivacién de la ecuacién de Fokker-Planck a
partir del calculo de It6, que se describe en los primeros capitulos: 1, 2, y 3 de este trabajo que a

su vez se apoyan en el apéndice A.

Asimismo en el capitulo 4 se describen los métodos numeéricos con los cuales se hacen las
simulaciones que permiten hacer la comparacioén entre las herramientas que se utilizan para
aproximar las ecuaciones diferenciales de ambos tipos. Estas comparaciones, se encuentran en el
capitulo 5 y constituyen el contenido principal de este trabajo, ya que a partir de ellas se buscan
concluir las hipétesis aqui planteadas. Para poder concluir se utilizan distintas graficas y tablas
en las que se exhiben los resultados principales de manera clara y concreta, esto corresponde al

capitulo 6 de este trabajo.






CAPITULO

DEFINICIONES PRELIMINARES

Antes de presentar la ecuacion de Fokker-Planck podemos establecer los conceptos y las defini-
ciones que se necesitaran a lo largo de la tesis. En este capitulo, y en el apéndice (A), se dan las
bases y los fundamentos tedricos pertinentes para plantear la ecuacién de Fokker-Planck y la
conexién que se muestra de manera heuristica entre las ecuaciones estocasticas y las ecuaciones

diferenciales parciales.

Las referencias principales de donde se tomaron los conceptos para la seccién de ecuaciones
diferenciales parciales y condiciones de frontera son el libro de Giordano [13, Capitulo 1] y de
Lawrence [10, Capitulo 1]. Para la seccién de probabilidad se utilizaron los libros de Oksendal

[32, Capitulo 3]y de Garcia Alvarez [1, Capitulos 5 al 9], entre otros.

2.1 Primeras Definiciones

2.1.1 Ecuacion Diferencial Parcial

La ecuacién de Fokker-Planck se puede derivar desde un contexto estocastico, para ello hay varias
definiciones y teoremas que se deben establecer, comenzando por definir lo que es una Ecuacién
Diferencial Parcial (PDE, Partial Differential Equation).

Definicion 1. Una PDE lineal de segundo orden de dos variables (x, y), es una ecuacion de la

forma:

fl(x,y)uxx +f2(3C,y)uxy +f3(x,y)uyy +f4(x,y)ux +f5(x,y)uy +f6(x’y)u +f7(x’y) = 0)

5 s _ . _ Ou _ d%u _ d%u _ Ou

donde f; es una funcién dada para cada i =1,...,7y donde: uy = 5, uyy = Gt Uxy = 5ray Uy = Gy
%u
Uyy = 5.
Y Uyy 0y2



CAPITULO 2. DEFINICIONES PRELIMINARES

Estas ecuaciones no tienen sentido hasta no recibir condiciones iniciales y de frontera. Pues

no describen nada y no se sabe como se comportan en su frontera por si mismas.

Las posibles soluciones de esta PDE son un conjunto de superficies en R3. Se conoce como
problema de valor inicial o problema de Cauchy al problema de hallar la superficie u; = f (¢, u(¢))
que pase por alguna curva dada cuya evolucion es descrita por una PDE, es decir, donde existe

u(to) = ug que satisface a la ecuacion.

Las PDEs sirven para modelar diversos tipos de fenémenos fisicos por ejemplo la razén de
cambio de la temperatura, la dindmica de fluidos, la mecénica cudntica, etc. Consideremos la

ecuacion de crecimiento poblacional (2.1), que describe la razén de cambio de una poblacion:
ur = f(@)u(t) u(0)=ug (constante), (2.1)
dénde la condicién inicial ug, puede ser el tamafio inicial de la poblacion de alguna especie que se

va a reproducir.

El concepto de PDE se puede extender a R™ (el espacio vectorial de coordenadas ordenadas de
dimension n € N— {0} con entradas en los nimeros reales) utilizando una funciéon u(x1,xs9,...,x,)

de n variables independientes con derivadas uy,, i € {1,2,...,n} y una funcién lineal:

F(xl,x2,---’xn,U,ux1,---,uxnyuxlxg,---,uxn_lxn) = 07

donde F' depende la funcién u y las derivadas uy,, uy,;y; de u.

2.1.2 Condiciones de Frontera

En las PDEs las condiciones de frontera juegan uno de los roles mas importantes para modelar

un fenémeno. Por ejemplo en el caso de la ecuacién de calor:

ou  ,0%u

— = —,

ot 0x?
que describe la manera en la que se difunde el calor en un objeto alargado (cilindrico). Con-
siderando la temperatura de los extremos de dicho objeto, se tendran condiciones de frontera
para este fenémeno. Antes de plantear las condiciones de frontera hace falta el concepto de bola

abierta (en R") para poder definir el concepto de frontera.
Definicion 2. Una bola abierta con centro en un punto x € R” y radio € > 0 es el conjunto:
Be(x)={ye IR”\IIx—yII <e}

6



2.1. PRIMERAS DEFINICIONES

Definicion 3. Sea A cR” la frontera de A, Fr(A), es el conjunto de puntos:

xeR|Ve>0, B(x)NA#®yB(x)NA" # &} .

Las condiciones de frontera describen a las PDE’s en la frontera de su dominio. Se denomina
problema de contorno a aquél que consiste en resolver una PDE sujeta a condiciones de frontera.
En esta tesis se daran condiciones de frontera conservativas cuyo propédsito es acumular el area
de la solucién de una PDE en la frontera, sin embargo adicionalmente se contemplaron dos de las

condiciones de frontera usuales:

Definicion 4. Las condiciones de frontera de Dirichlet se usan cuando se conoce el valor de la

ecuacion en la frontera, es decir, si la ecuacion toma un valor constante, o descrito por una funcién

oy

escalar, al llegar a la frontera. Para 3. con x €[a,b] se tendrd:

y@)=f@) y yb)=[f().

Definicion 5. Las condiciones de frontera de Neumann se usan cuando se conoce el valor de la
derivada de la ecuacion en la frontera. Si la derivada de la ecuacion toma un valor constante, o es
y

descrito por una funcién escalar, al llegar a la frontera. Para g—x con x €la,b] se tendrd:

dy_ O_y_
a—f(a) y ax—f(b).

En la seccion (4.2.2) se describe un algoritmo que utiliza condiciones de frontera de Dirich-
let de manera implicita. Aunque este algoritmo no se hace presente durante las simulaciones
relevantes para los resultados de esta tesis, es importante mencionar que para la aplicacién
que se tiene en mente se pueden emplear todas estas condiciones de frontera, en particular se

consideraron aquellas descritas por el algoritmo mencionado.

Las condiciones de frontera no se hacen presentes en las simulaciones pues la intencién de
este trabajo es una comparacion cuantitativa del error que hay para los métodos numéricos al
aproximar las respectivas ecuaciones antes de llegar a la frontera. Sin embargo, para que nuestro
modelo esté bien definido se pueden considerar las condiciones conservativas que se describen en

el algoritmo antes mencionado.

2.1.3 Conceptos Basicos de Probabilidad

El primer concepto de probabilidad relevante para el desarrollo de esta tesis es el de variable
aleatoria, aunque cabe mencionar que hay definiciones de probabilidad y teoria de la medida

preliminares que se encuentran en el apéndice A.
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Definicion 6. Sea (QQ,Z,P) un espacio de probabilidad (ver definicion A: 24), una variable
aleatoria real es una funcién X : Q — R tal que [X < x] € Z para cualquier x € R, es decir, X es una

funcion X-medible.

Este es un concepto de suma importancia en teoria de la probabilidad pues a partir de este se
definen muchos otros conceptos de probabilidad. En este trabajo sera de especial utilidad para
definir los conceptos de proceso estocastico y movimiento browniano con los cuales se hace un
desarrollo que conduce a la ecuaciéon de Fokker-Planck. Para describir y entender mejor a las

variables aleatorias se deben definir un par de funciones que se presentan a continuacion.

Definicion 7. Sea X una variable aleatoria, la Funciéon de Distribuciéon Acumulada (CDE,
Cumulative Distribution Function) de X es una funcién Fx : R — R definida como Fx(x) = P[X < x],
donde P es una medida de probabilidad (ver definicién A: 23).

Definicion 8. Sea X una variable aleatoria con funcién de distribucion Fx. Si ademds existe

una funcién no negativa Lebesgue-integrable (ver definicion A: 27) fx : R — R tal que:

Fx(x) =f fx(ydy para cualquier xeR,

entonces fx es la Funcién de Densidad de Probabilidad (PDF, Probability Density Function) de X.

Una funcién de densidad ademas de ser no negativa cumple que:

foo fx()dx=1.

Por esta condicién, que requiere que una PDF integre uno, las condiciones de frontera para
una ecuacion que describe el comportamiento de una ecuacién como estas tendrian que ser

conservativas.

Cabe observar que la diferencia entre una variable absolutamente continua y una discreta es
que cuando una variable aleatoria es discreta se toma la suma y no la integral para definir la
PDF de dicha variable. Del mismo modo se toma la suma para otras definiciones y propiedades

que en el caso continuo son la integral.

Por otro lado la aplicacion que se tiene en mente requiere de dimension alta, por lo cual a
continuacién se generalizan los conceptos anteriores de manera que se pueda derivar la ecuacién

de Fokker-Planck en dimensién arbitraria.

Definicion 9. Decimos que X es un vector aleatorio en R" (n € N—{0}), si es un vector cuyas
coordenadas son variables aleatorias. Entonces la funcién de densidad de probabilidad y la

funcion de distribucion acumulada en dimensién alta son fx y Fx respectivamente:

8
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Fx(x)=P(X;<x1,X2<x9,...Xp<x,) Fx(x) =fuze X1, X, (X150, XA X1 ... d Xp.

Una distribuciéon importante para esta tesis es la distribucién normal. Sean y,0 e Ry g >0
diremos que una variable aleatoria X se distribuye Normal, X ~ N(u, 02), si la funcién de densidad

de X esta dada por:

Fr() = — ( b ”)2)
x(x)= exp|— .
oV2n 202
El caso general de una distribucién normal, es decir, una distribucién normal multivariada

N(u,2), es el caso en el cual la PDF esta dada por:

exp( - 3 — T2 - p))
VI ’

donde X es la matriz de covariables, que se explicara en la seccién (2.1.4: 14), de X y donde || es

fX(x17'“ axn):

su determinante. Esta expresion es de especial relevancia pues determina en algunos casos las

condiciones iniciales que reciben los métodos numéricos.

2.1.4 Esperanza, Varianza y Correlacion

Para hacer el analisis del comportamiento de un vector aleatorio se requiere de dos conceptos
que describen y ayudan a entender el comportamiento de dicho vector, estos son el de media y

varianza.

Definicion 10. Sea X una variable aleatoria con funcion de densidad fx, diremos que tiene
esperanza (o media) finita si la integral ffzo lx|fx (x)dx es finita vy, en ese caso, se define la esperanza
de X, E[X] como:

E[X]= f (el fx (o) d.

—00

Denotaremos a la esperanza de una variable aleatoria como p.

Para el caso multivarido simplemente se considera que la media es:

ELX] = (E[X1],...,E[X,])

Definicion 11. Sea X tal que E[X] < co. Se define a la varianza de X, Var(X), como:

Var(X) = E[(X —E[X])?].

Denotaremos a la varianza como 02. A VVar(X) = o se le conoce como desviacion estandar.

9
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Otros dos conceptos relevantes para esta tesis son el de covarianza y correlacion, estos

conceptos describen el cambio de una variable aleatoria con respecto al cambio de otra variable.

Definicion 12. Si X y Y son variables aleatorias diremos que la covarianza de X y Y es:

cov(X,Y) =E[(X — ux)Y - py)],

donde ux es la media de X y puy es la media de Y.
Es facil ver que cuando X =Y la covarianza es la varianza de una variable aleatoria.

Definicion 13. Sean X y Y variables aleatorias con desviaciones estandar ox y 0y respectiva-

mente, la correlacién de Pearson entre X y Y es:

cov(X,Y)
oxoy

cor(X,Y) = (2.2)

La matriz de correlacién de un vector aleatorio es aquélla cuyas entradas son la correlacién

entre de las parejas de variables aleatorias que forman al vector aleatorio.

Definicion 14. Si A es la matriz de correlacion de un vector aleatorio X = (X7, ..., X,,) entonces

la entrada a;; de la matriz A esta dada como a;j = cor(X;,X).

2.2 Ecuaciones Diferenciales Estocasticas

En esta seccion se explica lo que es una Ecuacién Diferencial Estocastica (SDE, Stochastic
Differential Equation). Hay distintos tipos de ecuaciones estocasticas por ejemplo las ecuaciones
de Langevin (ver apéndice C), sin embargo en esta tesis se consideran las ecuaciones cuyo termino
estocastico esta definido mediante la integral de un movimiento browniano (integral de It6). La

referencia principal de esta seccion es el libro de Oksendal [32, Capitulo 3].

2.2.1 Proceso Estocastico y Movimiento Browniano

Los procesos estocasticos son una familia o un conjunto de variables aleatorias, es con éstos

conjuntos que se plantean las ecuaciones estocasticas de interés para esta tesis.

Definicion 15. En un espacio de probabilidad (£2,%,P) un Proceso Estocdstico es una coleccién
parametrizada de variables aleatorias {X t}te ; con I =[0,00) un intervalo de tiempo. En otras

palabras, es una funcion que depende del tiempo:
Xi(w)=X{t,w):IxQ-R,

con w € Q y tal que Vt € I, X; es variable aleatoria. Cuando I es discreto diremos que es un proceso
estocdstico discreto, y cuando ) es discreto diremos que es un proceso estocdstico discreto en el

espacio. En distintos casos diremos que X; es continuo o continuo en el espacio, respectivamente.
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Como un proceso estocastico depende del tiempo, para cada instante ¢ se tendra una variable
aleatoria representada por X;, de manera que su funcién de densidad de probabilidad fx, y su
funcién de distribucién Fx, correspondientes también dependeran del tiempo. En general se
define tanto a la esperanza como a la varianza en términos de cada instante ¢ € I. Si se observara
la densidad en distintos instantes de algtin proceso estocastico se podria ver una imagen similar

a la figura (2.1).

Figura 2.1: Proceso estocastico (fuente de la imagen: dmae.upct.es).

Llamaremos estados a los posibles valores que puede tomar un proceso estocastico, se puede
tener un espacio de estados discreto o un espacio de estados continuo, en caso de que la variable
puede sea discreta o continua en el tiempo respectivamente. En el caso de procesos estocasticos
con espacio de estados discreto, una secuencia de variables que indique el valor del proceso en

instantes sucesivos se suele representar como:
{XQ = xO,X]_ =X1, ...,th = xtn} .

Llamamos probabilidad de transicion o probabilidad de cambio de estado a la medida de

probabilidad tal que:
P(X;, = x4, | Xs,-1=%4,-1)

y denotaremos por P* a la medida de probabilidad tal que el estado inicial de X; es x.

Continuando con las definiciones necesarias para presentar las ecuaciones estocasticas, a
continuacion se define un movimiento browniano:

Definicion 16. [16] [21, Capitulo 2] Un movimiento browniano escalar estdndar, o un proceso
de Wiener estdndar, B; es un proceso estocdstico B;,t = 0,, diremos que B; es un movimiento

browniano escalar estdndar si:
1. P[Bp=0]=1

2. Para 0 <s <t la variable aleatoria con incrementos de tamario B; — By se distribuye Normal

con pardmetros L=0y 0% =t—s es decir:
B;—B; ~ N(0,t—s)=Vt—s N(0,1).
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3. Para 0<s<t<gq<rlasvariables B;— B,y B, — B, son independientes.

4. B; tiene trayectorias continuas:

t'—’Bt.

Podemos pensar en procesos estocédsticos 0 movimientos brownianos en una dimensién mayor

(n e N—{0}) si consideramos a estos procesos como vectores:

X(0)= (X1, ... Xa®))  B@®)=(B10), .. ,Ba(®),

donde cada coordenada X; o B; es un proceso estocastico o movimiento browniano de una
dimensién respectivamente. Alternativamente en algunas ocasiones se escriben a estos vectores

con la notacién:

x,=(x, ..x")  B,=(BY,...B"),

o simplemente:

x,=(x},...x}) B,=(B},...Bl),

siendo esta dltima la que se ocupa en esta tesis.

Figura 2.2: Movimiento browniano en R? (imagen recuperada de: wikipedia.org).

2.2.2 Caminatas Aleatorias

Antes de continuar con la definicién de ecuacién estocastica es importante definir un proceso

estocastico de especial interés para este trabajo, tal proceso es el de caminata aleatoria:
Definicion 17. Una caminata aleatoria es un proceso estocdstico formado por una suma de

variables aleatorias independientes idénticamente distribuidas [15, Capitulo 1].

Sp=x0+X1+...+X,,

donde x es el valor inicial o punto de partida para la caminata.
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Es importante resaltar que un movimiento browniano se puede aproximar utilizando una
caminata aleatoria [15, Capitulo 1], donde las variables aleatorias de dicha caminata son normales.
Esto se debe a grandes rasgos a que los pasos del movimiento browniano se distribuyen N(0,1) y
que los incrementos son independientes y estacionarios, esto hace posible su discretizacién de

dicho movimiento browniano.
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Figura 2.3: Ejemplo de caminatas aleatorias (imagen de wikipedia.org).

Por otro lado, dado que la ecuacién de Fokker-Planck es una PDE, se pueden utilizar her-
ramientas estadisticas para aproximarla. Un histograma de las caminatas aleatorias puede
aproximar la densidad de probabilidad del proceso estocastico que corresponde a la ecuacion. La

relacién entre la ecuacion de Fokker-Planck y un proceso estocéstico sera descrita en el capitulo (3)

2.2.3 Histogramas

Los histogramas cuantifican la frecuencia de los eventos dada una discretizacién del dominio espa-
cial, los intervalos de dicha discretizaciéon reciben el nombre de regiones. Aunque el refinamiento
de dicha discretizacién no esta determinado por la cantidad de eventos a cuantificar, esta se ve
muy beneficiada al considerar la cantidad de eventos, ya que una discretizacion fina para una

muestra aleatoria pequena produce una mala aproximacion de la densidad de probabilidad [4].

Naturalmente es posible extender el concepto de histograma a mayor dimensién utilizando
regiones pequefias en la dimension de interés, en lugar de intervalos para contar la frecuencia de

los eventos que se desean cuantificar.

Un histograma se puede visualizar mediante una representacion grafica de la frecuencia de
eventos que se distribuyen a lo largo de un dominio espacial, dicha frecuencia representa de

manera discreta la densidad de probabilidad de la variable aleatoria que produce dichos eventos.
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=

Figura 2.4: Histograma

Los histogramas pueden aproximar la densidad de probabilidad de una variable aleatoria,
figura (2.4). Aplicando un histograma, en un tiempo ¢;, se obtiene la cantidad de caminantes
que hay en cada bin (cada elemento de la particién). Este aproxima la densidad de probabilidad
conjunta que corresponde a la solucién de la ecuacién de Fokker-Planck de mayor dimension en

dicho tiempo ;.

2.2.4 Ecuaciones con Ruido

Antes de definir de manera formal lo que es una SDE, se explica la idea intuitiva de este tipo de
ecuaciones. Consideremos la ecuacién de crecimiento poblacional (2.1), esta ecuacién considera
una funcién f(¢) escalar como coeficiente. Utilizando ruido como factor en la funcion del coeficiente
se observa un ejemplo heuristico de una ecuacién estocastica. No siempre es posible describir una
ecuacion de manera determinista, es decir con factores que se pueden medir por completo, en
estos casos se tienen ecuaciones con otro tipo de coeficientes, f(¢) = g(¢) + “ruido”:
Oou .
— = g(®)u(t) + “ruido” u(?). (2.3)
ot
La ecuacion (2.3) sirve para ilustrar lo que quiere decir que uno de los términos no sea
determinista. Es razonable pensar de manera intuitiva que este término se comportara de

manera aleatoria y modificara la conducta de la ecuacion.

Definicion 18. Una SDE es una ecuacion de la forma:

dX;=a(t,Xy)dt+ p(t,X)dW,, (2.4)

donde X es un proceso estocdstico que empieza en X, donde a y B son funciones dadasy dW; es

“ruido” que se plantea a continuacion.

Para entender mejor la ecuacion (2.4) podemos considerar tanto a X; como a W; como procesos

discretos con pasos 0 =tg <#1<...<t,_1<t, =t. Haciendo esto la ecuacién (2.4) toma la forma:

Xpi1—Xp = alty, Xp)Aty, + B(tr, Xp) Wi Aty, (2.5)
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donde Xj, = X(¢3), W, =W;, y Aty =tp.1 —tr. Resulta por razones que no se abordaran en esta
tesis que es posible representar a W; mediante un proceso estocastico generalizado llamado ruido
blanco [32, Capitulo 3].

Un proceso con trayectorias continuas que cumple con las caracteristicas de ruido blanco es
un movimiento browniano B; [22], es importante mencionar que aunque no es posible derivar un
movimiento browniano identificaremos de manera intuitiva a su derivada dB; como ruido. Por lo

anterior podemos reemplazar a W; con un movimiento browniano B;:

k-1 k-1
Xp=Xo+ Z a(tj,Xj)Atj+ Z ﬂ(tj,Xj)ABj y
7=0 7=0

donde ABj, = By,,, — Bt} reemplaza al termino W;,A¢; que aparece en la ecuacién (2.5). Si se
considera el caso en que At; — 0, se tendra que:

t t
X =Xo +f a(s,Xs)ds+f B(s,Xs)dBs . (2.6)
0

0
Las ecuaciones de la forma (2.4) cobran sentido después de aclarar que en la ecuacion (2.6) se

establece que X; = Xy(w) es un proceso estocastico que satisface a una ecuacion:

X;= cx(t,Xt)dt + ﬁ(t,Xt)dBt .

Es importante resaltar que a la integral con respecto al movimiento browniano de la ecuacién
(2.6) se conoce como integral estocastica. En este trabajo utilizaremos para este tipo de integrales
la definicién de It6, mejor conocida como integral de Ito (A: 29). Dado que la integral de Ito se de-
fine en un espacio de probabilidad filtrado (A: 28) las ecuaciones estocasticas también pertenecen

a este espacio.

Una pequena observacion es que la ecuacion (2.3) se puede interpretar como una ecuacién de
Langevin, cuando se da un significado preciso al termino de ruido. Estas ecuaciones fueron las
primeras ecuaciones estocasticas y que a su vez surgen de las observaciones que hizo Einstein al

movimiento browniano, ver apéndice C.
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CAPITULO

LA ECUACION DE FOKKER-PLANCK Y SU APLICACION

Este capitulo tiene como fin derivar y establecer la ecuacion de Fokker-Planck, para ello se presen-
tan algunos teoremas que plantean una conexion entre las ecuaciones diferenciales parciales y las
estocasticas. La referencia principal para este capitulo es el libro de Oksendal [32, Capitulos 4,5,7
y 8l

3.1 De una SDE a la Ecuacion de Fokker-Planck

Una ecuacion de Fokker-Planck se puede derivar de distintas maneras, en esta tesis se utiliza
el enfoque del calculo de It6 porque esto permite hacer una valoracién mediante herramientas

numéricas para determinar si la ecuacion se puede aproximar en dimensién alta.

3.1.1 Ecuaciones de Ito

Hay mas de un tipo de proceso estocastico que satisface una SDE, los procesos estocasticos
continuos que satisfacen una SDE que son homogéneos en el tiempo se conocen como Difusién
de Itd, en caso de no ser homogéneos en el tiempo se conocen como Proceso de It6. En cada caso,
la ecuacién de Fokker-Planck asociada a dicho proceso estocastico también sera homogénea o

dependiente del tiempo segun el tipo de SDE.

Al proceso estocastico X;(w) = X(¢,w) se le llama Proceso de It6 si satisface una SDE:

dX;=oa(t,X)dt+ p(t,X:)dB; 3.1)
en cambio una Difusién de It6 es un proceso estocastico X; que satisface:
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dXt = (X(Xt)dt'i‘ﬁ(Xt)dBt.

(3.2)

donde, tanto para (3.1) como para (3.2), B; es un movimiento browniano « y 8 son funciones
medibles, ver (A: 21), a :[0,T]xR* — R", §:[0,T] x R* — R**™ para T > 0. Para garantizar la

existencia y unicidad de la solucién de estas ecuaciones son necesarias dos condiciones:

1. Continuidad de Lipschitz,
[la(t,x) — a(t, y)I| +116(t,x) — B¢, y)Il < C(T)||x - yl|
donde C es una funcién escalar que depende del tiempo.
2. Crecimiento lineal,

lla@)I + 116 <D(DI1+x|| xeR”

x,yER"

tel0,T],

donde D es una funcién escalar que depende del tiempo. Cabe mencionar que la continuidad

de Lipschitz implica el crecimiento lineal, al tomar a y =0 € R”,

En la ecuacién (3.2) ni a ni  dependen del tiempo, sin embargo tanto en el caso de ser una

difusién de It6 como en el caso de ser proceso de It6 se les conoce como coeficiente de arrastre y

coeficiente de difusion respectivamente. Estas funciones suelen pensarse como un vector y una

matriz respectivamente:

[ Bu1

a=(ai, ...,an) B=

| ﬁnl

3.1.2 La Férmula de It6

,Blm ‘

Brm |

La formula de It6 es un resultado que se utiliza como identidad para calcular la diferencial de

funciones que dependen de un proceso estocastico, en nuestro caso las soluciones de Ecuaciones

Estocasticas. Antes de enunciarlo hay un par de cosas importantes que aclarar con respecto a

un movimiento browniano, en primer lugar se asume que (dt)? = (dt)(dB;) = (dB:)(dt) =0y en

segundo lugar (dB;)? = dt [32, Capitulo 4].

A continuacion se plantea la Férmula de It6 para dimensién uno; si X; es una difusién de It

ygelC 1’2([0,00) x R), es decir g es una funcién dos veces diferenciable de manera continua en

[0,00) x R, se tiene que Y; = g(¢,X;) es difusién de It6 y mas ain:
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10%g
2 0x2

esta férmula se puede derivar al hacer una expansién en serie de Taylor de g hasta la segunda

a
dy, = a—f dt+28 dXt 8 ax,?, (3.3)

derivada, considerando que g € C12, sin embargo esta derivacién se omite en este trabajo. Al

sustituir dX; en (3.3) se tiene:

2

0 0 10 2
dYt = a—fdt‘i‘ f(atdt+ﬁtd3t) + §O—x§ ((ltdt'f‘ﬁtdBt) ,

donde (a;dt + f:dB)? = a?dt® + a; B+ (dt)(dB;) + f2dB2 = p2dt, esto es inmediato teniendo en
mente las propiedades antes mencionadas de la integral estocastica. Simplificando con ayuda de

lo anterior se obtiene otra versién de la formula:

dg 0g P?o’g
dy, = (6t+aax+262)dt+ﬁt £ 4B,

La Férmula de It6 se puede generalizar para dimensién (n € N—{0}), para enunciar dicha
generalizacion se cambia brevemente la notacion, para que la férmula sea clara y compacta, en la
siguiente expresion se considera que los subindices indexan coordenadas espaciales de manera que
el indice temporal es omitido. Si X(¢) es una difusién de It6 n-dimensional dX(¢) = adt+ fdB(t)
y g € C12 tal que g:[0,00) x R* — RP, g(t,x) = (g1(t,x),...,gp(t,x)), se tiene que Y (t,w) = g(t,X(¢))

es un proceso de Itd y la componente k-ésima de Y esta dada por:

5 9 9?2
dY), = gk %8k qt+ Z Ek Za f;k (t,X)dX;dX]. (3.4)

En este caso se consideran las propiedades (dB;)dB;j)=6;;dty (dB;)(dt)=(dt)(dB;)=0
Donde 6;; es la Delta de Kronecker.

3.1.3 Generador de una Difusion de Ito

El operador diferencial parcial que describe la férmula del generador de una difusion de It6 es

crucial para derivar la ecuacién de Fokker-Planck a partir de una difusién de Ito.

Definicion 19. Sea X; una difusion de It6, diremos que el Generador (infinitesimal) de X; es A

Si:

E[f(Xp)] - f(x)
im :
10 t

Af(x)=1 (3.5)

donde E* es la esperanza segiin P*, con P*(Xy = x) = 1, es decir donde P* es la medida de
probabilidad tal que la difusion X; comienza en x. Se denota por D 4 al conjunto de funciones
f :R™ — R con limite (3.5) Vx € R".
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La féormula del generador de una difusién de It6 se obtiene como corolario de la férmula de
1t6 (3.4). Para esbozar la prueba del enunciado anterior consideremos nuevamente la notacién
con respecto a los indices de la formula de It6 para dimensién arbitraria, de manera que los

subindices de X y B indexan coordenadas espaciales y no pasos temporales.

Sea X7} es un proceso de Ito (Xﬁ)C =x), en un espacio de probabilidad filtrado (Q,Z,(Zt)tzo,P),
dado por:

t t
Xf(w):x+[ a(s,w)ds+f B(s,w)dBs,
0 0

donde B; es n-dimensional. Para f € Cé’z es decir f € C12 con soporte compacto y T un tiempo de
paro para {Zg”)} tal que E*[7] < co. Donde E* es la esperanza segin una medida R* para X; que

comienza en x tal que:

R*[X/, €21,..., Xy, €] =P° (X} €Z1,..,X}, €Z], con Z; Borel medibles.
Consideremos también a a(¢,w) y B(¢,w) acotadas en el conjunto de parejas (£,w) de tal manera

que X (¢,w) pertenece al soportede [ y Y = f(X).

Sea Y = f(X), por la formula de 1t (3.4) tenemos que:

of 1 f
O 4t
ox; " " 2 & oxy0n,

dY:Zai

+Z—(ﬁdB)L

Considerando que (fdB);(fdB); = (,BﬁT)i,jdt, se tiene 1 5 Z” ax (,BdB) (BdB)j = 5 ZU(,B/}T)” af ! dt,

entonces:

2
fxo=rw+ [ (Za, dt+ Z(ﬁﬁ e ) +3 [ pugan;.

Ademas la esperanza (de una variable aleatoria) es lineal y como E*[f(x)] = f(x), se tiene que:

of
— 4 =

t
EIF(X)] = f(x) + EF fo (X a . Z(ﬁﬁ )iz ; (X)) ds] +Z[Ex[ f ﬂlk—dBk]

Finalmente, por calculo estocastico, dado que f es acotada se tiene que E¥| fo Bir af dB}] =

por lo tanto:

0*f
4+ Z(ﬁﬁT)ua o, (X, ))ds] (3.6)

l

EIf (X )] = f@)+EY| f Zal

La expresion anterior (3.6) corresponde a la férmula del generador de una difusién de Ito.

Entonces para f € C(l)’z, por (3.6) y (3.5), podemos concluir que f € D 4, mas aun:
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Af(x)= Za (x) + Z(ﬁﬂT)U(x) f 3.7
En notacién de operadores diferenciales:
A= a(x)-V+%(,6ﬁT)H2, (3.8)

donde H? es la matriz hessiana y V es el gradiente.

3.1.4 Las Ecuaciones de Kolmogorov

Hannes Risken plantea un caso especial de la ecuacién de Fokker-Planck (ecuacién de Smolu-
chowski) para estudiar la evolucion en el tiempo de la funcién de densidad de probabilidad (f) de

una particula sobre la cual actian fuerzas de arrastre y fuerzas aleatorias [30, Capitulo 1].

Es importante destacar que no se han dado restricciones sobre las funciones f € Cé’2 que
pertenecen al conjunto D 4. Es necesario distinguir las condiciones para las cuales el generador
de una difusion de It6 tiene como formula una ecuaciéon de Fokker-Planck y cuando la formula es
de la forma (3.8).

El teorema de la Ecuacion Backward de Kolmogorov (Kolmogorov’s Backward Equation) es a
grandes rasgos el puente entre las SDEs y las PDEs, a continuacion se plantean dos ecuaciones

de Kolmogorov.

Sife C(l)’2 entonces para u(x,t) = E*[f(X;)] se tiene que u(-,#) € D4 para cada ¢ y mas aun:

ou

—=A £>0 ER" 3.9
Y u, , X , (3.9)

u(0,x) = f(x), xeR”.

Donde (3.9) es la Ecuacién Backward de Kolmogorov:

%u
T
—_— + Pe—_—
Z Z(ﬁﬁ )ij x;0x
Esta ecuacion es muy parecida a la ecuacion de Fokker-Planck, sin embargo se debe hacer
la restriccion que se tiene en la ecuacion que plantea Risken: si se considera que la medida de
transicién de probabilidad de X; tiene una densidad de probabilidad u(x,t), surge otra version de

la ecuaciéon de Kolmogorov.

Antes de derivar la ecuacién de Fokker-Planck (Kolmogorov’s Forward Equation) es impor-

tante resaltar que de (3.6) y (3.7) se obtiene la formula de Dynkin (3.10), este resultado afirma
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que para f € C(l)’2 y T un tiempo final tal que E*[71] < 00, si A es el generador de un proceso X; se

cumple que:

[Ex[f(XT)]:f(x)Jr[Ex[fO Af(Xs)ds] . (3.10)

Estos resultados son suficientes para hacer la derivacion de la ecuacién de Fokker-Planck.

Sea X; una difusién de It6 en R” tal que la densidad de probabilidad de transicién de X; es

u(x,t), es decir:

E*[f(X0)] =fRn fux,y)dy VfeCq,

donde el generador de X; es:

o*f
0x;0x;

0 1
Af(y) = Za(y)a—£ +5 2867 feCs.
i t iLJ

Si asumimos que u(f,x) es suave (continuamente diferenciable) para cada ¢,x entonces
u(t,x) satisface otra ecuacién de Kolmogorov, la Ecuaciéon Forward de Kolmogorov (Kolmogorouv’s

Forward Equation):

d .
aut(x7y):Axut(xay) vxay7

donde A} es el operador adjunto de A, bajo el producto interior usual de L?(dy), es decir,

D, 9) = [pydAy (Ap,w) = (p,A*y).

Como u(t,x) es una funcién de densidad:

E00) = [ ot ydyds , feCh.

[32, Capitulo 8] Por la formula de Dynkin (3.10) sabemos que:

t
E[f(X})] :f(x0)+f0 fRnAyf(y)us(x,y)dyds , feC(z) .

Derivando con respecto a ¢:

0
fR W) “éy)dy: fR w (A f(y)dy = fR Ajufdy , feCy.

Dado que f es arbitraria en C2, podemos concluir que efectivamente:

Ouy(t,x)
ot

Sabemos ademads que A es un operador diferencial parcial (lineal) en el espacio L2, por lo cual

=Ajut,x) . (3.11)

satisface la férmula para adjuntos formales:
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si Lu=) gix)D'u entonces L*=) (-1)'D'(g;(x)u). (3.12)

En otras palabras por (3.11) y (3.12), podemos concluir que:

Ouy(t,x) 0 1 02 T
ot Xi:axi (alu) * 2 lXJ: 0x;0x; ((ﬁﬁ )”u) ’
lo cual se puede escribir como:
1
A*-:V-(—a(x)-+§V~(,6ﬁT)-). (3.13)

3.2 La Ecuacion de Fokker-Planck

[30, Capitulo 1]La ecuacion general de Fokker-Planck es:

62
0x;0x

ou 0 1
ETR G RE)Y

v i,J

((BBT);ju),

el lado derecho de la igualdad es la formula del generador de una difusién de It6.

Un ejemplo de la ecuacion de Fokker-Planck es (3.14) que describe la evolucién temporal de
la funcién de densidad de probabilidad de la posicién de una particula que se mueve de manera

browniana, esta es una PDE [6, Capitulo 2]:

ou dvu  kQ d%u

— =yt y—
ot T ov "V m av2

esta es la ecuaciéon de movimiento que describe la funcién de densidad de probabilidad u(¢,x)

(3.14)

de una particula pequeiia de masa m inmersa en un fluido [30]. Donde la fuerza de fricciéon que
actia sobre la particula es descrita por la ley de Stokes:
F.=av,

donde v es la velocidad del movimiento de la particula, ¢ es el tiempo, 2 es la constante de

Boltzmann, @ es la temperatura del fluido y y = a/m.

3.2.1 Fokker-Planck con Coeficientes Constantes

Al igual que en el caso de una SDE una ecuaciéon de Fokker-Planck tiene dos términos, uno de
arrastre y uno de difusién. Consideremos la ecuacién de Fokker-Planck en una dimensién en

donde ambos términos tienen coeficientes constantes:
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ou B ou 0%u

donde el arrastre es a € R, 1a difusién es b € R, y u(¢,x) es la funcién de densidad de una difusiéon

de Itd X;, la ecuacién (3.15) tiene una solucién analitica [6, Capitulo 2]:

3 1 ©0 (x+at—n.f)2
0= = f oof(é)exp( - )ds, (3.16)

para la cual se puede utilizar una condicién inicial u(0,x) = f(x) delta de Dirac, como aparece en

la figura (3.1), dicha condicién inicial f(x) = 6(x) se comporta:

t= O-area= 1

f_ 5 (E-a)g(©)dé = ga)

0

Figura 3.1: Condicion inicial delta de Dirac

Utilizando esta funcién como condicién inicial para la solucién analitica de la ecuacién
de Fokker-Planck con coeficientes constantes (3.16) se obtiene la funcion de densidad de una

distribucién normal con pardametros p = xo — (at) y 02 = 2bt:

B 1 00 (x+ozt—§)2
u(t,x) = T f_;ﬂf —xo)eXp(——4bt )df,
1 (x +at — xg)?
u(t,x) = \/Wexp(— b ) 3.17)

Las condiciones iniciales de tipo delta de Dirac son ideales para el analisis de las series de
tiempo sin embargo no es posible utilizarlas en ambos métodos numéricos de manera directa, la
solucién numérica de las ecuaciones diferenciales parciales que se utiliza en esta tesis requiere

de condiciones iniciales derivables.

Por otro lado, la ecuacion de Fokker-Planck (3.15) es la formula del generador (3.13) de
la ecuacién estocastica cuyo término de arrastre es a(X;) = —a y cuyo término de difusién es

,B(Xt) = ,BT(Xt) = \/%1

262u ou
——-a—.
0x2 Ox

La funcién de densidad de probabilidad u(¢,x) que es descrita por la ecuacién de Fokker-

A*u(t,x)=%(\/%)

Planck con coeficientes constantes (3.15) es la funcién de densidad de probabilidad de la difusién
de Itd X;:
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dX;=V2bdB;—adt X(0)=Xp . (3.18)

A esta ecuacion estocastica se le conoce como movimiento browniano con deriva (o movimiento

browniano aritmético).

3.3 Fokker-Planck con Difusion Constante y su Aplicacion

En esta tesis no se resuelve la version general de la ecuacion de Fokker-Planck, se considera
un coeficiente de difusion constante 0 < b < 1. También se considera un término de arrastre

determinado por una funcién explicita a(X;), en el caso lineal y constante.

Una versién particular de la ecuacion de Fokker-Planck se puede utilizar para estudiar la
probabilidad con la que el estado de una region del cerebro puede afectar a otras regiones en

lapsos de tiempo dados.

Al resolver la ecuacién de Fokker-Planck se obtiene la densidad de probabilidad de un proceso
estocdstico que en este caso es el proceso con el que se desea describir la actividad de las regiones.
Por esta razon tiene sentido resolver la ecuacion en la dimension del nimero de regiones que se
consideran, es decir, si se consideran D regiones del cerebro entonces la ecuacion estocastica que

cuyo generador es la ecuacion de Fokker-Planck también es de dimensién D.

La ecuacién estocastica con coeficiente de difusion constante y coeficiente de arrastre —a(X;)

es:

dth—a(Xt)dt+ V2b dBt . (3.19)

La formula del generador (ecuaciéon de Fokker-Planck) de la ecuacion (3.19) es:

ou Loaixu L o%u
— =Y =24y — 3.20
ot ; 0x; ; Gx? ( )

La ecuacion de Fokker-Planck describe la evolucién en el tiempo de una densidad de It6, por
ello comparten el mismo dominio espacial. Dada una condicién inicial la ecuacién describe cuanto
se aleja, de que manera se desplaza y cuanto se difunde la densidad de probabilidad en el dominio

de la misma.

Para una region del cerebro, cuya condicién inicial es una funcién Delta de Dirac, el dominio
de la ecuacién son los posibles valores que puede tomar dicha regién. De manera natural se

utiliza el intervalo [0, 1] para parametrizar los estados de activacion de las regiones. Por esta
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razon la ecuacion de Fokker-Planck determina el desplazamiento de dicha condicién inicial en

dicho intervalo:

Probabilidad
-

Distancia recorrida

Figura 3.2: Dominio en una dimension.

Para las series de tiempo rsfMRI la solucién de la ecuacion de Fokker-Planck, en un tiempo
de paro dado y para una condicién inicial dada, es la densidad de probabilidad conjunta de la
actividad de las regiones. La solucion describe la probabilidad de que la activacion de las regiones:
aumente, disminuya o permanezca igual.

En esta seccién se discuten los parametros y la manera de determinar la condicién inicial de

la ecuacién de Fokker-Planck con la cual se analizan las series de tiempo rs-fMRI.

3.3.1 Dominio de la Ecuacion

Por simplicidad se considera como dominio de la funcién al producto cartesiano del intervalo [0, 1]
tantas veces como series de tiempo se consideran. Es decir si se analizan D regiones el dominio

de la ecuacion es el espacio [0,1] x ... x[0,1] (D veces).

Por otro lado el dominio temporal puede variar un poco segun el método numérico que se
utilice, esto es porque las condiciones iniciales que requiere uno de los métodos numéricos no son
compatibles con los datos de las series de tiempo. Es entonces que el intervalo del dominio de
tiempo se considera simplemente como [Ty, T'], donde 0 < T es el tiempo inicial y 7' > T es el

tiempo de paro.

3.3.2 Coeficiente de Arrastre

Para la aplicacion que motiva este trabajo es de gran utilidad considerar coeficientes de ar-
rastre cuyo coeficiente sea el de una matriz, esta alternativa se implement6 durante algunas
simulaciones cuyos resultados no son necesarios para este trabajo. Es importante mencionar,
como funciona dicha alternativa para su uso posterior en la aplicacién considerada, aunque el
coeficiente de los términos de arrastre lineales y no lineales considerados para las simulaciones

relevantes para este trabajo son un escalar.
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Con el uso de software de terceros es posible, para algunos datos de las fMRI, calcular series
de tiempo asociadas con ciertas regiones en el cerebro (B). Con dichas series de tiempo es posible
calcular una matriz de correlacion que da lugar a un parametro con el cual se puede interpretar

la influencia que hay entre dichas regiones en el cerebro.

Para este modelo puede ser gran utilidad considerar dichas matrices por lo cual inicialmente

la funcién a(X;) se planteo considerando a la matriz de correlaciones de Pearson, A (2.2):

[ A1 . . . A

_ADl . . . ADD‘

donde D € N-0 es precisamente la cantidad de regiones del cerebro que se consideran y la
dimensién de la ecuacién de Fokker-Planck que se desea aproximar. El valor de A;; se puede
obtener calculando la correlacion de Pearson que hay entre las series de tiempo (T's, time series) de
la actividad de dos regiones cerebrales obtenidas a partir de una resonancia magnética funcional,

es decir A € R™ x R":

3 cov(Ts;, Ts;)

YT opgors,
donde las series de tiempo T's corresponden a regiones del cerebro planteadas en el articulo
Functional network organization of the human brain de Power [27]. La figura (3.3) ilustra la
actividad de las regiones del cerebro y la correspondencia de las series de tiempo con dichas

regiones.

aaaaa

Figura 3.3: Series de tiempo rs-fcMRI

Los valores de la matriz A pertenecen intervalo [-1,1] debido a que la correlacién de Pearson

toma valores entre -1y 1, donde 1 es muy correlacionado y -1 es inversamente correlacionado.

La correlaciéon de dos variables aleatorias es la magnitud del cambio de una variable con

respecto a la otra, es entonces que la matriz A juega un rol muy importante para definir el término
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de arrastre de la ecuacién de Fokker-Planck. En este trabajo se considera que la correlacién entre
las parejas de series de tiempo rsfMRI es precisamente la magnitud de la influencia que hay

entre ellas.

Como se menciona al principio de la seccion, para las simulaciones relevantes y por simplicidad

se considera un coeficiente escalar para la funcion del término de arrastre a(X;), (4.10).

3.3.3 Estados Iniciales

De la misma manera, la aplicacién que se tiene en mente se beneficia de considerar un estado ini-
cial del proceso estocastico que se pueda interpretar como la activacién inicial de las regiones del
cerebro visibles en las series de tiempo, dicho estado inicial puede ser un vector Xy de dimension
D:

X =(X1(0),...,Xp(0)).

S0 1 10 20 B0 a0 m0 a0 80 50

Figura 3.4: Condiciones iniciales

La evolucién temporal de la densidad de probabilidad del proceso estocéstico cuya posicién
inicial es el vector X esta descrita por la ecuacion de Fokker-Planck. Es posible visualizar dicha
evolucién como una caminata aleatoria descrita por la ecuacién estocastica que gobierna a la
ecuacion de Fokker-Planck en el espacio de dimensién D. La evolucién del proceso estocastico
también se puede plantear como una coleccién de caminatas aleatorias en una sola dimensién,
considerando a cada serie de tiempo rsfMRI como una coordenada del proceso estocastico. Esto
no implica que son caminatas independientes, cuando la funcién a(X;) del término de arrastre
esta definida con el valor de mas de una caminata, cada coordenada se vera influenciada por las

demaés coordenadas del proceso estocastico.
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CAPITULO

METODOS NUMERICOS

Dada la naturaleza de la aplicacién que motiva a resolver la ecuacion de Fokker-Planck es sensato
buscar distintas alternativas para resolver dicha ecuacién, de esta manera se pueden comparar
las aproximaciones obtenidas con cada método y entender la informacién que presenta cada tipo
de ecuacion. Por un lado las ecuaciones estocasticas en esta tesis se aproximan por medio del
método de Euler-Maruyama. Para las ecuaciones parciales se utiliza el método de Diferencias

Finitas.

Las referencias principales para Diferencias Finitas fueron los libros de Burden [5, Capitulo 4]
y Leveque [24, Capitulo 1] mientras que para Euler-Maruyama se utiliza el articulo de Desmond

[16] entre otras fuentes como el libro de Iacus [18, Capitulo 2].

4.1 Dominios Numéricos de la Funcion

Para aproximar de manera numérica a la ecuacién de Fokker-Planck y a su ecuacion estocastica
asociada se deben considerar un dominio espacial y temporal discretos. Para esta tesis el dominio
espacial que se considera es el espacio ]'[?:1[0, 1] como se menciona en la seccién (3.3.1 ). Para
dimension 1 esto es el intervalo [0, 1] el cual se hace discreto con una cantidad de pasos N —1,

esto se describe con mayor detalle en la seccién (4.2), de lo cual resulta un paso Ax = ﬁ

De manera anéaloga el dominio temporal es un intervalo [T, T], donde T es un tiempo de paro,
Ty es el tiempo inicial y donde el intervalo se hace discreto con un paso At. Dado que el intervalo
del dominio temporal no es fijo como en el caso espacial, se define el tamafio de At dependiendo

de cada simulacién.
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4.2 Diferencias Finitas

El método numérico de Diferencias Finitas en Dominio Temporal, FDTD (Finite Difference
Time Domain), se utiliza para aproximar PDE’s que evolucionan en el tiempo como la ecuacién
de Fokker-Planck. La idea general del método es hacer aproximaciones a las soluciones de
las ecuaciones diferenciales usando la definicién de derivada sin calcular el limite, es decir

u'(x) = M para valores suficientemente pequefios de A.

Consideramos una funcién u € C* (infinitas veces derivable), la serie de Taylor para dicha u

alrededor de un punto x; es:

(x—x;)0u (x—xi)262u+ +(x—xi)k6ku
1! ox 21 Ox2 k! oxk

u(x) = ulx;)+
Para Ax =x—x;:
(Ax)0u  (Ax)? d%u (Ax)k 0k u

—_— —+———+-+———+Ryp1,
11 ox 2! ox2 Rl oxk | *Tl

donde Ry.1 es un residuo, o la suma infinita después del término k-ésimo. Sin pérdida de

u(x; + Ax) = ulx;) +

generalidad podemos utilizar el residuo a partir del tercer término que en este caso es de segundo

grado:

u(x; + Ax) = u(xi)+(Ax)g—Z +Ro , “4.1)

Despejando a g—z de (4.1) obtenemos:

Ou  ulx;+Ax)—ulx;) B Ro
ox Ax Ax *
Llamaremos Error Local de Truncamiento, LTE (Local Truncation Error), al residuo que se

(4.2)

obtiene al tomar los términos que se van a considerar en la aproximacion de la derivada con la
serie de Taylor. Dicho error tiene un orden que depende del término a partir del cual se trunca
la serie y al orden del error se le denota como O(-) (notacién O grande, big-O) que se puede
interpretar como el grado del residuo. Este error decrece cuando Ax decrece, pues para valores

cada vez mas pequenos de Ax el residuo o la serie restante convergen a cero.

Para la ecuacion (4.2) el LTE es:
Ax)2 52 A k Ak
Ry (23? ‘3712‘4....4.(]:!) ‘;Tlh‘+... Ax02u (Ax)k—laku
= = =— 4t ————— -
Ax Ax 2! 0x2 k! oxk
es decir, que el orden del error es O(Ax), ya que el término de menor grado es lineal y este es el

mayor término en la suma del residuo. Considerando esto podemos escribir a (4.2) como:

ou u(x; + Ax) — ulx;)
Z_OAx) =
0x O(Ax) Ax

) (4.3)
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en donde O(Ax) determina el orden del grado del LTE. Una notacién méas simple es:

Uji+1 — U
Ax
a este método se le conoce como Diferencias Finitas hacia adelante de primer orden, de dimensién

u' —-0(Ax) =

1. Por otro lado, es posible obtener Diferencias Finitas hacia atras y centrales de primer orden y
de dimensién 1, respectivamente:

i Uj-1

W-0(an) =By o(ax) = BT REL
Ax

Ax
Las Diferencias Finitas hacia adelante surgen de utilizar la sustitucion Ax = x; —x (en el

paso (4.1)) y las diferencias centrales son el promedio de las diferencias hacia adelante y hacia
atras, por lo cual también tienen un LTE de primer orden. Estas variaciones del método ayudan
a mejorar la precision o en general se utilizan segun los valores que se buscan calcular con este

método.

Por otro lado, haciendo discreto al dominio temporal y al dominio espacial se logra aproximar
cada término en una ecuacion diferencial (en dimension 1). Podemos pensar a los valores de una
funcién u con dominio [0, y] x [0, T € R? como un arreglo en un eje espacial que cambia con cada
paso temporal, diremos que los nodos son los valores de u ordenados en dicho eje espacial discreto

con pasos de tamafo Ax y estos evolucionan en el tiempo con pasos At.

Estos pasos temporal y espacial se calculan haciendo discretos al dominio espacial y al
intervalo de tiempo en los que nos interesa evolucionar la funcién, es decir, se dividen entre N1y
Ny al dominio espacial y al intervalo de tiempo respectivamente. Por ejemplo en los intervalos

[0,1]1y [0,T1] los pasos espacial y temporal serian x; = jAx y t, = nAt:

0= t09t1’t27"',tN2—17tN2 = T )
0=1x0,x1,%2,...,XN;-1,XN; = 1,

donde u;L =u(ty,x;), con Ax = ]%1 y At = ]% Esto define una malla que hace discreta a la ecuacion,
en el caso de dimensién 1 la malla u;l es un arreglo (vector) cuyas entradas son los valores de la
ecuacion a lo largo de su dominio discreto, la figura (4.1) es una representacién de la evolucion de

un paso temporal de dicha malla considerando diferencias finitas centrales:

un+1, J}

ufm, j-1) uln, j) uln, j+1)

Figura 4.1: Malla de dimensién 1 para FDTD centrales.
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Este planteamiento se beneficia de utilizar a su vez una malla del dominio espacial y una
malla del dominio temporal, la malla del dominio espacial es de espacial interés para generalizar

el método de FDTD a dimensién mayor.

Por otro lado es de especial interés hacer notar que la magnitud del orden del LTE varia
de acuerdo a la escala del orden de magnitud de los pasos Ax y At. En otras palabras, con un
refinamiento fino de la malla que hace discreto al dominio espacial y un refinamiento fino de la
malla temporal del dominio de la funcién se puede hacer tan pequeiio al error como se desee, cabe

mencionar que a menor error mayor costo de computo.

4.2.1 Diferencias Finitas de Segundo Orden

De manera similar se pueden calcular las derivadas de mayor orden, por ejemplo para la segunda

derivada las FDTD centrales en dimensién 1 son:

Uiv1—2u;+ui1
Ax2

u" —0(Ax?) =

Si se tienen ambos términos dentro de una misma ecuacién se considera que el orden del
error de la ecuacidn es el orden mas bajo, que implica una cantidad mayor de términos que no se
utilizan después de hacer el truncamiento, esto es porque la notacién big-O considera al orden del
peor escenario posible (el mayor error). Para la ecuacién de Fokker-Planck el error es de orden

lineal.

4.2.2 Un Algoritmo de Condiciones de Frontera para Diferencias Finitas

El método de Diferencias Finitas no considera condiciones de frontera de manera nativa, es decir
los nodos inicial y final de nuestra solucién numérica se deben calcular de manera separada si se
desea incluir algin tipo de condiciones de frontera. Cuando la ecuaciéon que se quiere describir
es una densidad de probabilidad se debe considerar que no puede haber perdida de area bajo la
curva de dicha funcién, es decir, para funciones de densidad se requieren condiciones de frontera

conservativas.

El siguiente algoritmo genera condiciones de frontera conservativas.

Sea u un arreglo de tamaio N

’ul‘uz‘ug‘...‘uN_g‘uN_l‘uN‘

Paso 1: Sumar la posicién 2 a la posiciéon 3 y la posicién uy—1 a la posicién upy—_o. Esto tiene el

fin de recorrer el area cerca de los extremos una posicién hacia el centro:
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[ur [uz [ua+us [ua | [unws | unztun | uv | un |

Paso 2: Igualar las posiciones adyacentes a los extremos a cero, esto es con el fin de restar el

area duplicada en el paso anterior:

’ul‘O‘ug‘...‘uN_z‘O‘uN‘

Paso 3: Diferencias Finitas en dimensién 1, expresion 4.6.

Paso 4: Igualar los extremos a cero:

’O‘uz‘ug‘...‘uN_z‘uN_l‘O‘

Este ultimo paso indica que algoritmo es una condicién de frontera de Dirichlet pues asig-

namos un valor (cero) a los nodos extremos de la solucion.

4.2.3 Fokker-Planck en FDTD

Consideremos la ecuaciéon de Fokker-Planck de dimension 1:

ou daxu  0%*u

- = + ,
ot 0x 0x2
para esta ecuacién desarrollando cada término con FDTD se tiene:

n+1 n n n n n n
i Y I L TS i g A 2 Ui —2ui tuy 2
— 0D = e +0(x?) + 5 s +0(8ax?))

donde el indice i corre sobre el dominio discreto espacial y donde el indice n corre sobre el dominio
discreto temporal. Para simplificar términos aqui se considera que la malla que hace discreto a la
funcién u es la misma que hace discreto al dominio de la funcién a, asi el orden del error es el
mismo para ambas funciones y por propiedades de big-O se puede considerar inicamente al LTE

de una de las funciones. Despejando tenemos:

n

u i1 2 2
+O(Ax”) + O(Ax“)+ O(At) , 4.4)

n+l_yn no—a;_qu” ul’  —2ul+u

i ui — ai+1ul+1 i—1 + i
At 2Ax Ax?

por propiedades de big-O el signo del orden del error no cambia.

En los métodos por FDTD se debe cumplir la condicién de Courant-Friedrichs-Lewy (CFL).
Esta condicién describe el grado de libertad con el cual pueden variar los tamaios de los pasos que
hacen discretos a los dominios de la ecuacién que se desea aproximar por FDTD. En la ecuacién

(4.4) esto implica que el valor de Ax y el de At no pueden ser muy distintos.
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Esta condiciéon de manera explicita indica que:

At
C:ESCmax-

donde C es el nimero de Courant y Cp,,x depende de la discretizacién del dominio de la ecuacién.
En particular, para C =1 se tiene que Ax = A¢, lo cual simplifica la discretizacién y analisis del

orden del error de aproximacién del método.

Considerando Ax = At, en la ecuacion (4.4), se obtiene por las propiedades de big-O un
esquema numérico de primer orden:
n+l _ ., n . n n _ n
i Wi QiU i1 2u;tu
At 2Ax Ax?

n

u i—1
+O(AY).

n
- ai_lui_l u

Para At suficientemente pequerio el error local de truncamiento se acerca a cero y se puede
considerar la siguiente expresion para aproximar a la ecuacién de Fokker-Planck:

n+1 n n n n n n
T —u? ajul . u? o =2u”+ult
i i i+1 -1 +b i+1 i i—1 ) (4.5)

At 2Ax Ax2

u —a;-1u

Notemos que en la expresion (4.5), el primer término (que esta a la izquierda de la igualdad)
se aproximé con FDTD hacia adelante, sin embargo tanto el segundo término (el término de
arrastre) que es una primera derivada como el tercero (el termino de difusiéon) que es una derivada

de segundo orden, estan aproximados con FDTD centrales.

Al despejar a u;”l en (4.5) obtenemos:

n n n n n
nal aju’  —a;—qu” uy ;1 —2ul +u;

u’ — i+1 l—l+b i+1 L i—1
2Ax Ax

+ul . (4.6)

Esta expresion (4.6) corresponde a la ecuaciéon de Fokker-Planck con coeficiente de difusion
constante en dimensién 1, sin embargo para utilizarla se requiere de una malla que determine el
valor de cada «;. El campo vectorial dado por la funcién a(x) se plantea con detalle en la seccion

(4.3.1) y con dicho campo se puede definir tal malla.

Para el caso particular donde el término de arrastre también es constante y considerando una
condicion inicial dada por una distribucién normal, se espera que la expresion (4.6) evolucione
temporalmente también como una curva normal, que se desplaza de acuerdo al campo vectorial
dado por la constante a(x) = a. Esto debido a que la solucién analitica (3.16) de la ecuacién (3.15)
para una condicién inicial delta de Dirac, es una funcién de densidad de una distribucién normal

con parametros u=x¢9—aty o? = 2bt.
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4.2.4 Division Dimensional

El método de Diferencias Fintas se puede generalizar a dimension alta utilizando DS (Dimen-
sional Splitting), para el cual se considera al dominio espacial como una malla de la dimensién de
la ecuacién a resolver y con ella se hace la aproximacién de la solucién [25]. La evolucién temporal
de la solucién que se desea aproximar con la expresion por FDTD se simula utilizando dicha
malla para representar los valores con los cuales se aproximan las derivadas de los términos de

una ecuacion, en este caso la de Fokker-Planck.

Un caso de especial interés para esta tesis es el de DS en dimensién 2, este método sirve para
derivar con respecto a dos variables (espaciales) en lugar de una. Por esta razén se tienen dos
pasos que hacen discreto al dominio espacial Ax y Ay, estos valores sirven de apoyo para recorrer

la malla discreta de la ecuacion.

Por ejemplo, la expresion (4.7):

. n o _q. n n _g,n . n . L — n no_oulyy,n
ntl_pp[ FiH1ie1 ~TiA1tiog g Yiv 2ujrup g +AE AR AS WY hs by o | b D St A 3 ) I 4.7
Yij = 2% V) 28y 2y2 Y .

que resulta de desarrollar la ecuacién de Fokker-Planck de dimensiéon 2 en el esquema (4.5), se

puede simplificar tomando:

n n n n n
ajqut  —aju’ u  —2ut+u”
PR LTS B g | +1 -1
J Sy J J +u

Y= At
“ 20y Ay?

Lo (4.8)

y sustituyendo a (4.8) en (4.7):

a;ju?  —aju’ u?  —2u+u’
uzz;—l ZAt( L+;A i—1 +b i+1 i L2 i—1 +ut ,
’ x x

se obtiene la expresiéon de FDTD para la ecuacién de Fokker-Planck en segunda dimensién.

(4.9)

La expresion (4.9) se puede aplicar en cada renglén y columna de una malla de dimensién
2 utilizando los pasos Ax y Ay, con el fin de calcular cada derivada parcial. Tales recorridos se

hacen en dos sentidos (perpendiculares), como se muestra en la siguiente figura:

L L I B e

L L B Ea e

L L]

L L] SN R I R

L L] S R I I
Figura 4.2: Malla 2D, Ax Figura 4.3: Malla 2D, Ay

Figura 4.4: Mallas del dominio espacial, FDTD con DS 2D
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En otras palabras, para aplicar Diferencias Finitas a esta malla se puede iterar utilizando el
método FDTD para 1D en cada renglén y columna de la malla, a modo de obtener la derivada
total. Para ello el primer recorrido que se hace con la expresion (4.8) es la primer derivada y con

esta se obtienen los valores con los cuales se calculara la derivada total.

Por otro lado, es claro por las propiedades de big-O que la expresion (4.7) tiene un error de
orden lineal, ya que es la suma de dos expresiones cuyo error es lineal como ocurre en la expresion
(4.4).

De manera analoga en dimensién 3 se considera una malla cdbica en la cual se haran 3N
recorridos dobles, esto es porque cada nivel de la malla es como una superficie de dimensién 2
que requiere de 2 recorridos y hay N superficies en cada uno de las tres direcciones. Si la malla
fuera de N x N x N se utilizaria el método de FDTD de dimensién 1 un total de 3N? veces por

paso temporal.

'y
Y
]

Figura 4.5: Malla 3D y planos 2D

En general se puede pensar a la malla como un hipercubo de manera que se debera recorrer
D(NP~1) veces con el método de dimensién 1. Esto es un problema pues computacionalmente no

sera viable calcular la solucién en dimension muy alta utilizando FDTD.

4.3 Fokker-Planck con DS

Haciendo uso de DS se puede generalizar la solucién por FDTD de la ecuacién de Fokker-Planck
para dimensién mayor. En el caso de dimensién 2 podemos apoyarnos en dos mallas de dominio
espacial, esto para recorrer la malla principal (de u) en ambos sentidos perpendiculares y utilizar
valores en cada malla del dominio espacial para determinar el valor de la funcién a(x) en cada
nodo de la malla principal. Un ejemplo simple de esto es el de la ecuacién de Fokker-Planck 1D
con término de arrastre lineal, cuyo campo vectorial es simplemente el dominio espacial discreto

multiplicado por un coeficiente de arrastre constante, es decir si el dominio espacial es:

36



4.3. FOKKER-PLANCK CON DS

(o [ %2 [ [avs [ 2w

>

entonces el campo vectorial para un coeficiente de arrastre lineal es:

’al\az\...\aN_l\aN

ki

donde a(x;) =a; para cada elemento de la malla del dominio espacial. De esta manera la malla
de u recibe como parametro los valores de la malla del campo vectorial y determina el valor de

cada paso u?” segun estos valores utilizando la expresion (4.6).

Esto se puede generalizar a dimensién 2 de manera simple utilizando DS y aplicando la
funcién del término de arrastre a cada elemento de la malla del dominio espacial, si las mallas

del dominio espacial en 2D son:

X19Y1 | *¥1%Y2 | --- | X1 YN
X2 Y1 | *¥2Y2 | ... | X2 YN
XN Y1 | XN Y2 | --- | XN IN

Figura 4.6: Mallas 2D del dominio espacial de la ecuacién de Fokker-Planck

En donde los renglones de la primer malla y las columnas de la segunda malla son el dominio
discreto de dimension 1 y de tal manera que x; =y; Vi € {1, ..., N}. Apoyandose en estas mallas
del dominio espacial es posible obtener las mallas que determinan al campo vectorial. La columna
j-ésima de la malla del campo vectorial esta determinada por columnas de la funcién a(x) aplicada
al dominio espacial de dimensién 1, estos valores sirven como parametros a la columna j-ésima de
la malla correspondiente a la funcién u(x). Para cada columna o renglén de la malla del dominio

espacial, se tiene una columna o renglén en la malla del campo vectorial:

o3 (72 [~ o)) —[ar az]]an]

Para dimensién 2 esto es:

a1 |ar | ... | a1 a1 | az | ... | an
az | ag | ... | ag aiy | a2 | ... | an
ay | an | ... | an ay | az | ... | an

Figura 4.7: Mallas del campo vectorial para la ecuacion de Fokker-Planck

Cabe mencionar que al tomar el eje x igual al eje y, las matrices de las mallas del campo
vectorial iinicamente se transponen. Pues como se discute para la figura (4.6), esto corresponde a

cada recorrido en cada sentido.
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Dado que DS consiste en aplicar el método de FDTD para dimensién 1 de manera iterativa
sobre cada renglén y cada columna de la malla principal de la funcién u(x), las mallas de la figura
(4.7) funcionan como campo vectorial y determinan el valor que recibe la expresién (4.6) en cada

una de estas iteraciones.

De la misma manera que se puede considerar Ax = A¢, se va a considerar para dimensién
arbitraria que el paso que hace discreto al dominio espacial de la ecuacion es para todas sus

coordenadas At,

Ax; = At

en particular para dimensién 2, Ay = At. De esta manera la convergencia del LTE se puede

observar al reducir el tamarfo de At, sin importar la dimensién de la ecuacion.

En el ejemplo de dimensién 2 se recorre cada renglén y cada columna de la malla con los
valores actuales de la ecuacién utilizando la expresién (4.6). El primer recorrido constituye la
derivada parcial con respecto a la primer variable, el segundo recorrido determina la derivada

total y el valor final de u?jﬂ.

Esto se puede generalizar a dimension arbitraria utilizando las mallas del domino espacial
que se obtienen al utilizar DS para obtener las mallas que determinan al campo vectorial de la

funcion a(x). Esto se explica con mas detalle en la seccién (4.3.1).

4.3.1 Mallas del Término de Arrastre

Es importante hacer la distinciéon entre las funciones que recibe como parametros una ecuacién
estocastica y la ecuacion de Fokker-Planck correspondiente. Por un lado la ecuaciéon estocastica
recibe como coeficientes de arrastre y difusién funciones que dependen del proceso o difusién de
1t6 X; que describen. Por el otro lado la ecuacion de Fokker-Planck recibe como coeficiente de
arrastre una funcién que depende de la variable independiente del dominio espacial x. En otras

palabras si X; es una difusién de It6 tal que:

dXt = —a(Xt)dt+ vV2b dB; ,

entonces la funcién que recibe como parametro el término de arrastre de la ecuacién de

Fokker-Planck correspondiente es a(X;), donde X; tiene una funcién de densidad:

Fx,(x)=P(X} <x1, X% < x3,.., X" <) FXt(x):fthl,_“,th(xl,...,xn)dxl...dxn.

Es por esta razén que no se puede pasar de manera directa la funcién del coeficiente del

término de arrastre de una versién de la ecuacién a otra y en consecuencia no es directo pasar
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de una funcién en el término de arrastre de una versién numeérica a otra, para ello se debe
considerar que ambos métodos numéricos requieren distintos tipos de parametros. Por un lado la
expresion de Euler-Maruyama es mas flexible pues recibe como parametro una versién explicita
del coeficiente de arrastre, por otro lado la expresiéon del método por FDTD requiere de mallas

con los valores que debe tomar en cada iteracion.

Para pasar de la funciéon a(X;) correspondiente al método de E-M a las mallas que recibe
como parametros la versién de FDTD, primero consideramos que dado un dominio discreto en el
método FDTD se tienen las mallas generadas del dominio espacial con DS. Estas mallas son todos
los posibles valores que puede tomar el proceso X;. En otras palabras basta aplicar la funcién del
término de arrastre a cada valor de dichas mallas, se debe tener en mente que una funciéon a(x)

también depende de las coordenadas del vector x.

En dimension 2 considerando las mallas del dominio espacial de la figura (4.6), podemos
considerar al vector xpos = (x1[%,1],x2[%,.]) donde x1 y x2 son las mallas del dominio espacial. Si
las mallas del término de arrastre son a1 y ag respectivamente estan dadas por a1[k,/] = Axpes[1]
vy azlk,l]1=Axyos[2].

Un posible término de arrastre lineal, que puede ser de gran utilidad para la aplicacién que

motiva este trabajo es:
aXH=Y A;;x], (4.10)
J

esta manera de implementar el coeficiente de arrastre para el método por FDTD consideran a la
matriz A, que representa la informacién de las series de tiempo relevantes para esta aplicacion.

Sin embargo en la practica se utiliza un término de arrastre mas simple:

a(X)=0.2X)).

4.4 Euler-Maruyama

El costo computacional de resolver ecuaciones con métodos numeéricos es un factor importante
que se debe considerar siempre que se desea resolver una ecuacién en dimensién alta. Tal es el
caso de la ecuacion de Fokker-Planck que se utiliza en esta tesis, pues la dimensién de la ecuacién
que se desea resolver esta dada por el niimero de regiones del cerebro que se desean estudiar y
estas pueden llegar a ser del orden de 264. Es por esta razén que a continuacién se plantea un

método alternativo para aproximar la ecuacién de Fokker-Planck.
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Al resolver una ecuacion estocastica de manera analitica se obtiene un proceso estocas-
tico gobernado por un movimiento browniano, el método de Euler-Maruyama (E-M) hace una
aproximacion de dicho proceso con caminatas aleatorias. En otras palabras el método de Euler-
Maruyama permite aproximar la solucién de una SDE sin necesidad de resolver la ecuacién de

manera analitica. Consideremos la difusién de It6:

dX;=a(X,)dt+ p(X)dBy, X(0) =Xy, tel0,T]. (4.11)

El método de Euler-Maruyama consiste en hacer discreto al intervalo [0,7] con pasos
de tamaio At, tomando a ¢, = nAt se hace la aproximaciéon X, = X(¢,), para lograr esto el
movimiento browniano B; también se hace discreto. Dada la condicién inicial o valor inicial de la

SDE, X, la expresion de dicha SDE en el esquema de E-M sera:

X, +1=X;, +a(X, )At+B(X; )AB; . (4.12)

Los pasos de un movimiento browniano se distribuyen (16):

B;—B;~ N(0,t—s)=vt—-s N(0,1),

es decir, que AB;, en un contexto numérico se puede escribir como vA¢ N(0,1), donde N(0,1)

representa un numero aleatorio elegido con una distribucién N(0,1) (Normal Estandar).

El método de Euler-Maruyama se puede utilizar para generar una cantidad M € N de cami-
natas aleatorias que se mueven a lo largo del dominio espacial discreto de la ecuacién, de manera

que la expresion (4.12) debe estar indexada por caminata aleatoria:

X:, +1lm]=X; [m]+ a(X;, [mDAL + B(X;, [mDABy, .

Ademas, en los casos de las ecuaciones en dimension alta se deben considerar mas variables
aleatorias que se hacen discretas de la misma manera, es decir, indexando con respecto a la

dimensién:

X, +1ld,m] =Xy [d,m]+ a(X;, [d, mDAt + B(X;, [d,m]AB;, . (4.13)

Sin embargo la expresién (4.13) no brinda informacién acerca de la ecuacién de Fokker-Planck
correspondiente a la SDE aproximada por el método de E-M. Un histograma de las caminatas
aleatorias determina como estdn distribuidos dichas caminatas en un tiempo ¢, de esta manera

es posible aproximar la ecuacion de Fokker-Planck.

Esta forma de aproximar a la ecuacién de Fokker-Planck es de manera implicita un método

de Monte Carlo. Este tipo de métodos son eficientes para dimensién alta sin embargo no son tan
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precisos como otros métodos numéricos mas costosos.

Se debe considerar que para mejorar la precision de la aproximacion que se hace con esta
estrategia mejora cuando se toma una mayor cantidad de caminatas aleatorias, lo cual implica

mayor costo computacional. Este analisis se hace en el capitulo (5).

4.4.1 Solucion Analitica de una SDE

Para obtener la solucién analitica X; de una SDE se debe integrar de ambos lados de dicha

ecuacion diferencial estocastica en un intervalo de tiempo [0, T']:

T T T
f dthf a(Xt)dtJrf B(X:)dB; .
0 0 0

En esta tesis utilizamos E-M para aproximar las SDE’s, sin embargo hay un caso de especial
interés para esta tesis, es el de la SDE con coeficientes de los términos de arrastre y difusién

constantes, tal ecuacion estocastica es conocida como AMB Arithmetic Brownian Motion, para

T T T
f dXt:f adt+f det,
0 0 0

[28, Capitulo 4] de lo cual se tiene que:

esta SDE la integral es:

Xt—X():aT+bBt y

asi como el método de E-M, para calcular X, usa una aproximacién numérica a los incrementos
correspondientes a un movimiento browniano B(t), mediante un muestreo ponderado de una

distribucién normal estandar:

AB = v At N(0,1),

una suma acumulativa de estos incrementos, brinda una aproximacién B al movimiento browni-

ano:

By=) VAL N(O,1). (4.14)
0

Para hacer una simulacién de una SDE se puede utilizar la ecuacién (4.14), evaluadaen s=n
correspondiente al tiempo T, es decir, T' = nAt. El valor B,, se sustituye en la solucién analitica de

la SDE, en este caso de la ecuacion:

dthadt+det .

Con ello se aproxima la caminata aleatoria con arrastre y difusién constantes. Sin embargo

esto se puede generalizar para cualquier SDE que cumpla las condiciones de existencia y unicidad
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de solucion. Se enfatiza que para que X; sea la solucién analitica correspondiente a X,,, ambos se

deben calcular con la misma realizacién de Bs.
Cabe mencionar que la media de un ABM es:

E[X7]1=E[Xo+aT +bB]=Xo+aT +bE[B;],

sin embargo E[B;] = 0, por lo cual:
E[X7]1=Xo+aT

4.4.2 Fokker-Planck con Caminatas e Histogramas

Para generar las caminatas aleatorias que se deben cuantificar con el uso de histogramas primero

se debe desarrollar la ecuacion (3.19) en el esquema de Euler-Maruyama:

dXt =v2b dBt - a(Xt)dt ,

de esta manera se obtiene la expresion:

Xi,+1ld,m]=X; [d,m]+ V2bABy [d,m] - a(X;,[d,m]DAt,

X, s1ld,m]=X; [d,m]+V2bAt N(0,1) - a(X; [d,mDAt . (4.15)

Para aproximar la soluciéon de la ecuacién (3.19) cada caminata de cada coordenada del

proceso estocastico debe seguir pasos descritos por (4.15).

Para aproximar la solucién de la ecuacion (3.20) se utilizan histogramas normalizados que
cuantifican la frecuencia de las caminatas aleatorias generadas con la expresién (4.15) en un

tiempo dado.

4.4.3 Cantidad de Bins en el Histograma

Considerando al dominio espacial discreto para las ecuaciones, se puede elegir una cantidad
de bins para los histogramas que se utilizan en el método de Euler-Maruyama. Esto aunque es
simple es importante ya que la aproximaciéon mejora cuando el método de E-M con la estrategia

de los histogramas considera la cantidad de bins adecuada.

La manera en la que se eligen en esta tesis los bins para dimensién 1, es utilizando el eje
espacial discreto desplazado Ax hacia la izquierda y con un nuevo elemento al final, es decir si el

eje espacial es:
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(o [ %2 [ [avs [ 2w

>

entonces los bins estan dados por:

x1—Ax | x9—Ax ‘ ‘ N — Ax ‘ XN + Ax ‘

De manera que los bins se toman cerrados por la derecha, es decir que las caminatas aleatorias
se cuantifican segun los intervalos (x; — Ax,x;+1 — Ax]. Para extender esta nocién a dimensién alta

basta considerar el producto cartesiano de estos intervalos y el intervalo del dominio espacial.

4.5 Condiciones Iniciales en los Métodos Numeéricos

Tanto la solucién analitica como la aproximacién con Euler-Maruyama pueden recibir condiciones
iniciales Delta de Dirac, sin embargo el método por FDTD no puede recibir estas condiciones
iniciales ya que al ser un método que aproxima derivadas requiere de condiciones derivables. Por
esta razoén se deben utilizar sabanas o superficies normales como condicion inicial para el método
por FDTD. Las sabanas son las graficas de la densidad de probabilidad de una distribucién

normal en dimensién 2, cuya grafica se muestra en la figura (??).

3
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2
0128
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0.100
0
0075
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-2 0025
3
3 2 1 o 1 2 3

Figura 4.8: Sabana normal Figura 4.9: Sabana normal
2D vista en 3D. 2D vista en 2D.

Estas superficies se pueden visualizar de dos maneras, por conveniencia se suele utilizar una
visualizacion en 2 dimensiones como mapas de calor (heatmaps) como la figura (??), este es el

tipo de visualizacién que se hace en esta tesis.

Se puede generar una sabana o curva suave (derivable) utilizando una condicién inicial en la
solucion analitica de la ecuacion de Fokker-Planck. Dicha superficie serda normal y suave por lo

cual se puede utilizar como condicion inicial para el método por FDTD.

Sin embargo para generar una muestra aleatoria que funcione como condicién inicial para el
método de Euler-Maruyama se debe acudir a herramientas estadisticas utilizando la media y la

varianza de la superficie normal; dichas herramientas son accesibles de manera simple utilizando
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las librerias de distintos lenguajes de programacion.

Las muestras aleatorias generadas con una PDF utilizando esta estrategia sirven como
condicién inicial para el método de Euler-Maruyama, donde cada elemento de la muestra es una

posicion de las caminatas aleatorias.

Utilizar esta estrategia tiene como ventaja que se puede hacer la simulacién de ambos métodos
junto con la solucién analitica y comparar las 3 superficies o sabanas. Estas condiciones iniciales
adaptadas al método de Euler-Maruyama se pueden visualizar con histogramas 3D y de manera

analoga a las sabanas se pueden graficar como curvas de nivel.
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Figura 4.11: Histograma
2D visto en 2D.

Figura 4.10: Histograma
2D visto en 3D.

Sin embargo tinicamente se cuenta con la solucién analitica en el caso de la ecuacién con
coeficiente de arrastre constante, por lo cual para hacer la comparacion de los métodos numéricos
en casos mas generales se utilizan herramientas estadisticas-computacionales para generar
superficies normales a partir de una media y una varianza dadas (de manera arbitraria). De esta
manera se puede dar condiciones iniciales correspondientes a una PDF arbitraria al método de

Euler-Maruyama.

Por otro lado, las condiciones iniciales del tipo Delta de Dirac en Euler-Maruyama son faciles
de implementar debido a que tnicamente se requiere que todos las caminatas que serdn descritos

con E-M tengan el mismo valor inicial.

4.6 Errores de Aproximacion

Ambos métodos numéricos permiten aproximar la solucion de la ecuacién de Fokker-Planck, para

concluir esto se debe hacer un analisis del error de cada método numeérico.

Por los teoremas de Kolmogorov vistos en la seccién (3.1.4) sabemos que a un proceso estocas-

tico descrito por una ecuacion estocastica le corresponde una ecuaciéon de Fokker-Planck y que
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dicha ecuacion describe la evolucién temporal de la densidad de probabilidad del proceso estocas-
tico. Es decir que se debe poder obtener la misma informacién con ambos tipos de ecuaciones

diferenciales (estocastica y parcial).

Para un tiempo de paro T se hace la simulacién con alguno de los métodos numéricos y se
compara con la solucién analitica en el caso de contar con ella. Cuando la solucién analitica no se

tiene se puede comparar contra el método numérico alternativo.

4.6.1 Error Relativo en FDTD

El error relativo consiste en medir la diferencia entre la solucién analitica y la aproximacién
mediante un método numérico. En este caso se pueden utilizar normas para funciones y asi
determinar el parecido entre las soluciones numéricas y la solucion analitica de la ecuacion de
Fokker-Planck.

Debido a la condicién CFL por la cual en esta tesis se utiliza el mismo paso para hacer discreto
al dominio espacial y al dominio temporal, en esta comparacion se disminuye el tamario del paso
que hace discreto al dominio temporal. Lo cual resulta en el caso de FDTD en una malla de DS

mas fina y asi en un LTE de menor orden, O(Ax) = O(A#).

La expresién para medir el error relativo de un método numérico es la siguiente:

M| , (4.16)

Uref

nlu] = |

donde u,er es una referencia contra la cual se compara y u es una aproximacién que se calcula
con alguno de los métodos numéricos en el tiempo de paro T'. En este trabajo se considera un
tiempo de paro T tal que la distancia entre la media de la condicién inicial y la media de la curva

en el tiempo T esta a 3 desviaciones estandar de distancia, como en la figura (4.12).

o 50 100 150 200

Figura 4.12: Distancia a la condicién inicial.

Tras una evolucién temporal cuando se han alejado las aproximaciones de la condicién inicial,

se debe medir la distancia entre las aproximaciones y la solucién analitica. Para calcular esta
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distancia utilizamos una métrica para funciones ya que las aproximaciones son discretizaciones

de funciones medibles, la norma que se utiliza es la norma L?:

171 = [ 1rcordz)”

donde f es una funcién Lebesgue-medible.

Por otro lado es importante mencionar que es posible medir el error i del histograma que
resulta de la solucién obtenida por el método de E-M, usando como referencia la solucién obtenida
por el método FDTD. Este resultado es valioso, especialmente en los casos donde no se tiene una
solucion analitica. De la misma manera, es posible medir el error 1 del histograma que resulta
de la solucién obtenida por el método de E-M para el caso de arrastre constante. Esto se hace

tomando como referencia la solucion analitica.

Es muy importante destacar que el error que se mide con la expresién (4.16), n, representa la
informacién correspondiente al LTE del método por FDTD. Se puede ver que 1 disminuye cuando
el parecido entre la aproximacion y la referencia aumenta, esto sucede en el método FDTD cuando
el LTE disminuye, lo cual ocurre para un tamafio menor del paso A¢. Este anélisis se hace en el

capitulo (5).

4.6.2 Errores por Convergencia Débil y Fuerte en Euler-Maruyama

Medir el error de aproximacion en el esquema de Euler-Maruyama es distinto a medir el error
en FDTD, pues el método de E-M se utiliza para ecuaciones estocasticas y el método por FDTD
aproxima ecuaciones diferenciales. Hay dos tipos de convergencia de interés al aproximar con

Euler-Maruyama, la convergencia débil y la fuerte.

Teniendo en mente que X,, y X(7,,) son variables aleatorias, donde X(7,) es una aproximacién
numérica de X,, podemos pensar en términos de la esperanza de dichas variables para medir
distancia y parecido en los estados que estas toman. Se dice que un método converge de manera

débil con orden 7y si existe una constante C tal que: [16]

Nw = [EX )] - [EX ()] < CAtY, (4.17)
donde At es el tamano del paso que hace discreto al dominio temporal de la ecuacién. Diremos
que la convergencia es fuerte si:

ns =E(X, - X@)) <CAt" .

Usualmente se interpreta que la convergencia débil mide el error de la media y por otro lado

que la convergencia fuerte mide la media del error. En esta tesis denotaremos al error fuerte
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como 15 y al error débil como 1,,.

Por otro lado decimos que un esquema converge con orden Y si al tomar al parametro que
refina al modelo k-veces méas pequeiio, entonces el error decrece en un factor &7, esto se explica
detalladamente en la seccién (4.7.3). Se puede demostrar de manera teérica que el método de
Euler-Maruyama tiene una convergencia fuerte de orden y = 1/2, también se puede demostrar
que tiene una convergencia débil de orden y =1 [16]. En esta tesis no se da dicha demostracion

pero se hace un analisis de estos errores para ecuaciones estocasticas dadas.

Para garantizar que el orden de convergencia se pueda observar en los tipos de error que
requieren de muestras aleatorias, como lo es el caso del error por convergencia débil y fuerte,
los tamarnios de las muestras con las cuales se miden estos errores deben ser suficientemente
grandes; ademas de un paso At suficientemente pequeno. [16] Para una cantidad M de caminatas

se tiene que los errores por muestras decaen con una razoén de 1/vVM .

4.7 Errores Mixtos

Como se ha sefialado en la seccion (3.1.4), existe una relacién bien establecida entre una difusién
de Itd, y su correspondiente ecuacion de Fokker-Planck. En las secciones previas, se han descrito
métodos numéricos y criterios de evaluacién del error para sus resultados, para una y otra. Sin
embargo, estas herramientas, no permiten comparar los resultados de ambos métodos numéricos.
Estas herramientas, no permiten valorar los resultados de ambos métodos numéricos bajo un
mismo criterio, es decir, no aprovechan la relacién mencionada entre ambas ecuaciones diferen-

ciales.

En esta seccidn, se discutira la posibilidad de aplicar criterios de evaluacién de un método
sobre el otro, aprovechando la relacién mencionada. Con esto, como se ha dicho, se busca una

herramienta que permita valorar un método en comparacién al otro.

4.7.1 Error Relativo en Euler-Maruyama

Para poder analizar el error del método de Euler-Maruyama con 7, el error que sirve para ecua-
ciones diferenciales parciales, se utilizan muestras de caminatas aleatorias en un tiempo de paro
T generadas con dicho método y se utiliza un histograma para obtener la distribucién del proceso
estocastico descrito por la ecuacion estocastica correspondiente, tal como se explica en la seccién
(2.2.2).

Es de suma importancia establecer la cantidad de caminatas y la cantidad de bins con los

cuales se construye el histograma, pues para observar la convergencia clara del error relativo del
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el método de Euler-Maruyama se requiere de una cantidad considerable de caminatas aleatorias

lo cual puede resultar en un tiempo de ejecucion ineficiente.

4.7.2 Error por Convergencia Débil en FDTD

El método por FDTD se utiliza para aproximar ecuaciones diferenciales parciales, por lo cual para
poder medir la convergencia débil del método por FDTD se aproxima la solucién en un tiempo de
paro Ty se mide la media de dicha distribucién utilizando muestras aleatorias generadas con un
algoritmo de muestreo. Hay distintos algoritmos para obtener muestras a partir de distribuciones
arbitrarias para este trabajo se utiliz6 un muestreo por rechazo (rejection sampling), que consiste
en generar numeros aleatorios distribuidos de manera uniforme (en la dimensién requerida),
dichos niimeros aleatorios se rechazan o aceptan para la muestra comparando con un valor en la

distribucion original.

Del mismo modo en que el tamaiio de la muestra que se utiliza para calcular la media con
la cual se mide el error débil para el método de E-M afecta al orden de convergencia, el tamaio
de la muestra que se usa para FDTD determina el orden con el que converge el error débil para
este método. Es decir, se requiere de una muestra de un tamaio suficientemente grande para

observar el orden con el que converge dicho error.

Por otro lado, se considera que no es posible hacer una evaluacién adecuada del error fuerte
a partir de los resultados que ofrece el método FDTD. Esto se debe a que, como se describe en
(4.6.2), el error fuerte, usa la diferencia de la posicién final de dos expresiones correspondientes a

la misma caminata aleatoria.

No es posible obtener esta informacién a partir de los resultados del método FDTD, porque
representan una PDF, no se tiene informacion sobre caminatas aleatorias especificas. Se puede
muestrear la PDF y se tendria la posicién de una caminata aleatoria a este tiempo, luego, se
puede muestrear la PDF que se tenga de referencia (por ejemplo la solucién analitica de la
ecuacion de Fokker-Planck), con esto se tendra otra posiciéon de una caminata aleatoria, al mismo
tiempo, pero no es posible hacerlo de una manera tal que ambas posiciones correspondan a la

misma caminata.

En el caso del error débil la situacion es diferente, porque la comparacién se hace entre
esperanzas. Es decir, muestreando la PDF que resulta del método FDTD, se puede obtener
un conjunto de M posiciones {X,il}, de las cuales se calcula el promedio, y se toma como una

aproximacion a la esperanza:

48



4.7. ERRORES MIXTOS

1& .
EXn)=—) XL .
Mizl "

Por otra parte, se realiza el mismo procedimiento con la PDF que se esté usando como

referencia, y se toma su promedio como una aproximacién a la esperanza:

1Y .
EXTN= 35D X ror-
i=1

Usando estas dos aproximaciones se evaluia el error débil sustituyendo en la ecuacién (4.17). Si
el tamaifio de la muestra M es suficientemente grande, se espera que las aproximaciones descritas
no requieran que se calculen con las mismas realizaciones, es decir, con las mismas caminatas,
como en el caso del error fuerte. Por lo tanto, se considera que esta manera de calcular el error
débil, sobre los resultados del método FDTD, resulta adecuada y puede brindar informacién ttil

para hacer una comparacién con el método de E-M.

4.7.3 Orden del Error de Convergencia

Para refinar la aproximacién y disminuir el error en los métodos numéricos se deben hacer cam-
bios a los parametros como se discute a lo largo de la seccién (4.6). Cuando se hacen simulaciones
con distintos valores, con el fin de hacer evidente que hay mejoras en el error de aproximacion, se
puede observar dicho refinamiento en la solucién y mejora en el error. Es usual utilizar paramet-
ros en distintas escalas (101, 102, ..., 10"), pues para estos valores el error mejora de manera muy
clara. Para visualizar los datos de las graficas con parametros de este tipo se utilizan escalas
logaritmicas en uno o ambos ejes, pues de esta manera los datos se pueden comparar de manera

mas eficiente.

Luego de ajustar los datos a una escala logaritmica, se puede puede aproximar una recta que
los describa utilizando regresion lineal. La pendiente de dicha recta corresponde a la razén de
convergencia del error que se desea aproximar, es decir, el orden y con el cual converge un error
es descrito por la pendiente de esta recta. Esto es porque al tomar un parametro que mejora al
modelo en un factor de 2" se opt6 por reducir al parametro k-veces, dado que los parametros se
refinan en una escala exponencial esto tiene sentido ya que los datos se ajustan a una escala
logaritmica. Un ejemplo de esto es un error que converge con orden y = 1/2, si se requiere reducir

el error en un factor de 100 el paso temporal tendré que reducirse en un factor de 1002 = 10000.

Para simplificar la notacién se utiliza y(n) para denotar el orden de convergencia de 7.

Asimismo para los errores 15 y 17, también se utiliza esta notacién.
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4.8 Herramientas Relevantes para las Simulaciones

El lenguaje de programaciéon que se utiliza es Julia 0.6.2. Julia. Este lenguaje es gratuito y
compatible con los sistemas operativos Linux, Mac y Windows (ademas ofrece una plataforma en
linea que no requiere de instalacion). Se opté por este lenguaje por su buen desemperfio y amplia
gama de paquetes (basados en C y Fortran) compatibles con el computo cientifico. Ademas por ser

similar a Python, Julia es versatil y facil de mantener.

Se utiliza Git, que es una herramienta de control de versiones de software. El c6digo imple-

mentado para esta tesis esta disponible en:

https://github.com/mundopacheco
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CAPITULO

RESULTADOS

El estudio de las series de tiempo se puede beneficiar de visualizar de manera grafica la evolucién
temporal de la PDF que las describe, por esta razén es de gran utilidad visualizar la ecuacién
de Fokker-Planck correspondiente. Ademaés la visualizacion de dicha evolucién temporal es una
herramienta que permite entender la comparacién de los resultados de los métodos numéricos de
manera general. En este capitulo se presentan graficas que permiten analizar el comportamiento

de los distintos tipos de errores que se tienen en los métodos numéricos.

Otro tema que se aborda en este capitulo es cuanto tiempo pueden llegar a tardar los métodos
numéricos en dimension alta y como se comportan los distintos tipos de errores en tal dimension.
Aunque es en el capitulo (6) que se discuten las conclusiones a partir de las observaciones de este

capitulo.

Para hacer la comparacion de los métodos numéricos mediante el analisis de los errores, debe
haber consistencia en los parametros de las simulaciones, por esta razén a lo largo de este capitulo
se presentan tablas que contienen los valores de dichos parametros. Aunque hay parametros de
los métodos numéricos que cambian asi como cambian los parametros de las ecuaciones que se
simulan, hay otros parametros que permanecen iguales entre las simulaciones para distintos
términos de arrastre y dimensién distinta. La tabla (5.1) describe los parametros que pueden
recibir los métodos numéricos, esta tabla aparece en las distintas secciones de la visualizacién de

la ecuacidn, y varia segin dimension y version del término de arrastre.
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Nombre del parametro

Valor

Delta de Dirac de la solucién analitica

Coordenadas de la condicion inicial Delta
de Dirac que se da a la solucién analitica, de
la cual se obtienen las condiciones iniciales
de los otros métodos.

Esperanza de la condicién inicial

Esperanza de la condicién inicial que se
toma en caso de no contar con la solucién
analitica.

Varianza de la condicién inicial

Varianza o matriz de covarianza de la condi-
cién inicial que se toma en caso de no contar
con la solucién analitica.

Término de arrastre

Regla de correspondencia del término de
arrastre.

Término de difusién

Regla de correspondencia del término de
difusion.

Dominio temporal

Dominio temporal para la simulacién

Dominio espacial

Dominio espacial para la simulacién

Cantidad de elementos en la malla espacial
por dimensién para el método FDTD

Valor N con el cual se hacen discretos tanto
al dominio espacial como al temporal.

Cantidad de caminatas aleatorias

Tamano M de la muestra de caminatas
aleatorias generados con el método de
Euler-Maruyama, o bien la muestra aleato-
ria generada con la sabana del método
FDTD.

Paso discreto espacial

Ax

Paso discreto temporal

At

Tabla 5.1: Descripciéon de los parametros de las simulaciones.

Por otro lado la informacién que se obtiene con las simulaciones numéricas debe ser razonable
y corresponder con lo que sugiere la teoria. Para ilustrar y entender la conducta teérica de la
ecuacion de Fokker-Planck se hace un analisis de la tendencia de los errores que se discuten en la
seccion (4.6), en este capitulo se presentan dichas graficas. Hacer esto es de especial importancia

pues con estas graficas es posible calificar los resultados como buenas o malas aproximaciones.

Antes de pasar a la visualizacién de los métodos numéricos es importante mencionar que
para simplificar la notacién se denota por 1p a la matriz cuadrada de D x D cuyas entradas son

todas 1. Ademas, 1 p denotara al vector de dimensiéon D cuyas entradas son 1.

5.1 Valoracion Grafica de los Métodos Numéricos

Con el fin de tener una comparacién visual de las curvas que generan los métodos numéricos

en esta seccion se muestran las graficas obtenidas en dimension 1, 2 y 3 para las versiones de
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la ecuaci6n con arrastre constante y lineal. En los casos de coeficiente de arrastre constante se
muestran las graficas que se pueden generar con una solucién analitica, mientras que para un

coeficiente de arrastre lineal se muestran tinicamente las graficas de ambos métodos numéricos.

También cabe mencionar que para pasar de una versién numérica a otra se debe considerar
que las funciones del término de arrastre no se describen de la misma manera numeérica, pues
aunque la regla de correspondencia de este término es la misma para ambas ecuaciones; en
el caso de E-M las expresiones llevan como parametro los valores del proceso estocastico que
describen, mientras que las ecuaciones descritas por FDTD llevan como parametro los posibles
valores que pueden tomar dichos procesos estocasticos (el dominio espacial de la funcién). Esto se

describe con mas detalle en la seccion (4.3.1).

Es importante mencionar que para la secciéon (5.1) no se consideran criterios que sean
relevantes para los métodos numéricos en cuanto a los tiempos iniciales y de paro para las
simulaciones. Sin embargo, estos valores son de especial importancia al hacer el analisis de los
distintos tipos de errores que se consideran en los métodos numeéricos. Por el contrario, para la
cantidad de caminatas se considera siempre una cantidad M > 10 x N pues la visualizacion es
muy pobre en otro caso. Sin embargo, dado que los errores de los métodos que se miden a partir
de muestras se ven afectados por la cantidad de muestras, para otras secciones el valor de M es

considerablemente mayor.

Las condiciones iniciales como se explica en la seccién (4.5) pueden ser del tipo Delta de Dirac,
este es el caso cuando se simula una ecuacion con coeficiente de arrastre constante. Sin embargo

la expresion del resto de las condiciones iniciales es la de una PDF normal multivariada:

exp( - %(x Tz (x- ﬂ))
VerIET ’

También dado que el método de Euler-Maruyama se utiliza para aproximar SDE’s, es impor-

fX(xl"“ ’xn):

tante mencionar que se utilizan histogramas como se explica en la seccion (2.2.2) considerando
los criterios de la seccion (4.4.3) para hacer las simulaciones de este capitulo (en los casos que se

requieren histogramas).

5.1.1 Dimension 1, Ecuacion de Fokker-Planck con Término de Arrastre
Constante

La figura (5.1.1.0.1) es una comparacién de ambos métodos numéricos y la solucién analitica
en dimension 1, esta es la comparacién de las expresiones (3.17), (3.15) y (3.18). La tabla (5.2)

contiene los parametros con los cuales se hicieron las simulaciones de esta seccion:
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Nombre del parametro Valor
Delta de Dirac de la solucién analitica x0=0.9
Término de arrastre a(X;) = %
Término de difusién X)) = 55
Dominio temporal [0.05,8.05]
Dominio espacial [0,1]

Paso discreto temporal At = %
Paso discreto espacial Ax = At
Cantidad de elementos en la malla espacial | N =100
por dimensién para el método FDTD

Cantidad de caminatas aleatorias M =10*

Tabla 5.2: Parametros de las simulaciones 1D, para la ecuacion de Fokker-Planck con coeficiente
de arrastre constante.

Es importante remarcar que para el caso de dimensién 1 no tiene sentido una matriz de

correlaciones ya que se requieren por lo menos dos series de tiempo o procesos estocasticos

para plantear la influencia que tiene uno sobre el otro. Ademas el valor de M no tiene ninguna

consideracién especial.

u axis

a

t=0.585354

x axis

b

1= 1.65606

Analytic —— Analytic
FDTD FDTD
EM w EM

u axis
u axis

x axis

(¢

t=3.26212

Analytic
FDTD
EM

x axis

u axis

1 =4.85808

d

—— Analytic
FDTD
EM

x axis

Figura 5.1.1.0.1: Comparacién 1D, ecuaciéon de Fokker-Planck con término de arrastre constante

solucién analitica caminan juntas en cada paso temporal como se esperaba.
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5.1.2 Dimension 1, Ecuacion de Fokker-Planck con Término de Arrastre

Lineal

La figura (5.1.2.0.1) es una comparacién de ambos métodos numéricos en dimension 1 con arrastre

lineal. En la tabla (5.3) se exponen los parametros con los cuales se hicieron las simulaciones de

esta seccion. El valor de M no tiene ninguna consideracién especial. Con los parametros de la

tabla (5.3) las simulaciones que se obtienen son las siguientes:

Nombre del parametro Valor
Esperanza de la condicién inicial ©n=0.8
Varianza de la condicién inicial o =0.05
Término de arrastre a(X;y) = 1—10X ¢
Término de difusién BXy) = 125
Dominio temporal [0.05,8.05]
Dominio espacial [0,1]

Paso discreto temporal At = %
Paso discreto espacial Ax = At
Cantidad de elementos en la malla espacial | N =100
por dimensién para el método FDTD

Cantidad de caminatas aleatorias M =10%

Tabla 5.3: Parametros de las simulaciones 1D, para la ecuacién de Fokker-Planck con coeficiente
de arrastre lineal.

u axis

misma solucién a la ecuacion de Fokker-Planck de dimensién 1.
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a b c d
t=0.585354 t=2.19141 t=4.85808 t=8.05
FDTD ’ —— FDTD FDTD —— FDTD
EM EM EM EM
X axis X axis xais xais
Figura 5.1.2.0.1: Comparacion 1D, ecuaciéon de Fokker-Planck con término de arrastre lineal

De manera analoga al caso de arrastre constante se observa que ambas curvas representan la
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5.1.3 Dimension 2, Ecuacion de Fokker-Planck con Término de Arrastre
Constante

La figura (5.1.3.0.1) representa la evolucién temporal de la ecuaciéon de Fokker-Planck en dimen-
si6n 2 con un coeficiente del término de arrastre constante. Cada imagen de esta figura esta
compuesta por distintos elementos que son de izquierda a derecha: solucién analitica, FDTD
y Euler-Maruyama. En la tabla (5.4, se exponen los parametros con los cuales se hicieron las

simulaciones de esta seccién correspondientes a la figura (5.1.3.0.1).

Para apreciar el desplazamiento y la difusiéon de la distribucién descrita por la ecuacion de
Fokker-Planck se grafican dos proyecciones con cortes utilizando planos verticales al plano XY,
de esta manera es posible apreciar las curvas normales proyectadas en los planos XZ y Y Z.
Alternativamente con el mismo fin se dan explicitamente la media y la varianza de las sabanas

normales en el titulo de cada grafica.

La posicién los planos XY y YZ, cuya proyeccion es la grafica inferior de cada imagen en la
figura (5.1.3.0.1), se encuentran ambos en el valor (x = ¥) que aparece en el titulo de la imagen
inferior junto con el valor del tiempo ¢ de la solucién. Estos cortes o proyecciones permiten hacer

una comparacion visual de los métodos numéricos con la solucién analitica en dimensién 1.

Es posible apreciar en la figura (5.1.3.0.1) que ambos métodos numéricos tienen la misma

media y una varianza muy parecida con un error pequefio en el método de FDTD.

Nombre del parametro Valor

Delta de Dirac de la solucién analitica X0 = (0.8)1
Término de arrastre a(X;)=0.2
Término de difusién BX1) = 155
Dominio temporal [0.4,1.5]
Dominio espacial [0,1] % [0,1]
Paso discreto temporal At = 1—}9
Paso discreto espacial Ax=Ay=At
Cantidad de elementos en la malla espacial | N =120
por dimensién para el método FDTD

Cantidad de caminatas aleatorias M =10*

Tabla 5.4: Parametros de las simulaciones 2D, para la ecuacién de Fokker-Planck con coeficiente
de arrastre constante.
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a
mu=(0.72,0.72) mu=(0.72,0.72) mu=(0.719,0.719)
var=(0.001,0.001) var=(0.001,0.001) var=(0.001,0.001)
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mu=(0.631,0.631) mu=(0.631,0.631) mu=(0.63,0.63)
var=(0.002,0.002) var=(0.001,0.001) var=(0.002,0.002)

IR

t=0.845-x=0.63

Analitica
— FDTD
T EM .
P
et g \\‘— —
C
mu=(0.502,0.502) mu=(0.502,0.502) mu=(0.5,0.5)
var=(0.002,0.002) var=(0.002,0.002) var=(0.003,0.003)
®
<l= 1Q492<- x =F0 504
Analitica
— FDTD
— EM
VZ—
™
Figura 5.1.3.0.1: Visualizacién de la evolucion temporal de la grafica de Fokker-Planck 2D con

coeficiente de arrastre constante. En cada figura se tiene un tiempo distinto de evolucién al cual
corresponden proyecciones en distintos planos: (a) t=0.4 x =y =0.714; (b) t = 0.845 x = y = 0.63;
(c) t=1.492 x = y =0.504. Los parametros de estas simulaciones son los de la tabla (5.4).

5.1.4 Dimension 2, Ecuacion de Fokker-Planck con Término de Arrastre

Lineal

En la figura (5.1.4.0.1) se muestran las graficas de la evoluciéon temporal de ambos métodos
numéricos de la ecuacién de Fokker-Planck con arrastre lineal. Cada imagen de la figura (5.1.4.0.1)

cuenta con los mismos elementos que la figura (5.1.3.0.1). Los parametros de la simulacién y de
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la ecuacion los siguientes:

Nombre del parametro Valor
Esperanza de la condicién inicial 1=(0.6)1
Varianza de la condicién inicial >=(0.07)Ido
Término de arrastre a(X i) 0. 2XJ
Término de difusién BX,) = 0—
Dominio temporal [0,1.5]
Dominio espacial [0,1] x [0, 1]
Paso discreto temporal At = 119
Paso discreto espacial Ax=Ay=At
Cantidad de elementos en la malla espacial | N =120

por dimensién para el método FDTD

Cantidad de caminatas aleatorias M=10*

Tabla 5.5: Parametros de las simulaciones 2D, para la ecuacién de Fokker-Planck con coeficiente

de arrastre lineal.

mu=(0.6,0.6)
var=(0 oos 0 005)

Hi

t=00-x= 0605

mu=(0.599,0.599)
var=(0.005,0.005)

07 1y

0op 0zz 05

— FDTD

mu=(0.445,0.445)
var=(0.006,0.006)

mu=(0.532,0.532)
var=(0.005,0.005)

- |

1=0.605-x= 0529

mu=(0.531,0.531)
var=(0.006,0.006)

— FDTD

— EM //// ‘\\V

mu=(0.444,0.444)
var=(0.006,0.006)

B B

t=1.496 -x= 0454

Figura 5.1.4.0.1: Visualizacion de la evolucion temporal de la grafica de Fokker-Planck 2D con
coeficiente de arrastre lineal. En cada figura se tiene un tiempo distinto de evolucién al cual
corresponden proyecciones en distintos planos: (a) t=0.0x=y=0.605;(b) t=0.121x=y =
0.529; (c) t=0.299 x = y = 0.454. Los parametros de estas simulaciones son los de la tabla (5.4).
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En las proyecciones se puede apreciar el parecido que tienen estas simulaciones, pues el

parecido que tienen estas graficas es evidente en dichas proyecciones.

5.1.5 Dimension 3, Ecuacion de Fokker-Planck con Término de Arrastre

Constante

En dimensién 3 no es posible visualizar las graficas que se obtienen en las simulaciones de manera
directa, pues la representacion grafica de la solucién u, corresponde a tres dimensiones espaciales,
no se puede hacer mediante una superficie, porque seria requerida una cuarta dimension en la
figura. En consecuencia para hacer esta representacién se escogié hacer cortes, fijando una de las

dimensiones espaciales y representar a u con una escala de color.

En estas simulaciones se requiere de una cantidad mayor de caminatas aleatorias, para
obtener con los cortes una visualizaciéon buena debe hacer una muestra 1til en cada corte, para
ello se puede utilizar una M mayor. Los parametros que reciben los métodos numeéricos de la
figura (5.1.5.0.4) son:

Nombre del parametro Valor

Delta de Dirac de la solucién analitica X0 = (0.85)1
Término de arrastre a(X;)=0.2
Término de difusién B(X;:) = Tloo
Dominio temporal [0.4,1.5]

Dominio espacial [0,1]x[0,1]x[0,1]
Paso discreto temporal At = 1—}9

Paso discreto espacial Ax=Ay=Az=At
Cantidad de elementos en la malla espacial | N =120

por dimensién para el método FDTD

Cantidad de caminatas aleatorias M=NP

Tabla 5.6: Parametros de las simulaciones 3D, para la ecuacién de Fokker-Planck con coeficiente
de arrastre constante.

Las graficas son por renglones: solucién analitica, FDTD y Euler-Maruyama. Las condiciones
iniciales en este caso estan dadas por la solucién analitica segtun la Delta de Dirac de la tabla
(5.6).
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dz axis

dz axis

Figura 5.1.5.0.1: t = 0.4 Figura 5.1.5.0.2: t = 0.85 Figura 5.1.5.0.3:t = 1.5

Figura 5.1.5.0.4: Visualizacién de la evolucién temporal de la grafica de Fokker-Planck 3D con
coeficiente de arrastre constante. En cada figura se tiene un tiempo distinto de evolucién al cual
corresponden proyecciones en distintos planos: (a) t=0.4x=y=2=0.798;(b) t=0.85x=y=
z=0.597;(c) t=1.5x=y=2=0.294. Los parametros de estas simulaciones son los de la tabla
(5.6).

5.1.6 Dimension 3, Ecuacion de Fokker-Planck con Término de Arrastre
Lineal

En la figura (5.1.6.0.1) se muestran las graficas de los métodos numéricos sin la solucién analitica
como en la grafica anterior, ya en el caso del coeficiente de arrastre lineal no se cuenta con una

solucién analitica. Los parametros que reciben los métodos numéricos de la figura en esta seccién

son:
Nombre del parametro Valor
Esperanza de la condicién inicial 1= (0.85)1
Varianza de la condicién inicial >= % x Idg
Término de arrastre a(X Lf) = (0.2)X§
Término de difusién B(X;) = ﬁ
Dominio temporal [0.4,1.5]
Dominio espacial [0,1] x[0,1] x[0,1]
Paso discreto temporal At = 1—}9
Paso discreto espacial Ax=Ay=Az=At
Cantidad de elementos en la malla espacial | N =120
por dimensién para el método FDTD
Cantidad de caminatas aleatorias M =NP

Tabla 5.7: Parametros de las simulaciones 3D, para la ecuacién de Fokker-Planck con coeficiente
de arrastre lineal.

De manera analoga al caso 3D con para coeficiente constante, se utiliza una cantidad mayor
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para esta visualizacion de las simulaciones.

a b c

u=(0. o mu=(0.85,0.85,0.8: mMu=(0.85,0.85,0. MU=(0.743,0.743,0.743) Mu=(0.743,0.743,0.743)  mu=(0.743,0.743,0.743) mMu=(0.612,0.612,0.612) mMu=(0.612,0.612,0.612) mMu=(0.612,0.612,0.612)
var=(0.002,0.002,0.002) var=(0.002,0.002,0.002)  var=(0.002,0.002,0.002) Var-(0.004.0.004:0.004)  var=(0.004.0.004.0.004)  VAI~(0.004.0.004.0.004) var=(0.006,0.006,0.006) var=(0.006,0.006,0.006)  var=(0.006,0.006,0.006)
o o o 088 X b 088 X o 0687 08 xS brsE 1=1.5 - x = 0.496 1=1.5 - = 0.496 1=1.5 - x = 0.496

I3 -

dy axis
dz axis
dz axis
dy axis
oz asis
dz axis
dy axis
dz axis
dz axis

[ o e e e
dx axis dx axis dy axis dx axis dx axis dx axis dy axis
mu=(0.848,0.848,0.848)  mu=(0.845,0.848,0.848)  mu=(0.848,0.848,0.848) mMu=(0.741,0.741,0.741) MU=(0.741,0.741,0.741)  mu=(0.741,0.741,0.741) mu=(0.609,0.609,0.61) mu=(0.609,0.609,0.61) mu=(0.609,0.609,0.61)
Var-(0.003,0.003,0.003)  var(0.003,0.003,0.003)  VAr=(0.003.0.0030.003) \Aie0005.0.005.0.008]  vAILD 0080 005.0008)  Vaio(0.063.0.005.0.008)  VAr=(0.004.0.004,0.004)  var=(0.004,0.004.0.004)  var=(0.004.0.004,0.004)
=0.4-x = =0.4-x = =0.4-x = 12085 - = 0.097 5-x = 0.657 20,85 - = 0.657 =1.5-x = =1.5-x = =1.5-x =

dy axis
dz axis
dz axis
dy axis

dz as
dz axis

dy axis
dz axis
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Figura 5.1.6.0.1: Visualizacién de la evolucion temporal de la grafica de Fokker-Planck 3D con
coeficiente de arrastre lineal. En cada figura se tiene un tiempo distinto de evolucién al cual
corresponden proyecciones en distintos planos: (a) t=04x=y=2=0.899;(b) t=0.85x=y=
2=0.697;(c) t=1.5x=y=2=0.496. Los parametros de estas simulaciones son los de la tabla
(5.7).

La visualizacion es consistente con la teoria que se tiene para la solucién seguin las condiciones
iniciales y campos vectoriales que se dan a la ecuacién como parametros. Sin embargo, un parecido
visual no basta para concluir que ambas métodos aproximan a la ecuacién de Fokker-Planck.

Para ello se hace un anadlisis del error en la siguiente seccién (5.2).

5.2 Errores por Convergencia Débil y Fuerte

En esta seccion se presentan las graficas de los errores de aproximacion por convergencia débil
y fuerte para Euler-Maruyama, y para FDTD las graficas del error por convergencia débil. En
ambos errores se considera una SDE con coeficiente de arrastre constante, ABM (3.18), cuya
ecuacién de Fokker-Planck correspondiente es (3.15) con la cual se generan muestras aleato-

rias como se discute en la seccion (4.7.2) para medir el error por convergencia débil de este método.

Para que el orden del error tenga una pendiente clara, se dan parametros 6ptimos que les
permita a los métodos numeéricos generar aproximaciones que claramente mejoren al refinar los

parametros que la teoria sugiere que se deben mejorar.

Hay algunos criterios que se deben considerar para observar la razén de convergencia, en
este tipo de errores es de especial importancia el tamarfio del paso temporal atn si el espacial no
es de tanto interés. Esto se debe a que el método de Euler-Maruyama se utiliza para aproximar
SDE’s, el refinamiento del dominio temporal disminuye la esperanza de que un proceso se aleje

del otro y disminuye la distancia entre las esperanzas.
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Nombre del parametro Valor

Delta de Dirac x0=0.5

Término de arrastre a(X;) = 1—10
Término de difusién BXy) = 175
Dominio temporal [0,1]

Dominio espacial [0,1]

Tamafo de la muestra aleatoria M =10%

Pasos discretos temporales At e {2710 277 9275}
Pasos discretos espaciales Ax = At

Tabla 5.8: Valores de los parametros de las simulaciones que reflejan una mejora en el método
E-M, al mejorar la discretizacién espacial.

Se puede apreciar que al tomar una discretizaciéon mayor para el intervalo de tiempo en el
cual se aproxima con el método de E-M, para procesos de dimensién 1, las caminatas aleatorias se

parecen mas entre si en la figura (5.2.0.0.1) que corresponden a los parametros de la tabla (5.8).

a b ¢
11001 | Analytic 11007 1 Apaiytic ~ Analytic
E-M e E-M Val 1.100f E-M
1.075+ A~ 1.075F
; y ; - 107t
' 1.050f .050F / x
| = 1.050 1,080l
1.025¢ 1.0251 - 1.025F
1,000t 1,000 1.000E7
5 10 15 20 25 0 20 40 60 80 100 12( 0 250 500 750 @ 1000
Amount of steps in time axis Amount of steps in time axis Amount of steps in time axis

Figura 5.2.0.0.1: Visualizaciéon de la aproximacion con E-M utilizando un dominio temporal
con mayor cantidad de pasos.. La curva azul corresponde a la expresién analitica de un ABM,
mientras que la roja corresponde a la aproximacién por E-M. Ambas se generan con el mismo
ruido blanco. Es claro que la aproximacién mejora con una mejor discretizacién del dominio
temporal.

Otro criterio importante es la cantidad de caminatas aleatorias, pues como se discute en la
seccién (4.6.2) la razon o el orden de la convergencia de estos se ven afectados por este valor M.

Sin embargo, esta discusion se hace en la seccién (5.2.2).

5.2.1 Convergencia Débil

Los parametros 6ptimos con lo cuales se generaron las graficas de la figura (5.2.1.0.1) en la cual se
puede visualizar la razén de convergencia del error por convergencia débil, son los de la siguiente
tabla (5.9).
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Nombre del parametro Valor

Delta de Dirac X0 = 0.5)1

Término de arrastre aX;) = 1—10

Término de difusién BX1) = 155

Dominio temporal [0,1]

Dominio espacial H?: ,[0,1]

Tamano de la muestra aleatoria M =10%

Pasos discretos temporales Ate{279,278 277 276}
Pasos discretos espaciales Ax = At

Tabla 5.9: Valores de los parametros de las simulaciones correspondientes a y(7,,).

Dado que el orden de convergencia depende del valor At que hace discreto al dominio tiempo,
el eje de las abscisas corresponde a tales valores, mientras que el eje de las ordenadas corresponde
al error que se obtiene para dicha At. Para estas graficas se utilizan ejes logaritmicos con el
fin de visualizar de manera clara el orden de convergencia de estos errores. También se utiliza
como referencia visual una recta punteada con la pendiente adecuada al orden con la que debe
converger E-M, este formato se toma para las graficas de 1, y 715, para el caso de 1 se omite la

recta punteada de referencia.

La figura (5.2.1.0.1) muestra el comportamiento de la convergencia débil de ambos métodos, se
puede apreciar en particular que la razén de convergencia del método E-M es aproximadamente

1 para las tres dimensiones, lo cual es consistente con lo que se discute en la seccién (4.6.2).

a b c
Weak Error Weak Error weak_error
10°
S5 | [~ EM1017 E-Moss2 | W T
10 FDTD 1.787 FDTD 3.094 °
20 —oref 1 - 101k ref 1 whs b e
Loy — —— EM 0.989
g § 2 FDTD 1.102
a o258 ] 1072} g o ref 1
w 10
.30 o J e
107301 . _
1078t “ K —
10738 L ntil : : : i
10726 10724 10722 41020 4o 18 10728 10724 10722 49°20 418 o _ _
dt values dt values "’ " mdt values " °
. . . . . . .. . .,
Figura 5.2.1.0.1: Graficas de 7, para las primeras dimensiones: (a) dimensién 1, (b) dimensién

2y (c) dimensién 3.

Las razones de convergencia de la figura anterior se presentan en la tabla (5.10):

Dimension FDTD E-M

1 1.787 1.017
2 3.094 0.882
3 1.102 0.989

Tabla 5.10: Tabla de y(n,,) para las primeras dimensiones de ambos métodos.
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Se observa que el error débil efectivamente se puede medir sobre resultados del método FDTD,
y se compara de manera semejante a lo esperado: disminuyendo como una ley de potencia cuando
se refina la simulacidon, y especialmente en el caso de tres dimensiones espaciales con un orden

de convergencia consistente a lo que se observa en el método E-M.

El orden de convergencia para FDTD en los casos de una y dos dimensiones espaciales,
posiblemente se apeguen mejor al correspondiente al método de E-M, si se calculan usando un

tamano de muestreo M mas grande.

Adicionalmente, se observa que el error débil correspondiente FDTD es, en casi todos los

casos, aproximadamente un orden de magnitud mayor al método de E-M.

También es posible observar en la figura(5.2.2.0.2) que la convergencia de n,, mejora para el

método FDTD, en dimensién 1, al tomar muestras aleatorias mayores:

a b c d

12 Weak Error Weak Error Weak Error Weak Error

10141 FDTD 0.171 s FDTD 1.632 e FDTD 1.681 FRID 1,653
el 107 b |- ref 1 107 el 10718 F | et

\
Error
Error

-2, s
10 zz 5
:2_“: 1025 ) 10725 4 10725

26 6
° 10730 10730 1030

10728 49724 4922 4p20 10728 10724 19722 4720 10728 10724 4922 4920 10728 10724 19722 19720 4o 18
dt values dt values dt values dt values
Figura 5.2.1.0.2: Visualizacién de la convergencia de FDTD 1D con mayor cantidad de muestras

aleatorias para 7. (a) M = 10, (b) M =102, (¢) M =105, (d) M = 108.

Efectivamente la pendiente de convergencia de 71,, mejora cuando el método de FDTD utiliza

una muestra mayor. Las pendientes son las siguientes:

M FDTD y(1,,)
10 0.171
102 1.632
10° 1.681
108 1.693

Tabla 5.11: Tabla de y(n,,) para FDTD con mayor M.

5.2.2 Convergencia Fuerte

Los parametros 6ptimos con lo cuales se generaron las graficas de la figura (5.2.2.0.1) en la cual
se puede visualizar la razén de convergencia del error por convergencia fuerte, 75, son los de la
siguiente tabla (5.12).
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Nombre del parametro Valor

Delta de Dirac X0 = (0.8)1

Término de arrastre aX;) = 23—0

Término de difusién BX1) = w555

Dominio temporal [0,1]

Dominio espacial H?: ,[0,1]

Tamano de la muestra aleatoria M =10%

Pasos discretos temporales Ate{278,277,276 275}
Pasos discretos espaciales Ax = At

Tabla 5.12: Valores de los parametros de las simulaciones correspondientes a y(7;).

La figura (5.2.2.0.1) muestra la convergencia fuerte para el método de Euler-Maruyama,

donde se puede apreciar que la pendiente del método E-M es 1/2 de manera consistente.

a b c
Strong Error Strong Error Strong Error
ref 0.5 ref 0.5 ref 0.5
10715 10-15
oo 1072
§ 107 § 10-20 §
& 19-25 I 10-25 & 103
10-30 . P
///,,,,r/”' 1030 " . I —e
107350 e - e T 1074 = T
= = = = = 107355 = = =
P s e ey 5> > S 5% 57 5%
At At At
Figura 5.2.2.0.1: Graficas de 7, para las primeras dimensiones: (a) dimensién 1, (b) dimensién 2

y (c) dimensién 3.

Las razones de convergencia de la figura anterior se presentan en la tabla (5.10):

Dimension E-M

1 0.506
2 0.495
3 0.506

Tabla 5.13: Tabla de y(7;) para las primeras dimensiones de E-M.

Es posible inferir que el método de Euler-Maruyama se comporta segin lo que indica la teoria,

ya que para una cantidad razonable de caminatas aleatorias se tiene una buena aproximacién de

la media del proceso que se aproxima.

Se considera que la convergencia de los errores de los métodos que utilizan muestras aleatorias

mejora al tomar una cantidad mayor de las muestras. En la figura (5.2.2.0.2) se puede ver que

15 converge con el método de E-M, con una pendiente més parecida a lo que sugiere la teoria al

incrementar el tamafo de la muestra:
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a b c
Strong Error Strong Error Strong Error

10 10 S10]
10 — E-Mo0246 10 E-M 0485 10 — E-M0.505
ref 0.5 ref 0.5
<15 | 15 | ref0.5 1018

Error
Error
Error

dt values dt values dt values
Figura 5.2.2.0.2: Visualizacién de la convergencia de E-M con mayor cantidad de muestras

aleatorias para n;. (a) M =10, (b) M = 103, (¢) M = 10%.

La pendiente de convergencia de 1 mejora cuando el método de Euler-Maruyama utiliza una

muestra mayor. Las pendientes son las siguientes:

M E-M y(ns)
10 0.246
102 0.485
10% 0.505

Tabla 5.14: Tabla de y(n;) para E-M con mayor M.

5.3 Convergencia de 7

Utilizando distintos valores de At para hacer discretos al dominio temporal y espacial como se
discute en la seccion (4.6) es posible observar el orden de convergencia del error 1 para ambos
métodos numéricos. Sin embargo, iinicamente se conté con la solucién analitica para la ecuacién
de Fokker-Planck con coeficiente de arrastre constante, por lo cual la comparacién del método
FDTD se hace uinicamente para el caso del arrastre constante, y utilizando la aproximacién de

FDTD como referencia para analizar al error n para E-M, como se discute en (4.7).

Es importante resaltar que en el caso de la simulaciéon de E-M tanto para la ecuacién
con término de arrastre lineal como para el de término de arrastre constante, en este trabajo
se utilizan de manera arbitraria al menos M = NP caminatas aleatorias para observar la
convergencia de 7. Esto se discute con mayor detalle en la seccién (5.3.1) aunque sélo se hace

evidente para el caso de la ecuacién constante.

5.3.1 Ecuacion con Término de Arrastre Constante

Para garantizar la convergencia de este error para el método de E-M, se requieren suficientes

caminatas aleatorias, una forma de comprobar esto es utilizando distintos parametros para
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hacer las simulaciones. La figura (5.3.1.0.1) muestra la convergencia de 1 para ambos métodos,

considerando una ecuacién de Fokker-Planck con coeficiente constante.

Nombre del parametro Valor

Delta de Dirac de la solucién analitica x0 = 81 D)

Término de arrastre a(X})=0.2

Término de difusién B(X1) = 1955

Dominio temporal [0.4,1.5]

Dominio espacial H]i'): ,[0,1]

Pasos discretos temporales Ate{278,277 276 275

Cantidad de elementos en la malla espacial | N = 27*P
por dimensién para el método FDTD, con p

seguin At
Cantidad de caminatas aleatorias M =NP
Pasos discreto espaciales Az=Ay=Ax= At%

Tabla 5.15: Parametros de las simulaciones utilizadas para medir y(n) con la ecuacién con
término de arrastre constate.

De la tabla (5.15) se obtienen las graficas para las primeras tres dimensiones de la convergen-

cia de 7, con una buena convergencia del método de E-M:

-1.00 [ [—— EM0.999 _ o 10%% | |— EMoss o i —— EMo.881
FDTD 1.132 FDTD 1.284 FDTD 0.587 °
107 128 ||l af 1000 | |-t 1 1077 Fol---—-ref 1

Error
Error
)
Error
5]

24 22 ,-20 18 o 16 1020 1018 108 1o 10712 1029 19718 19 16 1o

dt values dt values dt values

10 107

Figura 5.3.1.0.1: Grafica de 1) para la ecuacion con arrastre constante de ambos métodos, de las
primeras tres dimensiones: (a) dimensién 1, (b) dimensién 2 y (¢) dimensién 3.

En la figura (5.3.1.0.1) se observa el orden de convergencia de 1 al aumentar la cantidad de
pasos en la discretizacion (espacial y temporal) del método por FDTD. En la siguiente tabla se
presentan las pendientes con las que converge este error para esta versién de la ecuacién en estas

3 dimensiones:
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Dimension FDTD E-M
1 1.132 0.999
2 1.284 0.55
3 0.587 0.881

Error

Tabla 5.16: Tabla de y(n) para las primeras dimensiones correspondiente a la ecuaciéon de
Fokker-Planck con coeficiente de arrastre constate.

Sin embargo el error 77 no muestra una convergencia para el método de E-M al considerar
una cantidad insuficiente de caminatas aleatorias, en dimensién 1 para la ecuacion con término

de arrastre constante se puede observar al tomar distintos valores de M:

a b c d
LTE LTE LTE LTE
-0.75
10
-1.00 -
407 1100 10 10”100
-1.25 -
10°125 10 10" 12
. L 4y 150 1. .
5 10" - 5 107 -
I oo o175 o, - ”
- @1 10 G 17s
. 2,00 - 8
A EM-0478 107200 — 10 —— EM1.002 107200 L —EM1032
—oorefd e ---oref 1 295 -ooorefd L7 ---ref 1
02BL 10 L 10725 |
10722 10720 4o 18 4o 18 10724 1022 1920 4o 18 o716 10724 10722 4920 418 4o 16 1024 10722 10720 9718 49716
dt values dt values dt values dt values
. . 2 .2 P
Figura 5.3.1.0.2: Grafica de n para el método de E-M con la ecuacién de término de arrastre

constante utilizando distintas cantidades de caminatas aleatorias: (a) M = 102, (b) M = 10%, (¢)
M=10%y (d) M =10".

En la figura (5.3.1.0.2) se observa una pendiente que empeora al subir de dimensién. Esto
es porque los histogramas con los que se desea aproximar la ecuacién de Fokker-Planck son
pobres en el sentido de que no hay suficientes muestras que cuantificar. En la siguiente tabla se

presentan las pendientes correspondientes a la figura anterior:

M Pendiente
102 -0.479
104 0.315

108 1.002

107 1.0032

Tabla 5.17: Tabla de y(n) del método EM con distintos valores de M. (a) M = 102, (b) M = 104, (c)
M =108, (d) M =10".

La convergencia de 7 se puede medir para el método de Euler-Maruyama cuando se toman
suficientes caminatas aleatorias, en tal caso el error 1 converge como una ley de potencia al hacer

refinaciones sobre las mallas espacial y temporal del dominio de la ecuacién.
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Se puede observar que el error en Euler-Maruyama es mayor atin en el caso en el cual este

converge, y mas aun el orden de convergencia del método FDTD es mejor para el error 1.

5.3.2 Ecuacion con Término de Arrastre Lineal

En la figura (5.3.2.0.1) se observan las pendientes con las que convergen los métodos al aproximar
una solucién con arrastre lineal. En este caso no se implementé la solucién analitica, y se
compara el método de Euler-Maruyama con el de FDTD. Para estas simulaciones se consideran

los parametros de la tabla (5.18)

Nombre del parametro Valor
Esperanza de la condicién inicial ©u=0.85(1p)
Varianza de la condicién inicial > = % * Idg

Término de arrastre a(X}) =(0.2)X]

Término de difusién

B(X1) = 1355

Dominio temporal [0.4,1.5]

Dominio espacial H?: ,[0,1]

Pasos discretos temporales Ate {278,277 276 275}
Cantidad de elementos en la malla espacial | N = 2P*D

por dimensién para el método FDTD, con p

segun At

Cantidad de caminatas aleatorias M=NP

Pasos discreto espaciales Az=Ay=Ax=—

AfD

Tabla 5.18: Parametros de las simulaciones utilizadas para medir y(n) con la ecuacién con

término de arrastre constate.

a b

LTE LTE

F e
—— EMO0.785 EM 1.109
F|----ref1 of - -
10 05 | ref 1

10710 ¢ - y

Error
Error

Error

-16 - - - -
10 10 20 10 18 10 16 10 14

dt values

-24 22 18

1072% 107
dt values

10°

dt values

Figura 5.3.2.0.1: Convergencia de 7 en el método de Euler-Maruyama para la ecuacién de Fokker-
Planck con arrastre lineal, de las primeras tres dimensiones: (a) dimensién 1, (b) dimensién 2 y

(¢) dimensién 3.

Es importante observar que la convergencia en dimension 3 se observa mejor para valores

At €{27%,274,273}) pues los errores para valores A¢ ya no disminuyen de manera clara.
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Dado que Euler-Maruyama funciona para ecuaciones estocasticas el valor que se obtenga
para 1, se ve afectado por la cantidad de caminatas aleatorias que se utilizan. En la tabla (5.19)

se encuentran las pendientes de la figura anterior.

Dimensién Pendiente
1 0.785
2 1.109
3 0.623

Tabla 5.19: Razones de convergencia del error 1 para el método de Euler-Maruyama con la
ecuacion de Fokker-Planck con arrastre lineal.

Es importante hacer notar que el error 77 se puede medir atin en caso de no contar con una

solucion analitica.

Por otra parte los valores de la tabla (5.19) son muy parecidos a los que se esperan para el
método FDTD, lo cual es un buen resultado sin embargo se sebe discutir el tiempo de ejecucién

para ambos métodos considerando los resultados obtenidos en las secciones (5.3) y (5.2).

5.4 Error y Tiempo de Ejecucion

Un resultado importante que se puede observar de los resultados de las secciones (5.3) y (5.2)
es que los errores 1y, s ¥ n disminuyen como una ley de potencia al refinar las simulaciones
correspondientes. Esto hace evidente que ambos métodos numéricos, muy distintos entre si, estan
describiendo lo mismo, lo cual soporta cuantitativamente la validez de los resultados en ambos
€asos.

Una mejor aproximacion de la solucién de la ecuaciéon de Fokker-Planck requiere de un mayor
tiempo de ejecucién, esto sucede en ambos métodos ya que para obtener un menor error se
requiere de una mejor discretizacion del dominio de la ecuacion. Asimismo sabemos que aumenta
el tiempo de ejecucion al subir de dimensién en la ecuacién de Fokker-Planck que se desea
aproximar, por lo cual vale la pena predecir como se espera que se comporten los distintos tipos

de errores en relacién a la dimensién y al tiempo.

5.4.1 Razones de Convergencia

Aunque hacer predicciones con pocos datos puede ser impreciso, hay tendencias que son claras y
estas son de especial interés para esta tesis ya que el tiempo de ejecucion y el error que se puede

esperar no se deben ignorar al trabajar con una ecuacion de dimensién alta.

Con los valores de las tabla (5.10) se puede hacer una predicciéon de la pendiente con la que

convergen los errores por convergencias débil y fuerte de ambos métodos numeéricos. En el caso
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de FDTD para dimension 50 se espera que la pendiente del error débil sea 0.659 mientras que la

pendiente del error en Euler-Maruyama se mantiene como .828 cercano a 1.

a b

FDTD weak -0.307 ool EM weak -0.045

104 - °

Figura 5.4.1.0.1: Ajuste con regresion lineal para la prediccién de 1, de ambos métodos: (a)
FDTD y (b) E-M.

Para los datos de la tabla (5.14) se puede observar haciendo un ajuste lineal que el error en
Euler-Maruyama se mantiene en 0.4966 cercano a 0.5 que es el valor que se espera.

a

EM strong -0.003

Figura 5.4.1.0.2: Ajuste con regresion lineal para la prediccién de ng de EM.

Por el otro lado, se tienen los datos de las tablas del error 7, los valores registrados en la tabla
(5.16) son la pendiente con la que converge el error por dimensién. Con una regresiéon podemos
predecir la pendiente en mayor dimensién, la pendiente de convergencia del error 7 en dimension
50 seria 0.411, lo cual indica que el error aumentaria para mayor dimensién, sin embargo el error

sigue convergiendo para mayor dimension.

Ambos métodos numéricos sirven para aproximar la solucién a la ecuacién como se puede
apreciar con la convergencia en las graficas de las secciones (5.3) y (5.2). Por esta razén es que
la aplicacién que se tiene en mente determina cual de los dos métodos es méas adecuado, para
determinar esto es importante el hecho de que se pretende aproximar la ecuacién en dimensién
alta. Para concluir cual de esto métodos numéricos es mas adecuado para aproximar la ecuacién

de Fokker-Planck es razonable discutir el tiempo de ejecucion en ambos métodos.
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5.4.2 Tiempos de Ejecucion

Ambos métodos numéricos pueden llegar a requerir de muchos recursos computacionales, por
un lado FDTD con DS en dimensién D con N pasos en cada dimensién espacial el nimero de
operaciones es DI(NP~1). Por el otro lado, para mejorar la precisién en Euler-Maruyama se deben
tomar suficientes caminatas aleatorias por cada uno de los NV pasos espaciales de cada dimension,

lo cual puede ser tan costoso como FDTD.

Una manera inmediata de comparar ambos métodos es considerando cuanto tardan en correr,
en la tabla (5.20) se muestra el tiempo (en segundos) que tardan en correr los métodos numéricos

en una ejecucion con parametros N =300y M = 10%:

Dimension E-M FDTD

1 16.003 | 0.2422

2 28.98 | 1.26

3 45.56 | 41,218.13
50 624.70 | 6.04 x10'!

Tabla 5.20: Tiempo de ejecucién de los métodos numéricos para N =300 y M = 10%.

En la tabla (5.20) se puede ver que el tiempo de ejecucién del método de Euler-Maruyama es
moderado, por el otro lado para estos parametros el método de FDTD tarda 41,218 segundos en
completar la simulacién en dimensién 3. Sin embargo para una ejecucién con N =200y M = NP

se tiene:

Dimension E-M FDTD

1 0.3807 0.2206

2 296.38 0.5913

3 150,367.9 2,159

50 9.25 x101® | 6.04 x101T

Tabla 5.21: Tiempo de ejecucién de los métodos numéricos para N =200y M = NP

Esto es relevante pues para los valores de la tabla (5.20) el método de Euler-Maruyama
tiene convergencia débil y fuerte, sin embargo con estos parametros para este método no hay
convergencia del error 7. En la figura (5.4.2.0.1) se muestra la grafica correspondiente a la figura
(5.20):
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EM ex time 0.94 o FDTD ex time 10.039

Figura 5.4.2.0.1: Graficas del ajuste lineal de la tabla (5.20).

Por el otro lado con los parametros con los que se genera la tabla (5.21) se tienen todos los
tipos de convergencia del método de Euler-Maruyama. En la figura (5.4.2.0.2) se muestra la

grafica correspondiente a la figura (5.21):

EM ex time 11.501 W FDTD ex time 7.617

Figura 5.4.2.0.2: Graficas del ajuste lineal de la tabla (5.21).

No es razonable utilizar un método de Monte Carlo con una cantidad tan elevada de muestras
aleatorias pues la eficiencia es nula en este caso. Sin embargo se busca aproximar la ecuacion de
Fokker-Planck y es entonces que se debe sacrificar la convergencia del error por la eficiencia en el

tiempo de ejecucion.

73






CAPITULO

CONCLUSIONES

La aplicacion que motivo este trabajo es el analisis de series de tiempo rsfMRI. Dicha aplicacién
ha guiado los parametros y requerimientos de las aproximaciones numéricas. Estos parametros y
requerimientos son la razén por la cual se puede concluir con algunas reticencias que el método

de Euler-Maruyama es el indicado para aproximar la ecuacién de Fokker-Planck.

6.1 Valoracion de los Resultados

Hay consideraciones generales que se hacen al utilizar los métodos numéricos, por ejemplo:
el método FDTD aproxima de manera directa una ecuacién de Fokker-Planck mientras que
Euler-Maruyama lo hace con un método de Monte Carlo. Estas consideraciones son importantes
pues dan pauta a los aspectos que se deben considerar al elegir un método para aproximar
la ecuacién. Algunas consideraciones generales que ayudan a entender c6mo se comportan los

métodos numéricos y qué cualidades son importantes en esta valoracion son las siguientes:

E-M FDTD

Si No Compatibilidad con condiciones iniciales de Delta
de Dirac

Si Si Capacidad de implementar coeficientes de arras-
tre no lineales.

Si Si Compatibilidad con condiciones de frontera

Si No Capacidad de generar caminatas aleatorias

Si No Convergencia de 7

Figura 6.1.0.0.1: Comparacién general de los métodos numéricos.

Por otro lado hay consideraciones que se basan en las observaciones que se hacen en el

capitulo (5), 1a tabla (6.1.0.0.2) sirve para presentar de manera concreta una comparacioén de
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ambos métodos numéricos tomando en cuenta: el tamario de la muestra aleatoria M que requieren
los métodos numéricos para analizar la convergencia de los distintos tipos de errores y el tiempo

que tardan en hacer las simulaciones cada uno de los métodos.

E-M FDTD
Si Si Convergencia de 7,, para M < 10*
Si No Convergencia de 7, para M < 10*
No Si Convergencia de 7 para M < 10*
Si Si Convergencia de ) para M = ND
No Si 1 pequeno para At < 277 en dimensién alta con
M <10*
Si No Tiempo de ejecuciéon bajo en dimensién alta con
M <10%* para At <27
Figura 6.1.0.0.2: Comparacién de los métodos numéricos considerando los parametros y el

tiempo de ejecucion.

Esta tabla expone que el método de Euler-Maruyama se puede utilizar para aproximar la
ecuacion de Fokker-Planck en dimensién alta, sin embargo el error 1 de este método no converge
para parametros que implicarian un tiempo de ejecucién corto o aceptable. Para parametros
razonables, cuyo tiempo ejecucion es corto, no hay garantia de una convergencia en el error. Atn
asi sabemos que ambos métodos pueden aproximar la ecuacién de Fokker-Planck, ya que el error

1 converge en dimensién alta para ambos métodos.

6.2 El Método para la Aplicacion

El crecimiento exponencial de los elementos de la malla espacial en FDTD sugiere que: para
simular el proceso estocastico en dimensién alta, la opcién mas viable es el método de E-M. Sin
embargo, si se desea que este método brinde la misma calidad de informacién que se obtiene de
FDTD, los resultados presentados en este trabajo sugieren que hace falta usar M = N?. Lo cual
es también un crecimiento exponencial al respecto de la dimensidn, y la proyeccion realizada

sugiere que resulta en un tiempo de ejecucién que puede ser mayor, que el requerido para FDTD.

Sin embargo, frecuentemente no se requiere tanta informacién, en el sentido de que, no se
requiere la posibilidad de hacer un histograma que reproduzca una curva suave. En este caso, una
cantidad menor de caminatas, puede dar una descripcion suficiente de la PDF correspondiente, y

en este sentido, E-M resulta un método numérico mas viable.

En los métodos numeéricos siempre se sacrifica precision por eficiencia y en este caso no es
distinto. Aun si se consideran alternativas como paralelizacién del cédigo y otras herramien-

tas, se debe tener en mente que aproximar la ecuaciéon de Fokker-Planck en dimensién 264 es
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sumamente complicado. Es razonable utilizar el método de Euler-Maruyama para describir el
comportamiento de la ecuacién, sin embargo se ha de considerar que esto sélo se puede hacer para
entender de manera general como se comporta la ecuacién de Fokker-Planck, pues la precisién de

tal descripcién es muy costosa para cualquiera de los métodos numéricos.

Por ultimo, es importante hacer énfasis en que aplicando el error 1 a los resultados obtenidos
mediante el método de E-M, y el error débil a los resultados obtenidos mediante el método FDTD,
se muestra que cuando se cuenta con una solucién analitica, es posible comparar cuantitativa-
mente la calidad de los resultados de ambos métodos. Mientras que, en el caso donde la solucién
analitica no esta disponible, el uso de estos errores de manera cruzada, brinda una valoracién de
la validez de ambos resultados, lo cual resulta especialmente relevante en los casos no lineales,

que son esperados en la aplicacién que motiva este trabajo.
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APPENDIX

APENDICE DE PROBABILIDAD

En este apéndice se definen algunos conceptos importantes de probabilidad y calculo de It6 que
son de gran relevancia para sostener los conceptos definidos en el capitulo (2). En este apéndice
se toman a los naturales como N —{0}. Las referencias principales de este apéndice son Oksendal
[32, Capitulos 1 y 3] y Grabinsky [14, Capitulos 1, 3 y 8].

A.1 Medida y Espacio de Probabilidad

Un espacio muestral, denotado por 2, es el conjunto con todos los posibles resultados de un
experimento aleatorio. Por ejemplo el espacio muestral de un volado es Q = {"aguila","sol"},
también puede escribirse como Q = {"A","S"} para simplificar la notacién. Los espacios muestrales

pueden no ser finitos.

Definicion 20. Una Sigma-dlgebra (o-dlgebra) de un conjunto & no vacio, denotada por X, es
una familia de conjuntos de X (L c P(X), donde P(X) es el conjunto de todos los subconjuntos
posibles de &) tal que:

1. Si E € X entonces E° € X, a esta propiedad se le conoce como cerradura bajo complementos

2. Siuna cantidad a lo mds numerable de conjuntos E1,E9,E3,...c ¥ son tales que E1,E9,E3, ...
Z entonces U;enE i € Z, a esta propiedad se le conoce como cerradura cerradura bajo union

numerable.

3. peZ, (X el

A los elementos de una g-algebra se les conoce como medibles. Las o-algebras triviales de un

conjunto & son el conjunto potencia 22(X) y el conjunto {®,X}. Una propiedad importante que
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cumplen las g-algebras, es que la interseccion de o-algebras es g-algebra, aunque esto no se

demuestra en esta tesis.

Por otro lado, decimos que (X,X) es un espacio medible si & # @ y X es una o-algebra de &.
Una propiedad importante que cumplen estos espacios es que el producto cartesiano de espacios

medibles es espacio medible.

Definicién 21. Si (Z,X) y (#,Y)) son espacios medibles entonces una funcién f :X — X' es
medible relativa a £ y X' (o simplemente decimos que f es X-medible) si para cualquier conjunto
E' €3 se tiene que f"1(E') € .

Definicién 22. Si (¥,X) es un espacio medible, una funcion p: % — R es una medida en (% ,X)

si cumple:
1. w(p)=0
2. WE)=0paratodo E € X

3. ues Z-aditiva, esto es, si E1,E9,Es3,... € X son disjuntos entre si entonces:

ﬂ(UEi) =) WE;)

1eN 1eN

Definiciéon 23. Sea P es una medida que va de P : X — [0,1]. A P se le conoce como medida de

probabilidad si cumple:
1. P(X)=1
2. P(E)<1paratodo E€X

Definicion 24. A la tripleta (Q,Z,P), donde Q es un espacio muestral, X es una o-dlgebra de Q y
P es una medida de probabilidad la llamamos espacio de probabilidad y a los elementos de Z se

les llama eventos.

A2 By

La o-algebra de Borel es importante pues es la o-algebra usual de los nimeros reales, By, para
dar una idea de como es esta familia de conjuntos de R necesitamos definir la o-4dlgebra generada

por un conjunto (familia de conjuntos).

Definicion 25. Si VA c 2(X) es una familia de conjuntos arbitraria de un conjunto X, existe

una tnica o-dlgebra S(A) c P(X) tal que:
1. AcS(A)
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2. Si S es una o-dlgebra contenida en P(X) tal que A c S entonces S(A)c S

A S(A) es la o-dlgebra generada por A:
SA) =) {Z|Z es una o-dlgebray A c X}

La o-algebra de Borel es la generada por los intervalos abiertos en R, es decir, Bg =.S(I) donde I
es el conjunto de los intervalos abiertos en R. Un abierto en R puede ser la unién arbitraria de

intervalos de la forma (a, b).

Otra manera tipica de caracterizar a la o-algebra de Borel es mediante la familia
E= {[a,b)la,b € IR}

Esto es porque una o-algebra es cerrada bajo uniones numerables y cerrada bajo complementos
lo cual por leyes de DeMorgan resulta en ser cerrada bajo intersecciones numerables, asi se puede
probar que que S(I) = S(E) ya que:
0 1 B 1
(a,b)=U[a+—,b) y [a,b)=ﬂ(a——,b)
n=1 n n=1 n
Definicion 26. Decimos que [ :(X1,Z1) — (X2,Z2) es una funcién Borel-medible si (X1,21) ¥

(X9,Z9) son espacios Borel-medibles.

A.3 Integral con Respecto a una Medida

Sea (X, %) un espacio medible, una funcién X-simple s : X — R es una combinacién lineal de la

forma:

s(x)= ) ailg,(x)

i=1
donde E; es medible en R, a; e R Vi € {1,2,...n} y donde 1 es la funcién indicadora (o caracteris-

tica). Si {a1,aq,...a,} son los valores de una funcién simple s entonces:

s(x) =) aila,(x),

i=1
donde A; = s~ !(a;) para toda i € {1,2,...n}. La cual es la representacién canénica de s y cumple

que las a’is son distintas no nulas y que las A;s son disjuntas.

Para s(x) = ?:1 a;74,(x) (en su representacién canénica) definimos la integral con respecto a la

medida y como:

fsd,u: ZaiuAi . (A1)
i=1
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Si f es una funcién acotada no negativa medible sobre E € X, se tiene que:

f fd,uzsup{f sdu: s<f, ses simple}. (A.2)
E E
Para una funcién méas general con signo (que no es no negativa) f acotada medible sobre E se

toma la siguiente descomposicion:

flx) sif(x)>0

0 en otro caso,

frx)=

)= —fx), sif(x)<0
0, en otro caso.

Como f = f* - f~ y ademds ambas funciones son no negativas sobre E se tiene:

[rau=[ rr-r-au=[ rru-[ ran. (A3)

Esto define de manera general la integral de una funcién con respecto a una medida.

Definicion 27. Diremos que una funcién es u-integrable sobre un conjunto E, si:

fEfd,u<oo. (A.4)

Cuando p = A es la medida de Lebesgue, diremos que [ es Lebesgue integrable sobre E.

Definir de manera formal la medida de Lebesgue requiere de muchas definiciones adicionales
asi como de resultados que no son del todo triviales. Es por esta razén que a quienes les pueda
interesar abordar esta medida pueden consultar el libro de Grabinsky en el cual se desarrollan

las herramientas para entender y definir la medida de Lebesgue.

A4 Integral de Ito

Hay algunos conceptos y teoremas que se necesitan para poder hablar de la integral con respecto
a un movimiento browniano. La prueba de algunas propiedades y teoremas que se mencionan
en esta seccién se omiten pues son extensas y no forman parte del enfoque de esta tesis. Dichas

demostraciones se pueden encontrar en el libro de Oksendal [32, Capitulos 1y 3].

Definicion 28. Sea {Zt} 10 Una sucesion creciente (Z, < Z,+1) de o-dlgebras de un conjunto Q.
Un proceso X(t,w) :[0,00) x Q — R" es X; adaptado si X (t,w) es Z;-medible YVt = 0. Llamaremos a
(Q,Z,(Zt)tzo,P) espacio de probabilidad filtrado.

Para un espacio (Q,Z,(Zt)tzo,P) consideremos el siguiente espacio de funciones 7 =7 (s,T) (con
0<s<T),conocido como espacio de procesos simples. Diremos que X € 7 si X(¢,w) :[0,00)xQ — R

cumple:
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1. X(¢,w) es Bjp ) x Z-medible con Bjg ~,) la o-algebra de Borel en el intervalo [0, 00).
2. X(t,w) es Z; adaptado.

3. E[ [T X(t,0)2dt] < oo

Es razonable definir la integral para funciones simples que nos ayudaran a definir la integral de

It6 de manera general. Llamaremos funcién simple a una funcién ¢ € 7 tal que:

P(t,w) =) ejw): Titj,t50(0)
J

donde:

k27" sis<k(@2™)<T
lk=13s sik(2™)<s
T sik(27")>T.
La particién del dominio temporal en intervalos guarda una relacién importante con la filtracién

(Z)¢=0 que se elige, sin embargo para los fines de esta tesis basta comprender la idea intuitiva,

2 es el flujo de la informacién de B;, hasta un tiempo ¢.

Es importante observar que la representaciéon de una funciéon simple no es tnica, para garantizar
que la funcién ¢ no depende de las funciones e; que se elijen se debe establecer una forma
minima o canénica de la funcién, para ello se puede aplicar el siguiente razonamiento. Si existe

c.s. j€{s,..., T} tal que e;j = ej+1, se puede remplazar a e; Tz, +,,,) +€;+10t;,1,¢/.0) POT €0t 1,,0)-

Esto se puede repetir hasta que no exista dicha j .

Como ¢ €7, e es Zj-medible. Para estas funciones simples definimos la integral como:

T
| 9t 0B = T ) [By,, - B J@),
s J

donde B; es un movimiento browniano estandar (comienza en 0).

Hay tres propiedades importantes que cumple la integral de It6 con respecto a las funciones

simples, estas se mencionan a continuacion. Si Az,g € 7 son funciones simples y a,b € R:

1. Media cero r
[E[f htdBt] =0 N
S

2. Isometria de It6

[E[(fsThtdBt)z] =[E[fsT|ht|2dBt] :
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3. Linealidad r - -
f (ah;+bg)dB; =af htdBt+bf h;dB; .

Se puede demostrar la existencia de una funcién f € 7' y funciones ¢, € 7 tales que:

B[ [T1F -] 0.

La existencia de dichas funciones ¢, se debe a la de isometria de It6, la prueba de esto no se

presenta en esta tesis pero se puede encontrar en Oksendal [32, Capitulo 3].

Definicion 29. La integral de Ité para una funcién f es:

T T
| rewdBw=lim [ gne0dBiw

La integral de It6 cumple algunas de las propiedades que cumple la integral usual, por ejemplo
es lineal y se puede separar la integral de un intervalo dado en sub-intervalos. Por otro lado hay

algunas propiedades de esta integral que no son intuitivas, por ejemplo:

f(T)N+1 _ f(S)N+1
N+1

r N 1 r N-1
f F@N dBy(w) = -3 f £V 1dBy(w) (A.5)
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APENDICE DEL CEREBRO HUMANO Y LAS RESONANCIAS
MAGNETICAS

En este apéndice se discute brevemente el uso de la ecuacién de Fokker-Planck en la neurociencia.
También se plantea de manera general lo que son las resonancias magnéticas y como se hace la
parcelacion del cerebro en regiones con las cuales se generan las series de tiempo que se estudian

en esta tesis.

B.1 La Ecuaciéon de Fokker-Planck y el Cerebro

Las células vivas tienen una tensién eléctrica (voltaje) entre el interior y el exterior de sus
membranas, a dicha diferencia de potencial se le conoce como potencial de membrana. Las
membranas de algunas células tienen canales de proteinas que permiten el flujo de iones a través

de ellas, estos canales reciben el nombre de canales iénicos.

Figura B.1.0.0.1: Canales iénicos

Las neuronas son células que viven en un ambiente ruidoso pues los canales de iones abren y
cierran de manera aleatoria y esto se puede interpretar como ruido [11, Capitulo 10]. Una razén
por la cual se utiliza la ecuacién de Fokker-Planck en la neurociencia es que el cerebro humano

no puede ser descrito de manera determinista por factores que no lo permiten como el ruido que
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hay en el ambiente en el que viven las neuronas.

La ecuacion de Fokker-Planck es utilizada por distintos autores (ver articulos, [23] y [8]) para
modelar el potencial de las membranas, mas atn en el articulo Dynamic models of large-scale
brain activity [3] Michael Breakspear seniala a la ecuacion de Fokker-Planck como uno de dos

esquemas opuestos para modelar aproximaciones de la dindmica de neuronas:

¢ Cuando la coherencia en la escala de un sistema es suficientemente débil como para ignorar

los impulsos eléctricos individuales tiene sentido utilizar la ecuacién de Fokker-Planck.

* Reciprocamente cuando la coherencia es suficientemente fuerte la varianza se puede

considerar pequefia y constante, de esta manera el modelo indicado es el de Morris-Lecar.

Es evidente que la ecuacion de Fokker-Planck es relevante y ttil en la neurociencia y sus
aplicaciones. Sin embargo en este trabajo no se utiliza la ecuacién de Fokker-Planck para modelar
el potencial de neuronas pues se consideran regiones de neuronas y la correlaciéon que hay entre

dichas regiones.

B.2 Sobre las Resonancias Magnéticas y la Parcelacion del

Cerebro

La imagenologia por resonancia magnética (MRI, Magnetic Resonance Imaging), funciona con los
principios fisicos de la resonancia magnética nuclear, donde bajo un campo magnético potente es
posible extraer la sefial (por lo general de protones de hidrégeno) de manera tomografica a través

del cuerpo humano de una manera no invasiva, ver articulo [17].

Se pueden registrar cambios hemodinamicos cerebrales que acompaian la activaciéon neuronal y
realizar una evaluacién funcional de las regiones responsables de la sensorialidad, motricidad,

cognicién y procesos afectivos en cerebros normales y patolégicos, ver articulo [7].

La MRI ademais de reflejar la estructura interna del cerebro permite medir cambios metabélicos
por medio del estado magnético de la hemoglobina (Hb), mediante un estudio fMRI (functional
MRI), es decir un estudio temporal de MRI. Cuando la Hb pasa de un estado de oxi-hemoglobina a
deoxi-hemoglobina ocurre un cambio local apreciable en la senal de MRI, que se conoce como nivel
dependiente de oxigenacién de la sangre (o efecto BOLD, Blood Oxigenation Level Dependent),
ver articulo [31], esto permite observar distintas areas del cerebro que se encuentran activas en

un momento dado.

Las funciones complejas del sistema nervioso son consecuencia de la interaccion entre redes de

neuronas y no el resultado de las caracteristicas especificas a cada neurona de manera individual,
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ver articulo [26]). El cerebro es una red compleja con organizacion macroscépica a nivel de areas
funcionales y nicleos subcorticales, ver articulo [27]. Con esto en mente es que en esta tesis se
asume que una estrategia valida para estudiar la actividad del cerebro es a través de regiones de
neuronas. Dicha divisiéon en regiones se realiza mediante un sistema de parcelacién del cerebro
humano que esta basada en la anatomia funcional de la corteza cerebral y se aplica al analisis de

imagenes de resonancias magnéticas, ver articulo [29].

Las 264 regiones consideradas para la aplicaciéon de esta tesis son los nodos de una red
rs-fcMRI que se estudia en el articulo Functional network organization of the human brain, ver
articulo [27]. Estas regiones se tomaron en cuenta para el desarrollo de este modelo y su posible

aplicacién al trabajo doctoral de Maria del Lucero Pacheco Blas.

B.3 Sobre las Series de Tiempo

En esta tesis se utiliza la correlacién que hay entre series de tiempo correspondientes a regiones
del cerebro, esta metodologia también es utilizada en el articulo Functional Magnetic Resonance
Imaging: A new technique with implications for psychology and psychiatry [20], en el cual Friston
hace un anadlisis correlacional de datos longitudinales recopilados a lo largo de un intervalo
de tiempo en un solo sujeto (o con la media de varios sujetos, en un lapso fijo bajo los mismos
estimulos). El objetivo de estos analisis es descubrir el perfil caracteristico o patron fisiolégico
cerebral que define una neuropatologia o un estado particular del cerebro. La interpretacion estos
perfiles distribuidos, ciertamente depende del concepto de conectividad funcional, pero no son
medidas directas de conectividad funcional, con lo cual concluye que las correlaciones temporales

no pueden ser medidas sin una serie de observaciones en el tiempo.

Para obtener las series de tiempo de las resonancias magnéticas se utiliza el software FSL que
requiere de datos rs-fcMRI o datos fMRI. Durante el proyecto HIM/2016/016 SSA 1251 que
se menciona en el capitulo (1) se obtuvieron datos que se utilizaron durante este trabajo. Sin

embargo estos resultados se omiten para ser utilizados en otros trabajos.

FSL, ver articulo [19], es una herramienta que nos permite cargar la informacién que se obtiene
del resonador esencialmente para tener series de tiempo pre-procesadas con las que es posible
trabajar. El pre-procesamiento consiste a grandes rasgos en filtrar las frecuencias bajas y altas
para eliminar ruido; hacer un filtro espacial para homogeneizar la calidad de la imagen; corregir
las diferencias temporales para reconstruir la informacién correspondiente a cada voxel; escoger
una parcelacion del cerebro y segmentarlo para finalmente obtener una serie de tiempo por cada
region de interés. Este pre-procesamiento es necesario para que la informacién de las series de

tiempo sea consistente tanto de manera temporal como espacial y para que dicha informacién
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tenga la menor cantidad de ruido posible.

B.4 El estudio de las series de tiempo

Una estrategia estandar para obtener informacién de las resonancias magnéticas, es calculando
la matriz de correlacién de las mismas y luego aplicar una funcién umbral para filtrar la
informaciéon de y asi generar una topologia de red mas general, de esta manera se logra estudiar

las propiedades de una red basada en la actividad de las regiones consideradas.

fMRI timeseries brain parcellation time course extraction

outcome network properties thresholding  connectivity matrix

N R

network property

Figura B.4.0.0.1: Diagrama del procesamiento de las resonancias

Sin embargo, para este trabajo no se desea seguir la misma estrategia. Sin aplicar un umbral
a la matriz de correlaciones, esta se pasa como parametro a la ecuaciéon de Fokker-Planck. El
término de arrastre de esta matriz determina el campo vectorial que seguira la densidad de
probabilidad descrita por la ecuacién. Asi la matriz de correlaciones determina un campo vectorial
que permite observar la manera en la que se comportan las regiones segun la influencia que hay

entre ellas.

Este es un modelo inicial de uno mas general que debera considerar ecuaciones mas generales
que las que se utilizan en esta tesis. Ademas, en el caso general se puede llegar a utilizar
un término de Fisher que permita a la densidad de probabilidad cambiar su difusién. Dicho
modelo general es la idea que el Dr. Pablo Padilla Longoria, del Instituto de Investigaciones en

Matematicas Aplicadas, compartié con nosotros y en la cudl se basé este trabajo.
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SOBRE LAS ECUACIONES DIFERENCIALES ESTOCASTICAS

En este apéndice se hara una comparacion entre las ecuaciones de Langevin y las SDE’s del
calculo de It6. Ademas se presenta una derivacién hecha por de Einstein de un caso particular de
la ecuacion de Fokker-Planck. Este apéndice tiene como referencia el libro Gardiner, Gardiner
[12].

C.1 Einstein y el Movimiento Browniano

Louis Bachelier modelé por primera vez (en 1900) el movimiento browniano en su tesis doc-
toral titulada Teoria de la especulacién (Théorie de la spéculation) [2], la meta de este trabajo
era estudiar la dinamica de la bolsa (Stock Exchange) utilizando teoria de la probabilidad. Sin
embargo el problema de movimiento browniano, planteado por Brown en 1827, no fue claro
hasta 1905 afio en el cual Einstein publicé una explicacién en su articulo Concerning the mo-

tion, as required by the molecular-kinetic theory of heat, of particles suspended in liquids at rest [9].

Dos puntos importantes en la publicacién de Einstein para el problema del movimiento browniano

son:

1. “El movimiento es causado por una frecuencia excesiva de impactos al grano de polen
por parte de las moléculas del liquido (en el que esta suspendido), cuyo movimiento es

incesable.”

2. “El movimiento de las particulas es suficientemente complicado como para que sus efectos
en el grano de polen se puedan describir iinicamente de manera probabilista, en términos

de la frecuencia estadistica de impactos independientes.”
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Ademas hizo algunas conjeturas de gran utilidad con respecto al movimiento browniano, por

ejemplo:

“Se debe asumir que cada particula (de manera individual) tiene un movimiento independiente
del movimiento de las demaés particulas; también se debe considerar que el movimiento de una
misma particula es independiente en distintos intervalos de tiempo, siempre y cuando dichos

intervalos sean suficientemente grandes, denotados por 7.”

En su trabajo Einstein derivé una ecuacion que dio lugar a las ecuaciones de Langevin que se

plantean en la siguiente seccién, la derivacién de esta ecuacion la hizo de la siguiente manera:

Si hay n particulas suspendidas en un liquido. En un intervalo de tiempo 7, las coordenadas x; de
la cada particula individual incrementaran en una cantidad A (donde A toma un valor distinto,
positivo o negativo, para cada particula). Habra una cierta ley de frecuencia para A; el nimero

dn de particulas que sufran un cambio durante A y A+ dA esta dado por:

dn =n¢p(A)dA, (C.1)
donde
foo P(A)dA=1 (C.2)

y ¢ es distinto de cero para valores pequefios de A, ademads es una funcién par, es decir

P(A) = p(—A) (C.3)

Sea v = f(¢,x) la cantidad de particulas por unidad de volumen. A partir de la definicién de ¢,
podemos encontrar la cantidad de particulas entre dos planos perpendiculares al eje x que pasan

por los puntos x y x + dx:

f+7,0x)dx= dxfoof(t,x+A)(/>(A)dA. (C4)

Como 7 es muy pequeiia podemos hacer

f+71,x)dx = f(t,x)+r%.

Tomando la expansion en serie de Taylor de f(¢,x + A):

9 2 32
flen) N Pfen)
ox 2 0x2

Podemos usar esta serie con la integral, pues tinicamente pequefios valores de A afectan a esta

f@x+A)=f(x)+A

ecuacion. Entonces tenemos
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of [ of [ 0%f [ A?
P f NN f Apaydn+ 2L f S o)A,

aT 00 _x 00 axz oo}
Por (C.3), los términos pares desaparecen, considerando entonces los términos restantes y (C.2)

obtenemos:

of _0%*f
E :D@..., (C.5)

donde

0o A2
D:lf 5¢mm&
T 2

o0

De manera que (C.5) es un caso particular de la ecuacion de Fokker-Planck y D es el coeficiente de
difusién. Otra observacion importante es que la ecuacién (C.4) es un caso especial de la ecuacién

de Chapman-Kolmogorov.

C.2 Ecuaciones de Langevin

Tiempo después del trabajo original de Einstein, Langevin dio una derivacién distinta a la cual el
se refirié como, “ infinitamente mas simple ”. Esto resulté en el primer ejemplo de una ecuacién

diferencial estocastica.

“Por la mecanica estadistica sabemos que la media de la energia cinética de la particula browniana

debe alcanzar un valor:

1 45 1
- — —k »’
(Gmv7) =g Q
valores definidos en la ecuacién (3.14), (Einstein y Smoluchowski llegaron a esta conclusién

por distintos medios). Hay dos fuerzas que actiian sobre la particula de masa m:

1. Un arrastre viscoso: asumiendo que este esta dado por la misma ecuacién que en la
hidrodinamica microscépica, —6nnrdx/dt, donde 1 es la viscosidad y r el diametro de la

particula, asumiendo que es esférica.

2. Una fuerza de fluctuante Z que representa los impactos incesantes a la particula browniana
de las moléculas del liquido. Esto es lo tinico que se conoce de este echo ademas de que

deberia tomar un valor positivo o negativo con la misma probabilidad.

Asi, la ecuacion de movimiento que se tiene para describir la posicién de la particula esta dada

por la ley de Newton, de la siguiente manera:

0%x Ox

—=-6 +Z. C.6
™o " 5 (C6)
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La ecuacién (C.6) da lugar a las ecuaciones de Langevin que de forma simple se escriben como:

dx
dt
donde x es la variable de interés, a y  son funciones dadas y ¢ es el termino aleatorio. Para

a(t,x)+ B, x)5(2), (C.7

t #t' se tiene que los pasos de ¢ son independientes. También se requiere que {(&(¢)) = 0, pues
cualquier media distinta de cero puede ser tomada como parte de a, por lo cual también se

requiere que:

EDEE))Y =6 -1,

para no tener correlacion entre distintos tiempos.
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