
Universidad Nacional Autónoma de México

Facultad de Ciencias

CATEGORÍAS: SEMÁNTICA ALGEBRAICA

T E S I S

QUE PARA OBTENER EL TÍTULO DE:

MATEMÁTICA

P R E S E N T A :

NIEVES IBARRA ALBA CELESTE

TUTOR

DR. FRANCISCO MARMOLEJO RIVAS

Ciudad Universitaria, Cd. Mx., 2025



 

UNAM – Dirección General de Bibliotecas 

Tesis Digitales 

Restricciones de uso 
  

DERECHOS RESERVADOS © 

PROHIBIDA SU REPRODUCCIÓN TOTAL O PARCIAL 
  

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal 
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México). 

El uso de imágenes, fragmentos de videos, y demás material que sea 
objeto de protección de los derechos de autor, será exclusivamente para 
fines educativos e informativos y deberá citar la fuente donde la obtuvo 
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro, 
reproducción, edición o modificación, será perseguido y sancionado por el 
respectivo titular de los Derechos de Autor. 

 

  

 



ii



Gracias a la vida que me ha dado tanto
me ha dado la marcha de mis pies cansados

con ellos anduve ciudades y charcos
playas y desiertos, montañas y llanos

y la casa tuya, tu calle y tu patio
-Violeta Parro

No sé desde dónde comenzar a agradecer: a mis amigos del CECyT 2, en especial a los
del ajedrez y las yugis, Vago, Feno, Gustavo e Ismael, Kilo, Sara y Nut, sin su compañía
que horribles habrían sido aquellos años; a mis compañeros de la universidad Nestor, Ari,
Margarita, Andony, Jona, Charlie, Carlos, Cris y Celio, en fin toda la oficina: que lindo fue
compartir materias con ustedes; a los ayudantes Kuau, Leo y Luis: disfrute enormemente
sus clases; a mis maestros y asesores, en especial a aquellos que me enseñaron teoría de
categorías Turcio y Marmolejo, definitivamente la materia más hermosa que he aprendido
y seguiré aprendiendo; a mi mamá, gracias por todo, literalmente sin tu esfuerzo jamás
habría llegado tan lejos; a mi papá, gracias por tu cariño, por enseñarme tu nobleza y
humildad; finalmente a mi hermana, gracias por tener siempre tiempo para mí.



iv



Índice general

Introducción 1

1. Completaciones 3
1.1. Extensiones de Kan . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
1.2. Seudomónadas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
1.3. Completación libre bajo productos finitos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
1.4. Cocompletación libre bajo colímites . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
1.5. Colímites filtrantes y tamizados . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

2. Teorías y Categorías Algebraicas 23
2.1. Teorías Algebraicas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
2.2. Teorías de Lawvere . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
2.3. Ejemplos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

3. Lenguajes y Funtores 35
3.1. Lenguajes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
3.2. H-álgebras . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
3.3. Funtores Finitarios . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
3.4. Sucesiones . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

4. Teorías Ecuacionales 49
4.1. Variedades (Algebraicas) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49
4.2. Teorías libres de Lawvere . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55
4.3. Ejemplos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61

Bibliografía 65

i



ii ÍNDICE GENERAL



Introducción

La teoría de categorías ha demostrado ser una herramienta eficaz para el estudio de las
matemáticas. En [12] F. W. Lawvere nos muestra como podemos usar la teoría de categorías
para la interpretación de lenguajes y estructuras algebraicas a partir de las “Teorías Algebraicas”.

Una teoría algebraica es una categoría C pequeña con productos finitos y un álgebra para C
es un funtor A : C → V donde V es la categoría de conjuntos y A preserva productos. El ejemplo
más sencillo de teoría algebraica que no es trivial es la categoría Nop = N , la cual es la dualización
de la subcategoría plena de conjuntos conformada por números naturales. Las álgebras para N
junto con las transformaciones naturales definen una categoría la cual denotamos por AlgN , en
este caso se satisface que AlgN ≃ V . El objetivo de esta tesis es profundizar en el estudio de las
teorías algebraicas, proporcionando ejemplos y resultados básicos. Finalmente, se establece una
conexión con la teoría de modelos, creando un puente entre la lógica matemática y la teoría de
categorías.

En el primer capítulo hacemos uso de las extensiones de Kan para definir las construcciones

T C ,FamC , Ĉ , SindC , IndC

para una categoría C . La construcción T C tiene como objetivo agregar de forma libre productos
finitos a la categoría C , es decir, dada cualquier colección finita C0, . . . , Cn−1 de objetos en C ,
la sucesión (C0, C1, . . . , Cn−1) es un objeto en T C que funge como el producto de los objetos
C0, . . . , Cn−1 ∈ T C . La construcción FamC es dual a T C , mientras que Ĉ agrega todos los
colímites a C de forma libre. Finalmente las construcciones SindC e IndC cocompletan a C
respecto a colímites tamizados y filtrantes respectivamente 1.5.3.

En el segundo capítulo entramos en materia, brindamos la definición de teoría algebraica,
junto con algunas de sus propiedades, definimos una noción de morfismo entre teorías algebraicas
(un funtor entre teorías algebraicas que respeta productos). Las teorías algebraicas junto con
los morfismos entre teorías algebraicas definen a la categoría Th. Para cada teoría algebraica
T construimos la categoría de álgebras para T , denotada como AlgT , esta categoría también
es conocida como categoría de modelos para T . Si C ≃ AlgT , C es conocida como categoría
algebraica. Las categorías algebraicas definen una categoría, donde los morfismos entre cate-
gorías algebraicas son funtores que preservan límites y preservan colímites tamizados, la cual
denotamos como ALG. Además de definir teorías algebraicas, definimos un caso particular de
éstas, las teorías de Lawvere. Una teoría de Lawvere es un par (e, T ), donde T es una teoría
algebraica y e : N → T es un funtor algebraico biyectivo en objetos, la subcategoría plena de
Th conformada por las teorías de Lawvere la denotamos por Th1. Definimos a las categorías
algebraicas de un único tipo 2.2.8 como las categorías algebraicas que son concretamente equiva-
lentes a una categoría de álgebras para una teoría de Lawvere, así como la categoría de categorías
algebraicas de un único tipo, denotada por ALG1. En la sección final mostramos ejemplos de
todos los conceptos anteriores, en particular mostramos que la categoría de grupos abelianos es
una categoría algebraica de un único tipo.

El tercer capítulo pretende dar un enfoque categórico a la teoría de modelos de la lógica
matemática. En la primera sección definimos a los lenguajes 3.1.1, los que denotamos por L,
también definimos estructuras para el lenguaje L y los correspondientes morfismos entre estruc-
turas, lo anterior define a la categoría Mod(L). En la segunda sección definimos la categoría
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de álgebras para un endofuntor H : C → C 3.2.1, denotada por H-Alg. La categoría H-Alg es
concreta sobre C , por tanto cuenta con un funtor que olvida

UH : H-Alg → C .

En la tercera sección mostramos que en el caso en que H sea un endofuntor finitario 3.3.1 en
la categoría de conjuntos V , el funtor UH cuenta con un adjunto izquierdo LH conocido como
H-álgebra libre. En la sección final definimos a los funtores polinomiales en conjuntos

H : V → V , H(X) =
∑
n∈N

AnX
n , H(f) =

∑
n∈N

Anf
n

donde An es una familia de conjuntos indexada por el conjunto de números naturales N y
f : X → Y es una función. Mostramos que la categoría H-Alg es equivalente a la categoría
Mod(L), cuando el conjunto de letras funcionales de L coincide con el conjunto F =

∑
n∈NAn,

es decir, la unión ajena de la familia An.
El cuarto capítulo profundiza más en el estudio de teorías algebraicas. La primera sección

brinda la definición de ecuación para una teoría algebraica T 4.1.1, así como congruencia 4.1.4 y
cociente de teorías algebraicas 4.1.9, se establecen las consecuencias que tiene cada una de estas
definiciones en la categoría de álgebras para AlgT , esto nos brinda la noción de variedad 4.1.6
la cual es una subcategoría plena de A ⊆ AlgT , donde todos los objetos de A satisfacen un
conjunto de ecuaciones en T . Para la segunda sección, recurrimos a [3], donde se muestra que
la categoría de álgebras para un endofuntor H : V → V finitario es una categoría algebraica.
Tomando H =

∑
n∈NAnX

n donde An es una familia de conjuntos, tenemos que H es finitario,
entonces contamos con el funtor H-álgebra libre LH : V → H-Alg. El objetivo principal de
esta sección es mostrar que si T = LH(N)op (la subcategoría plena de AlgT conformada por la
imagen de LH en N), entonces T es una teoría algebraica de Lawvere y las álgebras para (e, T )
son las estructuras para el lenguaje L, es decir, mostramos la equivalencia

AlgT ≃Mod(L)

Cada teoría de Lawvere (e, T ), define una sucesión ar(T ) :
∑

n∈N T (e(n), e(1)); esta asignación
se extiende a un funtor U : Th1 → V /N , para terminar la sección mostramos que U cuenta con
un adjunto izquierdo, conocido como teoría libre de Lawvere, con este resultado concluimos que
toda teoría de Lawvere es un cociente de una teoría libre de Lawvere. Para finalizar mostramos
ejemplos de ecuaciones, cocientes y teorías libres, en particular definimos la categoría de magmas
4.3.1 y mostramos que es algebraica, además mostramos un ejemplo de cociente de teorías
algebraicas.



Capítulo 1

Completaciones

1.1. Extensiones de Kan

Definición 1.1.1: Sean C ,D categorías, definimos la categoría C D

1. Ob(C D) es el conjunto de los funtores F : D → C

2. C D(F,G) es el conjunto de las transformaciones naturales de F a G.

Si D ,F son categorías y F : D → F es un funtor, entonces para toda categoría C podemos
definir al funtor

C F : C F → C D , C F (H) = HF, C F (α) = αF

donde α : H → H ′ es una transformación natural con componentes αi : H(i)→ H ′(i), i ∈ F y
αF se define como la transformación natural

αF = {αF (d) : H(F (d))→ H ′(F (d)) | d ∈ D}.

Sean F : C → A y G : C → B funtores, una extensión izquierda de F a lo largo de G es
un par (H, η) donde H : B → C es un funtor y η : F → HG una transformación natural. De
forma dual el par (H, ε) es una extensión derecha si H : B → C es un funtor y ε : HG→ F es
una transformación natural, representamos las condiciones anteriores por los diagramas:

C A C A .

B B

F

G G

F

H
η

H
ε

Definición 1.1.2: (Extensión de Kan) Sean F : C → A y G : C → B funtores, una extensión
izquierda (H, η) de F a lo largo de G es de Kan si es inicial, es decir, para toda extensión
izquierda de F a lo largo de G, (K,ϑ), existe una única transformación natural ϑ : H → K tal
que ϑG · η = ϑ, lo que representamos por los diagramas:

C A C A .

B B

F

G = G

F

K
ϑ Hη

K
ϑ

De forma dual, una extensión derecha (H, ε) de F a lo largo de G es de Kan si es terminal, es
decir, para toda extensión derecha de F a lo largo de G, (K, ζ), existe una única transformación
natural ζ : K → H tal que ε · ζG = ζ.

3



4 CAPÍTULO 1. COMPLETACIONES

La extensión de Kan izquierda de F a lo largo de G, cuando existe, es única salvo isomorfismo
natural. En efecto, en caso de existir una segunda extensión de Kan izquierda (H ′, µ), usando
la propiedad del par (H, η), existe una única transformación natural µ : H → H ′ tal que
µG · η = µ, de forma análoga usando la propiedad de (H ′, µ), existe una única transformación
natural η : H ′ → H tal que ηG · µ = η, entonces

(µ · η)G · µ = (µG · ηG) · µ = µG · (ηG · µ) = µG · η = µ = idH′G · η
(η · µ)G · η = (ηG · µG) · η = ηG · (µG · η) = ηG · µ = η = idHG · η

Por tanto µ · η = idH′ y η · µ = idH .
Definición 1.1.3: Sean F : C → A y G : C → B funtores, si la extensión de Kan izquierda
de F a lo largo de G existe, la denotamos por (IanGF, ηF ). De forma similar (DanGF, εF )
representa la extensión derecha de Kan de F a lo largo de G.

Los subíndices de las transformaciones ηF , εF usualmente serán omitidos. El siguiente resul-
tado nos muestra cuando podemos asegurar la existencia de extensiones de Kan izquierdas.
Teorema 1.1.4: Sea G : C → B funtor. Si para todo F : C → A existe IanG(F ), entonces

IanG : A C → A B

es funtorial y además es adjunto izquierdo del funtor A G : A B → A C .

Demostración. Sea F : C → A y (IanGF, ηF ) su extensión de Kan izquierda, si α : F ′ → F
es un morfismo en A C , entonces ηF · α : F ′ → IanGFG es una transformación natural, por
la propiedad universal de (IanGF

′, ηF ′) sabemos que existe una única transformación natural
IanG(α) : IanGF

′ → IanGF tal que ηFα = IanG(α)G · ηF ′ , es decir, se tiene la igualdad

C A C A

B. B

F

F ′

α

G

=

F ′

G
IanG(F )

ηF

IanG(F )

IanG(F ′)
IanG(α)

ηF

Veamos que IanG es funtor. Para toda F ∈ AC se tiene que IanG(idF ) = idIanGF , pues

idIanG(F )G · ηF = idIanG(F )·G · ηF = ηF = ηF · idF .

Por otro lado, para toda α : F ′ → F y β : F ′′ → F ′ tenemos que

ηFαβ = (ηFα)β = (IanG(α)G · ηF ′)β = IanG(α)G · (ηF ′β)

= IanG(α)G · (IanG(β)G · ηF ′′) = (IanG(α) · IanG(β))G · ηF ′′ ,

y tanto IanG(α)·IanG(β) como IanG(α·β) satisfacen la ecuación anterior, lo que por la unicidad
implica que IanG(α) · IanG(β) = IanG(α · β).

Para verificar que IanG ⊣ A G obsérvese que por definición de extensión izquierda de Kan,
para cada F ∈ A C y H ∈ A B contamos con la biyección natural

A C (F,H ◦G)→ A B(IanG(F ), H).

Note que si C es pequeña y B cocompleta, entonces la extensión de Kan izquierda del funtor
F : C → A a lo largo de G : C → B existe [14][pág 238].
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1.2. Seudomónadas

Asumiremos que el lector está familiarizado con los conceptos de categoría enriquecida y la
teoría de 2-categorías. Se puede encontrar un desarrollo extenso en [10] y [9].

Una seudomónada colaxa idempotente [11, 21], es en esencia una generalización del concepto
de mónada idempotente para 2-categorías. El objetivo de esta sección es dar un breve repaso
al concepto de mónada en el caso de categorías, repasaremos algunos de los resultados de [4] y
posteriormente haremos uso de extensiones de Kan para brindar la definición de seudomónada
colaxa idempotente.
Definición 1.2.1: Sea C una categoría. Una mónada para C es una terna

T = (T, η, µ)

donde T : C → C es un endofuntor y η : IdC → T , µ : T 2 → T son un par de transformaciones
naturales tales que los siguientes diagramas conmutan

T 3 T 2 T T 2 T

T 2 T T.

Tµ

µT µ

Tη

µ

ηT

µ

Definición 1.2.2: Sean T = (T, η, µ) una mónada sobre C , un álgebra para T es un par (A, a)
donde A ∈ C y a : T (A) → A es un morfismo en C que verifica la conmutatividad de los
siguientes diagramas

A T (A) T 2(A) T (A)

A T (A) A.

ηA

a

Ta

µA a

a

Un morfismo entre álgebras (A, a), (B, b) para T consiste de un morfismo h : A → B en C tal
que bT (h) = ha, es decir, tal que el cuadrado siguiente conmuta

T (A) T (B)

A B.

T (h)

a b

h

La categoría de álgebras para T la denotamos por C T.
Proposición 1.2.3: Sea T = (T, η, µ) una mónada sobre C , para X ∈ C el par (T (X), µX) es
un álgebra.

Demostración. Hay que verificar que los diagramas

T (X) T 2(X) T (T 2(X)) T 2(X)

T (X) T 2(X) T (X)

ηTX

µX

TµX

µTX µX

µX

conmutan, sin embargo por definición ηTX = ηTX y µTX = µTX , así los diagramas anteriores
conmutan porque T es una mónada. A las álgebras (T (X), µX) se les conoce como álgebras
libres.

Definición 1.2.4: Sean T una mónada y C el dominio de T , la categoría de Kleisli para la
mónada T se denota por K(T) y consta de:
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1. Ob(K(T)) = Ob(C )

2. K(T)(A,B) = C (A, T (B)), donde la composición para f : A→ B, g : B → C en K(T) se
da por el morfismo

A T (B) T 2(C) T (C)
f T (g) µC

en C .

3. Para cada A ∈ K(T), la identidad es el morfismo ηA : A→ T (A) en C .

Proposición 1.2.5: Sea T una mónada sobre C . La categoría de Kleisli K(T) se encaja en C T,
la categoría de álgebras para la mónada T.

Demostración. Definimos al funtor

Φ : K(T)→ C T, Φ(A) = (T (A), µA), Φ(f) = µB · T (f)

donde f : A → B es un morfismo en K(T), por tanto f : A → T (B) es un morfismo en C y
Φ está correctamente definido. Los detalles finales se pueden encontrar en [4][Proposición 3.2.2,
pág.88].

Ejemplo 1.2.6: Sea V la categoría de conjuntos, para (M, ∗, 1) un monoide, definimos al funtor

M : V → V , M(X) =M ×X, M(f) = idM × f

donde f : X → Y es una función entre conjuntos. El funtor M define una mónada con las
trasformaciones

µ : M2 →M, µX :M ×M ×X →M ×X, µX(m,m′, x) = (m ∗m′, x),

η : IdV →M, ηX : X →M ×X, ηX(x) = 1× idX(x) = (1, x).

En efecto, sea X un conjunto, entonces tenemos las siguientes igualdades

µX(µMX(m,m′,m′′, x))) = µX(mm′,m′′, x) = ((m ∗m′) ∗m′′, x)

= (m ∗ (m′ ∗m′′), x) = µX((m,m′ ∗m′′, x))

= µX(idM × µX(m,m′,m′′, x)) = µX(MµX(m,m′, x)).

De forma similar tenemos que

(µX(MηX))(m,x) = µX(idM × ηX(m,x)) = µX(m, 1, x)

= (µX(1× idM×X)) (1,m, x) = µX(ηMX(m,x))

= (µX(ηMX))(m,x),

lo que demuestra que (M, η, µ) es una mónada. Una álgebra para la mónada (M, η, µ) es un par
(A, a) donde A es un conjunto y a : MA→ A es una función tal que

A M(A) M2(A) M(A)

A M(A) A.

ηA

a

M(a)

µA a

a
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La categoría de M -conjuntos es isomorfa a la categoría de álgebras para (M, η, µ) [4], entonces
todo M -conjunto X adquiere una estructura de álgebra para la mónada (M, η, µ), dada por
a(m,x) = m · x, en efecto

aηX(x) = a(1, x) = 1 · x = x,

aµX(m,m′, x) = a(m ∗m′, x) = m ∗m′ · x
= m · (m′ · x) = a(idM × a)(m,m′, x)

= a(M(a))(m,m′, x).

Por otro lado, de 1.2.3, sabemos que M(X) cuenta con una estructura de álgebra libre, el par
(MX,µX)

M(X) M2(X) M3(X) M2(X)

M(X) M2(X) M(X).

ηMX

µX

MµX

µMX µX

µX

Observamos que la acción a : M(X)→ X es el coigualador del par µX ,M(a) : M2(X)→M(X)
ya que

a(M(a)(m,m′, x)) = a(m,m′ · x) = m · (m′ · x),
a(µX(m,m′, x)) = a(m ∗m′, x) = (m ∗m′) · x

muestran que aµX = aM(a) y para cualquier conjunto E y una función e : M(X)→ E tal que
eµX = eM(a) podemos definir h : X → E como h(x) = e(1, x), entonces

h(a(m,x)) = h(m · x) = e(1,m · x) = e(M(a)(1,m, x))

= e(µX(1,m, x)) = e(1 ·m,x) = e(m,x)

así h es la única función tal que ha = e, ya que a : M(X) → X es claramente sobreyectiva.
Entonces a es el coigualador de µX ,M(a).

La observación anterior es válida para cualquier mónada T y para cualquier álgebra (A, a)
para T, i.e, el morfismo a es el coigualdor del par T (a), µA : T 2(A) → T (A) [4][pág.86], en
particular tenemos que la categoría C T es, en cierto sentido, la categoría de cocientes de K(T).

Una de las observaciones interesantes del ejemplo anterior es que el conjunto M(X) también
cuenta con una acción de M , a saber la acción definida por µX , lo cual lo vuelve un M -conjunto,
el ejemplo 1.2.6 muestra que toda acción en X se puede obtener a partir de un cociente en el
conjunto M(X).

En [17] se muestra que se puede brindar una definición equivalente del concepto de seudo-
mónada idempotente colaxa a partir de extensiones de Kan, más aún se muestra como usar
extensiones de Kan para definir las nociones de álgebra para una seudomónada idempotente
colaxa.
Definición 1.2.7: (seudomónada derecha) Sea C una 2-categoría, una seudomónada derecha
de Kan en C , T, consta de lo siguiente:

1. Una función T : Ob(C )→ Ob(C ).

2. Para todo A ∈ C una celda unidimensional tA : A→ T (A).

3. Para toda celda unidimensional F : B → T (A), una extensión de Kan derecha de F a lo
largo de tB

B T (A)

T (B)

F

tB FT
TF
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donde TF es invertible.

Y además se satisfacen las siguientes condiciones

a) Para todo A ∈ C , el par (idT (A), idtA) es la extensión de Kan derecha de tA con respecto
a tA del inciso 3.

A T (A)

T (A)

tA

tA idTA

idtA

b) Para todo G : C → T (B) y F : B → T (A) la celda bidimensional FT · TG : FTGTtC →
FTG, exhibe a FTGT como la extensión de Kan derecha de FTG a lo largo de tC .

C T (B) T (A)

T (C)

tC

G FT

GTTG

El caso que nos compete es cuando C es la 2-categoría de categorías localmente pequeñas
CAT, donde CAT(C ,D) = DC .

Definición 1.2.8: Sea T una seudomónada derecha. Un álgebra B para T consta de un objeto
B ∈ C donde a cada F : C → B, celda unidimensional en C , se le asigna una extensión de Kan
derecha de F a lo largo de tC , es decir, un par (FB,BF ) con FB, BF celdas en C , BF invertible

C B.

T (C)

F

tC FB
BF

Además para todo G : X → TC en C tenemos que FBTG : FBGTtX → FBG exhibe a FBGT

como la extensión de Kan derecha de FBG a lo largo de tX

X T (C) B.

T (X)

tX

G FB

GTTG

Sean A,B álgebras para T, una celda unidimensional de álgebras H : B → A consiste en una
celda unidimensional H : B → A en C , de tal manera que para toda F : C → B en C tenemos
que HBF exhibe a HFB como la extensión derecha de Kan de HF a lo largo de tC

C B A.

T (C)

tC

F H

FBBF

Una celda bidimensional entre álgebras τ : H → K : B → A es simplemente una celda bidi-
mensional en C . La composición de celdas unidimensionales y bidimensionales se hereda de la
composición en C . Denotamos por C T a la 2-categoría de álgebras derechas de Kan para T.
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1.3. Completación libre bajo productos finitos

La completación de un espacio métrico X consiste en un espacio métrico X junto con una
isometría ∆ : X → X donde toda sucesión de Cauchy en X es convergente [20]. La construcción
anterior cuenta con una propiedad universal: para toda función uniformemente continua f : X →
N donde N es un espacio métrico completo, existe una única función uniformemente continua
f : X → N tal que f∆ = f .

X X

N.

∆

f
f

En el caso de la teoría de categorías los funtores juegan un papel similar al de las sucesiones
en espacios métricos, por tanto los funtores F : D → C pueden o no tener límites (colímites),
en C . En caso de que una categoría C no cuente con un límite (colímite) para un diagrama
F : D → C , tiene sentido preguntarse por la existencia de una categoría C junto con un encaje
de categorías, i.e un funtor fiel y pleno

∆ : C → C

donde la categoría C sí cuenta con todos los límites (colímites) para el funtor F : D → C .
Definición 1.3.1: Decimos que la categoría C tiene productos si C tiene todos los límites
pequeños sobre categorías discretas. En caso de que C cuente con límites sobre diagramas finitos
y discretos diremos que C tiene productos finitos.

Si C es una categoría, es suficiente mostrar que C tiene objeto terminal y productos binarios
para mostrar que C tiene productos finitos, de hecho tenemos el siguiente resultado.
Teorema 1.3.2: C tiene productos finitos si y sólo si C tiene objeto terminal y productos
binarios.

Demostración. ⇒ Se satisface de forma automática.
⇐ La demostración procede por inducción.

1. El producto vacío es el objeto terminal.

2. Supongamos que el producto de cualesquiera n objetos en C existe. Sean C0, . . . , Cn,
objetos en C . Por hipótesis de inducción tenemos que el producto

∏n−1
i=0 Ci existe junto

con las proyecciones π′i :
∏n−1

i=0 Ci → Ci, donde i ∈ {0, 1, . . . , n − 1}. Por otro lado, de
la hipótesis sabemos que los productos binarios existen, entonces podemos considerar al
objeto

n−1∏
i=0

Ci × Cn

con las proyecciones

p0 :
n−1∏
i=0

Ci × Cn →
n−1∏
i=0

Ci, p1 :
n−1∏
i=0

Ci × Cn → Cn.

Entonces
∏n−1

i=0 Ci × Cn es el producto de C0, . . . , Cn y las proyecciones son

πi = π′ip0 :

n−1∏
i=0

Ci × Cn → Ci para i ∈ {0, 1, . . . , n},

πn = p1 :

n−1∏
i=0

Ci × Cn → Cn.
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En el caso de espacios métricos, la completación de un espacio métrico X se construye a
partir de un cociente en el conjunto de sucesiones de Cauchy de X. En efecto, considera

CX := {(ai)N ∈ XN | (ai)N es sucesión de Cauchy}

con la relación de equivalencia dada por (ai)N,(bi)N ∈ CX son equivalentes si y sólo si

ĺım
i→∞

d(ai, bi) = 0.

Si [(ai)N] representa a la clase de la sucesión (ai)N ∈ CX, entonces el conjunto CX/ ∼:= {[(ai)N]|
(ai)N ∈ CX} es un espacio métrico completo y la función

∆ : X → CX/ ∼, definida por ∆(x) = [(x)N]

es una isometría, por tanto el par (CX/ ∼,∆) es la completación métrica de X. Completar una
categoría C respecto a productos finitos tiene un espíritu similar a la completación de espacios
métricos. El proceso será más o menos el siguiente: tomaremos todas las familias indexadas por
conjuntos finitos de objetos en C y posteriormente brindaremos una definición de morfismo y
composición entre dichas familias finitas.
Definición 1.3.3: Sea C una categoría, definimos a la categoría coFamC como:

1. Los objetos de coFamC son familias finitas de objetos de C indexadas por conjuntos
finitos, es decir, (Ci)I tal que Ci ∈ C para todo i ∈ I y el conjunto I es finito.

2. Un morfismo entre familias (Ci)I y (C ′
j)J consiste de una pareja (a, α) donde a : J → I es

una función entre conjuntos finitos y α = {fj : Ca(j) → C ′
j | j ∈ J}, es decir, un conjunto

finito de morfismos en C . La identidad en cada familia (Ci)I consiste del par

(id : I → I, ι = {idCi : Ci → Ci | i ∈ n}).

Si (a, α) : (Ci)I → (C ′
j)J y (b, β) : (C ′

j)J → (C ′′
k )K son un par de morfismos en coFamC ,

definimos la composición de las familias β, α como el conjunto

βα := {gkfb(k) : Cab(k) → C ′
b(k) → C ′′

k | k ∈ K},

entonces el par (ab, βα) : (Ci)I → (C ′′
k )K es la composición (b, β) · (a, α).

3. Definimos al funtor

∆ : C → coFamC , ∆(C) = (C), ∆(f) = (id : 1→ 1, {f})

donde f : C → C ′ es un morfismo en C .

Lema 1.3.4: La categoría coFamC tiene productos finitos.

Demostración. Mostraremos que coFamC tiene objeto terminal y productos binarios, lo que
por 1.3.2 implica que coFamC tiene productos finitos.

Por definición tenemos que la familia vacía ( ) es un objeto en coFamC y además es
terminal, pues para cada (Ci)I existe un único morfismo

(! : ∅→ I,∅) : (Ci)I → ( ).

Veamos ahora que tenemos productos binarios. Sean (Ci)I y (C ′
j)J objetos en coFamC ,

proponemos a la familia

(Dm)I+J =

{
Dm = Ci Si m ∈ I
Dm = C ′

j Si m ∈ J
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donde I+J es el coproducto de los conjuntos I y J , el cual es finito. Proponemos a los morfismos

π0 = (iI : I → I + J, φ := {id : Ci → Di}) : (Dm)I+J → (Ci)I ,

π1 = (iJ : J → I + J, ψ := {id : C ′
j → Dj}) : (Dm)I+J → (C ′

j)J ,

donde las funciones iI : I → I + J, iJ : J → I + J son las respectivas inclusiones al coproducto
I + J . Veamos que (Dm)I+J junto con los morfismos π0, π1, satisface la propiedad universal del
producto. Sean (a, α) : (Ek)K → (Ci)I y (b, β) : (Ek)K → (C ′

j)J , por la propiedad universal del
coproducto, podemos encontrar una única función

[a, b] : I + J → K tal que [a, b]iI = a [a, b]iJ = b,

entonces el par ([a, b], α ∪ β) define un morfismo en coFamC de (Ek)K a (Dm)I+J , en efecto,
cada morfismo fi ∈ α es de la forma fi : Ea(i) → Ci, pero como Ci = Di y a(i) = [a, b](i),
entonces fi : E[a,b](i) → Di, lo mismo ocurre con gj ∈ β, entonces tenemos al morfismo

([a, b], α ∪ β) : (Ek)K → (Dm)I+J

que satisface las igualdades

(iI , φ) · ([a, b], α ∪ β) = ([a, b]iI , α ∪ β · φ) = (a, {idCif[a,b]iI(i) : E[a,b]iI(i) → Ci → Ci})
= (a, α)

(iJ , ψ) · ([a, b], α ∪ β) = ([a, b]iJ , α ∪ β · ψ) = (b, {idC′
j
g[a,b]jI(j) : E[a,b]jJ (j) → C ′

j → C ′
j})

= (b, β).

Note que ([a, b], α ∪ β) : (Ek)K → (Dm)I+J es el único morfismo que satisface las identidades
anteriores, ya que [a, b] es único y el conjunto de morfismos α ∪ β contiene unicamente a los
morfismos fi con i ∈ I y gj con ∈ J .

Corolario 1.3.5: Todo objeto en coFamC es un producto finito de familias conformadas con
a lo más un término, es decir, familias de la forma ( ), (C)∗ con C ∈ C .

Demostración. Sea (Ci)I ∈ coFamC , entonces |I| = 0 o |I| > 0. En el primer caso la familia
es vacía y claramente satisface la condición del corolario. Por otro lado, sean I finito no vacío y
(Ci)I ∈ coFamC , usando 1.3.4 tenemos que

(Ci)I ∼=
∏
I

(Ci){i}.

Para los fines de esta tesis nos será conveniente trabajar con una subcategoría de coFamC ,
aquella generada por las sucesiones de objetos en C .
Definición 1.3.6: Sea C una categoría, definimos a la categoría T C como la subcategoría plena
de coFamC conformada por las familias (Ci)I donde I es un número natural, es decir, I ∈ N.
Corolario 1.3.7: Sea C una categoría, entonces T C y coFamC son equivalentes.

Demostración. La inclusión i : T C → coFamC es fiel y pleno ya que T C es subcategoría plena,
solo falta verificar que es esencialmente sobreyectivo. Sea (Ci)I ∈ coFamC , como I es finito
existe una biyección b : I → n para algún n ∈ N, definimos Db(i) = Ci para toda i ∈ I. Entonces

(b, {id : Db(i) → Ci}) : (Dk)n → (Ci)I y (b−1, {id : Cb−1(k) → Dk}) : (Ci)I → (Dk)n

son isomorfismos e inversos uno del otro.
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Ya que T C y coFamC son equivalentes, nos será más sencillo utilizar a la categoría T C
como la completación libre bajo productos finitos de C. El funtor ∆ : C → coFamC se factoriza
por T C , lo cual define al funtor ∆ : C → T C (le damos el mismo nombre que el encaje de C en
coFamC abusando de la notación) como un encaje de C en T C . Note que la construcción T C
se puede aplicar a cualquier categoría incluso si ya tiene productos finitos, sin embargo el funtor
∆ no preserva productos, por ejemplo si 1 ∈ C es terminal, entonces (1) ∈ T C no es terminal
en T C pues el objeto terminal es la sucesión vacía.

La asignación C 7→ T C define una seudomónada derecha 1.2.7, la cual denotaremos por T,
más aún tenemos que toda categoría B con productos finitos junto con el funtor

P : TB → B P (Bi)i∈n =
∏
i∈n

Bi P (a, α) = (f0πa(0), . . . , fm−1πa(m−1))

donde (a : m → n, α = {fj : Ca(j) → C ′
j | j ∈ m}, define una álgebra para la seudomónada T.

En este caso las categorías con productos finitos son álgebras derechas para la seudomónada T,
en particular la categoría T C cuenta con una estructura de álgebra de Kan, de donde tenemos
que todo funtor F : C → B donde B tiene productos finitos se tiene que factorizar a través de
una extensión de Kan por el álgebra libre T C , es decir, tenemos el siguiente resultado.
Teorema 1.3.8: Sea CAT la 2-categoría de categorías, la asignación C 7→ T C y el funtor ∆C

definen una seudomónada derecha de Kan T para CAT. Las álgebras para T son las categorías
con productos finitos y los morfismos son los funtores que respetan productos finitos, entonces
para toda álgebra B y para todo funtor F : C → B existe un funtor FB : T C → B y un
isomorfismo natural BF : FB∆C → F que exhibe a FB como la extensión derecha de Kan de
F a lo largo de ∆C .

C B

T C
∆C

F

FB
BF

Demostración. Véase [17][pp.26-28].

Note que tanto coFamC como T C satisfacen la propiedad universal de 1.3.8, por tanto
ambas tienen derecho a ser llamadas completación finita y libre respecto a productos finitos,
pero optaremos por usar a T C en vez de coFamC .

1.4. Cocompletación libre bajo colímites

Como se mencionó en la sección pasada podemos preguntarnos por la cocompletación de una
categoría C bajo ciertos tipos de colímites, en esta sección estudiaremos el caso extremo en el
que completamos una categoría C respecto a todos los colímites.
Definición 1.4.1: Sea C una categoría, decimos que C es cocompleta si para toda categoría
pequeña D y todo funtor F : D → C el colímite de F existe en C .

El Teorema 1.3.2 simplifica la condición de tener productos finitos a la existencia productos
binarios y objeto terminal, existe un resultado similar a este para el caso de una categoría
cocompleta, para ello definiremos a las siguientes categorías.
Definición 1.4.2: (Coigulador)

1. Sea E la categoría con los objetos {0, 1}, sus respectivas identidades y dos morfismos
m,n : 1→ 2

1 2.

La categoría C tiene coigualadores si el colímite para todo funtor D : E → C existe en C .
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El siguiente resultado es el análogo a 1.3.2 para el caso de categorías cocompletas.
Proposición 1.4.3: Las siguientes condiciones son equivalentes:

1. C es cocompleta.

2. C tiene coproductos pequeños y coigualadores.

Demostración. 1⇒ 2 Si C es cocompleta automáticamente satisface 2.
2 ⇒ 1 Sean D una categoría pequeña y D : D → C funtor, como C tiene coproductos

podemos definir a los morfismos

s :
∑
f∈D

D(Dom(f))→
∑
d∈D

D(d),

donde s · if = iDom(f) para f : Dom(f)→ d′ morfismo en D y

t :
∑
f∈D

D(Dom(f))→
∑
d∈D

D(d),

donde t · if = id′D(f) para f : Dom(f) → d′ morfismo en D . Sea e :
∑

d∈D D(d) → E el
coigualador del par s, t. Afirmamos que E junto con los morfismos ξd := eid son el colímite para
D. La familia {ξd}D es un cocono para el funtor D, ya que para g : d → d′ en D se satisfacen
las igualdades

ξd = e · id = e · sig = et · ig
= eid′ ·D(g) = ξd′ ·D(g).

Para ver que es universal, considere αd : D(d)→ H un cocono para D, entonces podemos definir
al morfismo

a :
∑
d∈D

D(d)→ H tal que a · id = αd para todo d ∈ D .

Entonces a coiguala al par s, t, ya que para todo f : d→ d′ en D tenemos que

a · sif = a · id = αd = αd′ ·D(f)

= aid′ ·D(f) = a · tif

y como f era arbitraria, tenemos que sa = ta. Concluimos que existe un único morfismo h :
E → H tal que a = he, como se indica a continuación

D(d)

∑
f∈D D(Dom(f))

∑
d∈D D(d) E

D(d) D(d′) H.

if
id

t

s e

a hif

D(f)

id′

αd′

El Teorema 1.3.8 caracteriza a la completación libre bajo productos finitos a partir de ex-
tensiones de Kan, esto muestra que cualquier categoría A con productos finitos que cuente con
un funtor dC : C → A que satisfaga las conclusiones de 1.3.8 es un candidato a completación
libre bajo productos finitos de C . Como veremos al final de la sección, la cocompletación libre
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bajo coproductos de una categoría C cuenta con un análogo al Teorema 1.3.8, con esto en mente
notamos que nuestra definición de cocompletación libre de una categoría C debe de ser una
categoría PC que sea cocompleta, que cuente un encaje y : C → PC de tal manera que los
objetos de PC sean colímites de objetos en la imagen del funtor y, dichas condiciones ocurren
en la categoría de pregavillas.
Definición 1.4.4: Sea C una categoría y V la categoría de conjuntos, definimos al funtor

y : C → V C op
, y(C) = C ( , C), y(f) = C ( , f) = f∗

donde f : C → C ′ es un morfismo en C y f∗(h) = fh : D → C para h : D → C.
Asumimos como conocidos lema de Yoneda, así como algunos resultados básicos del encaje

de Yoneda los cuales se pueden revisar en [14][pág 61].
Definición 1.4.5: Sea A : C op → V pregavilla para C , definimos la categoría de elementos de
A, denotada por El(A) como:

1. Los objetos de El(A) son los pares (C, x) donde C ∈ C y x ∈ A(C).

2. Un morfismo h : (C, x) → (C ′, x′) es un morfismo h : C → C ′ en C tal que x′ · h =
A(h)(x′) = x.

Además definimos al funtor proyección

ΦA : El(A)→ C ΦA((D,x)) = D ΦA(g) = g

La categoría El(A) hereda algunas propiedades de C , en particular, si C es pequeña El(A)
también lo es, véase [5][0.14].
Proposición 1.4.6: Sean C categoría y A : C op → V pregavilla para C , se tiene que

colím yΦA = colím
El(A)

y(C) ∼= A,

i.e, toda pregavilla es colímite de funtores representables.

Demostración. Sea (C, x) ∈ El(A), definimos la función τCx : y(C) → A como τCxD(g) = x · g ∈
A(D), donde g : D → C es un morfismo en C . El siguiente diagrama muestra la naturalidad de
τCx , para toda f : D′ → D en C tenemos que

y(C)(D) A(D) g x · g

y(C)(D′) A(D′) f∗(g) = gf x · gf = (x · g) · f.

τCxD

f∗ A(f)

τC
xD′

Afirmamos que las transformaciones τ definen un cocono sobre A. En efecto, para todo morfismo
h : (C, x)→ (C ′, x′) tenemos que x′ · h = x, entonces para cualquier g : D → C en C

τC
′

x′D(h∗(g)) = τC
′

x′D(hg) = x′ · hg
= x′ · (h · g) = x · g = τCxD(g)

es decir, los siguientes triángulos son conmutativos

y(C) y(C ′) y(C)(D) y(C ′)(D).

A A(D)

h∗

τCx τC
′

x′

h∗

τCxD τC
′

x′D
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Falta verificar que A es universal respecto a esta propiedad. Supongamos que la familia de
transformaciones naturales {µCx : y(C) → B} definen otro cocono para yΦA. Para D ∈ C
definimos la función αD : A(D)→ B(D) como

αD(x) = µDxD(idD),

note que la familia αD resulta natural, ya que para toda f : D′ → D en C se tiene que

αD′A(f)(x) = αD′(x · f) = µD
′

x·fD′(idD′) = µDxD′(f∗(idD′)) (µ es un cocono)

= µDxD′(f) = µDxD′f∗(idD) = B(f)µDxD(idD) (naturalidad de µDx )
= B(f)(αD(x)).

Además para todo (C, x) ∈ El(A) se tiene que

αC(τ
C
xC(idC)) = αC(x) = µCxC(idC).

Por el lema de Yoneda tenemos que ατCx = µCx y que α es la única transformación natural que
satisface la ecuación anterior.

En el caso de que C sea pequeña su categoría de pregavillas V C op satisface las propiedades
que estamos buscando, pues para toda pregavilla A : C op → V tenemos que El(A) es una
categoría pequeña lo que, por 1.4.6, nos asegura que toda pregavilla es colímite respecto a una
categoría pequeña de representables, además contamos con el funtor de Yoneda y : C → V C op ,
sin embargo la categoría V C requiere de cierta puntualización ya que si C no es pequeña no
podemos asegurar que El(A) sea equivalente a una categoría pequeña.
Definición 1.4.7: (Pregavilla pequeña) Sea F : C op → V una pregavilla, decimos que la
pregavilla F es pequeña si existe D subcategoría pequeña de C tal que F es la extensión de Kan
izquierda de F |Dop : Dop → V a lo largo de iop : Dop → C op.

Dop V

C op

F |Dop

iop F
η

Proposición 1.4.8: Sea C categoría. Las siguientes condiciones son equivalentes:

1. F : C op → V es pequeña

2. F es colímite pequeño de funtores representables.

Demostración. Véase [19][Sec 4.1,p.719].

Definición 1.4.9: (Cocompletación libre) Sea C una categoría, definimos la categoría Ĉ como:

1. Los objetos de Ĉ son las pregavillas pequeñas para C .

2. Los morfismos de F a G son las transformaciones naturales de F a G.

Además definimos al funtor y : C → Ĉ op dado por

y : C → Ĉ , y(C) = C ( , C), y(f) = C ( , f) = f∗

donde f : C → C ′ es un morfismo en C .
Note que si C es pequeña la construcción anterior coincide con la categoría V C op y el funtor

y corresponde al funtor de Yoneda.
Proposición 1.4.10: Si C es una categoría, entonces Ĉ es cocompleta.
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Demostración. Si C es pequeña, debido a que Ĉ = V C op y a que los colímites se calculan
puntualmente, tenemos por 1.4.3 que Ĉ es cocompleta, para el caso general véase [19][pág 719].

Veremos con el siguiente resultado que la asignación C 7→ Ĉ se extiende a una seudomónada
laxa idempotente que denotaremos por P, lo que por [17] nos lleva al siguiente resultado.

Teorema 1.4.11: Sea CAT la 2-categoría de categorías, la asignación C 7→ Ĉ y el funtor yC

definen una seudomónada izquierda de Kan P para CAT. Las álgebras para P son las categorías
con colímites y los morfismos son los funtores que preservan colímites, entonces para toda álgebra
B y para todo funtor F : C → B existen un funtor FB : Ĉ → B y una transformación natural
BF : F → FB · pC que exhibe a F P como la extensión izquierda de Kan de F a lo largo de yC

C B

Ĉ .

yC

F

FB
BF

Si C es pequeña FB está definido como

FB : Ĉ → B, FB(A) = colím
El(A)

FΦA, FB(α) : colím
El(A)

FΦA → colím
El(A′)

FΦA′

donde α : A→ A′ es una transformación natural, El(α) : El(A)→ El(A′) es el funtor inducido
por α y FB(α) es el morfismo inducido por el funtor El(α) y la propiedad universal del colímite.
Finalmente si C es pequeña FP es adjunto izquierdo del funtor

R : B → Ĉ , R(B) = B(F ( ), B), R(f) = B(F (f), B)

donde f : B′ → B′′ es un morfismo en B.

Demostración. Para la primera parte considere a [17], mientras que para la definición de FB

véase [2][Teorema 4.10, pág.41].

1.5. Colímites filtrantes y tamizados

La definición 1.3.6 puede ser dualizada para obtener la cocompletación libre bajo coproductos
finitos de una categoría C , para ello consideramos al funtor ∆ : C op → T (C op) y definimos ∇
como el funtor dual a ∆, es decir, al funtor

∇ : C → (T (C op))op.

Usando el hecho de que Ĉ es cocompleta y al funtor de Yoneda y : C → Ĉ , por el resultado
dual a 1.3.8 obtenemos un funtor yT que nos brinda el diagrama

C Ĉ .

(T (C op))op

y

∇ yT
Ty

Proposición 1.5.1: El funtor yT que es la extensión izquierda de Kan del funtor de Yoneda y
a lo largo de ∇, además yT es fiel y pleno.
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Demostración. Unicamente mostraremos que yT es fiel y pleno. El funtor yT está definido como

yT((Ci)n) =
∑
n

y(Ci), yT((a, α)) = [ιa(0) · y(f0), . . . , ιa(n−1) · y(fn−1)]

donde (a, α) : (Ci)n → (C ′
j)m es un morfismo en (T (C op))op es decir, a : n→ m es una función

y α = {fi : Ci → C ′
a(i) | i ∈ n} es una familia de morfismos de C y finalmente ιj : y(Cj) →∑

m y(Cj) son las coproyecciones. Mostraremos que yT es pleno, considera a la transformación
natural

η :
∑
n

y(Ci)→
∑
m

y(C ′
j).

Para cada i ∈ n tememos la coproyección ιi : y(Ci)→
∑

n y(Ci), como los colímites se calculan
puntualmente existe una única fi : Ci → C ′

j tal que

ηCi · ιiCi · yCi(idCi) = ιjCi · yCi(fi),

i.e, a cada i ∈ n le corresponde un j ∈ m tal que se satisface la igualdad anterior, esto define la
función e : n→ m tal que e(i) = j. Por otro lado, afirmamos que

η = [ιe(0) · y(f0), . . . , ιe(n−1) · y(fn−1)],

ya que para toda D ∈ C y g : D → Ci tenemos que

ηD · ιiD · yD(g) = ηD · ιiD · g∗yCi(idCi) = g∗ · ηCi · ιiCi · yCi(idCi) = g∗ · ιe(i)Ci
· yCi(fi)

= ιe(i)D · yD(fi · g) = [ιe(0)D · yD(f0), . . . , ιe(n−1)D · yD(fn−1)] · yD(g).

Por tanto cada transformación natural η :
∑

n y(Ci)→
∑

m y(C
′
j) define una función e : n→ m

y una familia de morfismos {fi : Ci → C ′
a(i)}, es decir, define un morfismo (e, {fi : Ci → C ′

a(i)})
en (T (C op))op y esta asignación es biunívoca por la unicidad de e y de los morfismos fi.

Definición 1.5.2: Sea C una categoría pequeña. Definimos FamC como la subcategoría plena
de Ĉ conformada por las pregavillas A ∈ Ĉ que sean canónicamente isomorfas a un coproducto
finito de pregavillas representables, es decir,

A ∼=
∑
n

y(Ci), Ci ∈ C , i ∈ n.

La definición anterior coincide con la subcategoría plena que genera yT, ya que como yT∇ = y,
entonces

yT((Ci)n) =
∑
n

y(Ci), i ∈ n.

La construcción anterior motiva a usar la categoría Ĉ op como una herramienta para cocompletar
a una categoría C op respecto a ciertos tipos de colímites.

Sean F , D categorías pequeñas, la categoría V tiene todos los límites respecto a D y todos
los colímites respecto a F , entonces para todo funtor D : F × D → V existe un morfismo
canónico δ definido a partir del diagrama:

colímF ĺımD D(i, d) ĺımD colímF D(i, d)

ĺımD D(i, d) colímF D(i, d).

D(i, d)

δ

Λd πdιi

ϖd

λiϖd

λi
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Definición 1.5.3: Sea F una categoría pequeña.

1. Decimos que F es filtrante si el morfismo canónico

δ : colím
F

ĺım
D
D(i, d)→ ĺım

D
colím

F
D(i, d)

es un isomorfismo para toda categoría finita D y todo diagrama D : F ×D → V .

2. Decimos que F es tamizada en el caso en que

δ : colím
F

∏
D

D(i, d)→
∏
D

colím
F

D(i, d)

sea isomorfismo para toda categoría D discreta y finita y todo D : F ×D → V .

Es decir, la categoría F es filtrante si los colímites sobre F en conjuntos conmutan con los
límites sobre cualquier categoría finita D y es tamizada si conmuta con productos finitos.
Proposición 1.5.4: Toda categoría filtrante es tamizada y T es tamizada si y solo si conmuta
con productos binarios y productos nularios.

Demostración. Para la primera parte sean F filtrante y D finita y discreta, por definición para
todo funtor D : F ×D → V el correspondiente morfismo canónico δ es isomorfismo, por tanto
F es tamizada. La otra parte, se realiza por inducción sobre los objetos de una categoría finita
y discreta D .

Proposición 1.5.5: Sea F una categoría pequeña, entonces las siguientes condiciones son
equivalentes:

1. F es filtrante.

2. Toda subcategoría finitamente generada de F tiene un cocono.

3. F es no vacía y satisface

a) Para todo par i, j ∈ F existe un objeto x ∈ F junto con un par de morfismos
i→ x← j. A esta condición se le conoce como copalmo de i y j.

b) Para todo par de morfismos u, v : A→ B en F existe un morfismo f : B → C en F
tal que fu = fv.

Demostración. Se puede revisar en [2][Teorema 2.19].

En general si (F,≤) es un orden filtrante, la categoría F generada a partir de (F,≤) es
filtrante pues las propiedades que verifican que ≤ es filtrante satisfacen la condición 3 de 1.5.5.

También nos será de ayuda caracterizar a las categorías tamizadas, para ello necesitaremos
brindar las definiciones de categoría conexa y funtor final.
Definición 1.5.6: Sea C una categoría. Decimos que C es conexa si es no vacía y para todo par
de objetos C,C ′ ∈ C existe un diagrama de zigzag que conecta a C con C ′, es decir, existe una
colección finita de objetos C = C0, C1, . . . , Cn−1, Cn = C ′ junto con morfismos fi : Ci → Ci+1 o
fi : Ci+1 → Ci para cada i ∈ {0, 1, . . . , n− 1} tal como se muestra en el siguiente diagrama

C C2 · · · Cn−1 C ′,

C1 · · · Cn

f0

f1

fn−1

fn

a esta última propiedad se le conoce como diagrama de zigzag de C a C ′.
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Muchas de las propiedades de conexidad topológica son válidas para la conexidad de cate-
gorías, de hecho tenemos las siguientes equivalencias.
Proposición 1.5.7: Sea C una categoría. Las siguientes condiciones son equivalentes:

1. C es conexa.

2. C no se puede descomponer como el coproducto de dos subcategorías no vacías.

3. Si D es una categoría discreta, todo funtor F : C → D es constante.

4. El funtor constante con valor 1 ∈ V

1 : C → V , 1(C) = 1, 1(f) = id : 1→ 1

para f : C → C ′ morfismo en C , satisface que colímC 1 = 1.

Demostración. Los detalles se pueden encontrar en [5].

Note que toda categoría C con objeto terminal es conexa, pues para cualesquiera X,Y ∈ C
el copalmo X → 1← Y verifica la conexidad.
Definición 1.5.8: Sea F : F → D un funtor, donde F es pequeña. Decimos que el funtor F
es final si para todo diagrama D : D → A tal que colímD ·F existe en A , se tiene que colímD
existe y el morfismo canónico ρ : colímD · F → colímD es un isomorfismo.
Proposición 1.5.9: Sea F : F → D un funtor, son equivalentes:

1. F es final.

2. F satisface la condición de finalidad respecto a los funtores representables D = D(d, ).

3. Para todo d ∈ D , la categoría coma d ↓ F es conexa.

Demostración. 1⇒ 2 Se satisface de forma automática.
2 ⇒ 3 Para d ∈ D sabemos que colím D(d, ) ∼= 1 ya que todo morfismo f : d → d′ está

relacionado con la identidad, pues f · idd = f , así [idd] = [f ] para toda f : d → d′ (Usando
la descripción usual de colímites en conjuntos). Por hipótesis tenemos que ρ es un isomorfismo,
por tanto colím D(d, F ) ∼= 1, lo que implica que para todo par f : d → F (i) y f ′ : d → F (i′)
se cumple que [f ] = [f ′], usando el hecho de que las clases de objetos en los colímites en V se
calculan a partir de diagramas de zigzags, lo anterior indica que existe un diagrama de zigzag
de f a f ′. Además d ↓ F no es vacía, ya que por hipótesis colím D(d, F ) ∼= 1, entonces existe al
menos un i ∈ F junto con un morfismo f : d→ F (i).

3⇒ 1 Sean D : D → A funtor y A el colímite de la composición D ·F con las coproyecciones
αi : D(F (i)) → A, para todo i ∈ F . Para cada d ∈ D , considere un morfismo ud : d → F (i)
para algún i ∈ F (el cual existe porque d ↓ F es no vacía). Afirmamos que A junto con las
coproyecciones γd = αiD(ud) es el colímite para D. Veamos que γd no depende de i ni de ud.
Sea vd : d → F (i′); como d ↓ F es conexa, existe un diagrama de zigzag que conecta a vd con
ud, note que del diagrama de zigzag podemos obtener triángulos conmutativos

d F (ij)

F (ij+1),

xj

xj+1
fj

donde i0 = i, x0 = vd, in+1 = i′, xn+1 = ud y j ∈ {0, 1, . . . , n}, al aplicar D al diagrama
de zigzag de vd a ud notamos que αij · D(xj) = αij+1 · D(fj), ya que A es un cocono con las
coproyecciones αi, de la igualdad anterior concluimos que αi0 ·D(x0) = αin+1 ·D(xn+1), es decir,
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αi · D(vd) = αi′ · D(ud), por tanto γd no depende de la elección de i ni de ud. Para ver que
γd : D(d) → C define un cocono, note que para toda h : d′ → d y para toda ud : d → F (i),
contamos con el morfismo udh : d′ → F (i), como γd′ no depende de la elección del morfismo
d′ → F (i), podemos escoger a udh : d′ → F (i), entonces γd′ = αiD(udh), por tanto

γd′ = αiD(udh) = αiD(ud)D(h)

= γdD(h).

Nos queda verificar que los morfismos γd : D(d) → C son el colímite para D · F , sin embargo
note que todo cocono κ : D(d) → E define un cocono κF : D(F (i)) → E (restringiendo κ a la
imagen del funtor F), así existe un único morfismo

k : colímD · F → E tal que k · αi = κF (i) para todo i ∈ F .

Además k también verifica la propiedad universal para el cocono dado por las componentes γd,
en efecto, para toda d ∈ D contamos con un morfismo ud : d→ F (i), entonces

k · γd = k · (αi ·D(ud))

= (k · αi) ·D(ud) = κd (κ es un cocono).

Por tanto A = colímD.

Proposición 1.5.10: Sea F una categoría pequeña. Son equivalentes:

1. F es tamizada.

2. F es no vacía y el funtor diagonal

∆ : F → F ×F , ∆(i) = (i, i), ∆(f) = (f, f)

donde f : i→ j es un morfismo en F , es final.

Demostración. Véase [2][Teorema 2.15, p.25].

Corolario 1.5.11: Si C es pequeña y tiene coproductos finitos es tamizada.

Demostración. Por 1.5.10 es suficiente ver que la categoría coma (C,C ′) ↓ ∆ es conexa para
todo (C,C ′) ∈ C × C , sin embargo el par (iC : C → C + C ′, iC′ : C ′ → C + C ′) es inicial en
(C,C ′) ↓ ∆ por la propiedad universal del coproducto, por tanto (C,C ′) ↓ ∆ es conexa.

En particular estamos interesados en la cocompletación libre de una categoría pequeña C
respecto a categorías filtrantes y respecto a categorías tamizadas.
Definición 1.5.12: (Ind y Sind) Sea C pequeña.

1. Definimos Ind(C ) como la categoría generada por los colímites filtrantes (colímite respecto
una categoría filtrante) de los funtores representables en Ĉ op. El funtor iC : C → Ind(C )
es la restricción del funtor de Yoneda en Ind(C ).

2. Definimos Sind(C ) como la categoría generada por los colímites tamizados (colímites
respecto una categoría tamizada) de los funtores representables en Ĉ op. El funtor sC :
C → Sind(C ) es la restricción del funtor de Yoneda en Sind(C ).

En [1] muestran que las construcciones Ind y Sind definen seudomónadas idempotentes laxas,
lo que por [17] definen seudomónadas I y S respectivamente, lo que nos lleva a los siguientes
resultados.
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Teorema 1.5.13: Sea CAT la 2-categoría de categorías, entonces se cumplen los siguientes
incisos.

1. La asignación C 7→ Ind(C ) junto con el funtor iC se extienden a una seudomónada izquier-
da de Kan I para CAT. Las álgebras para I son las categorías con colímites filtrantes y los
morfismos son los funtores que preservan colímites filtrantes, entonces para toda álgebra
B para I y para todo funtor F : C → B existen un funtor FB : Ind(C ) → B y una
transformación natural BF : F → FB · iC que exhibe a FB como la extensión izquierda
de Kan de F a lo largo de iC .

C B.

Ind(C )

iC

F

FB
BF

2. La asignación C 7→ Sind(C ) junto con el funtor sC se extienden a una seudomónada
izquierda de Kan S para CAT. Las álgebras para S son las categorías con colímites tami-
zados y los morfismos son los funtores que preservan colímites tamizados, entonces para
toda álgebra B para S y para todo funtor F : C → B existen un funtor FB : Ind(C )→ B
y una transformación natural BF : F → FB · sC que exhibe a FB como la extensión
izquierda de Kan de F a lo largo de sC .

C B.

Sind(C )

sC

F

FB
BF
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Capítulo 2

Teorías y Categorías Algebraicas

2.1. Teorías Algebraicas

Definición 2.1.1: (Teoría Algebraica) Sea T una categoría.

1. Decimos que T es una teoría algebraica si T es pequeña y tiene productos finitos. (Nos
referiremos a las teorías algebraicas simplemente como teorías).

2. Un álgebra para la teoría T es un funtor A : T → V que preserva productos finitos.

3. Definimos a la categoría de álgebras para T como la subcategoría plena de V T conformada
por álgebras para T , la cual denotamos por AlgT .

Definición 2.1.2: (Categoría de Teorías Algebraicas) Definimos a la categoría de teorías alge-
braicas, denotada por Th, como

1. Los objetos de Th son las teorías algebraicas.

2. Un morfismo entre teorías S, T consiste de un funtor F : S → T que preserva productos
finitos.

Proposición 2.1.3: Sea T una teoría algebraica, entonces el funtor de Yoneda y : T op → V T

se factoriza a través de AlgT .

Demostración. Sea t ∈ T entonces y(t) : T → V corresponde al funtor representable T (t, ) el
cual preserva los productos finitos.

Dada una teoría algebraica T , la categoría V T es (co)completa ya que los (co)límites se
calculan puntualmente. Nos será de utilidad conocer que tipo de límites o colímites se conservan
en AlgT .
Proposición 2.1.4: Si T es una teoría algebraica, la categoría de álgebras de T es cerrada en
V T bajo límites pequeños y colímites tamizados.

Demostración. Veamos primero que AlgT es cerrada bajo límites pequeños. Sean D una cate-
goría pequeña y D : D → AlgT un funtor, como V T es completa, tenemos que el límite de D
existe en V T y se calcula puntualmente, entonces para t0, t1 ∈ T se tiene que(

ĺım
D
D(d)

)
(t0 × t1) = ĺım

D
(D(d)(t0 × t1))

= ĺım
D

(D(d)(t0)×D(d)(t1)) (ya que D(d) es álgebra para toda d ∈ D)

= ĺım
D
D(d)(t0)× ĺım

D
D(d)(t1).

23
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donde la última igualdad se da por la conmutatividad de los productos con los límites, mientras
que para el producto nulario, 1 ∈ T , tenemos que(

ĺım
D
D(d)

)
(1) = ĺım

D
D(d)(1) ∼= ĺım

D
1 ∼= 1 (ya que D(d) es una álgebra),

por lo tanto ĺımD D(d) es un álgebra para T .
Veamos que AlgT es cerrada bajo colímites tamizados. Sea F una categoría tamizada y

F : F → AlgT funtor, entonces para cada i ∈ F , F (i) es un álgebra para T , como V T es
cocompleta tenemos que el colímite para F existe en V T y se calcula puntualmente, entonces
para t0, t1 tenemos que(

colím
F

F

)
(t0 × t1) ∼= colím

F
F (i)(t0 × t1)

∼= colím
F

(
F (i)(t0)× F (i)(t1)

)
(F (i) es álgebra.)

∼= colím
F

F (i)(t0)× colím
F

F (i)(t1) (F es tamizada.)

∼= colím
F

F (t0)× colím
F

F (t1).

mientras que para el producto nulario, 1 ∈ T , tenemos que(
colím

F
F

)
(1) ∼= colím

F
F (i)(1) ∼= colím

F
1 ∼= 1 (F es tamizada).

Lo que implica que colímF es un álgebra para T .

Corolario 2.1.5: En una categoría de álgebras para una teoría algebraica T los productos
finitos conmutan con colímites tamizados.

Demostración. Como se menciono en la demostración anterior en V T los productos finitos con-
mutan con colímites tamizados, por 2.1.4 tenemos que los productos y colímites tamizados en
AlgT se calculan igual que en V T , por tanto se da el resultado.

Proposición 2.1.6: Sean S, T teorías algebraicas y M : S → T un morfismo de teorías,
entonces la restricción de V M : V T → V S en la categoría AlgT define un funtor Alg(M) :
AlgT → AlgS.

Demostración. Sea A ∈ AlgT , entonces V M (A) = AM y como tanto A como M preservan
productos finitos, AM también.

Lema 2.1.7: Sea T una teoría, para todo A ∈ V T son equivalentes:

1. A : T → V es un álgebra para T .

2. El(A) es tamizada.

3. A es un colímite tamizado de funtores representables.

Demostración. 2 ⇒ 3 Por 1.4.6 sabemos que A ∼= colímEl(A)ΦAy(t), por tanto A es canónica-
mente isomorfo a un colímite sobre una categoría tamizada.

3 ⇒ 1 De 2.1.4 sabemos que AlgT es cerrada bajo colímites tamizados y para toda t ∈ T
y(t) ∈ AlgT , por tanto A ∈ AlgT .

1 ⇒ 2 Por 1.5.11 es suficiente mostrar que El(A) tiene coproductos finitos. Dado que A
preserva productos, sea a ∈ A(1) ∼= 1, entonces (1, a) es inicial, pues para todo t ∈ T existe
un único morfismo ! : t → 1 tal que ! · x = a para toda x ∈ A(C), así ! : (1, a) → (t, x) es un
morfismo en El(A) y es único para cada (t, x). Por otro lado, para (t0, x0), (t1, x1) tenemos que
(t0× t1, (x0, x1)) es el coproducto de (t0, x0), (t1, x1). En efecto, las proyecciones πi : t0× t1 → ti
para i ∈ {0, 1}, ambas en T , y el hecho de que A(t0 × t1) ∼= A(t0) × A(t1) y πi · (x0, x1) = xi
para i ∈ {0, 1} muestran que πi : (ti, xi)→ (t0 × t1, x0, x1) son las inclusiones en El(A).
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Teorema 2.1.8: Sean S, T teorías algebraicas y M : S → T un morfismo de teorías algebraicas,
entonces Alg(M) satisface las siguientes condiciones:

1. Alg(M) preserva límites y preserva colímites tamizados.

2. Alg(M) tiene un adjunto izquierdo M∗ : AlgS → AlgT único (salvo isomorfismo natural)
que preserva colímites tamizados y hace conmutativo al diagrama

Sop AlgS

T op AlgT .

Mop M∗

Demostración. Note que el funtor Alg(M) automáticamente preserva colímites tamizados. En
efecto, si F es una categoría tamizada y F : F → AlgT entonces(

Alg(M)(colím
F

F )
)
(t) = (colím

F
F )(M(t)) ∼= colím

F
F (i)(M(t))

= colím
F

Alg(M)(F (i))(t)

=
(

colím
F

Alg(M)F
)
(t).

Para mostrar que Alg(M) preserva límites es suficiente mostrar el inciso 2. La demostración de
este hecho es bastante técnica, pero se basa esencialmente en el Teorema 1.4.11.

Sop AlgS V S

T op AlgT V T .

Mop

M∗ L

Alg(M)
R

Por el Teorema 1.4.11, la categoría V S es la cocompletación libre bajo colímites de la categoría
Sop, por lo tanto la composición yMop : Sop → V T define una única extensión L : V S → V T

que además cuenta con adjunto derecho R los cuales están definidos por 1.4.11 como

L(B) = colím
El(B)

y ·Mop · ΦB para cada B ∈ V S ,

R(A) = V T (yMop( ), A) para cada A ∈ V T ,

donde ΦB : El(B)→ Sop es la proyección de la categoría de elementos El(B) a Sop.
Sea B ∈ AlgS, entonces L(B) es un álgebra. En efecto, por definición de L tenemos que

L(B) = colím
El(B)

y ·Mop · ΦB

pero por 2.1.7 El(B) es tamizada, por tanto L(B) es un colímite tamizado de funtores repre-
sentables, lo que por 2.1.4 implica que L(B) es un álgebra para T .

Por otro lado, sean A ∈ V T y s ∈ S, entonces

R(A)(s) = V T (yMop(s), A) = V T (y(M(s)), A)

∼= A(M(s)) = V M (A)(s)

donde el último isomorfismo se da por el lema de Yoneda, lo que implica que R ∼= V M . Por tanto
la restricción de L en AlgS define al funtor M∗ y como L ⊣ R, tenemos que M∗ ⊣ Alg(M).

Definición 2.1.9: (Categoría Algebraica) Una categoría C es algebraica si se satisface que C
es equivalente a AlgT , para alguna teoría algebraica T .
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Al igual que en el caso de las teorías algebraicas, las categorías algebraicas definen una catego-
ría, para ello es necesario brindar una noción de morfismo de categorías algebraicas. La definición
se basa esencialmente en las propiedades que satisface el funtor Alg(M) de la proposición 2.1.8.

Definición 2.1.10: Sean C , A categorías algebraicas, diremos que el funtor F : C → A es
algebraico si preserva tanto límites como colímites tamizados.

A la categoría de categorías algebraicas y funtores algebraicos la denotaremos por ALG.

2.2. Teorías de Lawvere

En esta sección estudiaremos la noción de teoría algebraica tal y como F. William Lawvere
la definió por primera vez en [12][pág.61, Ch II].

Denotamos por N la subcategoría plena de V constituida por los números naturales y por
N a la categoría opuesta de N.

Definición 2.2.1 (Teoría Algebraica de Lawvere): Decimos que el par (e, T ) es una teoría
algebraica de Lawvere o simplemente una teoría de Lawvere, si T es una teoría algebraica y
e : N → T es un funtor biyectivo en objetos que preserva productos.

Note que para toda teoría (e, T ) tenemos que e : N → T es un morfismo de teorías que
es biyectivo en objetos. Usando el hecho de que T tiene productos finitos tenemos que e(0) es
el objeto terminal en T y que e(1)n = e(n) (note que tiene que ser igualdad por la biyección),
entonces podemos caracterizar a los objetos de T como potencias del objeto e(1), abusando de
la notación usaremos la letra e para denotar el funtor de la primera entrada de toda teoría de
Lawvere.

Definición 2.2.2: Sean (e,S), (e, T ) teorías de Lawvere, un morfismo M : (e,S)→ (e, T ) entre
teorías de Lawvere consiste de un morfismo de teorías M : S → T tal que el triángulo siguiente
conmuta

N

S T .
ee

M

A la categoría de teorías de Lawvere la denotamos por Th1.

Dado que para toda teoría de Lawvere (e, T ) el funtor e preserva productos. Identificaremos
a las proyecciones e(πk) : e(n) → 1 para k ∈ {0, 1, . . . , n − 1} = n como πk, con el fin de no
saturar la notación.

Las teorías de Lawvere siguen siendo teorías algebraicas, por ello cuentan con una categoría
de álgebras tal y como se define en 2.1.1, sin embargo la noción de categoría algebraica requiere
de cierta modificación para el caso de teorías de Lawvere, pero antes de revisarla, mostraremos
algunos resultados para teorías de Lawvere.

Proposición 2.2.3: La categoría V es una categoría algebraica, de hecho V es equivalente a
la categoría AlgN .

Demostración. La categoría N tiene productos finitos, por tanto es algebraica, de hecho está
generada por los productos de 1. Cada n ∈ N corresponde al producto de n copias de 1 y las
proyecciones πk : n → 1 corresponden a las inclusiones ik : 1 → n en N, donde ik(0) = k
para cada k ∈ n. Note que el objeto 0 ∈ N corresponde al producto nulo, razón por la cual es
terminal.

Para demostrar la equivalencia, considere al funtor

Ev1 : AlgN → V , Ev1(F ) = F (1), Ev1(α) = α1.



2.2. TEORÍAS DE LAWVERE 27

Por otro lado, para todo conjunto A, definimos al funtor

A− : N → V , An = V (n,A), Af = f∗ : An → Am,

donde f : m → n es una función en N. Note que para todo conjunto A el funtor A− preserva
productos. Por otro lado, cada función entre conjuntos h : A → B define una transformación
natural h− : A− → B− dada por hn = h∗ : V (n,A)→ V (n,B). En efecto, para toda g : n→ A

Bfhn(g) = f∗h∗(g) = f∗(h ◦ g) = (h ◦ g) ◦ f
= h ◦ (g ◦ f) = h∗(g ◦ f) = h∗f

∗g = hmAf (g),

lo que nos lleva a la conmutatividad del siguiente cuadrado

V (n,A) V (n,B)

V (m,A) V (m,B).

hn

Af Bf

hm

De lo anterior, podemos definir al funtor

Exp : V → AlgN , Exp(A) = A−, Exp(h) = h−.

Nos queda verificar que Exp y Ev1 son una equivalencia. Sea F ∈ AlgN , como F preserva
productos tenemos que

F (0) ∼= 1 y
F (n) ∼= (F (1))n para toda n ∈ N,

es decir, toda álgebra F queda determinada de manera única (salvo equivalencia natural) por
su valor en 1. Además, para toda transformación natural α : F → G ∈ AlgN se tiene que el
diagrama

F (n) G(n)

F (1) G(1)

F (πk)

αn

G(πk)

α1

conmuta, donde los morfismos F (πk), G(πk) corresponden a la proyecciones k-ésimas de F (n), de
ello concluimos que αn = αn

1 , entonces la transformación α queda biunívocamente determinada
por su valor en la componente en 1. Sean F, F ′ ∈ AlgN , α : F → F ′ morfismo en AlgN ,
A,A′ ∈ V y h : A→ A′ función, entonces

Exp(Ev1(F )) = Exp(F (1)) = (F (1))− ∼= F pues (F (1) ∼= V (1, F (1))),
Exp(Ev1(α)) = Exp(α1) ∼= α,

Ev1(Exp(A)) = Ev1(A
−) ∼= A1 = A,

Ev1(Exp(h)) = Ev1(h
−) ∼= h1 = h.

Si (e, T ) es una teoría de Lawvere, el funtor evaluación en 1

EvT1 : AlgT → V , EvT1 (A) = A(e(1)), EvT1 (α) = αe(1) = α1

se conoce como funtor que olvida. Por 2.2.3 tenemos que Ev1 : AlgN → V define una equiva-
lencia y además EvT1 = Ev1 · Alg(e), por tanto EvT1 preserva todas las propiedades de Alg(e),
razón por la cual es algebraico. En la práctica es común remplazar la categoría AlgN por la
categoría de conjuntos V y al funtor EvT1 como la definición de Alg(e).
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Corolario 2.2.4: Sea (e, T ) una teoría de Lawvere. El funtor que olvida Alg(e) : AlgT → V
es algebraico, fiel y conservativo.

Demostración. Dado que e : N → T es un morfismo de teorías, únicamente falta mostrar que
Alg(e) es fiel y conservativo.

Sea α : A → B un morfismo en AlgT , como e : N → T es biyectiva en objetos, todo
objeto en T se ve de la forma e(n) para algún n ∈ N , entonces podemos indexar al morfismo
α por los objetos en N . El funtor e preserva productos, entonces para toda k ∈ n el morfismo
e(πk) = πk : e(n) → e(1) corresponde a la proyección k-ésima de e(n). Por la naturalidad de α
tenemos que el siguiente cuadrado es conmutativo

Ae(n) Be(n)

Ae(1) Be(1),

αn

A(πk) B(πk)

α1

por lo tanto αn = αn
1 , así la transformación α queda biunívocamente determinada por su valor

en e(1). Para finalizar, supongamos que α1 isomorfismo, entonces αn = αn
1 es isomorfismo para

toda n lo que implica que α es isomorfismo. Equivalentemente, si α es isomorfismo, entonces α1

es isomorfismo.

Corolario 2.2.5: Sea (e, T ) una teoría de Lawvere.

1. El funtor que olvida Alg(e) : AlgT → V tiene un adjunto izquierdo FT : V → AlgT tal
que el diagrama siguiente conmuta

N op V

T op AlgT

y′

eop FT

y

donde y′ = Ev1y : N op → AlgN → V . Entonces para todo n ∈ N

a) FT (n) = T (e(n), ).

b) FT (ik) = π∗k donde ik : 1→ n la k-ésima inclusión de 1 en n.

A las álgebras FT (X) para un conjunto X se les conoce como álgebras libres para T .

2. Las componentes de la unidad de la adjunción FT ⊣ Alg(e) quedan determinadas por la
composición en las proyecciones πk : e(n)→ e(1) con k ∈ n.

3. Para todo conjunto X tenemos que FT (X) ∼=
∑

X y(e(1)).

Demostración. Note que para toda n ∈ N se tiene que y′(n) = Ev1(y(n)) = y(n)(1) = N (n, 1) ∼=
n, pero es posible hacer una elección del funtor Ev1 : AlgN → V de tal forma que Ev1(y(n)) = n.

Por 2.1.8 y 2.2.3 tenemos que el funtor que olvida Alg(e) : AlgT → V tiene adjunto izquierdo,
de hecho podemos hacer una elección de funtor FT : V → AlgT de tal manera que eopy = FT y

′,
entonces

FT (n) = FT (y
′(n)) = y(eop(n)) = T (e(n), ),

FT (ik) = FT (y
′(πk)) = y(eop(πk)) = π∗k.

donde y′(πk) = ik ya que y′(πk) : N (1, 1)→ N (n, 1) es la k-ésima inclusión de 1 en n.
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Para el tercer inciso, recuerde que FT preserva coproductos pues es adjunto izquierdo, en-
tonces

FT (X) ∼= FT

(∑
X

(1)
)
∼=

∑
X

FT (1) ∼=
∑
X

FT (y
′(1)) =

∑
X

y(e(1)).

Para el segundo inciso sea η : IdV → Alg(e)FT la unidad de la adjunción. Para cada k ∈ n
tenemos al morfismo Alg(e)(FT (ik)) = π∗ke(1) : T (e(1), e(1)) → T (e(n), e(1)), por el inciso 1.
concluimos que el siguiente diagrama conmuta

1 T (e(1), e(1)) = FT (1)(e(1))

n T (e(n), e(1)) = FT (n)(e(1))

η1

ik π∗
ke(1)

ηn

entonces ηn(k) = ηnik(0) = π∗kη1(0) = ide(1)πk = πk.

Corolario 2.2.6: La categoría T op es equivalente a la subcategoría plena de AlgT generada
por las álgebras libres finitas.

Demostración. Como T es teoría de Lawvere, los objetos están en correspondencia biyecti-
va con los objetos de N y por el teorema anterior basta probar los isomorfismos naturales
T op(e(m), e(n)) ∼= Alg(FT (m), FT (n)) para toda n,m ∈ N. En efecto

T op(e(m), e(n)) = T (e(n), e(m)) ∼= AlgT (yeop(m), yeop(n))
∼= AlgT (FT y

′(m), FT y
′(n)) = AlgT (FT (m), FT (n)).

Los resultados anteriores prueban las propiedades que satisface los funtores Alg(e) para una
teoría de Lawvere (e, T ). Para brindar la noción correspondiente de categoría algebraica para el
caso de teorías de Lawvere, necesitaremos de la siguiente definición.
Definición 2.2.7: Sean A , C categorías.

1. Decimos que la categoría A es concreta sobre V si existe un funtor U : A → V fiel.

2. Si (U,A ) y (V,C ) son categorías concretas en V un funtor F : A → C es concreto si se
tiene que V F = U .

A C

V

F

U V

3. Decimos que dos categorías (U,A ) y (V,C ) son concretamente equivalentes, si existen
funtores concretos F : A → C y G : C → A tales que GF ∼= IdA y FG ∼= IdC . Es decir,
si existen funtores concretos que sean una equivalencia.

Como se vio en 2.2.4 toda teoría de Lawvere (e, T ) cuenta con un funtor fiel Alg(e) : AlgT →
V , por tanto AlgT es concreta sobre conjuntos.
Definición 2.2.8 (Categoría algebraica de un único tipo): Una categoría C es una categoría
algebraica de un único tipo si C es concretamente equivalente a una categoría de álgebras para
una teoría de Lawvere.

Las categorías algebraicas de un único tipo y funtores algebraicos forman una categoría y se
denota como ALG1.
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Definición 2.2.9: Sean A una categoría algebraica de un único tipo, F : V → A y U : A → V
los funtores adjuntos F ⊣ U que verifican que A es una categoría algebraica. Definimos a la
categoría de variables finitas asociada a A como la subcategoría plena de A op generada por la
imagen del funtor

F op|N : N → A op

la cual denotamos por TA , el par (e = F op|N , TA ) es la teoría de variables finitas asociada a A .

Proposición 2.2.10: Si A es una categoría algebraica de un único tipo, entonces (e, TA ) es
una teoría de Lawvere.

Demostración. Sea A una categoría algebraica de un único tipo, por 2.2.5 tenemos que existe
un par de funtores U : A → V y F : V → A de tal manera que F ⊣ U . Si e : N → A op es
la restricción de F op en N , definimos TA como la subcategoría plena generada por la imagen
de e, como F es adjunto izquierdo, F preserva colímites, por tanto F op preserva límites, así e
preserva productos lo que implica que el par (e, TA ) es una teoría de Lawvere.

2.3. Ejemplos

Ejemplo 2.3.1: Sea 1 la categoría discreta con un sólo objeto 1. La completación libre bajo
productos de 1, es decir, T 1, es equivalente a la categoría N .

Los objetos de T 1 son sucesiones finitas consistentes únicamente del objeto 1, para cada
n ∈ N tenemos a la sucesión (1)n. Por definición cada morfismo consiste en un par

(f, F ) : (1)n → (1)m f : m→ n Fm := {fi : 1f(i) → 1i | i ∈ m}

donde f : m → n es una función y Fm una familia de morfismos en 1, como el único morfismo
en 1 es la identidad, esta familia consiste únicamente de m copias del morfismo identidad, por
tanto podemos omitir la composición de familias y únicamente concentrarnos en la composición
en la primera entrada, pero esta composición es justo la composición en N , por tanto el funtor

F : N → T 1 F (n) = (1)n F (f) = (f, Fm)

es una equivalencia.

Gracias a la proposición 1.3.4 para cada categoría pequeña C podemos construir una teoría
algebraica T C . La propiedad universal de la completación libre bajo productos finitos nos ayuda-
rá a construir otra gran variedad de ejemplos de categorías algebraicas, de hecho el Teorema 2.2.3
es un caso particular del siguiente resultado.

Teorema 2.3.2: Sea C una categoría pequeña, entonces V C es una categoría algebraica.

Demostración. Mostraremos que las categorías V C y AlgT C son equivalentes.
Sea F : C → V un funtor, como la categoría V tiene productos finitos existe una extensión

F : T C → V (única salvo isomorfismo natural) de F a lo largo de ∆ : C → T C , donde F
preserva productos finitos, por tanto F es un álgebra para T C .

Por otro lado, debido a que F (Ci)n ∼=
∏

n F (Ci), para toda transformación natural α : F → G
podemos definir a la transformación α : F → G en la componente (Ci)n ∈ T C como∏

n

αCi = α(Ci)n :
∏
n

F (Ci)→
∏
n

G(Ci),
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entonces para todo morfismo (r,H) : (Ci)n → (C ′
j)m tenemos la conmutatividad del diagrama

F (Cr(j)) G(Cr(j))

∏
n F (Ci)n

∏
nG(Ci)n

F (C ′
j) G(C ′

(j))

∏
m F (C

′
j)m

∏
mG(C

′
j)m,

αCr(j)

F (hj)

G(hj)

α(Ci)n

π π

G(r,H)

αC′
j

F (r,H)

α(C′
j
)m

π π

por lo tanto α es una transformación natural, lo que define al funtor

: V C → AlgT C .

Por otro lado, ∆ : C → T C induce el funtor V ∆ : V T C → V C , sea Ev : AlgT C → V C la
restricción del funtor V ∆ en la subcategoría AlgT C , entonces

Ev : AlgT C → V C , Ev(A) = A∆, Ev(η) = η∆.

Veamos que Ev : AlgT C → V C y : V C → AlgT C son una equivalencia de categorías. Sean
F, F ′ ∈ V C con γ : F → F ′ morfismo en V C y A,A′ ∈ AlgT C con α : A → A′ morfismo en
AlgT C , entonces

Ev(F ) = F∆ = F,

Ev(α)C = αC para todo C ∈ C ,

Ev(A) = A∆ ∼= A,

Ev(γ)(Ci)n
=

∏
n

γ(Ci)
∼= γ(Ci)n para (Ci)n ∈ T C .

Definición 2.3.3: Una gráfica dirigida consiste de una tétrada (V,E, τ, σ), donde V,E son
conjuntos y τ, σ : E → V funciones. Los elementos de V se conocen como vértices y los elementos
de E se conocen como aristas, a la función τ : E → V se le conoce como destino y σ : E → V
como origen.

Un morfismo entre gráficas dirigidas (V,E, τ, σ),(V ′, E′, τ ′, σ′) consiste en un par de funciones
f : E → E′ y g : V → V ′ tales que

gτ(e) = τ ′f(e) gσ(e) = σ′f(e).

Ejemplo 2.3.4: La categoría de gráficas dirigidas es una categoría algebraica.
Si E es la categoría de la definición 1.4.2, entonces la categoría de gráficas dirigidas es

equivalente a la categoría V E [2][Ejemplo 1.16, p.16], por el Teorema 2.3.2 la categoría de
gráficas dirigidas es algebraica y la teoría que verifica esta equivalencia es T E.

La asignación Alg se extiende a un funtor entre la categoría Th y la categoría ALG.

Alg : Th→ ALG.

Contrario a como se podría creer, ésta asignación no es una equivalencia, ya que la equivalencia
Alg(T ) ≃ Alg(S) no implica que T ≃ S [2][Corolario 8.10, p.78].
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Ejemplo 2.3.5: Si C es una categoría y los productos finitos de t ∈ C existen, entonces la
subcategoría plena de C generada por productos finitos de t es una teoría algebraica de Lawvere.

Sea T la subcategoría plena de C generada por potencias finitas de t, entonces T tiene
productos finitos, ya que para todo n, tn es un producto en C , por tanto es un producto en T ,
así T es una teoría algebraica. Únicamente queda definir un funtor T : N → T que sea morfismo
de teorías. La definición de T en objetos queda clara, T (n) = tn, así que concentrémonos en
los morfismos. Cada morfismo f : n → m en N queda definido por sus proyecciones, es decir,
fπk = πf(k) con k ∈ n, como T debe preservar productos se debe de cumplir que

T (f) : tn → tm, πkT (f) = πf(k),

lo que nos brinda la definición de T en morfismos. Veamos que T es funtor, sean f : n → m y
g : r → n entonces

πkT (f)T (g) = πf(k)T (g) = πg(f(k)) = πkT (fg) con k ∈ m,
πkT (idn) = πid(k) = πk.

Ejemplo 2.3.6: Teoría de Lawvere de grupos abelianos libres.
Definimos a la teoría de Lawvere Tab:

1. Ob(Tab) := {Zn | n ∈ N}, es decir, los grupos abelianos libres finitamente generados.

2. Tab(Zn,Zm) = Mm×n(Z) (las matrices de m renglones y n columnas, con la composición
como la multiplicación de matrices).

3. Definimos al funtor

T : N → Tab, e(n) = Zn, T (f) = (aij)

donde f : n→ m es un morfismo en N y aij = 1 si y sólo si f(i) = j y aij = 0 en cualquier
otro caso.

Las proyecciones de Zn consisten en las matrices En
k =

[
0 · · · 1 · · · 0

]
. Esta categoría es

un caso particular del ejemplo 2.3.5, ya que estamos tomando a C como la categoría de grupos
abelianos Gab y a t = Z.
Ejemplo 2.3.7: La categoría de grupos abelianos Gab es una categoría algebraica de un único
tipo.

Mostraremos que las categorías AlgTab y Gab son equivalentes. Sea A ∈ AlgTab, como A
respeta productos, para todo n ∈ N tenmos

A(Zn) ∼= A(Z)n,
A(Z0) ∼= A(Z)0 ∼= 1,

por tanto el álgebra A queda definida por su valor en A(Z). Considere las matrices

ϵ =
[ ]

ι =
[
−1

]
µ =

[
1 1

]
τ =

[
0 1
1 0

]
l =

[
1 0 0
0 1 1

]
r =

[
1 1 0
0 0 1

]
donde ϵ representa a todos los morfismos Zn → 1, 1→ Zn para todo n ∈ N.
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Recordando que las matrices son morfimos en Tab, al aplicar A obtenemos las funciones

A(ϵ) : 1→ A(Z) A(ι) : A(Z)→ A(Z)
A(µ) : A(Z)2 → A(Z) A(τ) : A(Z)2 → A(Z)2

A(l) : A(Z)3 → A(Z)2 A(r) : A(Z)3 → A(Z)2

afirmamos que la tripleta (A(Z), A(µ), A(ϵ)) es un grupo abeliano.

1. Asociatividad: Para esta propiedad mostraremos la conmutatividad del siguiente diagrama

A(Z)×A(Z)×A(Z) A(Z)×A(Z)

A(Z)×A(Z) A(Z)

(A(µ),id)

(id,A(µ)) A(µ)

A(µ)

pero (id, A(µ)) = (A(id), A(µ)) = A((id, µ)) = A(l), esto último se debe a que

(1, 0)(id, µ)(1, 0, 0) = 1 (1, 0)(id, µ)(0, 1, 0) = 0 (1, 0)(id, µ)(0, 0, 1) = 0

(0, 1)(id, µ)(1, 0, 0) = 0 (0, 1)(id, µ)(0, 1, 0) = 1 (0, 1)(id, µ)(0, 0, 1) = 1

por tanto l y (id, µ) definen la misma matriz pues coinciden entrada a entrada. De forma
análoga tenemos que (A(µ), id) = (A(µ), A(id)) = A(µ, id) = A(r), por tanto el diagrama
superior conmuta debido a que µl =

[
1 1 1

]
= µr, lo que implica que A(µ)A(r) =

A(µ)A(l).

2. Conmutatividad: Para esto notemos que el morfismo t : A(Z)2 → A(Z)2 dado por t(a0, a1) =
(a1, a2) coincide con A(τ), ya que

τπ0 = τ
[
1 0

]
= π1

τπ1 = τ
[
0 1

]
= π0

lo que implica que A(τ)A(π0) = A(π1) = π1 y A(τ)A(π1) = A(π0) = π0, dicho lo anterior
para probar la conmutatividad necesitaremos del siguiente diagrama

A(Z)2 A(Z)2

A(Z)

t

A(µ)
A(µ)

donde A(µ)t = A(µ)A(τ) = A(µτ) = A(µ).

3. Neutro: Para esto tenemos que mostrar que A(ϵ) es el neutro para A(µ). A(µ) es conmu-
tativo, así es suficiente mostrar que A(ϵ) es neutro derecho, es decir, tenemos que mostrar
la conmutatividad del diagrama

A(Z) A(Z)2

A(Z)

(id,A(ϵ))

A(id)
A(µ)

pero (id, A(ϵ)) = A((id, ϵ)) = A(
[
1 0

]
), entonces

A(µ)A(
[
1 0

]
) = A(µ

[
1 0

]
) = A(id) = id.
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4. Inversos: Para este caso hay que mostrar que el cuadrado siguiente es conmutativo

A(Z) A(Z)2

1 A(Z)

(id,A(ι))

A(ϵ)A(ϵ) A(µ)

A(ϵ)

pero (id, A(ι)) = A((id, ι)) = A(
[
1 −1

]
), entonces

A(µ)A(id, ι) = A(µ
[
1 −1

]T
) = A(ϵ).

Por 2.2.4 , cada trasformación natural α : A → A′ entre álgebras queda biunívocamente de-
terminada por su componentes en Z1, es decir, por α1, de la naturalidad de α tenemos que
α1A(µ) = A′(µ)α1×α1, lo que implica que α1 es un morfismo entre los grupos (A(Z), A(µ), A(ε))
y (A′(Z), A′(µ), A′(ε)). La correspondencia anterior define un funtor

Ev1 : AlgTab → Gab, Ev1(A) = (A(Z), A(µ), A(ε)), Ev1(α) = α1.

Por otro lado si (G,+, e) un grupo abeliano, definimos la álgebra

G− : Tab → V , G(Zn) = Gn, G((aij))

donde (ai,j) ∈ Mm×n(Z) y G((aij))(g0, . . . gn−1) = (aij)(g0, . . . gn−1), es decir, aplicamos la
matriz (aij) en (g0, . . . gn−1). Dado que G es abeliano G((aij)) está bien definida y además para
todo par de matrices (aij), (bik) se cumple que

G((aij)(bjk)) = G((aij))G((bik)).

Por otro lado si h : G→ H es un morfismo de grupos abelianos

G((aij))h
n(g0, . . . , gn−1) = (aij)(h(g0), . . . , h(gn−1) = h((aij)(g0, . . . , gn−1))

= h(G((aij))(g0, . . . , gn−1))

lo que implica que h− es natural. Lo que define al funtor

− : Gab → AlgTab.

Únicamente falta verificar la equivalencia, sean G,G′ ∈ Gab con h : G→ G′ morfismo de grupos
y A,A′ ∈ AlgTab con α : A→ A′ morfismo de álgebras, entonces

Ev1(G
−) = G1 = G, Ev1(h

−) = h1 ∼= h,

(E1(A))
− = (A(Z))− ∼= A, (E1(α))

− = (α1)
− ∼= α,

lo que demuestra que Gab ≃ AlgT . De hecho tenemos la conmutatividad del siguiente diagrama

AlgTab Gab AlgTab.

V

Ev1

Alg(e)

−

U
Alg(T )

Lo que nos dice que Gab es concreta en conjuntos y que es concretamente equivalente a AlgTab,
por tanto es una categoría algebraica de un único tipo.



Capítulo 3

Lenguajes y Funtores

3.1. Lenguajes

Un lenguaje formal L consta de una tripleta

L = (C,R,F)

donde C,R,F son conjuntos. A los elementos de C se les conoce como constantes; a los elementos
de R, como letras relacionales y a los elementos de F , como letras funcionales. A cada letra
funcional f se le asigna un número natural ar(f) llamado aridad de f , del mismo modo a las
letras relacionales R se les asigna una aridad ar(R).
Definición 3.1.1: Decimos que M es estructura de tipo L si consta de

1. Un conjunto M llamado dominio;

2. Una función fM :Mar(f) →M para cada f ∈ F ;

3. Un conjunto RM ⊆Mar(R) para cada R ∈ R;

4. Un elemento cM ∈M para cada c ∈ C.

Definición 3.1.2: Sea L un lenguaje y M,N dos estructuras de tipo L , un morfismo de
estructuras de tipo L consta de una función h :M → N entre los dominios de M y N tal que

1. h(cM) = cN para todo c ∈ C;

2. Si (a0, . . . , aar(R)−1) ∈ RM entonces (h(a0), . . . , h(aar(R)−1)) ∈ RN para toda R ∈ R ;

3. h(fM(a0, . . . , aar(f)−1)) = fN(h(a0), . . . , h(aar(f)−1)) para toda f ∈ F .

Dado L un lenguaje, denotamos por Mod(L) a la categoría que tiene como objetos las
estructuras de tipo L y a los morfismos entre estructuras.

La definiciones anteriores son las definiciones clásicas de estructura y morfismo de estructuras,
véase [16]. Para nuestros fines solo consideraremos aquellos lenguajes L = (R, C,F) donde
R = ∅, es decir, L = (∅, C,F) = (C,F).
Ejemplo 3.1.3: Sea L = (∅, ∗, e) = (∗, e), donde ar(∗) = 2 y e es una constante. Sea (G,µ, e)
un grupo, asignando e = eG y µ = ∗G tenemos que (G,µ, e) es una estructura de tipo L.

No toda estructura M de tipo L = (∗, e) satisface ser un grupo, ya que la función ∗M no tiene
por que satisfacer la asociatividad. Sin embargo todo grupo es una estructura para L = (∗, e) y
de la definición 3.1.2 concluimos que todo morfismo de grupos es un morfismo de estructuras de
tipo L, es decir, contamos con un encaje G →Mod(L), donde G es la categoría de grupos.

35
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Si L = (F , C) es un lenguaje, podemos considerar al lenguaje L′ = (F + C), que consta
únicamente de letras funcionales, de hecho cada estructura M para L define de forma canónica
una estructura M′ para L′ dada por

fM
′
= fM si f ∈ F ,

cM
′
: 1→M, cM

′
(0) = cM si c ∈ C,

lo cual define una equivalencia entre las categorías Mod(L) y Mod(L′).
Dado un conjunto finito {x0, x1, . . . , xn−1} y un lenguaje L, podemos definir la mínima

estructura de tipo L donde los elementos {x0, x1, . . . , xn−1} se comportan como variables libres
[16][pág.9], es decir, el conjunto que satisface las siguientes condiciones:

1. Toda variable x0, x1, . . . , xn−1 es un término.

2. Todo símbolo constante de L es un término.

3. Si f ∈ F , ar(f) = k y t0, t1, . . . tk−1 son términos, entonces f(t0, t1, . . . tk−1) es un término.

donde f(t0, t1, . . . tk−1) es la sucesión finita (f, (t0, t1, . . . tk−1)). El conjunto anterior se puede
definir recursivamente como:

X0 = {x0, x1, . . . , xn−1} ∪ C ∪ {f ∈ F | ar(f) = 0},
X1 = X0 ∪ {f(t0, t1, . . . , tk−1) | f ∈ F ∧ ar(f) = k ∧ {t0, t1, . . . , tk−1} ⊆ X0},

Xm+1 = Xm ∪ {f(t0, t1, . . . , tk−1) | f ∈ F ∧ ar(f) = k ∧ {t0, t1, . . . , tk−1} ⊆ Xm},⋃
i∈N

Xi = L[x0, . . . , xn−1].

Proposición 3.1.4: El conjunto L[x0, . . . , xn−1] define una estructura de tipo L, denotada L[n]
conformada por

1. El conjunto L[x0, . . . , xn−1].

2. fL[n](y0, . . . , yk−1) = f(y0, . . . , yk−1) para cada f ∈ F y ar(f) = k.

3. cL[n] = c ∈ C.

Demostración. Únicamente necesitamos comprobar que fL[n] es función. Supongamos ar(f) = k.
Considera a los k términos {t0, . . . , tk−1} ⊆ L[x0, . . . , xn−1], entonces existe una p ∈ N tal que
tj ∈ Xp para toda j ∈ k, entonces f(t0, . . . , tk−1) ∈ Xp+1 ⊆ L[x0, . . . , xn−1].

Proposición 3.1.5: Para todo n ∈ N, la estructura L[n] tiene la siguiente propiedad universal:
para toda estructura M con dominio M y toda función h : {x0, . . . , xn−1} →M existe una única
función H : L[x0, . . . , xn−1]→M que hace conmutativo al diagrama

{x0, . . . , xn−1} M

L[x0, . . . , xn−1]

h

in
H

y además H resulta ser un morfismo de estructuras.
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Demostración. Definimos la función H de manera recursiva, es decir, definiremos una sucesión
de funciones Hk : Xk →M para cada k ∈ N

H0(c) = cM si c ∈ C,
H0(xi) = h(xi) para todo i ∈ n,
H0(f) = fM si f ∈ F y ar(f) = 1,

H1(f(t0, . . . , tk−1)) = fM(H0(t0), H0(t1), . . . ,H0(tk−1)) si ar(f) = k y {t0, . . . , tk−1} ⊆ X0,

...

Hm+1(f(t0, . . . , tk−1)) = fM(Hm(t0), . . . ,Hm(tk−1)) si ar(f) = k y {t0, t1, . . . , tk−1} ⊆ Xm,

Hm+1|Xm = Hm.

Note que la última condición implica que Hm = Hp|Xm para toda m ≤ p. Por el teorema de
recursión para términos, la sucesión de funciones Hm para m ∈ N define una única función
H : L[x0, x1, . . . xn−1] → M de tal manera que H|Xm = Hm. Veamos que H es morfismo
de estructuras, sean f ∈ L, ar(f) = n y {t0, . . . , tn−1} ⊂ L[n], entonces existe un m ∈ N
tal que {t0, . . . , tn−1} ⊂ Xm, dado que cada Hm+1 satisface que Hm+1(f(t0, . . . , tn−1)) =
fM(Hn

m(t0, . . . , tn−1)) entonces H(fM)(t0, . . . , tn−1) = fMHn(t0, . . . , tn−1).

La estructura L[n] también es conocida como la estructura libre de L en n variables. A los
morfismos de estructuras que tengan como dominio una estructura libre también se les conoce
como interpretaciones.
Definición 3.1.6: Definimos al funtor

UL :Mod(L)→ V , UL(M) =M, UL(h) = h

donde M es el dominio de la estructura M y h : M → N es un morfismo de estructuras.
(Usualmente omitiremos el subíndice L para el funtor UL.)

3.2. H-álgebras

Definición 3.2.1: Sea H : C → C un funtor.

1. Una H-álgebra consiste en par (A, a) donde A es un objeto en C y a : H(A) → A es un
morfismo en C .

2. Un morfismo entre H-álgebras (A, a) y (B, b) consiste en un morfismo h : A→ B en C tal
que ha = bH(h).

H(A) H(B)

A B.

H(h)

a b

h

Las H-álgebras definen una categoría, la cual denotaremos por H-Alg.
Los funtores de una categoría en sí misma también son llamados endofuntores, la definición

anterior se conoce como categoría de álgebras para un endofuntor.
Como veremos a continuación dado H : C → C endofuntor, la categoría H-Alg cuenta con

un funtor que olvida, lo que hace a H-Alg es concreta sobre C .
Definición 3.2.2: Sea H un endofuntor en C . Definimos el funtor que olvida

UH : H-Alg → C , H(A, a) = A, H(h) = h

donde h : (A, a)→ (B, b) es un morfismo de H-álgebras (usualmente omitiremos el subíndice H
para el funtor UH).
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Uno de los objetivos de éste capítulo será mostrar que bajo ciertas condiciones sobre H el
funtor U : H-Alg → C cuenta con un adjunto izquierdo.
Definición 3.2.3: Sea H un endofuntor en C , un punto fijo para H es una H-álgebra (A, a)
donde el morfismo a es un isomorfismo en C .
Proposición 3.2.4: Sea H un endofuntor para C . Si (I, i) es inicial en H-Alg, entonces es un
punto fijo para H.

Demostración. Supongamos que (I, i) es inicial en H-Alg, entonces el par (H(I), H(i)) es una
H-álgebra. Como (I, i) es inicial existe un único morfismo h : (I, i) → (H(I), H(i)) de H-
álgebras tal que hi = H(i)H(h). Por otro lado, el morfismo i : H(I) → I define un morfismo
de H-álgebras i : (H(I), H(i)) → (I, i), por tanto la composición ih define un morfismo de
H-álgebras de (I, i) en sí mismo, como (I, i) es inicial ih = id, por lo que el siguiente diagrama
conmuta

H2(I)

H(I) H(I)

H(I)

I I.

H(i)

H(i)

i

H(h)

H(id)

i

ih

id

Para verificar que hi = id note que el morfismo hi satisface las siguientes igualdades

hi = H(i)H(h) = H(ih) = H(id) = id.

Ejemplo 3.2.5: Considera al endofuntor H : V → V que actúa como H(X) = X + 1. La
función s : N+ 1→ N dada por

s(∗) = 0, s(0) = 1,

s(n) = n+ 1,

(donde ∗ es el único elemento de 1 en la unión ajena N + 1) define la H-álgebra (N, s), pero
sabemos que s : N + 1 → N es biyectiva, por tanto es un punto fijo para H. Mas aún la H-
álgebra (N, s) es inicial. En efecto, si g : X +1→ X es una función, tenemos que g(∗) ∈ X, por
el teorema de la recursión existe una única función h : N→ X donde

h(0) = g(∗),
h(s(n)) = g(h(n)),

entonces la función H(h) : N+ 1→ X + 1 satisface que

gH(h)(∗) = g(∗) = h(0) = h(s(∗)) si ∗ ∈ 1,

gH(h)(n) = g(h(n)) = h(s(n)) si n ∈ N,

por lo tanto gH(h) = hs, entonces h : (N, s) → (X, g) es un morfismo de H-álgebras. Por otro
lado note que si h′ : (N, s) → (X, g) es otro morfismo de H-álgebras, entonces h′ : N → X es
una función y además satisface que

h′(0) = g(∗) y h′(s(n)) = g(h′(n)).

Por el teorema de recursión tenemos que h′ = h, entonces (N, s) es inicial.
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El ejemplo anterior nos es de importancia, pues es el objeto inicial de la categoría H-Alg
cuando H es un endofuntor en conjuntos de la forma H(X) =

∑
NAn×Xn, donde {An}N es una

familia de conjuntos y el objetivo principal de la siguiente sección sera calcular dichos objetos.
Proposición 3.2.6: Sea C una categoría con coproductos. Sean H,K : C → C funtores. Si
M es el coproducto de los funtores H y K, entonces toda M -álgebra define una H-álgebra
y una K-álgebra, además todo morfismo de M -álgebras define un morfismo de H-álgebras y
K-álgebras.

Demostración. Sea (A, a) una M -álgebra. Las inclusiones iH : H(A) → M(A), iK : K(A) →
M(A), nos brindan los morfismos aiH : H(A)→ A y aiK : K(A)→ A, lo que define laH-álgebra
(A, aiH) y a la K-álgebra (A, aiK).

Si m : (A, a) → (B, b) es un morfismo de M -álgebras, entonces M(m) : M(A) → M(B) es
un morfismo en C , como M(A) ∼= H(A)+K(A) tenemos que M(m) = H(m)+K(m), por tanto
el diagrama siguiente es conmutativo

H(A) H(B)

M(A) M(B)

A B.

iH

H(m)

iH

M(m)

a b

m

Lo que implica que m es un morfismo de H-álgebras, mutatis mutandis obtenemos que m es un
morfismo de K-álgebras.

Corolario 3.2.7: Sea C una categoría con coproductos. Sean H,K endofuntores para C , si M
es el coproducto de H y K, entonces la categoría M -Alg cuenta con par de funtores que olvidan,
es decir,

IH :M -Alg → H-Alg, IH(C, c) = (C, ciH), IH(m) = m,

IK :M -Alg → K-Alg, IK(C, c) = (C, ciK), IK(m) = m.

3.3. Funtores Finitarios

Definición 3.3.1: (Funtor finitario) Un funtor F : V → V es finitario si preserva colímites
filtrantes.

La definición 3.3.1 se puede extender a todo tipo de funtores, sin embargo nos concentraremos
únicamente para endofuntores en V .
Lema 3.3.2: El coproducto de funtores finitarios es finitario.

Demostración. Basta recordar que los colímites conmutan con colímites. Sea Hj : V → V con
j ∈ J funtores finitarios y F una categoría filtrante, entonces para todo diagrama D : F → V
tenemos que ∑

J

Hj(colím
F

D(i)) ∼=
∑
J

colím
F

Hj(D(i)) (Hj es finitario).

∼= colím
F

∑
J

Hj(D(i)).

Proposición 3.3.3: Cualquier límite finito de funtores finitarios es finitario.
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Demostración. Sea D una categoría finita y H : D → V V un funtor donde Hd = H(d) : V → V
es finitario, para cada d ∈ D . Sea F una categoría filtrante y F : F → V , entonces

ĺım
D
Hd(colím

F
F (i)) = ĺım

D

(
Hd(colím

F
(F (i)

)
= ĺım

D

(
colím

F
Hd(F (i))

)
= ĺım

D

(
colím

F
(Hd(F (i))

)
= colím

F

(
ĺım
D

(Hd(F (i))
)
.

Donde la última igualdad se da por que los colímites filtrantes conmutan con límites finitos.

Definición 3.3.4: Sea {An}N una familia de conjuntos. Decimos que el funtor H : V → V es
polinomial si H(X) =

∑
nAn ×Xn y H(f) =

∑
n idAn × fn para f : X → Y .

Corolario 3.3.5: Todo funtor polinomial es finitario.

Demostración. Sea An conjuntos con n ∈ N, entonces∑
N
An ×Xn =

∑
N

∑
σ∈An

Xn,

pero el funtor Id : V → V es finitario, por 3.3.3 para toda n ∈ N el producto Idn : V → V es
finitario y por 3.3.2 el coproducto anterior es finitario.

Proposición 3.3.6: Sea H un endofuntor finitario, entonces la categoría H-Alg tiene objeto
inicial.

Demostración. Sea H : V → V finitario. Consideremos a la función u : ∅ → H(∅), definimos
un+1 = Hn(u) donde H0 es el funtor identidad y Hn+1 = HnH. La asignación anterior define
al diagrama

D : (N,≤)→ V , D(n) = Hn(∅), D(n→ n+ 1) = un+1,

∅ H(∅) H2(∅) · · · .u u2

Sean I = colímND y vn : Hn(∅) → I sus correspondientes coproyecciones, como (N,≤) es
una categoría filtrante 1.5.5 y H es finitario, H(I) = colímN+ Hn(∅) y además los morfismos
H(vn) : Hn+1(∅) → H(I) son sus correspondientes coproyecciones. Por la propiedad universal
del colímite, podemos inducir al morfismo i : H(I)→ I tal que iH(vn) = vn+1

H(Hn(∅)) H(I)

I.

H(vn)

vn+1
i

Afirmamos que (I, i) es inicial. Sea (A, a) una H-álgebra y considera a los morfismos

f0 : ∅→ A,

fn+1 = aH(fn) : H(Hn(∅))→ A,

veamos que la familia {fn}N define un cocono para D. Por unicidad tenemos que f1u1 = f0,
por otro lado para todo n se tiene la igualdad fn+1un+1 = aH(fnun), tomando n = 1 tenemos
que f2u2 = aH(f1u1) = aH(f0) = f1, por inducción concluimos que

fn+1un+1 = aH(fnun) = aH(fn−1) = fn.
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Entonces la familia {fn}N define un cocono para el diagrama D, por la propiedad universal de
colímite, existe una única f : I → A tal que vnf = fn para todo n ∈ N

Hn(∅) Hn+1(∅)

I

A

un+1

vn

fn

vn+1

fn+1f

aplicando H al cocono anterior, concluimos que H(f) es el único morfismo que satisface la
igualdad H(f)H(vn) = H(fn) para toda n ∈ N+, lo cual nos brinda el siguiente diagrama
conmutativo

H(I) I

Hn+1(∅)

H(A) A

i

H(f) f

H(vn)

vn+1

H(fn)

fn+1

a

que demuestra que f es un morfismo de H-álgebras. Para demostrar la unicidad de f como
morfismo de H-álgebras, considere a g : (I, i) → (A, a) otro morfismo de H-álgebras y sean
gn = gvn las componentes de g, mostraremos que fn = gn para toda n ∈ N. Si n = 0,
g0 : ∅→ A, por unicidad tenemos que g0 = f0, por otro lado

gn+1 = gvn+1 = giH(vn) = aH(g)H(vn)

= aH(gvn) = aH(gn)

tomando n = 0 en la anterior igualdad tenemos que g1 = aH(g0) = aH(f0) = f1, usando
inducción concluimos que gn+1 = aH(gn) = aH(fn) = fn+1.

Por 3.3.3 tenemos que el funtor constante con valor 1 es finitario, por 3.3.2 para todo conjunto
X el funtor constante con valor X es finitario, por tanto para todo funtor H finitario

HX : V → V , HX(A) = H(A) +X, H(f) = f + idX

es finitario, de 3.2.6 toda HX -álgebradefine una H-álgebra y una X-álgebra, pues si (A, a′) es
una HX -álgebra, entonces a′ : H(A) + X → A así podemos descomponer a′ = [a, ax] en sus
componentes, i.e., a : H(A)→ A y ax : X → A, entonces para toda h : (A, [a, aX ])→ (B, [b, bX ])

h[a, aX ] = [b, bX ]HX(h) ⇐⇒ h[a, aX ] = [b, bX ](H(h) + idX)

⇐⇒ [ha, haX ] = [bH(h), bX ]

⇐⇒ ha = bH(h) y haX = bX .

Lema 3.3.7: Sean H : V → V un funtor finitario y X conjunto. Si (I, [i, iX ]) es el objeto inicial
de la categoría HX -Alg, entonces para toda (A, a) se tiene la siguiente biyección

H-Alg((I, i), (A, a)) ∼= V (X,A).
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Demostración. Sean (A, a) una H-álgebra y g : X → A función, entonces (A, [a, g]) define una
HX álgebra, sea (I, [i, iX ]) la HX -álgebra inicial, por 3.3.6 existe un único morfismo de HX

álgebras g : (I, [i, iX ])→ (A, [a, g]) tal que

gi = aH(g) y giX = g.

Tomamos g como nuestra asignación para g, por otro lado si h : (I, i) → (A, a) es morfismo de
H-álgebras, considere a i∗X(h) = hiX : X → A, lo cual define la asignación para h. Mostraremos
que la asignación es inversa de la asignación i∗X .Para toda g : X → A se satisface que

i∗X(g) = giX = g.

Sea h : (I, i) → (A, a) morfismo de H-álgebras y aX = hiX . Por definición aX : (I, [i, iX ]) →
(A, [a, aX ]) corresponde al único morfismo de HX álgebras del objeto (I, [i, iX ]) a (A, [a, aX ]),
por tanto basta mostrar que h : I → A es un morfismo de HX álgebras. En efecto, considera al
diagrama

X X

HI HX(I) HX(A)

I A.

jX jX

jI

i
[i,iX ]

HX(h)

[a,aX ]

h

Entonces h · [i, iX ] · jI = h · i = a ·H(h) y h · [i, iX ] · jX = h · iX = aX , de lo cual [a, aX ] ·HX(h) =
h · [i, iX ], por tanto h : (I, [i, iX ])→ (A, [a, aX ]) es morfismo de HX álgebras. Por lo tanto

h = aX = i∗X(h) = h.

Si en la biyección anterior tomamos el funtor que olvida U : H-Alg → V y denotamos a la
H-álgebra (I, i) = L(X), entonces la biyección anterior toma la forma de una adjunción

H-Alg(L(X), (A, a)) ∼= V (X,U(A, a)),

asumiendo la naturalidad de la biyección y que L sea funtor, concluimos que el funtor U :
H-Alg → V tiene adjunto izquierdo, tal como lo indica el siguiente teorema.
Teorema 3.3.8: Sea H : V → V un funtor finitario. Entonces el funtor U : H-Alg → V tiene
adjunto izquierdo.

Demostración. Sean X conjunto y HX : V → V el funtor H +X, denotemos por (IX , [i, iX ]) el
álgebra inicial de la categoría HX -Alg. Definimos al funtor L como

L(X) = (IX , i),

para definir L en morfismos recordemos que por 3.3.7 a cada conjunto X le corresponde una fun-
ción iX : X → IX . Sea f : X → Y función, entonces (IY , [i, iY f ]) define una HX álgebra, como
L(X) es inicial existe un único morfismo de HX álgebras L(f) : (IX , [i, iX ]) → (IY , [iY , iY f ]),
note que por la biyección del lema 3.3.7 L(g) = iY f y la función iY f : IX → IY es un morfismo
de H-álgebras iY f : (IX , i)→ (IY , i) que satisface la igualdad iY fiX = f , es decir, el diagrama
siguiente conmuta

IX IY

X Y.

L(f)

f

iX iY
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Para la composición sean Z conjunto, iZ : Z → IZ la función del lema 3.3.7 y g : Y → Z función,
tenemos el siguiente diagrama

L(X) L(Y ) L(Z)

X Y Z.

L(f)

L(fg)

L(g)

iX

f

iY

g

iZ

entonces L(g)L(f)iX = L(g)iY f = iZgf = L(gf)iX , así tanto L(g)L(f) como L(gf) satisfacen
la misma propiedad, por la unicidad tenemos que L(g)L(f) = L(gf) lo que demuestra que L en
efecto es funtor.

L : V → H-Alg, L(X) = U((IX , [i, iX ])), L(f) = iY f.

Finalmente probaremos que las biyecciones de 3.3.7 son naturales. Sea f : Y → X función y
h : L(X)→ (A, a) morfismo de H-álgebras, entonces

f∗(i∗X(h)) = f∗(hiX) = hiXf,

i∗Y (L(f)
∗(h)) = i∗Y (hL(f)) = hiXfiY = hiXf.

Análogamente para g : (A, a)→ (B, b) por 3.3.7 se tienen las ecuaciones

i∗XU(g)∗(h) = i∗X(gh) = ghiX ,

U(g)∗i
∗
X(h) = g∗(hiX) = ghiX .

Corolario 3.3.9: Sean H : V → V un funtor finitario y X conjunto. Si (IX , [i, iX ]) es el objeto
inicial de la categoría HX -Alg, entonces (IX , i) es la H-álgebra libre generada por X.

Demostración. Por 3.3.7 y 3.3.8 tenemos la siguiente biyección natural

H-Alg(L(X), (A, a)) ∼= V (X,U(A, a)).

Proposición 3.3.10: Sea H es un endofuntor. Si H preserva colímites para la categoría D ,
entonces la categoría H-Alg tiene colímites de tipo D y el funtor que olvida preserva estos
colímites.

Demostración. Sea D : D → H-Alg un diagrama donde D(d) = (Ad, ad), considera al conjunto

A = colím
D

UD = colím
D

Ad

junto con sus inclusiones id. Si H preserva colímites para la categoría D , tenemos que

H(A) = colím
D

HUD = colím
D

H(Ad)

y las inclusiones son los morfismos H(id). Por la propiedad universal del colímite podemos definir
una única función a : H(A)→ A tal que el siguiente cuadrado conmuta

H(Ad) H(A)

Ad A.

ad

H(id)

a

id
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La definición de a muestra que las inclusiones id definen morfismos entre H-álgebras, es decir,
id : (Ad, ad)→ (A, a), por tanto id : (Ad, ad)→ (A, a) es un cocono. Para verificar la propiedad
universal supongamos que jd : (Ad, ad) → (E, e) es otro cocono para el funtor D, entonces los
morfismos jd : Ad → E definen un cocono en conjuntos y como A es el colímite existe una
única j : A → E tal que jid = jd, como H preserva colímites para la categoría D , aplicando el
funtor H tenemos que H(j)H(id) = H(jd) lo que implica que H(j) es la única función tal que
H(j)H(id) = H(jd)

H(Ad) H(A)

Ad A H(E)

E,

ad

H(id)

a H(j)

id

jd

j
e

H(jd)

veamos que j : A → E es un morfismo entre las álgebras (A, a) y (E, d). En efecto para toda
d ∈ D se satisfacen las igualdades

j · a ·H(id) = j · id · ad = jd · ad = e ·H(jd) = e ·H(j) ·H(id)

entonces eH(j) = ja, por lo cual (A, a) es cocono inicial, lo que demuestra que H-Alg tiene
colímites para la categoría D . Además tenemos que U(A, a) = A = colímD Ad.

Corolario 3.3.11: Si H es finitario la categoría H-Alg tiene colímites filtrantes y además el
funtor que olvida los preserva.

Demostración. Si H es finitario, preserva colímites filtrantes, por 3.3.10 H-Alg tiene colímites
filtrantes.

Como lo señala la proposición 3.3.10 la categoría de H-álgebras para endofuntores finitarios
cuenta con colímites filtrantes, sin embargo H-Alg es mucho más cocompleta de lo que nos dice
la proposición anterior, en particular H-Alg tiene los mismos tipos de límites y colímites que
tienen las categorías algebraicas 2.1.4, de hecho tenemos los siguientes resultados que se pueden
encontrar en [2][Proposición 12.12, 12.13, pág 121-123].
Proposición 3.3.12: Para todo endofuntor finitario H en V , la categoría H-Alg tiene límites
y tiene colímites tamizados, ambos preservados por el funtor que olvida.
Proposición 3.3.13: Para todo funtor finitario H, la categoría H-Alg es cocompleta. Además
la categoría H-Alg cuenta con factorizaciones regulares de morfismos preservados por el funtor
que olvida.

El siguiente teorema caracteriza a los funtores finitarios, para este resultado necesitaremos
de la siguiente definición.
Definición 3.3.14: Sea H : C → A un funtor, un funtor cociente del funtor H consiste en un
funtor H : C → A junto con una transformación natural α : H → H donde cada componente
de α es epimorfismo.
Teorema 3.3.15: Sea H en endofuntor para la categoría de conjuntos V , son equivalentes

1. H finitario.

2. H es cociente de un funtor polinomial.

3. Todo elemento de H(X) vive en la imagen de H(i) para la inclusión i : Y → X de un
subconjunto finito Y de X.

Demostración. Véase [2][Teorema 12.15, pág 124].
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3.4. Sucesiones

En el caso de conjuntos el producto de tantas copias de X como naturales se define como∏
N
X := XN := {f : N→ X | f es función}.

Esto caracteriza a los elementos de
∏

NX como funciones, curiosamente en el caso de categorías
ocurre algo similar. Consideremos N como categoría discreta, entonces V N es la categoría de
funtores F : N → V , al igual que conjuntos, las exponenciales juegan el papel de productos
cuando el objeto base es fijo, es decir, tenemos la equivalencia de categorías

V N ≃
∏
N

V

lo que más sorprende es que la equivalencia anterior no pierde su caracterización como funciones.
Proposición 3.4.1: La categoría coma V /N es equivalente a la categoría V N

Demostración. Si f : X → N, f ′ : X ′ → N ∈ V /N , entonces un morfismo h : f → f ′ en V /N
consiste en una función h : X → X ′ tal que f ′h = f

X X ′

N

h

f f ′

esta condición es equivalente a que la función h sea constante en fibras, es decir, h[f−1[n]] ⊆
f ′−1[n], de lo cual podemos descomponer a h en una sucesiones de funciones dadas por

hn = h|f−1[n] : f
−1[n]→ f ′−1[n],

la asignación anterior define un funtor

Fib : V /N→ V N , F ib(f) = (f−1[ ]) : N→ V , F ib(h) = (hn)N

donde f−1[n] es la fibra de n y h : X → X ′ es un morfismo en V /N.
Por otro lado, si (An)N es una sucesión de conjuntos, definimos a las funciones de aridad

arn : An → N dadas por arn(a) = n, por la propiedad universal del coproducto existe una única
función

ar :
∑
N
An → N tal que ar(x) = n si y sólo si x ∈ An,

además cada morfismo (fn : An → Bn)N en V N define una función∑
N
fn :

∑
N
An →

∑
N
Bn,

entonces tenemos el siguiente diagrama triangulo conmutativo

∑
NAn

∑
NBn

N

∑
N fn

ar ar
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donde ar
∑

N fn es constante en fibras ya que
∑

N f
−1
n [ar−1[n]] = An y

(∑
N fn

)∣∣
An

= fn, lo
que define al funtor

ar : V N → V /N, ar((An)N) = ar :
∑
N
An → N, ar((fn)N) =

∑
N
fn.

Únicamente falta verificar que estos dos funtores definen una equivalencia. Sean (An)N ∈ V N y
f : X → N ∈ V /N entonces

Fib(ar((An)N)) = Fib
(
ar :

∑
N
An → N

)
= (ar−1[n])N = (An)N,

F ib(ar((fn)N))(i) = Fib
(∑

N
fn

)
(i) =

(∑
N
fn

)∣∣∣
Ai

= fi,

ar(Fib(f)) = ar((f−1[n])N) = ar :
∑
N
f−1[n]→ N ∼= f,

ar(Fib(h)) = ar((hn)N) =
∑
N
hn ∼= h

donde h : X → X ′ es un morfismo en V /N, (fn)N es un morfismo en V N y los últimos isomor-
fismos se dan ya que

∑
n f

−1[n] ∼= X.

Todo funtor polinomial H cuenta con una familia de conjuntos An con n ∈ N, por otro lado
todo lenguaje L = (F) cuenta con una función de aridad ar : F → N, la siguiente proposición
nos dice que ocurre cuando consideremos An = ar−1[n].
Teorema 3.4.2: Sea L un lenguaje conformado únicamente por letras funcionales, ar : F → N
su función de aridad y H el funtor polinomial definido por la sucesión An = ar−1[n], entonces
las categorías Mod(L) y H-Alg son isomorfas.

Demostración. Sea (X,x) una H-álgebra, definiremos a la estructura K((X,x)).

1. El dominio de K((X,x)) es el conjunto X.

2. Para cada f ∈ An considera la composición:

{f} ×Xn An ×Xn H(X)

Xn X.

x

fK((X,x))

∼=

Entonces fK((X,x)) define una operación de aridad n, por tantoK((X,x)) es una estructura
para L.

Por otro lado sea h : (X,x) → (Y, y) morfismo de H-álgebras, para toda n ∈ N y f ∈ An,
entonces tenemos al siguiente diagrama conmutativo

Y n {f} × Y n An × Y n H(Y ) Y

Xn {f} ×Xn An ×Xn H(X) X

∼=

∼=

hn id×hn id×hn H(h) h

donde el renglón superior es la definición de fK((Y,y)) y el inferior la definición de fK((X,x)), por
lo tanto h define un morfismo entre las L estructuras K((X,x)) y K((Y, y)). Definimos al funtor

K : H-Alg →Mod(L), K((X,x)), K(h) = h
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donde dada una (X,x) H-álgebra K((X,x)) es la estructura definida al principio de la prueba
y h : (X,x)→ (Y, y) es un morfismo de H-álgebras.

Sea M una estructura de tipo L con dominio M , para cada n ∈ N considere a las funciones

mn : An ×Mn →M mn(f,m0, . . . ,mn−1) = fM(m0, . . . ,mn−1)

por la propiedad universal del coproducto existe una única función m : H(M) → M tal que
min = mn

An ×Mn H(M)

M

in

mn
m

lo que demuestra que el par (M,m) es una H-álgebra.
Por otro lado, si h : M → N es un morfismo de estructuras de tipo L, para todo n ∈ N y

f ∈ Ln tenemos que hfM = fNhk, es decir,

hmn(f,m0, . . . ,mn−1) = hfM(m0, . . . ,mn−1) = fN(h(m0), . . . , h(mn−1))

= nk(f, h
n(m0, . . . ,mn−1)).

Esto implica que para cada n ∈ N el siguiente rectángulo es conmutativo

An ×Nn H(N) N

An ×Mn D(M) M

n

id×hn H(h)

m

h

como lo anterior era para un n arbitrario, tenemos que nH(h) = hm, por tanto h es un morfismo
de H-álgebras. Definimos al funtor

Frk :Mod(L)→ H-Alg, Frk(M) = (M,m), F rk(h) = h

donde h : M→ N es un morfismo de estructuras de tipo L.
Finalmente los funtores Frk y K son inversos, note que tanto Frk como K no tienen ningún

efecto en morfismos así basta mostrar que ocurre con objetos. Si (X,x) es una H-álgebra,
los morfismos inducidos por la estructura K((X,x)) son exactamente las composiciones de las
inclusiones in : An ×Xn → H(X) junto con la función x : H(X)→ X, por tanto la H-álgebra
Frk(K((X,x)) es exactamente la misma que la definida por x, análogamente, para M ∈Mod(L)
las asignaciones fFrk(K(M)) y fM coinciden, por tanto definen la misma estructura de tipo L en
el conjunto M .

Corolario 3.4.3: Sea L un lenguaje conformado únicamente por letras funcionales, entonces
para toda n ∈ N la estructura libre en n variables L[n] es el H-álgebra libre en n elementos para
el funtor H =

∑
NAn×Xn, donde An corresponde al conjunto de operaciones de aridad n para

cada n ∈ N.

Demostración. Por 3.4.2 la estructura L[n] y el objeto inicial de las Hn-álgebras satisfacen la
misma propiedad universal.

Otro resultado que nos da la equivalencia es el siguiente.
Teorema 3.4.4: Sea L un lenguaje conformado únicamente por letras funcionales, entonces la
categoría Mod(L) es completa y cocompleta.

Demostración. Por 3.3.13, 3.3.12 y 3.4.2 se tiene el resultado.
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Capítulo 4

Teorías Ecuacionales

4.1. Variedades (Algebraicas)

En el contexto de la geometría algebraica, una variedad algebraica es el conjunto de soluciones
para una colección de polinomios S ⊆ k[x0, . . . , xn−1], es decir,

V (S) = {(a0, . . . , an−1) ∈ kn | f(a0, . . . , an−1) = 0 para toda f ∈ S},

donde V (S) tiene la topología de Zariski y V (S) no se puede ver como la unión finita de
subconjuntos cerrados distintos de V (S) (Véase [18][Capítulo 2, pág.35]).

En esta sección definiremos la noción de variedad para el contexto de teorías algebraicas, ve-
remos más adelante la similitud que existe entre variedades para teorías algebraicas y variedades
algebraicas.
Definición 4.1.1: (Ecuación) Sea T una teoría algebraica. Una ecuación en T consiste de un
par de morfismos u, v : s→ t en T (La notación estándar para describir una ecuación (u, v) en
una teoría T es con el símbolo de igualdad u = v). Decimos que el álgebra A : T → V satisface
la ecuación u = v si A(u) = A(v).

Si (e, Tab) es la teoría de Lawvere de grupos abelianos 2.3.6, una ecuación u = v para Tab
consta de dos matrices (aij) = (bij) ∈Mm×n(Z). Usando la equivalencia 2.3.7, podemos calcular
las álgebras que satisfacen la ecuación (aij) = (bij). En efecto, para todo grupo abeliano G, se
tiene el álgebra G− el cual satisface la ecuación (aij) = (bij) si y sólo si para todo (g0, . . . , gn−1)

(aij)(g0, . . . , gn−1) = (bij)(g0, . . . , gn−1),( n−1∑
j=0

a0jgj ,
n−1∑
j=0

a1jgj , . . . ,
n−1∑
j=0

am−1jgj

)
=

( n−1∑
j=0

b0jgj ,
n−1∑
j=0

b1jgj , . . . ,
n−1∑
j=0

bm−1jgj

)
,

n−1∑
j=0

aijgj =

n−1∑
j=0

bijgj 0 ≤ i < m,

en este caso particular las álgebras que satisfacen la ecuación (aij) = (bij) son los grupos abelia-
nos que satisfacen la ecuación ((aij)−(bij))(g0, . . . , gn−1) = 0 (estos grupos pueden ser pensados
como los ceros de la ecuación (aij)− (bij) = 0).

Si v = u : t→ p es una ecuación en una teoría algebraica T y A ∈ AlgT satisface la ecuación
v = u, note que para todo par de morfismos x : w → t y y : p→ z el álgebra A satisface que

A(yv) = A(y)A(v) = A(y)A(u) = A(yu),

A(vx) = A(v)A(x) = A(u)A(y) = A(uy).

Las ecuaciones vi = ui con i ∈ n definen a la ecuación (vi)n = (ui)n, entonces vi, ui : s → ti
son morfismos para toda i ∈ n e inducen el par de morfismos (vi)n, (ui)n : s→

∏
n ti lo que nos

49
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brinda la ecuación (vi)n = (ui)n y si el álgebra A satisface las ecuaciones vi = ui entonces A
satisface las ecuaciones A((vi)) = A((ui)). Lo anterior nos brinda el siguiente resultado.
Proposición 4.1.2: Sea (e, T ) una teoría de Lawvere y u, v : e(n)→ e(m) una ecuación en T .
El álgebra A ∈ AlgT satisface la ecuación u = v si y sólo si para todo (a0, . . . , an−1) ∈ A(e(n))

A(uk)(a0, . . . , an−1) = A(vk)(a0, . . . , an−1),

donde uk = πkv y vk = πku para k ∈ m.
Ejemplo 4.1.3: Sea (e, Tab) la teoría de grupos abelianos. Considera a las matrices[

n
]
,
[
0
]
∈M1×1(Z).

Usando 4.1.2 tenemos que G satisface la ecuación
[
n
]
=

[
0
]

si y sólo si ng = 0 para todo g ∈ G,
lo que por el teorema de Lagrange implica que los elementos de G tienen orden un divisor de n.
Entonces todas las álgebras que satisfacen la ecuación

[
n
]
=

[
0
]

consisten en grupos abelianos
con elementos de orden un divisor de n.
Definición 4.1.4: Sea T una teoría algebraica. Una congruencia en T consiste en una familia
de relaciones de equivalencia t ∼p en los conjuntos T (t, p) para todo par de objetos t, p ∈ T que
satisface las siguientes condiciones:

1. Si u t ∼p v y x w ∼t y entonces las composiciones ux y vy están relacionadas, es decir,
ux w ∼p vy.

2. Si ui w ∼ti vi para todo i ∈ n, entonces se tiene que (u0, . . . , un−1) w ∼t (v0, . . . , vn−1)
donde t =

∏
n ti.

Proposición 4.1.5: Sean T algebraica y M : T → A un funtor que preserva productos finitos,
entonces M define una congruencia en T .

Demostración. La siguiente relación de equivalencia se conoce como Núcleo o Kernel de M

u ∼M v ⇐⇒ M(u) =M(v).

(el subíndice M será omitido) Entonces ∼ es una relación de equivalencia en los conjuntos
T (t, p), así que mostraremos que las condiciones 1 y 2 de la definición de congruencia se valen.

1. Supongamos que u t ∼ pv y x w ∼ ty, entonces tenemos que M(u) =M(v) y M(x) =M(y)
entonces se tiene que

M(ux) =M(u)M(x) =M(v)M(y) =M(vy).

Por tanto uxw ∼p vy.

2. Supongamos que ui w ∼ tivi para todo i ∈ n, como M preserva productos tenemos que

M((u0, · · · , un−1)) = (M(u0), · · · ,M(un−1)) = (M(v0), . . . ,M(vn−1))

=M((v0, . . . , vn−1)).

Por tanto (u0, . . . , un−1) w ∼t (v0, . . . , vn−1) donde t =
∏n−1

i=0 ti.

Definición 4.1.6: (Variedad) Una subcategoría plena A de AlgT es una variedad si existe un
conjunto E de ecuaciones en T de tal manera que A ∈ A si y sólo si A satisface las ecuaciones
de E.
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Tal como comentamos al principio de la sección, podemos pensar a las variedades como
variedades algebraicas, donde el conjunto E es el conjunto de polinomios y la categoría A
vendría a ser el “conjunto” de ceros de las ecuaciones de E.
Ejemplo 4.1.7: Variedad de grupos abelianos nx = 0.

Sea (e, Tab) la teoría de Lawvere de grupos abelianos, para todo número n ∈ N contamos con
la ecuación

[
n
]
=

[
0
]

en Tab, por 4.1.3, la categoría algebraica correspondiente a esta ecuación
consiste en la subcategoría plena de Gab de grupos cuyos elementos tengan orden algún divisor
de n, la cual denotaremos por Gab/Zn esto es, los Zn módulos.
Proposición 4.1.8: Sea T una teoría algebraica, entonces las congruencias en T forman un
conjunto parcialmente ordenado bajo la contención, además la intersección de una familia de
congruencias para T vuelve a ser una congruencia para T .

Demostración. Solo se requiere que probemos la propiedad respecto a intersecciones. Sean Rj

congruencias en T con j ∈ J , entonces para cada t, p ∈ T⋂
J

tR
j
p,

es una relación de equivalencia en T (t, p), denotemos por ∼ a dicha relación. Veamos que ∼ es
congruencia

1. Supongamos que u t ∼p v y x w ∼t y, entonces para toda j ∈ J se tiene que u tR
j
pv y

x wR
j
ty, lo que implica que ux wR

j
pvy para toda j ∈ J , por lo cual ux w ∼p vy.

2. Supongamos que ui w ∼ti vi para todo i ∈ n, entonces para toda Rj se tiene que
(u0, . . . , un−1) wR

j
t(v0, . . . , vn−1) donde t =

∏n−1
i=0 ti, esto implica que (u0, . . . , un−1) w ∼

t(v0, . . . , vn−1).

Una consecuencia de 4.1.8 es que para todo conjunto de ecuaciones E podemos encontrar la
mínima congruencia que contiene a E, por tanto a toda variedad algebraica le podemos asignar
una congruencia.
Definición 4.1.9: Sean T una teoría algebraica y ∼ una congruencia en T definimos categoría
cociente T / ∼ como

1. Ob(T / ∼) = Ob(T ).

2. T / ∼ (t, p) = T (t, p)/t ∼ p para toda t, p ∈ T , donde la composición se define componiendo
a los representantes de cada clase.

3. Definimos al funtor cociente

Q : T → T / ∼, Q(t) = t, Q(u) = [u]

donde u : t→ p es un morfismo en T y [u] la correspondiente clase de representantes de u
bajo la relación t ∼ p.

La primera condición de congruencias muestra que la composición de clases está correctamente
definida y es asociativa, además la identidad en cada objeto t ∈ T es la clase [id] correspondiente
al morfismo idt : t→ t.
Proposición 4.1.10: Sean T una teoría algebraica y ∼ una congruencia en T , entonces la
categoría cociente T / ∼ es una teoría algebraica y el funtor cociente Q : T → T / ∼ es un
morfismo de teorías.
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Demostración. Como T es algebraica, es una categoría pequeña con productos finitos, por tanto
T / ∼ también es pequeña. Sean ti ∈ T / ∼ con i ∈ {0, 1, . . . , n − 1}, como T es algebraica el
producto de los ti existe junto con las proyecciones

πi :
n−1∏
i=0

ti → ti

las cuales definen a los morfismos [πi] = Q(πi) :
∏n−1

i=0 ti → ti en T/ ∼, veamos que esta colección
de morfismos es el producto de los ti. En efecto, para toda colección de morfismos [fi] : w → ti
en T / ∼ con i ∈ n, podemos considerar a los representantes fi : w → ti, esta colección define
un único morfismo (f0, . . . , fn−1) : w →

∏
i∈n ti en T , ahora consideremos a su clase en T / ∼ la

cual es [(f0, . . . , fn−1)] : w →
∏

i∈n ti, entonces

[πi][(f0, . . . , fn−1)] = [πi(f0, . . . , fn−1)] = [fi],

y este morfismo es él único tal que [πi][(f0, . . . , fn−1)] = [fi] ya que la clase de (f0, . . . , fn−1)
es única porque ∼ es de equivalencia. Por tanto [πi] = Q(πi) :

∏n−1
i=0 ti → ti con i ∈ n es el

producto en T / ∼. Por tanto T / ∼ es algebraica y Q respeta productos finitos.

Proposición 4.1.11: Sean ∼ una congruencia en la teoría T y Q : T → T / ∼ el funtor cociente
de la congruencia ∼, entonces se satisfacen las siguientes condiciones:

1. Un morfismo de teorías M : T → S se factoriza por Q si y sólo si ∼⊆ KerM .

T S

T / ∼ .

M

Q M ′

2. Para todo morfismo de teorías M : T → S la factorización de M en la categoría T /KerM
es fiel.

T S

T /KerM.

M

Q M ′

Si en el inciso 2 tenemos que M es pleno y esencialmente sobreyectivo entonces M ′ es una
equivalencia.

Demostración. Sean ∼ una congruencia en T y M : T → S morfismo de teorías.

1. ⇒ Sea M ′ : T / ∼→ S tal que M = M ′Q y sean u, v : t → p morfismos en T tales que
u ∼ v, entonces tenemos que [u] = [v] : t→ p, así

M(u) =M ′Q(u) =M ′([u]) =M ′([v]) =M ′Q(v) =M(v),

por tanto u ∼M v y ∼⊆ KerM .

⇐ Si ∼⊆ KerM , definimos

M ′ : T / ∼→ S, M ′(t) =M(t), M ′([u]) =M(u).

donde u : t → p es un morfismo en T . Note que M ′ está bien definido en morfismos.
En efecto, si ocurre que [u] = [v] : t → p, entonces u ∼ v y como ∼⊆ KerM entonces
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M ′([u]) = M(u) = M(v) = M ′([v]). Por otro lado para id : t → t, x : w → t y u : t → p
tenemos que

M ′([id]) =M(id) = idM ′(t),

M ′([ux]) =M(ux) =M(u)M(x) =M ′([u])M ′([x]),

lo que muestra que M ′ es funtor y M ′Q =M .

2. Sea M ′ : T /KerM → S el funtor definido por la congruencia KerM , tal como en el inciso
anterior

M ′ : T /KerM → S, M ′(t) =M(t), M ′([u]) =M(u),

para u : t → p morfismo en T . Dado que estamos relacionando todos los morfismos con
imagen común en S, es fácil notar que M ′ resulta fiel, pues si M ′([u]) = M ′([v]) para
v, u : t→ p, entonces

M(v) =M ′([v]) =M ′([u]) =M(u),

lo que demuestra que u ∼M v, por tanto [u] = [v].

Finalmente note que si M es plena y esencialmente sobreyectiva entonces M ′ también lo será.
En efecto, para cada t, p ∈ T tenemos que el siguiente diagrama

T (t, p) S(M(t),M(p))

T (t, p)/(tKerMp)

M

Q
M ′

donde M es sobreyectiva y Q es el cociente definido por KerM . Por el inciso 2 tenemos que M ′

es inyectiva. Por hipótesis M es sobre, entonces para cada f : M(t) → M(p) existe u : t → p
tal que M(u) = f , luego tenemos que f = M(u) = M ′([u]), así M ′ es sobreyectiva, lo que
demuestra que M ′ es fiel y pleno. Finalmente M ′ es esencialmente sobreyectiva, ya que si s ∈ S
existe t ∈ T tal que s ∼=M(t), entonces

s ∼=M(t) =M ′([t]).

Por tanto M ′ es fiel, plena y esencialmente sobreyectiva, por tanto una equivalencia.

Note que si en el resultado anterior cambiamos S por una categoría A arbitraria los re-
sultados siguen siendo válidos siempre y cuando el funtor M : T → A preserve productos
finitos.

Si ∼ es una congruencia en una teoría algebraica T , entonces la categoría cociente T / ∼ es
una teoría algebraica, por tanto el funtor cociente Q : T → T / ∼ induce un funtor entre las
categorías de álgebras

Alg(Q) : AlgT / ∼→ AlgT .

Considera la teoría de Lawvere de grupos abelianos (e, Tab), para cada n ∈ Z podemos generar
la mínima congruencia ∼ para las ecuaciones

[
n
]
=

[
0
]
, entonces toda álgebra en G− ∈ Gab/Zn

define una álgebra para el cociente Tab/ ∼ (la que igual denotaremos por G−). En efecto, si G−

satisface [n] = [0] entonces por el inciso 1. de 4.1.11 G− se factoriza por el cociente Tab/ ∼

Tab V

Tab/ ∼,

G−

Q G−
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como se muestra en el diagrama anterior. Usando 4.1.11 inciso 1, concluimos que G− es un
álgebra para Tab/ ∼ lo que nos brinda un encaje Gab/Zn → Alg(Tab/ ∼), es importante señalar
que este encaje es una equivalencia y es una consecuencia del siguiente resultado.
Teorema 4.1.12: Sean ∼ una congruencia en una teoría algebraica T y Q : T → T / ∼ el
correspondiente funtor cociente entonces

Alg(Q) : Alg(T / ∼)→ AlgT

es fiel, pleno e inyectivo en objetos.

Demostración. La demostración se pueden encontrar en [2][Proposición 10.14, p.93].

Como se señalaba con anterioridad toda variedad A está definida por un conjunto E de
ecuaciones en una teoría algebraica T , si ∼ es la menor congruencia en T que contiene a E
definimos T /E = T / ∼, entonces cada objeto en A define una álgebra para T /E, lo cual nos
indica que los objetos de A son álgebras para una teoría algebraica.
Corolario 4.1.13: Toda variedad es una categoría algebraica.

Demostración. Donde los detalles se pueden encontrar en [2][Corolario 10.15, p.94].

En el caso de Teorías de Lawvere los resultados respecto a variedades y congruencias son
los mismos, basta cambiar teoría algebraica por teoría de Lawevere y categoría algebraica por
categoría de un único tipo, si acaso habría que modificar la proposición 4.1.10.
Corolario 4.1.14: Sean (e, T ) una teoría Lawvere y ∼ una congruencia en T , entonces la
categoría cociente T / ∼ es una teoría de Lawvere y el funtor cociente Q : T → T / ∼ es un
morfismo de teorías de Lawvere.

Demostración. Como los objetos de T y T / ∼ son los mismos, entonces la composición e = Qe :
N → T / ∼ preserva productos y muestra que el par (e, T / ∼) es una teoría de Lawvere.

Para n ∈ Z tenemos que la categoría Gab/Zn es una variedad, más aún note que esta categoría
es cerrada bajo las siguientes propiedades

1. Productos,

2. Coproductos,

3. Subgrupos,

4. Cocientes regulares.

El siguiente resultado nos muestra que de hecho éstas propiedades son las mínimas propiedades
que debe de satisfacer una subcategoría A ⊆ Gab para encontrar una congruencia en Tab que
muestre que A es algebraica, a este resultado se le conoce como Teorema de Birkhoff.
Teorema 4.1.15: (Teorema de la Variedad de Birkhoff) Sea T una teoría algebraica. Una
subcategoría plena A de AlgT es una variedad si y sólo si A es cerrada en AlgT bajo

1. Productos,

2. Subálgebras,

3. Cocientes regulares,

4. Sumas directas.

Demostración. Véase [2][Teorema 10.22, p.96].
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4.2. Teorías libres de Lawvere

En esta sección brindaremos una relación entre las categorías de H-Alg para un funtor
finitario H o bien por 3.4.2 para una categoría de estructuras de tipo L y las teorías de Lawvere.
Teorema 4.2.1: Si H es un funtor finitario, la categoría de H-álgebras es una categoría alge-
braica de un único tipo.

Demostración. La demostración se puede revisar en [2][Ejemplo A.4,p.207] y [3].

Por 3.4.2 sabemos que a toda función ar : F → N ∈ V /N le corresponde un funtor polinomial
al cual denotaremos como

HF (X) =
∑
n∈N

An ×Xn,

y además le corresponde un lenguaje conformado únicamente por letras funcionales L = (F).
Corolario 4.2.2: Sean L = (F) un lenguaje y ar : F → N su función de aridad, entonces la
categoría Mod(L) es una categoría algebraica de único tipo.

Demostración. Por 4.2.1 tenemos que HF -Alg es una categoría algebraica de único tipo, usando
el isomorfismo de 3.4.2 se tiene que HF -Alg ∼=Mod(L), por tanto Mod(L) es algebraica.

Dada una teoría de Lawvere T el corolario 2.2.6 nos muestra que podemos recuperar a T
como una subcategoría en AlgT op, en este caso mostraremos que ocurre en el caso contrario,
es decir, partiremos de una categoría algebraica de un único tipo y generaremos su teoría de
Lawvere.
Definición 4.2.3: Sean L = (F) un lenguaje y ar : F → N su función de aridad. Para cada
n ∈ N considera a las estructuras L[n] ∈Mod(L), definimos a TL como la categoría opuesta de
la subcategoría plena de Mod(L) generada por los objetos L[n]. Además definimos el funtor

e : N → TL, e(n) = L[n], e(f) : L[m]→ L[n]

donde f : m → n es un morfismo en N y e(f) está definido de la siguiente manera: considera
la función f : {x0, . . . , xn−1} → {x0, . . . , xm−1} tal que f(xi) = xf(i), entonces por la propiedad
universal de la estructura L[m] existe un único morfismo e(f)op : L[m]→ L[n] que completa el
siguiente diagrama

{x0, . . . .xn−1} L[n]

{x0, . . . .xm−1} L[m].

f

in

e(f)op

im

Proposición 4.2.4: El par (e, TL) es una teoría algebraica de Lawvere. Más aún (e, TL) es la
teoría de variables libres finitas 2.2.9 de la categoría algebraica Mod(L).

Demostración. Basta probar la segunda afirmación, para ello sea ar : F → N la función de
aridad para L = (F), por 3.3.8 el funtor que olvida U : HF -Alg → V tiene un adjunto izquierdo
L : V → HF -Alg, usando los isomorfismos Frk :Mod(L)→ HF -Alg y K : HF -Alg →Mod(L)
de 3.4.2 tenemos la adjunción

K · L : V →Mod(L) ⊣ U · Frk :Mod(L)→ V .

Por definición tenemos que la composición U · Frk = U es el funtor que olvida, mientras que
para todo n ∈ N, tenemos que L(n) es la HF + n-álgebra inicial, por 3.4.3 tenemos que

K(L(n)) = L[n],
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además para toda función f : m→ n, L(f) es por definición el morfismo e(f)op, entonces

K(L(f)) = K(e(f)op) = e(fop).

Por lo tanto (K ·L)op|N : N → TL es igual a e : N → TL, lo que muestra que (e, TL) es la teoría
de variables libres finitas de Mod(L).

Como el funtor K · L : V →Mod(L) es adjunto izquierdo, preserva colímites, en particular
usando que n =

∑
n 1 tenemos que L[n] =

∑
n L[1].

Lema 4.2.5: Sean ar : F → N una función y (e, TL) la teoría de variables libres finitas asociada
a la categoría de HF -álgebras definida en 4.2.3, entonces tenemos la biyección natural

TL(e(n), e(1)) ∼= L[n],
TL(e(n), e(m)) ∼= L[n]m

donde L[n] = L{x0, . . . , xn−1}, i.e. el dominio de la estructura L[n].

Demostración. Por definición de (e, TL), la biyección natural de 3.3.8 y 3.4.3 tenemos que

TL(e(n), e(1)) = HF -Alg(L[1],L[n]) ∼= V (1, U(L[n]))

= V (1,L[n]) ∼= L[n],
TL(e(n), e(m)) = HF -Alg(L[m],L[n]) ∼= V (m,U(L[n]))

= V (m,L[n]) ∼= L[n]m.

Definición 4.2.6: Sean L un lenguaje y (e, TL) la teoría de variables libres asociada a Mod(L).
Para toda n,m ∈ N considera las biyecciones naturales

′ : TL(e(n), e(1))m → TL(e(n), e(m))→ L[n]m,
: L[n]m → TL(e(n), e(m))→ TL(e(n), e(1))m.

Note que si el morfismo f : e(n) → e(m), entonces f ′ consiste en la evaluación de la función
fop : L[m]→ L[n] en el conjunto generador de L[m], es decir, en las variables {x0, . . . , xm−1}

f ′ = (fop(x0), . . . , f
op(xm−1))

Por otro lado si consideramos (t0, . . . , tm−1) ∈ L[n]m, por la propiedad universal de L[m] existe
una única función (t0, . . . , tm−1)

op
: L[m] → L[n] tal que (t0, . . . , tm−1)

op
(xi) = ti para toda

i ∈ m
{x0, . . . , xm−1} L[m]

L[n].

im

xi→ti
(t0,...,tm−1)

op

Proposición 4.2.7: Sea f : e(n)→ e(m) un morfismo en TL, entonces para toda i ∈ m

f ′i = (πif)
′ = fop(xi)

Demostración. Sea i ∈ m, por definición la proyección πi : e(m)→ e(1) satisface que πopi (x0) =
xi, entonces la composición πi ◦ f : e(n)→ e(1) satisface que

f ′i = (πi · f)′ = (fop · πopi )(x0) = fop(πopi (x0)) = fop(xi).
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Definición 4.2.8: Sean L = (F) un lenguaje y M una estructura para L con dominio M ,
entonces para cada n ∈ N, t ∈ L[n] definimos a la interpretación de t en Mn como la función

int(t) :Mn →M, int(t)(m0, . . . ,mn−1)

donde int(t)(m0, . . . ,mn−1) sustituye a los elementos xi por mi en el término t para cada i ∈ n,
equivalentemente usando la proposición 3.1.5, para cada n-áda (m0, . . . ,mn−1) podemos definir
una función h(xi) = mi, de tal manera que existe una única H que completa el diagrama
siguiente

{x0, . . . , xn−1} L[n]

M,

in

xi 7→mi
H

entonces H(t) = int(t)(m0, . . . ,mn−1). En el caso en que M = L[m] denotaremos a la interpre-
tación de términos de la siguiente manera int(t)(u0, . . . , un−1) = t · (u0, . . . , un−1).
Lema 4.2.9: Sean L = (F) un lenguaje y t ∈ L[n], entonces el siguiente diagrama conmuta

TL(e(m), e(n)) L[m]n

TL(e(m), e(1)) L[m].

t∗ t·

Demostración. Sea f : e(m) → e(n), entonces fop es una función fop : L[n] → L[m] donde
fop(xi) = fopi para toda i ∈ {0, 1, . . . ,m − 1}, por otro lado el morfismo t : e(m) → e(1)
corresponde a la única función que hace conmutativo al siguiente diagrama

{x0} L[1]

L[m].

x0 7→t

i1

t
op

Entonces la función fop ◦ top : L[1] → L[m] corresponde al morfismo t ◦ f : e(m) → e(n) de lo
cual tenemos que

t∗(f)
′ = (t ◦ f)′ = (fop ◦ top)(x0)
= fop(t

op
(x0)) = fop(t)

Queda verificar que fop(t) = t · (f ′), para esto note que fop : L[m] → L[n] es una función que
toma un elemento u ∈ L[m] (el cual es un término en variables {x0, . . . , xm−1}) y sustituye cada
aparición de xi en u por f ′i , entonces fop(t) = t · (f ′) y el cuadrado conmuta.

Corolario 4.2.10: Sean f : e(m)→ e(n) y g : e(n)→ e(k) morfismo en TL, entonces

(g ◦ f)′ = (g′0 · (f ′0, . . . , f ′n−1), . . . , g
′
k−1 · (f ′0, . . . , f ′n−1))

Demostración.

((g ◦ f)i)′ = (πi ◦ g ◦ f)′ = (fop(gop(xi))) = g′i · (f ′) = g′i · (f ′0, . . . , f ′n−1) ∀i ∈ k.

El resultado anterior nos permite pensar a la teoría de Lawvere TL como una categoría donde
sus objetos son las estructuras libres L[n] y sus morfimos son las sucesiones finitas de términos.
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Teorema 4.2.11: Sean ar : F → N una función y (e, TL) la teoría de variables libres asociada
a la categoría de HF -álgebras, entonces tenemos la equivalencia

Mod(L) ≃ AlgTL.

Además esta equivalencia es concreta en V .

Demostración. Sea A una estructura para el lenguaje L con dominio A, para cada morfismo
f : e(n)→ e(m) definimos a la función

INT (f) : An → Am, INT (f)(a0, . . . , an−1) = (int(f ′0), . . . , int(f
′
m−1))(a0, . . . , an−1),

note que INT (f) está bien definida pues f ′i ∈ L[n] para toda i ∈ m. Ahora considera al funtor

A− : TL → V , A−(e(n)) = An, A−(f) = INT (f).

El cual es funtor ya que si tomamos la identidad id : e(n)→ e(n)

A−(id) = INT (id) = (int(x0), . . . , int(xn−1)) = (π0, . . . , πn−1) = idAn ,

por otro lado si tomamos f : e(m)→ e(n) y g : e(n)→ e(k) entonces

A−(g ◦ f) = INT (g ◦ f) = (int(g ◦ f)′0, . . . , int(g ◦ f)′k−1)

= (int(g′0 · (f ′0, . . . , f ′n−1)), . . . , int(g
′
k−1 · (f ′0, . . . , f ′n−1)))

A−(g) ◦A−(f) = (int(g′0), . . . , int(g
′
k−1)) ◦A−(f)

= (int(g′0) ◦A−(f), . . . , int(g′k−1) ◦A−(f))

y la igualdad se da ya que para todo i ∈ k

int(g′i · (f ′0, . . . , f ′n−1))(a0, . . . , am−1) = int(g′i) ◦A−(f)(a0, . . . , am−1)

= int(g′i) ◦ (int(f ′0), . . . , int(fn−1))(a0, . . . , am−1).

Entonces A− : TL → V es un funtor que preserva productos pues e(0) es inicial y A−(e(0)) = 1
mientras que e(n) =

∏
n e(1) y A−(e(n)) = An =

∏
nA.

Sean A,B estructuras de tipo L y h : A→ B, entonces podemos definir a la transformación
natural h− : A− → B− como

hn : An → Bn, hn, (a0, . . . , an−1) = (h(a0), . . . , h(an−1)).

Note que h− es natural, para ello basta mostrar que el cuadrado

An Bn

A1 B1

hn

A−(f) B−(f)

h

conmuta para toda f : e(n)→ e(1). En efecto

B−(f) ◦ hn(a0, . . . , an−1) = B−(f)(h(a0), . . . , h(an−1))

= int(f ′)(h(a0), . . . , h(an−1))

= h ◦ int(f ′)(a0, . . . , an−1) = h1 ◦A−(f)(a0, . . . , an−1)

y esta igualdad se da por que f ′ ∈ L[n] es un término en las variables {x0, . . . , xn−1} y h es
morfismo de estructuras de tipo L.
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Con lo anterior podemos definir al funtor

D :Mod(L))→ AlgTL, D(A) = A−, D(h) = h−.

Por otro lado, sea A una álgebra para TL, definiremos una estructura A(1) con dominio
A(e(1)). Para toda n ∈ N y toda letra funcional σ ∈ F de aridad n, podemos aplicar la letra
funcional en los generadores de L[n] entonces σ(x0, . . . , xn−1) = tσ ∈ L[n] es un término al cual
le corresponde el morfismo tσ : e(n)→ e(1), considera

σA(1) = A(tσ) : A(e(n))→ A(e(1))

lo cual define una estructura para A(1) pues como A preserva productos, entonces σA(1) es una
función de aridad n en el conjunto A(e(1)). Para toda transformación natural α : A→ B entre
álgebras tenemos que

α1

(
σA(1)

)
= α1(A(tσ)) = B(tσ)α

n
1 =

(
σB(1)

)
αn
1 ,

por tanto α1 : A(1) → B(1) es un morfismo entre las estructuras A(1) y B(1). Definimos al
funtor

G : AlgTL →Mod(L)), G(A) = A(1), G(α) = α1.

Únicamente nos queda comprobar que E yG son una equivalencia. Sean B,B′ ∈Mod(L) con
dominio B y B′ correspondientemente, h : B → B′ morfismo de estrucuturas y A,A′ ∈ AlgTL
con α : A→ A′ transformación natural, entonces

D(G(A)) = D(A(1)) = A(e(1))− ∼= A, D(G(α)) = D(α1) = α−
1
∼= α,

G(D(B)) = G(B−) = B(1) = B, G(D(h)) = G(h−) = h1 = h

donde las últimas igualdades se dan por la definición de B(1), pues tiene el mismo dominio que
B y σB(1) = σB.

Definición 4.2.12: Sea ar : F → N, la teoría Lawvere libre para la sucesión ar : F → N es el
par (e, TL).

El nombre de libre se justificará gracias al siguiente teorema.
Definición 4.2.13: Sea Th1 la categoría de teorías de Lawvere, definimos el funtor que olvida

U : Th1 → V /N, U(e, T ) :
∑
n∈N
T (e(n), e(1))→ N, U(P ) = [iSiP |T (e(i),e(1))]N

donde (e, T ) es una teoría de Lawvere, U(e, T )(f) = n si y sólo si f ∈ T (e(n), e(1)), iSi :
S(e(i), 1) →

∑
S(e(i), e(1)) es la inclusión al coproducto y P : (e, T ) → (e,S) es un morfismo

de teorías.
Teorema 4.2.14: El funtor U : Th1 → V /N tiene adjunto izquierdo.

Demostración. (Lawvere, [12],[p 66, Lemma 1]) Probaremos que U cuenta con objeto universal.
Sea ar : F → N función de aridad y L = (F) el lenguaje definido por ar : F → N, considera a
la función

ηar : F → U(e, TL) ηar(σ) = tσ.

Entonces ηar : ar → U(e, TL) es un morfismo entre sucesiones pues ar(σ) = n = U(e, TL)(tσ),
veamos que ηar es universal. Sea (e,S) una teoría de Lawvere y h : ar → U(e,S) un morfismo



60 CAPÍTULO 4. TEORÍAS ECUACIONALES

de sucesiones, queremos mostrar que existe un único morfismo de teorías H : (e, TL) → (e,S)
tal que el siguiente triángulo conmuta:

ar : F → N U(e, TL)

U(e,S).

ηar

h U(H)

Definiremos H inductivamente:

1. Primero definiremos aH en objetos, comoH debe de ser morfismo entre teorías de Lawvere,
estamos obligados a definir

H(e(n)) = e(n) ∈ S.

2. Como H debe de preservar productos, para la proyección xk = πk : e(n)→ e(1) en TL con
k ∈ n tenemos que definir

H(xk) = H(πk) = πk : e(n)→ e(1) en S.

3. Sean fi : e(k)→ e(1) con i ∈ n morfismos en TL, si cada H(fi) está determinado, definimos

H(f0, . . . , fn−1) =
(
H(f0), . . . ,H(fn−1)

)
.

4. Sea tσ◦(f0, . . . , fn−1) : e(k)→ e(1) donde fi : e(k)→ e(1) con i ∈ n, σ ∈ F con ar(σ) = n,
si H(fi) está determinado para todo i ∈ n definimos

H
(
tσ ◦ (f0, . . . , fn−1)

)
= h(σ)

(
H(f0), . . . ,H(fn−1)

)
.

Entonces para toda σ ∈ F

h(σ) = U(H)(tσ) = U(H)(ηar)(σ)

por lo tanto H : (e, TL) → (e,S) es un morfismo de teorías de Lawvere por construcción y
satisface la igualdad U(H)ηar = h. En efecto, por 4.2.5 cada morfismo f : e(n) → e(1) en TL
corresponde a un término f ′ ∈ L[n] en las variables {x0, . . . , xn−1} que a su vez consiste en una
sucesión finita de aplicaciones de letras funcionales de F a las variables {x0, . . . , xn−1}. El inciso
2 de la definición de H nos dice como definimos a las variables generadoras de L[n] y el inciso
4 nos indica como definir las operaciones por tanto la imagen de L[n] queda completamente
determinada para toda n ∈ N, usando el inciso 3 y 4.2.5 tenemos que H está bien definida.
Finalmente note que

H(ide(n)) = H(x0, . . . , xn−1) = (π0, . . . , πn−1) = ide(n)

y H abre composiciones pues todo morfismo f : e(k) → e(n) se descompone en los morfismos
fi : e(k)→ e(1), pero cada fi es una sucesión finita de composiciones como en 4 y por definición
H respeta dichas composiciones. Finalmente H : (e, TL) → (e,S) es único, pues en caso de
existir otro morfismo de teorías de Lawvere M : (e, TL) → (e,S) tal que h = U(M) · ηar dicho
funtor satisface las siguients condiciones:

1. M(e(n)) = e(n) ∈ S para toda n ∈ N.

2. M(πk) = πk para toda n ∈ N y k < n.

3. M
(
tσ ◦ (f0, . . . , fn−1)

)
= h(σ)

(
M(f0, . . . ,M(fn−1)

)
para toda σ ∈ F .
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4. H(f0, . . . , fn−1) =
(
H(f0), . . . ,H(fn−1)

)
para toda n ∈ N y fi : e(k)→ e(1) en TL.

El inciso 1,2 y 4 se cumplen porque M preserva productos y 3 se satisface porque M(tσ) = h(σ)
por hipótesis, entonces H y M están definidas de la misma manera en los morfismos correspon-
dientes a los términos {x0, x1, . . . , xn−1} para toda n ∈ N y en los morfismos correspondientes a
letras funcionales, pero justo estos morfismos son los generadores de L[n] = TL(e(n), e(1)), por
tanto M = H en TL(e(n), e(1)) para toda n ∈ N y como TL es algebraica H =M .

Corolario 4.2.15: Toda teoría de Lawvere es cociente de una teoría libre.

Demostración. Sea (e,S) una teoría de Lawvere, tomemos ar = U((e,S)) y (e, TL) la teoría de
Lawvere para el lenguaje L = (F) conformado por la familia {S(e(n), e(1))}N.

ar U(e, TL).

U((e,S))
id

ηar

U(G)

Entonces por 4.2.14 existe un único morfismo de teorías G : (e, TL) → (e,S) que completa el
triángulo anterior. Note que G es pleno ya que id : ar → U(e,S) es sobre y U(G)ηar = idar, por
tanto tenemos que

G : TL(e(n), e(1))→ S(e(n), e(1))
es sobre para cada n ∈ N. Como G preserva productos y todos los morfimos en (e,S) se puede
descomponer en sus componentes, i.e, u = (u0, . . . , um−1) : e(n) → e(k), entonces G es pleno
y por ser morfismo entre teorías de Lawvere es esencialmente sobreyectivo, por 4.1.11 tenemos
que TL/KerG y S son equivalentes y que el siguiente diagrama es conmutativo

(e, TL) (e,S).

(Qe = e, TL/KerG)

G

Q G′

4.3. Ejemplos

Definición 4.3.1: Un magma es un par (M, ∗) donde M es un conjunto y ∗ :M ×M →M es
una operación binaria. Si (M, ∗), (N,×) son magmas, un morfismo de magmas es una función
h :M →M ′ tal que para todo m,m′ ∈M se tiene que

h(m ∗m′) = h(m)× h(m′).

Denotamos por Mag a la categoría de Magmas.
Al igual que en el caso de grupos o monoides, podemos definir las nociones de submagma,

producto de magmas, cociente de magmas y al funtor que olvida U : Mag→ V .
A diferencia de los grupos, en la definición de magma no excluimos el caso en que M = ∅

al cual le brindamos la operación vacía ∅ : ∅×∅→ ∅, de hecho (∅,∅) es un submagma para
todo magma (M, ∗). En [7] se construye el magma libre en X generadores de forma inductiva

X1 = X,

Xn+1 =
∑

p+q=n

Xp ×Xq,

MX =
N+∑
i=1

Xi para v ∈ Xp y u ∈ Xq definimos v ∗ u = (v, u) ∈ Xp ×Xq ⊆ Xp+q
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donde MX tiene la siguiente propiedad universal, para todo magma (M,×) y toda función
f : X →M existe un único morfismo de magamas m :MX →M tal que

X MX

M.

iX

f
m

Sin embargo podemos dar una descripción más familiar para este caso, considera la función
ar : 1 → N dada por ar(0) = 2, esta sucesión define un lenguaje M = {∗} dado por una única
letra funcional tal que ar(∗) = 2 y un funtor polinomial HM(Y ) = Y ×Y . Si M es una estructura
para M, entonces M consiste en un conjunto M junto con una operación ∗M : M ×M → M ,
es decir, M es un magma, además si N es otra estructura para M, un morfismo h : M → N
satisface que

h(∗M(m,m′)) = ∗N(h(m), h(m′)),

usando la notación algebraica
h(m ∗M m′) = h(m) ∗N h(m′),

es decir, la categoría de magmas y la categoría Mod(M) son isomorfas, por 3.3.9 y 3.4.2 tenemos

(MX , ∗) ∼= M[X] ∼= (IX , iX)

donde M[X] es la estructura libre generada a partir de X y IX es el objeto inicial del funtor
polinomial HM(Y ) = Y × Y +X.
Ejemplo 4.3.2: Teoría de magmas libres.

Considera el lenguajeM = {∗} y a la teoría algebraica (e, TM), TM está constituida por

1. Ob(TM) para cada n ∈ N definimos e(n) = M[n] el magma libre en n variables.

2. Todo morfismo f : e(n)→ e(k) está definido por una función f : k →M[n] o equivalente-
mente como una sucesión de k términos en M[n] (véase 4.2.5).

Por 4.2.11 tenemos que la categoría de magmas Mag es algebraica y de un único tipo.
Muchas de las estructuras algebraicas se pueden definir a partir de ecuaciones en magmas,

por ejemplo un semigrupo es un magma (M, ∗) donde ∗ satisface la ecuación

m ∗ (n ∗ o) = (m ∗ n) ∗ o

para todosm,n, o ∈M . Podemos describir la ecuación anterior a partir de ecuaciones en (e, TM),
en efecto, considere los términos siguientes y a sus morfismos correspondientes

x0 ∗ x1 ∈M[2], m : e(2)→ e(1),

(x0, x1 ∗ x2) ∈M[3]2, r : e(3)→ e(2),

(x0 ∗ x1, x2) ∈M[3]2, l : e(3)→ e(2).

Todo semigrupo S define una álgebra para (e,M) la cual denotaremos por S− y además por
4.2.11 tenemos que S−(mr) = S−(ml), por tanto si consideramos la congruencia generada por
la ecuación mr = ml enM, tenemos que todo semigrupo S− es un álgebra para TM/mr = ml,
por tanto la categoría de semigrupos SG es una variedad, de hecho coincide con la categoría de
álgebras para la teoría TM/ml = mr. La situación anterior motiva la siguiente definición.
Definición 4.3.3: Sea ar : F → N, una categoría ecuacional en Mod(L) consiste en las estruc-
turas de Mod(L) que satisfacen un conjunto E de ecuaciones en TL, denotamos a esta categoría
por Mod(E,L).
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El siguiente teorema caracteriza a las categorías ecuacionales.
Teorema 4.3.4: Las categorías algebraicas de un único tipo son exactamente las categorías
ecuacionales. Más aún, una categoría concreta A en V es una categoría algebraica de un único
tipo si y sólo si es concretamente equivalente a una categoría ecuacional.

Demostración. Véase [2][Teorema 13.11, pág 131].

La observación anterior es válida para categorías de semigrupos, grupos, grupos abelianos
e incluso para las categorías Gab/Zn, por tanto usando la definición anterior, las categorías
mencionadas son ejemplos de categorías ecuacionales y categorías algebraicas de V .
Ejemplo 4.3.5: Sea L = {∗,−1 , e} un lenguaje donde ar(∗) = 2,ar(−1) = 1 y ar(e) = 0 y Tab
la teoría de Lawvere de grupos abelianos, entonces la teoría Tab es un cociente de la categoría
TL.

En efecto, para visualizar este ejemplo es importante notar que los objetos de Mod(L) son
las tetradas (M, ∗,−1 , e) donde (M, ∗) es un magma, e ∈ M es un elemento y −1 : M → M es
un endomorfismo, es decir, son magmas, junto con una elección de elemento y un endomorfismo.
Tomando un grupo (G, ·,−1 , e) tenemos que −1 : G → G es un endomorfismo, · : G → G es la
operación y e es el neutro para G.

Para ar : T → N considera la función o : ar → U(e, Tab), dada por o(∗) = [1, 1], o(−1) = [−1]
y o(e) = [0], por 4.2.15 existe un único morfismo de teorías C que hace conmutativo al triángulo
siguiente

ar U(e, TL).

U(e, Tab)

ηar

o
U(C)

Usando 4.2.11 podemos expresar la acción de C con respecto a los términos en L[n] para toda
n ∈ N, de hecho C intercambia el símbolo ∗ por símbolo de suma + en Z, y para cada n ∈ N
tenemos que la función c : {x0, . . . , xn−1} → Zn dada por c(xi) = ei define un morfismo de
magmas

c : L[n]→ Zn

usando la propiedad universal de L[n] tenemos que c define una relación de equivalencia en L[n]
llamada Ker(c) ([8][pág.4]) de tal forma que L[n]/Ker(c) ∼= Zn, entonces c se factoriza como

TL(e(n), e(1)) Tab(e(n), e(1))

L[n] Zn

TL/KerC(Qe(n), Qe(1))

L[n]/Ker(c)

∼=

C

Q

∼=

c

∼=
∼=

entonces C es pleno y por 4.1.11 tenemos que (e, Tab) y (QT, TL/Ker(C) son equivalentes.
El teorema de Birkhoff tiene un análogo para el caso de teorías ecuacionales.

Teorema 4.3.6: Sea L un lenguaje. Si A es una subcategoría plena de Mod(L), entonces A
es ecuacional si y sólo si A es cerrada en Mod(L) bajo
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1. Productos,

2. Subálgebras,

3. Cocientes regulares.

Demostración. Vease [2][Teorema 13.22, pág.135].
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