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Introduccion

La teorfa de categorias ha demostrado ser una herramienta eficaz para el estudio de las
matematicas. En [12] F. W. Lawvere nos muestra como podemos usar la teoria de categorias
para la interpretacion de lenguajes y estructuras algebraicas a partir de las “Teorias Algebraicas”.

Una teoria algebraica es una categoria % pequena con productos finitos y un élgebra para ¢
es un funtor A : € — ¥ donde ¥ es la categoria de conjuntos y A preserva productos. El ejemplo
maés sencillo de teoria algebraica que no es trivial es la categoria N°? = A/, la cual es la dualizacion
de la subcategoria plena de conjuntos conformada por ntimeros naturales. Las algebras para N
junto con las transformaciones naturales definen una categoria la cual denotamos por Alg\/, en
este caso se satisface que AlgN ~ ¥ . El objetivo de esta tesis es profundizar en el estudio de las
teorias algebraicas, proporcionando ejemplos y resultados basicos. Finalmente, se establece una
conexion con la teoria de modelos, creando un puente entre la lo6gica matemaética y la teoria de
categorias.

En el primer capitulo hacemos uso de las extensiones de Kan para definir las construcciones

T¢,Fam¥, ¢, Sind%, Ind¢

para una categoria %. La construccion T% tiene como objetivo agregar de forma libre productos
finitos a la categoria €, es decir, dada cualquier coleccién finita Cy, ..., C,_1 de objetos en &,
la sucesion (Cy,C4,...,Cr_1) es un objeto en T% que funge como el producto de los objetos
Coy...,Cr_1 € TE. La construccion Fam% es dual a T%, mientras que € agrega todos los
colimites a ¥ de forma libre. Finalmente las construcciones Sind% e Ind% cocompletan a €
respecto a colimites tamizados y filtrantes respectivamente 1.5.3.

En el segundo capitulo entramos en materia, brindamos la definicién de teoria algebraica,
junto con algunas de sus propiedades, definimos una nocién de morfismo entre teorias algebraicas
(un funtor entre teorias algebraicas que respeta productos). Las teorias algebraicas junto con
los morfismos entre teorias algebraicas definen a la categoria Th. Para cada teoria algebraica
T construimos la categoria de algebras para 7, denotada como AlgT, esta categoria también
es conocida como categoria de modelos para T. Si € ~ AlgT, € es conocida como categoria
algebraica. Las categorias algebraicas definen una categoria, donde los morfismos entre cate-
gorias algebraicas son funtores que preservan limites y preservan colimites tamizados, la cual
denotamos como ALG. Ademas de definir teorias algebraicas, definimos un caso particular de
éstas, las teorfas de Lawvere. Una teoria de Lawvere es un par (e,7), donde 7 es una teoria
algebraica y e : N'— T es un funtor algebraico biyectivo en objetos, la subcategoria plena de
Th conformada por las teorias de Lawvere la denotamos por Th;. Definimos a las categorias
algebraicas de un tnico tipo 2.2.8 como las categorias algebraicas que son concretamente equiva-
lentes a una categoria de algebras para una teoria de Lawvere, asi como la categoria de categorias
algebraicas de un tnico tipo, denotada por ALG. En la seccién final mostramos ejemplos de
todos los conceptos anteriores, en particular mostramos que la categoria de grupos abelianos es
una categoria algebraica de un tnico tipo.

El tercer capitulo pretende dar un enfoque categorico a la teoria de modelos de la logica
matematica. En la primera secciéon definimos a los lenguajes 3.1.1, los que denotamos por L,
también definimos estructuras para el lenguaje £ y los correspondientes morfismos entre estruc-
turas, lo anterior define a la categoria Mod(L). En la segunda seccion definimos la categoria
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de élgebras para un endofuntor H : 4 — % 3.2.1, denotada por H-Alg. La categoria H-Alg es
concreta sobre %, por tanto cuenta con un funtor que olvida

Lh{:}{n4h]_%%{

En la tercera seccién mostramos que en el caso en que H sea un endofuntor finitario 3.3.1 en
la categoria de conjuntos ¥, el funtor Uy cuenta con un adjunto izquierdo Ly conocido como
H-4lgebra libre. En la seccién final definimos a los funtores polinomiales en conjuntos

H:V =, HX)=3 AX" H(f) =Y A"

neN neN

donde A,, es una familia de conjuntos indexada por el conjunto de ntmeros naturales N y
f X — Y es una funcién. Mostramos que la categoria H-Alg es equivalente a la categoria
Mod(L), cuando el conjunto de letras funcionales de £ coincide con el conjunto F = >« Ap,
es decir, la union ajena de la familia A,,.

El cuarto capitulo profundiza méas en el estudio de teorias algebraicas. La primera seccién
brinda la definicién de ecuacién para una teoria algebraica T 4.1.1, asi como congruencia 4.1.4 y
cociente de teorias algebraicas 4.1.9, se establecen las consecuencias que tiene cada una de estas
definiciones en la categoria de algebras para AlgT, esto nos brinda la nocion de variedad 4.1.6
la cual es una subcategoria plena de .o C AlgT, donde todos los objetos de &7 satisfacen un
conjunto de ecuaciones en 7. Para la segunda seccion, recurrimos a [3], donde se muestra que
la categoria de &algebras para un endofuntor H : ¥ — ¥ finitario es una categoria algebraica.
Tomando H =) A, X" donde A, es una familia de conjuntos, tenemos que H es finitario,
entonces contamos con el funtor H-algebra libre Ly : ¥ — H-Alg. El objetivo principal de
esta seccion es mostrar que si 7 = Ly (N) (la subcategoria plena de AlgT conformada por la
imagen de Ly en N), entonces T es una teoria algebraica de Lawvere y las algebras para (e, T)
son las estructuras para el lenguaje L, es decir, mostramos la equivalencia

neN

AlgT ~ Mod(L)

Cada teoria de Lawvere (e, T), define una sucesion ar(T) : Y T (e(n),e(1)); esta asignacion
se extiende a un funtor U : Thy — ¥'/N, para terminar la seccién mostramos que U cuenta con
un adjunto izquierdo, conocido como teoria libre de Lawvere, con este resultado concluimos que
toda teoria de Lawvere es un cociente de una teoria libre de Lawvere. Para finalizar mostramos
ejemplos de ecuaciones, cocientes y teorias libres, en particular definimos la categoria de magmas
4.3.1 y mostramos que es algebraica, ademas mostramos un ejemplo de cociente de teorias
algebraicas.



Capitulo 1

Completaciones

1.1. Extensiones de Kan

Definiciéon 1.1.1: Sean %,Z categorias, definimos la categoria €7
1. Ob(%7) es el conjunto de los funtores F : 2 — €
2. €7(F,G) es el conjunto de las transformaciones naturales de I a G.

Si 9,7 son categorias y F': & — % es un funtor, entonces para toda categoria % podemos
definir al funtor

¢t ¢7 €7, ¢"H)=HF, ¢"(a)=aF

donde o : H — H’ es una transformacion natural con componentes «; : H(i) — H'(i),i € F y
aF' se define como la transformaciéon natural

oF = {apg : H(F(d)) — H'(F(d))|d € 2}.

Sean F : € — o/ vy G : € — % funtores, una extension izquierda de F' a lo largo de G es
un par (H,n) donde H : 8 — € es un funtor y n : F — HG una transformacion natural. De
forma dual el par (H,¢) es una extension derecha si H : ## — ¢ es un funtor y e : HG — F es
una transformaciéon natural, representamos las condiciones anteriores por los diagramas:

¢ —L @ ¢ —L

o oA

Definicion 1.1.2: (Extension de Kan) Sean F': ¢ — o/ y G : € — 2 funtores, una extension
izquierda (H,n) de F a lo largo de G es de Kan si es inicial, es decir, para toda extension
izquierda de F a lo largo de G, (K, ), existe una tnica transformacién natural 9 : H — K tal
que 9G -1 = 9, lo que representamos por los diagramas:

¢ —Lr s ¢ —r .

Nha - )

De forma dual, una extension derecha (H,e) de F a lo largo de G es de Kan si es terminal, es
decir, para toda extension derecha de F" a lo largo de G, (K, (), existe una tnica transformacion
natural ( : K — H tal que ¢ - (G = (.
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La extension de Kan izquierda de F' a lo largo de GG, cuando existe, es tnica salvo isomorfismo
natural. En efecto, en caso de existir una segunda extension de Kan izquierda (H', ), usando
la propiedad del par (H,n), existe una unica transformacion natural @ : H — H' tal que
G - n = p, de forma andloga usando la propiedad de (H’, i), existe una tnica transformacion
natural 77: H — H tal que G - . = 7, entonces

MG -p= @G -NG) p=pG MG - p) =pG-n=p=1idyG-n
)G -n=0G-pG) -n=0G- (G -n) =nG-p=n=1idyG-n

Por tanto n - =idyg y -0 = idy.

S

Definicion 1.1.3: Sean F : € — & y G : € — A funtores, si la extension de Kan izquierda
de F' a lo largo de G existe, la denotamos por (langF,np). De forma similar (DangF,er)
representa la extension derecha de Kan de F' a lo largo de G.

Los subindices de las transformaciones ng, e usualmente seran omitidos. El siguiente resul-
tado nos muestra cuando podemos asegurar la existencia de extensiones de Kan izquierdas.

Teorema 1.1.4: Sea G : € — 2 funtor. Si para todo F : € — o existe Iang(F'), entonces
Iang : A% — o7
es funtorial y ademés es adjunto izquierdo del funtor &/¢ : /% — /% .

Demostracion. Sea F : € — o y (IangF,nr) su extension de Kan izquierda, si a : F' — F
es un morfismo en &%, entonces np - a : F' — IangFG es una transformacion natural, por
la propiedad universal de (IangF’,ng) sabemos que existe una tnica transformacion natural
TIang(a) : IangF' — IangF tal que npa = Iang(a)G - npr, es decir, se tiene la igualdad

Fl F/

/lla\l /\
% ~ o % V'
= Tang (F) Tang (o)
Ynr _u
G ITang(F) o
Tang(F)
AB. B

Veamos que Iang es funtor. Para toda F' € A% se tiene que lang(idp) = idrangF, pues

Wdang(F)G - NF = diang(F).q - MF = NMF = NF - dp.
Por otro lado, para toda o : F/ — F y 3 : F” — F’ tenemos que
nraf = (mpa)B = (Lang(a)G - np)f = Tang ()G - (npB)
= Iang(a)G - (Iang(B)G - npr) = (Iang(a) - Iang(B))G - ngr,

y tanto Tang(a)-Iang(B) como Iang(a-[3) satisfacen la ecuacion anterior, lo que por la unicidad
implica que Iang(«a) - Iang(B8) = Lang(a - B).

Para verificar que Iang - /€ obsérvese que por definicién de extension izquierda de Kan,
para cada F € &/ y H € o/B contamos con la biyeccion natural

A (F,HoG) - &B(Tang(F), H).
O

Note que si € es pequena y A cocompleta, entonces la extension de Kan izquierda del funtor
F:% — o alolargo de G : € — & existe |1 1]|pag 238|.
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1.2. Seudomoénadas

Asumiremos que el lector estd familiarizado con los conceptos de categoria enriquecida y la
teoria de 2-categorias. Se puede encontrar un desarrollo extenso en [10] y [9].

Una seudomoénada colaxa idempotente |11, 21], es en esencia una generalizacion del concepto
de moénada idempotente para 2-categorias. El objetivo de esta seccién es dar un breve repaso
al concepto de monada en el caso de categorias, repasaremos algunos de los resultados de [1] y
posteriormente haremos uso de extensiones de Kan para brindar la definiciéon de seudomoénada
colaxa idempotente.

Definicion 1.2.1: Sea % una categoria. Una moénada para € es una terna

T= (Tana M)

donde T': € — € es un endofuntor y n : Idy — T, v : T? — T son un par de transformaciones
naturales tales que los siguientes diagramas conmutan

Tn nT

3 Thy 2 T T2 T
MT\L lﬂ \ J/M /
T2 —— T T.

Definicion 1.2.2: Sean T = (7,7, 1) una ménada sobre %, un algebra para T es un par (A, a)
donde A € €y a:T(A) — A es un morfismo en ¢ que verifica la conmutatividad de los
siguientes diagramas

A T(A) T2(A) —L%5 T(A)
Nl |-
A T(A) — A.

Un morfismo entre algebras (A4, a), (B,b) para T consiste de un morfismo h: A — B en % tal
que bT'(h) = ha, es decir, tal que el cuadrado siguiente conmuta

T(4) L™, 7(B)

o b

AT>B.

La categorfa de algebras para T la denotamos por €.

Proposicion 1.2.3: Sea T = (T, n, u) una moénada sobre €, para X € € el par (T(X),ux) es
un dlgebra.

Demostracion. Hay que verificar que los diagramas

T(X) X T2(X) T(T2(X)) %% 72(X)
\ 3% uTxl 5%
T(X) T2(X) — T(X)

conmutan, sin embargo por definicion nrx = nI'x v prx = pwlx, asi los diagramas anteriores
conmutan porque T es una moénada. A las algebras (T'(X),ux) se les conoce como algebras
libres. O

Definicion 1.2.4: Sean T una moénada y € el dominio de T, la categoria de Kleisli para la
monada T se denota por K(T) y consta de:
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1. Ob(K(T)) = Ob(%)

2. K(T)(A,B) =%(A,T(B)), donde la composicion para f: A — B, g: B— C en K(T) se
da por el morfismo

T2(C) < T(C)
en €.

3. Para cada A € K(T), la identidad es el morfismo n4 : A — T'(A) en 7.

Proposiciéon 1.2.5: Sea T una ménada sobre €. La categoria de Kleisli K (T) se encaja en €7,
la categoria de algebras para la ménada T.

Demostracion. Definimos al funtor

donde f : A — B es un morfismo en K(T), por tanto f : A — T(B) es un morfismo en ¢ y
® esta correctamente definido. Los detalles finales se pueden encontrar en [4][Proposicion 3.2.2,
pag.88|. O

Ejemplo 1.2.6: Sea 7 la categoria de conjuntos, para (M, %, 1) un monoide, definimos al funtor
M: 7V =79, MX)=MxX, M(f)=tidyxf

donde f : X — Y es una funcién entre conjuntos. El funtor M define una ménada con las
trasformaciones

pM?2 =M, pux MxMxX—MxX, px(mm, z)=msm z),
n:Idy =M, nx:X—->MxX, nx(x)=1xidx(z)=(1,z).

En efecto, sea X un conjunto, entonces tenemos las siguientes igualdades
/’LX(MMX(ma mla m”7 33‘))) = /,LX(’/TLTI’L,, mﬂa l’) = ((m * m/) * mﬂa :E)

= (mx*(m' *m"),x) = px((m,m *m” z))

= /‘X(idM X MX(mv mlv m”’ $)) = /‘X(M:U’X(ma m/a $))
De forma similar tenemos que

(ux (Mmnx))(m,z) = px (idy X nx(m,r)) = px(m,1,z)
= (ux(1 xidpxx)) (1L, m,z) = px (mvx (m, )
= (ux (MMx))(m, z),

lo que demuestra que (M, 7, 1) es una moénada. Una algebra para la ménada (M, 7, ) es un par
(A, a) donde A es un conjunto y a : MA — A es una funcion tal que

(4) M2(4) M, n(a)

a uAl l
A M(A) —— A.

a

A

/t
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La categoria de M-conjuntos es isomorfa a la categoria de algebras para (M, n, 1) [1], entonces
todo M-conjunto X adquiere una estructura de algebra para la monada (M, n, 1), dada por
a(m,x) =m - x, en efecto
anx(z) =a(l,x) =1 -2 ==,
apx(m,m’,z) =alm*m',z) =mx*m' -z
=m-(m' - z)=a(idy x a)(m,m', )
= a(M(a))(m,m’, ).

Por otro lado, de 1.2.3, sabemos que M(X) cuenta con una estructura de algebra libre, el par

X) M, \2(X) M3(X) 2% M2(X)
\ px umxl px
M(X) M?(X) —— M(X).

Observamos que la acciéon a : M(X) — X es el coigualador del par py, M(a) : M?(X) — M(X)
ya que

a(M(a)(m,m',z)) = a(m,m -z) =m-(m'-x),

a(px(m,m’,x)) =alm*m/,z) = (mxm') - x

muestran que apy = aM(a) y para cualquier conjunto E y una funcion e : M(X) — E tal que
epx = eM(a) podemos definir b : X — E como h(z) = e(1, x), entonces

h(a(m,z)) =h(m-z)=e(l,m-z) = e(M(a)(1,m,z))
=e(pux(l,m,z)) =e(l-m,x) = e(m,x)

asi h es la unica funcion tal que ha = e, ya que a : M(X) — X es claramente sobreyectiva.
Entonces a es el coigualador de px, M(a).

La observacion anterior es valida para cualquier ménada T y para cualquier algebra (A, a)
para T, i.e, el morfismo a es el coigualdor del par T'(a),ua : T?(A) — T(A) [1][pag.86], en
particular tenemos que la categoria €T es, en cierto sentido, la categoria de cocientes de K (T).

Una de las observaciones interesantes del ejemplo anterior es que el conjunto M(X) también
cuenta con una accion de M, a saber la accion definida por ux, lo cual lo vuelve un M-conjunto,
el ejemplo 1.2.6 muestra que toda accién en X se puede obtener a partir de un cociente en el
conjunto M(X).

En [17] se muestra que se puede brindar una definicién equivalente del concepto de seudo-
moénada idempotente colaxa a partir de extensiones de Kan, méas atn se muestra como usar
extensiones de Kan para definir las nociones de &algebra para una seudomoénada idempotente
colaxa.

Definiciéon 1.2.7: (seudomoénada derecha) Sea ¥ una 2-categoria, una seudomonada derecha
de Kan en ¥, T, consta de lo siguiente:

1. Una funcién T : Ob(€¢') — Ob(6).
2. Para todo A € € una celda unidimensional t4 : A — T(A).

3. Para toda celda unidimensional F' : B — T'(A), una extension de Kan derecha de F a lo
largo de tp

B E » T(A)

NG
T(B)
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donde T es invertible.
Y ademas se satisfacen las siguientes condiciones

a) Para todo A € €, el par (z’dT( A)» by ) es la extension de Kan derecha de t4 con respecto
a ty del inciso 3.

A

fa T(A)
T(A)

b) Para todo G : C — T(B) y F : B — T(A) la celda bidimensional F' - Tg : FTGTtc —
FTG, exhibe a FTGT como la extension de Kan derecha de FTG a lo largo de t¢.

C G » T(B) — T(A)
NTGTT ar g
T(C)

El caso que nos compete es cuando € es la 2-categoria de categorias localmente pequenas
CAT, donde CAT(%,2) = 2%.
Definicién 1.2.8: Sea T una seudomoénada derecha. Un dlgebra B para T consta de un objeto

B € € donde a cada F : C — B, celda unidimensional en %, se le asigna una extension de Kan
derecha de F' a lo largo de t¢, es decir, un par (FB, Br) con FB, Bp celdas en €, Br invertible

C L > B.
N
T(C)

Ademés para todo G : X — T'C en € tenemos que FBTq : FBGTty — FBG exhibe a FBGT
como la extension de Kan derecha de FBG a lo largo de tx

X ¢ T(C) 25 B.
A
ATGﬂ Pls
T(X)

Sean A, B algebras para T, una celda unidimensional de algebras H : B — A consiste en una
celda unidimensional H : B — A en %, de tal manera que para toda F': C' — B en % tenemos
que HBp exhibe a HFP como la extension derecha de Kan de HF a lo largo de t¢

B, A

\Bpﬂ y

Una celda bidimensional entre algebras 7 : H — K : B — A es simplemente una celda bidi-
mensional en €. La composicién de celdas unidimensionales y bidimensionales se hereda de la
composicién en €. Denotamos por €T a la 2-categoria de algebras derechas de Kan para T.

PV
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1.3. Completacién libre bajo productos finitos

La completacion de un espacio métrico X consiste en un espacio métrico X junto con una
isometria A : X — X donde toda sucesion de Cauchy en X es convergente [20]. La construccion
anterior cuenta con una propiedad universal: para toda funcién uniformemente continua f : X —
N donde N es un espacio métrico completo, existe una tnica funcién uniformemente continua
f:X — N tal que fA = f.

X 25X

N

N.

<l

En el caso de la teoria de categorias los funtores juegan un papel similar al de las sucesiones
en espacios métricos, por tanto los funtores F' : 2 — % pueden o no tener limites (colimites),
en %. En caso de que una categoria % no cuente con un limite (colimite) para un diagrama
F : 9 — €, tiene sentido preguntarse por la existencia de una categoria € junto con un encaje
de categorias, i.e un funtor fiel y pleno

A:C—C

donde la categoria € si cuenta con todos los limites (colimites) para el funtor F : & — €.

Definicion 1.3.1: Decimos que la categoria % tiene productos si % tiene todos los limites
pequenos sobre categorias discretas. En caso de que € cuente con limites sobre diagramas finitos
y discretos diremos que % tiene productos finitos.

Si € es una categoria, es suficiente mostrar que % tiene objeto terminal y productos binarios
para mostrar que € tiene productos finitos, de hecho tenemos el siguiente resultado.

Teorema 1.3.2: ¥ tiene productos finitos si y sélo si € tiene objeto terminal y productos
binarios.

Demostracion. = Se satisface de forma automética.
< La demostraciéon procede por induccion.

1. El producto vacio es el objeto terminal.

2. Supongamos que el producto de cualesquiera n objetos en ¥ existe. Sean Cy,...,Cy,
objetos en €. Por hipdtesis de induccién tenemos que el producto H?:_Ol C; existe junto
con las proyecciones 7, : H:‘L;ol C; — C;, donde ¢ € {0,1,...,n — 1}. Por otro lado, de
la hipotesis sabemos que los productos binarios existen, entonces podemos considerar al

objeto
n—1
[1CixcCn
i=0

con las proyecciones

n—1 n—1 n—1
pO:HCiXCn‘)HCiv p13HCiXCn‘>Cn-
i=0 i=0 i=0
Entonces H?:_Ol C; x C,, es el producto de Cy,...,C, y las proyecciones son
n—1
T = TP : HC’i x Cp, — C; parai € {0,1,...,n},
i=0

n—1
T, =P1: HC’ian—>C’n.
=0
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O

En el caso de espacios métricos, la completaciéon de un espacio métrico X se construye a
partir de un cociente en el conjunto de sucesiones de Cauchy de X. En efecto, considera

CX = {(a;)n € X" | (a;)n es sucesion de Cauchy}
con la relacion de equivalencia dada por (a;)n,(b;)y € CX son equivalentes si y sélo si
lim d(a;, b;) = 0.
1—00

Si [(a;)n] representa a la clase de la sucesion (a;)y € C X, entonces el conjunto C X/ ~:= {[(a;)n]|
(ai)y € CX} es un espacio métrico completo y la funcion

A: X — CX/ ~, definida por A(z) = [(z)y]

es una isometria, por tanto el par (CX/ ~, A) es la completacion métrica de X. Completar una
categoria % respecto a productos finitos tiene un espiritu similar a la completacion de espacios
métricos. El proceso serd mas o menos el siguiente: tomaremos todas las familias indexadas por
conjuntos finitos de objetos en % y posteriormente brindaremos una definicién de morfismo y
composicion entre dichas familias finitas.

Definicion 1.3.3: Sea € una categoria, definimos a la categoria coFam% como:

1. Los objetos de coFam% son familias finitas de objetos de ¥ indexadas por conjuntos
finitos, es decir, (C;)s tal que C; € € para todo i € I y el conjunto I es finito.

2. Un morfismo entre familias (C;)r y (C7), consiste de una pareja (a,a) donde a : J — I es
una funcién entre conjuntos finitos y av = {f; : Co(jy — C | j € J}, es decir, un conjunto
finito de morfismos en %. La identidad en cada familia (C;); consiste del par

(td: I —I,0="{ide, : C; — C;|i € n}).

Si (a,a) : (Ci)1 — (C})y y (b,8) : (CF)y — (C) K son un par de morfismos en coFam®’,
definimos la composiciéon de las familias 8, « como el conjunto

Ba = {gifok) : Capy = Cyry = Ci | k € K},
entonces el par (ab, Bar) : (C;)r — (C})k es la composicion (b, B) - (a, o).
3. Definimos al funtor
A: %€ — coFam%, A(C)=(C), A(f)=(@d:1—1,{f})
donde f: C — C’ es un morfismo en €.

Lema 1.3.4: La categoria coFam®% tiene productos finitos.

Demostracion. Mostraremos que coFam% tiene objeto terminal y productos binarios, lo que
por 1.3.2 implica que coFam® tiene productos finitos.

Por definicion tenemos que la familia vacia () es un objeto en coFam% y ademas es
terminal, pues para cada (C;)r existe un tnico morfismo

(lo—-1,o):(C)Hr—( ).

Veamos ahora que tenemos productos binarios. Sean (C;); y (Cj); objetos en coFam®,
proponemos a la familia
D,,=C; Simel

D)1y =
(D)1 {szq Sime.J
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donde I+ J es el coproducto de los conjuntos I y J, el cual es finito. Proponemos a los morfismos

T = (7:]2]—>I+J,90:: {ZdCZ—>DZ}) : (Dm)I+J—> (Ci)],
7T1:(iJ:J—>I+J,¢Z: {ZdC;%D]}) : (Dm)_H_J—}(C;-)J,

donde las funciones iy : [ — I + J,i5:J — I 4+ J son las respectivas inclusiones al coproducto
I+ J. Veamos que (D,,)r+s junto con los morfismos 7, 1, satisface la propiedad universal del
producto. Sean (a,a) : (Ex)x — (Ci)1y (b,8) : (Ex)x — (C})., por la propiedad universal del
coproducto, podemos encontrar una tnica funcién

[a,b] : I+ J — K tal que [a,blir=a Ila,blij=0,

entonces el par ([a,b],« U 8) define un morfismo en coFam% de (Ej)x a (D)4, en efecto,
cada morfismo f; € a es de la forma f; : E,; — Ci, pero como C; = D; y a(i) = [a,b](i),
entonces f; : Ejq ;) = Di, 1o mismo ocurre con g; € 3, entonces tenemos al morfismo

([a, 6], U B) = (Ep) i = (D)1

que satisface las igualdades

(ir,¢) - ([a, 0], U B) = ([a,blir,a U B - @) = (a, {idc, flapi i) * Elablize) = Ci = Ci})
= (CL, Oé)
(i7,9) - ([a, 8], a U B) = ([a,bliy, U B+ ) = (b, {idcr Glayjs () * Elagiis) = C = C5})
(

= (b, B).

Note que ([a,b],aUB) : (Ex)k — (Dm)1+s es el tnico morfismo que satisface las identidades
anteriores, ya que [a,b] es unico y el conjunto de morfismos o U 3 contiene unicamente a los
morfismos f; con i € I 'y g; con € J. O

Corolario 1.3.5: Todo objeto en coFam% es un producto finito de familias conformadas con
a lo més un término, es decir, familias de la forma (), (C)« con C € €.

Demostracion. Sea (C;); € coFam®, entonces [I| = 0 o |I| > 0. En el primer caso la familia
es vacia y claramente satisface la condicién del corolario. Por otro lado, sean I finito no vacio y
(Ci)1r € coFam%’, usando 1.3.4 tenemos que

(Cor = [y

I

O

Para los fines de esta tesis nos sera conveniente trabajar con una subcategoria de coFam®,
aquella generada por las sucesiones de objetos en €.

Definicion 1.3.6: Sea % una categoria, definimos a la categoria 7% como la subcategoria plena
de coFam% conformada por las familias (C;); donde I es un ntimero natural, es decir, I € N.

Corolario 1.3.7: Sea € una categoria, entonces T% y coFam®% son equivalentes.

Demostracion. La inclusion i : T4 — coFam® es fiel y pleno ya que 7% es subcategoria plena,
solo falta verificar que es esencialmente sobreyectivo. Sea (C;); € coFam%, como I es finito
existe una biyeccion b : I — n para algin n € N, definimos Dy(;) = C; para toda i € I. Entonces

(b, {’Ld : Db(z) — Cl}) : (Dk)n — (Cz)l y (b_l, {’Ld : Cb—l(k) — Dk}) : (Cz)l — (Dk)n

son isomorfismos e inversos uno del otro. O



12 CAPITULO 1. COMPLETACIONES

Ya que 7% y coFam% son equivalentes, nos serd més sencillo utilizar a la categoria T%
como la completacién libre bajo productos finitos de C'. El funtor A : € — coFam% se factoriza
por T, lo cual define al funtor A : ¢ — T% (le damos el mismo nombre que el encaje de ¢ en
coFam®% abusando de la notaciéon) como un encaje de ¢ en 7% . Note que la construccion 7%
se puede aplicar a cualquier categoria incluso si ya tiene productos finitos, sin embargo el funtor
A no preserva productos, por ejemplo si 1 € € es terminal, entonces (1) € 7% no es terminal
en 7% pues el objeto terminal es la sucesion vacia.

La asignacion € +— T% define una seudomoénada derecha 1.2.7, la cual denotaremos por T,
més ain tenemos que toda categoria # con productos finitos junto con el funtor

P:T#— % P(Bi)ien = HBz' P(a,a) = (foTa()s - - » fm—1Ta(m—1))

1EN

donde (a:m — n,a = {f; : Cy(j) — C'j‘ | j € m}, define una algebra para la seudomonada T.
En este caso las categorias con productos finitos son algebras derechas para la seudomonada T,
en particular la categoria 7% cuenta con una estructura de algebra de Kan, de donde tenemos
que todo funtor F': ¥ — % donde £ tiene productos finitos se tiene que factorizar a través de
una extension de Kan por el algebra libre 7%, es decir, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 1.3.8: Sea CAT la 2-categoria de categorias, la asignacién € — T %€ y el funtor Ay
definen una seudomoénada derecha de Kan T para CAT. Las dlgebras para T son las categorias
con productos finitos y los morfismos son los funtores que respetan productos finitos, entonces
para toda algebra B y para todo funtor F : € — % existe un funtor FB : T¢ — % y un
isomorfismo natural Bp : FBAy — F que exhibe a FB como la extensién derecha de Kan de
F a lo largo de A.

3 b %
A%Bpﬂ A
TE
Demostracion. Véase |17][pp.26-28]. O

Note que tanto coFam®% como 7% satisfacen la propiedad universal de 1.3.8, por tanto
ambas tienen derecho a ser llamadas completaciéon finita y libre respecto a productos finitos,
pero optaremos por usar a 7% en vez de coFam®%'.

1.4. Cocompletaciéon libre bajo colimites

Como se mencion6 en la secciéon pasada podemos preguntarnos por la cocompletaciéon de una
categoria % bajo ciertos tipos de colimites, en esta seccién estudiaremos el caso extremo en el
que completamos una categoria 4 respecto a todos los colimites.

Definicion 1.4.1: Sea ¥ una categoria, decimos que % es cocompleta si para toda categoria
pequenia Z y todo funtor F' : 9 — % el colimite de F' existe en .

El Teorema 1.3.2 simplifica la condiciéon de tener productos finitos a la existencia productos
binarios y objeto terminal, existe un resultado similar a este para el caso de una categoria
cocompleta, para ello definiremos a las siguientes categorias.

Definiciéon 1.4.2: (Coigulador)

1. Sea & la categoria con los objetos {0,1}, sus respectivas identidades y dos morfismos
m,mn:1—2

1 —=2.

La categoria % tiene coigualadores si el colimite para todo funtor D : & — % existe en €.
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El siguiente resultado es el analogo a 1.3.2 para el caso de categorias cocompletas.

Proposiciéon 1.4.3: Las siguientes condiciones son equivalentes:
1. ¥ es cocompleta.
2. € tiene coproductos pequenios y coigualadores.

Demostracion. 1 = 2 Si € es cocompleta autométicamente satisface 2.
2 = 1 Sean Z una categoria pequena y D : ¥4 — % funtor, como ¥ tiene coproductos
podemos definir a los morfismos

s: Y _ D(Dom(f)) = > _ D(d),

feo dev
donde s - iy = ipom(s) Para f: Dom(f) — d’ morfismo en 7 y
t: > D(Dom(f)) = Y _ D(d),
feo dey

donde t - iy = igD(f) para f : Dom(f) — d' morfismo en 2. Sea e : Y ;. D(d) — E el
coigualador del par s,t. Afirmamos que E junto con los morfismos &4 := eiq son el colimite para
D. La familia {£;}4 es un cocono para el funtor D, ya que para g : d — d' en 2 se satisfacen
las igualdades

§a=e€-1g=e-sig=et-ig
= eig - D(g) = & - D(g).

Para ver que es universal, considere oy : D(d) — H un cocono para D, entonces podemos definir
al morfismo

a: ZD(d) — H tal que a-i4 = ag4 para todo d € 9.
de9

Entonces a coiguala al par s, t, ya que para todo f :d — d’ en 2 tenemos que

a-sig=a-ig=aqg= oy D(f)
=aig - D(f) =a-tiy

y como f era arbitraria, tenemos que sa = ta. Concluimos que existe un dnico morfismo A :
E — H tal que a = he, como se indica a continuacién

D(d)

lif \s}

> jeg D(Dom(f)) === Y gey D(d) ——-5---5 E

if id/T a h

D(d)

O

El Teorema 1.3.8 caracteriza a la completacion libre bajo productos finitos a partir de ex-
tensiones de Kan, esto muestra que cualquier categoria 7 con productos finitos que cuente con
un funtor dy : € — & que satisfaga las conclusiones de 1.3.8 es un candidato a completacion
libre bajo productos finitos de %. Como veremos al final de la secciéon, la cocompletacion libre
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bajo coproductos de una categoria % cuenta con un anilogo al Teorema 1.3.8, con esto en mente
notamos que nuestra definicion de cocompletacion libre de una categoria % debe de ser una
categoria P% que sea cocompleta, que cuente un encaje y : ¥ — P% de tal manera que los
objetos de P% sean colimites de objetos en la imagen del funtor y, dichas condiciones ocurren
en la categoria de pregavillas.

Definicion 1.4.4: Sea € una categoria y ¥ la categoria de conjuntos, definimos al funtor
y:%%%%opa y(c):%(fﬂc)a y(f):%(fhf):f*

donde f: C'— C’ es un morfismo en ¢ y fi(h) = fh: D — C parah: D — C.

Asumimos como conocidos lema de Yoneda, asi como algunos resultados béasicos del encaje
de Yoneda los cuales se pueden revisar en [11|[pag 61].

Definicion 1.4.5: Sea A : €°P — ¥ pregavilla para %, definimos la categoria de elementos de
A, denotada por EIl(A) como:

1. Los objetos de EI(A) son los pares (C,z) donde C € € y z € A(C).

2. Un morfismo h : (C,z) — (C’,2') es un morfismo h : C — C’ en € tal que 2/ - h =
A(h)(2') = x.

Ademas definimos al funtor proyeccion
A El(A) ¢ ®4((D,x))=D Palg) =g

La categoria FEl(A) hereda algunas propiedades de &, en particular, si € es pequena El(A)
también lo es, véase [5]{0.14].

Proposicion 1.4.6: Sean € categoria 'y A : €°P — ¥ pregavilla para €, se tiene que

colimy® 4 = (g)l%%l y(C) = A,

i.e, toda pregavilla es colimite de funtores representables.

Demostracion. Sea (C,x) € El(A), definimos la funcién 7¢ : y(C) — A como 7¢,(9) =z - g €

A(D), donde g : D — C es un morfismo en %. El siguiente diagrama muestra la naturalidad de
7¢, para toda f : D' — D en € tenemos que

y(C)(D) 25 A(D) g 29
o I Tt | |
y(C)(D') =25 A(D) @) =gf — z-gf =(x-g)- I

Afirmamos que las transformaciones 7 definen un cocono sobre A. En efecto, para todo morfismo
h:(C,z) — (C',2") tenemos que 2’ - h = x, entonces para cualquier g : D — C en €

75p(halg)) = 75p(hg) = 2’ - hg
=2 (h-g)=2-9=1p(9)

es decir, los siguientes tridngulos son conmutativos

() y(C)(D)

RN B~ o
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Falta verificar que A es universal respecto a esta propiedad. Supongamos que la familia de
transformaciones naturales {u$ : y(C) — B} definen otro cocono para y®4. Para D € €
definimos la funciéon ap : A(D) — B(D) como

ap(x) = pip(idp),

note que la familia ap resulta natural, ya que para toda f: D’ — D en € se tiene que

o A (@) = (i - ) = 5250 (i) = P (fulidie)) (1 €5 un cocono)
= 125 (f) = uly f*(idp) = B(f)ulp(idp) (naturalidad de p2)
= B(f)(ap(z)).

Ademas para todo (C,x) € El(A) se tiene que

ac(tSo(ide)) = ac(x) = pSe(ide).

C

Por el lema de Yoneda tenemos que at; = Mg y que « es la tnica transformacion natural que

satisface la ecuacién anterior. O

En el caso de que € sea pequefia su categoria de pregavillas # %" satisface las propiedades
que estamos buscando, pues para toda pregavilla A : € — ¥ tenemos que El(A) es una
categoria pequena lo que, por 1.4.6, nos asegura que toda pregavilla es colimite respecto a una
categoria pequefia de representables, ademés contamos con el funtor de Yoneda y : € — # ¢,
sin embargo la categoria ¥ .4 requiere de cierta puntualizacién ya que si € no es pequeila no
podemos asegurar que El(A) sea equivalente a una categoria pequena.

Definicion 1.4.7: (Pregavilla pequena) Sea F' : ¥°P — ¥ una pregavilla, decimos que la

pregavilla F' es pequena si existe & subcategoria pequeiia de % tal que F es la extension de Kan
izquierda de F|gop : 2P — ¥ alo largo de i : 9P — €°P.

Flgop

Pop , ¥

iop b %f
€°P

Proposicion 1.4.8: Sea € categoria. Las siguientes condiciones son equivalentes:

1. F:%°° = V¥ es pequena

2. F es colimite pequenio de funtores representables.
Demostracion. Veéase [19][Sec 4.1,p.719]. O
Definiciéon 1.4.9: (Cocompletacion libre) Sea € una categoria, definimos la categoria € como:

1. Los objetos de % son las pregavillas pequenas para % .

2. Los morfismos de F' a G son las transformaciones naturales de F' a G.
Ademas definimos al funtor y : ¢ — %or dado por

y: ¢ ¢, y(C)=2(.0), yH=C.NH=1/

donde f: C' — C’ es un morfismo en %.

Note que si € es pequeiia la construcciéon anterior coincide con la categoria ¥ y el funtor
y corresponde al funtor de Yoneda.

Proposicion 1.4.10: Si % es una categoria, entonces % es cocompleta.



16 CAPITULO 1. COMPLETACIONES

Demostracion. Si € es pequena, debido a que G = Ve v a que los colimites se calculan

puntualmente, tenemos por 1.4.3 que % es cocompleta, para el caso general véase |19][pag 719].
O

Veremos con el siguiente resultado que la asignacion € — % se extiende a una seudomoénada
laxa idempotente que denotaremos por P, lo que por [17] nos lleva al siguiente resultado.

Teorema 1.4.11: Sea CAT Ia 2-categoria de categorias, la asignacién € — 2 y el funtor yg
definen una seudomoénada izquierda de Kan IP para CAT. Las dlgebras para IP son las categorias
con colimites y los morfismos son los funtores que preservan colimites, entonces para toda dlgebra
B y para todo funtor F : € — 9 existen un funtor F'B : ¢ — B y una transformacién natural
Br : F — FB . p, que exhibe a F¥ como la extensién izquierda de Kan de F a lo largo de yy

¢ r B
\ UBJ/'
Y& FB
2

Si € es pequeiia F'B esta definido como

FB.¢ - 3, FB(A) = colimF®,, FB(a): colim F® 4 — colim F® 4
El(A) El(A) EI(A")

donde a : A — A’ es una transformacioén natural, El(«) : El(A) — El(A’) es el funtor inducido
por oy FB(a) es el morfismo inducido por el funtor El(«) y la propiedad universal del colimite.
Finalmente si € es pequena Fp es adjunto izquierdo del funtor

R:%#—%, R(B)=%(F(),B), R(f)=2F(f),B)

donde f : B' — B" es un morfismo en 4.

Demostracion. Para la primera parte considere a [17], mientras que para la definicion de F'B
véase |2||Teorema 4.10, pag.41]. O

1.5. Colimites filtrantes y tamizados

La definicién 1.3.6 puede ser dualizada para obtener la cocompletacion libre bajo coproductos
finitos de una categoria %, para ello consideramos al funtor A : P — T (€°P) y definimos V
como el funtor dual a A, es decir, al funtor

V% = (T(€7).

Usando el hecho de que % es cocompleta y al funtor de Yoneda y : € — %?, por el resultado
dual a 1.3.8 obtenemos un funtor yr que nos brinda el diagrama

€ Y y €.
R Ty %
(T(&7)*

Proposicion 1.5.1: El funtor yr que es la extensién izquierda de Kan del funtor de Yoneda y
a lo largo de V, ademds yr es fiel y pleno.
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Demostracion. Unicamente mostraremos que yr es fiel y pleno. El funtor yr esta definido como

Z y 7 yT )) = [La(()) ’ y(f0)> <o la(n—1) y(fn—l)]

donde (a, @) : (Ci)n — (C})m es un morfismo en (T (€))% es decir, a : n — m es una funcién
ya={fi:Ci — CéL(i) | i € n} es una familia de morfismos de € y finalmente ¢; : y(Cj) —
> -m y(C;) son las coproyecciones. Mostraremos que yr es pleno, considera a la transformacion

natural
n: Zy ) — Zy (CY).

Para cada i € n tememos la coproyeccion ¢; : y(C;) = >, y(C;), como los colimites se calculan
puntualmente existe una tnica f; : C; — C’; tal que
ne; - tic, - Yo, (ide,) = tici -y, (fi),

i.e, a cada i € n le corresponde un j € m tal que se satisface la igualdad anterior, esto define la
funcion e : n — m tal que e(i) = j. Por otro lado, afirmamos que

n = [te(o) - ¥(fo)s - - - ten—1) - Y(fn-1)];
ya que para toda D € €y g: D — C; tenemos que

np - tip - Yp(9) = 1p - tip - g ycilide,) = g% - ne;, - vic; - Yo, (ide;) = 9" - Lewyo, - Yo, (fi)
= te@iyp " Y0 (fi - 9) = [teqyp - ¥D(f0), - - s ten—1)p - YD (fn-1)] - yn(9)-

Por tanto cada transformacion natural : >, y(Ci) = >_,, y(C?) define una funcién e : n — m
y una familia de morfismos {f; : C; — C’a(l }, es decir, define un morfismo (e, {f; : C; = C! (l)})
en (T(€°P))° y esta asignacion es biunivoca por la unicidad de e y de los morfismos f;. O

Definicion 1.5.2: Sea ¥ una categoria pequena. Definimos Fam% como la subcategoria plena
de € conformada por las pregavillas A € 2 que sean candnicamente isomorfas a un coproducto
finito de pregavillas representables, es decir,

A Zy , C, €€, icn.

La definicién anterior coincide con la subcategoria plena que genera yr, ya que como yrV = 1,

entonces
=3 0@, ien
n

La construcciéon anterior motiva a usar la categoria CEO\T’ como una herramienta para cocompletar
a una categoria €°P respecto a ciertos tipos de colimites.

Sean .%, Z categorias pequenas, la categoria ¥ tiene todos los limites respecto a & y todos
los colimites respecto a .%, entonces para todo funtor D : % X 92 — ¥ existe un morfismo
canonico ¢ definido a partlr del diagrama:

colimz lfmg D(i,d) -----2---=3 limg colimz D(i, d)
[ |
Li \\\\\\‘\\ g
limg D(i,d) colimg D(i,d).

wdl //“/*



18 CAPITULO 1. COMPLETACIONES

Definicion 1.5.3: Sea % una categoria pequeiia.

1. Decimos que % es filtrante si el morfismo canénico
d @ colim lim D (7, d) — lim colim D(i, d)
F 9 2 F

es un isomorfismo para toda categoria finita & y todo diagrama D : % x 9 — V.

2. Decimos que % es tamizada en el caso en que
4 : coli D(i,d) — lim D (i, d
colim 1;[ (i,d) g[coﬁlm (i,d)

sea isomorfismo para toda categoria & discreta y finita y todo D : % x Z — V.

Es decir, la categoria % es filtrante si los colimites sobre .# en conjuntos conmutan con los
limites sobre cualquier categoria finita & y es tamizada si conmuta con productos finitos.

Proposicion 1.5.4: Toda categoria filtrante es tamizada y 7 es tamizada si y solo si conmuta
con productos binarios y productos nularios.

Demostracion. Para la primera parte sean . filtrante y & finita y discreta, por definicion para
todo funtor D : . F x & — ¥ el correspondiente morfismo canénico § es isomorfismo, por tanto
Z es tamizada. La otra parte, se realiza por induccién sobre los objetos de una categoria finita
y discreta 2. O

Proposicion 1.5.5: Sea % una categoria pequena, entonces las siguientes condiciones son
equivalentes:

1. % es filtrante.
2. Toda subcategoria finitamente generada de % tiene un cocono.
3. % es no vacia y satisface
a) Para todo par i,j € % existe un objeto x € .Z junto con un par de morfismos
1 — x < j. A esta condicién se le conoce como copalmo de i y j.
b) Para todo par de morfismos u,v : A — B en .% existe un morfismo f : B — C en F
tal que fu = fu.
Demostracion. Se puede revisar en [2|[Teorema 2.19). O

En general si (F,<) es un orden filtrante, la categoria .# generada a partir de (F, <) es
filtrante pues las propiedades que verifican que < es filtrante satisfacen la condicién 3 de 1.5.5.

También nos serd de ayuda caracterizar a las categorfas tamizadas, para ello necesitaremos
brindar las definiciones de categoria conexa y funtor final.

Definicion 1.5.6: Sea % una categoria. Decimos que % es conexa si es no vacia y para todo par
de objetos C,C" € ¢ existe un diagrama de zigzag que conecta a C' con C’, es decir, existe una
coleccion finita de objetos C = Cy, Cy,...,Cph_1,Cy, = C’ junto con morfismos f; : C; — Cij11 0
fi : Ciy1 — C; para cada i € {0,1,...,n — 1} tal como se muestra en el siguiente diagrama

C Co Cn—1 ',
fO fn—l
NN, T N A

4 C,

a esta tultima propiedad se le conoce como diagrama de zigzag de C a C’.



1.5. COLIMITES FILTRANTES Y TAMIZADOS 19

Muchas de las propiedades de conexidad topoldgica son validas para la conexidad de cate-
gorias, de hecho tenemos las siguientes equivalencias.

Proposicion 1.5.7: Sea € una categoria. Las siguientes condiciones son equivalentes:
1. € es conexa.
2. ¥ no se puede descomponer como el coproducto de dos subcategorias no vacias.
3. Si @ es una categoria discreta, todo funtor F : € — & es constante.

4. El funtor constante con valor 1 € ¥
1:¢—v, 1(C)=1, 1(f)=id:1—1
para [ : C — C' morfismo en ¢, satisface que colimy 1 = 1.
Demostracion. Los detalles se pueden encontrar en [5]. O

Note que toda categoria ¢ con objeto terminal es conexa, pues para cualesquiera X,Y € €
el copalmo X — 1 « Y verifica la conexidad.

Definicion 1.5.8: Sea F': % — % un funtor, donde % es pequeinia. Decimos que el funtor F
es final si para todo diagrama D : & — </ tal que colim D - F' existe en o7, se tiene que colim D
existe y el morfismo canénico p : colim D - F' — colim D es un isomorfismo.

Proposicion 1.5.9: Sea F : % — 2 un funtor, son equivalentes:
1. F es final.
2. F satisface la condicion de finalidad respecto a los funtores representables D = 2(d, ).
3. Para todo d € 9, la categoria coma d | F es conexa.

Demostracion. 1 = 2 Se satisface de forma automética.

2 = 3 Para d € 2 sabemos que colim Z(d, ) = 1 ya que todo morfismo f : d — d’ esta
relacionado con la identidad, pues f - idgy = f, asi [id4] = [f] para toda f : d — d (Usando
la descripcion usual de colimites en conjuntos). Por hipotesis tenemos que p es un isomorfismo,
por tanto colim Z(d, F') = 1, lo que implica que para todo par f :d — F(i)y f' :d — F(i)
se cumple que [f] = [f'], usando el hecho de que las clases de objetos en los colimites en ¥ se
calculan a partir de diagramas de zigzags, lo anterior indica que existe un diagrama de zigzag
de f a f'. Ademéas d | F no es vacia, ya que por hipotesis colim Z(d, F) = 1, entonces existe al
menos un ¢ € .# junto con un morfismo f:d — F(i).

3=18Sean D : ¥ — & funtor y A el colimite de la composicién D - F' con las coproyecciones
a; : D(F(i)) — A, para todo i € .#. Para cada d € 2, considere un morfismo ug : d — F(4)
para algin i € # (el cual existe porque d | F' es no vacia). Afirmamos que A junto con las
coproyecciones g = a;D(uq) es el colimite para D. Veamos que 74 no depende de i ni de ug.
Sea vg : d — F(i'); como d | F es conexa, existe un diagrama de zigzag que conecta a vy con
ug, note que del diagrama de zigzag podemos obtener tridngulos conmutativos

d —2— F(i))

x& lfj
F(ij+1)7
donde ig = i, ©g = Vg, int1 = 7, Tne1 = uqg y j € {0,1,...,n}, al aplicar D al diagrama

de zigzag de vq a ug notamos que «;, - D(x;) = a;,,, - D(f;), ya que A es un cocono con las
coproyecciones a;, de la igualdad anterior concluimos que oy, - D(x0) = o, - D(2n41), es decir,
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a; - D(vg) = ay - D(ugq), por tanto 74 no depende de la eleccion de i ni de uy. Para ver que
74 : D(d) — C define un cocono, note que para toda h : d — d y para toda ug : d — F(i),
contamos con el morfismo ugh : d — F(i), como v4 no depende de la eleccién del morfismo
d" — F(i), podemos escoger a ugh : d — F(i), entonces vy = a; D(ugh), por tanto

Yo = a;D(ugh) = a; D(uq)D(h)

Nos queda verificar que los morfismos 4 : D(d) — C son el colimite para D - F', sin embargo
note que todo cocono k : D(d) — E define un cocono kr : D(F(i)) — E (restringiendo  a la
imagen del funtor F), asi existe un Gnico morfismo

k:colimD - F — F tal que k- a; = kp(;) para todo i € F.

Ademés k también verifica la propiedad universal para el cocono dado por las componentes 74,
en efecto, para toda d € Z contamos con un morfismo ug : d — F(i), entonces

k-va=k- (- D(uq))
= (k- ;) - D(uq) = kq (k es un cocono).

Por tanto A = colim D. O
Proposicion 1.5.10: Sea .% una categoria pequena. Son equivalentes:

1. % es tamizada.

2. & es no vacia y el funtor diagonal

A:F —FxF, A@)=(i,1), A)=(ff)
donde f : 1 — j es un morfismo en %, es final.

Demostracion. Véase |2|[Teorema 2.15, p.25]. O
Corolario 1.5.11: Si € es pequeia y tiene coproductos finitos es tamizada.

Demostracion. Por 1.5.10 es suficiente ver que la categoria coma (C,C”) | A es conexa para
todo (C,C") € € x €, sin embargo el par (ic : C = C + C'icr : €' — C + (') es inicial en
(C,C") | A por la propiedad universal del coproducto, por tanto (C,C") | A es conexa. O

En particular estamos interesados en la cocompletacion libre de una categoria pequena %
respecto a categorias filtrantes y respecto a categorias tamizadas.

Definiciéon 1.5.12: (Ind y Sind) Sea ¢ pequena.

1. Definimos Ind(%) como la categoria generada por los colimites filtrantes (colimite respecto
una categoria filtrante) de los funtores representables en €°P. El funtor iy : € — Ind(%€)
es la restriccion del funtor de Yoneda en Ind(%).

2. Definimos Sind(%) como la categoria generada por los colimites tamizados (colimites

respecto una categoria tamizada) de los funtores representables en %op. Fl funtor S
¢ — Sind(%) es la restriccion del funtor de Yoneda en Sind(%).

En [!] muestran que las construcciones Ind y Sind definen seudomoénadas idempotentes laxas,
lo que por [17] definen seudomoénadas I y S respectivamente, lo que nos lleva a los siguientes
resultados.
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Teorema 1.5.13: Sea CAT la 2-categoria de categorias, entonces se cumplen los siguientes
1ncisos.

1. La asignacion € + Ind(%) junto con el funtor i se extienden a una seudomonada izquier-
da de Kan I para CAT. Las dlgebras para I son las categorias con colimites filtrantes y los
morfismos son los funtores que preservan colimites filtrantes, entonces para toda &algebra
B para I y para todo funtor F : € — 9 existen un funtor F'B : Ind(¢) — % y una
transformacion natural By : F — FB . iy que exhibe a FB como la extension izquierda
de Kan de F' a lo largo de i¢.

¢ E B.
PR
Ind(%¢)

2. La asignacion € — Sind(%) junto con el funtor s¢ se extienden a una seudomoénada
izquierda de Kan S para CAT. Las algebras para S son las categorias con colimites tami-
zados y los morfismos son los funtores que preservan colimites tamizados, entonces para
toda algebra B para S y para todo funtor F' : € — 9 existen un funtor F® : Ind(¢) — %
y una transformacion natural B : F — FB . sy que exhibe a FB como la extension
izquierda de Kan de F a lo largo de s¢.

¢ L > AB.

o e

Sind(€)
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Capitulo 2

Teorias y Categorias Algebraicas

2.1. Teorias Algebraicas

Definicién 2.1.1: (Teoria Algebraica) Sea T una categoria.

1. Decimos que 7 es una teoria algebraica si T es pequena y tiene productos finitos. (Nos
referiremos a las teorias algebraicas simplemente como teorias).

2. Un algebra para la teoria T es un funtor A : 7 — ¥ que preserva productos finitos.

3. Definimos a la categoria de 4lgebras para 7 como la subcategoria plena de #7 conformada
por algebras para T, la cual denotamos por AlgT.

Definiciéon 2.1.2: (Categoria de Teorias Algebraicas) Definimos a la categoria de teorias alge-
braicas, denotada por Th, como

1. Los objetos de Th son las teorias algebraicas.

2. Un morfismo entre teorias S,7T consiste de un funtor F' : S — T que preserva productos
finitos.

Proposiciéon 2.1.3: Sea T una teoria algebraica, entonces el funtor de Yoneda y : TP — ¥7T
se factoriza a través de AlgT .

Demostracion. Sea t € T entonces y(t) : T — ¥ corresponde al funtor representable 7T (¢, ) el
cual preserva los productos finitos. O

Dada una teorfa algebraica 7, la categoria #7 es (co)completa ya que los (co)limites se
calculan puntualmente. Nos sera de utilidad conocer que tipo de limites o colimites se conservan

en AlgT.

Proposicion 2.1.4: Si T es una teoria algebraica, la categoria de algebras de T es cerrada en
¥T bajo limites pequenios y colimites tamizados.

Demostracion. Veamos primero que AlgT es cerrada bajo limites pequenios. Sean & una cate-
goria pequenia y D : 2 — AlgT un funtor, como ¥7 es completa, tenemos que el limite de D
existe en ¥7 y se calcula puntualmente, entonces para to,t; € T se tiene que

(1 D(@) ) (0 x 1) = Ln( D)t x 1)
= lgrl(D(d)(to) x D(d)(t1)) (ya que D(d) es algebra para toda d € 2)
= h'én D(d)(tg) x h;rzn D(d)(t1).

23
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donde la dltima igualdad se da por la conmutatividad de los productos con los limites, mientras
que para el producto nulario, 1 € T, tenemos que
<hén D(d)> (1) = hén D(d)(1) = hénl = 1 (ya que D(d) es una algebra),

por lo tanto limy D(d) es un algebra para T.

Veamos que AlgT es cerrada bajo colimites tamizados. Sea % una categoria tamizada y
F : . Z — AlgT funtor, entonces para cada i € .%, F(i) es un algebra para 7, como #7 es
cocompleta tenemos que el colimite para F' existe en #7 y se calcula puntualmente, entonces
para tp, 11 tenemos que

lim F' ) (¢ t1) = colim F'(¢)(t t
(COL%HI )( 0 X t1) colim (1) (to x t1)
= colim (F(i)(to) x F(i)(t1)) (F(i) es algebra.)
7
= co}@im F(i)(to) x col?im F(i)(t1) (Z es tamizada.)

& colim F'(t lim F'(¢y).
colim (0)><coﬁlm (t1)

mientras que para el producto nulario, 1 € T, tenemos que

(coh’m F) (1) = colim F'(i)(1) = colim 1 = 1 (.# es tamizada).

Lo que implica que colim F' es un algebra para T . O

Corolario 2.1.5: En una categoria de &lgebras para una teoria algebraica T los productos
finitos conmutan con colimites tamizados.

Demostracion. Como se menciono en la demostracion anterior en #7 los productos finitos con-
mutan con colimites tamizados, por 2.1.4 tenemos que los productos y colimites tamizados en
AlgT se calculan igual que en ¥, por tanto se da el resultado. O

Proposicion 2.1.6: Sean S, T teorias algebraicas y M : & — T un morfismo de teorias,
entonces la restriccion de ¥™M : #T — ¥ en la categoria AlgT define un funtor Alg(M) :
AlgT — AlgS.

Demostracion. Sea A € AlgT, entonces ¥M(A) = AM y como tanto A como M preservan
productos finitos, AM también. O

Lema 2.1.7: Sea T una teoria, para todo A € ¥ T son equivalentes:
1. A:T — ¥ es un algebra para T.
2. El(A) es tamizada.
3. A es un colimite tamizado de funtores representables.

Demostracion. 2 = 3 Por 1.4.6 sabemos que A = colimpy () ®4y(t), por tanto A es canonica-
mente isomorfo a un colimite sobre una categoria tamizada.

3 = 1 De 2.1.4 sabemos que Alg7T es cerrada bajo colimites tamizados y para toda t € T
y(t) € AlgT, por tanto A € AlgT.

1 = 2 Por 1.5.11 es suficiente mostrar que FI(A) tiene coproductos finitos. Dado que A
preserva productos, sea a € A(1) = 1, entonces (1,a) es inicial, pues para todo t € T existe
un tnico morfismo ! : ¢ — 1 tal que ! - x = a para toda x € A(C), asi ! : (1,a) — (t,x) es un
morfismo en El(A) y es tnico para cada (¢, z). Por otro lado, para (to,xo), (t1,21) tenemos que
(to x t1, (zo,x1)) es el coproducto de (to, xo), (t1,x1). En efecto, las proyecciones m; : tg X t1 — t;
para i € {0,1}, ambas en T, y el hecho de que A(ty x t1) = A(to) x A(t1) y mi - (xo,x1) = ;
para i € {0,1} muestran que 7; : (t;, ;) — (to X t1, g, 1) son las inclusiones en El(A). O
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Teorema 2.1.8: Sean S, T teorias algebraicas y M : & — T un morfismo de teorias algebraicas,
entonces Alg(M) satisface las siguientes condiciones:

1. Alg(M) preserva limites y preserva colimites tamizados.

2. Alg(M) tiene un adjunto izquierdo M* : AlgS — AlgT tunico (salvo isomorfismo natural)
que preserva colimites tamizados y hace conmutativo al diagrama

SP 5 AlgS

Mopl jM*

TP —— AlgT.

Demostracion. Note que el funtor Alg(M) autométicamente preserva colimites tamizados. En
efecto, si .% es una categoria tamizada y F' : .% — AlgT entonces
(Alg(M)(cogm F)) (t) = (cogm F)(M(t)) = coj@lim F(i)(M(t))
= colim Alg(M)(F(i))(1)
- ( colim Azg(M)F) ().

Para mostrar que Alg(M) preserva limites es suficiente mostrar el inciso 2. La demostracion de
este hecho es bastante técnica, pero se basa esencialmente en el Teorema 1.4.11.

SP —— AlgS —— VS

J . Alg(M) C BR
Mop |
),

M*\AI
TP —— AlgT —— V7.

Por el Teorema 1.4.11, la categoria ¥ es la cocompletacion libre bajo colimites de la categoria
S°, por lo tanto la composicion yM : S? — ¥T define una tnica extension L : #S — ¥
que ademas cuenta con adjunto derecho R los cuales estan definidos por 1.4.11 como

L(B) = colimy - M° - &g para cada B € ¥ |
El(B)

R(A) = %T(yMOP(i),A) para cada A € ¥7 |

donde @ : El(B) — S es la proyeccion de la categoria de elementos El(B) a S°.
Sea B € AlgS, entonces L(B) es un algebra. En efecto, por definicion de L tenemos que

L(B) =colimy - M? - &p
El(B)

pero por 2.1.7 El(B) es tamizada, por tanto L(B) es un colimite tamizado de funtores repre-
sentables, lo que por 2.1.4 implica que L(B) es un algebra para T.
Por otro lado, sean A € ¥7 y s € S, entonces
R(A)(s) = ¥ T (yM?(s), A) = ¥'7 (y(M(s)), A)
= A(M(s)) = 7 (4)(5)

donde el tltimo isomorfismo se da por el lema de Yoneda, lo que implica que R =2 M. Por tanto
la restriccion de L en AlgS define al funtor M* y como L - R, tenemos que M* 4 Alg(M). O

Definicion 2.1.9: (Categoria Algebraica) Una categoria € es algebraica si se satisface que ¢
es equivalente a AlgT, para alguna teoria algebraica 7.
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Aligual que en el caso de las teorias algebraicas, las categorias algebraicas definen una catego-
ria, para ello es necesario brindar una nocién de morfismo de categorfas algebraicas. La definicion
se basa esencialmente en las propiedades que satisface el funtor Alg(M) de la proposicion 2.1.8.

Definicion 2.1.10: Sean ¥, o/ categorias algebraicas, diremos que el funtor F : € — & es
algebraico si preserva tanto limites como colimites tamizados.
A la categoria de categorias algebraicas y funtores algebraicos la denotaremos por ALG.

2.2. Teorias de Lawvere

En esta seccién estudiaremos la nocién de teoria algebraica tal y como F. William Lawwvere
la defini6 por primera vez en [12]|pag.61, Ch II].

Denotamos por N la subcategoria plena de ¥ constituida por los niimeros naturales y por
N a la categoria opuesta de N.

Definiciéon 2.2.1 (Teoria Algebraica de Lawvere): Decimos que el par (e,7) es una teoria
algebraica de Lawvere o simplemente una teoria de Lawvere, si 7 es una teoria algebraica y
e: N — T es un funtor biyectivo en objetos que preserva productos.

Note que para toda teorfa (e,7T) tenemos que e : NV — T es un morfismo de teorias que
es biyectivo en objetos. Usando el hecho de que T tiene productos finitos tenemos que e(0) es
el objeto terminal en 7 y que e(1)™ = e(n) (note que tiene que ser igualdad por la biyeccion),
entonces podemos caracterizar a los objetos de 7 como potencias del objeto e(1), abusando de
la notacién usaremos la letra e para denotar el funtor de la primera entrada de toda teoria de
Lawvere.

Definicién 2.2.2: Sean (e, S), (e, T) teorias de Lawvere, un morfismo M : (e,S) — (e, T) entre
teorias de Lawvere consiste de un morfismo de teorfas M : S — T tal que el tridngulo siguiente

conmuta

8—>7'

A la categoria de teorias de Lawvere la denotamos por Thj.

Dado que para toda teoria de Lawvere (e, T") el funtor e preserva productos. Identificaremos
a las proyecciones e(my) : e(n) — 1 para k € {0,1,...,n — 1} = n como 7, con el fin de no
saturar la notacion.

Las teorfas de Lawvere siguen siendo teorias algebraicas, por ello cuentan con una categoria
de algebras tal y como se define en 2.1.1, sin embargo la nocién de categoria algebraica requiere
de cierta modificacién para el caso de teorias de Lawvere, pero antes de revisarla, mostraremos
algunos resultados para teorias de Lawvere.

Proposicion 2.2.3: La categoria ¥ es una categoria algebraica, de hecho ¥ es equivalente a
la categoria AlgN. .

Demostracion. La categoria N tiene productos finitos, por tanto es algebraica, de hecho esta
generada por los productos de 1. Cada n € N corresponde al producto de n copias de 1 y las
proyecciones 7 : n — 1 corresponden a las inclusiones i : 1 — n en N, donde it (0) = k
para cada k € n. Note que el objeto 0 € N corresponde al producto nulo, razén por la cual es
terminal.

Para demostrar la equivalencia, considere al funtor

1: AlgN — ¥, Evi(F)=F(1), FEv(a)=a;.
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Por otro lado, para todo conjunto A, definimos al funtor
AN =¥, A"=¥(n,A), Al =fr A" 5 A™,

donde f : m — n es una funcién en N. Note que para todo conjunto A el funtor A~ preserva
productos. Por otro lado, cada funcién entre conjuntos h : A — B define una transformacion
natural h~ : A~ — B~ dada por h" = h, : ¥ (n, A) — ¥ (n, B). En efecto, para toda g : n — A

BIn"(g) = f*hi(9) = [*(hog) = (hog)o f
=ho(gof)=hilgof)=h.ftg=h"4!(g),

lo que nos lleva a la conmutatividad del siguiente cuadrado

¥(n, A) —"— ¥(n, B)

ar |Bs

De lo anterior, podemos definir al funtor
Exp: ¥ — AlgN, Exp(A)=A", FEap(h)=h".

Nos queda verificar que Exp y Fv; son una equivalencia. Sea F' € AlgN, como F preserva
productos tenemos que

F(O)=1y
F(n)= (F(1))" paratodan €N,

es decir, toda algebra F' queda determinada de manera tnica (salvo equivalencia natural) por
su valor en 1. Ademaés, para toda transformaciéon natural a : I — G € AlgN se tiene que el
diagrama

Flm)| |am)

F(1) == G(1)

conmuta, donde los morfismos F' (7 ), G(7) corresponden a la proyecciones k-ésimas de F'(n), de
ello concluimos que o, = o, entonces la transformacién a queda biunivocamente determinada
por su valor en la componente en 1. Sean F,F’' € AlgN, a : F — F’ morfismo en AlgN/,
AA eV yh:A— A funcion, entonces

Exp(Evi(F)) = Exp(F(1)) =(F(1))” 2 F pues (F(1) 2 ¥(1, F(1))),
Exp(Evi(a)) = Exp(a) = a,

Evi(Exp(A)) = Bv (A7) = A = A,

Evi(Ezp(h)) = Evi(h™) = h1 =h

Si (e, T) es una teoria de Lawvere, el funtor evaluacion en 1
Ev] : AlgT — v, Ev] (A) = A(e(1)), Ev] (a) = Qe(1) = Q1

se conoce como funtor que olvida. Por 2.2.3 tenemos que FEv; : AlgN — ¥ define una equiva-
lencia y ademés Fv] = Ev; - Alg(e), por tanto Ev] preserva todas las propiedades de Alg(e),
razén por la cual es algebraico. En la practica es comin remplazar la categoria AlgN por la
categoria de conjuntos ¥ y al funtor Evir como la definicion de Alg(e).
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Corolario 2.2.4: Sea (e,7) una teoria de Lawvere. El funtor que olvida Alg(e) : AlgT — ¥V
es algebraico, fiel y conservativo.

Demostracion. Dado que e : N' — T es un morfismo de teorias, iinicamente falta mostrar que
Alg(e) es fiel y conservativo.

Sea a : A — B un morfismo en AlgT, como e : N — T es biyectiva en objetos, todo
objeto en T se ve de la forma e(n) para algin n € N, entonces podemos indexar al morfismo
a por los objetos en N. El funtor e preserva productos, entonces para toda k € n el morfismo
e(mr) = m : e(n) — e(1) corresponde a la proyeccion k-ésima de e(n). Por la naturalidad de o
tenemos que el siguiente cuadrado es conmutativo

)
Am)l B(my)
o

Ae(n) —"— Be(n
Ae(1) —— Be(1),

por lo tanto a,, = o, asi la transformaciéon o queda biunivocamente determinada por su valor
en e(1). Para finalizar, supongamos que oy isomorfismo, entonces o, = af es isomorfismo para
toda n lo que implica que a es isomorfismo. Equivalentemente, si « es isomorfismo, entonces a;
es isomorfismo. O

Corolario 2.2.5: Sea (e, 7T) una teoria de Lawvere.
1. EI funtor que olvida Alg(e) : AlgT — ¥ tiene un adjunto izquierdo Fr : ¥ — AlgT tal

que el diagrama siguiente conmuta

NOPL)y/

o |-

Tap T) AlgT

donde y' = Evy : NP — AlgN — V. Entonces para todon € N
a) Fr(n)=T/(e(n),_).
b) Fr(iy) = mj; donde i} : 1 = n la k-ésima inclusién de 1 en n.
A las dlgebras Fy(X) para un conjunto X se les conoce como éalgebras libres para T .

2. Las componentes de la unidad de la adjuncién Fr - Alg(e) quedan determinadas por la
composicién en las proyecciones my : e(n) — e(1) con k € n.

3. Para todo conjunto X tenemos que Fr(X) =" y(e(1)).

Demostracion. Note que para todan € N se tiene que y'(n) = Evi(y(n)) = y(n)(1) = N(n,1) =
n, pero es posible hacer una eleccion del funtor Evy : AlgN — ¥ de tal forma que Evq(y(n)) = n.

Por 2.1.8 y 2.2.3 tenemos que el funtor que olvida Alg(e) : AlgT — ¥ tiene adjunto izquierdo,
de hecho podemos hacer una eleccion de funtor Fr : ¥ — AlgT de tal manera que e’y = Fry/,
entonces

Fr(n) = Pr(y'(n)) = y(e”(n)) = T (e(n), _),
Fr(ix) = Pr(y(m)) = y(e”(m)) = 7.

donde y/(7g) = ix ya que ¢/ () : N(1,1) = N (n, 1) es la k-ésima inclusion de 1 en n.
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Para el tercer inciso, recuerde que F7 preserva coproductos pues es adjunto izquierdo, en-
tonces

Pr(x) = Pr( (1) = > Pr(1) ZFT Zy

X

Para el segundo inciso sea n : Idy — Alg(e)Fr la unidad de la adjuncion. Para cada k € n
tenemos al morfismo Alg(e)(Fr(ix)) = The(1) T(e(1),e(1)) — T(e(n),e(1)), por el inciso 1.
concluimos que el siguiente diagrama conmuta

1 —"— T(e(1),e(1)) = Fr(1)(e(1))

z,{ lﬂzeu)

n —5— T(e(n),e(1)) = Fr(n)(e(1))
entonces 7, (k) = 7,1 (0) = min1(0) = ideym) = T O

Corolario 2.2.6: La categoria TP es equivalente a la subcategoria plena de AlgT generada
por las dlgebras libres finitas.

Demostracion. Como T es teoria de Lawvere, los objetos estan en correspondencia biyecti-
va con los objetos de N y por el teorema anterior basta probar los isomorfismos naturales
TP (e(m),e(n)) = Alg(Fr(m), Fr(n)) para toda n,m € N. En efecto

T (e(m),e(n)) = T(e(n), e(m)) = AlgT (ye® (m), ye (n))
= AlgT (Pry'(m), Pry'(n)) = AlgT (Fr(m), Pr(n)).

O

Los resultados anteriores prueban las propiedades que satisface los funtores Alg(e) para una
teoria de Lawvere (e, 7). Para brindar la nocion correspondiente de categoria algebraica para el
caso de teorfas de Lawvere, necesitaremos de la siguiente definicion.

Definicion 2.2.7: Sean o7, € categorias.
1. Decimos que la categoria & es concreta sobre ¥ si existe un funtor U : & — ¥ fiel.

2. Si (U, o) y (V,%) son categorias concretas en ¥ un funtor F' : &/ — € es concreto si se
tiene que VF =U.

o —E ¢

B

3. Decimos que dos categorias (U, /) y (V,%) son concretamente equivalentes, si existen
funtores concretos F : &7 = €y G : % — o tales que GF = Id, vy FG = Idy. Es decir,
si existen funtores concretos que sean una equivalencia.

Como se vio en 2.2.4 toda teoria de Lawvere (e, T') cuenta con un funtor fiel Alg(e) : AlgT —
¥, por tanto AlgT es concreta sobre conjuntos.

Definiciéon 2.2.8 (Categoria algebraica de un tnico tipo): Una categoria € es una categoria
algebraica de un tnico tipo si € es concretamente equivalente a una categoria de élgebras para
una teoria de Lawvere.

Las categorias algebraicas de un tnico tipo y funtores algebraicos forman una categoria y se
denota como ALGH.
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Definicion 2.2.9: Sean &7 una categoria algebraica de un tnico tipo, F': ¥ - &/ yU : o&f — ¥
los funtores adjuntos F' 4 U que verifican que &/ es una categoria algebraica. Definimos a la
categoria de variables finitas asociada a «/ como la subcategoria plena de o/°P generada por la
imagen del funtor

Folp i N — o/

la cual denotamos por T, el par (e = F°P|xr, T./) es la teoria de variables finitas asociada a 7.

Proposicion 2.2.10: Si o/ es una categoria algebraica de un tnico tipo, entonces (e, T.) es
una teoria de Lawvere.

Demostracion. Sea &/ una categoria algebraica de un tnico tipo, por 2.2.5 tenemos que existe
un par de funtores U : & — ¥ vy F : ¥ — &/ de tal manera que F 4 U. Sie: N — &P es
la restriccion de F°P en N, definimos 7T, como la subcategoria plena generada por la imagen
de e, como F' es adjunto izquierdo, F' preserva colimites, por tanto F'°P preserva limites, asi e
preserva productos lo que implica que el par (e, T,/) es una teoria de Lawvere. O

2.3. Ejemplos

Ejemplo 2.3.1: Sea 1 la categoria discreta con un sélo objeto 1. La completacion libre bajo
productos de 1, es decir, 71, es equivalente a la categoria N.

Los objetos de T1 son sucesiones finitas consistentes tnicamente del objeto 1, para cada
n € N tenemos a la sucesion (1),,. Por definicion cada morfismo consiste en un par

(f,F):(l)n%(l)m f:m—>n Fn ::{fiilf(i)—>1”i€m}

donde f : m — n es una funcién y F), una familia de morfismos en 1, como el tnico morfismo
en 1 es la identidad, esta familia consiste Gnicamente de m copias del morfismo identidad, por
tanto podemos omitir la composiciéon de familias y inicamente concentrarnos en la composiciéon
en la primera entrada, pero esta composiciéon es justo la composiciéon en N, por tanto el funtor

F:N—=T1 Fn)=1), F(f)=(f Fn)

es una equivalencia.

Gracias a la proposicién 1.3.4 para cada categoria pequena ¥ podemos construir una teoria
algebraica T% . La propiedad universal de la completacion libre bajo productos finitos nos ayuda-
ra a construir otra gran variedad de ejemplos de categorias algebraicas, de hecho el Teorema 2.2.3
es un caso particular del siguiente resultado.

Teorema 2.3.2: Sea € una categoria pequena, entonces ¥ % es una categoria algebraica.

Demostracion. Mostraremos que las categorias ¥ % y AlgT % son equivalentes.

Sea F': € — ¥ un funtor, como la categoria ¥ tiene productos finitos existe una extensiéon
F : T¢ — V¥ (tnica salvo isomorfismo natural) de F a lo largo de A : 4 — T%, donde F
preserva productos finitos, por tanto F es un algebra para 7.

Por otro lado, debido a que F/(C;),, = [],, F(C;), para toda transformacion natural a : F — G
podemos definir a la transformacion @ : F' — G en la componente (C;),, € T% como

H ac; = E(Cl)n : H F(CZ) — H G(C,L)7
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entonces para todo morfismo (r, H) : (C;)n — (C})m tenemos la conmutatividad del diagrama

F(Cy(;)) oo G(Cris
x T(Cy)n \
F(hy) I1, F(Ci)n [, G(C;
JG(h
f(T,H) aC’.
F(C],) - ” G(r,H)
\ OL(CI \
[L. F(C)m > [1,, G(CHm

por lo tanto @ es una transformaciéon natural, lo que define al funtor
T S AlgT 6.

Por otro lado, A : € — T% induce el funtor 2 : ¥ 7% — ¥% sea Fv: AlgT€ — V7 la
restriccion del funtor ¥ en la subcategoria AlgT %, entonces

Ev: AlgT¢ — ¥v%, Ev(A)=AA, FEuv(n) =nA.

Veamos que Ev : AlgT€¢ — ¥% y  : ¥% — AlgT% son una equivalencia de categorias. Sean
F,F' € ¥% con~: F — F' morfismo en ¥% y A, A’ € AlgT%€ con oo : A — A’ morfismo en
AlgT %, entonces

Ev(F)=FA=F,

Ev(@)c = a¢ para todo C € €,

EU(A) =AA = A,

H’y =y, para (Cy), € TE.

O

Definiciéon 2.3.3: Una grafica dirigida consiste de una tétrada (V, E,7,0), donde V| E son
conjuntos y 7,0 : E — V funciones. Los elementos de V se conocen como vértices y los elementos
de E se conocen como aristas, a la funcion 7 : E — V se le conoce como destinoy o : E — V
como origen.

Un morfismo entre gréficas dirigidas (V, E, 7,0),(V’, E', 7/, ¢’) consiste en un par de funciones
f:E—FE'yg:V =V tales que

g7(e) =7'f(e) gole) =0o'f(e).

Ejemplo 2.3.4: La categoria de graficas dirigidas es una categoria algebraica.

Si E es la categorfa de la definicién 1.4.2; entonces la categoria de graficas dirigidas es
equivalente a la categoria #® [2][Ejemplo 1.16, p.16], por el Teorema 2.3.2 la categoria de
graficas dirigidas es algebraica y la teoria que verifica esta equivalencia es TE.

La asignacion Alg se extiende a un funtor entre la categoria Th y la categoria ALG.
Alg: Th — ALG.

Contrario a como se podria creer, ésta asignacion no es una equivalencia, ya que la equivalencia

Alg(T) =~ Alg(S) no implica que T ~ S |2][Corolario 8.10, p.78|.
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Ejemplo 2.3.5: Si % es una categoria y los productos finitos de ¢ € % existen, entonces la
subcategoria plena de ¥ generada por productos finitos de t es una teoria algebraica de Lawvere.

Sea T la subcategoria plena de ¥ generada por potencias finitas de t, entonces 7 tiene
productos finitos, ya que para todo n, t" es un producto en %, por tanto es un producto en T,
asi T es una teorfa algebraica. Unicamente queda definir un funtor 7' : N” — T que sea morfismo
de teorias. La definicion de T en objetos queda clara, T'(n) = t", asi que concentrémonos en
los morfismos. Cada morfismo f : n — m en N queda definido por sus proyecciones, es decir,
Tk = Tpx) con k € n, como T debe preservar productos se debe de cumplir que

T(f):t" =t mT(f) = Trw),

lo que nos brinda la definicién de 71" en morfismos. Veamos que T es funtor, sean f : n — m y
g : r — n entonces

mT(f)T(g) = 7rf(k)T(g) = Tg(f(k)) = T (fg) con k € m,
T (idn) = Tiar) = Tk-

Ejemplo 2.3.6: Teoria de Lawvere de grupos abelianos libres.
Definimos a la teoria de Lawvere Tgp:

1. Ob(Taw) :={Z" | n € N}, es decir, los grupos abelianos libres finitamente generados.

2. Tap(Z™,7™) = Mpyxn(Z) (las matrices de m renglones y n columnas, con la composicion
como la multiplicacion de matrices).

3. Definimos al funtor
T : N — 7;(,, e(n) = Zn, T(f) = (aij)

donde f : n — m es un morfismo en Ny a;; = 1 si y sélosi f(i) = j y a;; = 0 en cualquier
otro caso.

Las proyecciones de Z" consisten en las matrices £} = [0 cee 1 - 0]. Esta categoria es
un caso particular del ejemplo 2.3.5, ya que estamos tomando a % como la categoria de grupos
abelianos G, y a t = Z.

Ejemplo 2.3.7: La categoria de grupos abelianos G, es una categoria algebraica de un tnico
tipo.

Mostraremos que las categorias AlgT., v Gap son equivalentes. Sea A € AlgTa,, como A
respeta productos, para todo n € N tenmos

A(Z°) = A(Z)° = 1,

por tanto el algebra A queda definida por su valor en A(Z). Considere las matrices

_roo 110
o1 1 "Zlo 0 1

donde € representa a todos los morfismos Z" — 1, 1 — Z" para todo n € N.
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Recordando que las matrices son morfimos en 7, al aplicar A obtenemos las funciones

Ale) : 1 — A(Z) A(L) : A(Z) — A(Z)
A(p) : A(Z)* — A(Z) A(T) : A(Z)* — A(Z)?
A(l) : A(Z)3 — A(Z)? A(r) - A(Z)® — A(Z)?

afirmamos que la tripleta (A(Z), A(u), A(€)) es un grupo abeliano.

1. Asociatividad: Para esta propiedad mostraremos la conmutatividad del siguiente diagrama

AZ) x AZ) x AZ) 29 A7) % AZ)
(id.A() | |40
A(Z) x A(Z) — A(Z)
pero (id, A(p)) = (A(id), A(u)) = A((id, n)) = A(l), esto dltimo se debe a que

(1,0)(id, p)(1,0,0) = 1 (1,0)(id, 1)(0,1,0) =0 (1,0)(id, )(0,0,1) =0
(0,1)(id, p)(1,0,0) =0 (0,1)(id, )(0,1,0) =1 (0,1)(id, )(0,0,1) =1

por tanto [ y (id, u) definen la misma matriz pues coinciden entrada a entrada. De forma
analoga tenemos que (A(u),id) = (A(u), A(id)) = A(u,id) = A(r), por tanto el diagrama
superior conmuta debido a que pl = [1 1 1] = pr, lo que implica que A(u)A(r) =
A()AQ).

2. Conmutatividad: Para esto notemos que el morfismo ¢ : A(Z)? — A(Z)? dado por t(ag, a1) =
(a1, az2) coincide con A(7), ya que

T =T [1 O]
]

1
0

7’7‘(‘1:7'[0 1

lo que implica que A(T)A(mp) = A(m) =m y A(7)A(m) = A(mg) = 7o, dicho lo anterior
para probar la conmutatividad necesitaremos del siguiente diagrama

AZ)? —— A(z)?

Am lA(M)
A(Z)

donde A(p)t = A(n)A(T) = A(ur) = A(p).

3. Neutro: Para esto tenemos que mostrar que A(e) es el neutro para A(u). A(u) es conmu-
tativo, asi es suficiente mostrar que A(e€) es neutro derecho, es decir, tenemos que mostrar
la conmutatividad del diagrama

A(2) @A 472
A(id) lA(“)
A(Z)

pero (id, A(e)) = A((id,€)) = A([1 0]), entonces

A(p)A([1 0])=A(u[1 0]) = A(id) = id.
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4. Inversos: Para este caso hay que mostrar que el cuadrado siguiente es conmutativo
(id,A(e
A(z) "2 Az
l A(e lA

I A
A

pero (id, A(v)) = A((id,.)) = A([1 —1]), entonces

A(w)AGid, 1) = A(u [t —1]7) = A(e).

Por 2.2.4 , cada trasformacion natural o : A — A’ entre algebras queda biunivocamente de-
terminada por su componentes en Z!, es decir, por a1, de la naturalidad de a tenemos que
a1 A(u) = A'(p)aq X aq, lo que implica que oy es un morfismo entre los grupos (A(Z), A(u), A(e))
y (A"(Z), A’ (u), A'(€)). La correspondencia anterior define un funtor

vr - Alg,ﬁzb — Gab, EUI(A) - (A(Z)a A(M)a A(E))? E’Ul(Oé) = 0.
Por otro lado si (G, +, e) un grupo abeliano, definimos la algebra
G Tw— 7, G(Zn) = Gn, G((CLU))

donde (a;;) € Mpuxn(Z) vy G((ai;))(90s---gn—-1) = (aij)(go,---gn-1), es decir, aplicamos la
matriz (ai;) en (go, ... gn—1). Dado que G es abeliano G((a;;)) esta bien definida y ademéas para
todo par de matrices (a;;), (bir) se cumple que

G((aij)(bjk)) = G((aif))G((bik))-

Por otro lado si h : G — H es un morfismo de grupos abelianos

G((aij))h"™ (90, - -5 gn-1) = (ai)(A(g0), - - -, M(gn—1) = h((ai) (90, - - - s gn-1))
= h(G((ai))(90; - - - gn-1))

lo que implica que A~ es natural. Lo que define al funtor
" Gap = AlgTap.

Unicamente falta verificar la equivalencia, sean G, G’ € Ggp, con h : G — G’ morfismo de grupos
y A, A" € AlgTy con a: A — A’ morfismo de algebras, entonces

Ev(GT)=G'=G, Evy(h™) =h'=h,
(E1(A))” = (A(Z))” = A, (Bi(a)” =(a1)” Za,
lo que demuestra que Gy ~ Alg7T . De hecho tenemos la conmutatividad del siguiente diagrama

AlgTw 225 Gy —— AlgTw.

\ lU /
Alg(e) Alg(T)
vV

Lo que nos dice que G, es concreta en conjuntos y que es concretamente equivalente a Alg7gp,
por tanto es una categoria algebraica de un dnico tipo.




Capitulo 3

Lenguajes y Funtores

3.1. Lenguajes
Un lenguaje formal £ consta de una tripleta
L= (C,R,F)

donde C, R, F son conjuntos. A los elementos de C se les conoce como constantes; a los elementos
de R, como letras relacionales y a los elementos de F, como letras funcionales. A cada letra
funcional f se le asigna un ntumero natural ar(f) llamado aridad de f, del mismo modo a las
letras relacionales R se les asigna una aridad ar(R).

Definicion 3.1.1: Decimos que 9 es estructura de tipo £ si consta de
1. Un conjunto M llamado dominio;
2. Una funcion f™ : M@ () — M para cada f € F;
3. Un conjunto R™ C M () para cada R € R;
4. Un elemento ¢™ € M para cada ¢ € C.

Definicion 3.1.2: Sea £ un lenguaje y 9,91 dos estructuras de tipo £ , un morfismo de
estructuras de tipo £ consta de una funciéon h : M — N entre los dominios de 9t y N tal que

1. h(c™) = ™ para todo ¢ € C;
2. Si (ag, - - -, Gar(r)—1) € R™ entonces (h(ag), ..., h(aqar(ry-1)) € R™ para toda R€ R ;

3. h(fm(a()a s 7aar(f)—1)) = fm(h(a())a SR h(aa’r(f)—l)) para toda f € F.

Dado £ un lenguaje, denotamos por Mod(L) a la categoria que tiene como objetos las
estructuras de tipo £ y a los morfismos entre estructuras.

La definiciones anteriores son las definiciones clasicas de estructura y morfismo de estructuras,
véase [10]. Para nuestros fines solo consideraremos aquellos lenguajes £ = (R,C,F) donde
R = @, es decir, L = (&,C,F) = (C,F).

Ejemplo 3.1.3: Sea L = (&, x,e) = (*,e), donde ar(x) = 2 y e es una constante. Sea (G, u, €)

un grupo, asignando e = ¢“ y 1 = & tenemos que (G, u, e) es una estructura de tipo L.

M 1o tiene

No toda estructura 9t de tipo £ = (*, e) satisface ser un grupo, ya que la funcion x*
por que satisfacer la asociatividad. Sin embargo todo grupo es una estructura para £ = (x,e) y
de la definicién 3.1.2 concluimos que todo morfismo de grupos es un morfismo de estructuras de

tipo L, es decir, contamos con un encaje G — Mod(L), donde G es la categoria de grupos.

35
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Si L = (F,C) es un lenguaje, podemos considerar al lenguaje £’ = (F + C), que consta
inicamente de letras funcionales, de hecho cada estructura 991 para £ define de forma canoénica
una estructura 9 para £ dada por

fH=fTsiferF,

M1 M, ™0)=Tsiceld,

lo cual define una equivalencia entre las categorias Mod(L) y Mod(L').

Dado un conjunto finito {xg,x1,...,2p—1} y un lenguaje £, podemos definir la minima
estructura de tipo £ donde los elementos {xg, z1,...,Z,—1} se comportan como variables libres
[16][pag.9], es decir, el conjunto que satisface las siguientes condiciones:

1. Toda variable zg, z1,...,Z,_1 €s un término.
2. Todo simbolo constante de £ es un término.
3. SifeF,ar(f)=kyto,ti,...tx_1 son términos, entonces f(tp,t1,...tx—1) es un término.

donde f(tg,t1,...tx—1) es la sucesion finita (f, (to,t1,...tx—1)). El conjunto anterior se puede
definir recursivamente como:

Xy = {xo,xl,...,mn_l}UCU{f E]:‘ar(f) :O}’
X1 = XoU{f(tost1,....ts_1) | f € FAar(f) =k A{to,t1,... . ts_1} C Xo},
X1 =X U{f(to,t1,...,tg—1) | f € FNar(f) =k A{to,t1,...,tg—1} € X},

U Xi = ,C[.I(), P ,xn_l].
1€EN

Proposicion 3.1.4: El conjunto L[xy, ..., Tn—1] define una estructura de tipo L, denotada £[n]
conformada por

1. EI conjunto L[z, ..., xn_1].
2. £ (yo, .. yk—1) = f(yo.- .., yk—1) para cada f € F y ar(f) = k.
3. ¢l =cec.
Demostracion. Unicamente necesitamos comprobar que f£" es funcion. Supongamos ar(f) = k.

Considera a los k términos {to,...,tx—1} C L[zo,...,2n_1], entonces existe una p € N tal que
t; € X, para toda j € k, entonces f(to,...,tx—1) € Xpy1 C Llzo, ..., Tp—1]. O

Proposicion 3.1.5: Para todo n € N, la estructura £[n] tiene la siguiente propiedad universal:

para toda estructura 9 con dominio M y toda funcién h : {xq,...,xn—1} — M existe una tinica
funcién H : L[xg,...,xn—1] = M que hace conmutativo al diagrama
{370, - ,:L’n_l} % ]A\\J
n ]
Llzo, ..., Tn-1]

y ademas H resulta ser un morfismo de estructuras.
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Demostracion. Definimos la funcién H de manera recursiva, es decir, definiremos una sucesion
de funciones Hy : X} — M para cada k € N

Ho(c)=Msiced,
Hy(x;) = h(a:l) para todo i € n,
Ho(f) = f7si feFyar(f) =1,
Hy(f(to, .. tk—1)) = fm(Ho(to)aHo(h% - Ho(tg—1)) st ar(f) =k y {to,... . tk—1} € Xo,

Hm+1(f(t0, ey tk—l)) = fm(Hm(to), ceey Hm(tk:—l)) si ar(f) = k? y {to,tl, e ,tk_l} g Xm,
Hm+l|Xm - Hm

Note que la tltima condiciéon implica que H,, = Hp|x,, para toda m < p. Por el teorema de
recursion para términos, la sucesiéon de funciones H,, para m € N define una tnica funcion
H : Llxg,x1,...2n—1] — M de tal manera que H|x, = H,,. Veamos que H es morfismo

de estructuras, sean f € L, ar(f) = ny {to,...,tn—1} C £[n], entonces existe un m € N
tal que {to,...,tn—1} C X, dado que cada H,,i1 satisface que Hp,41(f(to,...,tn—1)) =
FTHD (to, ... ta_1)) entonces H(f™)(to, ... ,th_1) = X H (to, ..., tn_1). O

La estructura £[n] también es conocida como la estructura libre de £ en n variables. A los
morfismos de estructuras que tengan como dominio una estructura libre también se les conoce
como interpretaciones.

Definicién 3.1.6: Definimos al funtor
Upg:Mod(L)— ¥, Ug(M)=M, Ug(h)=nh

donde M es el dominio de la estructura 9 y h : MM — 9N es un morfismo de estructuras.
(Usualmente omitiremos el subindice £ para el funtor Upg.)

3.2. H-algebras

Definicién 3.2.1: Sea H : € — % un funtor.

1. Una H-&lgebra consiste en par (A4,a) donde A es un objetoen ¢ y a : H(A) — A es un
morfismo en %.

2. Un morfismo entre H-algebras (A, a) y (B,b) consiste en un morfismo h: A — B en % tal
que ha = bH(h).

H(A) 22 gy

a [»
ATB.

Las H-algebras definen una categoria, la cual denotaremos por H-Alg.

Los funtores de una categoria en si misma también son llamados endofuntores, la definicion
anterior se conoce como categoria de algebras para un endofuntor.

Como veremos a continuaciéon dado H : € — % endofuntor, la categoria H-Alg cuenta con
un funtor que olvida, lo que hace a H-Alg es concreta sobre % .

Definicion 3.2.2: Sea H un endofuntor en . Definimos el funtor que olvida
Ug:H-Alg—~%, H(Aja)=A, H(h)=h

donde h : (A,a) — (B,b) es un morfismo de H-algebras (usualmente omitiremos el subindice H
para el funtor Ug).
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Uno de los objetivos de éste capitulo serd mostrar que bajo ciertas condiciones sobre H el
funtor U : H-Alg — % cuenta con un adjunto izquierdo.

Definiciéon 3.2.3: Sea H un endofuntor en %, un punto fijo para H es una H-algebra (A, a)
donde el morfismo a es un isomorfismo en %.

Proposicion 3.2.4: Sea H un endofuntor para €. Si (I,i) es inicial en H-Alg, entonces es un
punto fijo para H.

Demostracion. Supongamos que (I, 1) es inicial en H-Alg, entonces el par (H(I), H(i)) es una
H-&lgebra. Como (I,4) es inicial existe un tnico morfismo h : (I,i) — (H(I),H(i)) de H-
algebras tal que hi = H(i)H(h). Por otro lado, el morfismo i : H(I) — I define un morfismo
de H-algebras ¢ : (H(I),H(i)) — (I,i), por tanto la composicion ih define un morfismo de
H-algebras de (1,1) en si mismo, como (I,%) es inicial ih = id, por lo que el siguiente diagrama

conmuta
H*(I)
Hy \H(f)
H(T) » H(I)

lH(i)
i H(I) i
I ; > 1.

Para verificar que hi = id note que el morfismo hi satisface las siguientes igualdades

d

hi = H(i)H(h) = H(ih) = H(id) = id.
0

Ejemplo 3.2.5: Considera al endofuntor H : ¥ — ¥ que acttia como H(X) = X + 1. La
funcién s : N+ 1 — N dada por

s(x) =0, s(0)=1,

s(n) =n+1,
(donde * es el tnico elemento de 1 en la unién ajena N + 1) define la H-algebra (N, s), pero
sabemos que s : N+ 1 — N es biyectiva, por tanto es un punto fijo para H. Mas aun la H-

algebra (N, s) es inicial. En efecto, si g : X +1 — X es una funcion, tenemos que g(*) € X, por
el teorema de la recursién existe una tnica funcién h : N — X donde

h(0) = g(*),
h(s(n)) = g(h(n)),
entonces la funcion H(h) : N+ 1 — X + 1 satisface que
GH(R)(x) = g() = h(0) = h(s(x)) si % € 1,
gH(h)(n) = g(h(n)) = h(s(n)) sin €N,

por lo tanto gH (h) = hs, entonces h : (N, s) — (X, g) es un morfismo de H-algebras. Por otro
lado note que si A’ : (N, s) — (X, g) es otro morfismo de H-algebras, entonces b’ : N — X es
una funcién y ademés satisface que

K'(0) = g(x) y h'(s(n)) = g(h'(n)).

Por el teorema de recursion tenemos que ' = h, entonces (N, s) es inicial.
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El ejemplo anterior nos es de importancia, pues es el objeto inicial de la categoria H-Alg
cuando H es un endofuntor en conjuntos de la forma H(X) = Y " Ap, x X", donde {4, }y es una
familia de conjuntos y el objetivo principal de la siguiente seccién sera calcular dichos objetos.

Proposicion 3.2.6: Sea € una categoria con coproductos. Sean H, K : € — € funtores. Si
M es el coproducto de los funtores H y K, entonces toda M -algebra define una H-dlgebra
y una K-algebra, ademas todo morfismo de M-dlgebras define un morfismo de H-algebras y
K-algebras.

Demostracion. Sea (A, a) una M-algebra. Las inclusiones iy : H(A) - M(A),ix : K(4) —
M(A), nos brindan los morfismos aif : H(A) - Ay aig : K(A) — A, lo que define la H-algebra
(A,aig) y ala K-algebra (A, aig).

Sim: (A,a) — (B,b) es un morfismo de M-algebras, entonces M(m) : M(A) — M(B) es
un morfismo en ¢, como M(A) = H(A)+ K(A) tenemos que M (m) = H(m)+ K(m), por tanto
el diagrama siguiente es conmutativo

5
=
=

a2y 2 (B)
b
(B)
o

TB.

=
\Di
:|
=

Lo que implica que m es un morfismo de H-algebras, mutatis mutandis obtenemos que m es un
morfismo de K-algebras. O

Corolario 3.2.7: Sea ¥ una categoria con coproductos. Sean H, K endofuntores para ¢, si M
es el coproducto de H y K, entonces la categoria M-Alg cuenta con par de funtores que olvidan,
es decir,

Iy M-Alg — H-Alg, Iu(C,c)= (C,cig), Ig(m)
I : M-Alg - K-Alg, Ig(C,c)= (C,cig), Ix(m)=m.

m,

3.3. Funtores Finitarios

Definiciéon 3.3.1: (Funtor finitario) Un funtor F' : ¥ — ¥ es finitario si preserva colimites
filtrantes.

La definicién 3.3.1 se puede extender a todo tipo de funtores, sin embargo nos concentraremos
inicamente para endofuntores en 7.

Lema 3.3.2: EI coproducto de funtores finitarios es finitario.

Demostracion. Basta recordar que los colimites conmutan con colimites. Sea H; : " — ¥ con
j € J funtores finitarios y .% una categoria filtrante, entonces para todo diagrama D : F — ¥
tenemos que

Z]:Hj(cogm D(i)) = Zcogm H;(D(i)) (H; es finitario).

J
= cogm;Hj(D(i)).

Proposicion 3.3.3: Cualquier limite finito de funtores finitarios es finitario.
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Demostracion. Sea 9 una categoria finitay H : 2 — ¥ un funtor donde Hy = H(d) : ¥ — ¥
es finitario, para cada d € Z. Sea % una categoria filtrante y F' : F — ¥, entonces

lim Hy(colim F (3)) = im ((Hy(colim(F (i) ) = lim ( colim Hy(F(i)))
fm d(co;m (1)) fm d(co;m( (1) fm { colim a(F(7))
= lim ( colfm(Hy(F(i)) ) = colim ( Hm(Ha(F(0))).
im (‘colim (Ha(F (1)) ) = colim (im(Ha(F(0)
Donde la ultima igualdad se da por que los colimites filtrantes conmutan con limites finitos. [

Definiciéon 3.3.4: Sea {A,}n una familia de conjuntos. Decimos que el funtor H : ¥ — ¥ es
polinomial si H(X) =) A, x X"y H(f)=>_,ida, x f" para f: X =Y.

Corolario 3.3.5: Todo funtor polinomial es finitario.

Demostracion. Sea A, conjuntos con n € N, entonces
TSRS S D
N N o€A,

pero el funtor Id : ¥ — ¥ es finitario, por 3.3.3 para toda n € N el producto Id" : ¥ — ¥ es
finitario y por 3.3.2 el coproducto anterior es finitario. O

Proposicion 3.3.6: Sea H un endofuntor finitario, entonces la categoria H-Alg tiene objeto
inicial.

Demostracion. Sea H : ¥ — ¥ finitario. Consideremos a la funcion v : @ — H (@), definimos
u"t! = H"(u) donde HY es el funtor identidad y H"*! = H"H. La asignacion anterior define
al diagrama

D:(N,<)—= ¥, D(n)=H"(@), Dn—n+1)=u""

o " H(®) % HX(2)- -

Sean I = colimy D y v™ : H"(&) — I sus correspondientes coproyecciones, como (N, <) es
una categoria filtrante 1.5.5 y H es finitario, H(I) = colimy+ H" () y ademés los morfismos
H(v™) : H*"Y(@) — H(I) son sus correspondientes coproyecciones. Por la propiedad universal
del colimite, podemos inducir al morfismo i : H(I) — I tal que iH (v") = v"F!

H(H(2)) 1 H(D)

N

Afirmamos que (I, ) es inicial. Sea (A, a) una H-algebra y considera a los morfismos

i

I.

22— A,
[T =aH(f") : HH"(2)) = A,

veamos que la familia {f"}y define un cocono para D. Por unicidad tenemos que flu! = fO
por otro lado para todo n se tiene la igualdad f"*'u"*! = aH(f"u"), tomando n = 1 tenemos
que f2u? = aH(f'u') = aH(f°) = f!, por inducciéon concluimos que

T = GH () = aH (7Y = [
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Entonces la familia { "}y define un cocono para el diagrama D, por la propiedad universal de
colimite, existe una tnica f : I — A tal que v"*f = f™ para todon € N

H'(2) —“ 5 H™(g)

N ‘%-4-1
m ? fn+1

aplicando H al cocono anterior, concluimos que H(f) es el unico morfismo que satisface la

igualdad H(f)H(v™) = H(f™") para toda n € NT, lo cual nos brinda el siguiente diagrama

~

N

conmutativo
H(I) : > I
Un+1
H(F) H" (@) 7
+ HU™) +
H(A) m > A

que demuestra que f es un morfismo de H-algebras. Para demostrar la unicidad de f como
morfismo de H-algebras, considere a g : (I,i) — (A, a) otro morfismo de H-algebras y sean
g" = gv" las componentes de g, mostraremos que f" = g¢g" para toda n € N. Si n = 0,
¢ : @ — A, por unicidad tenemos que g° = 0, por otro lado

9"t = gv™t = giH (v") = aH (9)H (v")
= aH(gv") = aH(g")

tomando n = 0 en la anterior igualdad tenemos que g' = aH(¢°) = aH(f°) = f!, usando
induccién concluimos que ¢"t! = aH(g") = aH(f") = fm*1. O

Por 3.3.3 tenemos que el funtor constante con valor 1 es finitario, por 3.3.2 para todo conjunto
X el funtor constante con valor X es finitario, por tanto para todo funtor H finitario

Hx:¥ =¥, Hx(A)=HA)+X, H(f)=f+idx

es finitario, de 3.2.6 toda Hx-algebradefine una H-algebra y una X-algebra, pues si (A4,d’) es
una Hx-algebra, entonces o’ : H(A) + X — A asi podemos descomponer a’ = [a,a,] en sus
componentes, i.e.,a: H(A) - Ay a, : X — A, entonces para toda h : (A, [a,ax]) — (B, [b,bx])

h[a, ax] = [b, bx]Hx(h) <~ h[a, ax] = [b, bx](H(h) +idx)
& [ha, hax] = [bH(h),bx]
< ha=bH(h)y hax = bx.

Lema 3.3.7: Sean H : ¥ — ¥ un funtor finitario y X conjunto. Si (I, [i,ix]) es el objeto inicial
de la categoria Hx-Alg, entonces para toda (A, a) se tiene la siguiente biyeccion

H-Alg((I,9), (A, a)) = ¥ (X, A).
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Demostracion. Sean (A, a) una H-algebra y g : X — A funcion, entonces (4, [a, g]) define una
Hx algebra, sea (I,[i,ix]) la Hx-algebra inicial, por 3.3.6 existe un tnico morfismo de Hx
algebras g : (I, [i,ix]) — (4, ]a, g]) tal que

gi=aH(g)y gix = g.

Tomamos g como nuestra asignacion para g, por otro lado si h: (I1,7) — (A, a) es morfismo de
H-algebras, considere a i%(h) = hix : X — A, lo cual define la asignacién para h. Mostraremos
que la asignacion  es inversa de la asignacion iy .Para toda g : X — A se satisface que

ix(9) =79ix = g.
Sea h : (I,i) — (A, a) morfismo de H-algebras y ax = hix. Por definicion ax : (I, [i,ix]) —
(A, [a,ax]) corresponde al inico morfismo de Hx algebras del objeto (I, [i,ix]) a (A, ]a,ax]),
por tanto basta mostrar que h : I — A es un morfismo de Hx algebras. En efecto, considera al
diagrama
X — X
\[j j]x

HI <y i) XM mea

\ J,Z ix] l[a,ax]

I—>A

Entonces h-[i,ix]-jy=h-it=a-H(h)y h-[i,ix] -jx = h-ix = ax, delo cual [a,ax]| - Hx(h) =
h-[i,ix], por tanto h : (I, [i,ix]) — (A, [a,ax]) es morfismo de Hx algebras. Por lo tanto

h=ax =i%(h) = h.
0

Si en la biyeccion anterior tomamos el funtor que olvida U : H-Alg — ¥ y denotamos a la
H-algebra (I,i) = L(X), entonces la biyeccion anterior toma la forma de una adjunciéon

H-Alg(L(X), (A, a)) = ¥ (X,U(A,a)),

asumiendo la naturalidad de la biyeccion y que L sea funtor, concluimos que el funtor U :
H-Alg — V¥ tiene adjunto izquierdo, tal como lo indica el siguiente teorema.

Teorema 3.3.8: Sea H : ¥ — ¥ un funtor finitario. Entonces el funtor U : H-Alg — V¥ tiene
adjunto izquierdo.

Demostracion. Sean X conjuntoy Hy : ¥ — ¥ el funtor H + X, denotemos por (Ix, [i,ix]) el
algebra inicial de la categoria Hx-Alg. Definimos al funtor L como

L(X) = (Ix,1),

para definir L en morfismos recordemos que por 3.3.7 a cada conjunto X le corresponde una fun-
cion ix : X — Ix. Sea f: X — Y funcién, entonces (Iy, [i,iy f]) define una Hy algebra, como
L(X) es inicial existe un tnico morfismo de Hy &lgebras L(f) : (Ix,[i,ix]) — (Iy, [iv,iv f]),
note que por la biyeccion del lema 3.3.7 L(g) = iy f y la funcién iy f : Ix — Iy es un morfismo
de H-algebras iy f : (Ix,i) — (Iy,i) que satisface la igualdad iy fix = f, es decir, el diagrama
siguiente conmuta

I 2
iXT Py

x 1.y
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Para la composicion sean Z conjunto, iz : Z — Iz la funcion del lema 3.3.7y g : Y — Z funcién,
tenemos el siguiente diagrama

L(fg)

entonces L(g)L(f)ix = L(g)iyvf =izgf = L(gf)ix, asi tanto L(g)L(f) como L(gf) satisfacen
la misma propiedad, por la unicidad tenemos que L(g)L(f) = L(gf) lo que demuestra que L en
efecto es funtor.

Finalmente probaremos que las biyecciones de 3.3.7 son naturales. Sea f : ¥ — X funcién y
h:L(X) — (A,a) morfismo de H-algebras, entonces

[r(ix(h)) = f*(hix) = hix f,
iy (L(f)"(h)) = iy (RL(f)) = hix fiy = hix [.
Anélogamente para g : (A,a) — (B, b) por 3.3.7 se tienen las ecuaciones

ixU(9)«(h) = ix(gh) = ghix,
U(g)*z}(h) = g*(hiX) = ghiX-
]

Corolario 3.3.9: Sean H : ¥ — ¥ un funtor finitario y X conjunto. Si (Ix, [i,ix]) es el objeto
inicial de la categoria Hx-Alg, entonces (Ix,i) es la H-algebra libre generada por X.

Demostracion. Por 3.3.7 y 3.3.8 tenemos la siguiente biyecciéon natural
H'Alg(L(X)a (Aa a)) = 7/<X7 U(A7 CL))
O

Proposicion 3.3.10: Sea H es un endofuntor. Si H preserva colimites para la categoria 9,
entonces la categoria H-Alg tiene colimites de tipo 2 y el funtor que olvida preserva estos
colimites.

Demostracion. Sea D : 9 — H-Alg un diagrama donde D(d) = (Ag, aq), considera al conjunto
A = colimUD = colim Ay
9 2
junto con sus inclusiones i4. Si H preserva colimites para la categoria Z, tenemos que
H(A) = colim HUD = colim H(Ag)
9 9
y las inclusiones son los morfismos H(i4). Por la propiedad universal del colimite podemos definir

una unica funcion a : H(A) — A tal que el siguiente cuadrado conmuta

H(Ag) 2 H(A)

adl ia

Adﬁ .
d
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La definicién de a muestra que las inclusiones ¢4 definen morfismos entre H-algebras, es decir,
iq: (Ag,aq) — (A, a), por tanto ig4 : (Ag4,aq) — (A,a) es un cocono. Para verificar la propiedad
universal supongamos que jg : (Ag,aq) — (F,€) es otro cocono para el funtor D, entonces los
morfismos jg : Aqg — E definen un cocono en conjuntos y como A es el colimite existe una
Unica j : A — E tal que jig = jgq, como H preserva colimites para la categoria &, aplicando el
funtor H tenemos que H(j)H (iq) = H(jq) lo que implica que H(j) es la tnica funcion tal que
H(j)H (iq) = H(ja)

H(Ag) 2199 fr(a)
la N\ _H0)

adl
: + H (JE)}J
Ag —2— A H(E)
- e
ja
E,
veamos que j : A — FE es un morfismo entre las algebras (A,a) y (E,d). En efecto para toda
d € 2 se satisfacen las igualdades

jra-H(ig) =j ig-aq=7ja-aqg=e€-H(jqg) =e-H(j) - H(iq)

entonces eH(j) = ja, por lo cual (A,a) es cocono inicial, lo que demuestra que H-Alg tiene
colimites para la categoria . Ademés tenemos que U(A,a) = A = colimgy Ag. O

Corolario 3.3.11: Si H es finitario la categoria H-Alg tiene colimites filtrantes y ademas el
funtor que olvida los preserva.

Demostracion. Si H es finitario, preserva colimites filtrantes, por 3.3.10 H-Alg tiene colimites
filtrantes. o

Como lo senala la proposicién 3.3.10 la categoria de H-algebras para endofuntores finitarios
cuenta con colimites filtrantes, sin embargo H-Alg es mucho mas cocompleta de lo que nos dice
la proposiciéon anterior, en particular H-Alg tiene los mismos tipos de limites y colimites que
tienen las categorias algebraicas 2.1.4, de hecho tenemos los siguientes resultados que se pueden
encontrar en |2|[Proposicion 12.12, 12.13, pag 121-123].

Proposicion 3.3.12: Para todo endofuntor finitario H en ¥, la categoria H-Alg tiene limites
y tiene colimites tamizados, ambos preservados por el funtor que olvida.

Proposicion 3.3.13: Para todo funtor finitario H, la categoria H-Alg es cocompleta. Ademés
la categoria H-Alg cuenta con factorizaciones regulares de morfismos preservados por el funtor
que olvida.

El siguiente teorema caracteriza a los funtores finitarios, para este resultado necesitaremos
de la siguiente definicion.

Definicion 3.3.14: Sea H : ¥ — </ un funtor, un funtor cociente del funtor H consiste en un
funtor H : € — </ junto con una transformaciéon natural o : H — H donde cada componente
de « es epimorfismo.

Teorema 3.3.15: Sea H en endofuntor para la categoria de conjuntos ¥, son equivalentes
1. H finitario.
2. H es cociente de un funtor polinomial.

3. Todo elemento de H(X) vive en la imagen de H (i) para la inclusién i : Y — X de un
subconjunto finito Y de X.

Demostracion. Véase |2|[Teorema 12.15, pag 124]. O
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3.4. Sucesiones
En el caso de conjuntos el producto de tantas copias de X como naturales se define como

l_IX::XN ={f:N—= X| f es funcion}.
N

Esto caracteriza a los elementos de [ [ X como funciones, curiosamente en el caso de categorias
ocurre algo similar. Consideremos N como categorfa discreta, entonces ¥ es la categoria de
funtores F' : N — 7/, al igual que conjuntos, las exponenciales juegan el papel de productos
cuando el objeto base es fijo, es decir, tenemos la equivalencia de categorias

N:H“//
N

lo que més sorprende es que la equivalencia anterior no pierde su caracterizaciéon como funciones.

Proposicién 3.4.1: La categoria coma ¥ /N es equivalente a la categoria ¥™

Demostracion. Si f : X — N, f': X’ - N € ¥ /N, entonces un morfismo h : f — f' en ¥ /N
consiste en una funciéon h : X — X’ tal que f'h = f

X —n"r L x

N T

esta condicién es equivalente a que la funcién h sea constante en fibras, es decir, h[f~![n]] C
f71[n], de lo cual podemos descomponer a h en una sucesiones de funciones dadas por

hn = h’ffl[n] : f_l[n] — f,_l[n}v
la asignacién anterior define un funtor
Fib: ¥ /NN, Fib(f)=(f' )):N= ¥, Fib(h)= (hn)x

donde f~![n] es la fibrade ny h: X — X’ es un morfismo en 7 /N.

Por otro lado, si (A,)y es una sucesion de conjuntos, definimos a las funciones de aridad
ar™ : A, — N dadas por ar™(a) = n, por la propiedad universal del coproducto existe una tnica
funcion

ar : ZA'” — N tal que ar(x) =nsiy solosiz € A,,

ademéas cada morfismo (f, : A, — By,)ny en Y define una funcion
D foid Au= ) B,
N N N
entonces tenemos el siguiente diagrama triangulo conmutativo

Zan

\/
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donde ar "y fn es constante en fibras ya que >\ f Har ' [n]] = 4, y (Xy fn)‘A = fn, lo
que define al funtor

ar: YN = VN, ar((Ay)n) = ar ZA" =N, ar((fo)y) = an
N N

Unicamente falta verificar que estos dos funtores definen una equivalencia. Sean (A, )y € ¥ N y
f:X — Ne 7 /N entonces

Fib(ar((An)x)) = Fib(ar 0S4, N) = (ar "))y = (A,

N
Fib(ar((f)0)0) = Fio( 3 )0 = (3 4a)], = fi
N N !

ar(Fib(f)) = ar((f '[n])n) =ar: Y f'n] > N f,
N
ar(Fib(h)) = ar((hn)n) = > _hn =
N

donde h : X — X’ es un morfismo en ¥ /N, (f,)n es un morfismo en #~ y los tltimos isomor-
fismos se dan ya que Y., f~1[n] & X. O

Todo funtor polinomial H cuenta con una familia de conjuntos A, con n € N, por otro lado
todo lenguaje £ = (F) cuenta con una funciéon de aridad ar : F — N, la siguiente proposicion
nos dice que ocurre cuando consideremos A,, = ar~1[n].

Teorema 3.4.2: Sea L un lenguaje conformado tinicamente por letras funcionales, ar : F — N
su funcién de aridad y H el funtor polinomial definido por la sucesién A, = ar~'[n], entonces
las categorias Mod(L) y H-Alg son isomorfas.

Demostracion. Sea (X, z) una H-algebra, definiremos a la estructura K ((X,z)).
1. El dominio de K((X,z)) es el conjunto X.

2. Para cada f € A, considera la composicion:

{f} x X" —— A, x X" —— H(X)

ET J/x
fK((X@))

Xn > X.

Entonces fX((X2)) define una operacion de aridad n, por tanto K ((X, z)) es una estructura
para L.

Por otro lado sea h : (X,z) — (Y,y) morfismo de H-algebras, para todan € Ny f € A,,
entonces tenemos al siguiente diagrama conmutativo

~

Yr —E e {fIXY" 5 A, x Y™ —— H(Y) ——

hﬁ idx h"T idx h"T H(h)T

X" =S5 {fIx X" —— Ay x X" —— H(X) —

>
—

P

donde el renglon superior es la definicion de fE((Y¥) y el inferior la definicion de fE(X2) por
lo tanto h define un morfismo entre las £ estructuras K ((X,z)) y K((Y,y)). Definimos al funtor

K :H-Alg — Mod(L), K((X,z)), K((h)=nh
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donde dada una (X, z) H-algebra K((X,x)) es la estructura definida al principio de la prueba
y h:(X,z) — (Y,y) es un morfismo de H-algebras.
Sea 9 una estructura de tipo £ con dominio M, para cada n € N considere a las funciones

my: Ay X M = M my,(f,mg,...,mp—1) = ffm(mo,...,mn,l)

por la propiedad universal del coproducto existe una tunica funcion m : H(M) — M tal que
mi, = m,

%

Ap x M™ —y H(M)
\ m
mp
M

lo que demuestra que el par (M, m) es una H-algebra.
Por otro lado, si A : 2 — 91 es un morfismo de estructuras de tipo L, para todon € Ny
f € L, tenemos que hf™ = f*h¥, es decir,

hy, (f,mo, .. mn—1) = hf™ (mo, ... ,mp_1) = f>(h(mg), ..., h(mp_1))
= nk(f, hn(mo, ey mn_l)).

Esto implica que para cada n € N el siguiente rectangulo es conmutativo

Ay x N* —— H(N) —— N

idx hﬁ H(h)T hT

Ay x M — D(M) —"= M

como lo anterior era para un n arbitrario, tenemos que nH (h) = hm, por tanto h es un morfismo
de H-algebras. Definimos al funtor

Frk: Mod(L) — H-Alg, Frk(M)= (M,m), Frk(h)=nh

donde A : 9t — M es un morfismo de estructuras de tipo L.

Finalmente los funtores F'rk y K son inversos, note que tanto Frk como K no tienen ningiin
efecto en morfismos asi basta mostrar que ocurre con objetos. Si (X, z) es una H-algebra,
los morfismos inducidos por la estructura K ((X,z)) son exactamente las composiciones de las
inclusiones i, : A, x X™ — H(X) junto con la funcién x : H(X) — X, por tanto la H-algebra
Frk(K((X,z)) es exactamente la misma que la definida por z, andlogamente, para 9t € Mod(L)
las asignaciones fFEEKEM) ¢ M coinciden, por tanto definen la misma estructura de tipo £ en
el conjunto M. O

Corolario 3.4.3: Sea L un lenguaje conformado tnicamente por letras funcionales, entonces
para toda n € N la estructura libre en n variables £[n| es el H-algebra libre en n elementos para
el funtor H =) A, x X", donde A,, corresponde al conjunto de operaciones de aridad n para
cadan € N.

Demostracion. Por 3.4.2 la estructura £[n] y el objeto inicial de las H,-algebras satisfacen la
misma propiedad universal. O

Otro resultado que nos da la equivalencia es el siguiente.

Teorema 3.4.4: Sea L un lenguaje conformado tinicamente por letras funcionales, entonces la
categoria Mod(L) es completa y cocompleta.

Demostracion. Por 3.3.13, 3.3.12 y 3.4.2 se tiene el resultado. O
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Capitulo 4

Teorias Ecuacionales

4.1. Variedades (Algebraicas)

En el contexto de la geometria algebraica, una variedad algebraica es el conjunto de soluciones
para una coleccion de polinomios S C k[zo, ..., x,_1], es decir,

V(S)={(ag,...,an—1) € K" | f(ag,...,an—1) =0 para toda f € S},

donde V(S) tiene la topologia de Zariski y V(S) no se puede ver como la uniéon finita de
subconjuntos cerrados distintos de V'(S) (Véase [18]|Capitulo 2, pag.35]).

En esta seccién definiremos la nocién de variedad para el contexto de teorias algebraicas, ve-
remos mas adelante la similitud que existe entre variedades para teorias algebraicas y variedades
algebraicas.

Definiciéon 4.1.1: (Ecuacion) Sea 7 una teoria algebraica. Una ecuaciéon en 7 consiste de un
par de morfismos u,v : s — ¢t en 7 (La notaciéon estandar para describir una ecuacion (u,v) en
una teoria 7 es con el simbolo de igualdad u = v). Decimos que el algebra A : T — ¥ satisface
la ecuacion u = v si A(u) = A(v).

Si (e, Tqp) es la teoria de Lawvere de grupos abelianos 2.3.6, una ecuacion u = v para Tgp
consta de dos matrices (a;j) = (bij) € Myxn(Z). Usando la equivalencia 2.3.7, podemos calcular
las algebras que satisfacen la ecuacion (a;;) = (bi;). En efecto, para todo grupo abeliano G, se
tiene el algebra G~ el cual satisface la ecuacion (a;j) = (b;;) siy solo si para todo (go, - .., gn—1)

(aij)(907 cee agnfl) = (bij)(g()a cee 7gn71)a
1

n—1 n—1 n—1 n— n—1 n—1
( > 095 Y arigi,- 5 Y am—lej) = ( D boigi Y biigs s Y bm—ljgj) ;
§=0 §=0 3=0 j=0 Jj=0 J=0
n—1 n—1
Zaijgj = Zbijgj 0<i<m,
=0 =0

en este caso particular las algebras que satisfacen la ecuacion (a;5) = (b;5) son los grupos abelia-
nos que satisfacen la ecuacion ((a;j) — (bi;))(90, - - -, gn—1) = 0 (estos grupos pueden ser pensados
como los ceros de la ecuacion (a;j) — (bsj) = 0).

Siv=w:t— pesuna ecuacién en una teoria algebraica 7 y A € AlgT satisface la ecuacién
v = u, note que para todo par de morfismos z: w —ty y : p — z el algebra A satisface que

Ayv) = A(y)A(v) = A(y)Au) = A(yu),
A(vr) = A(v)A(z) = A(u)A(y) = A(uy).

Las ecuaciones v; = u; con ¢ € n definen a la ecuacion (v;), = (u;),, entonces v;,u; : § — t;
son morfismos para toda i € n e inducen el par de morfismos (v;)n, (wi)n : s = [, ti lo que nos
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brinda la ecuacion (v;), = (u;)n y si el algebra A satisface las ecuaciones v; = wu; entonces A
satisface las ecuaciones A((v;)) = A((u;)). Lo anterior nos brinda el siguiente resultado.

Proposicion 4.1.2: Sea (e, T) una teoria de Lawvere y u,v : e(n) — e(m) una ecuacién en T .
El algebra A € AlgT satisface la ecuacién u = v si y sélo si para todo (ag,...,an—1) € A(e(n))

A(uk)(ao, ey an_l) = A(’Uk)(ao, cooy an_l),

donde up = TV y v = Tru para k € m.

Ejemplo 4.1.3: Sea (e, T4p) la teoria de grupos abelianos. Considera a las matrices
[n] , [0] € Mix1(Z).

Usando 4.1.2 tenemos que G satisface la ecuacion [n] = [()] si y s6lo si ng = 0 para todo g € G,
lo que por el teorema de Lagrange implica que los elementos de G tienen orden un divisor de n.
Entonces todas las algebras que satisfacen la ecuacion [n] = [0] consisten en grupos abelianos
con elementos de orden un divisor de n.

Definicion 4.1.4: Sea T una teorfa algebraica. Una congruencia en 7 consiste en una familia
de relaciones de equivalencia ; ~, en los conjuntos 7 (¢, p) para todo par de objetos t,p € T que
satisface las siguientes condiciones:

1. Siu¢ ~pvya, ~¢ y entonces las composiciones ux y vy estan relacionadas, es decir,
UL 4 ~p VY.

2. Si u; o ~¢, v; para todo i € n, entonces se tiene que (ug,...,Un—1) w ~¢ (V0,- .., Un—1)
donde t =[], .

Proposicion 4.1.5: Sean T algebraica y M : T — &/ un funtor que preserva productos finitos,
entonces M define una congruencia en T .

Demostracion. La siguiente relacion de equivalencia se conoce como Ntcleo o Kernel de M
ur~p v <= M(u) = M(v).

(el subindice M sera omitido) Entonces ~ es una relacion de equivalencia en los conjuntos
T (t,p), asi que mostraremos que las condiciones 1 y 2 de la definicién de congruencia se valen.

1. Supongamos que u ¢ ~ pUy & 4 ~ 1y, entonces tenemos que M(u) = M(v) y M(x) = M(y)
entonces se tiene que

Por tanto ux,, ~p vy.
2. Supongamos que u; 4 ~ ¢;v; para todo i € n, como M preserva productos tenemos que
M((uos -+ yun—1)) = (M(ug)s -+ s M(un—1)) = (M(v0), .., M(va1))
= M((vo, ..., Un-1))-

Por tanto (ug, ..., Un—1) w ~t (Vo,-..,vp—1) donde t = H?:_()l t;.

O]

Definicién 4.1.6: (Variedad) Una subcategoria plena & de AlgT es una variedad si existe un
conjunto E de ecuaciones en T de tal manera que A € 7 si y s6lo si A satisface las ecuaciones
de E.
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Tal como comentamos al principio de la seccién, podemos pensar a las variedades como
variedades algebraicas, donde el conjunto F es el conjunto de polinomios y la categoria .o/
vendria a ser el “conjunto” de ceros de las ecuaciones de E.

Ejemplo 4.1.7: Variedad de grupos abelianos nx = 0.

Sea (e, Tap) la teoria de Lawvere de grupos abelianos, para todo ntimero n € N contamos con
la ecuacion [n] = [O] en Tup, por 4.1.3, la categoria algebraica correspondiente a esta ecuacion
consiste en la subcategoria plena de G,; de grupos cuyos elementos tengan orden algtn divisor
de n, la cual denotaremos por Gup/Zy, esto es, los Z, modulos.

Proposicion 4.1.8: Sea T una teoria algebraica, entonces las congruencias en T forman un
conjunto parcialmente ordenado bajo la contencién, ademds la intersecciéon de una familia de
congruencias para T vuelve a ser una congruencia para T .

Demostracion. Solo se requiere que probemos la propiedad respecto a intersecciones. Sean R’
congruencias en 7 con j € J, entonces para cada t,p € T

ﬂ tijv

J

es una relacion de equivalencia en T (t,p), denotemos por ~ a dicha relacién. Veamos que ~ es
congruencia

1. Supongamos que u ¢ ~, V' y & o ~¢ Y, entonces para toda j € J se tiene que u tijv y
z IRy, lo que implica que ux vy para toda j € J, por lo cual ux , ~p vy.

2. Supongamos que u; o ~¢, v; para todo ¢ € m, entonces para toda RJ se tiene que

(ugy -+, Un—1) wkR¢(vo,...,vn_1) donde t = H?;Ol t;, esto implica que (ug,...,Up—1) w ~
t(’UQ, . ,’Un_l).

O

Una consecuencia de 4.1.8 es que para todo conjunto de ecuaciones E podemos encontrar la
minima congruencia que contiene a F, por tanto a toda variedad algebraica le podemos asignar
una congruencia.

Definicion 4.1.9: Sean 7 una teoria algebraica y ~ una congruencia en 7 definimos categoria
cociente 7/ ~ como

1. Ob(T/ ~) = Ob(T).

2. T/~ (t,p) =T(t,p)/t ~ pparatodat,p € T, donde la composicién se define componiendo
a los representantes de cada clase.

3. Definimos al funtor cociente

Q:T—=T/~ Q)=t Qu)=]ul

donde u : t — p es un morfismo en 7 y [u] la correspondiente clase de representantes de u
bajo la relacion ; ~ .

La primera condicién de congruencias muestra que la composicién de clases estd correctamente
definida y es asociativa, ademas la identidad en cada objeto t € T es la clase [id] correspondiente
al morfismo id; : t — ¢.

Proposicion 4.1.10: Sean T una teoria algebraica y ~ una congruencia en 7T, entonces la
categoria cociente T/ ~ es una teoria algebraica y el funtor cociente @ : T — T/ ~ es un
morfismo de teorias.
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Demostracion. Como T es algebraica, es una categoria pequena con productos finitos, por tanto
T/ ~ también es pequena. Sean t; € T/ ~ con i € {0,1,...,n — 1}, como T es algebraica el
producto de los t; existe junto con las proyecciones

n—1
T . H t; =t
=0

las cuales definen a los morfismos [m;] = Q(m;) : [[}=, ti — t; en T/ ~, veamos que esta coleccion
de morfismos es el producto de los t;. En efecto, para toda coleccion de morfismos [f;] : w — ¢;
en 7/ ~ con i € n, podemos considerar a los representantes f; : w — t;, esta coleccion define
un tnico morfismo (fo, ..., fn—1) : w — [];c, ti en T, ahora consideremos a su clase en 7/ ~ la
cual es [(fo, ..., fu—1)] : w = [Lic,, ti, entonces

[mil[(fos -+ fo—1)] = [mi(fo, - - s fa1)] = [fils

y este morfismo es él unico tal que [m][(fo, ..., fn=1)] = [fi] ya que la clase de (fo,..., fn-1)
es tnica porque ~ es de equivalencia. Por tanto [m;] = Q(m;) : H?:_()l t; — t; coni € n es el
producto en 7/ ~. Por tanto 7/ ~ es algebraica y @ respeta productos finitos. O

Proposicion 4.1.11: Sean ~ una congruencia en la teoriaT y Q : T — T/ ~ el funtor cociente
de la congruencia ~, entonces se satisfacen las siguientes condiciones:

1. Un morfismo de teorias M : T — S se factoriza por ) si y sélo si ~C KerM.

T M S

PN

T/ ~.

2. Para todo morfismo de teorias M : T — S la factorizacién de M en la categoria T | Ker M
es fiel.

T M )

R

T/KerM.

Si en el inciso 2 tenemos que M es pleno y esencialmente sobreyectivo entonces M’ es una
equivalencia.

Demostracion. Sean ~ una congruencia en 7 y M : T — § morfismo de teorias.

1. = Sea M' : T/ ~— S tal que M = M'Q y sean u,v : t — p morfismos en T tales que
u ~ v, entonces tenemos que [u] = [v] : t — p, asi

M(u) = M'Q(u) = M'([u]) = M'([v]) = M'Q(v) = M(v),

por tanto u ~jr vy ~C KerM.
<= Si ~C KerM, definimos

M T/~ S, M(t)=DM{t), M(u])=Mu).

donde u : t — p es un morfismo en 7. Note que M’ esta bien definido en morfismos.
En efecto, si ocurre que [u] = [v] : ¢ — p, entonces u ~ v y como ~C KerM entonces
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M'([u]) = M(u) = M(v) = M'([v]). Por otro lado paraid : t > t, z:w —>tyu:t—p
tenemos que

M([id]) = M(id) = idaps),
M([ua]) = M (ur) = M ()M (x) = M’([u) M'((a]),

lo que muestra que M’ es funtor y M'Q = M.

2. Sea M': T/KerM — S el funtor definido por la congruencia Ker M, tal como en el inciso
anterior

M T/KerM — 8, M'(t)=M(t), M(lu])=M(),

para u : t — p morfismo en 7. Dado que estamos relacionando todos los morfismos con
imagen comun en S, es facil notar que M’ resulta fiel, pues si M'([u]) = M'([v]) para
v,u :t — p, entonces

M(v) = M'([v]) = M'([u]) = M (u),

lo que demuestra que u ~ps v, por tanto [u] = [v].

Finalmente note que si M es plena y esencialmente sobreyectiva entonces M’ también lo sera.
En efecto, para cada t,p € T tenemos que el siguiente diagrama

T(tvp) L S(M(t)a M(p))

of

T(t,p)/(¢KerMy)

donde M es sobreyectiva y Q es el cociente definido por KerM. Por el inciso 2 tenemos que M’
es inyectiva. Por hipotesis M es sobre, entonces para cada f : M(t) — M(p) existe u : t — p
tal que M(u) = f, luego tenemos que f = M(u) = M'([u]), asi M’ es sobreyectiva, lo que
demuestra que M’ es fiel y pleno. Finalmente M’ es esencialmente sobreyectiva, ya que si s € S
existe t € T tal que s = M (t), entonces

s = M(t) = M'([t]).
Por tanto M’ es fiel, plena y esencialmente sobreyectiva, por tanto una equivalencia. O

Note que si en el resultado anterior cambiamos S por una categoria «/ arbitraria los re-
sultados siguen siendo véalidos siempre y cuando el funtor M : T — & preserve productos
finitos.

Si ~ es una congruencia en una teoria algebraica 7, entonces la categoria cociente T/ ~ es
una teorfa algebraica, por tanto el funtor cociente @ : T — T/ ~ induce un funtor entre las
categorias de algebras

Alg(Q) : AlgT | ~— AlgT.

Considera la teoria de Lawvere de grupos abelianos (e, Ty), para cada n € Z podemos generar
la minima congruencia ~ para las ecuaciones [n] = [0], entonces toda algebra en G~ € G/ Zn,
define una algebra para el cociente 7,5/ ~ (la que igual denotaremos por G™). En efecto, si G~
satisface [n] = [0] entonces por el inciso 1. de 4.1.11 G~ se factoriza por el cociente Tqp/ ~

Tab = ”

7:16/ ~,
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como se muestra en el diagrama anterior. Usando 4.1.11 inciso 1, concluimos que G~ es un
algebra para Tg,/ ~ lo que nos brinda un encaje Gup/Zy — Alg(Tap/ ~), es importante senalar
que este encaje es una equivalencia y es una consecuencia del siguiente resultado.

Teorema 4.1.12: Sean ~ una congruencia en una teoria algebraica T y Q : T — T/ ~ el
correspondiente funtor cociente entonces

Alg(Q) : Alg(T /) ~) — AlgT
es fiel, pleno e inyectivo en objetos.
Demostracion. La demostracion se pueden encontrar en |2][Proposicion 10.14, p.93|. O

Como se senalaba con anterioridad toda variedad & esta definida por un conjunto E de
ecuaciones en una teoria algebraica 7T, si ~ es la menor congruencia en 7 que contiene a F
definimos 7 /E = T/ ~, entonces cada objeto en o/ define una algebra para 7 /E, lo cual nos
indica que los objetos de &7 son algebras para una teoria algebraica.

Corolario 4.1.13: Toda variedad es una categoria algebraica.
Demostracion. Donde los detalles se pueden encontrar en |2][Corolario 10.15, p.94|. O

En el caso de Teorias de Lawvere los resultados respecto a variedades y congruencias son
los mismos, basta cambiar teoria algebraica por teoria de Lawevere y categoria algebraica por
categorfa de un tnico tipo, si acaso habria que modificar la proposiciéon 4.1.10.

Corolario 4.1.14: Sean (e,T) una teoria Lawvere y ~ una congruencia en T, entonces la
categoria cociente T/ ~ es una teoria de Lawvere y el funtor cociente Q : T — T/ ~ es un
morfismo de teorias de Lawvere.

Demostracion. Como los objetos de T y 7/ ~ son los mismos, entonces la composicion e = Qe :
N — T/ ~ preserva productos y muestra que el par (e, 7/ ~) es una teoria de Lawvere. ]

Para n € Z tenemos que la categoria G,p/Z, es una variedad, més ain note que esta categoria
es cerrada bajo las siguientes propiedades

1. Productos,

2. Coproductos,

3. Subgrupos,

4. Cocientes regulares.

El siguiente resultado nos muestra que de hecho éstas propiedades son las minimas propiedades
que debe de satisfacer una subcategoria &/ C G, para encontrar una congruencia en 7y que
muestre que & es algebraica, a este resultado se le conoce como Teorema de Birkhoff.

Teorema 4.1.15: (Teorema de la Variedad de Birkhoff) Sea T una teoria algebraica. Una
subcategoria plena «f de AlgT es una variedad si y sélo si &7 es cerrada en AlgT bajo

1. Productos,

2. Subélgebras,

3. Cocientes regulares,
4. Sumas directas.

Demostracion. Véase |2][Teorema 10.22, p.96]. O
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4.2. Teorias libres de Lawvere

En esta seccién brindaremos una relaciéon entre las categorias de H-Alg para un funtor
finitario H o bien por 3.4.2 para una categoria de estructuras de tipo £ y las teorias de Lawvere.

Teorema 4.2.1: Si H es un funtor finitario, la categoria de H-adlgebras es una categoria alge-
braica de un tinico tipo.

Demostracion. La demostracion se puede revisar en [2][Ejemplo A.4,p.207] v [3]. O

Por 3.4.2 sabemos que a toda funciéon ar : F — N € #/N le corresponde un funtor polinomial
al cual denotaremos como

Hr(X) =) Anx X",

y ademas le corresponde un lenguaje conformado tnicamente por letras funcionales £ = (F).

Corolario 4.2.2: Sean £ = (F) un lenguaje y ar : F — N su funcién de aridad, entonces la
categoria Mod(L) es una categoria algebraica de tinico tipo.

Demostracion. Por 4.2.1 tenemos que Hr-Alg es una categoria algebraica de tinico tipo, usando
el isomorfismo de 3.4.2 se tiene que Hr-Alg = Mod(L), por tanto Mod(L) es algebraica. O

Dada una teoria de Lawvere T el corolario 2.2.6 nos muestra que podemos recuperar a 7T
como una subcategoria en AlgT°P, en este caso mostraremos que ocurre en el caso contrario,
es decir, partiremos de una categoria algebraica de un tnico tipo y generaremos su teoria de
Lawvere.

Definiciéon 4.2.3: Sean £ = (F) un lenguaje y ar : F — N su funcion de aridad. Para cada
n € N considera a las estructuras £[n] € Mod(L), definimos a Tz como la categoria opuesta de
la subcategoria plena de Mod(L) generada por los objetos £[n]. Ademas definimos el funtor

e: N =Tz, e(n)=2~Ln], e(f):Lm]— Ln]

donde f : m — n es un morfismo en N y e(f) esta definido de la siguiente manera: considera
la funcion f : {zo,...,Tn_1} — {Z0,.. ., Tm_1} tal que f(z;) = T ¢(;), entonces por la propiedad
universal de la estructura £[m] existe un unico morfismo e(f)% : £[m] — £[n] que completa el
siguiente diagrama

{20, ... Tno1} —2 Ln]
|7 ()7
{x0,... Tm_1} —= L[m].

Proposicion 4.2.4: El par (e, Tz) es una teoria algebraica de Lawvere. Mas aun (e, Tr) es la
teoria de variables libres finitas 2.2.9 de la categoria algebraica Mod(L).

Demostracion. Basta probar la segunda afirmacion, para ello sea ar : F — N la funcién de
aridad para £ = (F), por 3.3.8 el funtor que olvida U : Hz-Alg — ¥ tiene un adjunto izquierdo
L: ¥ — Hr-Alg, usando los isomorfismos Frk : Mod(L) — Hr-Algy K : Hr-Alg — Mod(L)
de 3.4.2 tenemos la adjuncion

K-L:¥ — Mod(L) U - Frk: Mod(L) — V.

Por definicién tenemos que la composicién U - Frk = U es el funtor que olvida, mientras que
para todo n € N, tenemos que L(n) es la Hr + n-algebra inicial, por 3.4.3 tenemos que
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ademads para toda funcion f : m — n, L(f) es por definicion el morfismo e(f)°P, entonces
K(L(f)) = K(e(f)?) = e(f*).

Por lo tanto (K - L)P|nr : N — Tz es igual a e : N — Tz, lo que muestra que (e, 7z) es la teorfa
de variables libres finitas de Mod(L). O

Como el funtor K - L : ¥ — Mod(L) es adjunto izquierdo, preserva colimites, en particular
usando que n =) 1 tenemos que £[n] = £[1].
Lema 4.2.5: Sean ar : F — N una funcién y (e, Tz) la teoria de variables libres finitas asociada
a la categoria de Hr-dlgebras definida en 4.2.3, entonces tenemos la biyeccién natural

Tr(e(n), e(1)) = L],
Tr(e(n), e(m)) = Lln]™

donde L[n] = L{xo,...,xn_1}, i.e. el dominio de la estructura £[n].

Demostracion. Por definicion de (e, T), la biyeccion natural de 3.3.8 y 3.4.3 tenemos que
Te(e(n), e(1)) = Hr-Alg(2[1], £ln]) = ¥ (1, U (L)
=7(1,L[n]) = L[n],
Tc(e(n),e(m)) = Hr-Alg(£[m], £[n]) = ¥ (m, U(L[n]))
=¥ (m, L[n]) = Ln]™.

O

Definicién 4.2.6: Sean £ un lenguaje y (e, 7z) la teoria de variables libres asociada a Mod(L).
Para toda n,m € N considera las biyecciones naturales

" Te(e(n), e(1)™ = Te(e(n), e(m)) — L[n]™,
L™ = Te(e(n),e(m)) = Tr(e(n), e(1))™.

Note que si el morfismo f : e(n) — e(m), entonces f’ consiste en la evaluacion de la funcion

f°P : LIm] — L]n] en el conjunto generador de L][m], es decir, en las variables {zo, ..., Zm—1}
= (f"(x0),. -, [P (Tm-1))
Por otro lado si consideramos (%o, ..., tm—1) € L[n]™, por la propiedad universal de £[m] existe
N — 2 ——

una tnica funcion (to, ..., tm_1) | L[m] — L[n] tal que (to,...,tm—1) (x;) = t; para toda
1Em .

{zo,...,2m 1} —= L[m]

x;—t; \L(to’m’tmil)op
L[n].

Proposicion 4.2.7: Sea f : e(n) — e(m) un morfismo en T, entonces para toda i € m
fi = (mif) = fP(x:)
op

Demostracion. Sea i € m, por definicion la proyeccion m; : e(m) — e(1) satisface que 7" (zo) =
x;, entonces la composicion m; o f : e(n) — e(1) satisface que

Fi= (i ) = (F 7Y (o) = P (xP (w0)) = ().
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Definicion 4.2.8: Sean £ = (F) un lenguaje y 9t una estructura para £ con dominio M,
entonces para cada n € N, ¢t € L[n] definimos a la interpretacion de ¢ en M™ como la funcion

int(t) : M"™ — M, int(t)(mo,...,mMp_1)

donde int(t)(mo, ..., mpy—1) sustituye a los elementos x; por m; en el término ¢ para cada i € n,
equivalentemente usando la proposicion 3.1.5, para cada n-ada (mg, ..., m,—1) podemos definir
una funcion h(x;) = m;, de tal manera que existe una unica H que completa el diagrama
siguiente
{zo,...,xn-1} iy L[n
\ lH
Ti—m;

entonces H (t) = int(t)(mo,...,my,—1). En el caso en que M = £[m] denotaremos a la interpre-
tacion de términos de la siguiente manera int(t)(ug, ..., Un—1) =t (U, ..., Up—1).

Lema 4.2.9: Sean £ = (F) un lenguaje y t € £[n], entonces el siguiente diagrama conmuta

Te(e(m), e(n)) —— £m]"

. !

Te(e(m),e(1)) —— £[m].

Demostracion. Sea f : e(m) — e(n), entonces f° es una funcion f? : Lin] — L][m| donde
fP(zi) = f{ para toda i € {0,1,...,m — 1}, por otro lado el morfismo ¢ : e(m) — e(1)
corresponde a la tnica funciéon que hace conmutativo al siguiente diagrama

{wo} —2— L[]

o 7
i)

Entonces la funcién P ot : L[1] — L[m] corresponde al morfismo o f : e(m) — e(n) de lo
cual tenemos que

L(f) = (Eo f) = (f7 o T")(x0)
= [Pt (x0)) = F(1)

Queda verificar que f°P(t) =t - (f’), para esto note que f°P : L[m] — L[n] es una funcién que
toma un elemento u € £[m] (el cual es un término en variables {xy, ..., z,_1}) y sustituye cada
aparicion de z; en u por f/, entonces fP(t) =t - (f') y el cuadrado conmuta. O

Corolario 4.2.10: Sean f : e(m) — e(n) y g : e(n) — e(k) morfismo en Tz, entonces
(9o f) = (g0 (fos- s fa1)s-- s Ghr - (f0- -5 1))
Demostracion.
((go f)i) = (miogo f) = (fP(g"(x:)) = gi- () = gi - (fo,-- -, fa1) Vi€
0

El resultado anterior nos permite pensar a la teoria de Lawvere Tz como una categoria donde
sus objetos son las estructuras libres £[n] y sus morfimos son las sucesiones finitas de términos.
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Teorema 4.2.11: Sean ar : F — N una funcion y (e, Tz) la teoria de variables libres asociada
a la categoria de H r-algebras, entonces tenemos la equivalencia

Mod(L) ~ AlgT,.
Ademés esta equivalencia es concreta en V.

Demostracion. Sea 2l una estructura para el lenguaje £ con dominio A, para cada morfismo
f :e(n) — e(m) definimos a la funcion

INT(f): A" — A™, INT(f)(ag,...,an—1) = (int(fy),...,int(fr,_1))(ao,...,an—1),
note que INT(f) esta bien definida pues f; € L]n| para toda ¢ € m. Ahora considera al funtor
AT =V, A (e(n)=A" A (f)=INT(f).

El cual es funtor ya que si tomamos la identidad id : e(n) — e(n)
A7 (id) = INT (id) = (int(xo), ..., int(xn-1)) = (70, ..., Tn-1) = idan,
por otro lado si tomamos f : e(m) — e(n) y g : e(n) — e(k) entonces

A7(go f)=INT(go f) = (int(go f)y, ... int(go f)j_1)
= (int(gy - (for- s Fre1))s - int(gh_y - (fos -+ fr1)))
A7 (g) 0o A™(f) = (int(gp), - - -, int(g_1)) © A~ (f)
= (int(g(’)) o AT(f),...,int(gp_1) o A7 (f))

v la igualdad se da ya que para todo i € k

nt(g; - (fo, - fa1))@o, -, am—1) = int(g;) © A~ (f)(ao,- - am—1)
=int(g}) o (int(f}),...,int(fn_1))(ag,- .., am-1)

Entonces A~ : Tz — 7 es un funtor que preserva productos pues e(0) es inicial y A7 (e(0)) =1
mientras que e(n) =[], e(1) y A= (e(n)) = A" =], A.

Sean 2, B estructuras de tipo L y h : A — B, entonces podemos definir a la transformacién
natural h~ : A~ — B~ como

h": A" — B"™, k", (ag,...,an—1) = (h(ag),...,h(an—1)).
Note que h~ es natural, para ello basta mostrar que el cuadrado

Ar I, pr

A |5

AlT>B1

conmuta para toda f : e(n) — e(1). En efecto
B(f) o (a0, an-1) = B~(£)(h(a0), ., h(an-1))

= int(f")(h(aop),...,h(an-1))
= hoint(f')(ag,...,an 1) =h' o A=(f)(ao,...,an_1)

y esta igualdad se da por que f’ € L[n] es un término en las variables {zq,...,Zn—1} y h es
morfismo de estructuras de tipo L.
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Con lo anterior podemos definir al funtor
D: Mod(L)) — AlgT;, D®R)=A", D(h)=h".

Por otro lado, sea A una &lgebra para 7., definiremos una estructura 2((1) con dominio
A(e(1)). Para toda n € N y toda letra funcional o € F de aridad n, podemos aplicar la letra
funcional en los generadores de £[n] entonces o (g, ...,Tn—1) =ty € £[n] es un término al cual
le corresponde el morfismo ¢, : e(n) — (1), considera

o) = A(%,) : Ale(n)) — A(e(1))

lo cual define una estructura para 2((1) pues como A preserva productos, entonces o2 es una

funcion de aridad n en el conjunto A(e(1)). Para toda transformacion natural o : A — B entre
algebras tenemos que

a1 (0™ = a1(A(t,)) = B(t,)at = (6®D)al,

por tanto «a; : A(1) — B(1) es un morfismo entre las estructuras 2A(1) y B(1). Definimos al
funtor

G: AlgTr — Mod(L)), G(A)=2A(1), G(a)=a.

Unicamente nos queda comprobar que E y G son una equivalencia. Sean 8,8’ € Mod(L) con
dominio B y B’ correspondientemente, h : 8 — B’ morfismo de estrucuturas y A, A’ € AlgT,
con o : A — A’ transformacién natural, entonces

D(G(A)) = D(A(1)) = A(e(1))” = A, D(G(a)) = D(an) = o1 =a,
G(D(B)) = G(B™) =B(1) = B, G(D(h))=G(h™)=h'=h

donde las ultimas igualdades se dan por la definicién de B(1), pues tiene el mismo dominio que
Byo?l) =3 ]

Definicién 4.2.12: Sea ar : F — N| la teorfa Lawvere libre para la sucesion ar : F — N es el
par (e,7z).
El nombre de libre se justificara gracias al siguiente teorema.

Definicion 4.2.13: Sea Th; la categoria de teorias de Lawvere, definimos el funtor que olvida

U:Thy — VN, Ule,T): Y _ T(e(n),e(1)) =N, U(P)=[igiPlrew.e1)n
neN

donde (e, 7T) es una teoria de Lawvere, U(e,T)(f) = n si y solo si f € T(e(n),e(1)), is; :
S(e(i),1) — > S(e(i),e(1)) es la inclusion al coproducto y P : (e,7) — (e,S) es un morfismo
de teorias.

Teorema 4.2.14: El funtor U : Thy — ¥ /N tiene adjunto izquierdo.

Demostracion. (Lawvere, |12],|p 66, Lemma 1|) Probaremos que U cuenta con objeto universal.
Sea ar : F — N funcion de aridad y £ = (F) el lenguaje definido por ar : F — N, considera a
la funcién

Nar : F = U(e,Tz)  Nar(0) =15

Entonces 14, : ar — U(e, Tz) es un morfismo entre sucesiones pues ar(o) =n = U(e, Tz)(t5),
veamos que 1)y, es universal. Sea (e, S) una teoria de Lawvere y h : ar — U(e,S) un morfismo
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de sucesiones, queremos mostrar que existe un tnico morfismo de teorias H : (e, Tz) — (e, S)
tal que el siguiente tridngulo conmuta:

ar: F —N Nar » Ule, Tr)

X )

Ule,S).
Definiremos H inductivamente:

1. Primero definiremos a H en objetos, como H debe de ser morfismo entre teorias de Lawvere,
estamos obligados a definir

2. Como H debe de preservar productos, para la proyeccion Ty = 7, : e(n) — e(1) en Tz con
k € n tenemos que definir

H(zy) = H(m) =7 :e(n) > e(l) en S.

3. Sean f; : e(k) — e(1) con i € n morfismos en Tz, si cada H(f;) esta determinado, definimos
H(fo,---, fo—1) = (H(f0),- -  H(fn-1)).

4. Seat,o(fo,---, fn-1):e(k) = e(1)donde f; : e(k) = e(1) coni € n,c € F conar(c) =mn,
si H(f;) esta determinado para todo ¢ € n definimos

H(Eo (fo, - .,fn_l)) = h(a)(H(fo), - ,H(fn_l)).
Entonces para toda o € F
ho) =U(H)(lo) = U(H)(nar)(c)

por lo tanto H : (e,7Tz) — (e,S) es un morfismo de teorias de Lawvere por construccion y
satisface la igualdad U(H)ne = h. En efecto, por 4.2.5 cada morfismo f : e(n) — e(1) en 7¢
corresponde a un término f’ € L[n] en las variables {xo,...,2,—1} que a su vez consiste en una
sucesion finita de aplicaciones de letras funcionales de F a las variables {zg, ..., z,—1}. El inciso
2 de la definicion de H nos dice como definimos a las variables generadoras de L[n] y el inciso
4 nos indica como definir las operaciones por tanto la imagen de L[n] queda completamente
determinada para toda n € N, usando el inciso 3 y 4.2.5 tenemos que H estd bien definida.
Finalmente note que

H(’ide(n)) = H(.CLT], e ,.rn,l) = (7‘(‘0, e ,7Tn71) = ide(n)

y H abre composiciones pues todo morfismo f : e(k) — e(n) se descompone en los morfismos
fi e(k) — e(1), pero cada f; es una sucesion finita de composiciones como en 4 y por definiciéon
H respeta dichas composiciones. Finalmente H : (e,7z) — (e,S) es tnico, pues en caso de
existir otro morfismo de teorias de Lawvere M : (e, Tz) — (e,S) tal que h = U(M) - 14, dicho
funtor satisface las siguients condiciones:

1. M(e(n)) =e(n) € S para toda n € N.
2. M(my) = m, para todan € Ny k < n.

3. M(tyo (fo,.--sfn-1)) =h(c)(M(fo,...,M(fn—1)) para toda o € F.
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4. H(fo,- s fa—1) = (H(fo), ..., H(fn-1)) paratodan € Ny f; : e(k) — e(1) en 7.

El inciso 1,2 y 4 se cumplen porque M preserva productos y 3 se satisface porque M (t,) = h(o)
por hipétesis, entonces H y M estan definidas de la misma manera en los morfismos correspon-
dientes a los términos {zg, x1,...,Zn_1} para toda n € N y en los morfismos correspondientes a
letras funcionales, pero justo estos morfismos son los generadores de L[n| = Tz(e(n),e(1)), por
tanto M = H en Tz(e(n),e(1)) para todan € Ny como T es algebraica H = M. O

Corolario 4.2.15: Toda teoria de Lawvere es cociente de una teoria libre.

Demostracion. Sea (e, S) una teorfa de Lawvere, tomemos ar = U((e,S)) y (e, Tz) la teoria de
Lawvere para el lenguaje £ = (F) conformado por la familia {S(e(n), e(1))}n.

ar lar » Ule, Tz)-

U((e;5))

Entonces por 4.2.14 existe un tnico morfismo de teorias G : (e, 7z) — (e,S) que completa el
triangulo anterior. Note que G es pleno ya que id : ar — U(e,S) es sobre y U(G)ngr = idgy, por
tanto tenemos que

G : Te(e(n), e(1)) = S(e(n), e(1))

es sobre para cada n € N. Como G preserva productos y todos los morfimos en (e, S) se puede
descomponer en sus componentes, i.e, u = (ug,...,Un-1) : e(n) — e(k), entonces G es pleno
y por ser morfismo entre teorfas de Lawvere es esencialmente sobreyectivo, por 4.1.11 tenemos
que Tz /KerG y S son equivalentes y que el siguiente diagrama es conmutativo

(e, Tz) ¢ y (e,8).

(Qe =e,Tr/KerQG)

4.3. Ejemplos

Definiciéon 4.3.1: Un magma es un par (M, x) donde M es un conjunto y * : M x M — M es
una operacion binaria. Si (M, *), (N, X) son magmas, un morfismo de magmas es una funciéon
h: M — M’ tal que para todo m,m’ € M se tiene que

h(m*m’) = h(m) x h(m').
Denotamos por Mag a la categoria de Magmas.

Al igual que en el caso de grupos o monoides, podemos definir las nociones de submagma,
producto de magmas, cociente de magmas y al funtor que olvida U : Mag — 7.

A diferencia de los grupos, en la definicion de magma no excluimos el caso en que M = &
al cual le brindamos la operacion vacia @ : @ x & — &, de hecho (&, &) es un submagma para
todo magma (M, x). En [7] se construye el magma libre en X generadores de forma inductiva

X; = X,

Xn+1 = Z Xp X Xq7
ptg=n
N+

Mx :ZXi para v € X, y u € X, definimos v *xu = (v,u) € X, x X; C Xp4q
i=1
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donde Mx tiene la siguiente propiedad universal, para todo magma (M, x) y toda funciéon
f: X — M existe un tnico morfismo de magamas m : Mx — M tal que

XL)MX

N

M.

Sin embargo podemos dar una descripcién més familiar para este caso, considera la funcién
ar : 1 — N dada por ar(0) = 2, esta sucesion define un lenguaje M = {x} dado por una tnica
letra funcional tal que ar(*) = 2 y un funtor polinomial Hy((Y) =Y x Y. Si 9 es una estructura
para M, entonces 9 consiste en un conjunto M junto con una operacion *™ : M x M — M,
es decir, 9 es un magma, ademés si N es otra estructura para M, un morfismo A : M — N
satisface que

W (m,m")) = ™ (h(m), h(m")),
usando la notacién algebraica
h(m «™m') = h(m) N h(m/),
es decir, la categoria de magmas y la categoria Mod(M) son isomorfas, por 3.3.9 y 3.4.2 tenemos
(Mx,*) = M[X] = (Ix,ix)
donde M[X] es la estructura libre generada a partir de X y Ix es el objeto inicial del funtor
polinomial Hp(Y) =Y x Y + X.
Ejemplo 4.3.2: Teoria de magmas libres.
Considera el lenguaje M = {x} y a la teoria algebraica (e, Tr), Ty esta constituida por

1. Ob(Tq) para cada n € N definimos e(n) = 9M[n| el magma libre en n variables.

2. Todo morfismo f : e(n) — e(k) esta definido por una funcion f : & — 9M[n] o equivalente-
mente como una sucesion de k términos en IM[n] (véase 4.2.5).

Por 4.2.11 tenemos que la categoria de magmas Mag es algebraica y de un tinico tipo.

Muchas de las estructuras algebraicas se pueden definir a partir de ecuaciones en magmas,
por ejemplo un semigrupo es un magma (M, x) donde * satisface la ecuacion

m* (n*0)=(mx%n)*o

para todos m,n,0 € M. Podemos describir la ecuacion anterior a partir de ecuaciones en (e, T),
en efecto, considere los términos siguientes y a sus morfismos correspondientes

xo*x w1 € M2], m:e(2) — e(l),
(ro, 1 * T2) € 93?[3]2, r:e(3) = e(2),
(zo * x1,29) € M[3]%, 1:e(3) — e(2).

Todo semigrupo S define una algebra para (e, M) la cual denotaremos por S~ y ademés por
4.2.11 tenemos que S~ (mr) = S~ (ml), por tanto si consideramos la congruencia generada por
la ecuacion mr = ml en M, tenemos que todo semigrupo S~ es un algebra para Ty /mr = ml,
por tanto la categoria de semigrupos SG es una variedad, de hecho coincide con la categoria de
algebras para la teoria Trq/ml = mr. La situacién anterior motiva la siguiente definicion.

Definiciéon 4.3.3: Sea ar : F — N, una categoria ecuacional en Mod(L) consiste en las estruc-
turas de Mod(L) que satisfacen un conjunto E de ecuaciones en T, denotamos a esta categoria
por Mod(E, L).



4.3. EJEMPLOS 63

El siguiente teorema caracteriza a las categorias ecuacionales.

Teorema 4.3.4: Las categorias algebraicas de un tnico tipo son exactamente las categorias
ecuacionales. Méas atin, una categoria concreta o/ en ¥ es una categoria algebraica de un tinico
tipo si y sélo si es concretamente equivalente a una categoria ecuacional.

Demostracion. Véase |2|[Teorema 13.11, pag 131].
O

La observacion anterior es valida para categorias de semigrupos, grupos, grupos abelianos
e incluso para las categorias Gup/Z,, por tanto usando la definicion anterior, las categorias
mencionadas son ejemplos de categorias ecuacionales y categorias algebraicas de 7.
Ejemplo 4.3.5: Sea £ = {*,7!, e} un lenguaje donde ar(x) = 2,ar("!) =1y ar(e) =0y Tup
la teoria de Lawvere de grupos abelianos, entonces la teoria T, es un cociente de la categoria
Tr.

En efecto, para visualizar este ejemplo es importante notar que los objetos de Mod(L) son
las tetradas (M, *,~ !, e) donde (M, *) es un magma, e € M es un elementoy ~' : M — M es
un endomorfismo, es decir, son magmas, junto con una eleccién de elemento y un endomorfismo.

Tomando un grupo (G,-, 7!, e) tenemos que ! : G — G es un endomorfismo, - : G — G es la
operacion y e es el neutro para G.
Para ar : T — N considera la funciéon o : ar — U (e, Tap), dada por o(x) = [1,1], o(7!) = [-1]

y o(e) = [0], por 4.2.15 existe un unico morfismo de teorias C' que hace conmutativo al triangulo
siguiente

ar o » Ule, Tz).

\ U(©)

U(ea 7:11))

Usando 4.2.11 podemos expresar la accion de C' con respecto a los términos en L£[n]| para toda
n € N, de hecho C intercambia el simbolo * por simbolo de suma + en Z, y para cada n € N
tenemos que la funcion ¢ : {zg,...,xn,—1} — Z" dada por ¢(z;) = e; define un morfismo de
magmas

c: Ln] - 7"

usando la propiedad universal de £[n] tenemos que ¢ define una relacion de equivalencia en £[n]
llamada Ker(c) (|8][pag.4]) de tal forma que £[n]/Ker(c) = Z", entonces c se factoriza como

Tz(e(n), e(1)) ¢ Tap(e(n), e(1))

R
1%

Q £[n] = "

Te/KerC(Qe(n), Qe(1))

1%

%4

Lln]/Ker(c)

entonces C' es pleno y por 4.1.11 tenemos que (e, Tgp) v (QT, Tz /Ker(C') son equivalentes.
El teorema de Birkhoff tiene un analogo para el caso de teorias ecuacionales.

Teorema 4.3.6: Sea L un lenguaje. Si o/ es una subcategoria plena de Mod(L), entonces </
es ecuacional si y solo si o/ es cerrada en Mod(L) bajo
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1. Productos,
2. Subélgebras,
3. Cocientes regulares.

Demostracion. Vease |2][Teorema 13.22, pag.135]. O
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