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SINTESIS 

La presente tesis es un an4lisis de los estados 
electr6nicos localizados en la vecindad de una o más im­
purezas en el seno de un cristal monoatómico e infinito 
y en la vecindad de la superficie de un cristal, formado 
tambi~n por un solo tipo de'4tomos y semi-infinito, que 
puede estar aislad9 o formando parte de una junta. 

El modelo de potencial cristalino que se ha u­
tilizado es el de Kronig-Penney y el método, el de la ma­
triz de dispersi6n de Saxon y Hutner .Un pozo delta de 
intensidad diferente de los correspondientes a !tomos de 
de la red representa la impureza. La superficie se simuló 
mediante un escal6n de potencial en el caso del cristal 
aislado y la interfase, por una barrera. 

Modificando el potencial correspondiente al úl­
timo 4tomo del cristal, se analiz6 la influencia de una 
impureza adsorbida en los estados de superficie y de in­
terfase. 

Estos estados localizados se presentan bajo cier­
tas condiciones, y existe uno en cada brecha de energía 
prohibida del cristal infinito. 
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La presencia de otro cristal en una junta modi­
fica, en ocasiones en forma notable, la energla de los 
estados de superficie del cristal aislado. El mismo efec­
to p·roduce la presencia de impurezas adsorbidas en los 
estados de superficie y de interfase. 



INTRODUCClON 

Un s6lido es un sistema f!sico muy complejo, 
ya que está compuesto por un número de part!culas cargadas 
(núcleos y electrones) del orden de 1023 , que interactúan 
entre s!. 

La energ1a E de este sistema está determinada 
por las soluciones de la ecuaci6n de Schroedinger ff'•Ef, 
donde V(~,R) es una funci6n de las coordenadas de todos 
los nGcleos, que representamos por R, y de todos los e­
lectrones (~),y el.hamiltoniano es el siguiente: 

H • T1+T 2 +V 1+V 2 rV 3 

donde T1 representa la suma de energ!as cin~ticas de los 
electrones, T2 la correspondiente a los nGcleos, V1 el 
potencial de interacci6n electr6n-electr6n, V2 el inter­
nuclear y V3 el potencial de interacci6n entre núcleos y 
electrones. 

Puede buscarse una solución exacta de esta ecua­
ci6n de eigenvalores numéricamente, o bien, proponerse u­
na funci6n de onda con par!metros libres que se ajustan 
de tal modo que el valor de la energía sea el minimo com­
patible con la funci6n de onda propuesta. 
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Dentro de este enfoque, es usual proponer una 
funci6n de onda de la forma: 

11'(Jt,R) • l:¡t(R)lll!(Jt,R) (f) 

donde 1'J (Jt ,R) es una soluci6n de la llamada "parte electr6-
nica" de la ecuaci6n de Schroedinger, que es la siguiente: 

·{ T 1 +V l + V 3 
} "' r Jt, R J • {E i -V 2 r R l } 1jl i r .Ir., R l 

•e:i IR)ljli (ll,R) 

Esta ecuaci6n corresponde al caso en que los 
n6cleos se encuentran situados en posiciones fijas den­
tro del s6lido. Las coordenadas nucleares entran en •Cll,R) 
s6lo en forma paramEtrica. 

No es trivial que una funci6n de onda del tipo 
sea eigensoluci6n de la ecuaci6n de Schroedinger. En 

efecto• al substituir (1) en dicha ecuaci6n y multiplicar 
por 1jl (ll,Rl se obtiene, despu8s de una integraci6n res­
pecto a todas las variables electr6nicas, que: 

{T 1 +e:f(RJ}ti(IO • Hi IRl-EAi.iti(Rl 

donde Aí~ est4 dado por la expresi6n: 
-'fttJJdllljli• (.t,Rl 2V ,li•' (R) ·v R• J l.t,RJ+tJ :RJV Rf .i r.i,RJ 

Ocurre que, a temperatura ambiente, el Gltimo 
sumando , que es una medida de las transiciones electr6-
nicas de estado originadas por el movimiento nuclear, es 
del orden de lll'Trñ, donde M es una masa nuclear y M, la 
masa electrdnica. Por lo tanto, este tfrmino puede despre­
ciarse y la funci6n de ondf propuesta es adecuada. La e­
nergla electr6nica total & juega el papel de una ener­
g1a potencial efectiva para los nGcleos; los electrones 
mantienen unidos a los n6cleos como si fueran una pasta 
a la que quedaran adheridos y la fuerza con que se mantie­
nen unido~ depende da las caractertsticas de la pasta, es­
to es, de la funci6n electr6nica total. 

Esta Gltima funci6n de onda tiene inforaaci6n 
cuántica sobre todas las posiciones de los electrones en 
el s6lido. Investigar la dinámica de uno de estos elec­
trones tampoco es sencillo. Nuevamente, pueden seguirse 
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diferentes caminos para buscar la soluci6n de este pro­
blema. Uno de ellos consiste en suponer que cada electr6n 
de valencia se mueve en el campo pot~cial est4tico de las 
corazas i6nicas y en el campo promedio (constante) de los 
otros electrones. Siguiendo este modelo de partícula inde­
pendiente, la ecuaci6n de Schroedinger de muchos cuerpos 
de reduce a la correspondiente a uno s6lo, y la funci6n 
de onda total es un producto de las soluciones de esta 
ecuaci6n para una partícula. 

El criterio que se sigue en este tipo de solucio­
nes, al igual que en las autoconsistentes o Hartree-Fock, 
es que el potencial en el que se mueve cada partícula es 
producido solamente por las demás, sin tomar en cuenta que 
las posiciones de las dem4s partículas dependen a su vez 
del estado cu4ntico de la partícula en cuesti6n. El error 
inherente a este tratamiento se denomina energía de corre­
lacron. 

Para investigar las propiedades electrdnicas de 
las superficies cristalinas, resolveremos la ecuacidn de 
Schroedinger para un electr6n, junto con las condiciones 
de contorno que describen el sistema. 

Los cristales se caracterizan por consistir de 
la repetici6n en el espacio·de un patr6n, denominado celda 
unitaria. Son, por lo tanto, los s6lidos que m4s facili­
dad presentan para su estudio. En este sentido, se han em­
pleado fundamentalmente tres tipos de métodos, que son 
los siguientes: 

1.- Método de potenciales cristalinos. Este mé­
todo consiste en proponer un modelo de potencial peri6dico 
para el cristal. La superficie generalmente se representa 
por un escal6n de potencial. Conocida la forma del poten­
cial pueden, en principio, obtenerse las funciones de onda 
y el espectro de energía. 

2.· Método de orbitales cristalinos. En este m~­
todo se propone cono funci6n de onda una combinaci6n li­
neal de funciones at6micas centradas en cada uno de los 
4tomos de la red. Imponiendo la condici6n de que la ener­
gía debe ser mtnima, se obtiene un sistema de ecuaci6nes 
para los coeficientes de dicha combinaci6n lineal, en tér-
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minos de dos tipos de integrales que involucran a las fun­
ciones at6micas. Se hace la aproximaci6n de que estas in· 
tegrales van a ser diferentes de cero s6lo en casos espe­
ciales (aproximaci6n de amarre fuerte) y con ello se des­
acopla el sistema de eduaciones obtenido y se reduce a u­
na forma algebraica similar a la obtenida en el caso de 
una cadena de osciladores arm6nicos, con las condiciones 
de contorno adecuadas. La forma de los coeficientes de 
la funci6n de onda total es conocida, y el espectro de ener­
gías resultante es similar el de la cadena de osciladores 
análoga. 

3.- En tres dimensiones, las ecuaciones resultan­
tes, aun con las simplificaciones anteriores, pueden ser 
inmanejables. Por lo tanto, se introducen analogías cl4-
sicas, que en ocasiones pueden parecer burdas, pero que 
han resultado de utilidad. 

El enfoque que hemos selecciondado es el de po­
tenciales cristalinos. Las funciones periódicas que mis 
se han empleado son exponenciales, o simplemente cosenoi­
dales, y cadenas de funciones delta. David S. Saxon y R. 
A. Hutner mostraron que con esty Oltimo modelo se obtiene 
la soluci6n en forma c6moda emp eando el m~todo de la ma­
triz de dispersión, tanto en el caso de un cristal perfec­
to, como contaminado por impurezas. 

.--•.. -

Hist6ricamente, las bases que permitieron el de- · 
sarrollo te6rico necesario para atacar en esta forma los 
estados de superficie se sientan en 1927, afio en que J.M. 
o. Strutt sefiala por primera vez, en forma cualitativa, 
la existencia de bandas de energ{a permitidas y prohibidas 
para los electrones en un cristal infinito. En 1928, Bloch 
demuestra que las funciones de onda en este caso tienen 
una amplitud de probabilidad peri6dica, con la periodici­
dada de la red. Para 1930, L. Brilloin hace una extensi6n 
del esquema de bandas. 

Una manera completamente analttica de deducir 
tanto la existencia de la~ bandas como la forma de las 
funciones de onda en un potencial peri6dico infinito for­
mado por una sucesión de pozps delta, fue presentada por 
Kronig y Penney en 1931. El modelo, debido a su accesi­
bilidad, es ampliamente utilizado en la actualidad. 
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Solamente un afto despuEs, l. Tamm publica un 
trabajo en el que considera que el potencial de Kronig 
y Penney termina en un punto dado, y simula la superficie 
libre mediante un escal6n de potencial. Encuentra Tamm que, 
bajo ciertas condiciones, existen estados de energfa en las 
bandas prohibidas, siendo a lo m4s, uno por banda. En 
1934 y 1939, A. Maue repite el trabajo de Tamm, consideran• 
do un potencial peri6dico expresado en términos de series 
de Fourier y simulando la superficie en la misma forma que 
anteriormente, y E. T. Goodwin muestra que por cada esta­
do de superficie que aparece, desaparece uno de las ban~as 
permitidas. 

H. A. Kramers, en 1935, hace una demostraci6n pa­
ra cualquier potencial peri6dico, de que los eigenvalores 
de la eculci6n de Schroedinger exhiben estructura de ban -
das. El desárrollo de esta demostraci6n permite mostrar 
que las dnicas funciones de onda son las ondas de Bloch pa­
ra el crittal infinito y adem~s·de ellas, ondas amortigua­
das hacia el interior en cada regi6n en que termina la pe­
riodicidad del potencial, con estados de energfa correspon­
dientes a las regiones prohibidas. 

Después de 1950, se empezaron a aplicar nuevas 
técnicas para las investigaciones de superficie y en 1960 
se formul6 la denominada té€nica del electr6n resolvente, 
en el formalismo de orbitales cristalinos, que permite 
construir una teoría general de los estados de superficie. 
Sus autores son J. Koutecky y M. Tomasek. 

También para 1960, P. Pharizeau y E. Aerts, en 
BElgica, aplicaron la técnica de la matriz de dispersi6n 
de Saxon y Hutner al estudio de las superficies cristalinas. 
En 1949, Saxon y Hutner mostraron c6mo se simplifica el 
trabajo de acoplar las funciones de onda en los puntos de 
discontinuidad del potencial, empleando un lenguaje matri­
cial. E. Aerts hace un an~lisis de la dependencia de los 
estados de superficie en los parámetros del cristal, inclu­
yendo el caso deuna superficie contaminda por una irnpure7 
za adsorbida. 

Fue el mismo Aerts quien modific6 la mitad de un 
cristal infinito para simular la junta entre dos cristales 
y demostrar la existencia de estados localizados en la re­
gi6n de transici6n. Posteriormente, S. K. Ghosh y A. K. 
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Lasker introdujeron una impureza entre ambos cristales, en 
1963. 

En 1975. L. Andrade, M. Alvarez y E. Uribe re­
portaron que en el caso de cristales separados por una 
barrera de potencial. existen taabifn estados de interfase 
y estimaron ~l orden de la correcci6n respecto a las ener­
gías de superfciie en cristales aisladso. 

J, Bardeen. en 1947, fue el primero en sospechar 
la existencia de electrones localizados en la superficie 
de los materiales. Con esta suposici6n justificaba anoma­
lías que Meyerhof, en ese mismo afto, encontr6 en las pro­
piedades rectificadoras de las juntas semi-conductor·••~ 
tal. 

W. Shockley y G. L. Pearson demostraron experi­
mentalmente la existencia de los estados de superficie 
construyendo un capacitor con una placa de germanio y 
otra met4lica. Al hacer la placa aet&lica negativa reSP'C­
to a la delgada capa de germanio. deb!a observarse un 
aumento en la condu:tividad de esta filtima. cosa que no 
ocurri6. 

Actualmente, se emplean diferentes tecnicas ex· 
perimentales para estudiar la estructura f.tsica y ener¡f­
tica de las superficies. Metales. aislantes y semiconduc.­
tores. en p tincipio, pueden tener estados de superficie, 
pero en los dos primeros casos es difícil detectarlos.· 

En los aislantes, hay un gran nGmero de tr .. pas 
electr6nicas, de modo que no es f4cil distinguir los es· 
tados de superficie; adem4s, perdoaina la conducci6n i6nica 
sobre la electr6nica. 

En los metales. las brechas prohibidas son tan 
angostas que es dificil d\stinguir los electrones de su­
perficie de los de volumen por bombardeos. No obstante, 
las superficies met4licas tienen otras propiedades carac-
t e'dsticas que pueden ser medidas. como son los plasmones 
de superficie. propiedades paramagn~ticas. de dispersi6n, 
se estudia la distribuci6n de la funci6n de onda mediante 
mEtodos Auger. su participaci6n en la adsorci6n quíaica, etc. 
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Los semiconductores son los materiales m4s ade­
cuados para la observaci6n de los estados de superficie, 
porque no tienen bandas ni muy anchas ni muy angostas, de 
modo que los estados de superficie presentes son f4cil­
mente detectables. Además, la tecnologla ha llegado al 
grado de poder hacer crecer cristales semiconductores con 
poqulsimas trampas y defectos, por lo que la influencia 
de campos, luz, medio ambiente, etc., es f4cilmente ob­
servable. 

S. G. Davison y J. D. Levine, en 1970, en un 
articulo de revisi6n sobre los estados de superficie, hi­
cieron la comparaci6n entre las predicciones te6ricas y 
los resultados experimentales, y encontraron buenas con­
cordancias; 

En el presente trabajo resolvemos la ecuaci6n de 
Schroedinger para un electr6n dentro de un cristal monoa­
t6mico , infinito y perfecto o con impurezas; senli-infini­
to y con la superficie limpia o'contaminada por una impu­
reza; aislado o formando parte de una junta. 

En el primer capitulo se muestra que en un po­
tencial peri6dico, las únicas funciones de onda electr6ni­
cas son las ondas de Bloch, que se extienden por todo el 
cristal, y las de Tamm, que se localizan preferentemente 
en los extremos. · 

En el segundo capítulo se muestra la aplicaci6n 
del método de la matriz S o de dispersi6n al caso de un 
cristal infinito para obtener el espectro de energías 
tanto del cristal perfecto, como de estados localizados 
en impurezas. 

El tercer capitulo es un cálculo de los eigen­
valores de la energia de los estados de superficie de un 
cristal semi-infinito aislado, limpio y con una impureza 
adsorbida. El capitulo cuarto resuelve el mismo problema 
cuando el cristal se encuentra en contacto cercano con 
otro semejante. 



CAPITULO I . . 
LAS FUNCIONES DE ONDA Y l!L BSPECTIO DI ENBRGIA 

DE LOS ELECTRONES DENTRO DE LOS CRISTALES 

Antes de resolver los problemas de superficie 
e. interfasé, vamos a estudiar las funciones de onda y 
el espectro de energla de un elec.trdn dentro de u-. crüiat, 
basindonos en los trabajos de F. Blocb (1928), 1.-:t•'· · · 
(1932) y H.A. Kraaers (1935). .. 

Las funciones de onda de un electr6n en ua ·P ... ~•-•·· 
cial P!ricSdico son de dos tipos: ondas de Bloc~, 9ue· •-•' e&· · 
racteruan por tener una aaplin.d de probabilidad pertttdi· 
ca, y funciones de onda de Tan, que se aaortiauaa baclael 
interior del cristal que dicho potencial representa. 

En el caso de un cristal infinito, las ondas de 
Bloch son las Gnicas· físicamente admisibles. Si el cris· 
tal no es infinito, las otras funciones de onda adquieren 
sentido físico. Dichas funciones se asocian a electrones 
que se localizan preferenteaente en la vecindad de la su• 
perficie del cristal, o en cada superficie, cuando el 
cristal es finito. 

El espectro de energía que corresponde a las on• 
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das de Bloch en el cristal infinito se puede representar 
por. ·una sucesi6n de intervalos permitidos y prohibidos al­
ternados, llamados bandas de energla. 

l • < i · ~·, ., 

Si se trata de un cristal que no es infinito, las 
energías asociadas·a.las funciones de·onda'de Tamm quedan• 
localizadas dentro de las bandas prohibidas del cristal in­
finito. 

A continuaci6n vamos a demostrar que la solución 
de la e~uaci6n de Schroedinger del electr6n en el potencial 
peri6dico tiene la siguiente propiedad: · 

'l'(x+aJ = H(xJ (JI 

donde A es una constante real, o compleja de mCSdulo unita­
rio,, -

Si A es real, la soluci6n ser4 una funci6n de on­
da de Tamm y si es compleja; corresponder4 a una onda de 
Bloch, es decir, una función de la forma: 

~(x) = e±lkx u(xJ 

donde u(x) es una función ~eriódica, con la periodicidad 
de la red. 

Consid6rese una partícula que se mueve en una lí­
nea recta, a lo largo del eje de las x, sometida a un po­
tencial unidimensional que tiene la propiedad de ser peri6-
dico. Esta propiedad se puede expresar de la siguiente for­
ma: 

V(x+a) = V(x) ( 2) 

Corno se está tratando el problema de un electrón 
dentro de una red cristalina y se va a substituir la inter­
acci6n de este electrón con todos los electrones de la red 
y los núcleos atómicos por la interacci6n de una partícula 
con un potencial, la periodicidad de este potencial estará 
representando la periodicidad del cristal, y el período, el 
par4metro de la red. 
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La ecuaci6n de Schroedinger en el presente pro-
blema es: 

2 
~ i(x) +!Y {f-V(x)} i(xJ •O 
dx 1i 

( 3) 

Esta ecuaci6n es de segundo orden y tiene Gnica­
mente dos soluciones linealmente independientes. Sean Estas 
lji 1 (x)y.¡i 2 (xJ. 

Debido a que el potencial tiene la propiedad (2), 
lji 1 (x+a)y tj1 2 (x+a) son también soluciones de (3), segGn se 
verificará a continuaci6n, substituyendo en dicha ecuaci6n 
a i(x) por lji 1 (x+a). Asl, se obtiene, en efecto, que: 

2 ' 
~ lj/ 1 (x+aJ + ~ {E-V(x)} 1'1 1 (x+a) • O 
dx 1t 

En la ecuaci6n anterior se ha hecho uso de la 
propiedad (2) y del hecho de que: 

2 
~ .¡i 1 (x+a) • ~ {E-V(x+11)} • 1 (x+11) •O 
dx f& 

Anilogamente puede verificarse que lji 2 (x+a) satis­
face la ecuaci6n (3). 

Como .¡i 1 (x) y ljl 2 (x) son linealmente independientes 
y ljl 1 (x+a), .¡i 2 (x+al tambiEn son soluciones de la ecuaci6n 
(3), Estas últimas pueden expresarse como combinaci6n li· 
neal de las primeras, en la forma: 

.¡i•(x+a) "411"11fxl + ª12"'2 ,.,, 

Se probará ahora que cuando V(xl cumple la condi­
ci6n (2), toda solución de la ecuaci6n de Schroedin¡er (3) 

. 1 tiene la propiedad (1). 

Se sabe que i(xl debe ser una combinaci6n lineal 
de $ 1 (xi y lji 2 (xJ. Por lo tanto, puede escribirse como: 
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donde b y e son constantes. 

De 'f(x)se construye 1Y(x+a),que se expresa como: 

(6) 

Ahora, se substituyen las expresiones de ~ 1 (x+a) y 
~ 2 (x+a) de las ecuaciones (4) en la ecuaci6n (6) y se obtie­
ne: 

~ 1 (x) y ~ 2 (xl son linealmente independientes, de 
manera que los coeficientes de cada una de ellas en ambos 
lados de la Ec.(7)deben ser id~nticos, de donde: 

;\b • ba 11 ' + ca 21 

;\e • ba12 + ca22 

lo que equivale a pedir que: 

b (a. 1 1 
- A l + ca. 2 1 • O 

ba 12'+ c.(a22 -A) •O 
( B) 

Las ecuaciones (8) forman un sistema homogéneo 
de ecuaciones lineales en las variables b y c. Como ~(x!es 
una soluci6n de (3) arbitraria, se tiene, de (5), que debe 
haber soluci6n de (8) distinta de la trivial; por lo tanto, 
el determinante del sistema debe ser igual a cero. Esto 
puede escribirse de la siguiente forma: 

).2- 14 11+ 4 22)). + ¡4 11a.22_a.12a.21¡ • o (9) 

Como la ecuaci6n (9) es de segundo grado en A, 
pueden existir hasta dos formas de satisfacer la ecuaci6n 
( 1). 

Para continuar con la demostraci6n, se probará 
. que el término a. 11 a. 22 -a. 12 a. 21 vale uno. Para ello, se van 
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a emplear las expresiones de 1jl 1 (x+a) y tll 2 (x+a) de las e­
cuaciones (4) y mostrar que se cumple la siguiente igual­
dad: 

1j1 1 (x) 1'1 2 1x) 411 412 1jl 1 (x+a) tjl 2 (x+a) 

1jl 11 (x+a) w2 '(x+a) 
• ( 1 o) 

1jl 11 (xi 1'1 2 ' lx) 

donde el simbolo ' denota derivada respecto a x. 

Por otra parte, de la ecuaci6n (3) se obtiene: 

tjl1"1jlª-1'121f1jll • h (tjll'tjlª-1jlª't11•1 • o 

La igualdad anterior significa que el Wronskiano 
de 1jl 1y tjl 2 es constante. Debido a esto, se tiene que: 

tjl 1 (x+a) tll 2 1x+a) 
• 

l!l 1 '(x+a) tjl 2 '1x+a) 

1'1 1 1xl 1'1 2 1xl 

1jl 1 '(x) "1 2 '(x) 
r 111 

Por ser tjl 1 (x)y 1j1 2 lxl linealmente independientes, 
este Wronskiano es diferente de cero y entonces, de (10) y 
(11) se ti~ne que: 

• 1 1 U) 

Para probar que cualquier soluci6n de (3) cumple 
la condici6n (1), ahora se introduce el valor del deterai­
nante de la ecuaci6n (12) en la ecuaci6n (9) y se obtiene: 

(U) 

Las ralees de la ecuaci6n (13) son: 

a•l+a22 /1111•+422)2- 4 
A • ± 

2 ' 
1141 

En la altima expresi6n puede observarse que las 
ratees de (13) son reales o complejas, dependiendo del va­
lor absoluto de a 11 +a 22 , que denotaremos porµ. Analizare-
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mos dichas ratees por casos: 

i) Si ~~2, A puede valer 1 o -1 y la ecuaci6n 
(1) tiene dos modalidades; a saber: 

'i'(x+4) • 'f(x) y li'(X+4) • -ll'(X) 

ii) Si 1Pt<2, las ratees son .complejas conjugadas 
y de m6dulo unitario. En este caso, (1) se expresa como: 

ll'(x+4) • e~kll'(x) y '(x+4) • e-~k'f(x) 

donde k es real. 

iii) Por último, cuando lll~2, las ratees son nú­
meros reales diferentes de 1 y rectprocos, ya que el t~r­
mino independiente de (13) es igual al producto de las 
ratees. Entonces, 'f(x) puede tener cualquiera de las dos 
propiedades siguientes: 

1P(it+4) • U(x) y · ll'(it+4) • l 'i'(x) 
t. 

( 151 

donde l es, como ya se ha dicho, un número real diferente 
de la unidad. 

El caso (i) y el caso (ii) corresponden a fun­
ciones de onda cuya amplitud de probabilidad tiene un 
comportamiento peri6dico, o sea, su forma general es: 

V(x) • e±ikx u(x) 

donde u(x) es una funci6n peri6dica, de período a. Estas 
son las llamadas ondas de Bloch. 

La amplitud de probabilidad de las funciones 
del inciso (iii), que son las funciones de onda de Tamm, 
es creciente hacia la derecha si el valor absoluto de A 
es mayor que 1, ya que, de las ecuaciones (15): 

( 1 6) 

Análogamente, si IAl<1,J~(x) 1
2 crece hacia la 

izquierda, pues: . 



7 

(171 

En el caso de las ondas de Bloch, basta con que 
'(i) no diverja en una celda unitaria arbitraria, para que 
no lo haga en ningún .punto del espacio. 

En cambio, las funciones de onda de TaBll diver­
gen cuando x tiende a infinito en el caso de la ecuaci6n 
(16), y cuando x tiende a menos infinito en el caso de la 
ecuación (17). Por lo tanto, estas últimas funciones de 
onda son inadmisibles para un cristal infinito y adquie­
ren realidad ftsica cuando se acota la extensi6n del cris­
tal. En un cristal semi-infinito, por ejemplo, ademfs de 
existir electrones esparcidos a todo lo largo de la red 
cristalina, cuyas funciones de onda son de la for•a de on­
das de Bloch, existen otras principalmente localizadas en 
la vecindad de la única superficie. 

r 
El espectro de energia de los electrones en un 

cristal ha sido analizado detalladamente por Kramers y los 
resultados .que obtuvo serfn mostrados esquemfticamente a 
continuación. El pudo expresar aµ, dµ dE y dlµ/dE 2 en 
términos de integrales que involucran a ~f (xi y ~ 2 (i) y 
deducir que la curva µ vs E es de la siguiente forma: 

+ E 

Figu~a 

Dicha curva tiende a 2 cos (kl!) cuando e tien­
de a infinito y a exp (k~) cuando E tiende a menos infi­
nito, oscilando entre valores mayores que . Z y menores que 
-2 en la región intermedia. Ya se ha visto que cuando µ es 
mayor que 2, las funciones de onda asociadas a esas ener-
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gias no son aceptables en el caso del cristal infinito. 
Entonces, cuando E es muy negativa, como µ(E) es demasia­
do grande, desde -m hasta un cierto punto E b se tienen 
valores que la energía de un electr~n en la red cristali­
na no puede tomar. En cambio, sí puede tomar valores ma­
yores, aunque no cualquiera, ya que las oscilaciones de 
\.1 (E) son demasiad.o amplias, habiendo trechos salteados en 
que su valor absoluto sobrepasa a 2. De aqui que se ten­
gan bandas de energía permitidas y bandas prohibidas al­
ternadas en esta región. Finalmente, las oscilaciones se 
van amortiguando conforme E aumenta, y como 2 cos(k/E) es 
menor o igual que Z, se tiene una Oltima regi6n permitida 
que se extiende hasta infinito. Esta regi6n corresponde 
al electr6n libre. 

Si se considera que todos los cristales pueden 
representarse mediante un potencial peri6dico, las caracte­
rísticas de las funciones de onda y el espectro de energta 
de un electr6n en su interior que se han obtenido en el 
presente capítulo son inherentes a cualquier cristal. 

Un cdlculo detallado de las funciones de ~nda y 
el espectro de energía requiere un potencial espectfico. 
En el siguiente capítulo, emplearemos el de Kronig y Penney 
para avanzar en nuestros resultados. 



CAPITULO II 
METODO DE LA MATRIZ DE DISPERSION 

El m6todo de la matriz de dispersi6n de Saxon y 
Hutner es una herramienta muy 6til para investigar el com­
portamiento de los electrones en los cristales. En el pre­
sente capítulo vamos a mostrar c6mo se aplica primero, en 
el caso de un pozo delta aislado y despu6s, en el de un 
cristal infinito, ya sea perfecto o con una o m4s impure­
zas substitucionales, que pueden estar acopladas. Es en 
este Oltimo caso donde se encuentran las condiciones que 
determinan la existencia de funciones de onda localizadas. 

En la resolucidn de estos problemas, el modelo 
específico de potencial cristalino que usaremos es el de 
Kronig y Penney, constitutdo por una cadena de pozos del­
ta. Con ~l obtenemos expresiones analíticas para las fun­
ciones de onda y el espectro de energía. Cuando se trata 
del cristal infinito sin imperfecciones, se obtienen las 
funciones de onda de Bloch del capítulo anterior, y las 
bandas alternadas, determinadas por la relaci6n de Kronig 
y Penney. La presencia de impurezas introduce estados de 
energía adicionales, que se asientan sobre las brechas 
prohibidas del cristal perfecto. 
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1.- El método de la matriz S para el cristal infinito. 

Este método consiste e nconsiderar la interacci6n 
de una partícula con un potencial como un proceso de disper­
si6n, que puede ser descrito por medio de una matriz que co­
necta la amplitud y fase de las ondas dispersadas con las de 
las ondas incidentes. Si consideramos que un cristal está 
compuesto por un arreglo regular de tales centros disperso­
res y queremos analizar el paso de un electr6n a través del 
cristal, este paso se puede pensar como la dispersión cohe-. 
rente de la onda electr6nica por los centros at6micos. Las· 
ondas dispersadas pueden interferir en tal forma que como 
resultado se obtenga una onda progresiva, que ahora no ten­
drá el momento hk del electr6n libre, sino un momento efec­
tivo tµ, Es evidente que este momento efectivo ser4 el de 
la onda de Bloch del capitulo anterior. Sin embargo, esta 
recombinaci6n será constructiva anicamente para ciertos va­
lores adecuaci>s de k, que corresponden precisamente a las 
bandas de energía permitidas. Inversamente, habrá valores 
de k para los que el pr~eso de interferencia ser4 destruc­
tivo y las energias asociadas a estos casos quedarán en las 
brechas prohibidas. 

Comenzaremos por examinar la interacci6n de los 
electrones con un centro de potencial dispersor aislado. 
Considérese que sobre el potencial delta inciden desde la 
derecha y la izquierda, fuAciones de onda de la forma que 
se ilustra en la figura 2. A dichas funciones de onda co­
rresponden los coeficientes a, Las ondas dispersadas las 
denotaremos empleando los coeficientes 8. Dichos coeficien­
tes son las amplitudes de las ondas correspondientes. 

2h-~kx 
+ a ~ 

La energ!a del electrón representado por estas 
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funciones de onda es igual a1ik~ 2m, donde hes la cons­
tante de Planck, y m es la masa del electr6n. 

Si expresamos el potencial de la figura 2 por: 

V ( X) • !Y aU6 (X) 
1i 

( 7) 

la soluci6n de la ecuaci6n (1.3), con este potencial es, a 
la izquierda del pozo delta: 

(2) 

y a la derecha: 

(3) 

De la continuidad de la funci6n de onda !i,e.·tie· 
ne la condici6n: 

(4) 

Además, integrando la ecuaci6n (l. 3) se obtiene 
otra condici6n, ahora sobre la derivada de la funci6n: 

111 2 
' (O J - ~ 1 

' (O) • aU1'J (O 1 (S) 

que se traduce, despu~s de substituir (2) y (3) en (S), en: 

(6) 

De las ecuaciones (4~ y (6) obtenemos las ~la· 
cienes para los coeficientes B y B2 en t~rminos de a y a2

: 

¡.il = a.U + 2.ik 
Ufi-a.U 2.lli- au 

aª . Uk + a.U 
2.ik-au 2.ik-au 

Por lo tanto, existe una matriz, que definimos 
como matriz de dispersión o matriz S, mediante la expresi6n: 
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17) 

donde [ 

s11 
s • s21 

~nálofamente, podemos expresar a aª y a 2 en tér­
minos de a y 13 y determinar en esta .forma una matriz R, 
también de dos por dos: 

t: :1 • R k: ] 1 B) 

Tanto la matriz S como la matriz R juegan un pa­
pel central en teor!a de colisiones. La primera expresa 
los coeficientes de las ondas salientes a partir de los co­
rrespondientes a las entrantes .. La segunda relaciona,los 
coeficientes a cada lado del potencial localizado. Cual- · 
quiera de ellas contiene toda la informaci6n dinámica del 
problema. 

El empleo de este lenguaje matricial simplifica 
la tarea de acoplar la amplitud y fase de la funci6n de on­
da a cada lado del potenciaJ y determinar el espectro de e­
nergía, como se ilustra en los párrafos siguientes, en los 
que después de analizar las propiedades de las matrices S y 
R, se determina la relaci6n de dispersi6n (1) en el caso de 
un solo pozo delta y el espectro de un cristal infinito for­
mado por centros dispersores de este tipo. 

Es evidente que ambas matrices deben estar rela­
cionadas; en efecto, de su definici6n se tiene que los ele­
mentos de S son de la forma que se muestra a continuaci6n: 

(9) 

Aunque la matriz R es más adecuada para tratar 
problemas unidimensionales, es la matriz S la que mejor 
muestra las propiedades de simetría del problema, y esto es 
lo que mostraremos enseguida. 
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En el caso de un estado estacionario y en una 
dimensi6n, el flujo de la densidad de probabilidad es in· 
dependiente de x. Esto significa que se debe satisfacer 
la igualdad siguiente: 

(10) 

nes (7) 
Empleando la notaci6n matricial y las expresio­

y (10), tenemos que: 

s"] [::] • [•" •''J S-s r::J . ¡.•• ···1 [:'.]. 
donde S'- denota la matriz transpuesta conjugada de S. 

Se sigue de lo anterior que !•s es igual a la 
matriz identidad, de zxz. Esto es, la matriz inversa de S 
es.su conjugada hermitiana y Ses, por definici6n, unitaria. 

Por otra parte, como el potencial es real, la e­
cuaci6n de Schroedinger H•·iha~(t)/a(t) admite como soluci6n 
a iV' (ll, -.tl . ,Esta última implica una inversi6n en el tiempo 
respecto a la situac·i6n anterior, de modo qyf ahora las U· 
plitudes de las ondas entrantes son 8'' y B y las de las 
salientes, a'' y a 21 , y simultáneamente con la ecuacidn (1) 
debe satisfacerse la siguiente: 

( 11) 

Por lo tanto, conjugando la ecuaci6n (7) y substi· 
tuyendo (11) en ella, se tiene que: 

s•s • n 
o sea, (u, 

Del hecho de que s• debe ser igual a su transpues­
ta se deriva que debe ser si~étrica, y de ahí que S tambifn 
lo sea. 
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Obsérvese que los argumentos que aqut se han em· 
son completamente generales y en una dimensidn, la 
de dispersidn correspondiente a cualquier centro dis· 
localizado debe ser simétrica y unitaria. 

Los elementos de la matriz S, de (12), deben sa· 
tisfacer las siguientes relaciones: 

y bastan tres cantidades para daterminarlos, un mddulo r, 
que hace el papel de coeficiente de reflexidn, y dos fases, 
•• y • 2

• S es de la forma general: 

s • 

donde 

- i.. rr:;;'l e. .l~J 
•,¡.2 

Jte..(.'+' 

}¡q,1 + <1>2) 

Si además el potential es simétrico, 4>
1

• 4> 2 y S 
es de la forma: 

(13) 

Si se aplican simultáneamente las condiciones de 
conservaci6n de probabilidad, invariancia ante inversi6n en 
el tiempo e invariancia ante inversi6n en el espacio, se 
tiene que los elementos de la matriz R presentan las si­
guientes caracterlsticas: 

de.t R .. 1 

La expresi6n general de la matriz R para un 
potencial dispersor localizado y sim6trico es: 
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(

1 +.l.ta110 
R • 

-.ltana 

.l.tana ] 

1-.lt41l6 
'141 

La matriz de dispersi6n correspondiente al pro­
blema del pozo delta aislado es la expresi6n (13), donde: 

e • 

Ahora consideremos un cristal infinito, compues-
to por pozos como el anterior, situados a una distancia re­
gular entre si, que llamaremos~. En el espacio entre cada 
pareja de centros dispersores, donde el potencial se anula, 
la soluci6n de la ecuaci6n (I.3) debe ser una combinaci6n 
lineal de ondas planas y la forma de conectarla con la so­
luc i6n de la si_.suiente celda es a trav~s de las relaciones 
de dispersi6n (7), repitiendose esta situaci6n a todo lo lar­
go del cristal. Esta condici6n es la 6nica que se debe sa­
tisfacer para construir una soluci6n arbitraria dentro del 
cristal. 

Para nuestro análisis, escogemos una pareja de 
pozos, que se ilustra en la figura 3. 

i -.lt(x+al + a.zt-.lkx a e.- + 

F..iguJt.a 3 

Entre ambos pozos, la funci6n de onda es de la 
forma: 

y a la derecha del segundo: 
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Como el potencial es peri6dico en todo el espa· 
cio, sabemos que la funci6n de onda satisface la condi­
ci6n: 

donde µ es un número real. Derivando la igualdad anterior 
obtenemos que: 

Estas dos ecuaciones permiten expresar los coe­
ficientes de la funci6n de onda de la celda unitaria de 
la derecha, en términos de los de la primera celda y el 
exponente µ que aparece en la condici6n de Bloch. Dicha 
expresi6n es la siguiente: 

Por otra parte, en x=O debe satisfacerse la re­
laci6n de dispersi6n que obtuvimos anteriormente; esto 
es, la (8), donde R está expresada por la ecuaci6n (14). 
De este modo, se tiene que: · 

Este sistema de ecuaciones es homogéneo en ~ 1 
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Y B 
1 

y tiene soluci6n diferente de la trivial si y s6lo si: 

La Gltima igualdad se transforma en la siguiente: 

C04 lHl • co4 ka + i 4en ka. (17) 

Esta ecuaci6n es la conocida relación de Kronig 
y Penney, que determina la existencia de las bandas de e· 
nergta. Cuando el aiembro derecho de (17) se hace mayor 
que 1 o menor que -1, no existe µreal que satisfaga la i· 
gualdad, y por lo tanto, estos valores de lt corresponden a 
val~res prohibidos de la energta. 

Es f4cil ver en la relación (17) que cuando E se 
vuelve muy grande, cos ll a "' cos ..ira, concordando con el 
estudio real}zado por Kramers. 

La funci6n de onda del electrón en la red se ob· 
tiene de las ecuaciones (16), de las que se ve que el co­
ciente 81/ a 1 tiene el valor: 

Bª 1 - t...C:(lt:tJJ)4 
(i'T • 1_ e-llk±ula 

De esta relaci6n se deduce que la forma de la 
funci6n de onda en el cristal infinito es la siguiente: 

r()• tfO) 
l.¡i ~ 4Ut ka. 

donde x' denota a x-arx/a: y [x/a-:; es la parte entera de 
x/a. Cuando el signo + pre~ede a JJ, (18) es una onda de 
Bloch que representa a un electr6n que viaja hacia la de­
recha; con el signo contrario, se invierte dicha direcci6n. 
En adelante, denotaremos a la onda de Bloch del primer ca· 
so por tjl(x), y a la del segundo, porWlx). 
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Es o~ortuno determinar en esta parte el valor de 
los cocientes '' ( xJ/ 'i' ( xJ y i' ( xJ/V ( xJ, que nos ser4n de u­
tilidad posteriormente. Estas expresiones son: 

±. 
~(x) k e ~µ 4co4 kx'- co6 klx'-a) 

""lTiT • - 4en ix'- 4en E(x 1 -a) ( 79) 

donde el signo + en la exponencial corresponde al primer 
caso y el signo - al segundo. 

Para ilustrar gráficamente la situaci6n de las 
primeras bandas permitidas, se introducirán las variables 
f y v, definidas por las expresiones: 

2ny • a2u ka • nv (20) 

La primera es una medida de la intensidad de los 
pozos de potencial y el cuadrado 'del parámetro de la red; 
la segunda es proporcional a la energía del electr6n. · 

Con estas definiciones, la ecuaci6n (17) se re­
escribe como: 

co4 µa • co4 nv + Í 4en ~v 
' V 

( 2 7) 

El espectro de energías permitidas se obtiene 
graficando cosnv +(y/v)sennv como funci6n de v2 para un 
valor dado de y. En la figura 4 se presenta la gráfica pa­
ra Y •-1/2. Las regiones achuradas representan las bandas 
permitidas y se observa que se ensanchan conforme la ener­
gía aumenta, y las brechas prohibidas se hacen m4s angos­
tas. La figura S presenta la curva v2 vs µa para el mismo 
caso. 

Se muestran también esquemáticamente las ampli­
tudes de probabilidad 1~1 2 para algunas energías permiti­
das. Se observa que conforme la energía aumenta, el número 
de nodos de la funci6n de onda aumenta y el electrdn pasa 
de un amarre fuerte alredor del átomo, en la base de la 
primera banda, a estados menos localizados como los son los 
de la base y la parte superior de la segunda banda. 
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En la figura 8 se puede analizar el comportaaien-
to de la posici6n de las bandas cuando se hace variar a f; · 
mientras mis na¡ativa es 'sta, correspondiendo a un aaarre 
mls fuerte, mls angostas son las bandas, siendo la mis baja 
la mis sensible a esta variaci6n . 

. 2 l o al 

"2 t· 

\ ! 
\ I 

' / , 

-111 -ir o' rr 2 YT ~ \.14 

F.i9u1ta. s 
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2. - El método de la matriz S para una o m4s impurezas. 

La presencia de una sola impureza en un cristal 
infinito es considerada al emplear.el método de la matriz 
de dispersi6n, en una forma completamente análoga al pro­
blema de un pozo delta en el vacío. 

Supongamos que se acerca a la impureza un e­
lectr6n representado por una onda de Bloch que se propaga 
libremente por el cristal. Cuando llega a la impureza, 
parte de la onda se transmite y parte se refleja. Los coe­
ficientes de las ondas dispersadas van a estar relaciona­
dos con los de las ondas incidentes por medio de la matriz . 
de dispersión. 

Vaaos a tratar el caso de una impureza substi­
tucional¡ es decir, cuando uno de los átomos de la red ha 
sido reemplazado por otro distinto, que se representa me­
diante un pozo delta de dif~rente intensidad, localizado 
en un punto de abscisa ka•xl, donde k es un n6mero ente· 
ro. El potencial de la impureza es de la siguiente forma: 

"fl 2 • 
-2iñ4(U+U 1 1 i5(x-x 1 1 

donde U1 es la diferencia·de potenciales entre los átomos 
del cristal y el átomo extrafto. La gráfica de la funci6n 
potencial se ilustra en la figura 6, en la que las lineas 
cortadas representan los potenciales localizados corres­
pondientes al cristal puro, y la línea continua, la in­
tensidad del potencial de la impureza. 

F -i.g uJta. 6 

La ecuación de Schroedinger correspondiente a 
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este caso es: 

{ d2 2 2m ~2+K -;yVCxJ}'l'(xJ • aU 1 ó(x-xÍJ~(xJ 
dx 1í 

donde: V(xJ •_!aU6(x-naJ 

es, a cada lado de la impureza, una combinación lineal 
de ondas de Bloch que viajan hacia la derecha y hacia la 
izquierda, cuya forma explícita es la de la ecuaci6n (18). 
según se muestra en el apéndice.Esto es, para x<Xi. dicha 
soluci6n es: 

'l'1{x) • ai~!lxJ + 8 1~ 1 fxl 
VT?"l Ffi'l"I (22 l 

y para x>xi: 'f 2 C xJ • B 2 ~_(tj + 
~J 

•ªrxl 
rl'i1"1 ruJ 

En estas expresiones, ~¡(xi) y i~xi¡ son cons­
tantes que se han introducido por comodidad. 

Como la función de onda debe ser continua en 
x1

, se cumple nuevamente la condición (4), e integrando 
la ecuació~ de Schroedinger se tiene: 

(24) 

~ Con ayuda de la relación (S) y su equivalente 
para 'i' (x): • . 

'W 2
' {x 1 )-i¡í 1• {x1 J • a{U 1+U6 i JifxiJ x ,na 

se obtiene que la condición (24) , que es an4loga a la 
(5), se transforma en una condición sobre las derivadas 
de 'l'(x) y'{x) en un s6lo lado de la impureza; a saber: 

( a 2 _ a 1 ) 'I' 
1 

( X ! ) + {a 2 - ¡3 1 J 'if 1 
( X~ J ,, a.U 1 ( 1 + 0 1 ) { 2 S J 

'!' (xl) qt' (XX) a µ 

donde es igual que se seleccione el índice 1 o 2 y por 
ello se han omitido. 

De las ecuaciones ( 4) y (25 ) obtenemos las 
relaciones para los coeficientes ¡:i y a y, de acuerdo con 
la ecuación (7), y por ser simétrico el potencial, ob­
tenemos que S es de la forma de la ecuación (13), donde: 



Toaando en cuenta la nueva definici6n do esta 
variable. la expresi6n de la matriz R en este caso 
estl dada taabiEn por la ecuaci6n (14). 

Hemos mencionado que la matriz S determina los 
coeficientes de las ondas dispersadas en t6rminos de las 
ondas incidentes. Ahora vaaos a analizar el caso en que 
esta aatriz es singular. Esto significa que incidiendo 
ondas de una cierta amplitud, saldrían de la impureza on­
das de amplitud infinitamente mayor, o bien, que aunque 
no incidan ondas sobre la impureza, se tienen ondas sa­
lientes de aaplitud finita. Una impureza no actúa como una 
fuente de parttculas, de manera que para aceptar esta espe­
cie de resonancia es necesario imponer la condición de que 
11 sea un ntlaero complejo, y su parte imaginaria positiva. 
Entonces. las funciones de onda correspondientes resultan 
localizadas alrededor de la iapureza y representan a un e­
lectr6n cuya aaplitud de probabilidad es considerable sola­
mente en las cercantas de la impureza, con estados de ener­
gía que se encuentran en las b"andas prohibidas del cristal 
infinito. 

Para encontrar estos estados de energia, la sin­
gularidad de S la expresamos mediante la condición (RJ 22 s0 
(ecuación 9) y consideramos una~ de la forma (ecuaci6n 21): 

nn . i 
11 • - .. -<.n , a ( 26 J 

y después de substituir la expresi6n anterior en (RJ 22 e 
igualarlo a cero, se obtiene la ecuaci6n que determina 
los niveles de energía de los electrones localizados en la 
iapureza. Dicha ecuación es la siguiente: 

12 7) 

Para presentar gráficamente las raíces de esta 
ecuación definimos, además de las variables y y v, una 
variable yl , que va a ser una medida de la diferencia en­
tre el potencial de los poz··del cristal y el de la impu-
reza: 
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Así, la ecuación (27) se transforma en: 

y 12 • 2yv co~nv + y2- v2 

y, para una Y dada, podemos graficar la energía como 
función del potencial de la impureza (Y+Y 1

), como se ve 
en la figura 7, en la que la U.nea cortada representa 
los niveles de energía asociados a la impureza. En esta 
figura, el valor de y es de -1/2. Para el caso y1 •-Y, en 
la figura 8 se presenta la gráfica de los estados de im· 
pureza correspondientes a diferentes intensidades de los 
pozos de la red, desde -2 hasta 2 • 

.. 

.5 1 2. 

F.iguJ&.4 7 

Cuando se tienen varios átomos extraftos en la 
red cristalina, si éstos están muy separados, de modo que 
sus funciones de onda no se trnslapan, los estados de e­
nergía asociados a ellas son los mismos que se tendrtan 
considerándolas aisladas. Pero si hay translape de las 
funciones de onda, el nivel de impureza se corre. Por e­
jemplo, si se tuvieran n ,impurezas idénticas substitu­
dondes, su espectro tendda una degeneraci6n de orden 
n. Pero si hay interacci6n.entre las impurezas, dicho. 
espectro puede desdoblarse en una forma que depende de 

la int;eracción. 
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(1rvl 2• ~s 02 [7+2/{ 1 J+~l e60 
co.6hBº+f Bºco.thBºl] 

donde Bº, cuyo valor es -n (!f+!l 1 ), es, al cuadrado, la ener­
gla del Gnico estado ligado de la impureza en el vacto y el 
pequefto t6rmino de correcci6n se debe a la interacci6n con 
los pozos vecinos del cristal. 

-2. -1 o • - 2 IJ 
FiguJr.a. 8 

Si el potencial de la impureza es m4s intenso 
que el de los pozos de la red, se obtiene solamente un nue­
vo estado, po~ abajo de la primera banda permiti~a: De otra 
forma, se obtiene un nuevo estado por banda prohibida, ob­
servándose que mientras mayor es la energia, más se acercan 
los nuevos estados a la banda inferior. Los electrones es­
tfn menos localizados, y cuando E aumenta mucho, dichos es­
tados son prácticamente indistinguibles de los del cristal 
puro. 

Cuando el potencial de la impureza es muy fuerte 
(y/y 1 ~)~ o cuando el parámetro de red crece mucho, la ener­
gta del 6nico estado de impureza está dada aproximadamente por: 
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En cada impureza substitucional la matriz de 
dispersi6n está dada por la expresi6n (13) y la matriz 
R, por la (14), donde 9 tiene el último valor dado. 

Si ahora tenemos dos impurezas substitucionales 
separadas una distancia Al, donde t es un entero, se ten­
drá, de la figura 9, que: 

y 

F.lgu.1ta 9 

Podemos pensar en este proceso como dado 
a partir de una matriz Q de translación para las on~ 
das de Bloch: 

tes: 
Empleándola , se tienen las relaciones siguien-

[: :] • R'Q [:~ 
[! J • R 'QR 1 ~ J 

Si el tipo de matri: R2 QR 1 se denota por M, se 



puede reescribir la ecuación anterior como: 

( 28) 

y la condici6n que permite determinar ahora los niveles 
de impureza es: 

En general, para m impurezas acopladas, se ten-
drá que: 

[::: 1 . i¡ ~~ • ~!tmRm- 1!tm-1 ... !t 1R1 [;~ 

Para el caso de dos,impurezas idénticas, por 
ejemplo, hacemos R1 • R2 para determinar (M) 22 y obtene­
mos: 

(M) 22 • cot2e - 2i cota - (1-e 2ilµa) • o 

que es cuadrática en c.ot e y se reduce, empleando la ex­
presi6n correspondiente para e, a: 

co4 ka • l-71'"[co4h rila + U 4 enh n
1

a ] 
u1{J±l-Jl'"Ze-ln 1a} 

En esta ecuaci6n se ha substituido la (26).Se 
observa que el nivel único de impureza se ha desdoblado, 
como se esperaba, debido a la interacci6n. 

Para dos impurezas tales que anulan dos de los 
potenciales delta del cristal, se han obtenido los esta· 
dos de energía considerando diferentes distancias de se· 
paraci6n. Los resultados se muestran gráficamente en la 
figura 10. Se muestran también las funciones de amplitud 
de probabilidad correspondientes a este tipo de impure· 
zas en el caso en que la distancia entre ellas es de un 
parámetro de red o de dos. 

En dicha figura, x representa un átomo de la 
red y o una impureza. 
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CAPITULO 111 
ESTADOS DE SUPERFICIE 

Saxon y Hutner determinaron el espectro de ener­
gla y la forma de las funciones de onda de un sólido infi­
nito en diferentes circunstancias, como se mostr6 en el 
capitulo anterior. Su método es igualmente adecuado para 
estudiar cristales no necesariamente infinitos. En par­
ticular, para analizar los estados de suparficie, con­
sideramos en el presente capitulo un cristal semi-infi-
ni to con una superficie aislada. 

En este caso, y si consideramos que la cerca­
nla de la superficie no modifica la periodicidad del po­
tencial, la recombinaci6n de las ondas dispersadas por 
los centros at6micos en el interior del cristal va a dar 
como resultado funciones de onda que se extienden a todo 
lo largo del material y que son las ondas de Bloch. Al 
incluir la dispersión debida a la presencia de la super­
ficie, y bajo ciertas condiciones, la interferencia 
puede ser tal que se origina un nuevo tipo de funci6n 
de onda, oscilatoria y amortiguada exponencialmente hacia 
adentro del cristal. 

Estas son las funciones de onda que Tamm obtu­
vo en 1932 conectando cuidadosamente la amplitud y fase 
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de las ondas del interior del cristal con las del vacto, 
y nosotros las obtendremos nuevamente por medio de la 
matriz S. Analizaremos adem4s lo que ocurre cuando exis· 
te una impureza adsorbida. Esta modificaci6n del potencial 
corre los niveles de energta de superficie sin sacarlos de 
las bandas prohibidas y la ecuaci6n de eigenvalores asociada 
a ellos incluye nuevos t~rminos que dependen expresaaente 
de las caractertsticas de la impureza. 

1.- Superficie limpia. 

Para analizar los estados de energta de Ta1111, pen­
saremos en un cristal semi-infinito, que se extiende desde 
menos infinito hasta un punto de abscisa -y 1

• La super· 
ficie del cristal la representamos por un escal6n de po· 
tencial constante y de una altura -tV 0

• 

La forma del potencial se ilustra en la figura 11 
y se expresa como: 

iS(x-nbl x<-y 1 

x>-y i 

donde U2 es la intensidad de los pozos del cristal y b su 
par4metro de red. 

tV I x) 

~-, 1-1 -1 --------+• 

-y /-b-/ 

F .lgu.1ta 11 

Estudiaremos los estados de energ1a correspondien­
tes a valores menores que -eV ~ Obsfrvese que vº se ha de­
finido como un nGmero real negativo. 
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En el caso de una impureza dentro de un cris· 
tal infinito, para obtener los estados loe alizados con­
sideramos que la matriz S asociada a la dispersi6n de 
la funci6n de onda en la impureza se hacta singular, y pa­
ra aceptar esta resonancia imponíamos una µ compleja, que 
incluíamos en la condici6n de singularidad, obteniendo 
asl la ecuaci6n de eigenvalores del estado localizado. En 
el caso de la superficie, vamos a hacer el mismo plan­
teamiento. 

La soluci6n 
dentro del cristal es 
Bloch de la forma II. 
ra de ~l, se trata de 

donde 

general de la ecuaci6n de Schroedinger 
una combinaci6n lineal de ondas. de 

(ver capitulo I y ap~ndice). Fue-
una funci6n de onda del tipo: 

Si escogemos a A como la ratz positiva, el se­
gundo t6rmino representa una funci6n exponencialmente 
creciente hacia la derecha, y el primero, otra que se a­
tenúa exponencialmente en dicha direcci6n. La primera parte 
implica una divergencia de la funci6n de onda y, por lo 
tanto, a 1 tendr4 que anularse. Considerando que µ dentro 
del cristal, por tener su parte imaginaria positiva, va a 
introducir la posibilidad de una atenuaci6n de dicha fun­
ci6n de onda hacia la izquierda, se observa que la singu­
laridad de la matriz de dispersi6n está asociada, en e­
fecto, a un estado de energta localizado en la superficie 
del cristal. 

La funci6n de onda dentro del cristal la escri­
bimos como: 

( 1 1 

y para el vacto, en la forma: 

( 21 
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La continuidad de la funci6n de onda en -Y 1 

implica que debe satisfacerse la i¡ualdad siauiente: 

(JJ 

Y siguiendo alrededor de -Y 1 una integracidn ' 
similar a la .que condujo a la ecuaci6n (II. ), obtennos que: 

Esta ecuaci6n se traduce en la siguiente: 

La ecuaci6n (4) expresa a 81 en t&rainos de a 1 

y 81 , y substituyendo em ella la (3), se obtiene el sis­
tema que define a la matriz 

El elemento (RJ 12 de esta ~atriz, igualado a O, 
conduce a la igualdad: 

En la ecuaci6n (II.19) se muestra que el co­
ciente en la ecuaci6n (S) tiene el valor: 

. lb 
lt ¡-<.µ - caa ltb 

~ e.¡ikb 

Esta expresi6n se simplifica empleando la rela· 
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ci6n de Kronig-PenneY (II .17). quedando: 

ia' (-yª) • -ik U.ti 'IJªb - buª 
~l (-yª) 4et1kb 2 

(6) 

Substituyendo la ecuaci6n (II.26) en la (6), se 
tiene que: 

i 11 (-y 1
) r-11n1¿4e.nnªb - buª 

~1 (-yl) • 4ert kb 2 

y dicho cociente finalmente adquiere la siguiente forma: 

1''1-r'I • 1-11•~Uj2 
+ ~2 cotkb - 1 _bUa (7) 

ia (-yl) k 2 

Substituimos esta expr.esi6n en la ecuacilSn (5), 
y haciendo uso del hecho de que A=it, obtenemos al ec aciGn 
de eigenvalores para los estados de superficie; a saber: 

+ " o ( B J 

Por lo tanto, un electr6n que incide desde fuera 
sobre la superficie tiene cierta probabilidad de atrave­
zar el cristal si el valor de su energía cae dentro de 
las bandas p~rmitidas correspondientes a las ondas de Bloch 
o de quedar atrapado en la superficie si su energla satis­
face la condici6n (8). Cuando no es éste el caso, con to­
da seguridad será reflejado. 

N6tese la analogía tan cercana que hay entre el 
problema que aqu1 se considera y el paso de una onda e­
lectromagn~tica a trav~s del mismo cristal. Esta Gltima 
tambi~n es dispersada coherentemente por las partículas 
cargadas que forman el cristal y como resultado se tiene 
nuevamente una onda plana cuya velocidad difiere de aqu6-
lla con que se transmite en el vac1o. Tambi6n existen lon­
gitudes asociadas con ondas que no pueden propagarse y se 
manifiestan en la reflexi6n de Bragg, en el rango de los 
Rayos X .. 
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Para hacer una descripci6n del comportamiento 
de las soluciones de (8), introducimos el pardmetro z, 
que es una medida de la altura del escal6n de potencial: 

z : 2meV' b2 ·;r¡;r (9) 

En t~rminos de z, de v y de y 1 
, que definimos 

a continuaci6n: 

V • ~b/Tr r ", 

la ecuaci6n (8) se traduce en: 

que llevamos finalmente a la forma de la conocida ecua­
ci6n de Tau: 

v cot rrv = ~ + /;:;f ( 71) 

Los valores ·de la energía para los cuales van a 
existir electrones de superficie. están determinados, 
para un cristal de características dadas (Z y Y), ~orlos 
valores de v2 que satisfagan (11). Analizaremos primero 
el caso en.que dichos valores son positivos. La ecuaci6n 
de Tamm es par respecto a v, de manera que basta con estu­
diar el caso en que v es mayor que O para determinar todos 
los valores de la energía de superficie. 

. En la figura 12 se muestran algunas soluciones 
gráficas de (11). Ahí se ha trazado, por una parte, la 
curva correspondiente al miembro izquierdo, que es inde­
pendiente de las características del cristal, y por otra, 
el miembro derecho para algunas parejas de valores de z y 
y 1 ; esto es, para cristalés de diferentes características. 
Cada punto en el que una de estas curvas corta a la pri­
mera representa un estado de superficie. 

La gr!fica de vcotrrv se presenta por ramas; la 
primera parte de .319 aproximadamente y es mon6tonamente 
decreciente, tendiendo a un va-1.or infinitamente negativo 
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en v•l; la segunda parte de infinito en ese mismo punto 
y decrece en forma continua hasta menos infinito en V•2; 
el coapartamiento de las demás ramas es similar al de la 
segunda, como puede apreciarse en la figura 12. 

Consideremos ahora la gráfica del otro miembro 
de (11). Observamos, en primfr lugar, que puede trazarse 
s6lo hasta el punto en que v =z 1 como corresponde a elec­
trones de energta menor que -eV • En ~ada intervalo de 
longitud unidad que esta gr§fica abarca debe haber un 
corte, excepto posiblemente el primero y el último. 

En la relaci6n de Kronig-Penney (II.21) puede 
verse que los valores enteros de v corresponden a orillas 
de banda, ya que !cosµaj =1. Cada intervalo de longitud 
unidad comprende una banda permitida con su correspondiente 
brecha prohibida. Ambas grlficas son mon6tonamente decre­
cientes (sus derivadas son negativas) y a lo m4s hay un 
corte en cada intervalo unitario; esto es, hay un estado 
de superficie en cada brecha prohibida del cristal infi­
nito, excepto posiblemente en la primera y la última. 

El número máximo y el número mínimo de estos es­
tados está determinado por z. Si la coordenada al origen 
del miembro derecho de (11) es menor que .319, estos nú­
meros son {7J+1 y (Z1 respectivamente; si z/2y+IZ<.319, el 
nWllero máximo de estados es lZl y el mtnimo (i]-1. Cuando 
zaO, hay 1 o O estados de superficie. Lo que esto quiere 
decir es cpe el número de brechas con energ1as menores 
que la altura del escal6n de potencial, depende preci­
samente de dicha altura. 

En el caso de pozos de potencial atractivos, y 
es negativo y los puntos de abscisa entera representan 
los extremos inferiores de las bandas (figura 8). Los 
niveles de superficie están por arriba de las bandas per­
mitidas y conforme y se hace menos negativo, los niveles 
se pegan a la base de la siguiente banda; los cristales 
formados por centros de potencial menos intensos tienen 
niveles de superficie más energ€ticos y, por lo tanto, 
menos localizados. 

Con potenciales repulsivos, los niveles de su-
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perficie esdn por abaje de las bandas permitidas y se acer.­
can al tope de la banda inferior m4s pr6xima al disminutr el 
valor de y. Los cristales compuestos por potenciales delta 
m4s intensos poseen electrones de superficie m4s energfti­
cos y menos localizados. 

Cuando z aumenta, adem4s de aumentar el ntimero de 
·niveles de superficie, disminuye la energfa de cada estado 
para pozos repulsivos y aumenta para atractivos. Este efecto 
es m4s notable en el caso de potenciales poco atractivos o 
poco repulsivos. Un incremento en z puede originar, además, 
un nuevo estado de superficie, el de la dltima brecha prohi­
bida y, en el caso de potenciales repulsivos, puede hacer que 

.se pierda el primer nivel localizado. En la figura 12 se i­
lustran estos casos con las curvas correspondientes a y•-2, 
z•25, 12.S y O.S. Como es de esperarse, los electrones de 
superficie son m4s localizados cuando el escal6n de potencial 
que representa la superficie es de una altura mayor para po­
zos repulsivos y menor, para atractivos. 

Representando mediante el aisao escal6n de poten· 
cial la superficie de dos cristales monoat6micos compuestos 
por pozos de diferentes intensidades, se observa que el n6· 
mero de estados de superficie de cada uno puede diferir, ya 
que pueden o no existir el primero y el último estados, co• 
mo lo il strah las curvas con z=15 y y~-o.s, -1. 

Al hacer variar a y o a z en forma independiente, 
hemos supuesto que dichas variaciones se debtan solamente 
a cambios en la intensidad del potencial y de la altura del 
escal6n, respectivamente. Ambos parámetros son proporcionales 
al cuadrado del par4metro de la red, de modo que para anali­
zar la forma en que ~ste influye en los niveles localizados, 
es necesario modificar los valores de z y de y simul Uneaaente·. 
Si el par4metro de red es afectado por un factor t, y y z 
cambiarán n un factor t2. Esta modificaci6n no trasciende 
en el término z/2y. Cuando z aumenta, apar ecen m4s estados 
de superficie, al mismo tiempo que la energla de cada estado 
aumenta, como se ve en las curvas correspondientes a y•-2, 
z=25 y y=-1, z~1s, que corresponden a un aumento de ben 2, 
y en la figura 13. 

En la figura 14 se presenta una gr!fica de la ener­
gía de superficie contra la altura del escal6n de potencial 
para un cristal con y=-2, para valores de z desde O hasta .3. 
Se observa en esta figura que, en efecto, al aumentar la altu­
ra de la barrera de potencial, si los potenciales de los po· 



tl .J 1 

(J./ 

Figura 13 

Energta de superficie contra incremento 
del parámetro de la red. 

• :J,i f 1. :{. 



. 4 

.3 

.2 

.1 

· Fi¡ura 14· 

Energla de·superficie.contra 
altura del escal6n de poten­

cial 

":- "2. . 

.1 .2 
z 

.3, 



·2 

-1S 

·1 

.Q5 

Figura 15 
Energ{a de superficie 
contra intensidad de. 
los.potencia~es delta 

-2 _, y 

o 



40 

zos son atractivos, la energía de superficie a~ccnta f 
el electrón es menos localizado. En el límite en que 
se puede observar en la figura 1 Z que hay un número infini· 
to de soluciones de (8), correspondiendo a valores enteros 
de v, por lo tanto, el espectro discreto es proporcional 
a n2, donde n es un entero. Estos estados correspond~n a 
orillas de banda, y del capítulo 1, sabemos qU? las funcio­
nes de onda en estos casos son peri6dicas y se extienden 
por todo el cristal. 

La dependencia del nivel localizado respecto a IJ 
se ilustra más expHci tamente en la figura 1 i Ahi se 

muestra que mientras más intensos son los potenciales del· 
ta, menor es la energía de superficie. En el caso en que 
y~O, se tiene un espectro de energía con un nGmero finito 
de estados espac ados una distancia r.2 • también sobre orí· 
llas de banda. Cuando Y +«: se tiene un número de estados 
finito, correspondiendo a valores semienteros de V¡ nueva­
mente, se trata de orillas de banda. 

Los estados con energías negativas corresponden 
a niveles bajo la primera banda; para obtenerlos se trans· 
forma la ecuación (8) en la siguiente: 

vco.tlt v • :./2!} +/z+v2 

donde E es proporcional a -v 2 No resolveremos esta ecuaci6n 
en el presente trabajo. 

2.-Cristal semi-infinito con una impureza adsorbida. 

El desarrollo experimental encaminado al estudio 
de las superficies fue tardlo debido a la pci=a posibilidad 
de producir vacíos adecuados. En estas circunstancias, una 
monocapa de gas residual se asienta sobre la superficie 
limpia en aproximadamente 1 seg. Actualmente, es po-
sible crear vactos ultra-altos, que permiten trabajar con 
una superficie razonablemente limpia por espacio de 1 hora. 

En efecto, en' condiciones normales, ocurre que 
al ac~rcarse un átomo extrafto al cristal, su interacci6n 
con los átomos de la superficie puede ser tal que la confi­
guración cristal-impure:a adsorbida sea estable. 
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A continuaci6n,reconstruimos el cálculo de los 
estados de superficie en el caso de un cristal cuya única 
imperfecci6n consiste en haber adsorbido un 4tomo y obtene­
mos la ecuaci6n de eigenvalores en términos de los par4metros 
empleados por Sa »:>n y Hutner. 

Representamos al cristal y su superficie en la 
misma forma que anteriormente, e introducimos la ia­
pureza en el lugar de un átomo de la red: el de la 
frontera. La forma en que vamos a simular esta situación 
es modificando el potevcial del pozo delta que se ubica en 
e¡ punto de abscisa -Y , asignándole ahora una intensidad 
U b, en lugar de bU 1

• La gráfica de este potencial la pre­
sentamos en la figura 16 y su expresión s la siguiente: 

{-~ V (xi • 
111 

-e.V o 

x<-yi 

l> 'Y l 

tV ( x) 

1 
-e.Vº--~----------~-

, . , 1 ----1---+• 
1-b-/ l' 

F .ig u.Ita. 16 

En la regi6n x <-y 1 , se ha respetado la forma 
del potencial; entonces, las soluciones a cada lado de la 
frontera están dadas nuevamente por las expresiones (1) y 
(2), donde nuevamente ~= it , con t positivo. 

La c ~dición de continuidad de la funci6n 
de onda en la superficie es nuevamente la ecuación (3), 
pero la condici6n sobre la discontinuidad de su derivada 
se expresa ahora como: 
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Esta ecuaci6n es idéntica a la ecuaci6n (4), e­
xcepto que en vez de contener explfcitarnente la intensidad 
del último pozo de la red, contiene ahora al de la impure­
za, que es la que est4 situada en la frontera. 

La condici6n para obtener estados localizados se 
expresa ahora, por lo tanto, como: 

i) .. - ~' (-y 1 l - bU 3 

~ (-y 1 ¡ 
o 

Substituyendo la ecuación ( 7) en la (12), ésta 
se transforma en: 

Es necesario ahora definir un parámetro adicio­
nal, t, proporcional .a la diferencia de intensidades en­
tre el potencial de la impureza y el de los átomos del in­
terior del cristal: 

( 1 3) 

u2- u3 
e:= -- ( 14 I u2 

Empleándolo, obtenemos para (13) una expresión 
similar a la ecuación de Tamm: 

vco.tnv = (1+2e:)IZ-°'V1 +-2ye:(7+e:) + z/2y 

Esta es la ecuación que determina la energía 
y existencia de estados localizados en la superficie de 
un cristal contaminado por una impureza adsorbida en una 
posición substitucional. Dichos valores de la energía 
serán anal~zados a continuación. 

( 7 5) 
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Energia Je sup~rficle contra diferencia 
de intensidades del potencial de la im­
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La soluci6n gráfica de esta ecuaci6n se mues-
tra en la figura 16. En ella se observa que también en este 
caso existe un estado de superficie por brecha prohibida 
y que z determina su nlímero en la misma forma que anterior­
mente. 

La gráfica del miembro derecho de (15) puede di­
fer~r notablemente de la correspondiente a la ecuaci6n (8), 
en que t=O (curvas con z=l.S, e=O, 0.2 y -0.8). 

Potenciales atractivos.- Un valor de E positivo 
corresponde a una curva de Tamm desplazada hacia abajo y 
con su concavidad acentuada. El resultado de esto es que 
potenciales de impureza de menos fuerza que los de la red 
producen un aumento en la energía de superficie, en compara­
ci6n con las energtas de la superficie limpia. Esto es en 
general, porque, como se muestra en la figura 17, en el caso 
de valores de v muy pequeftos, la curva v cotwv es ligeramen­
te ascendente y puede darse el caso contrario. 

Cuando t toma valores negativos pequeños, conforme 
este valor aumentam el término 2yc(1+tl desp1aza la curva 
hacia arriba y el factor (7+2t) va atenuando su concavidad 
hasta invertirla. Por consiguiente, los niveles de energía 
van bajando y este efecto es más notable en los Gltimos. 

Si tes menor que -1, 2ye(1+t) cambia de signo 
y la curva empieza por debajo de la correspondiente a e•O; 
conforme E se hace más negativo, la curva baja más y se 
hace más c6ncava hacia arriba, con lo que 1os primeros nive­
les de energta tienden a subir y lo.s 111 timos, a descender 
un poco. 

Por lo tanto, impurezas de intensidad menor que 
la de los pozos de la red tendrán, en general, estados me­
nos localizados e impurezas más intensas, estados más loca­
lizados, observándose que aunque se haga más fuerte dicho 
potencial, el nivel de energta no baja indefinidamente. 

La variaci6n de los estados asociados a una serie 
de potenciales delta positivos es como sigue: para valores de 
y positivos, la concavidad de la curva se acentúa y la coor­
denada al origen sube, siendo poco notable el cambio debido 
a que los efectos de estas dos cosas en la energía se super­
ficie tienden a cancelarse. En general, los primeros niveles 
descienden y los Gltimos suben. • 
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Cuandoe: varia desde O hasta -1, la curva tiende a 
hacerse c6ncava hacia arriba y a corretse hacia abajo; 
nuevamente se producen dos efectos que son opuestos, en 
los ni.veles de superficie, pues los m4s bajos tienden a su­
bir y los Gltimos, a lo contrario. Si e: disminuye m4s su 
valor, la curva se desplaza ahora hacia arriba y sube m4s 
r4pidamente; todas las energ1as de superficie son menores# 
correspondiendo a funciones de onda menos localizadas. 



CAPITULO IV 
ESTADOS DE INTERFASE 

Cuando tenemos dos cristales suficientemente sepa­
rados, las funciones de onda correspondientes a cada uno 
son independientes de las del otro, y son las que se han a­
nalizado en el·capltulo anterior. Así, si se trata de. cris­
tales idEnticos, el nivel de superficie estar§ doble•ente 
degenerado; pero si los electrones se acercan, las fucio­
nes de onda localizadas en la superficie se translapan, y 
esta interacci6n pued modificar el nivel de superficie. 

En el caso de la superficie aislada, la funcidn 
de onda localizada en ella penetraba solamente una cierta 
distancia en el escal6n de potencial. 

Cuando dichas funciones de onda se translapan, 
existe la posibilidad de que los electrones de superficie 
pasen de un cristal al otro, a través de la barrera de 
potencial y los cristales van a compartir este electrdn de 
interfase, que transmite los efectos de transporte de un 
lado a otro de la junta. 

Nosotros vamos a estudiar la modificaci6n produ-
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cida en este caso en los niveles de energla de superfi­
cie, y para ello, vamos a utilizar el mEtodo del capitu­
lo anterior. Analizaremos los estados de interfase en 
juntas de cristales iguales o semejantes, limpios o con 
impurezas adsorbidas. 

Consideramos el mismo cristal semi-ipfinito, 
cuya superficie está localizada en el punto -Y . Frente 
a El, se encuentra otro cristal rnonoat6micot cuya super­
ficie se encuentra en el punto de abscisa Y • Este cris­
tal tambiEn e·S semi-i~fini to. Upa barrera de pot~ncial, 
de altura ·~Vº y longitud Y1+ yly, separa los cristales. 

Los parámetros que caracterizan al primer cris­
tal son los del capitulo anterior. Para el otro cristal, 
se supone un par4metro de red 4, y pozos de intensidad U' 
La figura siguiente es una gráfica del potencial en este 
caso. 

{ 

1 1 1 
uª 
> 

1-b-1 

CRISTAL 

1 

I 

+V (X) 

1 

1-1 - - - -

yl 
1 

VACIO 

F .i.gulla. 7 8 

-e Vº 

1 1 
y2 f- a-¡ 

CRISTAL 

x< yl 

V ( x) "' -e Vº y<x< 

{bu'i!'/b§lx-nbl 
y2 

a.U' r
7 

6 (x-na.) X> y2 
Y a 

ti +X 

> 

11 

Obs6rvese que el cristal I está a una distancia 
del origen de coordenadas que es igual a un narnero entero 
de veces su parámetro de red, y lo mismo ocurre con el II. 
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La ecuaci6n de Schroedinger en cada una de es­
tas re¡iones es cómo se indica a continuaci6n: 

i) Cristal I : 

d. 2 -yª,,, 
<- + k2}t hJ • &uª t 15 (x-ttb)t 1 (xi 

dx:' nc:-cm 

ii) Cristal II: 

2 ... 
{d + k2 }'i' 3 (x) • 11U t 6 (x-K«)'i' 3 (xi 
dx2· n.•y 2 /4 

iii) Vacto: 

2 
{d + k2}'f2(xl • -~ e.Vº'f2(xJ 

ctx2 I& 

Y las soluciones correspondientes son, dentro 
de los cristales, combinaciones lineales de ondas de Bloch 
que se 'propagan a la derecha y a la izquierda, y en el va­
do, una combinaci6n lineal de funciones exponenciales: 

i) ,. ( x) uª'1 (x) if1 (xi • ;i""T'f?) + a 'P'lfy'J 

ii) 'l' J (X.) • 
..... 

u•Z (x) + 
yl(yl)., a•''licJ 

f'1Y1"J (1) 

iii) 'fª(x) • l!it.i.Xx + 2 -.ih a e. 

En primer lugar, vamos a determinar las relacio­
nes de dispersi<Sn que deben cumplirse en cada una.de las 
fronteras cristal-vac!o. Las correspondientes al cristal 
de la izquierda se establecieron en el capitulo anterior. 
La matriz R en esa frontera está dada por la expresi6n: 

. l.O.+~?+bU2)e.-.i.Ay1. (ü+f'(-yl)+bU2)e..iAyªJ 
R i _ 1 1j¡ [-y') i¡.i f -y 1 l 

-UX 1 1 ¡ ') ·A i , ( i ¡ · \ i 
i>.-!L...i:.Y -bU 2 Je.-~ y (~A-lj¡ -y -bU 2 Je.~AY 

1jl (-y•) 1jl f-yl) 



so 
Para la frontera cristal-vacío de la derecha: 

Podemos determinar explícitamente aR 2 en la 
forma acostumbrada. En y 2

, la condici6n de continuidad de 
la funciGn de onda se traduce en: 

"). 2 '). 2 a 3 + a' • a 2 ~-.(. y + S 2 ~~ y ( 2) 

y la de discontinuidad de su derivada en: 

a , r ' (y! ) + S, 'f ! ' (y 2 ) - ; >. ( a 2 e.(.). y 2 - n z e. - .O. y 2 ) = a.U z ( a , +a! ) ( .S) 
s (y ) q¡s (yZ) -.. P .., 

De ambas, obtenemos que: 

ci'''f'\- i\-Q.U•) e1n• •e ª 

. "R'I. .. - .. -,,-.,-_ "',_,~~~,-:: 
81(1) ~ª) 

Observamos que la·matriz R1 relaciona las fun-­
ciones de onda del primer cristal con la del vaclo, y la 
matriz Rz, la del vac!o con el cristal de la derecha. En 
este caso no hay un corrimiento de fase en la regi6n en­
tre ambos cristales, de manera que no existe una ma­
triz de translaci6n ~ue exprese los coeficientes de la 
funcidn de onda en el cristal rr en términos de los co­
rrespondientes al cristal r. En efecto, se tiene que: 

n • R'R' ~:] ( 5) 

Entonces, lo que hace la funci6n de onda de la 
interfase es crecer desde el interior de alguno de los 
cristales en direcci6n de la superficie; ahl decae expo­
nencialmente a lo largo de la interfase y al llegar a la 
otra frontera cristal-vacío, penetra oscilando con ampli-~ 
tudes ca~a vez menores. Un ejemplo de la funci6n de onda 
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se presenta en la figura 14. 

La condici6n (5) se puede reescribir en tfl'llinos 
de una matriz /,~ que es el producto de las i:!os ma~rices i, 
reduciEndose este caso al de la ecuaci6n (II~I). 

El .elemento (M) 22 de la aatriz U est4 dacio. a 
partir de (III. ), (4) y (5), por la expresi6n: 

· Para buscar los estados de interfase, .se iguala 
esta expresi6n a cero. HaciEndolo y eliminando el deno•i· 
nadar comGn obtenemos: 

donde: 

( 6) 

-,f>..y o e. • 

Esta ecuaci6n se transforma en la siguiente: 

AB + (A+B)AcotAy ~A 2 • O (7) 

,1, (y'J t 
A • t 1 (y 1 J + bU 

Substituyendo A•it en la ecuaci6n (7) se tiene: 

AB + (A+B)t cothty+t2• o (9) 

La expresi6n anAloga a la ecuaci6n (III.8 ) para 
el cristal II es, a partir-de las ecuaciones (II.19), fil.21) 
Y ( II· 2$: 

a U F"" coth.a.-1 a.U' •-r ( 7o1 
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Ahora definimos las variables G y H en la for­
aa siguiente: 

G • ¡ir+ ~ cotlta - ( 11 J 

H • ~2 +·~~cotkb - 1 (72) 

Con estas definiciones, podemos expresar el 
producto AB y la suma A+8 en la forma que se ilustra a 
continuaci6n: 

AB • k2 (-1Jm+n+ j.k{f-11mHatr+(-1JnGbUa.} + ja&u1 u2 

. A+ B. Id (-1) 111ff+(-11 11G} + .}raut +bU1.J 

Por lo tanto, al subs.ti tulr las ecuaciones (11) 
y (12) en la (9), Esta Oltima se transforma en: 

~ 2 + {k((-J)mG+(-J)nH)+~(aU1 +bU2.)Hc.oth~A+h.(-J)m+nGH 

+Jau2 bU 1 +~{ l-1Jmffaff+!-1JnGbif} •O (13) 

Para analizar con mayor detalle la ecuaci6n (13), 
la vamos a escribir en términos de y,vy de las siguientes 
variables que definiremos: 

2m 2 a2ut 
z • -:y e.1v 0 1 ab y = r;r 

h 
P "' a o 

Las variables y2 y y 1 son unamedida de la inten­
sidad de los pozos del cristal II y delI, respectivamente; 
v continúa siendo proporcional a la ra!z cuadrada de la e­
nerg{a y z está relacionada con la altura de la barrera 
que separa a los cristales • 

. Con estos parámetros, se verifican las igualdades 
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que se presentan a continuacidn: 

2 
E,,

2• !!ylz/p-v2J 
4 

G • /,1 t+2g1 v cotwv .pt~r I u 

H • ~12+ty 2 v cot v-v 2 /v 

Sean: H • 0/E,,v G • C/v 

La ecuacidn de eigenvalores (13). que deterai.· 
na la existencia de los estados de interfase, se traas­
forma en: 

(~ 1 J "+"'co+ (- 1 J"'og2 + (-1J 11Cg1 +f1 fª+z-E,,v2+{ (-1 J"o+ (-1 J"C•t1 •(f.al· 

cothfnn~/t-vfJ • 1 f l'J 

La ecuacidn (22), en el caso en que los dos 
cristales son idfnticos, se reduce a: 

c2• 1-11"2cr+z-v2•tc1-11 11c•11>Dcot" un,..·~ 1 • o 
y esta ecuacidn, despu~s de algo de ~lgebra, se reduce a u­
na forma similar a la obtenida en el.caso de la superficie 
aislada: 

La discusidn de las ecuaciones (14) y (15) se de­
ja para 1 a última secc i6n de es te capítulo. 

2.- Interfase entre cristales con una impureza adsorbida. 

A continuacidn vamos a estudiar cdmo los estados 
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de interfase son modificados por la adsorci6n de una im­
pureza en cada superficie. Para ello, representaremos a la 
superficie y a los cristales en la misma forma que ante­
rior!!lente y colocaremos una impureza en el lugar de cada 
una de las fronteras. Como antes, estas impurezas estar4n 
representadas por pozos delta, de intensidad u• el de la 
frontera izquierda y ti 4 el de la derecha. La forma del 
potencial es la mostrada a continuaci6n, y gr4ficamente 
corresponde al de la figura 18, cambiando la intensidad 
de los pozos que estin justamente en las fronteras, como ya 
se ha indicado. 

-y 1 /b-1 
bUI. l: o(x-nb) + bU1 o(x.,.nb) x< yl 

DO 

V(x) • -~Vº y 1 <~<y 2 

ao 

au' L. c5(x-na) .,. aU 4 o(x-y 2
) x>y 2 

y 2 /a+7 , 

Las funciones de onda en ambos cristales est4n 
dadas por las expresiones (1), ast como la funci6n de onda 
en el vacto. Por lo tanto, la condición de continuidad 
de la funci6n de onda expresada en las dos fronteras, es­
tln dadas por (III. ) y por (2), y la de discontinuidad de 
su derivada por (III. ) y por la siguiente: 

lf', ' 1y2 1 - 'i' ¡' (y 2 1 = a U 4 (as.,. a, ) 

que se traduce en: 

Esta ecuaci6n difiere de la correspondiente al 
caso de los cristales no contaminados en que en lugar de 
aparecer la intensidad de potencial lL', aparece la de·· la 
impureza, que ocupa el lugar de la frontera. Esto se tra­
duce, en la expresi6n (6), en el hecho de que su corres­
pondiente contiene explicitamente alas potenciales de i·as 
impurezas, en lugar de los de un 1tomo del cristal. Esto 
es, la condici6n para que se formen estados localizados 
en la interfase es: 

1-~, ~(y: 1 +.l;\+au4 ¡(~~;(-Y:)+ .(),+buz l e.¿;\y + 
qt (Y ~ l-Y J 

1-~.;.~ {~: f-.o.+au• 1 1 -f!' fa~! l +-ix-bu3 ) e --i>.y= o 
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Definimos ahora: 

~.·(-yl) 
M' • !!:'. 1 + bU 1 

~3 (-y J 

y con estos pr4aetros, la ecuaci6n anterior toaa la foraa: 

M'N' + (M'+N'J~cotlin -1 2 " o 

Esta ecuaci6n, en términos de H, G y t, se traduce 
en: 

En adición a todas las variables que se han defini­
do en las ecuaciones anteriores, consideramos otra que re­
presenta el potencial de la impureza del cristal U; a saber: 

Con todas ellas y siguiendo un desarrollo siailar 
~ al seguido para obtener la ecuación (13), obtenemos ahora: 
? 

¡~ 
~ En el caso de cristales idénticos con impurezas 

iguales, esta ecuaci6n se transforma en: 
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. Reagrupando los t6rminos de la ecuaci6n anterior, 
; se obtiene otra forma, similar a la de la ecuaci6n (1 S), 
: que es la siguiente: 

donde nuevaaente se ha empleado la definici6n de t y n es la 
' distancia entre los cristales, en parámetros de red .Esta 

ecuaci6n nos da las energtas de los estados electr6nicos en 
la junta de dos cristales idénticos, con idénticas impure­
zas adsorbidas. 

Anllisis de las ecuaciones de eigenvalores. 

L~uaci6n (14) difiere de la (111.8) en el fac­
tor cotlt1t1l'l'z-vZ y en el término .f z-v2) c4ch2 1111(Z-ü";ty .Para 
valores del argumento de 3 o mayores, la funci6n cotli difie­
re de 1 en poco menos de 0.0047 y la cschZ vale poco menos 
de 0.008. Por lo tanto, en el caso de una separaci6n grande 
entre los cristales el miembro derecho de ambas ecuaciones 
es prácticamente igual, y sus gráficas coinciden. A distan­
cias cortas y cuando la intersecci6n con vcotwv está muy 

· cerca del tope de la barrera 'de potencial, las funciones hi­
perb61icas difier·en considerablemente d.e 1 y O respectivamen~ 
te, y los estados· de energla en la·interfase difieren de 
los de la superficie aislada . 

La coth regula la concavidad de la gr4f ica del se­
gundo miembro de la ecuaci6n (14), acentuándola un poco ; la 
cschZ la corre un poco hacia arriba, si y>O y hacia abajo si 
y<O; cuando el argumento es muy pequeño, la modificaci6n~de 
la coth es apreciable y la otra no, debido al f_actor z-v'; 
para valores mayores, la csch es pequeña y su contribuci6n, 
despreciable. Las energ:ias de interfase, en general, son ma­
yores que las de superficie. 

En las figuras 19 y 20 se muestran las soluciones 
de la ecuaci6n (14). En la 19 se muestra parte de la gr4fica 
de la funci6n de Tamm y su correspondiente en la ecuaci6n 
que determina los estados de interfase, para los valores de 
zoO.Z y y .. -z; en la ZO, para los mismos valores de los pará-
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metros z y y, contra diferentes distancias de separaci6n. 

La dependencia del valor de las energtas de ínter· 
fase en las caractertsticas de los cristales, cuando Estos 
son iguales, es la misma que la de los estados localizados 
en la superficie aislada. 

La ecuaci6n (15) se ha utilizado para estudiar la 
variaci6n de la energia de interfase respecto a la modific 
caci6n en los potenciales delta deuno de los cristales. Con 
y1 =-2 para uno de los cristales, se hizo variar y2

, obte­
niEndose un aumento lineal en dicha energta conforme la in­
tensidad de dichos potenciales aumenta. Un cristal con mayor 
fuerza en sus potenciales tiende a alejar al electr6n de la 
interfase. 

La ecuaci6n (16) puede resolverse en la misma for­
ma que las anteriores; como los tErminos nuevos que apare­
cen en ella sob los que encontramos en la ecuaci6n correspon­
diente a la superficie contaminada de un solo cristal, el 
efecto de las impurezas adsorbidas en la interfase es exac­
tamente el mismo que en la superficie aislada. 

La ecuación (15) se utiliz6 para buscar modifica­
ciones en la energ!a de interfase de dos cristales cuando 
la intensidad de sus potenciales delta y se mantenla constante 
tante y la altura de la barrera de potencial tambi6n, pero 
el cociente de los parámetros de red se modificaba. No se 
encontraron modificaciones apreciables trabajando hasta 
seis cifras decimales. 



Figura 19 
Energia de superficie y de interfase 
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Figura 21 
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Figura 22 
Energtas de interfase contra intensidades 
del potencial de uno de los criStales 
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CONCLUSIONES 

De las definiciones de los parámetros y, u y z, se 
tiene que: 

U 2= 0.0268 o.2 E 

'J = O .0422 o.2 eV 

% = 0.02567 v•a...b 

donde los parámetros de red están dados en angstrongs, y 
las energías en electrón volts. 

Por lo tanto, con un cristal de características 
conocidas pueden, en principio, calcularse las energías 
de los estados de impureza, de superficie o de interfase 
asociados a dicho cristal. No obstante, debe tenerse en cue 
cuenta que en este tipo de enfoque, los resultados, 
aunque de una validez cualitativa general, pueden no ser 
adecuados porque el modelo de Kronig-Penney resulte dema­
siado simplificado en algunos casos. 

Si se considera que dicho modelo es el adecuado, 
se puede afirmar que en los cristules, bajo condiciones que 
dependen de las características del material y de los alre­
dedores, pueden presentarse electrones localizados funda­
mentalmente en la vecindad de impurezas, superficies, e in­
terfafes entre dos cristales en contacto cercano. La ener­
gía de estos estados difiere de las de los electrones del 
interior del material, se ubica en las brechas prohibidas 
para ellos y su distancia de las bandas permitidas depende 
del mismo cristal, así como de las características de la 
imperfección en cuestión: intensidad de la impureza, altura 
de la barrera de potencial que simula la superficie, sepa­
ración de los cristales en la junta, etc. etc. Es impor­
tante hacer notar 

Es importante hacer notar que la magnitud de la 
modificación de las energías de superficie debidas a la 
cercanía de otro cristal, puede ser considerable. Em el 
ejemplo ilustrado en la figura 20 es de aproximadamente 3 
electrón volts. 



Sea: 

APENDICE 

*2 V(xJ • -t.;¡4U5(x-n41 

Se busca la solución de la ecuaci6n: 

(f J 

Como primer paso, se resolverá la ecuaci6n si­
guiente, que es más sencilla: 

G"(it,T) + K
2G(x,T} • -~(x,T} 

• -hJ!.ilt ( Jt-T) clJt lf J 

Sea 9(kl la transformada de Fourier de Gfx.TJ. 
E~tonces: 

'substituyendo G(x,tl en (2): 

". 
J ~rk 2 -K 2 JsfkJ~}eil(x-tJdk • o 

Esta relación debe ser válida para cualquier 
valor de x y det, por lo ue el integrando debe anularse. 
De aquí que: 

y 

El integrando presenta singularidades en :tic • 
por lo que lo reescribimos en la foraa: 

l~m¡me~~lx-t) dk 1 
G(x,tl = ---

cr~o k 2- IK+.ial 2 2n 
m 
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Efectuando ahora la integraci6n· por la tra­
yectoria ilustrada, en la que la parte semicircular tiene 
un r io auy grande, ·se llega .a que: 

Im(k) 

Rt(k) 

í 
·--11 ·- ' 

l.lJn t.l (lt+.(.a) ( X-T) 

G(z,t) • a+o t(k+i.a) ª 

Multiplicando (1) por G(x,t) y (2) por ~(x) y 
restando las expresiones obtenidas, se encuentra que: 

E~ (TJG" (t) -G (t) ~" (t 1 }dt e frf~ (t 1 G ( x, T )~ (t) d -f!rt l cS' ( X-T) dT 

Por el teorema de Green, el miembro izquierdo es 
cero, de modo que: 

2 JCD ~(x) = :1- V(t)G(x,tJ~(T)dt 
1i CD 

Esta integral puede reemplazarse por una suma-
toria del tipo: (n+J)a 

2 oof tl1(X) e :f E V(t)G(x,-r)lj¡(t) dt 
1í oo na. 

donde a es el parámetro de la red. De acuerdo con el teo­
rema de Bloch, la función de onda satisface la siguiente 
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igualdad: 

dondeµ es un nGmero real; 

El potencial tiene la periodicidad de la red, por 
lo que su valor en t es el mismo que en t+«.Puede verifi· 
carse tambi~n que G ( x, na+t l satisface la siguiente igua.ldad: 

G ( x, t +na J = f¡ e .l k l x - t - na I 

Haciendo estas consideraciones, se obtiene para 
la expresi6n: 

. Iª ~l(x) • ""'2 F(x,t)V(t)ljl(t) dt 
ldi o . 

• •1¿¡ 1 [~/qJ CD 

donde: F(x,t)• e~µna+~ x-t-na = E + t 
-.. (4/4'- 1 

Aqul ~sx-.t y [i,/a]es la parte entera de Ji/4. in­
troduciendo la variable:4'·~-i4/4i'Y SUllando la serie geo· 
m~trica resultante, se tiene que: 

Ahora bien, tomando el origen de coordenadas so­
bre uno de los pozos de la red y substituyendo a V(x) en 
(3), para la primera celda unitaria en que t=O y Ji'•x: se 
obtiene finalmente que: 
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