AR IO LA AN N Aty i e e

UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO

FACULTAD DE CIENCIAS

ESTADOS ELECT‘?ONICOS DE SUPERFICIE E
INTERFASE EN CRISTALES UNIDIMENSIONALES

[ t S I $

QUE PARA OBTENER EL TITULO DE
F I S I C o
P R E s E N T A

ESTELA URIBE INIESTA




Universidad Nacional

Auténoma de México

UNAM - Direcciéon General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccién de los derechos de autor, sera exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacién, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.



A mis padres 4 a todos los que
comparten conmxgo 1a alegria de
esta jornada. -

Al Dr. Rubé&n Barrera y a los
‘Profesores del Laboratorio

de Fisica Atémica y Molecular

de la Facultad de Ciencias.



B

' Deseo expresar mi especial reconoci-
miento al Dr. Rub&én G. Barrera y al

Mat. Juan Morales Rodriguez por las-
orientaciones que me han proporciona.
do durante mis estudios, asi como al
Fis. Lucio Andrade, al Dr. Sergio
Aburto y al M. en C. Rail W. Gémez
por su desinteresada cooperacidén en
la elaboracién del presente trabajo.



LA CLARIDAD Y LA SENCILLEZ
SON LOS ULTIMOS ESFUERZOS
DE LA SABIDURIA.

T&cito



INDICE

‘_SinteSis . . . .
Introduccién . .
Capitulo I

- Las funciones de onda y el

espectro de energia de los
electrones dentro de los

cristales . . . .

Capitulo II.
El método de la matris de
dispersidn .

- E1 método de 1la matrlz S )

para el cristal infinito.

El método de la matriz S para
~una o mis impurezas. . .

Capitulo III

Estados de superficie
Superficie limpia . ~ .
Cristal semi-infinito

con una impureza adsorbida.

‘Capitulo IV

Estados de interfase .
Superficie limpia, .
Interfase entre crlstales
con una impureza adsorbida

Arfilisis de las ecuaciones

de eigenvalores.
Conclusiones. . . .
Apéndice . . .
Bibliografis . .

Pﬁg;

. 1ii

:  : 9;

.10-
20
28
29
40
47
43
53
56
61
62
65



' SINTESIS

La presente tesis es un anflisis de los estados
electrénicos localizados en la vecindad de una o mis im.
purezas en el seno de un cristal monoatdmico e infinito
y en la vecindad de la superficie de un cristal, formado
también por un solo tipo de'3tomos y semi-infinito, que
puede estar aislado o formando parte de una junta.

El modelo de potencial cristalino que se ha u-
tilizado es el de Kronig-Penney y el método, el de 1la ma-
triz de dispersifn de Saxon y Hutner .Un pozo delta de
intensidad di ferente de los correspondientes a Atomos de
de 1a red representa la impureza. La superficie se simulé
mediante un escalb6n de potencial en el caso del cristal
aislado y la interfase, por una barrera.

_ Modificando el potencial correspondiente al Gl-
. timo &tomo del cristal, se analizé la influencia de una
"impureza adsorbida en los estados de superficie y de in-
terfase.

_ Estos estados localizados se presentan bajo cier-
tas condiciones, y existe uno en cada brecha de energia
prohibida del cristal infinito.
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La presencia de otro cristal en una junta modi-
fica, en ocasiones en forma notable, la energfa de los
estados de superficie del cristal aislado. El mismo efec-
to produce 1la presencia de impurezas adsorbidas en los
estados de superficie y de interfase.




INTRODUCCION

, , Un s6lido es un sistema fisico muy complejo,
ya que estd compuesto por un niimeroc de partfculas cargadas

(nGcleos y electrones) del orden de 10?%, que interactGan

entre si.

La energfa E de este sistema esti determinada
por las soluciones de l1a ecuacién de Schroedinger HY¥=EY,
donde Y¥(x,R}] es una funcién de las coordenadas de todos
los nficleos, que representamos por R, y de todos los e-
lectrones (%), y el hamiltoniano es el siguiente:

H = TLeT2+p 402408

donde T! representa la suma de energfas cinéticas de los
electrones, T? la correspondiente a los nficleos, Vi el
potencial de interaccibn electrbn-electrén, V2 el inter-

nuclear y V? el potencial de interaccifn entre nficleos y
electrones.

Puede buscarse una solucidn exacta de esta ecua-
cién de eigenvalores numéricamente, o bien, proponerse u-
na funcifn de onda con parimetros libres que se ajustan
de tal modo que el valor de la energia sea el minimo com-
patible con la funcién de onda propuesta. :
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Dentro de este enfoque, es usual proponer una
funcifn de onda de la forma:

¥in,R) = Ei8(R)VT(x,R) (1

~donde V(1,R) es una solucibn de la 1lamada "parte electré-

nica" de la ecuacifn de Schroedinger, que es la siguiente:
AT eV 43}y (1,R) = (E1-¥2(R)}Y} (2,R)
sl (RIy} (n,R)

Esta ecuacibn corresponde al caso en que los
nficleos se encuentran situados en posiciones fijas den-

‘tro del s6lido. Las coordenadas nucleares entran en ¢(2,R)
~ s8lo en forma paramétrica. '

No es trivial que una funcién de onda del tipo
sea eigensolucifn de la ecuacibn de Schroedinger. En
efecto, al substituir (1) en dicha ecuacifén y multiplicar

“por w‘(&,kt se obtiene, después de una integracifn res-

pecto a todas las variables electrfnicas, que:
{rieeT(R)1Oi(R) « E01 (R)-zaidei(r)

donde Aij'esta'dado por la expresién: ‘
S dai* (0,R) 18 (R)V gy I (a,R1008 LRIV 3 (0, R)

Ocurre que, a temperatura ambiente, el Gltimo
sumando , que es una medida de las transiciones electrf-
nicas de estado originadas por el movimiento nuclear, es
del orden de vA/m, donde M es una masa nuclear y m, la
masa electrbnica. Por lo tanto, este término puede despre-
ciarse y la funcibn de ond? propuesta es adecuada. La e-
nergfa electrbnica total €° juega el papel de una ener-
gia potencial efectiva para los nficleos; los electrones
mantienen unidos a los nficleos como si fueran una pasta
a la que quedaran adheridos y la fuerza con que se mantie-
nen unidos depende da las caracterfsticas de la pasta, es-
to es, de la funcidn electrdnica total.

Esta Gltima funcibn de onda tiene informacién
cuintica sobre todas las posiciones de los electrones en
el s6lido. Investigar la dindmica de uno de estos elec-
trones tampoco es sencillo. Nuevamente, pueden seguirse



- diferentes caminos para buscar la solucifn de este pro-

blema. Uno de ellos consiste en suponer que cada eiectrén
de valencia se mueve en el campo potencial estitico de las
corazas ifnicas y en el campo promedio (constante) de los
otros electrones. Siguiendo este modelo de partfcula inde-
pendiente, la ecuacifn de Schroedinger de muchos cuerpos
de reduce a la correspondiente a uno s6lo, y la funcién
de onda total es un producto de las soluciones de esta
ecuacién para una partfcula.

El criterio que se sigue en este tipo de solucio-
nes, al igual que en las autoconsistentes o Hartree-Fock,
es que el potencial en el que se mueve cada particula es
producido solamente por las demds, sin tomar en cuenta que
las posiciones de las demis particulas dependen a su vez
del estado cudntico de la particula en cuestifén. El1 error
inh;;ente a este tratamiento se denomina energfa de corre-

acion. ‘ ' :

Para investigar las propiedades electrénicas de
las superficies cristalinas, resolveremos la ecuacién de
Schroedinger para un electrfn, junto con las condiciones
de contorno que describen el sistema.

Los cristales se caracterizan por consistir de
la repeticibn en el espacio-de un patrén, denominado celda
unitaria. Son, por lo tanto, los s8lidos que mis facili-
dad presentan para su estudio. En este sentido, se han em-
pleado fundamentalmente tres tipos de mé&todos, que son
los siguientes:

1.- Método de potenciales cristalinos. Este mé-
todo consiste en proponer un modelo de potencial peribdico
para el cristal. La superficie generalmente se representa
por un escalfn de potencial. Conocida la forma del poten-
cial pueden, en principio, obtenerse las funciones de onda
y el espectro de energia.

2.- Método de orbitales cristalinos. En este mé-
todo se propone cono funcién de onda una combinaci6n li-
neal de funciones atfmicas centradas en cada uno de los
tomos de la red. Imponiendo la condicibn de que la ener-
gfa debe ser minima, se obtiene un sistema de ecuacibnes
para los coeficientes de dicha combinacién lineal, en tér-
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minos de dos tipos de integrales que involucran a las fun-
ciones atémicas. Se hace la aproximacién de que estas in-
tegrales van a ser diferentes de cero s6lo en casos espe-
ciales (aproximaci6n de amarre fuerte) y con ello se des-
acopla el sistema de eduaciones obtenido y se reduce a u-
na forma algebraica similar a la obtenida en el caso de
una cadena de osciladores armbnicos, con las condiciones

de contorno adecuadas. La forma de los coeficientes de

la funcibn de onda total es conocida, y el espectro de enmer-

gias resultante es similar el de la cadena de osciladores
aniloga.

3.- En tres dimensiones, las ecuaciones resultan-

‘tes, aun con las simplificaciones anteriores, pueden ser

inmanejables. Por lo tanto, se introducen analogfas cléd-

sicas, que en ocasiones pueden parecer burdas, pero que

han resultado de utilidad.

El enfoque que hemos selecciondado es el de po-
tenciales cristalinos. Las funciones peri6dicas que mis

'se¢ han empleado son exponenciales, o simplemente cosenoi-

dales, y cadenas de funciones delta. David S. Saxon y R.
A. Hutner mostraron que con est? Gltimo modelo se obtiene
la solucibén en forma cémoda empleando el método de la ma-
triz de dispersifn, tanto en el caso de un cristal perfec-
to, como contaminado por impurezas.

,

Hist6ricamente, las bases que permitieron el de-
sarrollo tefrico necesario para atacar en esta forma los
estados de superficie se sientan en 1927, afio en que J.M.
0. Strutt sefiala por primera vez, en forma cualitativa,
la existencia de bandas de energfa permitidas y prohibidas
para los electrones en un cristal infinito. En 1928, Bloch
demuestra que las funciones de onda en este caso tienen
una amplitud de probabilidad periédica, con la periodici-
dada de 1a red. Para 1930, L. Brilloin hace una extensién
del esquema de bandas,

Una manera completamente analftica de deducir
tanto 1la existencia de lasy bandas como la forma de las
funciones de onda en un potencial perifdico infinito for-
mado por una sucesién de pozos delta, fue presentada por
Kronig y Penney en 1931. El1 modelo, debido a su accesi-
bilidad, es ampliamente utilizado en la actualidad.
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Solamente un afio después, I. Tamm publica un
trabajo en el que considera que el potencial de Kronig
y Penney termina en un punto dado, y simula la superficie
libre mediante un escal6n de potencial. Encuentra Tamm que,

bajo ciertas condiciones, existen estados de energfa en las

bandas prohibidas, siendo a lo m4s, uno por banda. En

‘1934 y 1939, A, Maue repite el trabajo de Tamm, consideran-
~do un potencial periSdico expresado en términos de series
de Fourier y simulando la superficie en la misma forma que
anteriormente, y E. T. Goodwin muestra que por cada esta-

do de superficie que aparece, desaparece uno de las baldas
permitidas,

H. A. Kramers, en 1935, hace una demostracifn pa-
ra cualquier potencial peribdico, de que los eigenvalores

de la ecudcidn de Schroedinger exhiben estructura de ban -

das. El desarrollo de esta demostracifn permite mostrar

que las tinicas funciones de onda son las ondas de Bloch pa-
ra el crittal infinito y ademis de ellas, ondas amortigua-
das hacia el interior en cada regifn en que termina la pe-
.rieodicidad del potencial, con estados de energfa correspon-
dientes a las regiones prohibidas.,

Después de 1950, se empezaron a aplicar nuevas
técnicas para las investigaciones de superficie y en 1960
se formul$§ la denominada téecnica del electrén resolvente,
en el formalismo de orbitales cristalinos, que permite
construir una teorfa general de los estados de superficie.
Sus autores son J, Koutecky y M. Tomasek.

. También para 1960, P, Pharizeau y E. Aerts, en
Bélgica, aplicaron la técnica de la matriz de dispersibén

de Saxon y Hutner al estudio de las superficies cristalinas.

En 1949, Saxon y Hutner mostraron c6mo se simplifica el
trabajo de acoplar las funciones de onda en los puntos de
discontinuidad del potencial, empleando un lenguaje matri-
cial. E. Aerts hace un anfilisis de la dependencia de los
estados de superficie en los pardmetros del cristal, inclu-

vendo el caso deuna superficie contaminda por una impure-
za adsorbida.

Fue el mismo Aerts quien modificé la mitad de un
cr15ta1 infinito para simular 1la junta entre dos cristales
y demostrar la existencia de estados localizados en la re-
gibn de transicién. Posteriormente, S. K. Ghosh y A. K.
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Lasker introdujeron una impureza entre ambos cristales, en
1963.

En 1975, L. Andrade, M. Alvarez y E. Uribe re-
portaron que en el caso de cristales separados por una
barrera de potencial, existen también estados de interfase
y estimaron el orden de la correccifn respecto a 1las ener-
gias de superfciie en cristales aisladso.

: - J, Bardeen, en 1947, fue el primero en sospechar
la existencia de electrones localizados en la superficie
de los materiales. Con esta suposicibn justificaba anoma-
1fas que Meyerhof, en ese mismo afio, encontr6 en las pro-
piedades rectificadoras de las juntas semi-conductor-me-.

W. Shockley y G. L. Pearson demostraron experi-
mentalmente 1a existencia de los estados de superficie
construyendo un capacitor con una placa de germanio vy
otra metflica. Al hacer la placa metélica negativa respec-
to a la delgada capa de germanio, debfa observarse un
aumentg en la cond ctividad de esta filtima, cosa que no
ocurri6. .

Actualmente, se emplean diferentes t&cnicas ex-
perimentales para estudiar 1a estructura f{sica y energé-
tica de las superficies. Metales, aislantes y semiconduc-
tores, en principio, pueden tener estados de superficie,
pero en los dos primeros casos es diffcil detectarlos.

En los aislantes, hay un gran nfimero de trampas
electrbfnicas, de modo que no es ficil distinguir los es-
tados de superficie; adem&s, perdomina la conduccién iSnica -
sobre la electrbnica.

En los metales, las brechas prohibidas son tan
angostas que es dificil distinguir los electrones de su-
perficie de los de volumen por bombardeos, No obs tante,
las superficies metdlicas tienen otras propiedades carac-
terfsticas que pueden ser medidas, como son los plasmones
de superficie, propiedades paramagnéticas, de dispersifn,
se estudia la distribucién de la funcién de onda mediante
métodos Auger, su participacién en la adsorcifn quimica, etc.

e S b e AP e S e et s et T
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Los semiconductores son los materiales mds ade-
cuados para la observacifn de los estados de superficie,
po que no tienen bandas ni muy anchas ni muy angostas, de
modo que los estados de superficie presentes son fécil-
mente detectables. Ademis, la tecnologfa ha llegado al
grado de poder hacer crecer cristales semiconductores con
poquisimas trampas y defectos, por lo que la influencia
de campos, luz, medio ambiente, etc., es ficilmente ob-

servable.

S. G. Davison y J. D. Levine, en 1970, en un
artfculo de revisién sobre los estados de superficie, hi-
cieron la comparacibn entre las predicciones telricas y
los resultados experimentales, y encontraron buenas con-
cordancias; . '

En el presente trabaJo resolvemos la ecuacibn de
Schroedinger para un electrfn dentro de un cristal monoa-
témico , infinito y perfecto o con impurezas; semi-infini-
to y con la superficie limpia o 'contaminada por una impu-
reza; aislado o formando parte de una junta.

En el primer capftulo se muestra que en un po-
tencial peribdico, las finicas funciones de onda electréni-
cas son las ondas de Bloch, que se extienden por todo el
cristal, y las de Tamm, que se localizan preferentemente
en los extremos.

En el segundo capftulo se muestra la aplicacibn
del método de la matriz S o de dispersifn al caso de un
cristal infinito para obtener el espectro de energias
tanto del cristal perfecto, como de estados localizados
en impurezas.

El tercer capitulo es un cilculo de los eigen-
valores de la energia de los estados de superficie de un
cristal semi-infinito aislado, limpio y con una impureza
adsorbida. E1l capftulo cuarto resuelve el mismo problema
cuando el cristal se encuentra en contacto cercano con
otro semejante,
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CAPITULO I g
LAS FUNCIONES DE ONDA Y EL ESPECTRO DE !NBRGIA
- DE LOS ELECTRONES DENTRO DE LOS CRISTALES

Antes de resolver los problemas de superficie
e interfase, vamos a estudiar las funciones de onda y
el espectro de energfa de un electrén dentro de. un crtﬂtll.
basfndonos en los trabajos de F. Bloch (1928), I. T.ll
(1932) y H.A. Kraners (1938).

Las funciones de onda de un electrén en un-poten-
cial periSdico son de dos tipos: ondas de Bloch, que se ca-
racterizan por tener una amplitud de probabilidad perifdi-
ca, y funciones de onda de Tamm, que se amortiguan hacia el
interior del cristal que dicho potencial representa.

En el caso de un cristal infinito, las ondas de
Bloch son las finicas fisicamente admisibles. Si el cris-
tal no es infinito, las otras funciones de onda adquieren
sentido ffsico. Dichas funciones se asocian a electrones
que se localizan preferentemente en la vecindad de la su-
perficie del cristal, o en cada superficie, cuando el
cristal es finito, :

El espectro de energfa que corresponde a las on-
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das de Bloch en el crxstal 1nf1n1to se puede representar '

por una sucesidn de intervalos permitidos y prohibidos al-
ternados, llamados bandas de energfa.

Si se trata de un cristal que no es infinito, las
energfas asociadas a las funciones de onda de Tamm quedan:

'%ocalxzadas dentro de las bandas proh1bxdas del cristal in-
finito.

.

g | A cont1nuac16n vamos a demostrar que la soluc16n
de la ecuacibn de Schroedinger del electrén en el potenc1a1

uper16d1co tiene la siguiente propiedad:

W(x+a) = AW(x) , (1)

dgnde A es una constante real o compleja de nﬁdulo unlta-
rioy: = L _

Si A es real, 1a solucibn seri una funcién de on-.

‘'da de Tamm y si es compleja, corresponderi a una onda de

Bloch es decir, una funcién de la forma:

vix) = e*RX iy

donde u(x) es una funcién periédica, con la periodicidad
de la red.

Considérese una particula que se mueve en una 1f-
nea recta, a lo largo del eje de las x, sometida a un po-
tencial unidimensional que tiene la propiedad de ser perif-
dico. Esta propiedad se puede expresar de la siguiente for-
ma:

Vix+ta) = V(x) ' {2)

Como se estd tratando el problema de un electrédn
dentro de una red cristalina y se va a substituir la inter-
accifn de este electr6n con todos los electrones de la red
y los nlcleos atbmicos por la interaccifén de una particula
con un potencial, la periodicidad de este potencial estari
representando la periodicidad del cristal, y el periodo, el
parimetro de la red.



La ecuaci6n de Schroedinger en el presente pro-

blema es:
d2 2m B
;-x—[ly(X) +‘Ez' {E-V‘t)} ‘P(X) s 0 i (3’

Esta ecuacifn es de segundo orden y tiene finica-
mente dos soluciones linealmente independientes. Sean E&stas
! (x) y p2(x).

Debido a que el potencial tiene la propiedad (2),
y!(x+a)y ¢2(x+a) son también soluciones de (3), segln se
verificari a continuacifn, substituyendo en dicha ecuacién
a ¥(x) por y'{x+a). Asf, se obtiene, en efecto, que:

dz w;(x+a) s Im {E-V(x)} @ll(xta) = 0
dx? #nZ

En la ecuacifn anterior se ha hecho uso de la
propiedad (2) y del hecho de que:

vl ixra) + f% {E-Vix+a)} ¢! (x+a) « 0

Q:JQ.
x [~

Anflogamente puede verificarse que y?(x+a) satis-
face la ecuacién (3).

Como y!(x) y y2(x) son linealmente independientes
y y'(x+a), v?(x+a) también son soluciones de la ecuacibn
(3), &stas Gltimas pueden expresarse como combinacién li-
neal de las primeras, en la forma:

plix+a) = a'lypl(x} ¢+ al?y?

(4)

vixea) = a?tyt{x) + a??y?

Se probari ahora que cuando V(x) cumple la condi-
cién (2}, toda soluciSn de la ecuacibén de Schroedinger (3)
tiene la propiedad (1). : :

Se sabe que Y(x) debe ser una combinacién lineal
de ! (x) y ¢2(x). Por lc tanto, puede escribirse como:
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¥lx) « bytlx) + ey?(x) (5)

donde b y ¢ son constantes.

De ¥(x)se construye ¥(x+a),que se expresa como:

y(x+a) = byl(x+a) + cy?(x+a) (6)

Ahora, se substituyen las expresiones de y!{x+a) y

y2(x+a) de las ecuaciones (4) en la ecuacién (6) y se obtie-
ne: ‘ :

¥{x+a) = (ba'l+ca?')y!(x) + (ba'?+ca??)y?(x] (7)

, v!'(x) y v*(x) son linealmente independientes, de
manera que los coeficientes de cada una de ellas en ambos
lados de la Ec.(7)deben ser idé&nticos, de donde:

Ab = ball'+ ca?!
Ac = bal? + ca??
lo que equivale 2 pedir que:

blall-1) + ca?! = 0 :
(8)

bal? + cla’2-1) « @

o Las ecuaciones (8) forman un sistema homogéneo
de ecuaciones lineales en las variables b y e¢. Como ¥(x)es
una solucibn de (3) arbitraria, se tiene, de (5), que debe
‘haber solucibén de (8) distinta de la trivial; por lo tanto,
" el determinante del sistema debe ser igual a cero. Esto
puede escribirse de la siguiente forma:

2

Ac- (an,an“ + (alla22_alza2l’ = 0 (9)

Como la ecuacién (9) es de segundo grado en )\,
pueden existir hasta dos formas de satisfacer la ecuacién

(n.

Para continuar con la demostracibn, se probari
. que el término a''a?%-al!?g?! vale uno. Para ello, se van

i s e e A 12 i s



3

a emplear las expresiones de y!(x+a) y y?(x+a) de las e-
gugciones (4) y mostrar que se cumple la siguiente igual-
ad: e

v ix+a)l Y2 (x+a) all g2

viix) ¢2(x)
prr(x) 3! (x)

donde el sfimbolo ' denota derivada respecto a x.

(10)

Por otra parte, de la ecuacién (3) se obtiene:

prlryoytegl . gi (p1rg2-p2ryt) « 0

La igualdad anterior significa que el Wronskiano
de 'y y? es constante. Debido a esto, se tiene que:

' v!ix+a) y?{x+a) I vrin)  ¢2(x) on
Vi1 (x+a) p?' (x+a) vihix) e (x)

Por ser ¢! (x)y ¢2(x) linealmente independientes,'
este Wronskiano es diferente de cero y entonces, de (10) y
(11) se tiene que:

= 1 (12)

S Para probar que cualquier solucién de (3) cumple
la condicifn (1), ahora se introduce el valor del determi-
nante de la ecuacién (12) en 1la ecuacibn (9) y se obtiene:

Az- (atl+a22)) + 1 =« @ . (13)

Las rafces de la ecuacibén (13) son:

11,,22 11,,22y2_ -
y o atlat? latteast) ¥ g (1)

En la Gltima expieéidn puede observarse que las
raices de (13) son reales o complejas, dependiendo del va-
lor absoluto de a''+a??, que denotaremos por u. Analizare-




“mos dichas rafces por casos:

i) Si me2, A puede valer 1 o -1y la ecuacién

'(1) tiene dos moda11dades. a saber:

Y({x+a) = ¥i{x} y V¥(x+ta) = -¥(x)

' ii) Si juk2, las rafces son complejas conjugadas
y de m6dulo unitario. En este caso, (1) se expresa como:

W(x+&l . eik?(x) y Yix+a) = e'ihlel

.donde k es real.

iii) Por ﬁltimo, cuando |up2, las rafces son nG-
meros reales diferentes de 1 y reciprocos, ya que el tér-
mino independiente de (13) es igual al producto de las

| _rafces. Entonces, ¥(x) puede tener cualquiera de las dos
- propiedades siguientes:

Y(x+ta) = L¥(x) vy ¥ (x+a) = ! ¥{x) (15)
¢ :

donde £ es, como ya se ha dicho, un nimero real diferente

de la unidad.

El caso (i) y el caso (ii) corresponden a fun-
ciones de onda cuya amplitud de probabilidad tiene un

. comportamiento peribédico, o sea, su forma general es:

tikx

¥ix) = ¢ ulx)

donde u(x} es una funcibn peribdica, de periodo a. Estas

.son las llamadas ondas de Bloch.

La amplitud de probabilidad de las funciones
del inciso (iii), que son las funciones de onda de Tamm,
es creciente hacia la derecha si el valor absoluto de )
es mayor que 1, ya que, de las ecuaciones (15):

l¥(x+na) |2« 280y |2 (16)

Andlogamente, si |A]<1,|w(x}|2 crece hacia la
-izquierda, pues:



|¥(x-na)|? = ;{,-,; lvix)|? o

_ En el caso de las ondas de Bloch, basta con que
¥(x) no diverja en una celda unitaria arbitraria, para que
no lo haga en ningfin punto del espacio. ‘

En cambio, las funciones de onda de Tamm diver-
gen cuando x tiende a infinito en el caso de la ecuacidn.
(16), y cuando x tiende a menos infinito en el caso de la
ecuacidén (17). Por lo tanto, estas Gltimas funciones de
-onda son inadmisibles para un cristal infinito y adquie-
ren realidad ffsica cuando se acota la extensién del cris-
tal. En un cristal semi-infinito, por ejemplo, ademis de
existir electrones esparcidos a todo lo largo de la red
cristalina, cuyas funciones de onda son de la forma de on-
das de Bloch, existen otras principalmente localizadas en
la vecindad de la Gnica superficie. _

]

El espectro de energia de los electrones en un
cristal ha sido analizado detalladamente por Kramers y los
resultados que obtuvo serin mostrados esquem&ticamente a
continuacién. El pudo expresar a u, du dE, y d2y/ dE* en
términos de integrales que involucran a v'(x) y p?¥(x) y
deducir que la curva 1 vs E es de la siguiente forma:

Figura 1

Ay

Dicha curva tiende a 2 cos (kvE) cuando E tien-
de a infinito y a exp (kv/~E) cuando E tiende a menos infi-
nito, oscilando entre valores mayores que .2 y menores que
-2 en la regibén intermedia. Ya se ha visto que cuando u es
mayor que 2, las funciones de onda asociadas a esas ener-

o, et S i
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gias no son aceptables en el caso del cristal infinito,.
Entonces, cuando E es muy negativa, como y(E) es demasia-
do grande, desde -» hasta un cierto punto E,;, se tienen
valores que la energfa de un electrdn en la red cristali-
na no puede tomar. En cambio, si puede tomar valores ma-
yores, aunque no cualquiera, ya que las oscilaciones de
u(E) son demasiado amplias, habiendo trechos salteados en
que su valor absoluto sobrepasa a 2. De aquf que se ten-
gan bandas de energfa permitidas y bandas prohibidas al-
ternadas en esta regién., Finalmente, las oscilaciones se
van amortiguando conforme E aumenta, y como 2 cos(k/E) es

‘menor o igual que 2, se tiene una Gltima regibn permitida

que se extiende hasta infinito. Esta regidn corresponde
al electrén libre. : : .

Si se considera que todos los cristales pueden
representarse mediante un potencial perifdico, las caracte-
risticas de las funciones de onda y el espectro de energfa
de un electrbn en su interior que se han obtenido en el
presente capitulo son inherentes a cualquier cristal.

Un cflculo detallado de las funciones de onda y
el espectro de energfa requiere un potencial especifico.
En el siguiente capftulo, emplearemos el de Kronig y Penney
para avanzar en nuestros resultados. : ‘



' ' CAPITULO Il
METODO DE LA MATRIZ DE DISPERSION

: El método de la matriz de dispersifén de Saxon y
Hutner es una herramienta muy Gtil para investigar el com-
portamiento de los electrones en los cristales. En el pre-
“sente capftulo vamos a mostrar c6mo se aplica primero, en
el caso de un pozo delta aislado y después, en el de un
cristal infinito, ya sea perfecto o con una o mis impure-
zas substitucionales, que pueden estar acopladas. Es en
este filtimo caso donde se encuentran las condiciones que
determinan la existencia de funciones de onda localizadas.

En la resolucifn de estos problemas, el modelo
especifico de potencial cristalino que usaremos es el de
Kronig y Penney, constitufdo por una cadena de pozos del-
ta. Con &l obtenemos expresiones analfticas para las fun-
ciones de onda y el espectro de energia. Cuando se trata
del cristal infinito sin imperfecciones, se obtienen las
funciones de onda de Bloch del capitulo anterior, y las
bandas alternadas, determinadas por la relacién de Kronig
y Penney. La presencia de impurezas introduce estados de
energfa adicionales, que se asientan sobre las brechas
prohibidas del cristal perfecto,
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1.- E1 método de 1la matriz § para el cristal'infinito.

"Este método consiste e nconsiderar la interaccién

de una particula con un potencial como un proceso de disper-

sién, que puede ser descrito por medio de una matriz que co-
necta la amplitud y fase de las ondas dispersadas con las de
las ondas incidentes. Si consideramos que un cristal est4
compuesto por un arreglo regular de tales centros disperso-
res y queremos analizar el paso de un electr6n a través del
¢ristal, este paso se puede pensar como la dispersién cohe-
rente de la onda electrSnica por los centros atémicos, Las
ondas dispersadas pueden interferir en tal forma que como
resultado se obtenga una onda progresiva, que ahora no ten-
dri el momento hk del electrén libre, sino un momento efec-
tivo hu. Es evidente que este momento efectivo serd el de

la onda de Bloch del capftulo anterior, Sin embargo, esta
recombinacidn serd constructiva Ginicamente para ciertos va-
lores adecua ds de k, que corresponden precisamente a las
bandas de energfa permitidas. Inversamente, habri4 valores

de k para los que el pr«ceso de interferencia serd destruc-
tivo y las energias asociadas a estos casos quedardn en las
brechas prohibidas.

Comenzaremos por examinar la interaccién de los
electrones con un centro de potencial dispersor aislado.
Considérese que sobre el potencial delta inciden desde la
derecha y la izquierda, funciones de onda de la forma que
se ilustra en la figura 2. A dichas funciones de onda co-
rresponden los coeficientes a, Las ondas dispersadas las
denotaremos empleando los coeficientes B. Dichos coeficien-
tes son las amplitudes de las ondas correspondientes.

uxeka 1. aze-ka
B;Q-ka‘_ N Bgeﬂzx
Figurha 2

La energia del electrdn representado por estas




funciones de onda es igual aJﬁk% 2m, donde h es la cons-
tante de Planck, y m es la masa del electrébn. . .

Si expresamos el potencial de la figura 2 por:

V{xl . —7 als (x) (1)

la solucibn de la ecuacién (I.3), con este potencial es, a

la izquierda del pozo delta'

1 ¢kx

l(x) - + Ble'ikl - _‘ | (2)

y a la dérecha.
Y2 (x) » gtk 424-4kx (3)

De 1a cont1nu1dad de 1a funcién de onda se-tie-
ne la condicién:

al+ B! = a?+ B2 (4)

: . Ademds, integrando la ecuacibén (I. 3) se obtiene
otra condicibn, ahora sobre la derivada de 1la funcifn:

Y2 (0) - $Pr(0) = alv(o) (5)

que se traduce, despu€s de substitufr (2) y (3) en (5), en:
| alfa*+B') = (k(B'+B2-a'-a?) (6)

De las ecuaciones (4) y {6) obtenemos las rgla*
ciones para los coeficientes B B? en términos de a

gl - al 2.k
ZLE"QU ZLE'au

81 - 2/(:!2 +
_‘ILE'QU 24E-aU‘

Por lo tanto, existe una matriz, que definimos
como matriz de d1sper51on o matriz §, med1ante la expre516n:
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g1 al] | , o
. S . (7)
g2 a? ' ; :
: R | o112 12
donde - : S = [gzl 324

n&logamente, podemos expresar a g2 y q2? en tér-
y determinar en esta forma una matriz R,
también de dos por dos:

{i:l " E:} | (5

Tanto la matriz S como la matriz R juegan un pa-
pel central en teorfa de colisiones. La primera expresa
los coeficientes de las ondas salientes a partir de los co-
rrespondientes a las entrantes.. La segunda relaciona,los
coeficientes a cada lado del potencial localizado. Cual- -
quiera de ellas contiene toda la informacién dindmica del
problema.

El empleo de este lenguaie matricial simplifica
la tarea de acoplar la amplitud y fase de 1a funcidn de on-
da a cada lado del potencial y determinar el espectro de e-
nergia, como se ilustra en los pdrrafos siguientes, en los
que después de analizar las propiedades de las matrices S y

R, se determina la relacién de dispersién (1) en el caso de

un solo pozo delta y el espectro de un cristal infinito for-
mado por centros dispersores de este tipo.

: Es evidente que ambas matrices deben estar rela-
cionadas; en efecto, de su definicidn se tiene que los ele-

~mentos de S son de la forma que Se muestra a continuacidn:

S - 1 'RZI ’
* grz |Rilig22.R21lgi2 RI12 (9)

Aunque la matriz R es mds adecuada para tratar
problemas unidimensionales, es la matriz S la que mejor
muestra las propiedades de simetria del problema, y esto es
lo que mostraremos enseguida,.
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: ~En el caso de un estado estacionario y en una
‘dimensién, el flujo de la densidad de probabilidad es in-

dependiente de x. Esto significa que se debe satisfacer
la igualdad siguiente:

lat}?s | @12 jer?s f8t)? {10

: Empleando la notaci6n matricial y las expresio-
nes (7) y (10), tenemos que:

1

[ars ;B"] :2] [o2* aij §~s[‘:] e {:] o

donde $* denota la matriz transpuesta conjugada de S.

Se sigue de lo anterior que S*S es igual a 1la
matriz identidad, de 2x2. Esto es, la matriz inversa de S
es .su conjugada hermitiana y § es, por definicibn, unitaria.

Por otra parte, como el potencial es real, la e-
cuacién de Schroedinger HYy=(hdy (£)/3(t) admite como solucién
a y*{a,-¢} . .Esta iltima implica una inversién en el tiempo
respecto a la situacién anterior, de modo qpe ahora las am-
plitudes de las ondas entrantes son B!* y B*® y las de las

salientes, a'* y a?*, y simultfneamente con la ecuacién (1)

debe satisfacerse la siguiente:

: Ql® g1e :
[ ]. [ (11)
al® 20

Por lo tanto, conjugando la ecuacifn (7) y substi-
tuyendo (11) en ella, se tiene que:

s*s 1
o sea, N e (12)

Del hecho de que S® debe ser igual a su transpues-

ta se deriva que debe ser simétrica, y de ahf que S también
lo sea,

e e e R i R A o Pt T T S
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Obsérvese que los argumentos que aquf se han em-_

- pleado son completamente generales y en una dimensién, 1la
‘matriz de dispersién correspondiente a cualquier centro dis-

persor localizado debe ser simétrica y unitaria,

" Los elementos de la matriz S, de (12), deben sa-
tisfacer las siguientes relaciones:

Islll = 'szzl 'sz| = Iszll
sttt 151

Sliglaw, g21g22¢, 9

'y bastan tres cantidades para daterminarlos, un médulo r,
que hace el papel de coeficiente de reflexi6n, y dos fases,
'¢ y 2. S es de 1la forma general:

1 : .
[ nett -i/1-n%e*?
S = . "

~i/1-n e‘¢ a¢‘¢

" donde ¢ = %(@’ + ¢%)

: Si ademis el potencial es simétrico, ¢'s ¢% y §
es de la forma:
e Psens e“®cose -
S = (13)
e‘ecoae ie ‘eaene
8i se aplican s1mu1t5neamente las cond1c1ones de
conservacién de probabilidad, invariancia ante inversién en
el tiempo e invariancia ante inversién en el espacio, se
tiene que los elementos de la matriz R presentan las si-
guientes caracterfsticas:

RI1 . R23¥ det R = 1
Rlz._RIZO,_RZI.RZLI

La expresidn general de la matriz R para un
potencxal dispersor localizado y simétrico es: :
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‘La matriz de dispersifn correspondiente al pro-
blema del pozo delta aislado es la expresibn (13), donde:

6 = ang tan -%E

Ahora consideremos un cristal infinito, compues-
to por pozos como el anterior, situados a una distancia re-
gular entre si, que llamaremos a. En el espacio entre cada
pareja de centros dispersores, donde el potencial se anula,

‘la solucibn de la ecuacidn (I.3) debe ser una combinacifn

lineal de ondas planas y la forma de conectarla con la so-

‘lucibn de la s%;uiente celda es a través de las relaciones

de dispersifn (7), repitiéndose esta situacién a todo lo lar-
go del cristal. Esta condicifn es la finica que se debe sa-
tisfacer para construir una solucién arb1trar1a dentro del
cr1stal.

Para nuestro anilisis, escogemos una pareja de

: pozos, que 'se ilustra en la figura 3.

w oib(xs i
« qlo ihx algoiklxsal 1 2 -dkx

ale /sz(_x*a)_b + B¢ Lhx

Figuna 3

: Entre ambos pozos, la funcifn de onda es de la
forma: :

1 ikx

a'e + B'e-thv

-~y a la derecha del segundo:
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a’e"kx+ Bze&kx

Como el potencial es periSdico en todo el espa-
vc1g, sabemos que la funcién de onda satisface la cond1-
~¢ibn:

tiua

¢plx+a) = e vix)

donde y es un n(mero real. Derivando 1la igualdad anterlor:
obtenemos que:

-

dQ(x+a) . otdua dylx]
X X

Estas dos ecuaciones permiten expresar 10s coe--'
ficientes de la funcifn de onda de la celda unitaria de
la derecha, en términos de los de la primera celda y el
exponente u que aparece en la condicién de Bloch. Dicha
expresifn es la siguiente: ' ‘

Lha
2 ale <k
*iua

. e
ag Ble-&ka

Por otra parte, en x=0 debe satisfacerse la re-.
lacién de dispersién que obtuvimos anteriormente; esto
-es, la (8), donde R estd expresada por la ecuacifn (14)
De este modo, se tiene que:

1 ika 1

a’e . a
etLuaR

gle tha g!

Este sistema de ecuaciones es homogéneo en al
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y 8} y tiene solucibn diferente de la trivial si y s6lo si:
: - kt » i' Iy -_ g
(1-e7t ikl g pdlkenla gy () gdlkeulay(,-dlktula gl |

La Gltima igualdad se transforma en la siguiente:

04 ua = cos ha + sg-écn ka (17)

Esta ecuacién es la conocida relacién de Kronig
y Penney, que determina la existencia de las bandas de e-
nergia. Cuando el miembro derecho de (17) se hace mayor
que 1 o menor que -1, no existe u real que satisfaga la i-
gualdad, y por lo tanto, estos valores de k corresponden a

valores prohibidos de la energia.

Es ffcil ver en la relacién (17) que cuando E se
vuelve muy grande, cospa = cos +£a, concordando con el
estudio realizado por Kramers.

La funcién de onda del electrén en la red se ob-
tiene de las ecuaciones (16), de las que se ve que el co-
ciente B! al! tiene el valor:

g . ci(ktu)a
aT * T -{TkTuTa

De esta relacién se deduce que la forma de la
funcidn de onda er el cristal infinito es la siguiente:

. ) ,
AeLO)a {e*H%en kx'- sen k(x'-a)} o< MIX-X') ;4
donde x' denota a x-atx/a&z y (x/a. es la parte entera de
x/a. Cuando el signo + precede a u, (18) es una onda de
Bloch que representa a un electrén que viaja hacia la de-
recha; con el signo contrario, se invierte dicha direccién.
En adelante, denotaremos a la onda de Bloch del primer ca-
so por ¥Y(x), y a la del segundo, por{(x).

pix) =
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’ Es oportuno determinar en esta parte el valor de
los cocientes ¥'{x)/v¥(x) y V'(x)/?lx), que nos serfén de u-
tilidad posteriormente. Estas expresiones son:

W(x) . e H%0s hx'- cos k(x'-a) | (19)
den Rx"- sen R{x"-a)

donde el signo + en la exponenc1a1 corresponde al primer
caso y el signo - al segundo, .

Para ilustrar grificamente la situacibn de las
primeras bandas permitidas, se introducir4n las variables
¥y v, .definidas por las expresiones:

2

2ny = a‘U ka = Ty (20)

La primera es una medida de la intensidad de los
pozos de potencial y el cuadrado ‘del pardmetro de la red;
la segunda es proporcional a la energfa del electrén.

Con estas definiciones, la ecuac16n (17) se re-
escr1be como:

COs Ha = c0s TV + %'Aen Ty (21)

El espectro de energfias permitidas se obtiene
graficando cosmv +{y/v)sentv como funcién de v*® para un
valor dado de y. En la figura 4 se presenta la gridfica pa-
ray =-1/2. Las regiones achuradas representan las bandas
permitidas y se observa que se ensanchan conforme la ener-
gfa aumenta, y las brechas prohibidas se hacen mis angos-
tas. La figura S presenta la curva v® vs ua para el mismo
caso.

Se muestran también esquemiticamente las ampli-
tudes de probabilidad |y|? para algunas energfas permiti-
das. Se observa que conforme la energia aumenta, el nGmero
de nodos de la funcién de onda aumenta y el electrdn pasa
de un amarre fuerte alredor del dtomo, en la base de 1la
primera banda, a estados menos localizados como los son los
de la base y la parte superior de la segunda banda.
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En la figura 8 se puede analizar el comporta-ien-
to de la posicién de las bandas cuando se hace variar a ¥;
‘mientras mfs nagativa es &sta, correspondiendo a un amarre
mis fuerte, mis angostas son las bandas, siendo la mis baJa
la m&s sensible a esta variacién.

3
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" 2.- E1 método de la matriz S para unaomis impurezas.

» La presencia de una sola impureza en un cr1sta1
infinito es considerada al emplear el método de la matriz
de dispersién, en una forma completamente andloga al pro-
blema de un pozo delta en el vacfo.

Suponganos que se acerca a la 1mpureza un e-
lectrén representado por una onda de Bloch que se propaga

libremente por el cristal. Cuando llega a la impureza,

parte de 1la onda se transmite y parte se refleja. Los coe-
ficientes de las ondas dispersadas van a estar relaciona-
dos con los de las ondas incidentes por medio de la matriz.
de dispersidn. ,

Vamos a tratar el caso de una impureza substi-.
tucional; es decir, cuando uno de los dtomos de la red ha
sido reemplazado por otro distinto, que se representa me-
diante un pozo delta de diferente 1nten51dad localizado
en un punto de abscisa ka=xi, donde k es un nmero ente-
ro. El potencial de 1la 1mpureza es de la siguiente forma:

ﬁz u 1 i
-?ﬁa( +U) 8 (x-x*)

donde U' es 1a diferencia-de potenciales entre los &dtomos
del cristal y el 4tomo extrafio. La gridfica de la funcibn
potencial se ilustra en la figura 6, en 1la que las 1lineas
cortadas representan los potenciales localizados corres-
pondientes al cristal puro, y la linea continua, la in-
tensidad del potencial de la impureza.

Figunra 6

La ecuacién de Schroedinger correspondiente a
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este caso es:

7 . ’ o .
fi:zoxz-i%V(x)}w(xl e allelx-xi)e(x)

donde: ' Vix) -_gauc(x-na)

es, a cada lado de 1la impureza, una combinacidm lineal

de ondas de Bloch que viajan hacia la derecha y hacia 1a
izquierda, cuya forma explicita es la de la ecuacién (18),
seglin se muestra en el apénd1ce Esto es, para x<x!, dicha

solucibn es: , '
1 el X 190 (x) -
¥ (x) - a %TTYL)’ s i (22

’ . 2 2 ' .
y para x>x*': ¥2(x) = BIW (: y* gr%%L, : 23}

En estas expresiones, w'(g') gﬂx‘) son cons-
tantes que se han introducido por comodida

. Como la funcidén de onda debe ser continua en
x', se cumple nuevamente la condicién (4), e integrando
la ecuacidh de Schroedinger se tiene: :

A ET BN PSP ULET A S LT Py (24)

- Con ayuda de la relacidn (5) y su equivalente
para Y (x): R T . - -
T2 (x?)-V1 (x1) » a(u‘+u611'na)w(xl)

se obtiene que la condicidn (24) , que es andiloga a la
(5), se transforma en una condicién sobre las derivadas
de' ¥(x] y¥(x) en un s6lo lado de la impureza; a saber:

' i T 1
(82_a1)$ (i.) + (az-B‘)w (:3) = au‘(u‘+B‘) (25)

donde es igual que se seleccione el indice ! o2 y por
ello se han omitido.

De las ecuaciones (4) y (25) obtenemos las
relaciones para los coeficientesa y g y, de acuerdo con
la ecuacidn (7), y por ser simétrico el potencial, ob-
tenemos que S es de la forma de la ecuacidn (33), donde:
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6 = ang tan _allsen ka

2k sden ua

Tomando en cuenta la nueva definicifn de esta
variable, la expresién de la matriz R en este caso
estf dada también por la ecuacién (14).

Hemos mencionado que la matriz S determina los
coeficientes de las ondas dispersadas en términos de las
ondas incidentes. Ahora vamos a analizar el caso en que
esta matriz es singular. Esto significa que incidiendo
ondas de una cierta amplitud, saldrfan de la impureza on-
das de amplitud infinitamente mayor, o bien, que aunque
no incidan ondas sobre la impureza, se tienen ondas sa-
lientes de amplitud finita. Una impureza no actta como una
fuente de partfculas, de manera que para aceptar esta espe-
cie de resonancia es necesario imponer la condicidén de que
¥ sea un nimero complejo, y su parte imaginaria positiva.
Entonces, las funciones de onda correspondientes resultan
localizadas alrededor de 1a impureza y representan a un e-
lectrfn cuya amplitud de probabilidad es considerable sola-
mente en las cercanias de la impureza, con estados de ener-
gfa que se encuentran en las bandas prohibidas del cristal
infinito.

Para encontrar estos estados de energia, la sin-
gularidad de S la expresamos mediante la condicién (R)?22s0
{(ecuacibén 9) y consideramos una p de 1la forma (ecuacifn 21):

= % + dnt, n'>0 (26)

y después de substituir la expresiém anterior en (R}22 ¢
igualarlo a cero, se obtiene la ecuacién que determina

los niveles de energia de los electrones localizados en la
impureza. Dicha ecuacidn es la siguiente:

2 V4
cot xa = EU{,*(au‘)‘;K;%U) } {27)

Para presentar grificamente las raices de esta
ecuacion definimos, ademds de las variables y y v, una
variable 4! , que va a ser una medida de la diferencia en-
tre el potencial de los poz.del cristal y el de la impu-
reza: 2 :

1. oa“u?
y = T
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Asi, la ecuacién (27) se transforma en:

¢_ 2

12, 2yv cotnv + y°- v

]
Y para una ¥ dada, podemos graficar la energia como
funcién del potencial de la impureza (¥+¢'), como se ve
en la figura 7, en la que la linea cortada representa
los niveles de energfa asociados a la impureza. En esta
figura, el valor de y es de -1/2. Para el caso yle-y, en
la figura 8 se presenta la grifica de los estados de im-
pureza correspondientes a diferentes intensidades de los
pozos de la red, desde -2 hasta 2.

vz 4 e

o

/ > yty!

-2 -1 -8 5 1 2

Figura 7

Cuando se tienen varios itomos extrafios en la
red cristalina, si &stos estin muy separados, de modo que
sus funciones de onda no se trnslapan; los estados de e-
nergia asociados a ellas son los mismos que se tendrfan
considerindolas aisladas. Pero si hay translape de las
funciones de onda, el nivel de impureza se corre. Por e-
jemplo, si se tuvieran n impurezas idénticas substitu-
cionales, su espectro tendria una degeneracién de orden
n. Pero si hay interaccién .entre las impurezas, dicho

espectro puede desdoblarse en una forma que depende de

‘la interaccionm.
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(nv)z- -B°2[1+2/{(1+§)es c04h8°+§—s°coth89}]
donde 8%, cuyo valor es -n(y*y‘),‘es, al cuadrado,,la ener-
gfa del Gnico estado ligado de 1la impureza en el vacfo y el

pequefio término de correccifn se debe a la interaccién con
1los pozos vecinos del cristal.

Figura 8

Si el potencial de la impureza es mis intenso

. que el de los pozos de la red, se ob tiene solamente un nue-

vo estado, por abajo de la primera banda permitida. De otra
forma, se ogtiene un nuevo estado por banda prohibida, ob-
servindose que mientras mayor es la energia, mds se acercan
los nuevos estados a la banda inferior. Los electrones es-
tin menos localizados, y cuando E aumenta mucho, dichos es-
tados son pricticamente indistinguibles de los del cristal

puro.

Cuando el potencial de la impureza es muy fuerte
(y/y*<1), o cuando el parimetro de red crece mucho, la ener-

gfa del finico estado de impureza esti dada aproximadamente por:
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En cada impureza substitucional la matriz de

dispersi6n esti dada por la expresién (13) y la matriz
R, por la (14), donde O tiene el Giltimo valor dado.

Si ahora tenemos dos impurezas substitucionales
separadas una distancia at, donde & es un entero, se ten-

dra, de 1la figura 9, que:

bﬂ al
« R!
_Clzd LB!
h ref Bze i-ul-a
y = R?
a?l L“ ‘LUE&
' 1| 1 o
: ' 5 bt Voo
] : ] k 1 i ! i l
' I ] i ] ! i t
Figuna 9

Podemos pensar en este proceso como dado
a partir de una matri:z Q de translacién para las on-
das de Bloch:
. eiuta 0
0 e-iug

, Se€ tienen las relaciones siguien¥

8 (ez
= RZQ

B; al
2 -
L*J kiR U

Empleindola
tes:

Si el tipo de matriz R?QR!' se denota por M, se
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puede reescribir la ecuacién anterior como: :
8’ a ;
= M (28).
03
y la condicibn que permite determinar ahora los niveles
de impureza es:
(M}22. s ¢

En general, para m impurezas acopladas, se ten-
dré que:

8" L et L gmompm-1,m-1 151 |a?
‘;m_ﬂ M[;J RTQR Q ...Q'R [;J

Para el caso de dos impurezas idénticas, por
acemos R! = R? para determinar (M)2? y obtene-

mos:

(M)22 = cotle - 24 coto (1-o24duay _ 4

que es cuadritica encot 6 y se reduce, empleando la ex-
presién correspondiente para 8, a:

U senh nla
cos ka = [-1)"[cosh nla + n
[ u‘{l:(-flmze'tnla}

, En esta ecuacidén se ha substituido la (26).Se
observa que el nivel Gnico de impureza se ha desdoblado,
como se esperaba, debido a la interacciédn.

Para dos impurezas tales que anulan dos de los
potenciales delta del cristal, se han obtenido los esta-
dos de energia considerando diferentes distancias de se-
paracibn. Los resultados se muestran grificamente en 1la
figura 10. Se muestran también las funciones de amplitud
de probabilidad correspondientes a este tipo de impure-
zas en el caso en que la distancia entre ellas es de un

parimetro de red o de dos,

En dicha figura, x representa un dtomo de la
red y o una impureza.
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CAPITULO III
ESTADOS DE SUPERFICIE

Saxon y Hutner determinaron el espectro de ener-
gfa y la forma de las funciones de onda de un s6lido infi-
nito en diferentes circunstancias, como se mostré en el
capitulo anterior. Su método es igualmente adecuado para
estudiar cristales no necesariamente infinitos. En par-
ticular, para analizar los estados de superficie, con-
sideramos en el presente capitulo un cristal semi-infi-
nito con una superficie aislada.

En este caso, Yy si consideramos que la cerca-
nia de la superficie no modifica la periodicidad del po-
tencial, la recombinacién de las ondas dispersadas por
los centros atdmicos en el interior del cristal va a dar
como resultado funciones de onda que se extienden a todo
lo largo del material y que son las ondas de Bloch. Al
inclufr la dispersidén debida a la presencia de la super-
ficie, y bajo ciertas condiciones, la interferencia
puede ser tal que se origina un nuevo tipo de funcién
de onda, oscilatoria y amortiguada exponencialmente hacia
adentro del cristal.

. Estas son las funciones de onda que Tamm obtu-
vo en 1932 conectando cuidadosamente la amplitud y fase
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de las ondas del interior del cristal con ias del vactfo,
Y nosotros las obtendremos nuevamente por medio de la

‘matriz S. Analizaremos ademis lo que ocurre cuando exis-

te una impureza adsorbida. Esta modificacién del potencial

‘corre los niveles de energia de superficie sin sacarlos de

las bandas prohibidas y la ecuacién de eigenvalores asociada
a ellos incluye nuevos términos que dependen expresamente
de las caracteristicas de la impureza. ‘

1.- Superficie limpia.

Para analizar los estados de energia de Tamm, pen-
saremos en un cristal semi-infinito, que se extiende desde
menos infinito hasta un punto de abscisa -y!. La super-
ficie del cristal la representamos por un escalén de po-
tencial constante y de una altura -eV°.

‘ La forma del potencial se ilustra en la figura 11
y se expresa como:

-l -y'/b .
™ bu Zpe o §{x-nb) x<-y
Vixl =N _,po x>y}

donde U? es la intensidad de los pozos del cristal y b su
parimetro de red. :

4V (x)
—eve
_ o e X
T
[b=) Y |
Fiéuna T

Estudiaremos los estados de energfa correspondien-
tes a valores menores que -eV % Obsérvese que V°® se ha de-
finido como un nimero real negativo.
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En el caso de una impureza dentro de un cris-
tal infinito, para obtener los estados loc alizados con-
sideramos que la matriz S asociada a la dispersifn de
la funcidén de onda en la impureza se hacfa singular, y pa-
ra aceptar esta resonancia imponifamos una ¥ compleja, que
inclufamos en la condicidén de singularidad, obteniendo
asf la ecuacifn de eigenvalores del estado localizado. En
el caso de la superficie, vamos a hacer el mismo plan-
teamiento.

La solucibn general de 1la ecuacidn de Schroedinger -

dentro del cristal es una combinacién lineal de ondas de
Bloch de 1la forma II. (ver capitulo I y apéndice). Fue-
ra de &1, se trata de una funcién de onda del tipo:

u‘e"xx+ BzeLAx

donde Az = k2+ 2meV°/h2

S5i escogemos a A como la rafz positiva, el se-
gundo término representa una funcifn exponencialmente
creciente hacia la derecha, y el primero, otra que se a-

- tenfia exponencialmente en dicha direccifn, La primera parte

implica una divergencia de la funcifn de onda y, por 1lo
tanto, a? tendr4 que anularse. Considerando que W dentro
del cristal, por tener su parte imaginaria positiva, va a
introducir la posibilidad de una atenuaci6én de dicha fun-
cién de onda hacia la izquierda, se observa que la singu-
laridad de la matriz de dispersifn estd asociada, en e-
fecto, a un estado de energfa localizado en la superficie
del cristal,

La funcibn de onda dentro del cristal la escri-
bimos como:

Y1 (x)= Wl(xla1+ ml(x)sl v (1)
Wiyt Py

y para el vacfo, en la forma:

2 (x) = BRe AX o (2)
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La continuidad de la funci6n de onda en -Y’
implica que debe satisfacerse la igualdad siguiente:

als gl . Bzz‘ilY' (3)

Y siguiendo alrededor de -Y' una integracién °

similar a la que condujo a la ecuacién (II. ), obtenemos Quq;”

Y20 (-y!) - ¥¥'(-y') = bU(al+ 87)
Esta ecuacidn se traduce en la siguiente:

et L) o) et 8wl
-Y —Y .

La écuacibn (4) expresa a B en térmfnos de o’
y 8!, y substituyendo em ella la (3), se obtiene el sis-
tema que define a la matriz

WMl

El elemento (R)2? de esta matriz, igualado a 0,
conduce a la igualdad:

5 By (%)
LA b W’- bUz = 0 7 f!’

En la ecuacibn (I1.19) se muestra que el co-

~ ciente en la ecuacidn (5) tiene el valor:

.

—iuh
I"(-I‘) . b eV O coskb

T -y / senkb

Esta expresién se simplifica empleando la rela-
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ci6n de Kronig-Penney (1I.17). quedando:

BRryt) L g den wib bl ()

T o(-y?) senkb 2

Substituyendo la ecuacién (II.26) en la (6), se

$1lloyl) pymptennth | bU7

U o(-yY) sen kb 2

tiene que:

y dicho cociente finalmente adquiere la siguiente forma:

eyt 1)"%&-—1 bu’cotkb 1 Bz (g

v (-y?) 2

Substitufmos esta expre516n en la ecuacién (S),
y haciendo uso del hecho de que A=4{E, obtenemos al ec acién
de eigenvalores para los estados de superficie; a saber:

1 +bu2 + (- ,)n%/f' b02 -1 =90 (§)

Por lo tanto, un electrdn que incide desde fuera
sobre la superficie tiene cierta probabilidad de atrave-
zar el cristal si el valor de su energia cae dentro de
las bandas permitidas correspondientes a las ondas de Bloch
o de quedar atrapado en la superficie si su energfa satis-
face la condicién (8). Cuando no es éste el caso, con to-
da seguridad seri reflejado.

N6tese 1a analogfa tan cercana que hay entre el
problema que aqui se considera y el paso de una onda e-
lectromagnética a través del mismo cristal. Esta dltima
también es dispersada coherentemente por las particulas
cargadas que forman el cristal y como resultado se tiene
nuevamente una onda plana cuya velocidad difiere de aqué-
1lla con que se transmite en el vacfo. También existen lon-
gitudes asociadas con ondas que no pueden propagarse y se
manifiestan en la reflexi6n de Bragg, en el rango de los
Rayos X.-
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Para hacer una descripcifn del comportamiento
de las soluciones de (8), introducimos el par4dmetro z,
que es una medida de la altura del escalbén de potencial:

. _2meV b2

n!h! (9)

En términos de z, de v y de y' , que definimos
a continuacién:

v = kb/m ¢ = blu j2m (10)

1a ecuacibn (8) se traduce en:

Jz-u2 ¢yl s /;12+ 2ytveotnyv - u2 = 0

‘que llevamos finalmente a la forma de la conocida ecua-

cién de Tamm:

v cot Ty = 73? ¢ Jz-u? trr)

: Los valores ‘'de la energfa para los cuales van a
existir electrones de superficie, estin determinados,

para un cristal de caracterfsticas dadas (Z y ¥), por los
valores de v? que satisfagan (11). Analizaremos primero

el caso en que dichos valores son positivos. La ecuacién
de Tamm es par respecto a v, de manera que basta con estu-
diar el caso en que v es mayor que 0 para determinar todos
los valores de la energia de superficie.

. En la figura 12 se muestran algunas soluciones
grificas de (11). Ahf se ha trazado, por una parte, 1la
curva correspondiente al miembro izquierdo, que es inde-
pendiente de las caracterfsticas del cristal, y por otra,
el miembro derecho para algunas parejas de valores de z y
y'; esto es, para cristalés de difere ntes caracteristicas.
Cada punto en el que una de estas curvas corta a la pri-
mera representa un estado de superficie.

La gridfica de vcotnv se presenta por ramas; la
primera parte de .319 aproximadamente y es monStonamente
decreciente, tendiendo a un vador infinitamente negativo
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en v=1; 1a segunda parte de infinito en ese mismo punto

y decrece en forma continua hasta menos infinito en v=2;
el comportamiento de las demis ramas es similar al de la
segunda, como puede apreciarse en la figura 12.

S Consideremos ahora la grifica del otro miembro
de (11). Observamos, en primer lugar, que puede trazarse
s6lo hasta el punto en que Vv =z, como corresponde a elec-
trones de energfa menor que -eV” ., En cada intervalo de
longitud unidad que esta grifica abarca debe haber un
corte, excepto posiblemente el primero y el iltimo.

En la relacifn de Kronig-Penney (II1.21) puede
verse que los valores enteros de v corresponden a orillas
de banda, ya que |cosua| =1. Cada intervalo de longitud
unidad comprende una banda permitida con su correspondiente
brecha prohibida. Ambas grificas son mon6tonamente decre-
cientes (sus derivadas son negativas) y a lo mis hay un
corte en cada intervalo unitario; estc es, hay un estado
de superficie en cada brecha prohibida del cristal infi-
nito, excepto posiblemente en la primera y la Gltima.

El nGmero miximo y el nfimero minimo de estos es-
tados esti determinado por z. Si la coordenada al origen
del miembro derecho de (11) es menor que .319, estos nfi-
meros son [J+1 y [z}, respectivamente; si z/2¢y+/2<.319, el
n(mero miximo de estados es (z} y el minimo (Z}-1. Cuando
z=0, hay 1 o 0 estados de superficie, Lo que esto quijere
decir es que¢ el nfimero de brechas con energias menores
que la altura del escalén de potencial, depende preci-
samente de dicha altura.

En el caso de pozos de potencial atractivos, y
es negativo y los puntos de abscisa entera representan
los extremos inferiores de las bandas (figura 8). Los
niveles de superficie estdn por arriba de las bandas per-
mitidas y conforme y se hace menos negativo, los niveles
se pegan a la base de la siguiente banda; los cristales
formados por centros de potencial menos intensos tienen
niveles de superficie mds energéticos y, por lo tanto,
menos localizados.

Con potenciales repulsivos, los niveles de su-
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perficie estidn por abajc de las bandas permitidas y se acer-
can al tope de la banda inferior mfs pr6xima al disminufir el
valor de ¥y. Los cristales compuestos por potenciales delta
més intensos poseen electrones de superficie mis energéti-
cos y menos localizados.

Cuando z aumenta, ademids de aumentar el nGmero de
niveles de superficie, disminuye la energfa de cada estado
para pozos repulsivos y aumenta para atractivos. Este efecto
es mis notable en el caso de potenciales poco atractivos o
poco repulsivos. Un incremento en 2z puede originar, ademis,
un nuevo estado de superficie, el de la dltima brecha prohi-
bida y, en el caso de potenciales repulsivos, puede hacer que

_se pierda el primer nivel localizado. En la figura 12 se i-

lustran estos casos con las curvas correspondientes a y=-2,
z=25, 12.5 y 0.5. Como es de esperarse, los electrones de

superficie son mis localizados cuando el escalfn de potencial

que representa la superficie es de una altura mayor para po-
20s repulsivos y menor, para atractivos.

Representando mediante el mismo escalén de poten-
cial la superficie de dos cristales monoatémicos compuestos
por pozos de diferentes intensidades, se observa que el nG-
mero de estados de superficie de cada uno puede diferir, ya
que pueden o no existir el primero y el Gltimo estados, co=
mo lo il stran las curvas con 2=15 y y=-0.5, -1,

Al hacer variar a y o a z en forma independiente,
hemos supuesto que dichas variaciones se debfan solamente
a cambios en la intensidad del potencial y de la altura del
escalén, respectivamente. Ambos parimetros son proporcionales
al cuadrado del parfmetro de la red, de modo que para anali-
zar 1la forma en que &ste influye en los niveles localizados,
es necesario modificar los valores de 2 y de ¥ simultfneamente,
Si el parfimetro de red es afectado por un factor £, y y 2
cambiarin n un factor tZ, Esta modificacién no trasciende
en el término 2/2y, Cuando z aumenta, apar ecen mis estados
de superficie, al mismo tiempo que la energfia de cada estado
aumenta, como se ve en las curvas correspondientes a y=-2,

z=25 y y=-1, z=15, que corresponden a un aumento de b en 2,
y en la figura 13,

v

En 1la figura 14 se presenta una grifica de la ener-
gia de superficie contra la altura del escalén de potencial
para un cristal con y=-2, para valores de z desde 0 hasta .3.
Se observa en esta figura que, en efecto, al aumentar la altu-
ra de la barrera de potencial, si los potenciales de los po-
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" Energfa de superficie contra incremento
del pardmetro de la red.
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- Figura 4

Energfa de1supbificie_contra
altura del escalén de poten-
cial

N=-2.
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Figura 13
Energia de superficie
centra intensidad de.
los potenciales delta
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20s son atractivos, la energia de superficic aumenta ¢
el electrdn es menos localizado. En el limite en que

se puede observar en la figura 12 que hay un nimero infini-
; : to de soluciones de (8), correspondiendo a valores enteros
i de Vv, por lo tanto, el espectro discreto es proporcional
a n?, donde n es un entero. Estos estados corresponden a
orillas de banda, y del capitulo I, sabemos quw las Zuncio-
nes de onda en estos casos son periddicas y se extienden
por todo el cristal.

31 A ARkt e

La dependencia del nivel localizado respecto a ¥
se ilustra mis explicitamente en la figura 15 Ahi se

muestra que mientras mids intensos son los potenciales del-
ta, menor es la energia de superficie. En el caso en que
y+0, se tiene un espectro de energia con un namero finito
de estados espac ados una distancia nz, también sobre ori-
llas de banda. Cuando ¥ »= se tiene un nimero de estados
‘finito, correspondiendo a valores semienteros de V; nueva-
mente, se trata de orillas de banda.

BN T T M

Los estados con energias negativas corresponden
a niveles bajoc la primera banda; para obtenerlos se trans-
forma la ecuaci6n (8) en la siguiente:

iz

A,

veoth v = z/2y +J/z+vl

donde E es proporcional a -Uz. No resolveremos esta ecuacifn
en el presente trabajo. : '

2 ~Cristal semi-infinito con una impureza adsorbida.

E! desarrollo experimental encaminado al estudio
de ‘las superficies fue tardfo debido a la poca posibilidad
de producir vacios adecuados. En estas circunstancias, una
monocapa de gas residual se asienta sobre la superficie
limpia en aproximadamente 1 seg. Actualmente, es po-
sible crear vacfos ultra-altos, que permiten trabajar con
una superficie razonablemente limpia por espacio de 1 hora.

En efecto, en'condiciones normales, ocurre que
al acercarse un jtomo extrafio al cristal, su interaccién
con los dtomos de la superficie puede ser tal que la confi-
guracidn cristal-impureza adsorbida sea estable.
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: A continuacién,reconstruimos el cdlculo de los
estados de superficie en el caso de un cristal cuya Gnica
~imperfeccién consiste en haber adsorbido un dtomo y obtene-
mos la ecuacién de eigenvalores en términos de los parfmetros
‘empleados por Saxon y Hutner.

Representamos al cristal y su superficie en la
misma forma que anteriormente, e introducimos la im-
-pureza en el lugar de un itomo de la red: el de la
- frontera. La forma en que vamos a simular esta situacidn
es modificando el pote?cial del pozo delta que se ubica en
el punto de abscisa -Y , asignindole ahora un2 intensidad
Ub, en lugar de bU'. La grifica de este potencial la pre-
sentamos en la figura 16 y su expresién & la siguiente:

hz Z_Y‘/b-, 3 1 1
Nl bu2 { I S(x-nb)ebl’s(x+y')} x<-y
Vix) = |
-eva . x>Yl
+V(x)
-elV
f o 7 Y -~ X
IR | "
b ey g -
A .},
Figura 16

En la regifn x <-y! , se ha respetado la forma
del potencial; entonces, las soluciones a cada lado de la
frontera estin dadas nuevamente por las expresiones (1) y
(2), donde nuevamente A= 1§ , con § positivo.

La condicién de continuidad de 1a funcién
de onda en la superficie es nuevamente la ecuacién (3),
pero la condicién sobre la discontinuidad de su derivada
se expresa ahora como:
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Esta ecuacibn es idéntica a la ecuacién (4), e-

‘xcepto que en vez de contener explicitamente la intensidad

del Qltimo pozo de la red, contiene ahora al de la 1mpure-
za, que es la que esti situada en la frontera. .

La condicibn para obtener estados localizados se

- expresa ahora, por lo tanto, como:

Substituyendo la ecuacidén ( 7) en la (12), ésta

‘se transforma en:

g-gﬂﬂbu’o(-n“k\,ﬁ’-ﬂz +£-‘i cotkb -1 = 0 (13)

Es necesario ahcra definir un paridmetro adicio-

" nal, ¢, proporcional a la diferencia de intensidades en-

tre el potencial de la impureza y el de los 4tomos del in-
terior del cristal:

2_ 143
cu- U (14

Empleandolo, obtenemos para (13) una expresién

similar a la ecuacién de Tamm:

veotny = (1+2e)vVz-vl +2yc(l+e) + z/2y (15)

Esta es la ecuacidén que determina la energia
y existencia de estados localizados en la superficie de
un cristal contaminado por una impureza adsorbida en una
p051c1on substitucional. Dichos valores de la energia
serdn analizados a continuaci6n.
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; Figura 17 v
Energia de superficie contra diferencia
de intensidades del potencial de la im-
" pureza adsorbida y los de la red
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La solucifn grifica de esta ecuacién se nues-
tra en la figura 16, En ella se observa que también en este
caso existe un estado de superficie por brecha prohibida
y que z determina su n(mero en la misma forma que anterior-
mente,

La grifica del miembro derecho de (15) puede di-
ferir notablemente de la correspondiente a la ecuacidén (8),
en que =0 (curvas con z=1.5, e€=0, 0.2 y -0.8).

Potenciales atractivos.- Un valor de ¢ positivo
corresponde a una curva de Tamm desplazada hacia abajo v
con su concavidad acentuada. El resultado de esto es que
potenciales de impureza de mencs fuerza que los de 1a red
producen un aumento en la energia de superficie, en compara-

~cidén con las energias de la superficie limpia. Esto.es en

general, porque, como se muestra en la figura 17, en el caso
de valores de v muy pequefios, 1a curva v cotnv es ligeramen-
te ascendente y puede darse el caso contrario,

Cuando ¢ toma valores negativos pequefios, conforme
este valor aumentam el término 2ye(]+¢c) desplaza la curva
hacia arriba y el factor (1+2¢)} va atenuando su concavidad
hasta invertirla. Por consiguiente, los niveles de energia
van bajando Yy este efecto es m4s notable en los Gltimos.

Si ¢es menor que -1, 2ye(l+¢) cambia de signo
y la curva empieza por debajo de la correspondiente a ¢=0;
conforme ¢ se hace mids negativo, la curva baja mis y se

~ hace mis céncava hacia arriba, con lo que l1o0s priperos nive-

les de energia tienden a subir y los filtimos, a descender
un poco. :

Por lo tanto, impurezas de intensidad menor que
la de los pozos de la red tendrin, en general, estados me-
nos localizados e impurezas mis intensas, estados mis loca-
lizados, observindose que aunque se haga mis fuerte dicho
potencial, el nivel de energfa no baja indefinidamente.

.

La variaci6n de los estados asociados a una serie

de potenciales delta positivos es como sigue: para valores de

4 positivos, la concavidad de la curva se acentia y la coor-
denada al origen sube, siendo poco notable el cambio debido
a que los efectos de estas dos cosas en la energfa se super-
ficie tienden a cancelarse. En general, los primeros niveles
descienden y los Gltimos suben. -
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Cuandoe varia desde 0 hasta -1, la curva tiende a
hacerse cbncava hacia arriba y a correrse hacia abajo;

- nuevamente se producen dos efectos que son opuestos, en

los niveles de superficie, pues los mfds bajos tienden a su-

‘bir y los Gltimos, a lo contrario. Si ¢ disminuye mds su

valor, la curva se desplaza ahora hacia arriba y sube mds
rdpidamente; todas las energfas de superficie son menores”’

correspondiendo a funciones de onda menos locali:zadas.
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: CAPITULO IV .
ESTADOS DE INTERFASE

: Cuando tenemos dos cristales suficientemente sepa-
rados, las funciones de onda correspondientes a cada uno

“son independientes de las del otro, y son las que se han a-
‘nalizado en el capfitulo anterior. Asi, si se trata de cris-

tales idénticos, el nivel de superficie estard doblemente
degenerado; pero si los electrones se acercan, las funcio-
nes de onda localizadas en la superficie se translapan, y
esta interaccibn pued modificar el nivel de superficie.

En el caso de la superficie aislada, la funcifn
de onda localizada en ella penetraba solamente una cierta
distancia en el escalSn de potencial.

Cuando dichas funciones de onda se translapan,
existe la posibilidad de que los electrones de superficie
pasen de un cristal al otro, a través de la barrera de
potencial y los cristales van a compartir este electrfn de
interfase, que transmite los efectos de transporte de un
lado a otro de la junta.

Nosotros vamos a estudiar la modificacién produ-
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cida en este caso en los niveles de energfa de superfi-

cie, y para ello, vamos a utilizar el método del capftu-
lo anterior. Analizaremos los estados de interfase en :
juntas de cristales iguales o semejantes, limpios o con 7 g

e e A v

R R WA 1 e

impurezas adsorbidas.

\ Consideramos el mismo cristal semi-ipfinito,
cuya superficie esti localizada en el punto -Y ., Frente
a €1, se encuentra otro cristal monoatﬁmico’ cuya super-
ficie se encuentra en el punto de abscisa Y°. Este cris-
tal también es semi-infinito. Upa barrera de potencial,

de altura -eV® y longitud Y'*+ Y€y, separa los cristales.

Los pardmetros que caracterizan al primer cris-
tal son los del capftulo anterior. Para el otro cristal,
se supone un parfmetro de red 4, y pozos de intensidad U'.
La figura siguiente es una grifica del potencial en este
caso. ' ‘

s Vix)
I
—el?

[

I I I
AR }
| b v:  fao
CRISTAL 1 _ VACIO CRISTAL I1
Figura 18

bu‘ill/bQ(x-nb) x< y?

Vi) = < -o® yix< y?
au’ €, §(x-na) x> y2

Y?a

' Obsérvese que el cristal I estf a una distancia
del origen de coordenadas que es igual a un n@imero entero
de veces su parimetro de red, y lo mismo ocurre con el 1T,
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La ecuacifn de Schroedinger en cada una de es-

tas regiones es como se indica a continuacién:

i) Cristal I;

42 -y'/b ,
d 2 a 3
(=7 ¢+ L}y Ax) = bU L s§{x-nb)¥i{x)
dx ne-®

ii) Cristal TI:

2 ‘ > .
{-—7 + k°Yyd(x) = alu L s({x-na)¥?(x)
n=yi/a

iii) Vacfo:

{;7 + k212 () - -—[ eVo¥? (x)
X

Y las soluciones correspondientes son, dentro

de los cristales, combinaciones lineales de ondas de Bloch

que se ‘propagan a la derecha y a la izquierda, y en el va-
cio, una combinaci6n lineal de funciones:exponenciales:

i) ,l‘x’ = al: (:)’ ; Blvl‘t),

. 3
ii) ¥Yi(x) = ca! (x), :: (:)) M
ili) v!{x, - BzeLAX + aze-ilx

En primer lugar, vamos a determinar las relacio-
nes de dispersifén que deben cumplirse en cada una-de las
fronteras cristal-vacfo. Las correspondientes al cristal
de la izquierda se establecieron en el capftulo anterior,
La matriz R en esa frontera estid dada por la expresibm:

. ) ] . ] A
g [t Y gt
=2Lx 3t 1 . .

.y (- )_ 2 ‘LAY‘ oy v‘- l,- AXYI
g butle LA-gm) bu e
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Para 1la frontera'cristal-vaciorde 1a derecha:

3 2
= R2
B! 2

Podemos determinar explfcitamente aR? er 1la
forma acostumbrada. En v, la condicién dg continuidad de

" 1a funcifn de onda se traduce en:

SO F1a 2 . "
ad+ 8% = ae LAY, g2efAY (2) .

.y 1a de discontinuidad de su derivada en:

B e ) (g2 a2 YY) L auz ety (9)

De ambas, obtenemos que: ;
Wl . ~iAPE
(d:'( - -i-aUY s ‘ (W%*')“’U“ e

,V,R‘l_ ' ‘) Q}" '
= "A N
m ‘ \ A

. - . “iA
(g;%;?)ir'.l oaU‘) e.\]’* (- 'k : —IX-‘N\U‘)Q

Observamos que la-matriz R! relaciona las fun--
ciones de onda del primer cristal con la del vacfo, y la
matriz R2, la del vacfo con el cristal de la derecha. En
este caso no hay un corrimiento de fase en la regifn en-
tre ambos cristales, de manera que no existe una ma-
triz de translacibn que exprese los coeficientes de la

" funci6n de onda en el cristal I1 en términos de los co-

rrespondientes al cristal I. En efecto, se tiene que?

83 ’ Ql
¢ R?R! (5)
aa Bl .

Entonces, 1o que hace la funcién de onda de la
interfase es crecer desde el interior de alguno de los

- cristales en direccifn de la superficie; ahf decae expo-

nencialmente a lo largo de 1a interfase y al llegar a la
otra frontera cristal-vacio, penetra oscilando con ampli-=
tudes cada vez menores. Un ejemplo de la funcibn de onda
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se presenta en la figufa 14.

La condicibn (5) se puede reescribir en té&rminos

de una matriz M, que es el producto de las dos ma*rzces K,

reduciéndose este caso al de la ecuacibn (I1.2g).

El .elemento (M)22de la matriz ¥ est§ dado, a
partir de (III. ), (8) y (5), por la expresién:

: ! ¥ (y?) PO AL AR D a
‘{I" RTINS (- W 1 *4A+al ,(W) +EA+DU™) N
2¢A|1y71717— VTT7T)’

+ ;;L-g-;;-ékoaui)-(;-;—'—g—:-;fil-b(ﬂj

" Para buscar los estados de interfase, se iguala
esta expresifn a cero. Haciéndolo y eliminando el denonl-~
nador com@in obtenemos:

(!;7%1?;*4l+au )(vr—flr’44x+buale‘x7 | ~ (6)
(!V;+y ;'¢l+au b (- ﬁrrT'TT*&x -but) o Y. g

Esta ecuacibn se transforma en la siguiente: .

AB + (A+B)Acofry A%« 0 ()
. ¥yl 2 Y31 (y?) o
donde: A = —-'-rﬁ-r’- + bU ‘ 8 = W,— + al” (s)

Substituyendo As<{f en la ecuacibn (7) se tiene:

AB + (A+B)E cothEy+£Zs 0 19)

La expresién anfiloga a la ecuacibn (III.§ ) para
el cristal Il es, a partir.de las ecuaciones (I1I1.19), III.zl)

'y (rr 29:

roa
ot} w0/ [ coner o % e
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Ahora definimos las variables 6 y H en la for-ﬁ"
‘ u z, au R
G = ﬁd + E— cotka - 1 ‘,’,

' ¥4 .
H = g-“- cothb - 1 | (12)

‘Con estas definiciones, podemos expresar el
producto AB y la suma A+B en la forma que se ilustra a
continuacién:

AB = k2 (-1)™ " Bol (-1)"Hat? + (-1)"Gbut) + Jabu’ o
A+ B e k{-N)"He(-11"6) + Lia ebu?)
7. Por lo tanto, al substltuir las ecuaciones (11)

y (iZ) en la (9), Esta filtima se transforma en:

£ {k[(-l) Gu-uk"u]+T(aut+bu*)}gcothguk(-n"'*"cu

+3a 0’ + 360 (-1)™Hat + (1) "cb?} = 0 ' (13)

Para analizar con mayor detalle la ecuacién (13),
1a vamos a escribir en términos de v,vy de las siguientes
variables que definiremos:

, ‘ 2,4
z = -%% e|Viab y* = %—# P = %

Las variables y® y y' son unamedida de la inten-
sidad de los pozos del cristal I1 y dell, respectivamente;
v continfia siendo proporcional a la rafz cuadrada de la e-

“nergfa y z estd relacionada con la altura de la barrera

que separa a los cristales.

. Con estos pardmetros, se verifican las igualdades



que se presentan a continuacién:

2 .
gfs Ly(z/0-v%) T+ nafoel)
a”

6 = Jy'ie2g'v cotrv - T /v

H = /ylz+gy’u cot v-ul Jv

~ Sean: H = D/Ev G = C/v

La ecuacifn de eigonvalores (13), que determi- -
23 la existencia de los estados de interfase, se traas-
{ forma en:

1) Mope (< 11™0y2e (- 1) "Cyr eyt ytez-gule (- 107D+ (-1)"Co g +E®)

b cothlnﬂfzfi-ufi - 0 (14)

La ecuacidn (22), en el caso en que los dos
cristales son idénticos, se reduce a:

eli(-1)"2eyez-vie2{(-1) e gy o-vleoth (2anVe-vT) - 0

y esta ecuacibén, después de algo de 4lgebra, se reduce a u-
na fosma similar a la obtenida en el caso de la superfxcie
aislada:

—z. 2 X
§ v codtv = %7 + /z-vicoth(Znﬂ/;-u ]} + 515— cAchzlznw z-uz) (15)

La discusifn de las ecuaciones (14) y (15) se de- .
ja para la Gltima seccifn de este capitulo.

.

2.- Interfase entre cristales con una impureza adsorbida.

A continuacifn vamos a estudiar c6mo los estados
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de interfase son modificados por la adsorcién de una im-

‘pureza en cada superficie. Para ello, representaremos a la

superficie y a los cristales en la misma forma que ante-
riormente y colocaremos una impureza en el lugar de cada
una de las fronteras. Como antes, estas impurezas estarin
representadas por pozos delta, de intensidad U°® el de la
frontera izquierda y U' el de la derecha. La forma del
potencial es la mostrada a continuacién, y gri&ficamente
corresponde al de la figura 18, cambiando la intensidad

de los pozos que estfn justamente en las fronteras, como ya
se ha indicado. '

-y!'/b-1 ' '
[bu‘ b §(x-nb) + bUd S(x+nb) x< ¥?
vix) -< -ev*® v ' ylex<y?
w -
at! T 8 (x-na) + al*s(x-v?) oy
v¥/a+1 '

: Las funciones de onda en ambos cristales esté&n
dadas por 1las expresiones (1), asf como la funci6én de onda
en el vacfo. Por lo tanto, la condicidn de continuidad
de la funcidn de onda expresada en las dos fronteras, es-
t4in dadas por (III. ) y por (2), y la de discontinuidad de
su derivada por (III. ) y por la siguiente:

¥ y?) - ¥3r(y?) - aut(a®+8?)

que se traduce en:

v30 2 L] 2 2y 2 —irv?
y3'(y ’,B;? ' ly?) iA(ﬁZCLAY-Gze LAY)-aU1a’+B’)

o’ yrryr) YY)~

_ Esta ecuacifn difiere de la correspondiente al
caso de los cristales no contaminados en que en lugar de
aparecer la intensidad de potencial (', aparece la de'la
impureza, que ocupa el lugar de la frontera. Esto se tra-
duce, en la expresifn (6), en el hecho de que su corres-
pondiente contiene explicitamente alos potenciales de 1 as
impurezas, en lugar de los de un ftomo del cristal. Esto
es, la condicibn para que se formen estados localizados
en la interfase es:

(‘?s.(zzi+ix*aug)(W?'(z:i+ LA+bld ) e

' 2 .
(-x;,%%,;-zh+au’)(-3;:414%»£A-bu3)e'LAY=Q

LAY +
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Definimos ahora:

! wl } .

y con estos pr8metros, la ecuacién anterior toma la forma:

MIN' + (M'+N')AcothYr =22 = 0

Esta ecuacién, en términos de H, G y £, se traduce
en: '

CRZ(-1)™RGHR{ (- 1)"H (at*-at’ /2) + (- 1) "G (bU-bU*/2) +
aU2bU) 4-bUau?/2-aubu¥ 2+au +budgl+
RCt-11"H+(-1)"G}-au’ /2-bu?/2+bubauTecother = 0

En adicifn a todas las variables que se han defini-
do en las ecuaciones anteriores, consideramos otra que re-
- presenta el potencial de la impureza del cristal 11, a saber:

y" = azu /2n

Con todas ellas y s1gu1endo un desarrollo similar
al seguido para obtener la ecuacién (13), obtenemos ahora:

(-1)"*"Rg+ (-H"'Ry’ﬂ- 11"y vyt y2ez-vip «
{(-F)MR+(-l)nQp+y‘*py2}(z/p-vagbthnn(QOIlJ&/p-vz =0

En el caso de cristales idénticos con impurezas
iguales, esta ecuacién se transforma en:

0%+ (-11"29y +z-vie2{(-1)"Qry'} (z-v?[eothSe-vTnn 0
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Reagrupando los términos de la ecuacifn anterior,

! se obtiene otra forma, similar a la de la ecuacién (15),
‘que es la siguiente: :

veotnry = §§ + 2ye(14é)/z-02cothnn/z-v2 + Eifzcbchznw/z-vz (16)

donde nuevamente se ha empleado la definici6n de ¢ y n es la
distancia entre los cristales, en parimetros de red .Esta
ecuacifn nos da las energfas de los estados electrfnicos en
la junta de dos cristales idénticos, con idénticas impure-
zas adsorbidas. ‘ .

AnSlisis de las ecuaciones de eigenvdl@res.‘

La_ecuacibn (14) difiere de 1a (III.8) en el fac-
-/z-\‘v.i y en el término (2-v}cschlpn/z-viy.Para
valores del argumento de 3 o mayores, la funcifn coth difie-
re de 1 en poco menos de 0.0047 y la csch? vale poco menos
de 0.008. Por lo tanto, en el caso de una separacién grande
entre los cristales el miembro derecho de ambas ecuaciones
es practicamente igual, y sus grificas coinciden. A distan-
cias cortas y cuando 1a interseccifn con vcotnv esti muy

"cerca del tope de la barrera de potencial, las funciones hi-

perb8licas difieren considerablemente de 1 y 0 respectivamen=-
te, y los estados de enerpia en la-interfase difieren de
los de la superficie aisladi , '

La coth regula la concavidad de la grifica del se-
gundo miembro de la ecuacién (14), acentuindola un poco ; la
csch? la corre un poco hacia arriba, si y>0 y hacia abajo si.
y<0; cuando el argumento es muy pequefio, la modificacidn de
la coth es apreciable y la otra no, debido al factor z-v®;
para valores mayores, la csch es pequefia y su contribuciédn,
despreciable. Las energias de interfase, en general, son ma-
yores que las de superficie.

En las figuras 19 y 20 se muestran las soluciones
de la ecuacibn (14). En 1la 19 se muestra parte de la grifica -
de la funcibn de Tamm y su correspondiente en la ecuacibn
que determina los estados de interfase, para los valores de
=0.2 yYy=-2; en la 20, para los mismos valore s de los paré-
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metros z y y, contra diferentes distancias de separacifn.

La dependencia del valor de las energfas de inter-
fase en las caracteristicas de los cristales, cuando éstos
son iguales, es la misma que la de los estados localizados
en la superficie aislada.

. La ecuacifn (15) se ha utilizado para estudiar 1la
variacifn de la energia de interfase respecto a la modific
cacifén en los potenciales delta deuno de los cristales. Con

=-2 para uno de los cristales, se hizo variar y*, obte-
niéndose un aumento lineal en dicha energfa conforme la in-
tensidad de dichos potenciales aumenta. Un cristal con mayor

" fuerza en sus potenciales tiende a alejar al electr6n de la
interfase.

La ecuacién (16) puede resolverse en la misma for-
ma que las anteriores; como los términos nuevos que apare-
cen en ella sob los que encontramos en la ecuaci6n correspon-
diente a la superficie contaminada de un solo cristal, el
efecto de las impurezas adsorbidas en la interfase es exac-
tamente el mismo que en la superficie aislada.

La ecuacifn (15) se utilizé para buscar modifica-
ciones en la energia de interfase de dos cristales cuando

la intensidad de sus potenciales delta y se mantenfia constante

tante y la altura de 1a barrera de potencial tambié&n, pero

"el cociente de los parimetros de red se modificaba. No se

encontraron modificaciones apreciables trabajando hasta
seis cifras decimales.
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Energfa de superficie y de interfase
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Figura 22
Energias de interfase contra intensidades
' del potencial de umo de los cristales
y'=-2
n=3
z=0.2
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CONCLUSIONES

De las definiciones de 1los parémetrosy, vV yz2, se
tiene que:

v2< 0.0268 a’ E
y = 0.0422 al ev
z = 0.02567 v°'a b

donde los pardmetros de red estidn dados en angstrongs, ¥y
las energias en electrdén volts. :

_ Por lo tanto, con un cristal de caracteristicas
conocidas pueden, en principio, calcularse las energias

"de los estados de impureza, de superficie o de interfase

asociados a dicho cristal. No obstante, debe. tenerse en cue

cuenta que en este tipo de enfoque, los resultados,

aunque de una validez cualitativa general, pueden no ser

adecuados porque el modelo de Kronig-Penney resulte dema-

siado simplificado en algunos casos.

Si se considera que dicho modelo es el adecuado,
se puede afirmar que en los cristules, bajo condiciones que
dependen de las caracteristicas del material y de los alre-
dedores, pueden presentarse electrones localizados funda-
mentalmente en la vecindad de impurezas, superficies, e in-
terfafes entre dos cristales en contacto cercano. lLa ener-
gia de estos estados difiere de las de los electrones del
interior del material, se ubica en las brechas prohibidas
para ellos y su distancia de las bandas permitidas depende
del mismo cristal, asi como de las caracteristicas de la
imperfeccifn en cuesti6n: intensidad de la impureza, altura
de la barrera de potencial que simula la superficie, sepa-

racion de los cristales en la junta, etc. etc. Es impor-
tante hacer notar

Es importante hacer notar que la magnitud de la
modificacidn de las energias de superficie debidas a la
cercania de otro cristal, puede ser considerable. Em el

ejemplo ilustrado en 1la flgura 20 es de aproximadamente 3
electrdn volts.
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Entonces:

APENDICE

' ‘ 2
rSea: Vix) = -%ﬁauclx-na}',
~ Se busca 1a solucidn de la ecuacibn:

v ix) + kZy(x) = :T"f' Vixbeln) (n

Como pr1mer paso, se resolverd la ecuacifn si-

gulente, que es mias sencilla:
6" (x, 1) + k26{x,%) = -6(x,7)

- - #‘eih(l‘t)a lz,

Sea glk) 1a transformada de Fourier de Gix,*).
: : - )
Glx, 1) -/!%J glk)eikix-Tl gy

"Substituyendo G(x,t) en (2):

' I {:k’-n’)g(k);,%&e‘“'*"’dn -0

. Esta relacidn debe ser vilida para cualquier o
valor de x y de T, por lo ue el integrando debe anularse.

De aqui que:
!
glk}) =
JZn(k!-x!)
y Glx,7) = yh B Tlapy(p2-c?)

El integrando presenta singularidades en ik,
por. lo que lo reescribimos en la forma:

. [T ik{x-1)
Gle,x) Limpoe__dk 1
ol - (ktdg)® 2m

O B E A
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Efectuando ahora la 1ntegrac16n por la tra-

' yector;a‘llustrada, en la que la parte semicircular tiene

un r jo muy grande, se llega a que:

,Iﬁféi

k+io

/)\ +» Re (k)
- g+ io) ‘\\_)///

ttm ai(h+£a)(x-tl< 1 <ik(x-t)
o+0 ~Z{R+40] "I C

f
4

G(t,t) =

Multiplicando (1) por Glx,t) y (2) por ¥ix) y
restando las expresiones obtenidas, se encuentra que:

lelth"(T)-G(r)w"(t)}dt = %%JV(rIG(x,r)w(r)d -[w(r)é(x-r)dt

Por el teorema de Green, el miembro izquierdo es
cero, de modo que:

vix) = é;{V(T)G(X,T’W(T’dT

Esta integral puede reemplazarse'por una suma-
toria del tipo: nt1)a

vix) ﬁrgg-Z[U(T)G(x,r)w(r) dt

oina

donde a es el parfmetro de la red. De acuerdo con el teo-
rema de Bloch, la funci6n de onda satisface la siguiente

opsra a4
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igualdad: vitena) = "%y (1)
donde 1 es un nfimero real.

El potencial tiene la periodicidad de la red, por
lo que su valor en T es el mismo que en T+a.Puede verifi-
carse también que G(x,na+t) satisface la siguiente igualdad:

G(x' t+na’ = %:-E e&:k'x-‘b-na]

- Haciendo estas consideraciones, se obtiene para
la expresifbn: : :

aO . . a. '
w(x) . E-‘J* _ietunajg‘k'l-T-"alw(‘t)V(T)‘ d'l'

. a '
vix) = i%zloF(x,t)V(t)w(r) dt

| 61U =

{una+ik|x-t-nal; 5+ T ALY eihlb—na]

d de: F . =
onde (x,T)= ¢ L wign

Aqulf s=x-t y [4/a]l es la parte entera de 4/a. IN-
troduciendo la variable:s'ss43/q/y sumando la serie geo-
métrica resultante, se tiene que:

-iethals/a] e Vsenks’-senk (s’ -a)
cosRa-codla

Fix,T) =

Ahora bien, tomando el origen de coordenadas so-
bre uno de los pozos de la red y substituyendo a V(x) en
(3), para la primera celda unitaria en que =0 y 4'=X, se
obtiene finalmente que:

Lu
P onkx -senk (x' -a)
codpa-codkra

vixl = §Ruto) Hix-xTh e
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