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Introducción TESIS CON 
FALLA DE OPJGEN 

El problema de la Estimación de Flujo Óptico es de gran importancia en 
el área del Procesamiento Digital de Imágenes debido a la gran cantidad de 
aplicaciones que se pueden tener con ella, desde compresión de video hasta 
la programación ele cámaras ele vigilaucia. 

Una ele las aplicaciones que han tenido gran importancia últimamente 
son las biomédicas, entre ellas destaca el uso de algoritmos de estimación de 
movimiento para agregar información a imágenes de ultrasonido, con lo que 
se prc~teucle detectar de manera temprana algunos padecimientos cardiacos 
bas;í11close en anomalías en el movimiento del corazón del paciente. 

La estimación correcta del movimiento de secuencias ele entrada ruidosas 
es un problema ele gran reto, ya que se requiere de algoritmos robustos que 
no sean fücilmente afectados por el ruido inherente al mecanismo de captura 
ele los datos. 

En esta tesis se presenta un algoritmo alternativo a los existentes, que 
l'omhina algmms ele las características más sobresalientes de los algoritmos 
tradicionales. Se utiliza la descomposición mediante la Transformada Poli­
nomial, para detectar energía espaciotemporal, y con datos como velocidad 
ele muestreo y tamaño de pixel, se puede llegar a hacer una estimación de la 
dirección y rnag11itucl del flujo óptico. 

Al utilizar ventanas gaussianas, se aumenta la robustez ante el ruido, ya 
que para hacer el análisis ele los datos de entrada, además de involucrar al 
pixel en cuestión, también se utilizan los datos en la vecindad, lo que permite 
corroborar con lm; elatos en la vecindad que el valor central es correcto si no 
tiene variaciones brusca · con respecto a la vecindad, y en caso de tenerlas, se 
pueden utilizar los elatos de la vecindad para compensar el efecto del ruido. 

Los algoritmos estudiados hasta ahora se pueden clasificar en tres grandes 

··-----------.......... 
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grupos, segt"m la técnica que utilizan para estin1m· flujo óptico, existen los 
de gradiente, que buscan la conservación de intensidad antes y clespúes del 
desplazamiento, los de correlación, que buscan la conservación de una dis­
tribución de intensidades durante el movimiento, y finalmente, los de en­
ergía espacio-temporal que buscan la dirección ele má.xhno desplazamiento 
energético. 

Muchos de los algoritmos involucrados en el procesamiento ele imágenes 
tienen la característica ele que el procesamiento es local, y por tanto este se 
puede realizar sin tomar en cuenta elatos muy alejados; ésta propiedad nos 
motiva a paralelizar el algoritmo, utilizando el método de descomposición de 
dominio, con lo que una vez mejorado en lo posible en la parte algorítmica, 
se recurre al paralelismo para aumentar el rendimiento. 

Después de realizar esta tesis se obtuvo un algoritmo robusto de esti­
mación ele flujo óptico, que a partir de los coeficientes ele la Transformada 
Hermitiana, coustirllye una distribución de energía, ele la cual se extraen 
parámetros que la describan, con lo que se puede construir In estimación. 

En lo que respecta a la mejora obtenida al utilizar paralelismo, se vió que 
se pl!ecle tener un aumento ele velocidad importante al utilizar varios proce­
sadores para realizar lm; cúlculos sobre partes separadas ele la sPctwncia de 
entrada. La limitantc m<ls importante ele un programa paralelo es el retardo 
debido a las comunicaciones entre procesos. Aunque en el algoritmo, casi no 
existe comunicación entre procesos esclavos, se genera un cuello de botella 
en el proceso ele distribución ele información así como en el ele recolección de 
resultados, debido a que son muchos los datos involucrados en el proceso. 

En el primer capítulo se hace una breve descripción de lm; conceptos rela­
cionados a la descomposición ele funciones para su representación de manera 
que se haga nuís evidente la información que nos interesa extraer de los datos. 

En el segu11clo capítulo se presenta la Transfonnacla Polinomial, para el 
ca.<;o general de cualquier ventana, y posteriormeute se expone el caso partic­
ular ele la ventana gaussiana, originando a la Transformada Hennitiana, que 
sirve para modelar Ja respuesta del sistema visual humano; tmnbiíen se pre­
senta la versión discreta ele la Transformada Hermitiana, la cmil es utilizada 
para tratar sciiales digitales. 

El tercer capítulo expone los conceptos básicos ele Estimación ele Flujo 
Óptico, se exponen algunos ele los trabajos más relevantes en el área, y se 
presenta la propuesta. implementada a través de la 'fransformada Polinomial, 
desde la detección ele energía hasta la regularización de flujo. 

El cuarto capítulo contiene una descripción de las optimizaciones real-
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izadas sobre el algoritmo, la primera es utilizar el algoritmo propuesto por 
Hashimoto y Sklansky para calcular los filtros binomiales, el cuál nos evi­
ta hacer convoluciones con secuencias complicadas, lo que reduce el proceso 
a hacer sumas, restas y corrimientos de bits, obteniéndose gran eficiencia. 
También se presenta una breve introducción a la programación paralela, y se 
describe la manera en la que se optimizó el algoritmo mediante esta técnica. 

Finalmente, en el quinto capítulo se presentan los resultados de los ex­
perimentos realizados, el primer conjunto ele resultados contiene inuígenes de 
flujo detectado, aplicado con diversos parámetros de corrida del programa, 
lo que nos da elementos para decidir cuáles son los panímetros óptimos para 
detectar la información que nos interesa; también se presentan gráficas de 
rendimiento del programa paralelo con respecto a su contraparte serial. 

'fESIS CON 
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Capítulo 1 

Descomposiciones de senales 

El objetivo de descomponer una señal en otras más sencillas es poder 
representarlas ele una manera mucho más eficiente, ya que sólo se guardan 
las características necesarias para poder reconstruirla, o en algunos casos, las 
características necesarias para estudiar lo que nos interese ele dicha señal. 

El conjunto ele las señales primitivas con las que se va a representar 
la seiial original se llama Base, y las características que nosotros vamos a 
guardar de cada función son las Coordenadas de la Se1ial refe1·idas a la Base, 
que simplemente llamaremos Coordenadas. 

Esto origina a que tratemos todos los conceptos descritos anteriormente 
en notación ele Álgebra Lineal, y por ello, a las señales las llamaremos vectores 
de ahora en adelante, y usaremos ambos nombres indistintamente. 

Una de las características más i'.1tiles de una base B de un espacio n­
dimcnsional V es que permite expresar un vector Lt E V por medio de las 
coordenadas (:c 1, .1:2 , .•. , :1:,.) ele tal forma que 

" 
ü = ¿x;b; (1.1) 

i=l 

donde b; son los vectores que conforman a la base B. Se dice que a puede 
ser representada como una combinación lineal de los elementos en B. 

Con ello podemos represeutm· señales de manera n1ás eficiente, almace­
nando ímicamente los coeficientes x;, y estableciendo a priori qué base uti­
lizar. Esto se puede hacer ya que para cada vector a del espacio vectorial, 
existe una representación única del mb 110 como una con1binación lineal de 
los vectores que conforman la base escogida. 
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1.1. Producto Interno 

Sea :F el campo de los nú1neros reales, y V un espacio vectorial sobre :F. 
Un producto interno en V es una función que asigna a cada par ele vectores 

a, f3 en V un escalar {ul.U) en :F de tal manera que para todo u, .U y ¡ en V, 
y para tocios los escalares e se cumple 

l. (et+ /:lh) = (crl¡) + (.Ul1) 

2. (cal/:!) = e (al/:!) 

3. (.Ula) = (al.U) 

4. (ctla) >O 

Como vamos a trabajar con el campo de los números reales, o su rep­
resentación más próxima en la computadora, es decir los nítmeros de punto 
flotante, la tercera regla implica la conmutatividad de la operación. 

Introducimos la siguiente notación 

11v11= J<vlv) (1.2) 

Se dice que dos vectores son ortogonales si el producto interno 
entre ellos es igual a cero. 

Si para cada par ele vectores en B se cumple el criterio de ortogonalidad, 
se dice que B es una base ortogonal. 

Además, si 11 b 11= 1 '<f v E B se dice que la base es ortonormal. [8] 

1.2. Descon1posiciones Ortogonales 

La proyección de un vector v sobre la base 

(1.3) 

Si el vector está contenido dentro del espacio vectorial generado por B, 
se puede representar con los coeficientes (x1 , x 2 , ••• , xn) tal que 

n 

v = 2:x;b; (1.4) 
i=l 
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y en caso contrario, se puede encontrar al vector del espacio generado por 
B más parecido al vector en cuestión. 

Cuando trabajamos con una base ortonormal, podemos aplicar el produc­
to interno en ambos lados por b; teniendo 

(1.5) 

Adcnuís se tiene que 

(1.6) 

11b;11= 1 b; E B (1. 7) 

con ello, la ecuación 2.5 se vuelve 

(b;l-u) 
X; = (b;jb;) = (b;j-u) (1.8) 

Vemos la importancia que tiene el usar una base ortonormal, ya que se 
reduce considerablemente la cantidad de cálculos que se tiene que realizar 
para descomponer una función. 

Una vez calculados los coeficientes X; y conociendo la base B podemos 
reconstruir perfectamente la señal original, si ésta se encuentra dentro del 
espacio representable por B, o en caso contrario, podemos obtener la mejor 
aproximación posible de la señal original. 

1.3. Ejemplos 

1.3.1. Funciones Unidimensionales 

Función representable por la base 

Supongamos que tenemos la base compuesta por las siguientes funciones 

B = {sin(27rt), sin(67rt)} (1.9) 

y el producto interno: 

(f(x)lg(x)) = fo1 
f(x)g(x)dx (1.10) 
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Ortonormalizando la base tenemos 

B = { v'2 sin(27rt), v'2 sin(67rt)} 

Ja cmí.l está dibujada en la figura (1.1). 

Figura 1.1: Elementos de la base 

Si queremos representar a la función 

f(x) = sin(27rt) + 0,1 sin(67rt) 

Por simple inspección podemos ver que las coordenadas son 

(v'2,o,1V2) 

7 

(1.11) 

(1.12) 

(1.13) 

Tanto la función original como la reconstruida se muestran en la figura 
(1.2). 

Función no representable por la base 

Un ejemplo en donde una combinación lineal de los elementos de la base 
no representa perfectamente una función es la siguiente, en donde no se 
va a tener una reconstrucción perfecta ele la señal original, sino la mejor 
aproximación que se puede obtener con ésta. 

Supongamos que tenemos la base conformada por las funciones 

(1.14) 
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Figura 1.2: Tunciones original y sintetizada 

y el producto interno definido como sigue: 

(f(x)lg(x)) = fo1 

f(x)g(x)dx (1.15) 

La base· ortOnormalizada es 

B = { 1, v'12 (x - ~), ~ (x2 
- x + ~)} (1.16) 

la cuál está dibujada en la figura (1.3). 

o.t 02 cu o.a 

Figura 1.3: Elementos de la base 
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Si queremos representar la siguiente función: 

f(x) =e"' (1.17) 

Sabemos c¡ue esta es una función trascendental, y que no existe una rep­
resentación equivalente en forma de polinomios, lo (mico que podemos hacer 
es buscar la representación más parecida representable con los elementos que 
tenemos. 

Utilizando el procedimiento descrito, se obtuvieron las coordenadas 

(1, 72, 0,49, -1,66) (1.18) 

La gráfica con la función original y la reconstruida está en la figura (1.4). 

Figura 1.4: Señales original y sintetizada 

1.3.2. Funciones Bidimensionales 

Ahora veremos un ejemplo bidimensional, utilizando una transforma­
da muy conocida, la DCT (Discrete Cosine Transform), en donde la base 
está compuesta ele senoidales tanto en la dirección vertical como en la hori­
zontal. [9] 

En este caso el producto interno para dos matrices ele N x N está definido 
co1no 

N N 
(F, G) = 2: L Fm,nG:r,,n (1.19) 

rn=l n=l 
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Y la base para generar el espacio que contenga. cualquier matriz de N x 1V 
es de tamaño N 2 cuyos elementos son matrices ele JV x N. 

{ ( 
2x + 1 ) ( 2y + 1 ) } B = COS --;¡¡;¡-kx1r COS -;¡¡:¡-ky1r X, y, kx, ky = O, ... , N - 1 

(1.20) 
donde kx y kv denotan los ordenes de las funciones base en las direcciones 

x y y respectivamente. 
En la figura (1.5) se presentan los elementos de la base para N = 8 

,. 

Figura 1.5: Base para la DCT, N=S 

Si queremos representar una función bidimensional U, por ejemplo, una 
imagen como la de la figura (1.6), cuyo tamaño es ele 8 x 8, aplicamos un pro­
cedimiento similar al utilizado en las funciones unidimensionales. Se proyecta 
la función sobre cada uno de los elementos de la base, y se obtienen los coe­
ficientes ele cada elemento. 

Los coeficientes Vse obtienen con la siguiente ecuación, y están represen­
tados en la figura (1.7). 

V= (u, BZ,1) (1.21) 

Para reconstruir la señal original, se multiplica el valor de cada coor­
cle11acla por el elemento de la base correspondiente y se suman todas las 
contribuciones ele los elementos de la base. 
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Figura 1.6: Imagen a codificar 

u(x, y)= L v(I;;, l)Bk,i(x, y) (1.22) 
k,l 

En est.e caso, Ja señal reconstruida es idéntica a la original, y esto se debe 
a que el espacio generado por la base contiene a la señal eu cuest.ión. 

Ven1os que este méLoclo es de gran utilidad para representar señales, ya 
que se pueden buscar los patrones más frecuentes en un grupo de señales, 
y sobre eso generar la base, con lo que se puede representar la misma can­
t.idad de información con menos datos, lo cual es ele suma importancia en 
aplicacione:; como comunicaciones. 

TESlS CON 
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Figura l. 7: Coeficientes de Ja transformada 

TESIS CON 
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Figura 1.8: Imagen reconstruida 

12 
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Capítulo 2 

Transformada Polinomial 

Para m11chas aplicaciones en el área de codificación ele inuí.genes o visión 
por computadora, así como en el caso del estudio ele la percepción visual 
h1111uum, se necesita que la información, la cual generalmente :,e tiene e11 
forma de 111atrices de i11tc11sidadcs, sea i11terpretacla y traducida a patrones 
visuales que tengan sentido. Es por ello que se debe hacer algün tipo de 
procesamiento espacio-temporal sobre la i11fon11ació11 origiual. Este tipo de 
procesamiento implica dos decisiones importantes. 

Primero, hacer el ¡nocesa:rniento local, es decir, mu! tiplicar los elatos por 
1111a \"<'111 a11a. El rnmaf10 de la ventana establece la cantidad rlc veciuos que 
contrib11yc11 u! cúlculo del pixel central en cada paso, mientras que la fonna 
de la ventana detcn11i11a d ¡rn:;u rclati\'u Je cada p1111tu que se va a incluir 
en el cálculo. [ 10] Para poder describir la imagen completa.mente, este proce­
samiento debe ser repetido una s11fkie11te cuntirlncl de veces. 

Segundo, parn cada posición de la ventana, se requieren hacer pasos es­
pecíficos del procesamiento. Debido a que cualquier opción que se escoja para 
procesar la información implica el buscar por ciertos patrones, seleccionar este 
proceso es equivalente a fijar los patrones visuales que se considern11 mús im­
portantes a priori. Es muy difícil escoger la ventana a usarse basfü1close en 
argumentos puramente teóricos. Es por ello que el modelo matemiítico de la 
visión humana es utilizado como referencia. [11] 
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2.1. :Definición 

En ésLa sección definiremos las características de la transforrnacla polino­
mial, y nos ccntral'emos después en un caso particular que-i1os interesa, la 
Transformada Hermitiana, cuando la ventana a utilizarse es Gaussiana, de 
la cual nos vamos a usar su versión discreta. 

2.1.1. Definición General 

El objetivo ele la Transformada Polinomial es poder aproxin1ar o igualar 
una señal por medio de polinomios. El análisis por medio ele la transformada 
polinomial implica dos pasos. 

Primero, la señal original L(x) se multiplica por una función V(:r:) a la 
cwíl llamaremos ventana. Para tener una descripción completa ele la señal 
se requiere que este proceso se haga una cantidad suficiente ele veces. En 
e:;te caso, con:;icleramos que las ventanas son equidistantes. De la función de 
ventana V(:c), podemos com;t.ruir una función ele peso, la cual es periódica 
con periodo 'T, la cual definimos 

W(:c) = L 1/'(x - J.:T) 
k 

l.: E Z (2.1) 

El segundo paso consiste en aproximar el pedazo ele señal ventaneada por 
polinomios. Utilizare111os el conjunto de polinomios Gn(x) para expandir la 
señal, donde n de11ot.a el grado del polinmuio. 

Se define el :;iguieutc producto interno 

(M(:c)IN(:c)) = ¡_: V(x)M(x)N(x)dx (2.2) 

y como los polinomios componen una base ortonormal utilizando este 
producto, 

(G,,.(x)IGn(x)) = ¡_: V(x)G01 (x)G11 (:c)úx = Ómn (2.3) 

De esta forma, los polinomios están totalmente determinados por la fun­
ción ventana. Con ello los polinomios de la base ortonormalizacla con respecto 
a la venta.na V(:1:) son 
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(2.4) 

(2.5) 

(2.6) 

Si V(:i:) es una función par, se tiene que c2n+l = O y se simplifican las 
expresiones ele G,,. Bajo condiciones generales para cualquier señal de entrada 
L(x) y cualquier tipo de ventana, tenemos 

V(x - kT) [L(x) - ~ Ln(kT) · Gn(x - kT)] =O (2.7) 

donde Ln ( kT) son los coeficientes de la transformada Polinomial , definidos 
C01110 

Ln(/cT) = ¡_: L(x) · G,.(x - kT)V(x - kT)dx (2.8) 

De aquí vemos que el proceso ele obtener los coeficientes Ln(kT) implica 
convolucionar la señal de entrada L(x) con los filtros de análisis 

(2.9) 

ccntrandolos en las posiciones kT y submuestreando cada T unidades. 
El error de aproximación entre la señal de entrada y la señal reconstru­

ida se puede hacer arbitrariamente pequeño tomando n lo suficientemente 
grande. Para reconstruir la función original, tomamos la ecuación (3.1) con 
la (3.6), y tC'."eIUOS 

00 

L(x) = °L,°L,Ln(kT)Pn(x-kT) (2.10) 
n=O k 
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Figura 2.1: Procedimiento de la 'I'ransformacla Polinomial 

donde la función Pn(x) se conoce como la función patrón, definida como 

V(x) 
Pn(:c) = Gn(:c) Mí(x) (2.11) 

Con ello vemos que el proceso de reconstrucción de la señal original impli­
ca hacer una suma ponderada de las funciones Pn (x), dados los pesos Ln ( kT), 
repitiendo los mismos pasos sobre todas las posiciones donde se submuestreo. 
El proceso se ilustra gnUicamente en la siguiente figura (2.1). 

2.1.2. Caso particular: Transfonnacla I-Iennitiana 

Los panírnetros libres ele una transformada polinomial son la función de 
vent,nna y el periodo ele muestreo. En e;;te caso, va1110s a utilizar una ventana 
Gaussiana, lo cual genera Polinomios Hermitianos. 

La transformada Hermitiana es una manera alternativa ele expandir una 
señal en compo1w11t.es 01·t.ogonales y se escoge ésta por dos razones, la primera 
es que utiliza derivadas de Gaussúmas, las cuales se ha visto que sirven 
para modelar el comportamiento ele los campos receptivos, y segundo, los 
polinomios Hermitianos, los cuales se utilizan en este tipo ele análisis, tienen 
mucha literatura e investigación realizada sobre ellos, por lo que tienen una 
base uui.t.crnútica bast.antc sólida. 

Generalmente el iuterés se centra en extraer información ya sea ele la 
primera y/o la scguuda derivada, aunque dependiendo ele la naturaleza de los 
datos y el tipo ele amilisis que se quiere realizar sobre los mismos, se pueden 
llegar a requerir ele órdenes superiores para obtener suficiente información. 

En Pste cnso la ventana a utilizarse es la Gaussiana 
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V(:c) = __ l_e-(x/2a)2 

J.Jiícr 
(2.12) 

Donde el factor por el que se multiplica la Gaussiana es para normalizar 
la energía. Las funciones de filtro con las que se convoluciona la señal se 
derivan de la ecuación (2.9). 

(2.13) 

para el caso particular ele la ventana Gaussiana, donde los polinomios 
ortogonales asociados son los Polinomios Hermitianos, definidos como 

(2.14) 

Con ello se puede ver que el filtro Dn(x) es igual a la n-ésima derivada 
de una función Gaussiana, multiplicada. por un factor de normalización. 

D (x) = _1_. _d_ [-l-e_x2¡ª2] 
" v12"ñ"f d (; r CT y7i 

(2.15) 

Las funciones de ami.lisis para el caso ele a = 1 se muestran en la figura 
(2.1.2), y podemos ver que éstas responden a patrones como superficies de 
int.Pnsiclacl constante, bordes, esquinas, etc. 

Funciones de Síntesis 

Las funciones patrón o Pn(x) son requeridas para resintetizar la señal 
original conociendo los coeficientes de la Transformada Hermitiana. Estas 
funciones están definidas según las siguientes expresiones analíticas 

T 1 (X) e-x2/2a2 
P. (x) = ----H -

n v'2nn! cr,,/2ii n O" w(x) 
(2.16) 

donde la función de peso W(x) es periódica, y por ello se puede escribir 
en forma de Serie de Fourier 

J2...¡:¡ro 
W(x) = w(x) 

T 
(2.17) 

y 
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Figura 2.2: Filtros de análisis dO, ... , d4 para a=l 

w(x) = l + 2 E exp [-~ ( k 
2;ª) 2 ] cos ( k 

2;x) 
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(2.18) 

La respuesta ele éstos filtros se muestran en la figura (??). Debido a que 
las Gaussianas son isomórficas ante la transformada ele Fourier, la respuesta 
temporal es la misma que la respuesta en frecuencia. El gran parecido que 
tienen estas funciones con las senoidales truncadas implica que la transfor­
mada Hennitiana se puede utilizar para hacer análisis ele armónicos. 

2.2. Extensión a varias din1ensiones 

La transformada polinomial se puede generalizar a dos dimensiones ele 
manera natural. Dada una función ele ventana bidimensional V(x, y), los 
polinomios ortogonales Gm,n-m(x, y) donde ·m y n - ni son los órdenes ele la 
transformada con respecto a x y a y respectivamente, están determinados ele 
forma única por el criterio ele ortogonalidad entre elementos ele una base. 
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Figura 2.3: Filtros de síntesis pO, .. . , p4 para a = 1 

1= 1"° ? _
00 

_
00 

V-(x, y)Gm,n-m(x, y)G;,i-;(x, y)dxdy = ón;Óm; 

paran, ·i = O, 1, ... , =; 1n =O, 1, ... , n y j =O, 1, ... , ·l. 
La función de peso se convierte en 
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(2.19) 

W(x, y)= L V(x - p, y - q) (2.20) 
(p,q)ES 

donde (p, q) son puntos de la malla bidimensional de muestreo S. 
Los coeficientes de la transformada Lm,n-m(p, q) se obtienen convlucio­

nando el arreglo de datos con las funciones ele filtro 

Dm,n-m(X, y) = Gm,n-m(-x, -y)V2 (-x, -y) (2.21) 

y posteriormente submuestrando la salida en los puntos (p, q) E S. Las 
funciones ele interpolación o funciones patrón que sirven para reconstruir la 
señal original a partir ele los coeficientes están definidas como 
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V(x, y) 
Pm,ri-m(x, y) = Gm,n-m(x, y) vV( ) x,y 

(2.22) 

Con todo esto, ve111os que la señal original se puede expresar como 

<X) 7l 

L(x, y) = L L L Lm,n-m(P, q)Pm,n-m(X - p, Y - q) (2.23) 
n=Om=O (p,r¡)ES 

2.2.1. Transforrnacla Hermitiana Biclhnensional 

Un caso particular muy interesante ele la transformada polinomial 2-D 
ocurre cuando la ve11tana es separable, es decir, V(x, y)= V(:c)V(y), y la red 
ele submuestreo es del mismo espaciamiento en las dos direcciones. Así los 
filt,ros son separables y se pueden implementar de manera muy eficiente. 

Los coeficientes ele la transformada polinomial se obtienen convolucionan­
do la función de entrada co11 los filtros D,,.(x)Dn-m('y), y submuestreando 
los resultados c11 los pu11tos ele la malla cuadrada, en espaciamientos de Tx y 
Ty en las clircccio11es rl'spect.ivas. 

La ventaja que surge al usar ventanas Gaussianas es que tienen la propiedad 
ele que son espacialmente separables y rotacionalmente simétricos. Es por el­
lo que 11mchas ele sus propiedades se pueden expresar usando coordenadas 
polares. 

La respuesta e11 frecueucia de los filtros se puede expresar como 

clo11de 

ni . 
------ COSm 8 Sln n-m 8 
m!(n-m)! 

(2.24) 

(2.25) 

De esto vemos que conforme el orden n aumenta, se están analizando 
frecuencias radiales mayores, así como en la versión unidimensional, mientras 
que filtros ele mismo orden n y diferente índice direccional ·m distinguen entre 
las diferentes orientaciones de la in1agen. 

Con ello tenemos que estos filtros son sensibles a la frecuencia así como 
a la dirección. 
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2.2.2. Transformada H.erinitiana 'I'ridirnensional 
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El caso triclimensio11al se refiere a señales espaciotemporales L(:1:, y, t). De­
bido a que los filtroi:; Gaussianos en esta transformada tienen la misma a en 
tocias las clirnensiones, tenemoi:; que acordar una equivalencia entre señales 
espaciotemporales L(x. y, t) y seüalc:; triclimeni:;ionalei:; L(J:, y, z) al definir 
z = -ut, cloude ·u ei:; una constante que reprei:;enta velociclacl. El valor selec­
cio11ado ele ei:;ta variable determina la velocidad a la cual es n11is i:;eusible la 
transfornmcla. 

La definición ele la transformada Hermitiana 3D es la siguiente 

" '" L(:c, y,.::)= L L L L L1,rn-l,n-m(TJ, q, r)P¡(x-p)Prn-1(y-c¡)P,._m(z-r) l n=O m=O l=O (p,q,r)ES 

(2.26) ~ 
donde los coeficientes ele la transformada .Hermitiana se derivan de con- \ 

volucionar la selml original L(x, y, z) con las funciones ele filtro D1(:i:)Drn-1(y)Dn-m(z) ·~ 
y el resultado se muestrea en la malla tridimensional S. j 

La respuesta en frecuencia de éstos filtros se puede expresar utilizando l 
coordenadas ci:;féricas l 

donde 

w,, w cos () cos r/J 
wsin () cos r/J 

wsinefJ 

(2.27) 

(2.28) 

(2.29) 

(2.30) 

donde la función ges idéntica a la (2.25), introducida en la sección ante­
rior. Con esto vemos que además ele tener selectividad direccional, podemos 
tener selectividad ele velocidades en los filtros. 

2.3. Versión Discreta 

Hasta aquí hemos derivado expresiones para trabajar señales continuas, 
pero para aplicaciones prácticas se requiere que las señales a tratar sean 

4 

1 
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discretas. Aquí ::;e presenta un equivalente discreto ele la transformada Her­
mitiana. La razón de ccmtrar nuestro estudio en éste ca::;o particular de la 
transformada Polinomial es que identifica características psicofísicas que nos 
interesan, y aprovechando la forma en la que se formula esta transforma­
da, se pueden hacer varias optimizaciones para n1ejorar su rendimiento en 
aplicaciones prácticas. 

Se ::mbc que la contraparte discreta de la ventana Gaussiana es la ventana 
binomial 

(2.31) 

para :i: = O, 1, ... , l\!f . Los polinomios ortogonales asociados a este tipo 
de ventmm se conocen como los polinomios de Krawtchouk 1 

f<Nn(:i:) = _l_t(-l)n-k(J\T-;¡;) (X) ' f"(!!J k=O n - k k 
(2.32) 

Los polinomios de I<rautchouk son ortogonales ante el producto interno 

N 

(KmlK,.) = L V 2 (x)I<m(x)I<,,(x) (2.33) 

Ésta aproximación es válida ya que para valores grandes ele N, la ventana 
binomial se aproxima a una Gaussiana. 

lím V(x - N/2) = 
1 2"'

2
/N 

N-~ JnN/2e 
(2.34) 

y también los polinomios ele Krautchouk tienden a los polinomios Hermi­
tianos cuando N -> oo 

lím I<,.(x - N/2) = - 1
-Hn (xf r¡:¡¡2) N-= ~ VlV/4 

(2.35) 

Por ello la Transformada Hermitiana Discreta aproxima a una Transfor­
mada Hermitiana de a = ¡M72. Las propiedades ele la Transformada Discre-

1 Matemático Ucraniano del siglo XIX que estudió ramas diversas de las nmtcmáticas 
como lo son la teoría ele las permutaciones de matrices, ecuaciones diferenciales, e introdujo 
los polinomios asociados a una distribución polinomial 
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ta pueden ser predeciela.o; basándose en esta equivalencia y en las propiedades 
de su contraparte analógica. 

Una restricción que conviene imponer a la ventana binomial es que N 
sea par, ele esta ni.anera las funciones de análisis se definen desplazando la 
ventana binomial N /2 unidades para tener el origen como centro ele simetría. 

Así los filtros ele amUisis se definen como 

Dn(x) = Kn ( 
1~ - x) V 2 

( ~ - x) (2.36) 

para :i.: = -N/2 ... N/2. 
En el caso ele laB transformadas multidimensionales, muchos ele los re­

sultados obtenidos para sus versiones analógicas pueden ser ajustados sin 
problc111a..-;. Sin embargo, se tienen que tener algunas precauciones al aplicar 
la aproximación local 1 D. 

La complicación proviene ele! hecho ele que al proyectar la función V 2 (:i.:) 
en alguna dirección, puede ocurrir que esta no toque la suficiente cantidad 
ele puntos para poder extraer información ele los mismos. 

Lrn; f1mcioncs de ventana más suaves son las que al seleccionar una direc­
ción cspP-cífica, la línea ele proyección pasa por la mayor cantielael ele puntos 
posibles. Para el expel"Írnento de la tesis, se consideraron lM direcciones que 
pasan al 11w11os por tres ele los puntos ele la malla. 

1 

... ' . 1 .... 
··--.. \. ,..1 -

• 1 

¡ ---.. _ 

/ ¡ º\ 
Figura 2.4: Malla 2D de 8 x 8 

Un ejemplo de esto es la figura (2.3), donde se tiene una ventana de 
tamaño 8 x 8, y se están considerando los ángulos discretos que pasan por al 
menos 3 puntos. 
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Capítulo 3 

Métodos de Estimación de 
Movimiento 

Las aplicaciones de la Estimación ele Flujo Óptico se pueden clasificar a 
grandes rasgos en aplicaciones 3D y 2D. La aplicación clásica 3D es el deter­
minar la estructura tridimensional de un objeto así como las características 
de su movimiento cu la e::;cena. De las aplicaciones bidimensionales, reciente­
meute la compensac.:ión ele movimiento ha recibido mucha atención en áreas 
co1I10 co1rnnlicaciones e imagenología médica. 

La c..:ompensación ele 111ovimiento es útil para la restauración y mejora ele 
calidad ele las imúgencs, así como en el área de compresión. Otras aplicaciones 
bidimcnsiouales pueden ser el rastreo ele objetos, la segmentación y el análisis 
c..:11alitat.ivo de la forma ele un objeto, etc. 

3.1. Descripción del problema 

El cúlculo ele los vectores ele desplazamiento también se llama cálculo del 
flujo ópt.ico. Esta expresión se utiliza análogamente a Ja hidrocli1uímica. Esta 
<trea de la física estudia el comportamiento de los fluidos, donde el modelo 
matemático del procc::;o se basa en tratar al líquido como un conjunto ele 
partículas extremadamente pequeñas (flujo de partículas). Cuando converti­
mos este modelo para usarlo en imágenes en escalas de grises, los patrones 
de imagen se componen de una gran cantidad de pixeles arbitrariamente 
pequeii.os, los cuales se mueven a lo largo del plano que contiene a la mis­
ma. En este caso cada pixel contiene un valor de gris que es constante en el 
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tiempo. El movimiento de los patrones en la imagen se consideran el flujo ele 
pixeles. 

Se tiene una secuencia finita de imágenes ele una esceua climímica, las 
cuales son los datos de entrada. ele un estimador. Las iméÍgenes se toman 
en una sucesión lo suficientemente nípida para que el tiempo pasado entre 
dos imágeucs consecutivas sea pequeño, y se pueclau captar los detalles del 
movin1iento. 

La labor del estimador es asignar un campo ele flujo ópt.ico, e:; decir, un 
campo ele velocidacle:; in:;tantáneas a una de las escenas ele entrada. 

Gmwrn.lmcnte lo:; cálculos se hacen sobre información local, es decir, se 
usa información ele la vecindad espacio-temporal ele la escena a estudiarse, 
con lo que Sl' pretende analizar una menor cantidad ele inforrnación en cada 
paso del procedi111iento y poder acelerar el proceso al hacer menos cúlculos y 
pudiendo indcpcudizarlos. 

El proceso de c:;timación ele movimiento incluye dos pnsos fundamentales, 
el primero es recuperar cualquier parámetro que nos indique la velocidad del 
n1ovilllicuto en cualquier lugar del campo vi:;ual a través ele la con:;ervación 
ele un pnníuwt.ro, como lo puede ser la intensidad o alguna función ele la 
misma, como lo p11ede ser la distrilmción ele la inten:;iclacl en una región. 

El :;cg11mlo pmm consi8te cu propagar la información ele velocidad ele las 
regiones que la cnnt ieucn ele manera confiable a regiones con illformación 
parcial o 1J11la, para recuperar el campo ele velocidades ele manera correcta. 

En d proceso ele la estimación ele movimiento se obtiene una estimación 
de la velocidad así como una 1neclida ele confianza, que se representa por 
utcdio dl? la 111atriz ele covarianza 

V ( :~) 
( 

su 
S21 

s 
(T2 

u 

cov(-u,v) 
cov(-u, ·u) ) 

(T2 
V 

(3.1) 

(3.2) 

Con ello vemos que al hacer una estimación ele movimiento, se obtiene 
una región de incertirfornbre en el espacio ·uv, la cual hay que minimizar en 
la medida ele lo posible, como en la figura (3.1). 

En el proceso de propagación ele velocidades se requiere que el algoritmo 
utilizado emplee explícitamente los valores ele incertidumbre. Esto es impor­
tante ya que debemos asegurar que las estimaciones con pequeños valores 
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Figura 3.1: Estimación de velocidad y su intervalo de confianza 

de incertidumbre se mantengan sin alteración durante el proceso y los que 
tienen mucha se vuelvan más precisos al proporcionarles información de los 
vecinos durante este proceso. 

Al hacer uso de la información de los vecinos, este proceso debe de afectar 
111íni1namente el campo ele flujo en las fronteras del movimiento. 

3.1.1. Características de la secuencia de entrada 

El algoritmo que se va a utilizar, así como la mayoría de los algoritmos 
11t-.ilizados para calcular el Flujo Óptico suponen que los cambios en las escalas 
de i11tensiclad de grises se deben exclusivamente al desplazamiento relativo 
entre la cámara y los objetos observados. 

Estos modelos no consideran cambios de luminosidad o de la posición de 
la fuente luminosa. Esto puede generar resultados erróneos para los métodos 
d<' n1lculo ele flujo óptico, por lo que se debe de tener cuidado en la manera 
dl' grabar el material a trabajar, procurando tener iluminación constante. 

3.1.2. Problernas más comunes 

El flujo óptico no es necesariamente el mismo que el campo ele velocidades 
rc~al. a1111quc los cambios de intensidad luminosa sean únicamente causados 
por la escena e11 movimiento, y no por efectos de iluminación. 

Un caso límite que comprueba esto podría ser una esfera con una super­
ficie uniforme. Cuando la esfera rota sobre su eje, el flujo óptico no nos da 
i11formació11 de movimiento, ac1n cuando sabemos perfectamente que existe 
movimiento en la misma. 
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P1·oblen1a de la Apertura 

Los métodos que se van a explorar no usan la información completa de la 
imagen, sino que sólo utilizan elatos en la vecindad del pixel a analizar. Los 
métodos basados e11 correlación consideran una ventana, que cas,i siempre 
está li111itacla a 11n pequeño vecindario. De manera parecida, los métodos 
diferenciales consideran el pixel vecino nu1s próximo para su cálculo. 

Se pueden tener errores en la estimación de flujo óptico debido a este tipo 
de problemas. La sección ele la in1agen utilizada para el cálculo se denomina 
apertura, por lo que todos los problemas asociados al uso de información 
local se llaman problemas ele apertura. 

Estos oc11rrcn cuando la. apertura es demasiado pequeña para poder cap­
turar las características de la imagen necesarias para tener un cálculo correc­
to. 

Algunas veces pneclc ser ütil aumentar el tamaño de la apertura, a11nque 
esto no es del t.oclo recomendable ya que conforme aumenta la cantidad de 
datos a analizar, In complejidad del contenido aumenta, lo cual hace q11e 
el análisis sea 11u1s difícil de hacer, y generalmente resulta en un cm;to com­
putacional m<Ís alto, aumentando en un orden O(N2 ) para imágenes y O(N3 ) 

para secuencias de imágenes. 
Un ejemplo ele esto es la figura (3.2), en donde si tenemos una ventana 

pequeña, 110 se puede tener conocimiento del· flujo óptico vertical, así que 
todo lo que podemos obtener es el flujo óptico normal, en cambio, con una 
ventana de mayor tmuaüo, teuen10s nH.Í.S elementos para detectar la dirección 
ele flujo óptico. 

i 
1 ! 
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Figura 3.2: Problema ele la Apertura, cuando no se tiene suficiente informa­
ción para deducir la dirección de flujo óptico 
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Problen1a de la Correspondencia 

Un problema relacionado con el de la apertura es el de la correspondencia, 
en donde debido a que los pixeles individualmente sólo pueden ser diferencia­
dos por su color, se necesitan examinar estructuras más graneles para buscar 
pixeles correspondientes. 

Un ejemplo ele esto se puede ver en la figura (3.3), donde al no estar uti­
lizando una ventana lo suficientemente grande, no se tiene suficiente infornm­
ción de las estructuras involucradas en la escena, con lo que se tienen proble­
mas para relacionar estructuras semejantes antes y después del movimiento. 

Este problema es muy común cuando se tienen estructuras semejantes, 
por lo que se debe ele escoger el tamaiio de la ventana a priori dependiendo 
ele los datos ele entrada. 
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Figura 3.3: Problema ele la Correspondencia, cuando no se tiene suficiente 
información para discernir entre objetos semejantes en una escena 

Iluminación 

Los métodos descritos asumen que los cambios en valores ele intensidad 
en la imagen dependen solamente del movimiento relativo ele los objetos con 
respecto a la cámara. Para producir los resultados correctamente, los cambios 
temporales en la iluminación de la escena se deben de excluir. 

Pero debido a que se está trabajando con escenas naturales, es inevitable 
el hecho ele que de vez en cuando aparezcan cambios en intensidad y dirección 
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ele la iluminación indeseados, los cuales conducen a una obtención de los flujos 
ele manera incorrecta. 

Sin embargo, aunque las condiciones ele la iluminación sean constantes, 
existen algunos otros efectos que aparecen: 

• son1bras 

• iluminación puntual 

• reflejos 

Oclusión ele Objetos 

El modelo del flujo óptico considera que los pixeles no desaparecen del 
plano que se está analizando. Para que esta condición se cumpla, los ob­
jetos ele una escena sólo se pueden mover ele cierta manera para que sean 
proyectados sobre el plano ele la imagen en todo momento. 

Cuando los objetos se sobreponen, o cuando el fondo es una textura irreg­
ular, existen errores en el d.lculo ele los vectores de desplazamiento cerca ele 
la frontera de los objetos. En este caso, los cambios ele intensidad se deben a 
que se estú revelando un objeto escondido, y no se debe ele interpretar como 
desplazamiento ele estructuras. 

3.2. Métodos tradicionales 

A continuación se presentan algunos métodos convencionalmente utiliza­
dos, muchos de los cuáles están recopilados en 

3.2.1. Métodos basados en gradiente 

Este tipo ele técnicas trabajan con la suposición de que existe conservación 
ele la intensidad en imágenes. Algunas ele estas técnicas usan una función de la 
intensidad en lugar de la intensidad misma, aún así el principio ele estimación 
permanece igual. 

Esto implica que un punto (x, y) en la escena en el tiempo t se mueve 
a otro punto (x + óx, y+ óy) después de un tiempo ót, y con ello se puede 
escribir 

l(x, y, t) = I(x + óx, y+ óy, t + ót) (3.3) 
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Expandiendo los términos de la derecha usando series de Taylor y omi­
t.iendo Jos términos ele orden superior tenemos 

DI [)J 81 
/(:1: + c5x, y+ óy, t + ót) = J(x, y, t) + óx ax+ óy ay+ ót at (3.4) 

Combinando las dos ecuaciones anteriores, tenemos que: 

[)J [)J [)J 
óx- + óy- + ót- = o 

ax ay at 
(3.5) 

Dividiendo todo entre ót y escribiendo las derivadas parciales ele J como 
/,,, 111 , [ 1 , y lm; componentes ele la velocidad estimada como (-u,v) tenemos 

I,;u + I 11v + It = O (3.6) 

Entonces, ele la información de intensidades se obtiene una ecuación lineal 
que depende de u y v. Por ello, el vector de velocidad no puede ser determi­
nado completamente con la información que se tiene. 

Tocio lo que se puede determinar hasta este punto es la velocidad normal, 
la cual es igual a la distancia perpendicular desde el origen hasta la recta 
for111ada por la ecuación (4.5). 

-It 
'Un=--;=== 

/¡2 + J2 V X y 

(3.7) 

Aquí el problema ele la apertura se manifiesta como la falta de una condi­
ció11 para determinar la velocidad real. Desgraciadamente no es posible cono­
c·c~r la vclociclacl real de una estructura que no sufre del problema de la aper­
tura, ya que la formulación del problema a través del gradiente no puede 
Lrabajar co11 este tipo de regiones. 

EsLe es ele los métodos más utilizados, y sobresalen los estudios realizados 
por Horu y Schuck. [13) 

3.2.2. Métodos basados en correlación 

Los métodos basados en correlación asumen que se conserva la distribu­
ción ele intensidades locales. Generalmente trabajan con dos imágenes suce­
sivas en la escena que varía. Escencialmente buscan el pixel de la segunda 
l'scena que corresponde al de la primera. Típicamente esta búsqueda implica 
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c11contrar a la mejor pareja para el pixel considerado {en la primera imagen) 
a algunos de los pixeles candidatos en la segunda imagen. 

Si se encuentra que el pixel ele máximo parecido es (mico, el vector ele 
desplazamiento se puede encontrar exadamente. Esto es cierto para puntos 
ele una imagen que son suficientemente distintos, como las esquinas. Obvia­
mente, esos puntos no sufren del problema de apertura. 

Puntos en regiones ele intensidades con orientaciones de intensidad graneles 
co1110 los bordes se comportan de manera diferente. 

El problema ck! la aperturn se manifiesta aquí cuando en la segunda ima­
gen se pueden vPr varios pixeles que cumplen con Le11er la máxima correlación 
y por ello 110 es posible determinar u1m dirección específica. Lo mejor que 
se puede estimar en estos ca.sos es la componente del vector en dirección del 
gradiente, esto es, normal al borde. Se requieren condiciones adiciona.les para 
obtener el \'é!ctor ele vclociclacl real. 

Anadan y Scott 11!.ilizan este principio para hacer la estimación ele flu­
jo óptico 11tilizanclo como criterio ele correlación el error cuaclnitico medio, 
asignando la dirección de propagación la ele mínimo error. [13] 

3.2.3. 1\IIétodos basados en energía espaciote1nporal 

Se sabe por estudios realizados recientemente que las velocidades y las 
frecuencias ta11to espaciales como temporales se relacionan de la siguiente 
manera 

Wt = Wx'U + Wy'U (3.8) 

Donde ·u y v se refieren a los componentes ortogonales de la velocidad, 
y Wx , wy y Wt son las componenentes tanto espacia.les como temporal del 
estímulo visual. Si graficamos las frecuencias en el espacio WxWyWz, la energía 
espacio temporal se encuentra en el plano determinado por la ecuación (3.8) 
>' las co111ponentes de la velocidad se encuentran al determinar dicho plano. 

1-Jegger es el único que aborda el problema de extraer velocidad ele una im­
agen a partir de la energía contenida en el estímulo visual, pero partiendo del 
hecho ele que tocias las imágenes estan texturizadas, evitando por definición 
el problema ele la apertura. [13] 
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3.3. Métodos basados en Transforrnada Poli­
nomial 

A continuación se presenta una alternativa más para la detección de flujo 
óptico, utilizando la Transformada Hermitiana, y también se va a analizar su 
eficiencia, compar{mdola con los métodos traclicionale:;. 

Este método podría caer dentro ele varias de la.s c!asificac.:ione:; anteri­
ormente mencionadas, por ejemplo, puede ser una especie ele gradiente, ya 
que busca la dirección de má..xima energía, pero a diferencia de los n1étodos 
tradicionales basados en gradiente, ésta utiliza una ventana Gaussiana, la 
cual emplea más elatos en la vecindad para calcular dicha clir<.;cción, con lo 
que se tiene un sistema mús robusto en presencia ele ruido. 

También cae en la clasificación ele método ele energía espnciutempornl ya 
que se utilizan filtros ele este tipo. Otra vez, al utilizar vent nrn1s gaussianas, 
se puede tener una eliminación ele ruido 111ucho mayor que con la.s técnicas 
tradicionales, aumentando la susceptibilidad al ruido. Se debe ele tener cuida­
do el tipo ele ventana a utilizar, ya que espacialmente el ruido es Gaussiano, 
pero temporalmente puede tener otra distribución de probabiliclacl, aunque 
una primera aproximación puede ser la Gaussiana. 

3.3.1. Detección de energía 

Para la detección de la dirección ele nuíxima energía, una vez calculados 
los coeficientes ele la transformada, se aplica una función (steering) a los 
coeficientes, la cual es dependiente de la dirección que se escoja. 

Se debe ele encontrar la energía má..xima y asignarle un indicativo (flecha) 
cu la dirección correspondiente a la estin1ación, para denotar el flujo en esa 
dirección; en caso ele que no exista. una dirección predominante (puede ser 
que toda.s las direcciones tengan una misma energía), se puede decir que se 
trata de una region invariante, la cual no tiene una dirección prcclon1inante 
ele energía. 

Esta expresión nos indica la energía en función ele la dirección dacios los 
coeficientes ele la Transformada Hermitiana, y se llama Energía D-ireccional 
AC; para el caso tridimensional y tomando coordenacla.s esféricas es 

EAc(B, ¡/J) = f {hn(B, tji)}2 (3.9) 
n=l 
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donde 

n ·.3 -
hn(B, r/>) = L L 'l/Ji,j-i,n-j(B)Li,j-i,n-j (3.10) 

i=O i=O. . 

en función de L;,j-i,n-j, los.coeficientes de la transformada, y las funciones 
direccionales · 

(m+n+p)! m n P 
1 1 1 °'1 C.~2°'3 rn.n.p. 

las funciones a; son los vectores en una esfera unitaria 

cos(e) sin(</;) 

sin( e) sin(ef>) 

cos(ef>) 

(3.11) 

(3.12) 

(3.13) 

(3.14) 

Nót.ese que aquí no incluimos los términos de orden cero debido a que lo 
que se busca es movimiento, y los coeficientes ele orden cero sólo intervienen 
para representar texturas, las cuales tienen características constantes. 

La expresión que nos da la velocidad es 

u= tan(t/>) (cos8,sin8) (3.15) 

Originalmente se quisiera encontrar una pareja de valores (e, ef>) que ma.x­
imicen la energía direccional. 

Debido a que la energía AC y por consecuencia la Energía Direccional AC 
son sensibles a ruido en regiones de poco contraste, la orientación óptima esti-
111ada puede diferir mucho de su valor real. Por tanto, es necesario introducir 
1111 Pstimac!or más robusto que defina una medida de incertidumbre. 

Para poder determinar un vector que represente la dirección ele máxima 
energía es¡mcial (flujo predominante) se requiere hacer lo siguiente. 

Teniendo una la distribución de energía direccional 

(j E (O, n), r/> E (0, n /2) (3.16) 

que se obtiene ele evaluar la energía AC en todas las direcciones que 
rodean al pixel en cuestión, se pueden extraer algunos elatos i'.1tiles para la 
estimación de flujo óptico. 
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Se analizan tocias las direcciones en la semiesfera unitaria cortada en por 
el pla110 ele la escena, esto se hace debido a que existe simetría, ya que eu caso 
de utilizarla completamente, se obtendrían valores esperados que difieren de 
lo que queremos encontrar. 

Queremos obtener un estimador que nos de los valores de la velocidad 
(u, v) y la incertidumbre asociada a esta estimación. 

Para obtener esto, implica encontrar la dirección así como la magnitud 
ele la velocidad estimada, obtendos con los valores esperados ele los <.Í.ngulos 
U y 9~ que nu1..-ximizan la energía direccional. 

De los experimentos realizados, se obtuvo que las distribuciones ele e11-
crgía 110 puecle11 ser consideradas unimodales, ya que pueden haber máximos 
relativos el<) energía en diversas direcciones, las cuáles no son causadas por 
el ruido al capturar la escena. Muchas veces las distribuciones de energía 
son multimoclales, y esto ocurre con mucha frecuencia cuando se traba.ja con 
bordes e11 movimiento, ya que tienen variaciones tanto temporales como e:;­

pacialcs, con lo que incluso en una escena sintética, es común encoutrar al 
meno:; du:; má.ximos. 

Una opcicín para hacer una estimación fue obtener el máximo absoluto de 
energía, y a partir de ahí limitar una región que cumpla dos caracterí:;ticas: 
la l'nNgía eu c:;a dirección no es menor que n dB, que para el caso de estudio 
ele• este experimento, es de 3 dB, y otra, que sea la parte decreciente ele la 
fu11cic'•n. e:; decir, en caso de detectarse un cambio en la primera diferencia 
finita, sP dPtermina el fin de la frontera, en lugar de utilizar el criterio de la 
cuergía. 

Un ejemplo ele ello se muestra en la figura (3.4), que muestra una dis­
t.rilmció11 ele energía para un borde en movimiento, donde tenemos varias 
direcciones ele energía, siendo sólo la temporal la de interés. 

1;:11 el caso de la figura (3.5), no existe una dirección preferente de energía, 
por lo que el valor estimado tiene mucha varianza, criterio que nos puede 
servir para discernir entre una estructura de intensidad constante de una en 
movimiento. 

Por lo vi:;to anteriormente, es necesario encontrar la región en la que se 
encuentra el máximo relativo de energía, y limitar dicha región para obtener 
las variables que nos puedan dar una estimación de la dirección así como una 
nwclida ele confiabilidad del mismo. 

Cuando tenemos esa región limitada por energía podemos proceder a 
hacer una estimación de los parámetros que determinan dicha región. 

Se obtiene el estimador del ángulo if;, que nos va a dar la magnitud de la ve-
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Figura 3.4: Distribución de energía para un borde en movimie11io 

lociclacl en cuestión, con lo que podemos determinar si se trata de movimie11to, 
o siluplemente es un cambio brusco en la iluminación (flicker). 

Lq.. Lo rpE,ic(e, rp) 
µq.. = 

L:.;; L:o EAc(e, r/J) 
(3.17) 

Una vez obtenido esto, podemos decidir si es necesario seguir con los 
céllculos, para estimar la dirección de movimiento. En caso ele tratarse ele 
una variación temporal, procedemos a obtener la dirección. 

Para obtener la dirección ele movimiento, utilizamos la nlisma región de­
terminada con el criterio de energía y forma de la distribución. Ahora de­
terminamos la distribución marginal de e, con la que vamos a poder hacer 
cálculos. 

EAc(e) = 2: EAc(e, r/J) 
</> 

(3.18) 

De e::;ta. distribución podemos obtener estimadores como la media y la 
varianza. de la distribución, pero se encuentran en coordenadas pelare::;, las 
cuáles se deben convertir a convertirlas a rectangulares en el plano de interés. 
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TESIS CON 
FALLA DE Ofüúi!:N 

Figura 3.5: Distribución de energía cuando no existe una dirección preferente 

Vemos que las expresiones para las incertidumbres, o sea, las desviaciones 
estándar se pueden obtener de la siguiente manera 

O'y 

0,5r(cos(e + D.e) - cos(e - 6.&)) 
0,5r(sin(e + D.e) - sin(e - D.e)) 

simplificando las expresiones tenemos 

O'y 

sin e sin 6.e 

cos e sin 6.e 

Podemos calcular los valores de µ 8 y a~ como sigue 

µo ~ E(e) = Lo eEAc(B) 
Lo EAc(e) 

para obtener la desviación estándar obtenemos la varianza 

. . ·(e) = ª2 = E(e2) _ E2(e) = Lo e
2 
EAc(e) _ µ 20 

um 0 Lo EAc(e) 

(3.19) 

(3.20) 

(3.21) 

(3.22) 

(3.23) 

(3.24) 
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de aquí 

1----1 
2crx 

Figura 3.6: Cálculo de la incertidumbre 

(3.25) 

Para componer la matriz de covarianza, es necesario calcular el valor de 
In covarianza entre las direcciones horizontal y vertical, la cual se puede hacer 
ele la siguiente manera 

(3.26) 

Si suponemos la magnitud de la velocidad como variable determinística, 
los clos (iltimos términos pueden ser calculados como 

µx = r cos(µ 0 ) 

JLy = rsin(µo) 

El término E(xy) se puede obtener de la siguiente manera 

E(xy) = E(r2 cosBsinO) = E(0,5'r2 sinW) 

y suponiendo .,. colliltante, tenemos 

(3.27) 
(3.28) 

(3.29) 

(3.30) 

Por ello, para el cálculo de las propiedades antes mencionadas, se necesian 
los siguientes valores esperados 
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E(e) 
E(e2 ). 

E(sin 20) 
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(3.31) 
(3.32) 

(3.33) 

con lo que podemos construir el vector de dirección estimada, así como 
su matriz ele covarianza 

flesu111en 

ª2 = V 

·u= [ ~] 
ª2 

X 

cov(x,y) 
cov(x, y) ] 

a~ 

(3.34) 

(3.35) 

Los pasos para estimar la dirección y magnitud del flujo óptico se pueden 
resumir en los siguientes puntos 

l. Obtener los coeficientes de la Transformada Hermitiana. 

2. Aplicar las funciones de ángulo a los coeficientes calculados y estimar 
parámetros como la dirección así como su intervalo de confianza. 

3. Construir los vectores y matrices de las variables estimadas, haciendo 
u11 cambio ele coordenadas ele polar a rectangular. 

3.3.2. Regularización del flujo 

Una vez obtenidas las estimaciones del flujo óptico en las regiones locales 
en donde se hizo el análisis, se debe de propagar la información de la misma 
en una posidón dacia hacia todos los puntos de su vecindad. En nmchm; de 
estos procesos, se trata ele minimizar globalmente el campo de gradientes. 

Hablando en el sentido de la Transformada Hermitiana, esto se puede 
hacer minimizando los componentes de al to orden del campo ele velocidades. 

Se desea que los términos que representan los valores ele orden cero se 
mantengan, ya que son los que cont ienen la mayor cantidad de información 
acerca de la orientación ele los patrones. 
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Para ello se obtiene la transformada polinomial del campo de velocidades, 
y se regulariza por medio del algoritmo ele relajación ele Gauss-Seiclel. 

j j (v - vo,o)T E!1 ('u - vo,o) dxdy (3.36) 

[ 
·u~1 ,0 + ·u~o.1 Vx1,ovy1,o + vxO, l·uyo,1 ] E1 = 2 

'Ux1,0Vy1,o + Vxo,1'Uyo,1 Vy1,o + v;o,1 
(3.37) 

donde los valores Vxm,n-m y vYm,n-m denotan los coeficientes n,m-ésirnos 
ele la expansión bidimensional del campo ele velocidades v. 

Se hacen las siguientes iteraciones hasta que la diferencia entre resultados 
consecutivos sea menor que un valor arbitrario E. 

u 

(E11 + u-1r1 (E11·u~.o + u-1u) 

3.3.3. Irnplementación 

(3.38) 

(3.39) 

En lo expuesto anteriormente, tenemos el caso general, pero para poder 
hacer una implementación práctica, tenemos que limitar los parámetros que 
se van a estudiar, para el caso práctico, vamos a limitar el cfüculo ele los 
coeficientes hasta segundo orden, ya que la mayoría ele la energía y por tanto 
la información, se encuentran en los ordenes coeficientes ele órdenes inferiores. 

Transformada Polinomial 3-D 

En este caso, no hay mucho que suponer, ya que el parámetro JV , el 
tamaño de la ventana, se mantiene, lo único que hacemos es cortar la expan­
sión hasta polinomios ele segundo orden, es decir 

Li,j,k ·i+j+k$;2 (3.40) 

Detección ele Energía 

Para detectar la energía en el caso discreto y limitado a segundo orden, 
tenemos que utilizar los ángulos discretos definidos por una malla ele 7 x 7, 
y trazamos rectas pasando por el origen, aquellas que intersecten 3 o más 
puntos van a ser considerados para usarse. 
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Para el Céí.lculo ele las energías direccionales, vamos a hacer 

E(e, r/>) = hi(e, (/>) + h~(e, r/>) (3.41) 

donde podemos desarrollar expresiones explícitas para hn 

h1 'l/10,o,1Lo,o,1 + '1/10,1,oLo,1,o + ·lf11,o,0L1,o,o 
a3Lo,o,1 + a2Lo.1,o + a1L1,o,o 
cos(rp)Lo,o,1 + shi(e)shi(rp)Lo,1,0 + cos(e)sin(r/>)L1,o,o 

h2 'l/12,o,0L2,o,o + '1/10,2,oLo,2,o + ·lf10,o,2Lo,o,2 + 
·l/10,1.1Lo,1,1 + 'lf11,o,1L1,o,1 + ·iP1,1,oL1,1,o 

uiL2,o,o + a~Lo,2,0 + u5Lo,o,2 + 
V2Lt2Lt3Lo,1,1 + V2a1a3L1,o,1 + ha1a2L1,1,o 
cos2 (e) sin2(r/>)L2,o,o + sin2(&) sin2(4')Lo,2,o + cos2 (<P)Lo,o,2 + 
V2 sin(&) sin(rp) cos(rp)Lo,1,1 + h cos(e) sin(<P) cos(<P)L1,0,1 + 
h cos(&) sin( e) sin2 (<P)L1,1,o 

La energía total AC es 

Ep = LÜ,0,1 +L6.i_o+Li,o,o+L5.o,2+L5,2,o+L~.o.o+Li_i,o+Li,o,1 +LB,1,1 (3.42) 

Regularización del flujo 

Para regularizar el flujo, no necesitamos información de las escena:; ante­
riores ni posteriores, únicamente necesitamos información local ele la escena 
en cuestión y ::;u medida ele incertidumbre. 

En éste caso no debemos ele hacer subn1uestreo ele la ventana, ya que el 
t.amaño del campo de velocidades al inicio y fin de la regularización deben 
de ::;cr idéntico::;, 

U na manera ele obtener la incertidumbre de un campo vectorial es el 
Higuiente, donde se obtienen las variaciones espaciales del campo, y para 
campos con espaciamiento lo suficientemente pequeño, la incertidumbre se 
puede aproximar a la derivada del mismo, lo cual se representa como sigue. 

E _ xl,O x0,1 
[ 

'U2 + 'U2 
1 

- 'Ux1,o'Vy1,o + 'Uxo,1'Vyo,1 
'Ux1,o'Uy1,o + vxO, l·uyo,1 ] 

v;1,o + v;o,1 
(3.43) 
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Este método de obtener las derivadas de los campos puede ser ele gran 
utilidad cuando se tienen funciones ruidosas, ya que al utilizar una ventana 
Gaussiana, se elimina gran cantidad de esta variable indeseada. 

Usamos el teorema de la fusión para unir la información que se conoce ele 
la m;timación ele movimiento con la que se obtiene al suavizar el campo de 
velociclacles; con ello podemos conjuntar la información obtenida ele ambas 
mediciones. 

·u 

(E11 + u-1r1 (E¡1v~.o + u-1u) 
(3.44) 

(3.45) 

Estas operaciones se deben ele ejecutar hasta que la diferencia entre ·uk+l 

y vk sea menor que algi'.m valor e. 
Vemos que las operaciones que involucra éste algoritmo son las tnmsfor­

madm; polinomiales para algún tamaño de ventana que se escoja, y hacerle 
o¡)('raciones subsecuentes a la información en cada pixel. 

Para cviLar problemas en el cálculo de las inversas de las matrices, se 
opLó por utilizar el algoritmo de inversión de matrices de Descomposición en 
Valores Singulares (SVD), el cual nos descompone una matriz en dos matrices 
ortogonak's y una matriz diagonal. 

Esto sirve ya que nos puede evitar hacer operaciones como división entre 
'"'l«l, la crníl p11ede ocasionar resultados indeseados. 

Debemos notar que éste algoritmo se puede aplicar a cualquier flujo bidi-
111e11sio11al al que deseemos aumentar la suavidad entre elementos del mismo, 
y no se restringe al problema que se trata en este documento. 



Capítulo 4 

Opti1nización del cálculo del , 
Flujo Optico 

Cuando se requiere resolver un problema computacionalmente intensi­
,.o, existen tres maneras ele atacarlo, se puede trabajar más rápido, ele una 
manera uuí.s inteligente, o trabajar en conjunto. 

Trabajar rmí.s rápido es la manera más sencilla de resolver un problema 
grande, y con esto me refiero a utilizar equipo de cón1puto de mayor ca­
pacidad, uuíquinas más rápidas, mayor capacidad de memoria, buses mús 
r;ípidos, discos duros ele menor tiempo ele acceso, etc. Esto no sien1pre es 
prn:;iblc debido a limitantes como el presupuesto, o por el simple hecho de 
que lm; múc¡uinas actuales no son lo suficientemente rápidas. 'Ira.bajar m1c1s 
inteligent.cmentc es la opción por seguir, ya que al replantear el problema de 
otra. manera, se puede Lener un aumento ele rendimiento utilizando el mismo 
equipo, se puden llegar a tener disminuciones incluso en el orden del algorit­
n1u involucrado. Finalmente, la opción más realista, es trabajar en conjunto, 
y con ello me refiero a utilizar el mejor equipo al que se tenga disponible, y 
combinar características ele paralelismo, junto con la optimización del algo­
ritmo. 

Siempre que se quiera optimizar un algoritmo, lo primero que se debe de 
e:;tudiar e:; :;u funcionamiento, ya que haciendo optimizaciones en el planteamien­
to fundamental del mismo, se pueden evitar redundancias, ver que no es nece­
sario utilizar el algoritmo en algunos casos, hacer aproximaciones ele menor 
orden que tienen un error aceptable mientras que se disminuye el tiempo 
ele corrida, con lo que se pretende disminuir la el orden de complejidad del 
algorit1110. 
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Una desventaja de optimizar los algoritmos, puede ser que a veces el au­
nwnto de rendimiento viene asociado con un consumo mayor de memo1·ia 
física para cálculos intermedios, lo cual puede ser aceptable si consideramos 
la reducción ele complejidad asociada al uso de esta memoria adicional. Un 
ejemplo muy típico ele ello son los problemas que resueltos con algoritmos ele 
Programacióu Dinámica o Funciones con l'vien1oria, pueden reducir la com­
plejidad ele orden exponencial, a ordenes polinomiales con la clesvent¡i.ja ele 
consumir m{is recursos ele men1oria. 

Una vez que se mejoró en la medida ele lo posible el algoritmo, se puede 
aprovechar la existencia ele rmí.quinas multiprocesadores, o un conjunto grande 
de nuí.quinas ele bueu rendimiento, y relativamente de bajo costo, con lo que 
se puede tener un aumento ele eficiencia, en el mejor de los casos, proporcional 
al níunero ele procesadores implicados en el cálculo. 

En el caso ele máquinas multiprocesador, tenemos toda la memora física en 
1111 mismo lugar, con lo que cualquier procesador puede ;;.ccecler a eualquier 
loealiclad ele memoria que neeesite. Desgraciadamente, para un duster, la 
memoria física se encuentra distribuida en todos los nodos, por lo que cuando 
uu nodo requiere acceder a información contenida en otro nodo, es necesario 
copiar la información a la memoria física del nodo que quiere requiere la 
misma, lo cual es una característica que se debe de tomar muy en cuenta al 
disr·i1ar la estrategia de resolución del problema. 

Es por ello, que la condición de paralelismo no siempre se puede cumplir, 
ya que los retardos asociados a la distribución de información entre procesos 
pueden ser llegar a ser lo suficientemente grandes para afectar el rendimiento 
del progrnum paralelo. 

4.1. Optimización del Algoritmo 

A continuación se presenta un algoritmo rápido para la implementación 
de las transformadas Hermitianas Discretas. Este algoritmo fue propuesto 
por M. Hashimoto y J. Sklansky por primera vez en 1985.[7] 

4.1.1. Algoritmo rápido de la transformada Hermitiana 

Las funciones asociadas a la Transformada Polinomial dependen básica­
mente de dos parámetros, la forma de la ventana y el tamaño de la misma. 
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En el caso de que la ventana sea de tipo binomial, podemos aprovechar s11s 

propiedades particulares para hacer algunas optimizaciones. 
Como se mencionó en capítulos anteriores, el cálculo ele la transformada 

Polinomial implica dos pasos, convolucionar la señal ele entrada con los filtrrn; 
DN.n(x) y realizar un submuestreo en la señal ele salida. 

El filtro discreto se define corno 

(4.1) 

De aquí podemos ver que la implementación de esta función de transfer­
encia puede ser muy eficiente ya que se trata de realizar los filtros en cascada 
(1 + z-1 ) y (1 - z-1 ), multiplicar por un factor de conversión y mover la ven­
tana la mitad del tamaño de la misma. Esto es equivalente a convolucionar 
con la;; secuencias {1, 1} y {1, -1}, lo cual implica hacer sumas y restas 
ímicamente, y finalmente, como se va a dividir entre una potencia ele 2, es 
posible, en el caso de manejar enteros, utilizar los opera.dore:; de corrimiento 
ele bits en el caso de enteros, y en el caso de flotantes, se resta en uno el 
exponente, con lo que se evita hacer divisiones, lo cual lo puede hacer rmis 
diciente. 

Cuando se quieren calcular tocios los coeficientes para una N dacia, :;e 
requieren ( N + 1) log2 (N + 1) sumas debido a que se puede tener una definición 
recursiva del algoritmo. Esto implica que para N grande, se tiene una gran 
eficiencia del algoritmo. 

Los filtros DN,n(x) = Gn(-x)V2 (x) se implementan de la siguiente man­
era, introduciendo la siguiente expresión: 

( ) N-n ( )" FN,n(z) = 1 + z-1 1 - z-1 (4.2) 

El filtro original DN,k se puede expresar en función de lo anterior como 
sigue 

(4.3) 

ele los resultados obtenidos al pro'gramar F; debemos de ajustarlos con 
un factor de proporcionalidad, el cual es 

(4.4) 
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así podemos expresar 

(4.5) 

.. -·· .. ,. 
. 

. 
:{...:) - ... ,,., 

Figura 4.1: Algoritmos rápidos para N=l, 2 y 3 

Debido a que la función de transferencia genera muchos términos co­
munes, se puede aprovechar esta característica al compartir resultados inter­
medios. El número de operaciones redundantes aumenta exponencialmente 
conforme 1\T aumenta. 

4.2. Algoritmo rápido 

El algoritmo a trabajarse es el siguiente 

F_N: 
N par 

N/2 veces (i+z--1) --> F_N/2 

TESlS CON 1 
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N/2+1 veces (1-z--1) --> F_(N/2-1) 
N impar 

(N+1) /2 veces (1+z--1) --> F_((N-1)/2) 
(N+1)/2 veces (1-z--1) ·--> F _ ( (N-1) /2) 

N=O 
1 

4.2.1. Caso práctico 

Como hemos visto de la definición del algoritmo anterior, éste sirve bas­
tante bien para casos donde N es grande, ya que el tiempo de corrida es 
O(log N), y ocupa poca memoria adicional. 

Desgraciadamente para los casos de estudio normales, como lo son N = 
2, 4, 6 siendo las ventanas de tamaño 3,5 y 7 respectivamente, tenemos que 
puede ser un poco impráctico el aplicar esta versión del algoritmo. 

Además, en el caso particular de nuestro problema, en donde se requiere 
hacer análisis, se utilizan solamente coeficientes hasta orden 2, lo que puede 
resultar impráctico que se calculen todos los coeficientes, y se terminen 
deseclmndo. 

Es por ello que se aplica el siguiente algoritmo modificado para hacer 
eficiente el caso expuesto anteriormente notamos que las funciones que se 
n~q11icren calcular son 

FN,O (1 + z-1t 
FN,l (1 + z-l)N-1 (1 - z-1) 

FN,2 (Í+ z-1)N-2 (1- z-1)2 

Por ello, el algoritmo se puede resumir en el siguiente código 

F_N: 
(1-z-1) - (N-2) 
F(2) 

TESIS CON 
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(4.6) 

(4.7) 

(4.8) 

Aquí notamos que nece:-'.tamos hacer N - 2 veces el filtro (1 + z-1 ) y al 
resultado aplicarle el filtro de N = 2. 
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4.3. Optimización por Paralelismo 

Después ele haber hecho todas las optimizaciones mencionadas en la sec­
ción anterior, las cuales se pueden aplicar a una implementación serial, se 
busca mejorar el rendimiento del algoritmo extendiendo la capacidad del 
equipo ele córnputo en el que va a implementarse. 

Existe una demanda cada vez mayor ele capacidad de cómputo, tanta que 
con la tecnología actual no es posible fabricar procesadores más rápidos. Las 
úreas en las que destaca la necesidad ele uso ele equipo de alto rendimiento 
son el modelado y la simulación científica ele problemas ele ingeniería. 

l'vl uchos ele estos problemas deben ele poderse resolver en una cantidad 
razonable ele tiempo. Existen problemas para los cuales los resultados deben 
de obterwrse para cierto tiempo, por ejemplo, aplicaciones corno la predicción 
riel clima, o procesamiento en tiempo real. 

Una ele las aplicaciones más novedosas es realidad virtual, la cual re­
quiere una velocidad ele cómputo muy alta para poder obtener resultados en 
tiempo real. Parece que cualquiera que sea la velocidad de la máquina 111éls 

ní.pida, siempre habrán problemas que requieran más poder de cómputo para 
resolverse. 

Una manera de aumentar la velocidad ele cómputo, la cuál ha sido consicl­
erndn desde hace mucho tiempo, es utilizar múltiples procesadores operando 
ele manera conjunta en un solo problema. El problema se divide en partes, las 
cuales son resueltas por cada uno de los procesadores al mismo tiempo. Es­
cribir programas que resuelven problemas ele esta manera se llama có11ip11.to 
paralelo. 

El cómputo paralelo no es una idea nueva, de hecho es una muy vieja 
idea. Por ejemplo, Gil! escribe acerca de programación en paralelo en 1958 . 
Hollancl escribe acerca de una computadora capaz de ejecutar una cantidad 
arbitraria ele subprogramas simultáneamente en 1959. Conway describe el 
cliseiiu y programación de una máquina paralela en 1963. Y existen artículos 
de congreso sobre este tipo de temas a lo largo de los próximos 30 aiios. 

La plataforma computacional se llama computadora paralela, y puede 
ser una máquina diseñada especialmente con varios procesadores, o varias 
nuíqninas independientes conectadas de cierta manera. 

La idea es que con n computadoras, se reduce en n veces el tiempo de 
corrida ele un programa. Claro que esta es una situación ideal y raramente 
se puede conseguir en la práctica. Los problemas generalmente no se pueden 
dividir ele manera perfecta en problemas independientes, y casi siempre los 
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problemas independientes deben de interactuar entre ellos, ya sea pant tram;­
ferencia ele elatos, o para sincronización entre procesos. Sin embargo, se puede 
tener una mejora sustancial dependiendo del problema que se esté manejando 
y el porcentaje de paralelismo que tenga este problema. 

4.3.1. Por qué usar paralelismo 

:1vluchas de las computadoras actualmente se encuentran conectadas a 
otras computadoras. Usualmente las computadoras en las escuelas así como 
en la industria están conectadas en red. Estas redes locales se encuentran 
unidas a t.rnvés ele Internet, con lo que incluso una computadora casera se 
puede conectar a estas maquinas. 

El surgimiento de estaciones de trabajo y máquinas conectadas en red han 
dado lugar a la posibilidad de usar esas redes para programar en paralelo. 

Se sabe actualmente que un cluster de computadoras son una alternativa 
atractiva las supercomputadoras y computadoras paralelas para. cómputo de 
alto rn11climie11to. 

1. Se pueden tener PC's con gran capacidad de procesamiento a un precio 
relativamente bajo. 

2. Los nuevos procesadores se pueden agregar al sistema conforme se van 
adquiriendo. 

En un principio, el uso de redes de computadoras es conveniente debido 
a que éstas existen para su uso en general, como para compartir archivos o 
im prnsoras. 

La red de comunicaciones utilizada generalmente es de tipo Ethernet, en 
la que todas las comunicaciones se transmiten en el mismo canal, el cual es 
controlado ya sea por un hub, o de manera mas eficiente por un switch. 

4.3.2. Descripción del algoritmo paralelo 

Existen muchas maneras de paralelizar un programa, según la naturaleza 
del mismo. Una manera muy común y eficiente de paralelizar una aplicación 
es utilizando el modelo de task-farming. 

B~ísicamentt, el problema se divide en una serie de tareas independientes. 
Uno de los procesos (proceso maestro) es responsable de generar estas tareas 
y distribuirlas a los procesos trabajadores que puedan aceptar tareas. 
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Cada proceso esclavo realiza cierto proceso en la información que se le 
da, y envía el resultado a otro proceso especialmente dedicado a recibir las 
respuesta.<; y escribirlas a disco. El proceso maestro le manda una nueva tarea 
al proceso esclavo. Esta tarea contim'.ta indefinidamente hasta que se acaban 
los elatos a procesarse, y para entonces, ya se habrá encontrado la solución 
del problema. 

Enviío ele datos 

while(l) 
{ 

} 

if (existe_trabajo) 
{ 

} 

trab=genera_nuevo_trabajo() 
manda_esclavo(trabajo) 

el se 
manda_esclavo(SALIR) 

if(trabajo terminado) 
{ 

} 

manda_receptor(SALIR) 
exit(O) 

Recepción de resultados 

while(l) 
{ 

} 

msg=recibe_msg_maestro(); 
if (msg.tipo==SALIR) 

exit (O); 

msg=recibe_msg~esclavos(); 

escribe(msg.resultado); TESIS CON 
FALLA DE ORIGEN 
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Esclavo 

while(1) 
{ 

} 

msg=recibe_msg_maestro(); 
if (msg.tipo==TRABAJO) 
{ 

} 

res=trabajo(datos) 
envia_maestro(res) 

else if (msg.tipo==SALIR) 
exit(O) 

---------------._ 
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Cada esclavo está ejecutando en un ciclo infinito. En el loop, el esclavo 
manda un mensaje al proceso maestro pidiendo un trabajo, espera hasta que 
el mensaje llegue. El mensaje puede ser o un nuevo trabajo, o una petición 
para que termine. La orden para terminar se manda cuando el maestro ya 
110 tiene más trabajos que mandar. Después de recibir el nuevo trabajo, el 
proceso esclavo procesa la información y se la manda al proceso de recepción. 

TESIS CQ:t-.T 
FALLA DE ORIGEN 
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4.3.3. Características importantes de un programa par­
alelo 

Granularidad de los procesos 

Cuando se tiene un programa paralelo, se divide un problema grande en 
partes que son resueltas por cada uno de los procesadores involucrados. El 
tamaño ele las tareas destinadas a cada proceso se conoce como granulari­
dad. Si se tiene granularidad gruesa, cada proceso realiza una gran cantidad 
ele instrucciones secuenciales, las cuales toman una cantidad substm1cial de 
tiempo en ejecutarse. En el caso de granularidad fina, cada proceso realiza 
muy pocas instrucciones, o a veces solo una; la granularidad mediana es una 
etapa intermedia entre estos dos tipos ele carga. 

Generalmente se requiere aumentar la granularidad de los procesos para 
reducir los costos relacionados a la creación de procesos y las comunicaciones 
interproceso, pero esto puede implicar el reducir el número ele procesos con­
current.es y se reduce el paralelismo. 

Cuando se programa con envío de mensajes, se requiere reducir el over­
head i111plicaclo por las comunicaciones porque toma un tiempo significativo 
el comunicar pmcesos. Esto es de gran in1portancia cuando se trabaja con 
redes ele est.aciones de trabajo, donde la latencia en las comunicaciones puede 
llegar a ser significativa. Conforme dividimos el problema en part.es paralelas, 
en cierto punto, el tiempo de comunicaciones llegará a ser parte importante 
del tirm1po total de corrida del algoritmo. 

T = tcalc ('1.!)) 
tcom 

Es muy importante el aumentar esta razón de cálculo contra comunica­
ciones, y al mismo tiempo aumentar el paralelismo en la medida de lo posible, 
buscando un punto de equilibrio entre estas dos características. 

Factor de Speedup 

Una medida relativa del rendimiento entre un sistema multiprocesador y 
el ele un monoprocesador es el factor de speedup, definido como 

S(n) = Tiempo del sistema monoprocesador 
T-iempo del siste1na multiprocesador 

(4.10) 
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Para cornparar el programa paralelo con su contraparte serial, usaremos 
el algoritmo secuencial más rápido conocido. El algoritmo para la imple­
mentación paralela puede ser (y generalmente es) diferente al serial. En un 
análisis teórico, el speedup se debe de escribir en función del numero de 
operacioues realizadas. 

Operaciones del algo'T"ituw nwnoprocesador 
S(n) = (4.11) 

Operaciones de ·un ui·alt-iprocesador 

El speeclup máximo que se puede obtener con n procesadores es n (speedup 
lineal), si el algoritmo paralelo es n veces más rápido que la mejor versión 
serial. 

El specdup superlineal puede ocurrir algunas veces, pero generalmente 
esto se debe a wm.r un algoritmo secuencial subóptimo o alguna característica 
q11e favorece a Ja implementación paralela. 

Por ejemplo, supongamos que la memoria principal asociada con cada 
procc:;aclor en un sisterna multiprocesador es la misma que la asociada al 
procesador en Ja versión serial. Debido a que la memoria principal total 
del sistema multiprocesador es mayor que Ja del sistema monoprocesador, 
el primero puede guardar más datos al mismo tiempo, con lo que puede re­
ducir el uso de memoria de baja velocidad, como lo podrían ser los discos 
duro::;, 

Un mejor modelo del programa paralelo es que cierta porción del mi::;mo 
se pueda realizar de manera paralela, y el resto de manera serial. Durante 
cierto periodo, probablemente en la inicialización o en la terminación, solo 
un procesador está trabajando, y el resto ele los procesadores están ociosos. 

Overhead 

Es el costo extra que se tiene que pagar al implementar paralelismo, 
e::;te ::;e debe ele reducir en Ja medida de lo posible. Existen varios factores 
que introducen overhead en los programas paralelos, de los más importantes 
tcncmo::;: 

l. Tiempos en los que no todos los procesadores están haciendo trabajo 
út.il. (Partes seriales del programa). 

2. Cálculos extras que aparecen en la versión paralela que nu son necesar­
ios en una versión serial. 
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3. Tiempo de comunicación para mandar mensajes. 

Escalabilidad 

La escalabilidad es un término impreciso a veces. Se utiliza para indicar 
que un diseño de hardware permite que un sistema crezca, y por lo tanto, 
que tenga un aumento en rendimiento. Esta se conoce como escalabilidad 
en hardware. La escalabilidad también se usa para indicar que un algoritmo 
paralelo pueda trabajar con una cantidad mayor de datos con un incremen­
to pequeño en la cantidad de cálculos involucrados. Esto se conoce como 
escalabilidad algorítmica. 

Lo ideal sería que todos los sistemas multiprocesador fueran escalables en 
lo que respecta a hardware, pero esto depende ele la manera en la que se cliseiia 
el sistema. Cuando se agregan procesadores al sistema, la red ele interconexión 
se debe ele expandir. Se tienen mas retrasos en las comunicaciones y por ello 
la eficiencia se reduce. 

La e8calnbiliclacl tanto en hardware como en algoritmos sugeriría que un 
aumento en el tamaño del problema se puede colocar con un aumellto en 
el tamaño del sistema para una arquitectura en particular y un algoritmo 
cu particular. Para aumentar el tamanño del sistema implica agregar proce-
8adores, mientras que aumentando el tamaño del problema, requiere un poco 
más ele análsisi. Intiuitivamente uno pensaría en el m'.tmero de elementos a 
procesar como parámetro para determinar el taman o del problema. Sin em­
bargo, duplicar el taman o del problema no implica nece:::ariamnte que :::e 
dupliquen los cálculos a realizarse. [15) 

Dependencias entre procesos(Comunicaciones) 

Al escribir un programa en paralelo, surgen complicaciones nuevas que 
no ocurren en los programas seriales, algunos de los problemas más impor­
tantes son los relacionados a las comunicaciones que pueden ocurrir entre lo::: 
procesos que corren en la máquina paralela. 

En el caso particular del problema, lo que se optó por implementar fue 
una topología de maestro/esclavos, en la cual el proceso maestro lee los elato:::, 
y conforme a la descripción del problema, envía los datos a procesarse a los 
esclavos, los cuales tienen la tarea de hacer la estimación de flujo óptico y 
hacer la regularización del mismo¡ posteriormente, los esclavos le mandan los 
resultados del cálculo a otro proceso cuya labor es recopilar la información 
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ele los ciílculos realizados, y escribir los resultados a un archivo. 
Cou esta configuración, los procesos esclavos no requieren comunicarse 

entre si, ya que la información de traslape que se necesita para calcular la 
transformada, es duplicada por el procmm nw.estro, haciendo que los esclavos 
procesen un pedazo del video, sin importarles lm; datos ele los otros procesos. 

Al hacer esto, en una primera instancia puede parecer que la cantidad ele 
elato:; enviada por la red es excesiva, e8 decir, todo el video, que en aplica­
ciones pnícticas puede llegar a ser ele varios giga.bytes, pero haciendo pruebas 
de rendimiento, se vió que aun con esta gran cantidad de información que se 
proccHa, el tiempo ele comunicación es mucho menor que el invertido en el 
c¡í\culo de la estimación de flujo óptico. 

ExistP.n muchos tipos de redes en las que se puede operar una máquina 
paralela, algunas mús eficientes que otras, pero eso depende de la especial­
ización de la máquina. Como vamos a trabajar con un laboratorio de cómputo 
ele uso general, la red típica con la que se va a poder trabajar puede ser de 
dos tipos: u tilizanclo un hub, o un switch. El switch es mucho más eficiente 
para comunicar varios nodos al mismo tiempo, evitando colisiones en caso 
de existir muchas comunicaciones interprocesos, mientras que en un hub, so­
lo su puecle tener una comunicación, con lo que .se pueden provocar muchas 
colisio1ws si no se usa bien. 

;¿; ~ ?J i/J ~ ~] 
.~J=-~ .~J -¡-=r ______ :::r= _____ ___,__, -

Figura 4.2: Red de tipo Bus utilizada 

Con el algoritmo de resolución del problema vemos que no importa mucho 
el uso ele un hub, o de un switch, ya que las comunicaciones que se van a 
tener van a ser relativamente pocas. 

4.3.4. Aumento de rendimiento al usar paralelis1no 

Suponiendo que ciertas partes del programa son ejecutadas por un so­
lo procesador, la situación ideal sería que cada uno de ks procesadores 
disponibles operara independientemente y concurrentemente. Si cierta parte 
f del dJculo no se puede dividir en tareas concurrentes, y no existe overhead 
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cuando los cálculos se dividen en partes concurrentes, el tiempo que se tarda 
en realizar el cálculo utilizando n procesadores es 

t = ft. + (1 - J)t./n 

Por lo que el factor ele speedup está dado por 

S( t. n 
n) = ft. + (1 - f)t./n = 1 + (n - l)f 

(4.12) 

(4.13) 

Esta ecuación se conoce como la Ley de Amdahl (1967). Las siguientes 
figuras muestran el speedup en función de f. Aquí vemos que vale la pena 
paralelizar un programa siempre y cuando la parte que se puede ejecutar 
concurrentemente es una fracción substancial del cálculo total. Inclu8o con 
un número infinito de procesadores, el máximo speedup está limitado a 

lím S(n) = -
1
1 

n-oo 
(4.14) 

Por ejemplo, con solo 5 % del cálculo siendo serial, el má..'<imo speedup que 
se puede obtener es 20, sin importar el número de procesadores invol11craclos. 
Amdahl utilizó este argumento para promover el uso de sistemas uniproce­
sador en la década de los 60s. Sin mnbargo, en la actualiclacl un aumento por 
un factor de 20 puede ser impresionante si ya no es posible reducir el orden 
de magnitud de la complejidad del algoritmo empleado. 
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Figura 4.3: Speedup contra el ní1mero de procesadores empleados 
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Capítulo 5 

Res"L1ltados 

En esta sección, se presentan algunas secuencias tanto sintéticas como 
reales n las cuales se les hace una estimación de flujo óptico. 

Después de confirmar que el algoritmo funciona, aprovechando que este 
es fücilmente paralelizable, se realizaron algunas pruebas de rendimiento, las 
cuales implican correr el algoritmo paralelo en diversas plataformas, y saber 
hasta que grado se puede tener aumento de eficiencia. 

5.1. Flujo estimado 

Se hicieron pruebas de corrida para escenas controladas así como algunas 
reales con características que permitan detectar el movimiento. 

En la primera parte se hicieron pruebas con una textura sintética uni­
forme, con luminosidad controlada, y movimiento previamente conocido. 

5.1.1. Sphere 

En la escena SPHERE se tiene una secuencia controlada ele dos esferas, 
una creciendo y otra moviéndose hacia abajo y la derecha. En la figura (??) 
se nmestra una escena de la secuencia. El algoritmo se corrió con una ven­
tana ele tamaño 3 x 3 x 5. En la figura (5.2) se tiene la estimación ele flujo 
óptico, de la cuál podemos ver que debido al problema de la apertura, ex­
isten regiones donde la dirección de movimiento es desconocida. Despúes ele 
realizar el proceso de propagación de velocidades, se observa en la imágen 
(5.3) que hay información en todas las regiones, incluso en las que se sufre 
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del problema de la apertura. 

Figura 5.1: Escena ele la secuencia SPHERE 

Podemos ver que la estimación de flujo optico para la esfera creciendo es 
bastante buena, pero el flujo estimado para la esfera moviéndose hacia abajo, 
no es totalmente de acuerdo con la dirección de movimiento. Esto se debe a 
que por el proceso de regularización del campo de flujo óptico a través del 
criterio ele suavidad, se pueden llegar a tener estas diferencias. 
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Figura 5.2: Flujo estimado para la secuencia SPHERE sin regularización de 
flujo 

5.1.2. Texture 

En la escena TEXTURE, se tienen dos cuadrados con texturas aleatorias 
y movimiento conocido, uno se desplaza horizontalmente mientras que otro 
lo hace verticalmente. Aquí vemos lo importante que es tener una textura 
para hacer las pruebas, ya que si se hubiera hecho con un cuadrado de color 
uniforme, se tendría el problema de la apertura, ya que el tamaño del cuadro 
e::; mucho mas grande que el de la ventana que se va a analizar. 

También se puede observar que se tiene el problema ele correspondencia, 
ya que ni con el algoritmo de regularización ele flujo, el cual utiliza el criterio 
ele suavidad del mismo, se puede llegar a tener un flujo óptico idéntico al 
movimiento real. 

Una imágen ele la escena se ve en la figura (5.4), y el flujo estimado ~e 
encuentra en la figura (5.5). Este flujo ha siclo regularizado varias veces ya 
que aunque se tiene una superficie con textura, y se resuelve el problema 
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Figura 5.3: Flujo estimado para la secuencia SPHERE después de 15 itera­
ciones 

ele la apertura, todavía se tiene el problema de la correspondencia, debido a 
que existen muchos elementos similares, los cuáles pueden hacer confusa la 
determinación del objeto trasladado. 

5.1.3. Corazón 

Esta es una secuencia real, obtenida de un Ecosonar, la cual muestra 
uu corazón. En este caso nos interesa ver la dirección de movimiento ele las 
cavidades del mismo. Se ha visto que existen padecimientos cardiacos que 
pueden ser detectados ele manera temprana por síntomas asociados a los 
111ovi111ientos de los ventrículos. 

El problema con esta secuencia es la gran cantidad de ruido que presenta 
debido a la naturaleza del instrumento de captura, lo cuál puede presentar 
algunas dificultades en el cálculo del flujo óptico. 

Se utilizó una ventana de 3 x 3 x 5 y se presentan varios valores de 
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Figura 5.4: Escena de la secuencia TEXTURE 

suavizado ele campo. A veces, en el proceso de regularización de flujo, al 
estur 8\lavizando el campo de velocidades, éste se sobresuaviza, y por ello se 
pt1ccle llegar a perder información. 

De::;graciaclamente, el algoritmo de suavizado es supervisado, y se necesita 
a alguien con suficiente criterio para poder evaluar el grado de suavizado 
co11vc11icnte para cada estimación. 

En la figura (5.6) se tiene una escena de la secuencia del movimiento de un 
corazón, y en la.s figuras (5.7), (5.8), (5.9) y (5.10), se tienen flujos estimados, 
con O, 5, 15 y 25 iteraciones del algoritmo de regularización respectivamente. 
Vcmo::; que en algunos casos, se tiene una regularización excesiva, en la cuál 
se pierde información, y es por ello que se debe de tener cuidado en encon­
trar el plinto óptimo para la regularización. Una cantidad alrededor ele 15 
iteraciones es algo razonable, ya que permite suavizar el campo sin perder 
demasiada información, aunque este dato no es riguroso, depende ele cada 
caso particular. 

5.2. Análisis de los tiempos de corrida 

Se realizó una serie de pruebas del programa paralelo en el cluster Beowulf 
de 36 procesadores de la DGSCA-UNAM; estas pruebas fueron realizadas 
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Figura 5.5: Flujo estimado para la secuencia TEXTURE 

en modo dedicado gracias al sistema de calendarizadores con el que cuenta 
(5.11). La máquina paralela tiene las siguientes características: 

• Hardware 

• Nodo maestro 

o 2 Procesadores Pentium Ill a 1130.497 MHz 
o 512KB de cache 
o lGB ele memoria RAM 
o 1 disco duro SCSI de 18 GB 
o Mother board SCB2 

o 2 tarjetas de red Intel PR0/100 

• Nodos esclavos 

o 18 mother boarcls duales SCB2, cada una con: 
o Dos procesadores Pentium III a 1130.497MHz 
o 512KB ele cache 
o lGB de memoria RAM 
o Disco duro !DE de 40Gb ffffl·(tttf r.ou 

l.~.!ü .':/.'.! .. / )..V 

o 2 tarjetas de red Intel PR0/100 _!IALLA DE 0RIGEN 
------:::...~ ... 
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• Switch Extreme networks Summit 24 

o Fast Ethernet 100 MHz 
o 24 puertos 

• Software 

• Depurador DDD 3.3 

• Biblioteca de envío de mensajes MPI, MPICH-1.2.4 

• GNU Make 3.78.1 

• GNUPlot 7.0 

• Emacs 20.7-41 

• JPEG Lib 6.1 

• Sistema de Colas PBS 

TESIS CON 
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• Sistemas de Archivos PVFS 1.5.3, NFS 0.3.1-13 
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Al realizar los experimentos, se concluyó que la limitante más importaute 
para el rendimiento del sistema es el cuello de botella generado por la red, 
la cmU a pesar de ser bastante rápida, se carga demasiado debido a la grnu 
cantidad ele datos que se tienen que intercambiar en el proceso ele re::;ulver el 
problema. 

El awilisis de los resultados del programa paralelo se muestra a contin­
uación. La tabla (5.1) contiene los datos de los tiempos de corrida, así como 
del speeclup, y en las figuras (5.12) y (5.13) se presentan las gráficas de estos 
dos panímetros. 

El programa llegó a su límite asintótico de eficiencia utilizcmclo cerca ele 
10 procesadores, y con esa cantidad de procesadores se hicieron las pruebas. 

Como puede observarse, el speedup máximo alcanzable con el hardware 
del que :;e dispone es un valor muy cercano a 5, con lo que podemos concluir 
que las comunicaciones juegan un papel muy importante, aproximadamente 
del 20%. 
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Procesadores Tiempo 
3 165.27 
4 85.54 
5 64.86 
6 56.84 

·. 7 46.37 
8 42.56 
9 34.44 
10 34.1 
11 34.59 
12 34.27 
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Speedup 
1.0 

1.93 
2.55 
2.91 
3.56 
3.88 
4.80 
4.85 
4.78 
4.82 

Cuadro 5.1: Tiempos de Corrida y Speedup 
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Figura 5.6: Escena de la secuencia CORAZÓN 



5.2 Análisis de los tiempos de corrida 66 

TESIS roN 
FAL ·.n iW . ..•. :~EN 1 .. 1.1. J . ., •. 1 v •• ..\. ..... 

Figura 5. 7: Flujo estimado para la secuencia CORAZÓN sin regularización 
de flujo 
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Figura 5.8: Flujo estimado para la secuencia CORAZÓN con 5 iteraciones 
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Figura 5.9: Flujo estimado para la secuencia CORAZÓN con 15 iteraciones 
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Figura 5.10: Flujo estimado para la secuencia CORAZÓN con 25 iteraciones 
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Figura 5.11: Cluster Beowulf de Alto Rendimiento 

-
r

11E"Jº CON l;n').t1 J,, 

___ J.~~Q}i OEIGEN 



5.2 Análisis de los tiempos de corrida 71 

160 

160 

140 

:§: 120 

~ 100 

" 80. F 

60 

40 

20 
3 

5 

4.5 

4 

3.5 
c. 

" 3 al 
8. 2.5 

(/) 

2 

1.5 

1 

0.5 
3 

Tiempos de Corrida 

+ 

+ ·+ + 

4 5 6 7 B 9 10 11 12 
Procesadores. 

Figura 5.12: Tiempos de corrida 

Speedup 

+ 

+ 
+ 

4 5 6 7 B 9 
Procesadores· 

Figura 5.13: Speedup 

TESIS CON 
~A.LLA DE ORIGEN 

10 11 12 



TESTR CON 
Conclusiones .. F:ó~f:!~. JJJ!,

1 0úlGEN 

A lo ]argo de este trabajo se han revisado los conceptos básicos ele la 
Transformada Polinomial así como de Cómputo Paralelo; estos concepto:; 
han siclo utilizados para diseñar e implementar un algoritmo paralelo para 
el procesamiento de secuencias de imágenes mediante la Transformada Poli­
nomial, y un ejemplo muy ilustrativo de esto es la aplicación que tiene en la 
deteccióu de Flujo Óptico. 

Se encontró que el algoritmo empleando la Transformada Polinomial e:; 

muy robusto ante ruido, y que el utilizar energía espacio-temporal para de­
tectar flujo óptico es una opción más para resolver este problema. También 
es posible utilizar la transformada Polinomial como una alternativa al cálcu­
lo de gradientes, con la ventaja de que esta técnica disminuye el ruido al 
tomar nub datos en la vecindad que el método tradicional. Además ele las 
implicaciones relativas al ruido, el utilizar el modelo de percepción visual 
h11mana permite tener resultados que concuerdan con una respuesta natural 
a la:; excitaciones de entrada. 

El utilizar optimizaciones basándose en la redundancia de los cálculos 
a~í como paralelismo fueron un factor decisivo para hacer el algoritmo im­
plementable para aplicaciones prácticas, como lo pueden ser procesamiento 
en tiempo real, ya que se redujo de una manera muy importante los tiempos 
de corrida de los programas. 

Se encontró que utilizar distribuciones locales de energía es la manera 
apropiada para detectar regiones prominentes de energía, con lo que a ve­
ces se puede interpretar como flujo óptico, ya que en el caso de bordes en 
movimiento, en donde existen variaciones importantes tanto en el aspecto 
temporal así como en el espacial, se tienen dos máximos relativos de energía, 
lo et .ti si se interpreta de manera incorrecta, ocasiona una estimación que 
puede ser muy diferente al movimiento real. 

El problema de la apertura se puede disminuir al utilizar regularización 

------------
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de flujo, la cuál hace una mm1mizac1on global del campo de gradientes de 
cada escena, con lo que se propaga información de regiones precisas hacia 
otras en donde la información es parcial o nula. En este caso se debe ele tener 
c11idaclo en la cantidad de iteraciones del algoritmo de relajación, ya que de 
ser excesivas, se puede perder información. 

Las comunicaciones en un programa paralelo son uno de los factores rmL" 
importantes ya que limitan la escalabilidad del mismo, y aunque se vió que 
el procesamiento puede ser realizado de manera local, los tiempos requeridos 
para transmitir los datos de entrada a los procesos esclavos representan una 
parte iwportante del tiempo total del proceso, lo cual es una limitante para 
su cHealamiento, a menos de que se disminuyan los tiempos de comunicación, 
al implementar el algoritmo en redes con mayor ancho de banda y menor 
latencia. 

En lo que respecta a los cálculos involucrados en el proceso de estimación 
ele parfünetros, hacer una inversión de matrices de correlación por el método 
ele Descomposición en Valores Singulares puede ocasionar varios problemas 
en lo que respecta al manejo de desbordamiento de los números flotautes. 
así que se deben de trabajar estos valores de manera cuidadosa, para evitar 
errores debido a redondeo y cuestiones parecidas. 

Por las razones expuestas anteriormente, se puede concluir que se cumpli­
eron los objetivos planteados inicialmente, ya que se obtuvo un algoritmo 
robuHt.o ele estimación de Flujo Óptico, así como una implementación efi­
d<'ll!.P dP! mismo, para su utilización en diversas áreas que abarcan desde las 
aplicaciones de compresión de video a las biomédicas. 

Dt'spu{!H de hacer los experimentos en la tesis, se vió que puede mejorarse 
el algorit1110 ele detección de movimiento si se usan un algoritmos de clustering 
y filtrado de señales para tratar la distribución de energía, y con ello tener 
una aproximación más automatizada y precisa del flujo óptico. Es por ello 
que He debería de hacer un estudio más a fondo de las distribuciones ele 
energía, así como la estimación a través de algoritmos no supervisads de las 
propiedades de la misma. 

Otra manera de obtener una mejor estimación del flujo óptico es utilizar 
arnílisis multiresolución, ya que usando información de diversos sensores, ca­
da ttlio sensible a ciertos parámetros espacio-temporales, se pueden fusionar 
todoi; estos datos y obtener una descripción más completa del fenómeno. 
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Teorema de la Fusión de 
Información 

ll\ 

Si se tienen n sensores, cada uno dando una medida X; de un parámetro 
desconocido X con un ruido aditivo, v;, donde X;, X y v; son vectores de 
tamaño p x l. Cada error v; está caracterizado por su matriz de covarianza 
S; de tamaño p x p. El valor estimado X de la cantidad desconocida X y s11 
matriz ele covarianza asociada S están dadas como sigue 

.. '<. [s11 + s21 + ... + s;1r1 
[s11x1 + s21x2 + ... + s;1x,.}A.1) 

s [ s11 + s21 + ... + s;i]-1 (A.2) 

En el experimento se utiliza únicamente el caso especial cuando se tienen 
dos sensores. La extensión a n es trivial. 

Las mediciones se relacionan con la cantidad desconocida como 

X1 X+Ví 
X2 = X+ Viz 

Obtenemos la matriz de covarianza utilizB.ndo. su definición 

E [Vivt) 
E [V:zv;t] 

(A.3) 
(A.4) 

(A.5) 

(A.6) 
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Sea _,y la combinación lineal de X 1 y X 2 • Esto es, 

(A.7) 

donde K 1 y K 2 son matrices de p xp. El criterio de mínimo error cuadrático 
se puede escribir con10 

E (.X- x) 
E [ (x -:- x) (X - X) T] 

Sustituyendo el valor de X tenemos 

o 
M·in 

(A.8) 

(A.9) 

(A.10) 

Reordenando la ecuación anterior, y suponiendo que J(i no son variables 
aleatorias, tenemos 

(A.11) 

Debido a que Vi son variables con media cero,. pÓdei:iios simplificar a 

· .. (K1 + K2-I)E[X],,.;oc (A.12) 

y como E[X] generalmente .no es iguS:l·a~e~~. ~em~s que 
' '· --- - .·. ;·, .. ···. 

(A.13) 

Sustituyendo .estJ ec~acÍÓn>~~ }~ Óo~~Ícióri ,de lriírill"Ilo. error cuadrático 

E[(K1 (X +Vi)+(I :-K1)(xi\12)-X)(k1cf~~)+(l-K1)(.X +V2)-X)T] = lvNn 
> , .· i( ')i .. : ... ;,;.:< .';<i• · ... < · ... · . .. (A.14) 

Si111plificando y agrupando .. términos;.teneIEos · 
· '':--.~=-io-?ó---0=-~'-;='-0-.-o"C=':-;;.-._- ---o-~...o ~~cO: 

E[(K1 Vi+ (I~k1;\12)(ki~ ~r(:l-k1)lt2)T] = Min 
E((K1 Vi+ (I - Ki)Ví)(V{ Kf + Vt(I - K1~T)Tj = lvHn 

(A.15) 
(A.16) 

l\"11ltiplicando los términos y utilizando el principio de combinación lineal 

---------·· ··-·-··--------
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I<1E[Vi Vt)Kf +(l-K1)E[V2 Vt)Kf+K1E[Vi Vl}(I-K1)T +(l-K1)E[V2 V{](I-I<1 ) 1 

. . . . . (A.17) 

Partiendo del hecho de que .Vi<.y V:z son independientes, 
E(V2 Vt) y E[Vi v;7']son nulas, y lo anterior se simplifica a 

. . . 

K1S1K[ + (/_:__K1)S2(I:C.. Ki)T== Min 
' ... - - -· ·. - ·. 

Aplicando la deri~ELda ~~ri°re:ip~l'.~6 ~ K 1 teIÍ.~0"16s · 

V Ki (K1S1Kf +(! --K¡)S~(I-- Kj)T) =O 

Esto es 
. ,. 

2s1Ki + s;(IL k;r = º 

, x=·(s¡1+s21r:1(s¡1x1+ s;1x2) 

y la covarianza asoci~a es ~Ler~~; irii~imizado 

s = (s11 +s;i)-1 

tenemos que 

(A.18) 

(A.19) 

(A.20) 

(A.21) 

(A.22) 

(A.23) 

(A.24) 
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