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Introducción 

La teoría de anillos surge con el estudio de dos importantes ejemplos, el 

Anillo de Polinomios en n - variables y el anillo de los números enteros, 

fue Hilbert quien habló por primera vez del término de Anillo. Posterior­

mente, se inicio el estudio de los Anillos no necesariamente conmutativos, 

pioneros en esta dirección son Wedderburn, Artin y Noether en la primera 

mitad del siglo XX. Por otro lado, a mediados del siglo XX, se introdujeron 

los concepto de Categorías, Funtores y Transformaciones Naturales, por 

Eilenberg y Mac Lane; con el uso de este lenguaje se describe axiomáti­

camente la Homología y Cohomología de Espacios Topológicos. Este tipo 

de técnicas son también aplicadas a la Categoría de Módulos sobre un 

anillo, a un anillo R se le asocia la Categoría de R - módulos izquierdos 

R - M od, las propiedades de esta categoría inducen propiedades del anillo 

R y recíprocamente. 

Un concepto muy importante en el estudio de Módulos sobre un Anillo es 

el de Teoría de Torsión y en particular el de Teoría de Torsión Hereditaria. 

Estos conceptos se han estudiado por diferentes investigadores en muchas 

partes del mundo y desde muchos puntos de vista. Se han estudiado su 

estructura de retícula, la relación que existe con la clase de Filtros Lineales 

y las diversas clases de Prerradicales entre otras. Los primeros trabajos 

acerca de Teorías de torsión en Categorías Abelianas y de Grothendieck 

fueron hechos por Dickson [D ] y se ha escrito mucho acerca del tema, ver 

por ejemplo [B] y [G]. 

Wisbauer introdujo las categorías del tipo O' [J\!I] y generalizó muchos con­

ceptos de R - M od a estas categorías. En [W2] aparece por primera vez 

el estudio de las teorías de torsión en categorías del tipo O' [M]. 

En este trabajo profundizaremos en el estudio de Teorías de Torsión en 

las categorías del tipo O' [M]. En el principio, hacemos una introducción a 
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• categorías de Grothendieck para explorar estos resultados y aplicarlos en el 

capítulo 2 a ~ [¡\I/]. Probaremos, entre otras cosas, que en las categorías del 

tipo ~ [M], existen las cápsulas inyectivas, también haremos un estudio de 

los V -módulos. Después, en el capítulo 3, estudiamos Teorías de Torsión 

en ~ [M], damos morfismos de retículas de la clase de Teorías de Torsión 

en R - M od sobre la clase de Teorías de Torsión en ~ [M] Y de la retícula de 

Teorías de Torsión Hereditarias en R - M od sobre la retícula de Teorías de 

Torsión Hereditarias en ~ [M] . Describimos completamente las fibras de 

estos morfismos. Finalmente, en el capítulo 4, generalizamos los conceptos 

de Filtro Lineal y Filtros de Gabriel a ~ [M] Y su relación con las teorías 

de torsión en ~ [M]. Aplicamos estos conceptos al estudio de inyectividad 

relativa a una Teoría de Torsión y demostramos una generalización del 

teorema 4.1 de [R]. 

El lenguaje y notación que usamos es el estándar de la Teoría de Conjuntos 

y supondremos cierto el Lema de Zom. Supondremos conocido el material 

del capítulo 1 de [AF]. 



Capítulo 1 

Categorías de Grothendieck 

En el presente trabajo estamos interesados en estudiar subcategorías de R - M od 

cuyos objetos están subgenerados por algún objeto fijo de la categoría. Éstas re­

sultan ser las categorías de Grothendieck más pequeñas que contienen a dicho ob­

jeto. En el presente capítulo nos pondremos de acuerdo con la terminología de la 

Teoría de las categorías que usaremos. Nos interesa definir el concepto de categoría 

de Grothendieck. 

1.1. Categorías 

Una categoría e consta de una clase de objetos, llamada la clase de los objetos 

de e y de otra clase consistente en los morfismos de e, de tal forma que si A y B 

son objetos de e existe un conjunto Harnc(A,B) de morfismos de e y funciones 

relaciones composición 

o: Harnc(A , B ) x Harnc(B ,C) --+ Harnc(A ,C) 
(f,g) .......... gof 

para cualesquiera tres objetos A, B y C, con las siguientes propiedades: 

el. Si (A, A') f- (B, B') entonces Homc(A , A') n Homc(B, B') = 0. 

C2 . Si A, B , C y D son objetos de e y (f,g,h) E Harnc(A,B) x Homc(B ,C) x 

Harnc(C, D) se tiene 

(h o g) o f = h o (g o 1). 

En caso que alguno de los conjuntos Harnc(A, B) , Harnc(B, C) ó Harnc(A , C) 

fuese vacío se toma la función de composición como la función vacía. 

1 
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e3. Si A es un objeto de e existe lA E H omc(A, A) de tal manera que si B es un 

objeto de e, 9 E Homc(A, B) y h E Homc(B, A) se cumplen 

9 o lA = 9 

lA o h = h. 

Una subcategoría de e es una categoría e' donde los objetos de e' son todos 

objetos de e, y si Ay B son objetos de e', entonces el conjunto Homc' (A, B) e 
H omc (A, B), las composiciones en e' son la restricción de las composiciones en e, 
es decir si f E Homc' (A, B) y 9 E Homc,(B, C) la composición go f, en la categoría 

e, es un modi.smo en la categoría Homc' (A, C), de tal forma que la composición en 

e' se toma como la composición en e. Si para todo par de objetos A y B de e' 
tenemos Homc' (A, B) = Homc(A, B) diremos que la subcategoría es plena. 

Si A y B son objetos de e y f E Homc(A , B) diremos que f es un modi.smo de 

A en B y lo denotaremos por f : A -+ B o simplemente A -.!..... B. 

Ejemplo 1.1 La categoría R - M od cuyos objetos son los R - módulos izquierdos y 

los morfismos son los morfismos entre R - módulos, con las composiciones usuales. 

Ejemplo 1.2 La categoría Set cuyos objetos son los conjuntos y morfismos las fun­

ciones entre conjuntos, con las composiciones usuales. 

Ejemplo 1.3 La categoría Top cuyos objetos son los espacios topológicos y morfismos 

las funciones continuas, con las composiciones usuales. 

Ejemplo 1.4 Sea (G, *) un grupo. La categoría G que consta de un solo objeto "* ", 

(la operación del grupo) y HomG (*, *) = G. La composición es del siguiente modo: 

xoy=x*y 

aquí l. = e (el elemento neutro de G). 

Ejemplo 1.5 Sea (P, ~) un conjunto parcialmente ordenado. La categoría P cuyos 

objetos son los elementos de P y si x, y son objetos de P , es decir elementos de P, 

H ( ) { 
{x-+y} six~y 

omp x , y = 
o en otro caso 
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con las composiciones como siguen: 

Si x -+ y e y -+ z son morfismos de P 

(y -+ z) o (x -+ y) = x -+ z. 

Notemos aquí que si Hamp (x, y), Hamp (y, z) son no vacíos, entonces Hamp (x, z) 

es no vacío. 

Un morfismo A ..1..... B se llama: 

1. monomorfismo si para cualquier par de morfismos D ...l..... A y D ...!:... A, f o 9 = 

/ o h implica 9 = hj 

2. epimorfismo si para todo par de morfismos B ...l..... e y B ~ e, 9 o / = h o / 

implica 9 = hj 

3. bimorfismo si / es monomorfismo y epimorfismoj 

4. isomorfismo si existe un morfismo B ~ A tal que / o /-1 = lB Y /-1 0 / = l A. 

En general un isomorfismo es monomorfismo y epimorfismo. 

Notemos que si / es isomorfismo, entonces /-1 es único y se llama inverso de f. De 

la unicidad se desprende que (1-1)-1 = f. Otro hecho importante es que si A..1..... B 

Y B ...l..... e son isomorfismos 

9 o / o /-1 o g-1 = l e 

/-1 o g-1 o 9 o / = lA 

es decir, 9 o / es isomorfismo de A en e y (g o 1)-1 = /-1 o g-l 

Para cualquier par de objetos A y B en la categoría de e, se dice que A es isomorfo 

a B si existe un isomorfismo de A en B y en este caso lo denotaremos por A ~ B . 

Dado que lA es isomorfismo, inverso de un isomorfismo es isomorfismo y composi­

ción de isomorfismos es isomorfismo, deducimos que la relación "~" es de equivalencia. 

Un objeto 1 de e se llama inicial si para cualquier objeto A de e existe un único 

morfismo 1 -+ A, un objeto F de e se llama final si para todo objeto B de e existe 

un único morfismo de B -+ F Y un objeto Z se llama objeto cero si es inicial y final. 

Ejemplo 1.6 En la categoría R - M od el R - módulo que consta de un sólo elemento 
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{O} es objeto cero, dado que los únicos morfismos de {O} a !vi y de N a {O} son 

f: {O} -- M 

f (O) = O 

g: N -- {O} 

g (x) = O 

Ejemplo 1.7 En la categoría Set el conjunto 0 es el único objeto inicial y paro 

cualquier x el conjunto {x} es final, ya que la única función de 0 a un conjunto A 

es la función vacía y la única función de un conjunto no vacío B a {x} es la función 

constante x. Esta categoría no tiene objeto cero pues el 0 no es final y {x} no es 

inicial. 

Ejemplo 1.8 La categoría G tiene objeto inicial, final o cero si y solo si el grupo G 

tiene un único elemento. 

Ejemplo 1.9 La categoría P tiene un objeto inicial si y sólo si el conjunto P tiene 

mínimo. P tiene objeto final si y sólo si P tiene máximo. P tiene objeto cero si y 

sólo si P tiene un único elemento. 

Los ejemplos anteriores indican que en una categoría puede haber objetos iniciales, 

finales u objetos cero, pero todos los objetos iniciales son isomorfos entre si, lo mismo 

pasa para objetos finales y objetos cero. 

Proposición 1.1 En una categoría e se cumplen las siguientes afirmaciones: 

1. Los objetos iniciales son todos isomorfos. 

2. Los objetos finales son todos isomorfos. 

Dem: Sean [ e I' objetos iniciales, por ser [ inicial existe un morfismo único 

[ ...!.... [' y por ser I' inicial existe un morfismo único I' ...:!:... [ entonces tenemos los 

morfismos [ 1~'I' [, pero [ es inicial, de donde 1jJ o 'P = 1]. Del mismo modo se 

prueba que 'P o 1jJ = 1]'. 

2. Análogo al anterior. _ 

Proposición 1.2 Los objetos cero en una categoría son todos isomorfos. 

Dem: Es consecuencia de la proposición anterior. _ 

y también se cumple la siguiente proposición: 
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Proposición 1.3 Sea e una categoría, entonces se cumple: 

1. Si existe objeto inicial l en e, entonces todo objeto en e isomorfo con l es objeto 

inicial. 

2. Si existe objeto final F en e, entonces todo objeto en e isomorfo con F es objeto 

final. 

3. Si existe objeto cero en e, digamos O, entonces todo objeto en e isomorfo con O 

es objeto cero. 

Dem: Sea A objeto en e isomorfo con l, es decir, existe un isomorfismo '1' de 

A en l. Sean A .!c..l. B morfismos de e entonces f o '1'-1 y g o '1'-1 son morfismos de 

l en B, como l es objeto inicial f o '1'-1 = 9 o '1'-1, de donde f = g. Por lo tanto A 

es objeto inicial. Del mismo modo para objetos finales y objeto cero. _ 

Notemos que si la categoría tiene objeto cero por ser inicial y final todos los objetos 

iniciales y finales son isomorfos con el objeto cero. 

Dados los objetos A y B el morfismo f : A -> B es un morfismo trivial si se puede 

factorizar por medio de un objeto inicial l o un objeto final F, es decir, si existe un 

morfismo A ~ l ó F -.!:..... B, tal que el diagrama correspondiente conmuta 

A~ l 

f"-" ! 
B 

A ---+ l 

f"-,. !h 
B 

Entonces los morfismos triviales en e son composiciones de la forma 

con l objeto inicial y F objeto final. Si O es un objeto cero de e al único morfismo 

A -> O -+ B lo llamaremos morfismo cero y se denota por O : A -+ B o simplemente 

A ~ B. El morfismo O es el único morfismo trivial de A en B, como lo indica la 

siguiente proposición. 

Proposición 1.4 Sean A , B objetos cualesquiera de la categoría e y O Y O' objetos 

cero en la misma categoría. Si O Y O' son los morfismos A A O A B Y A !J. O' .ti B 

respectivamente, entonces O = Ol 
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Dem: Como O, O' son objetos cero son isomorfos, tomemos tp : O -- O' iso-

morfismo. Del hecho de ser O objeto irucial se sigue que 

y de ser O' objeto final tenemos 

1; = 'P o f¡ 

de donde, 

12 0 /1 I~ o 'P o 11 

I~ o 1; , 

por lo que O = Ol • 

Si la categoría e tiene objeto cero entonces para todo par de objetos A y B de e 
se tiene que el morfismo cero, O, es el úruco elemento trivial de Home(A, B) y además 

para un morfismo B .E.. e se tiene 9 o O es el único morfismo trivial de H ame (A , e) 
ya que si O = 12 o f¡ con A A O A B , tenemos 

9 o 0= 9 o 12 o 11 

Y 11 , 9 o 12 son los úrucos morfismos A -- O y O -- e respectivamente, por lo que 

9 o O es el morfismo trivial A -- O --e. De la misma forma se puede probar que O o 9 

es morfismo trivial. Esto lo podemos resumir diciendo: 

Proposición 1.5 Si la categoría e tiene objeto cero, entonces para cualquier mor­

fismo I se cumple que 

100 O 

001 O. • 
Si B ...L.. A y e..!..... A son monomorfismos en una categoría, diremos que (B , f) es 

equivalente a (e, g) si existe B -!.... e isomorfismo que hace conmutativo el diagrama 

siguiente 

B / A --+ 

'Pl / (1.1) 

e 
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Notemos que si 'P' también cumple con que 9 o 'P' = J, como 9 es monomorfismo 

entonces 'P = 'P', lo que implica que el morfismo 'P es el único que hace conmutativo 

el diagrama (1.1). 

Proposición 1.6 La relación anterior es de equivalencia. 

Dem: 

1. Tomando lB se tiene que (B , J) es equivalente con (B , J)¡ 

2. Si B ~ C es isomorfismo que hace conmutativo el diagrama siguiente 

B -.!..... A 

'Pl / 
9 

C 

-1 

tomando C ~ B obtenemos el diagrama conmutativo 

E 

3. Si B ~ C y C ~ D hacen conmutativos los diagramas siguientes 

E -.!..... A 

'P 1 /' 

C 

C ~ A 

wl / 
h 

D 

entonces E ~ D hace conmutativo el diagrama que sigue 

D 

Un subobjeto de A es la clase de equivalencia de un monomorfismo (E, J). 

Notemos de la definición que si (B ,J) es equivalente con (C,g) , entonces E es 

isomorfo con C. Inversamente, si D es isomorfo con E bajo el isomorfismo 'P, (E, J) 
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es equivalente con (D, jo rp), es decir, si B es subobjeto de A, todos los objetos 

isomorfos a B también son subobjetos de A, de hecho el mismo subobjeto. En adelante 

si (B, J) es subobjeto de A escribiremos B t A o simplemente B e A si no hace falta 

especificar el monomorfismo. Notemos también que si B esta acompañado de distintos 

monomorfismos puede representar subobjetos distintos, para ver esto observemos el 

siguiente ejemplo: 

Ejemplo 1.10 Tomemos en cuenta el IR - módulo IR2 y el IR - módulo 

Sean i, j los monomorfismos 

x = {(x,O): x E IR}. 

i (x, O) = (x , O) 

j : X --+ IR2 

j(x,O)=(O,x) . 

Supongamos que existe un isomorfismo rp : X --+ X que hace conmutativo el siguiente 

diagrama 

y llamemos (a, O) a rp ( 1 , O), entonces 

(1, O) i (1, O) 

jorp(l ,O) 

j (a, O) 

(O,a), 

de donde, 1 = O, lo cual no es posible. Por lo tanto (X , i) Y (X, J) representan 

subobjetos distintos de ]R2 

Sea A un objeto fijo en una categoría e y sean B t A Y e 1:. A subobjetos de A, 

diremos que (B , J) ::; (e, g) si existe un morfismo B ~ e que hace conmutativo el 
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siguiente diagrama 

E ..!..... A 

'P! / (1.2) 

e 
y por ser 9 monomorfismo 'P es único. 

Observemos que la relación "~ " está bien definida, dado que si (E ,!), (e,g) 

son subobjetos de A tales que existe un modismo E .!:. e que hace conmutativo el 

siguiente diagrama 

y (E', 1') , (C', g'l representan los mismos subobjetos de A que (E, !) y (e, g) , respec­

tivamente, entonces tenemos isomorfismos E ~ E' Y e ~ e' que hacen conmutativos 

los siguientes diagramas 

de donde 

E ..!..... A 

'PI! /f' 
E' 

l' Jo 'PI
I 

9 o 'P o 'PI I 

I -1 
9 o 'P2 o 'P o 'PI , 

es decir, el siguiente diagrama conmuta 

E' L A 

'h o 'f o 'PI
I

! /9' • 
e' 

Proposición 1.7 El morfismo 'f del diagrama (l.2) es monomorfismo. 

Dem: Sean D !2.':. E morfismos tales que 'P o h = 'P o k aplicando a ambos 

lados de esta última igualdad el morfismo 9 tenemos f o h = f o k y como f es 

monomorfismo concluimos que h = k .• 
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De acuerdo con la proposición anterior si B ~ C se tiene que B t C, donde cp 

es el morfismo que aparece en el diagrama (1.2). Pero si B e C no necesariamente 

B ~ C, como indica el siguiente ejemplo. 

Ejemplo 1.11 Consideremos el IR - módulo JR2 y los IR - módulos 

Sean i, j los monomorfismos 

X {(x,O):XEIR} 

y {(O ,y): y E IR} 

i (x , O) = (x, O) 

j : Y --+ 1R2 

j (O, y) = (O, y) . 

i j 
con estos monomorfismos resulta que X e JR2 e y e JR2. Notemos que el morfismo 

:p:X --+Y 

cp(x, O) = (O,x) 

es un monomorfismo, de donde X t y. Ahora, si existe un morfismo X !.. y que 

haga conmutativo el siguiente diagrama 

haciendo (O, a) = ¡P (1, O) , tendríamos que 

(1, 0) i(l , O) 

jo ¡P(l, O) 

j (O, a) 

(O, a) , 

de donde, 1 = O, lo cual no es posible. Por lo tanto (X, i) 1. (Y , j) . 

Proposición 1.8 Sea A un objeto fijo en una categoría e entonces la relación ,,~ n, 
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en la clase de los subobjetos de A, es relación de orden parcial,es decir, es reflexiva, 

antisimétrica y transitiva . 

Dem: 
f 9 h 

Sea Bl e A, B 2 e A y B3 e A 

1. Tornando 1Bl se tiene Bl $ Bl. 

2. Si Bl $ B 2 $ B3 existen r.p y 1/J morfismos que hacen conmutativos los siguientes 

diagramas 

de donde, 1/J o r.p hacen conmutativo el siguiente diagrama 

es decir, Bl $ B3. 

3. Si Bl $ B 2 $ Bl existen Bl ~ B 2 Y B2 ~ Bl tales que f = gor.p y 9 = fo 1/J 

entonces f = Jo 1/J o r.p y 9 = 9 o r.p o ¡p, por otro lado f = Jo l Bl y 9 = 9 o 1 B2 

y corno f y 9 son monomorfismos 1/J o r.p = l B, Y r.p o 1/J = 1B2 entonces Bl y B 2 

representan el mismo subobjeto de A. _ 

Proposición 1.9 Si O es el objeto inicial de la categoría e, entonces para cualquier 

objeto A de e se tiene O e A y A e A. 

Dem: El único morfismo de O en A es monomorfismo. _ 

Mas aún, corno f o O = O, se puede probar la siguiente proposición. 

Proposición 1.10 Si O es el objeto cero de la categoría e, para cualquier objeto A 

y B t A. Se tiene que O $ B $ A. 
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Dem: 

tativos 

La demostración se sigue de que los siguientes diagramas son conmu-

o ~ A 

01 / 
f 

B 

B -L.. A 

11 / 
l .• 

A 
• 

Un objeto no inicial A de una categoría e es simple si sus únicos subobjetos son 

A y los objetos iniciales de la categoría e. 
Del mismo modo que definimos subobjetos podemos definir objetos cociente, como 

clases de equivalencia de epimorfismos y la relación siguiente: 

Los epimorfismos A -L.. B Y A -..!!..... e son equivalentes si existe un isomorfismo 

B ..2:... e que cumple que 'P o 1 = g. 

Otro par de conceptos que estaremos usando son los de producto y coproducto de 

una familia de objetos. 

Si A es un conjunto y {A.d ~EJ\ una familia de objetos de una categoría e , un 

producto directo de la familia {A~hEJ\ es un objeto P junto con una familia de 

morfismos P ~ A~ que cumplen la siguiente propiedad universal: 
,,' 

Si pi es otro objeto con morfismos pi ~ A~ , existe un único morfismo pi ~ P 

que hace conmutativos los diagramas 

para toda>. E A. 

pi 

1r~ '\. 

Proposición 1.11 Sea e una categoría, si el producto directo de una familia de 

objetos de e existe, éste es único salvo isomorfismos. 

Dem: Sean P y pi productos directos de la familia {A~ he, con morfismos 
,,' 

P ~ A~ Y pi ~ A~ respectivamente, entonces existen morfismos ;p y w únicos que 

hacen conmutativos los siguientes diagramas 

P 
lf" 

'PT '\. 
,,' pi " A~ --+ 

1/I T / 
lf" 

P 
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y de aquí para todo A E A los diagramas 

son conmutativos, pero 1p tiene también la propiedad, de la unicidad tenemos que 

cp o 1jJ = 1p del mismo modo se prueba que 1jJ o cp = lp •.• 

De la propiedad universal se deduce que si P con los modismos P ~ AA es 

producto directo y e !.:..!.. P son dos modismos tales que 1TA o f = 1TA o 9 para todo A 

entonces f = g , dado que f y 9 hacen conmutativos los diagramas 

e P 

donde CA = 1T A o f = 1T A o g. Con lo cual se demuestra la siguiente proposición. 

Proposición 1.12 Si P es el producto directo de la familia {AA} AEA en la categoría 

e y B ~ P son morfismos tales que 1T A o f = 1T A o g, entonces f = g . • 

Si un objeto es isomorfo con el producto directo de una familia de objetos, éste, 

eligiendo modismos adecuadamente, es a su vez un producto directo de la misma 

familia. 

Proposición 1.13 Sea e una categoría y {AA hEA una familia de objetos de C. 

Supongamos que P con los morfismos P ~ AA es producto directo de la familia y 

pi ~ P, entonces pi es producto directo de la familia con los morfismos 1T A o <p. 

Dem: Sea X un objeto de e con los modismos X ~ AA, entonces existe un 

modismo único tal que 1T A o1jJ = xA . Sea ~ = cp-l o1jJ, entonces 1T A o ipo~ = 1T A o1jJ = X A• 

Para probar la unicidad de ~ supongamos que ( es otro modismo con la misma 

propiedad, entonces 1T A o cp o ~ = 1T A o ip o (, de donde, cp o ~ = cp o ( y como cp es 

isomorfismo ~ = ( . • 

En lo sucesivo a los productos directos de la familia {AA} AEA los denotaremos por 

IT AA Y los morfismos 1T A los llamaremos proyecciones. 
AEA 



14 

De manera dual definimos el coproducto de la familia {AAhEA como el objeto 

U AA junto con morfismos AA ~ U AA que cumple la siguiente propiedad univer-
AEA AEA 
sal: 

Si e es otro objeto con morfismos AA ~ e, existe un morfismo único U AA ...!..... e 
AEA 

que hace conmutativos los siguientes diagramas 

e ...!:- U AA 
AEA 

L~ "" / LA 

AA 

A los morfismos LA les llamaremos inclusiones. 

El coproducto cumple la siguiente proposición que es análoga a las proposiciones 

anteriores: 

Proposición 1.14 Sea e una categoría, entonces: 

1. Si el coproducto de una familia de objetos de e existe, este es único salvo isomor­

fismos; 

2. los morfismos inclusión {L>.hEA satisfacen la siguiente propiedad, si f o L>. = g o LA 

para todo A entonces f = g; 

3. si S es isomorfo al coproducto de una familia, S es coproducto de la misma familia . 

• 
Ejemplo 1.12 En la categoría S et para una familia {A>.} AEA de conjuntos, el con­

junto y las funciones siguientes 

rr A>. {f : A -t U A>. : t/A E A, f (A) E A>. } 
>'E A >' EA 

11"" rr A>. -t A" 
>'EA 

11"" (1) f (a.) 

son el producto directo de {A>. hEA . En general a cada elemento f E rr AA se 
>'EA 

le identifica sólo atendiendo a su imagen, así f = (1 (A))>'EA y con esto todos los 

elementos de rr A>. son de la forma ( X>' ) >.EA con xA E AA , para toda A E A. 
>'EA 

Para construir el coproducto se considera para cada A E A 
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así el conjunto y las funciones siguientes 

(x,Q) 

es el coproducto. 

Ejemplo 1.13 En la categoría R - M od, si {MÁLEA es una familia de R - módulos 

izquierdos al conjunto rr M Á del ejemplo anterior se le puede dar estructura de 
ÁEA 

R - módulo como sigue 

(mÁ)ÁEA + (nÁ)ÁEA 

r (mÁ)ÁEA 

(mÁ + nÁ)ÁEA 

(rmÁ)ÁEA 

y resulta que los '/fÁ son morfismos en la categoría R - M od Y (rr lvfÁ , {'/fÁLEA) es 
ÁEA 

el producto de la familia. 

El conjunto y morfismos siguientes 

es el coproducto. 

{ f E rr MÁ : f P,) = O para casi todo A} 
ÁEA 

{(mÁhEA : mÁ = O para casi todo A} 

Me> -+ U MÁ 
ÁEA 

{

X siA=Q 

O en otro caso 

Ejemplo 1.14 En la categoría P existe el producto de la familia {xALEA si y solo 

si existe inf {xALEA' dado que si p es el producto entonces p 'S: XÁ, para toda A E A, 

para cualquier x 'S: XÁ, para toda A E A, existe r.p : x -+ p tal que los siguientes 

diagramas conmutan 
x p 

,/ , 
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es decir, x ::; p; y mceversa. De igual modo el coproducto de {xA} AEA existe si y sólo 

si existe sup{xALEA' 

Proposición 1.15 Sea e una categoría, {AAhEA y {BAhEA familias de objetos de 

e tales que para toda>. E A AA ~ B A. 

1. Si el producto I1 AA de la familia {AA} AEA existe, entonces el producto de la familia 
AEA 

{BAhEA existe y es isomorfo a I1 AA' 
AEA 

2. Si el coproducto U AA de la familia {AA hEA existe, entonces el coproducto de la 
AEA 

familia {BAhEA existe y es isomorfo a U AA' 
AEA 

Dem: 1. Para cada>. E A sea AA ~ B A isomorfismo, consideremos los 

morfismos I1 AA 'P~" BA Y otro objeto X con morfismos X ~ BA, entonces los 
AEA 

morfismos cp,;:l OXA inducen un morfismo único 1j; que hace conmutativos los diagramas 

siguientes 

X ~ I1 AA 
AEA 

cp-l o xA "" ./ 7rA 

de donde, XA = CPA o 7rA o 1/1. 
La unicidad de 1/1 es obvia. 

2. Análogo al anterior. • 

AA 

Proposición 1.16 Si e es una categoría, para todo objeto A y toda familia {AA}AEA 

de objetos de e se cumplen: 

1. Si el producto de la familia existe, entonces H omc(A, I1 AA) ~ I1 Homc(A , AA) 
AEA AEA 

como conjuntos. 

2. Si el coproducto de la familia existe, entonces Homc( U AA , A) ~ I1 Homc(AA ' A) 
AEA AEA 

como conjuntos. 

Dem: 1. Definamos la función 

cp : Homc(A, I1 AA) -> I1 Homc(A , AA) 
AEA AEA 

cpU) = (7r A o f) AE A 

Si cpU) = cp(g) se cumple que 7rA o f = 7r A o g para toda>. E A, de donde f = g. 
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Sea x = (f>.hEA con A ~ A~ morfismos, estos morfismos inducen un único ¡fJ tal 

que 7l"~ o ¡fJ = f>., de donde, <p(¡fJ) = x. 

2. Considerando la función 

<p: H omc( ti AA' A) -+ rr H omc(AA' A) 
~EA AEA 

<pU) = U o ¿A)~EA 

se tiene el resultado. _ 

En lo sucesivo cuando se tiene una familia {A~hEA de objetos de e con A~ = A 

para toda ,\ E A escribiremos rr AA = AA Y ti A~ = A(A). 
ÁEA ÁEA 

1.2. Categorías Preaditivas 

Una categoría e se llama preaditiva si para todo par de objetos A y B de e el 

conjunto Homc(A , B) tiene estructura de grupo abeliano y si A!c..!. B, B -!:..... e y 

D -':... A son morfismos, entonces se cumplen las siguientes igualdades 

h o U + g) = h o f + h o g 

U + g) o k = f o k + g o k 

Ejemplo 1.15 La categoría R - Mod es preaditiva. 

Ejemplo 1.16 Sea (R, ·, +, 1) un anillo con uno y consideremos la categoría R cuyo 

único objeto es la operación "." y H omR (-, .) = R. La composición es de la forma 

xoy = x'y 

con la' estructura de anillo de R tenemos que R es preaditiva. 

El neutro aditivo del grupo abeliano Homc(A , B ) es el morfismo 0, para probar 

este hecho primero probemos la siguiente proposición. 

Proposición 1.17 Sea e una categoría preaditiva, sean A, B Y e objetos de e, 
consideremos el, e2 los neutros aditivos de los grupos Homc(A , B) y Homc(A,e) 

respectivamente, entonces para cualquier morfismo B .!.. e se cumple que el siguiente 

diagrama conmuta 
A ~ B 

'\. tf , 

e 



18 

es decir, 

Dem: Tenemos que el + el = el aplicando / de ambos lados tenemos 

/o(el+el)=/oel 

de donde 

/ o el + / o el = / o el 

y cancelando tenemos / o el = e2. • 

Como consecuencia de esta proposición tenemos que si la categoría es preaditiva 

y tiene objeto cero, haciendo B = O Y / el único modismo O -> e , del siguiente 

diagrama conmutativo 
A el O --> 

"'. l' 
e2 

e 
se deduce que 

O / o el 

e2. 

es decir, el morfismo cero es el neutro aditivo de Homc (A , e) para cualquier par de 

objetos A y e, por esta razón denotaremos en lo sucesivo a los neutros aditivos por 

O. 

Proposición 1.18 Si e es una categoría preaditiva, entonces para cualquier morfis­

mo A !... B se cumplen: 

1. / es monomorfismo si y sólo si para cualquier morfismo D .!!.., A, / o 9 = O implica 

9 = O; 
2. / es epimorfismo si y sólo si para cualquier morfismo B !:.., e, h o / = O implica 

h = O. 

Dem: Supongamos que / es monomorfismo entonces 

/og=O=/oO 
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implica 9 = O. Inversamente, si 

con k¡ Y k2 modismos de D en A, se tiene 

de donde k¡ - k2 = O, o bien k¡ = k2 . 

Del mismo modo para epimorfismos. _ 

Si A -..!..-.. B es un morfismo en una categoría preaditiva, un núcleo de f es una 

pareja (](,II:) con 11: un morfismo de K en A que cumple fOil: = O Y la siguiente 

propiedad universal: 

si (](I , 11:') es otra pareja con 11: morfismo de ](' en A tal que fOil:' = O existe un único 

morfismo ](' ...:!...,. ]( que hace conmutativo el diagrama siguiente 

](' -.!'!.... A 

<p ! / (1.3) 

K 

Proposición 1.19 En una categoría preaditiva los núcleos de un morfismo, en caso 

de existir, son únicos salvo isomorfismos. 

Dem: Supongamos que (](, 11:) Y (](' , 11:') son núcleos de f entonces tenemos 

<p y !/J que hacen conmutativos los siguientes diagramas 

](' 

,,' 
<p! ~ 
]( " A ---+ (1.4) 

1/1 ! / 
,,' 

](' 

es decir, 11:' = 11: o <p y 11: = 11:' o 1/1 de donde 11:' = 11:' o 1/1 o <p, esto es, el diagrama 

](1 -.!'!.... A 

](' 
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es conmutativo. De la unicidad tenemos que 'Ij; ° ep = lK' del mismo modo se prueba 

que epo7/! = lK . • 

Proposición 1.20 Sea e una categoría preaditiva y A...!..... B un morfismo, si (K, 1\;) 

es núcleo de 1 entonces 1\; es monomorfismo y de aquí que el núcleo de 1 es un 

subobjeto de A. 

Dem: Sean e ~ K morfismos, supongamos que 1\; ° 9 = 1\; ° h, tenemos que 

lol\;og = Oog 

=0 

entonces existe un morfismo único ep de G en K tal que el siguiente diagrama conmuta 

G ~ A 

K 

es decir, 1\; ° ep = 1\; ° g, pero 9 y h tienen la misma propiedad que ep . Por lo tanto 

ep = h = g . • 

Proposición 1.21 Si e es categoría preaditiva, entonces dos núcleos del mismo mor­

fismo representan un mismo subobjeto. 

Dem: Sean (K, 1\;) Y (K', 1\;') núcleos de A ...!..... B entonces del diagrama (1.4) 

ep es isomorfismo que cumple que K, ° 'P = 1\;' • • 

De hecho el núcleo es el mayor, con el orden definido en la sección anterior, de los 

subobjetos de A que provienen de un monomorfismo que anula a 1, como se indica 

en seguida. 

Proposición 1.22 Si A !.. B es un morfismo con núcleo (K, I\;) en una categoría 

preaditiva y G t. A es tal que 1 ° 9 = O, entonces (G, g) S (K, 1\;) . • 

Del mismo modo que definimos el núcleo de un morfismo podemos definir el conú­

cleo de un morfismo A ...!..... B como una pareja (G, c) donde c es un morfismo de B 

en G que cumple col = O Y si hay otra pareja (G', ¿) con la misma propiedad, existe 
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un único morfismo 'P que hace conmutativo el siguiente diagrama 

B ~ e 

e' 

y podemos probar que c es epimorfismo y el ca núcleo es único salvo isomorfismos. 

En adelante el núcleo y conúcleo de f los denotaremos por Nuf y eonuf respec­

tivamente y a los morfismos '" y c por nuf y conuf respectivamente. 

Proposición 1.23 En una categoría preaditiva con objeto cero se cumplen las si­

guientes afirmaciones: 

1. Un morfismo f de A en B es monomorfismo si y solo si Nuf es cero. 

2. Un morfismo f de A en B es epimorfismo si y solo si Conuf es cero. 

Dem: 1. Consideremos O el objeto cero de la categoría entonces f o O = O, (el 

cero del lado izquierdo es el único morfismo de O en A) y si e 2..... A es otro morfismo 

tal que f o g = O por ser f monomorfismo tenemos que g = O de donde el único 

morfismo de e en O hace conmutativo el diagrama siguiente 

de donde el núcleo de f es (O, O) . 

e ~ A 

1 / 
o 

Por otro lado, si el núcleo de f es objeto cero de la categoría e y e 2..... A es tal 

que f o g = O, existe un morfismo 'P que hace conmutativo el siguiente diagrama 

'P1 / 

O 

pero O es objeto cero de la categoría, por lo tanto 'P = O, Y finalmente g = O. 

2. Análogo al anterior. • 

Con respecto de los productos y coproductos tenemos: 

Proposición 1.24 Si e es categoría p'readitiva, para todo objeto A y toda familia 

{A>'hEA de objetos de e se cumplen: 



22 

1. Si el producto de la familia existe, entonces Harnc(A, rr A~) ~ rr Harnc(A, A~), 
~EA ~EA 

como grupos abelianos. 

2. Si el coproducto de la familia existe, entonces Harnc( U A~, A) ~ rr Harnc(A~, A), 
~EA ~EA 

como grupos abelianos. 

Dem: 1. Definamos la función 

Tenemos que 

<p: Harnc(A, rr A~) -+ rr Harnc(A,A~) 
~eA AEA 

<pU) = (1l'~ o f)~EA 

<pU + g) = (1l'~ o U + g)hEA 
= (1l'~of+1l'~oghEA 

= (1l'~ o f)~EA + (1l'~ o g)~EA 

= <pU) + <p(g) 

Si <pU) = O se cumple que 1l'~ o f = O para toda>. E A, de donde f = O. 

Sea x = (l>.hEA con A -!.:.... A~ morfismos, estos morfismos inducen un único 

A!.. rr AA tal que 1l'~ o 1j; = 1>., es decir , <p(1j; ) = x. 
~eA 

2. Considerando la función 

<p : H arnc( U A~, A) -+ rr H arnc(A~ , A) 
~EA AEA 

<pU) = U o ~~)~EA 

se tiene el resultado. _ 

Si {A~LEA Y {B~LEA son familias de objetos en la categoría preaditiva e, 
con productos y coproductos (rr A~, {1l'~LEA)' (rr B~ , {P~LEA) ' (U A~ , {i~LEA) 

~EA ~EA ~EA 

Y (U B~, {j~LEA)' y para cada>. E A existe un morfismo A~ 1:. B~ tomando 
~EA 

g~ = j~ o f~ y h~ = f~ o 1l'~ existen morfismos únicos rr~EA f~, U~EA 1>. que hacen 

conmutativos los siguientes diagramas, para toda>. E A 

Proposición 1.25 Si {A~hEA Y {B~}~EA son familias de objetos en la categoría 

preaditiva e tales que rr~EA A~ y rr~EA B~ existen y para cada>. E A tenemos 
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h 
AA e B A entonces [LEA fA es monomorfismo y de aquí que [LEA AA es subobjeto 

de [LEA BA· 

Dem: Sea 'P = [LEA h y supongamos que 'P o h = 'P o g, entonces para toda 

). E 11. se cumple PA o 'P o h = PA o 'P o g, de donde qA o h = qA o 9 para toda). E 11., 

es decir fA o 7rA o h = ha 7rA o 9 para toda). E 11., como las h 's son monomorfismos 

7rA o h = 7rA o 9 para toda). E 11. Y de aquí h = g. Por lo que 'P es monomorfismo. _ 

De manera dual tenemos la siguiente proposición. 

Proposición 1.26 Si {AALEA Y {BALEA son familias de objetos en la categoría 

preaditiva e tales que lLEA AA Y UAEA B A existen y para cada)' E 11. tenemos AA !!:. 
BA epimorfismo, entonces UAEA h es epimorfismo y de esto UAEA B>. es cociente de 

UAEAAA. -

Observación 1.27 Si en la categoría R - Mod tomamos (X")"EA E fLEA A" Y de­

notamos (y>')>.EA = I1AEA h ((X>')>.EA) , tenemos para cada Cl' E 11. que 

de donde concluimos que 

Ya. Pa. ((y>. ) "EA) 

(Pa. o I1AEA f>.) ((XA)>.EA) 

(Ja. o 7ro ) ((XA)"EA) 

fa. (xo ), 

así si los morfismos AA !!:. B A son epimorfismos, entonces I1AEA h es epimorfismo. 

Para el caso del coproducto, si (X"hEA E U AEA A", con x A" x A2> ..• , x An las coorde­

nadas no cero, entonces 
n 

(XA)>.EA = E i". (X>..) 
k=l 
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de donde 

con 

Yo = 

UAEtJ~ (ti iA• (XA.)) 

f: ((UAEAfAoiA') (x".)) 
k=1 

n 

¿: ((jA, o fA.) (x".)) 
k=1 

(YA),xEA 

{ 
f". (xA.) si a = >'.\:1 k E {l"" ,n} 

O en cualquier otro caso 

pero />. (O) = O para toda>. E A, por lo que concluimos que 

Y si los morfismos AA 4 EA son monomorfismos, entonces UAEA fA es monomorfis­

mo. 

En una categoría preaditiva e el producto y el coproducto de una familia finita, 

en caso de existir se pueden tomar como iguales, como se explica en los siguientes 

resultados. 

En lo que sigue, para una familia {AA LEA de objetos en la categoría preaditiva 

e, para cualquier par de elementos a , /3 de A los morfismos Ao ~ AA serán 

r _ {lA, si >. = a; 
"o" - O si >. i= a. 

Proposición 1.28 Sean {AA} "EA una familia finita de objetos en la categoría prea­

ditiva e, con A = {l , ... , n}, (X, {fALEA ' {gA}"EA) una familia tal que X es un 

objeto de e Y para cada>. E A, fA E H ame (A", X) Y g" E H ame (X, AA)' Si los fA 
Y g" satisfacen 

i) go o fA = 80A ; 

ii) f¡ o gl + h o g2 + ... + fn o gn = Ix , 

entonces (X, {gALEA) Y (X, {JALEA) son el producto Y coproducto de la familia 

{A,,} "EA' respectivamente. 

Dem: Primero veamos que (X, {g"LEA) es el producto. 
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Sea (Y, {P'\L,EA) con los P'\ E Hume (Y, A,\). Hacemos <p = II 0PI + h 0P2+·.· + 

In O Pn, con lo que 

g,\ o <p g,\ o (JI o PI + h o P2 + ... + In O Pn) 

g,\ O 11 O PI + g,\ O h O P2 + ... + g,\ O In O Pn 

g,\ O fA O P'\ 

P'\ 

esto es que para todo .x E A el siguiente diagrama conmuta 

Si <pI : Y ..... X también cumple que g,\ o <pI = P'\ para toda .x E A, entonces 

<pI 1x o <pI 

(JI o gl + h o g2 + ... + In O gn) O <pI 

11 O gl O <pI + h O g2 O <pI + ... + In O gn O <pI 

11 0 PI + h O P2 + ... + In O Pn 

<p 

Por lo tanto (X , {g,\LEA) es el producto en e de la familia {A'\LEA' 

De manera análoga se prueba que (X , {J,\LEA) es el coproducto. _ 

Fijando Q E A, los morfismos A" ~ A,\ inducen un único morfismo A" ~ 
Il,\EA A,\ de tal forma que para toda .x E A los siguientes diagramas conmutan 

A" ~ Il,\EAA,\ 

5",\ '" .1 IT,\ 

A,\ 

y de aquí que si 1011'" = 9 o 11'", entonces lo 11'" o 'P" = 9 o 11'" o 'P", de donde 

105"" = 9 o 5"", por lo tanto I = g. De lo anterior concluimos que: 

Proposición 1.29 En una categoría preaditiva el morfismo 11'" : Il'\EA A,\ ..... A,\ es 

epimorfismo para todo Q E A. 
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La familia {epo} oEA induce un único modismo ep que hace conmutativos el siguiente 

diagrama 

para toda A E A. Hacemos 11'~ = 1I'A o ep : U AEA AA -+ AA, los cuales cumplen con 

De donde 

por lo cual si io o f = i" o g, se tiene que 11'~ o i" o f = 11'~ o i" o g, de donde f = g. 

Esto es: 

Proposición 1.30 Paro todo A E A i" es monomorfismo. _ 

De manera dual también existen i~ : AA -+ TIA EA AA tales que 

Si A es finito digamos que A = {l, 2, ... ,n}, tenemos que 

11'" o (i'l 011'1 + i; 011'2 + ... + i~ o 11',,) 11'0 o i'l o 11' I + 11'" o i; o 11'2 + ... + 11' A o i~ o 11' !l 

para toda Q E A, por lo que 

De todo lo anterior, en el caso de categorías preaditivas, si existen el producto y 

el coproducto de una familia finita, podemos tomarlos como objetos iguales con los 
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epimorfismos 'Tr). Y monomorfismos i). que cumplan con 

. {lA, si A = cr; 
'Tr o o l). = 

O si A =1- cr. 

y 

i¡ o 'Tr¡ + i 2 o 'Tr2 + ... + in O 'Tr n = 1 

En este caso el producto y el coproducto sera denotado por A¡ x A2 X ... x An. 

1.3. Categorías Abelianas 

Sea C una categoría preaditiva y consideremos el siguiente diagrama de objetos y 

morfismos de C: 

Nuf -+ A 

Al 
Conu(nu f) 

B 

TJ.l 

Nu(conuf) 

-+ Conuf 

con A = conu(nuf) y J.l = nu(conuf). Como conuf o f = O, existe un único 

modismo A "':=""'Nu(conuf) tal que J.l o cr = f entonces J.l o cronuf = fonuf = O de 

donde existe J : Conu( nuf) -+ Nu( conuf) tal que J.L o J o A = f, es decir , el siguiente 

diagrama es conmutativo 

Nuf -+ 

o bien, f = J.l o J o A. 

A 

A 1 
Conu(nuf) 

¡ 
---+ 

B 

T J.L 

Nu(conuf) 

-+ Conuf 

(1.5) 

Una categoría preaditiva con objeto cero C la llamaremos abe liana si satisface las 

siguientes condiciones: 

Al Toda familia finita de objetos en C tiene producto y coproducto. 

A2 Todo morfismo en C tiene núcleo y conúcleo. 

A3 Para todo morfismo A ~ B , el morfismo J del diagrama (1.5) es isomorfismo. 

Una categoría abeliana es completa si es cerrada bajo productos, esto es, toda 

familia de objetos de C tiene producto y es cocompleta si es cerrada bajo coproductos, 

es decir, toda familia de objetos de C tiene coproducto. 
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En la presente sección e representará una categorfa abeliana. 

Si A ...!..... B es un morfismo en e, definimos la imagen de j como Imj 

Conu(nuf), entonces el morfismo j se factoriza como 

9 h 
A ---> Imj ---> B (1.6) 

con 9 = conu(nuf) , que resulta ser un epimorfismo y h ! o nu(conuf), que es 

monomorfismo, entonces (Imj, g) representa un cociente de A e (Imj , h) un subob­

jeto de B. 

Lema 1.31 Sea A ...!..... B un morfismo en e, entonces las siguientes condiciones se 

cumplen: 

1. Si j es monomorfismo podemos tomar a (A, l A) como Conu(nuf). 

2. Si j es epimorfismo podemos tomar a Nu(conuf) como (B, lB ) . 

Dem: 1. Tenemos que j monomorfismo implica Nuj es el objeto O con el 

morfismo 0, de donde lA o nuj = ° y si A 2..... X es un morfismo tal que 9 o nuj = ° 
el mismo 9 es el único morfismo que hace conmutativo el diagrama 

Del mismo modo para 2 .• 

Nuj".:1 A !4 A 

"'.,. ! 9 
9 

X 

Proposición 1.32 Un morfismo en e es isomorfismo si y s610 si es bimorfismo. 

Dem: Ya se señaló que todo isomorfismo es bimorfismo. Para probar la otra 

parte sea A ...!..... B bimorfismo, por el lema (1.31) el diagrama (1.5) se ve como sigue 

Nuj -+ A ...!..... B -+ Conuj 

lA ! T lB 

A L B 

con! isomorfismo. Factoricemos a j como j = l B o ! o l A = ! como en el diagrama . 

• 
Como ya dijimos antes, todo morfismo A .!.... B se puede factorizar como j = h o g, 

con 9 y h como en el diagrama (1.6) y esta representación es única, como indica la 

siguiente proposición. 
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Proposición 1.33 Si el morfismo A L B se factoriza como 

9' h' 
A---+e---+B 

con g' epimorfismo y h' monomorfismo, entonces (e, g') y (e, h') representan el mis­

mo cociente y subobjeto que (lmf, g) e (lmf, h) respectivamente, con 9 y h los mor­

fismos de (1.6) . 

Dem: Tenemos que, 

o = f o nuf = h' o g' o nuf 

como h' es monomorfismo g' o nuf = O, de donde existe un morfismo ep que hace 

conmutativo el diagrama 
A 2..... lmf 

~ lep 
g' 

e 
y de este diagrama tenemos 

h'oepog=h'og' 

=f 
= hog 

pero 9 es epimorfismo, entonces h' o <p = h , de donde tenemos el siguiente diagrama 

conmutativo 
A 2..... lmf ...!:..... B 

"\. 1 <p /' 
g' h' 

e 
y de esto concluimos que <p es monomorfismo y epimorfismo. _ 

Si B !:. A Y A 2..... e es un morfismo, denotamos por g(B) a la imagen del 

morfismo 9 o f. 
Si A es un objeto de e y B !:. A denotamos por ~ a eonuf y con esto tenemos 

B f A ccmuf A 
-+ -+-

B 
conuf o f = o. 
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Notemos que si (B, f) Y (B',I') representan el mismo subobjeto, existe un iso­

morfismo 'P de B en B' tal que f = l' o 'P, de donde 

canuf o !' o 'P = canuf o f = O 

y como 'P es isomorfismo canuf o l' = O, entonces existe un morfismo único 1/J¡ que 

hace conmutativo el siguiente diagrama 

B' L A 
conuJ' 
--+ 

'\. 
canuJ 

eanul' 

11/J¡ 

eanuf 

del mismo modo existe un morfismo único 1/J2 que hace conmutativo el diagrama 

B ~ A conuf 
--+ 

'\. 
conuf' 

eanuf' 

y de este par de diagramas concluimos 1/J¡ o 1/J2 = l conuf Y l/J2 o 1/J¡ 
diagrama anterior tenemos el siguiente diagrama conmutativo 

A 
conuf A --+ B 

'\. 1 1/J2 
conuf' 

A 
IF 

lconuf' , del 

De todo esto concluimos que el cociente i no depende del representante del sub­

objeto B que tomemos. 

y de gran importancia tenemos el siguiente ejemplo. 

Ejemplo 1.17 Sea A ~ B un morfismo en e, entonces (Nuf, nuf) es subobjeto 

de A y el cociente 
A 

Nuf = eanu(nuf) = 1mf. 

Si {(B>. , fA)} >'EA es una familia de subobjetos de A y el coproducto de la familia 

{B>.} >.EA existe, los morfismos fA inducen un morfismo único 'P que hace conmutativos 
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los diagramas 

A ~ liB>. 
>.eA 

/>. '" / L>. 
(1.7) 

B>. 

Denotaremos por L B>. a ¡m'P que llamaremos la suma de la familia. De todo lo 
>.eA 

anterior tenemos que 'P se puede factorizar como 

llB>'~ EB>.~A (1.8) 
>.eA >.eA 

con 'PI es epimorfismo y 'P2 monomorfismo, entonces la suma es subobjeto de A, esto 
~ '1'2 S' g,h . es, L..J B>. e A. I X ~ B>. son morfismos tales que 'PI o L>. o 9 = 'P I o L>. o h, aplIcando 
>.eA 

a ambos lados 'P2 tenemos que 'P o L>. o 9 = 'P o L>. o h de donde />. o 9 = />. o h y como 

f>. es monomorfismo 9 = h, entonces 'PI o L>. es monomorfismo de B>. en LB>., esto 
>.EA 

es, para todo A E ti. B >. es subobjeto de la suma. 

Notemos que si 'P es monomorfismo, 'PI es isomorfismo y en este caso diremos que 

la familia {B>.hEA es independiente y denotamos a L B >. por EB B>. Y la llamaremos 
>'EA >'EA 

la suma directa de la familia, que es un objeto isomorfo al coproducto y como ya se 

vio antes la suma directa EB B >. con los morfismos 'PI o L>. es también un coproducto 
>'EA 

de la familia {B >.} >.eA. 

La suma de la familia de subobjetos { B >.heA es el supremo de la familia como 

veremos a continuación. 

Proposición 1.34 Si el coproducto de la familia {B >. heA de subobjetos existe, en­

tonces paro toda A E ti. se tiene que B>. ::; LB>.. 
>'EA 

Dem: Considerando el diagrama (1.8) tenemos los morfismos B >. ~ L B>. 
>.eA 

que al componer con 'P2 tenemos 'P2 o 'PI o L>. = 'P o L>. = />. , por lo cual el siguiente 

diagrama conmuta 

para toda A E A . • 

Antes de probar la siguiente proposición recordemos que si A .L B es monomor­

fismo, Nu(conuf) ~ Conu(nuf) ~ ConuO que se puede tomar como (A, f). 
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f 
Proposición 1.35 Si B e A y {(BA, fA)} AEA es una familia de subobjetos de A tales 

que, para todo A E A BA ::; B, entonces E BA ::; B. 
AEA 

Dem: Como BA ::; B , existe un monomorfismo 'PA que hace conmutativo el 

siguiente diagrama 

BA ~ A 

'PA! / 
f 

B 

entonces 

conuf o fA = conuf o f o 'PA = O o 'PA = O 

y el morfismo 'P del diagrama (1. 7) satisface 'P o ¿A = fA, de donde con ufo 'P o ¿A = O 

para todo A E A, es decir conuf 0'P = O o bien factorizando conuf o 'P2 o 'Pl = O, pero 

'PI es epimorfismo, luego conuf o 'P2 = O de donde existe un morfismo E BA !.. B 

que hace conmutativo el diagrama 

de donde E BA ::; B .• 
AEA 

! 
B = Nu (conuJ) 

AEA 

'1'2 

'" ->A ->!1 
f conuf B ' 

De los dos resultados anteriores concluimos que la suma de una familia de subob­

jetos es el supremo de la familia en la clase de todos los subobjetos de A. 

Del mismo modo que con la suma, si ahora consideramos los cocientes s: con los 

morfismos TIA = conufA , estos inducen un morfismo 'I/J único que hace conmutativos 

los diagramas 

A '" Il :, ----> 
AEA 

(1.9) 
TI A '\. ,/ ITA 

A 
B, 

denotamos por n BA al Nu'I/J y lo llamaremos la intersección de la familia, entonces 
AEA 

la intersección de la familia es un subobjeto de A. 

De la definición de intersección tenemos que para toda A E A 

TIA o nu'I/J = ITA o t/J o nu'I/J = ITA o O = O 
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entonces existen modismos 'Y>, únicos que hacen conmutativos los diagramas 

n B~ ~ A 
~eA 

I~ "" / f~ 
(1.10) 

B~ 

Si ~f~ o 9 = 1>. o h, tenemos J>. o 1>. o 9 = J>. o 1>. o h de donde nu1/J o 9 = nu1/J o h y 

de aquí que 9 = h. Por lo tanto para todo A E 11. los I~ son monomorfismos, es decir 

n B >. ~ B ~ para todo A E 11.. 
>.eA 

Proposición 1.36 Si {(B>.,f>.)}>.eA es una familia de subobjetos de A y (B,!) es un 

subobjeto de A tal que B ~ B>. para todo A E 11., entonces B ~ n B>. . 
>.eA 

Dem: Como B ~ B>. para todo A E 11., para cada A existe un monomorfismo 

'P>. que hace conmutativos los siguientes diagramas 

B --.!.-.. A 

'P>.1 / 
f> 

considerando 1/J del diagrama (1.9) tenemos 

y para toda A E 11., 

1l'>. o 1/J o f = 1l'>. o 1/J o J>. o 'P~ = r¡~ o f~ o 'P>. = O o 'P>. = O, 

de donde ¡f; o f = O, Y de aquí se sigue que B ~ n B>. .• 
>'eA 

Entonces la intersección de una familia de subobjetos de A es el ínfimo de la 

familia, en la clase de todos los subobjetos de A. 

Una sucesión de objetos y modismos 

1-2 A 1-. A lo A h 
. .. ~ -1 ---+ o ~ 1 --+ . . . 

en e es exacta en An si Imfn-l = Nufn. Una sucesión exacta corta es una sucesión 
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de objetos y morfismos del siguiente tipo 

o ---+ A' -!..... A -!...... Al! ---+ O 

esto es, I es monomorfismo, 9 es epimorfismo y Nug = 1m/, en este caso diremos 

que A es una extensión de Al! por A'. En este caso, como I es monomorfismo y 9 

es epimorfismo, por el lema (1.31) (A' , lA') es Im(J) = Nu(g) e Im(g) = N:C9) se 

puede tomar como (Al!, 1 A" ) , por lo que toda sucesión exacta corta en una categoría 

abeliana se puede ver de la forma 

A 
O ---+ B ---+ A ---+ - ---+ O 

B 

y con esto tenemos que en la sucesión exacta 

O ---+ A' -!..... A -!...... Al! ---+ O 

(A', J) es el núcleo de 9 y (Al!, g) el conúcleo de J. Con todo lo anterior tenemos que 

si A -!..... B es monomorfismo completamos una sucesión exacta corta con el conúcleo 

de I 
O A f B canuf B O --+ --. --t - --i' 

A 

y si epimorfismo completamos con el núcleo 

( 
nuf f O ---+ N u J) ---+ A ---t B ---+ o. 

Sean Al -!..... A Y A2 -!...... A morfismos. Un producto fibrado de los morfismos I y 

9 es una terna (P, 11'1 , 11'2) donde P es un objeto, P ~ Al Y P ....:!... A2 Y son tales 

que hacen conmutativo el diagrama 

y si (X, ~ l' ~2) es otra terna tal que el siguiente diagrama conmuta 

X ~ Al 

~2 ! ! I 
A2 ---t A 

9 
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existe un único t,p : X -> P tal que 'Ir¡ o t,p = ~¡ y 'lr2 o t,p = ~2. 
En toda categoría abeliana existen producto fibrado como indica el siguiente re­

sultado. 

Proposición 1.37 Todo par de morfismos Al ...!..... A Y A 2 ~ A en una categoría 

abeliana e tiene producto fibrado. 

Dem: Consideremos p¡ : A¡ x A2 -> A¡ Y P2 : A¡ x A 2 -> A 2 las proyecciones y 

(P,K) el núcleo del morfismo goP2- lop¡ : A¡ xA2 -> A. Sean 'Ir¡ = p¡OK y 'Ir 2 = P20K. 

Probaremos que (P, 'Ir¡, 'lr2) es producto fibrado. Tenemos que (g o P2 - I o PI) OK = O, 

entonces lo p¡ o K = 9 o P2 o K, es decir lo 'Ir¡ = 9 o 'lr2. Sea (X , ~¡ , ~2) otra terna tal 

que el siguiente diagrama conmuta 

X -S A¡ 

~2 1 1 I 
A2 ---+ A 

9 

Los morfismos ~¡ y ~2 inducen un único 'Ij; : X -> A¡ X A2 tal que p¡ o'lj; = ~¡ y P2 o'lj; = 

~ 2 ' de donde I o ~ ¡ = I o p¡ o 'Ij; y 9 o ~ 2 = 9 o P2 o 'Ij;, de donde (g o P2 - I ° p¡) o 'Ij; = O. 

Por la propiedad del núcleo existe un único t,p : X -> P tal que K ° t,p = 'Ij; y además 

'Ir¡ 0'P = p¡ ° K ° t,p = p¡ o 'lj; = ~¡y 'lr2 o t,p = P2 o K o t,p = P2 o 'Ij; = ~2 . Si t,pl : X -> P es 

otro morfismo tal que 'Ir¡ o t,pl = ~ ¡ y iT2 o t,pl = ~2 ' entonces p¡ o K o t,pl = ~¡ = p¡ o K, o t,p 

y P2 o K o t,pl = ~2 = P2 o K o t,p , entonces K, o t,pl = K ° t,p y como K, es monomorfismo 

t,pl = t,p . • 

En general para decir que (P, 'Ir¡ , 'lr2) es el producto fibrado de los morfismos A¡ ...!..... 
A Y A 2 ~ A lo indicaremos diciendo que el diagrama 

(1.11) 

es un diagrama de producto fibrado. Notemos que si el diagrama (1.11) es un diagrama 

de producto fibrado, también 
P ...':!... A¡ 

'Ir¡ 1 1 9 

es un diagrama de producto fibrado . 

A2 ---+ A 
f 
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El producto fibrado cumple con las siguientes propiedades. 

Proposición 1.38 Sea 
p ..2'.!... Al 

7r2 1 1 f 
A2 ---+ A 

9 

es un diagrama de producto fibrado. Entonces se cumplen las siguientes condiciones: 

1. Si 9 es monomorfismo, entonces 7r1 es monomorfismo¡ 

2. Si 9 es epimorfismo, entonces 7r1 es epimorfismo. 

Lo mismo ocurre con f y 7r2. 

Dem: 1. Supongamos que 9 es monomorfismo y sea h : X ...... P tal que 

7r1 eh = 0, entonces 9 e 7r2 e h = fe 7r1 eh = 0, por lo que 7r2 e h = O, entonces h es 

el único morfismo inducido por el diagrama 

pero el morfismo ° también cumple con la propiedad. Por lo tanto h = O. 

2. Supongamos que 9 es epimorfismo y asumamos la notación de la proposición 

(1.37). Si h : A ...... B es tal que he (g e P2 - fe p¡) = 0, entonces he f epI = he 9 e P2, 

componiendo por la inclusión i2 : A2 ...... A2 X Al tenemos he 9 = 0, de donde h = 0, 

de donde concluimos que 9 e P2 - f e PI es epimorfismo, por lo tanto la sucesión 

es exacta, donde J.L = 9 e P2 - f e PI' Ahora, sea ~ : Al ...... X tal que que ~ e 7r1 = O, es 

decir ~ e PI e K. = O, por la propiedad del conúcleo, existe un único 'P : A ...... X tal que 

'P e J.L = ~ e PI, pero 'P e 9 = 'P e (g e P2 - f e PI) e i 2 = ~ e PI e i 2 = O, lo que implica 

que 'P = O, entonces ~ e PI = O, de donde ~ = O . • 

Corolario 1.38.1 Si A !:.. B , entonces todo subobjeto de ~ es de la forma ~ , con L 

subobjeto de B que tiene a A como subobjeto. 

Dem: Consideremos la sucesión exacta 

f '7 B O ---+ A ---+ B ---+ - ---+ O 
A 



y sea T t ~. Sea (P, 11"1,11"2) el producto fibrado de 1) y 9 

P 

11"2 1 

0--+ A -L.. B 

"1 --+ 

ry 
--+ 

T 

19 
B --+ O A 
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como 1) es epimorfismo, por la proposición (1.38), tenemos que 11"1 es epimorfismo. Por 

otro lado, los morfismos A -L.. B Y A ~ T inducen un único morfismo 'P : A -+ P, 

tal que 11"1 o 'P = O Y 11"2 o 'P = f. Notemos que si ~ : X -+ A es tal que 'P o ~ = O, 

componiendo de ambos lados de la igualdad 11"2 0'P = 1, tenemos que 

0=1I"2°'P°~=lo~, 

como I es monomorfismo, tenemos que ~ = O, por lo tanto 'P es monomorfismo. Por 

otro lado, la propiedad universal del núcleo implica que existe un único morfismo 

1j; : X -+ A tal que lo 1j; = 11"2 o~, de donde el morfismo 'P o 1j; : X -+ P es tal que 

0= 11"1 o~ y 

lo 1j; =1I"20~, 

por la propiedad universal del producto fibrado ~ = 'P o 1j;, por lo tanto (A, 'P) es el 

núcleo de 11"1, por lo que la sucesión 

O--+A~P~T--+O 

es exacta, con lo que T es de la forma ~ y el diagrama siguiente conmuta 

0--+ A ~ P "1 T --+0 --+ 

11 11"21 19 • 
0--+ A -L.. B ry B --O --+ A 

- 13 
De la demostración del corolario (1.38.1) tenemos que, para objetos B t e e A 

y completando con los morfismos faltantes, un diagrama como el siguiente 

0--+ B !i e ¡ e --+0 --+ --+ B 
11 LB la 

0--+ B 9 A f A --+0 --+ --+ B 
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y en este diagrama todos los cuadros conmutan. Podemos completar el diagrama para 

obtener columnas exactas, como sigue: 

O O 

1 1 

0--+ B 9 e 1 e --+0 --+ --+ B 

1,8 la 

0--+ B 9 A f A --+0 --+ --+ B 

18 lr¡ 
A 

A 

e ! 
B 

1 1 
o o 

Ahora r¡ o f 0,8 = r¡ o a o f = O, pero (~, 6) es el conúc!eo de ,8, por lo que existe un 
A 

único 'P : ~ --+ ! tal que 'P o 8 = r¡ o f. Por otro lado 8 o 9 = 6 o ,8 o 9 = O Y (~, f) 
B 

es el conúc!eo de g, de donde existe un único ¡f; : ~ --+ ~ tal que ¡f; o f = 6. Ahora, 

¡f; o a o f = ¡f; o f o ,8 = 6 o ,8 = O Y como fes epimorfismo tenemos que ¡f; o a = O, 
A 

entonces existe cp : ! --+ ~ tal que cp o r¡ = ¡f;. Por lo tanto 'P o cp o r¡ = 'P o ¡f; = r¡, 
1j 

como r¡ es epimorfismo tenemos que 'P o cp = 1 ~ Y cp o 'P o 8 = cp o r¡ o f = ¡f; o f = 6, 

con lo que cp o 'P = 1 t' Con todo esto hemos demostrado la siguiente proposición. 

Proposición 1.39 Si B e e e A, entonces ! ~ ~ .• 
B 

1.4. Categorías de Grothendieck 

Un objeto U de una categoría e genera a e si para todo par de morfismos A !.:...!!." B 

distintos existe U ~ A morfismo tal que f o h =1= 9 o h. 

Ejemplo 1.18 Sea X un conjunto no vacío y A ~ B dos funciones tales que f =1= g, 

entonces existe a E A tal que f (a) =1= 9 (a), definamos h como sigue 

entonces para cada x E X tenemos 

h:X--+A 

h (x) = a 

f o h (x) = f (a) =1= 9 (a) = 9 o h (x) 
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de dondef o h i= g o h , por lo que X genera a Seto 

Ejemplo 1.19 Consideremos el anillo con uno R visto como R - módulo izquierdo. 

Sean M !.:...!4 N morfismos distintos entre R - módulos izquierdos, entonces existe 

m E M tal que f (m) i= g (m), construimos h como 

Entonces 

h:R-+M 

h (r) = rm 

f o h (1) = f (m) i= g (m) = g o h (1), 

de donde f o h i= g o h. Por lo tanto R genera la categoría R - M od. 

Ejemplo 1.20 Sea (G, *) un grupo y x, y E G distintos, entonces x * e i= y * e por lo 

que * genera la categoría G. 

Ejemplo 1.21 Si P es un conjunto parcialmente ordenado y x E P arbitrario, en­

tonces x genera a la categoría P ya que si no la genera existen morfismos distintos 

a ~ b y un morfismo x -+ a tales que los morfismos x -+ a !... b y x -+ a .!.. b son 

distintos, lo cual no es posible pues en esta categoría todos los morfismos de x a b 

son iguales. 

Recordemos que si A es un objeto fijo en una categoría e y B !::. A Y C 1::. A, 

B ::; C si existe un morfismo B ..2:.... C que hace conmutativo el siguiente diagrama 

B ...!..... A 

<pi / 

C 

y esta relación es de orden parcial en la clase de subobjetos de A. 

Proposición 1.40 Si A es un objeto en una categoría abeliana e, {B~h es una 

familia de subobjetos de A. Entonces para cualquier subobjeto B de A 

2:)B~ n B) ::; (2:: BA) n B 
AEA AEA 
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Dem: Tenemos que para toda >. E A 

(1.12) 

y 

(1.13) 

De la desigualdad (1.13) y proposición (1.35) tenemos 

(1.14) 

Por la prosición (1.34) 

(1.15) 

de (1.12) Y (1.15) tenemos 

(1.16) 

y de esta última desigualdad tenemos 

(1.17) 
AeA AeA 

Finalmente por (1.14), (1.17) Y la proposición (1.36) tenemos 

La desigualdad 

(LEA) nE ~ L(EAnE) 
AeA ÁeA 

no necesariamente es cierta como lo indica el siguiente ejemplo. 

Ejemplo 1.22 Consideremos la categoria IR - M od Y en esta categoria el objeto 

A = IR2 . Sean 

El {(x,O) :XEIR} 

E2 {(O,y):yEIR} 

E {(z , z): Z E IR} 
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Entonces (Bl + B2) n B = B mientras que (B l n B) + (B2 n B) = O. 

Un conjunto parcialmente ordenado [ es dirigido si para todo m, n en [ existe k 

en [ tal que m ::; k Y n ::; k. 

Si D es un conjunto de subobjetos de A lo podemos ordenar parcialmente res­

tringiendo la relación de orden parcial en la clase de subobjetos de A a D y diremos 

que D es dirigido si D como conjunto parcialmente ordenado es dirigido, es decir, si 

Bl , B2 E D existe B E D tal que Bl ::; B Y B2 ::; B. 

Una familia {BAL.eA de subobjetos de A es una familia dirigida si vista como 

conjunto de subobjetos de A es dirigido, esto es, para cada par Al , A2 E A existe 

A3 E A tal que BA, ::; BA3 Y BA2 ::; BA3' 

Si A es un objeto de la categoría e y {BA L.eA es una familia dirigida de subobjetos 

de A, entonces a la suma L: BA le llamaremos la unión directa de la familia {BAheA. 
AeA 

Una categoría abeliana cocompleta e es una categoría de Grothendieck si tiene 

un generador y dado cualquier objeto A de e la clase L(A) de todos los subobjetos 

de A, (que posteriormente probaremos que es un conjunto, proposición (1.42)) con la 

relación anterior satisface que para cualquier familia {BAheA dirigida de subobjetos 

de A se cumple la siguiente relación: 

para todo B subobjeto de A. 

Lema 1.41 Sean A -L B Y B -!!..... e dos morfismos en la categoría abeliana e tales 

que [m! ::; Nug, entonces 9 o! = o. 

Dem: Consideremos la factorización de ! 

A.A.. [m! ~ B 

como [m! ::; Nug existe un modismo [mf ~ Nug que hace conmutativo el sigui­

ente diagrama 

Im! ~ B 

1/! ! / 
n ug 

Nug 
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es decir nug o 1/J = f¡, de donde 

gol = 9 o II o lo 
= 9 o nug o 1/J o lo 

= O • 

Diremos que una categoría e es localmente pequeña, si la clase de subobjetos de 

cada objeto de e, es un conjunto. 

Con la siguiente proposición obtendremos toda una familia de ejemplos de este 

tipo de categorías. 

Proposición 1.42 Si e una categoría abeliana con un genemdor, entonces e es 

localmente pequeña. 

Dem: Sea A un objeto de e y U generador de e, para cada subobjeto (B, g) 

de A tomemos el conjunto 

(g) = {J E Homc(U, A) : existe U -.!:..... B tal que I = 9 o h} ~ Homc (U,A) 

y definamos la correspondencia de los subobjetos de A en la familia de subconjuntos 

de Homc(U, A) 

(B , g) >----> (g) 

Primero veamos que esta correspondencia no depende del representante del sub­

objeto: 

Si (B , g) Y (B',g') representar¡ el mismo subobjeto y I E (g), entonces existe 

U -.!:..... B tal que I 9 o h tomar¡do el isomorfismo 'P que hace conmutativo el 

diagrama 
B 

g 
A ---+ 

'Pl / 
g' 

B' 

tenemos que I = g' o 'P o h y 'P o h es un morfismo de U en B/, es decir I E (g' ). Del 

mismo modo la otra contención. 

Ahora probaremos que la correspondencia es inyectiva: 

Sean (B , g) Y (B /, g') subobjetos distintos de A. Consideremos los monomorfismos 

canónicos B n B' -2.. B Y B n B' -.i... B' del diagrama (l.1O) que si ambos fueran 

isomorfismos tendríamos el isomorfismo B Y':::!:" B' que cumple que g' o -y' o / -1 = 
nu1/J o /-1 = 9 de donde (B , g) Y (B/, g') representan el mismo subobjeto, lo cual no 
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es posible. Entonces "'( ó T no es isomorfismo. Supongamos que "'( no es isomorfismo, 

entonces 
B B 

Conu"'(=-B B = -N =Im"'(. n' u"'( 

Como "'( es monomorfismo no puede ser epimorfismo, entonces Conu"'( ,¡, O, por ser U 

generador existe U ~ B tal que 

conu"'( o h =1 O. (1.18) 

Consideremos el morfismo f = 9 o h E (g) Y supongamos que f E (g'), entonces 

f = g' o h' con h' de U en B' , factorizando h y h' como 

U~lmh...!!!?...B 

U .!i.lmh' ~ B' 

tenemos las factorizaciones de f = 9 o go o ho = g' o gb o hb, de donde lmh e lmh' 

representan el mismo objeto, entonces lmh S B n B', con lo cual existe 'P que hace 

conmutativo el siguiente diagrama 

Imh 
90 

'P 1 ~ 
B n B' ---+ B 

l' 

con lo que también conmuta el siguiente diagrama 

U 

Imh 
90 

'PI ~ 
BnB' B 

conu"'( 
---+ ---+ 

l' 

de donde, 

B 
Bn B' 

conu"'( o h = conu"'( o go o ho = conu"'( o "'( o <.p o ho = O 

lo cual contradice (1.18) .• 

Observación 1.43 De esta proposición concluimos que una categoría de Grothendieck 

es localmente pequeña y de aquí que para cualquier objeto A de esta categoría, L(A) 
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es una retícula completa y superiormente continua, esto es 

B A ( V e) = V (B A e) 
GED GED 

para cualquier conjunto dirigido D de subobjetos y cualquier subobjeto B de A, (aquí 

el símbolo V es L y el símbolo 1\ es n). 

Ejemplo 1.23 R - Mod es categoría de Grothendieck. Para probar esta afirmación 

sólo hay que probar que en R - M od se cumple 

(¿ D) nN= ¿ (Dn N) 
DEV DEV 

para cualquier conjunto dirigido V de subobjetos de un R - módulo M y un subobjeto 

N de M. La proposición (l.4 O) nos da la contención 

¿ (D n N) ~ (¿ D) n N 
DEV DEV 

Para la otra contención tomemos x E (L D) n N , entonces x E N Y x = di + 
DEV 

d2 + ... + dn con di E DI E V , d2 E D 2 E V , . .. , dn E Dn E V , como el conjunto 

V es dirigido existe D E V tal que di E D , para toda i = 1, ... , n, con lo que 

x E D n N e L (D n N) . • 
DEV 

1.5. Objetos Inyectivos 

Ahora analizaremos el concepto de objeto inyectivo, este concepto se puede ver 

de manera general, sin embargo nos limitaremos a decir algunas cosas sobre objetos 

inyectivos en una categoría de Grothendieck. En lo que sigue e será una categoría de 

Grothendieck. 

Antes de la definición probemos la siguiente proposición. 

Proposición 1.44 Si e .!... A es monomorfismo y para todo e ..!!.. B existe A J.. B 

tal que el siguiente diagrama conmuta 
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entonces para cualquier pareja (e', 1') equivalente a (e, f) y cualquier morfismo e' .!2. 
B, existe A ~ B que hace conmutativo el siguiente diagrama 

C' LA 
h 1 ./ h 
B 

Dem: Tomemos el isomorfismo rp : e -+ e' que hace conmutativo el siguiente 

diagrama 

e 1.A 
rp 1 / l' 
e' 

Entonces existe (j; : A -+ B tal que el siguiente diagrama conmuta 

e 1. A 
rp 1 1 (j; 
e' .!2. B 

Entonces (j; o f = h o rp, y de esta igualdad concluimos que 

h = (j; o f o rp-l = (j; o l' o ip o rp-l = (j; o /" 

con lo cual el siguiente diagrama conmuta 

e' I.. A 

hl ./'? 
B • 

Sean A Y B objetos en e, diremos que B es A - inyectivo si para cualquier 

monomorfismo e 1. A Y morfismo e .!... B existe un morfismo A l.. B tal que el 

siguiente diagrama conmuta 

B es inyectivo si es A inyectivo para todo objeto A de C. 

Por la proposición (1.44) se puede reescribir la definición de A - inyectivo como 

sigue: 
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Sean A Y B objetos en C, diremos que B es A - inyectivo si para cualquier 
f -

subobjeto e e A y morfismo e .!... B existe un morfismo A .!... B tal que el siguiente 

diagrama conmuta 

e l. A 

g! ./ 9 
B 

B es inyectivo si es A inyectivo para todo objeto A de C. 

f 
Proposición 1.45 Si B e A y E es A - inyectivo, entonces E es B - inyectivo. 

Dem: Sea h : K -+ B un monomorfismo y 9 : K -+ E un morfismo cualquiera, 

entonces foh es monomorfismo de K en A, como E es A-inyectivo existe un morfismo 

ep : A -+ E tal que el siguiente diagrama conmuta 

Basta tomar 9 = ep o f. _ 

K 

g! 
B 

! f 
E +-- A 

'fJ 

Corolario 1.45.1 Si A es un objeto isomorfo a A', entonces E es A - inyectivo si 

y sólo si E es A' - inyectivo. _ 

Proposición 1.46 Sea {E>'LEA una familia de objetos de C y A un objeto fijo de 

C. Entonces cada E>. es A - inyectivo si y sólo si [LEA E>. es A - inyectivo. 

Dem: Sea B !:. A Y B .!... I1>.EA E>. morfismo, consideremos los morfismos 

1r>. o 9 : B -+ E>., entonces existen morfismos ep>. : A -+ E>. de tal forma que para toda 

A E A el siguiente diagrama conmuta 

y los ep>. inducen un morfismo 9 : A -+ I1>.EA E>. tal que 7T>. o 9 = ep>. , de donde 

1r>. o 9 o f = ep>. o f = 7T>. o 9 
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por lo que 9 o f = g. 

Para la otra implicación tomemos B !:. A Y B ¿, E>. modismo, recordemos que 

existen modismos i~ : E>. -+ ILEA E>. de tal forma que 

entonces existe un modismo 'P : A -+ ILEA E>. de tal forma que el siguiente diagrama 

conmuta 

B f A --+ 

g1 1ft' 
E>. --+ ., 

" 
D>.EA E >. 

Haciendo 9 = 7r>. o 'P tenemos 

9 o f = 7r >. o 'P o f = 7r >. o i~ o 9 = g . • 

Proposición 1.47 Sea {E>.LEA una familia de objetos de C y A un objeto fijo de 

C. Si U >.E(\ E>. es A - inyectivo, entonces cada E>. es A - inyectivo. 

Dem: Sea>. E A, B !:. A Y B ¿, E>. modismo, consideremos los morfismos 

i>. o 9 : B -+ U>'EA E>., entonces existen morfismos 'P : A -+ E>. de tal forma que el 

siguiente diagrama conmuta 

f A --+ 

1'P 
--+ U>.EA E>. i, 

Sea 7r~ : U >.EA E>. -+ E>. tal que para toda a E A cumple con 

y 9 = 7r~ o 'P, entonces 

9 o f = 7r~ o 'P o f = 7r~ o i>. o 9 = 9 

por lo que 9 o f = g .• 

En general, la suma directa de R - módulos inyectivos no es inyectivo, en el 
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capítulo siguiente daremos un ejemplo de este hecho en la categoría R - M od. 

Ejemplo 1.24 Un grupo abeliano G es divisible si para toda n E N e y E G existe 

x E G tal que nx = y. 

Si G Y H son grupos abelianos, G es divisible y G L H es epimorfismo, entonces H 

es divisible, pues si n E N e y E H, entonces existe b E G tal que f (b) = y, tomando 

a E G tal que na = b se tiene nf(a) = y. 

El grupo abeliano G es divisible si y sólo si G es Z - inyectivo en la categoría Z - M od. 

Para probar esto primero supongamos que G es Z - inyectivo en Z - !vlod y sean 

n E N e y E G , tomando 

g : nZ-+G 

g(nm) = my 

existe 9 : Z -+ G tal que 9 (nm) = g (nm), haciendo x = 9 (1) tenemos 

nx = ng (1) = 9 (n) = g (n) = y. 

Para la otra implicación sea g : nZ ....... G con G divisible. Queremos definir 9 : Z -+ G 

tal que 9 (nm) = g (nm) para toda m E Z. Sea x E G de tal forma que nx = g (n) y 

la fijamos, definamos 

g:Z ....... G 

g(m) = mx 

entonces 9 (nm) = nmx = mg (n) = g (nm) . 

Ejemplo 1.25 Q y ~ son Z - inyectivos, pues son divisibles. 

Ejemplo 1.26 Como ~ = EBpEIP Zpoo, con lP' el conjunto de todos los primos, entonces 

para todo primo p tenemos que Zpoo es Z - inyectivo. 

Un monomorfismo f : A -+ B se dice esencial si dado cualquier morfismo h : B ....... 

C que hace de h o f un monomorfismo es monomorfismo. 

Un subobjeto B t. A es esencial si dado cualquier subobjeto K 1::. A, K n B = O 

implica que K = O. 

Aquí estamos definiendo, por un lado, monomorfismos esenciales y, por otro lado, 

subobjetos esenciales, como es de esperarse estos dos conceptos son equivalentes en 
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cierta forma, este hecho lo probaremos mas adelante y para esto probemos primero 

los siguientes resultados. 

Lema 1.48 Si f : A ~ B monomorfismo, entonces f = O si y sólo si A = O. 

Dem: Si A = O el único morfismo de A en B es el morfismo o. Supongamos 
lA f ahora que f = O entonces el morfismo A -. A -t B es el morfismo O y como f es 

monomorfismo l A = O. Por lo que A = O . • 

f 
Proposición 1.49 Un subobjeto B e A es esencial si y sólo si paro cualquier mor-

fismo h E H ame (A, K) Nu (h) n B = O implica Nu (h) = O. 

Dem: 
f 

Si B e A es esencial, por definición Nu (h)nB = O implica Nu (h) = O. 

Ahora supongamos que para cualquier morfismo h E H ame (A, K), N u (h) n B = O 

implica Nu (h) = O Y supongamos K t. A es tal que K n B = O, consideremos el 

morfismo canónico A 2. ~, esto es 1 = canu (g). Entonces (K, IK) = Nu ("(), es 

decir Nu("() n B = O, con lo que K = Nu("() = O .• 

Proposición 1.50 Un monomorfismo f : B ~ A es esencial si y sólo si el subobjeto 

B !:. A es esencial. 

Dem: Supongamos que B !:. A es esencial y sea h : A -t K de tal forma 

que h o f sea monomorfismo, tomando 1/;, 11 Y 12 análogos a los morfismos de los 

diagramas (1.9) y (1.10) tenemos el siguiente diagrama conmutativo 

Nuh 
1'1 nuh 

/ '\. 
NuhnB 

nu'¡' 
A --+ 

'\. / 
1'2 f 

B 

de donde deducimos que nuh 011 = f o 12, por lo que h o f o 12 = O, pero h o fes 

monomorfismo, entonces 12 = O Y monomorfismo, lo que implica que Nuh n B = O Y 

de aquí Nuh = o. Por lo tanto h es monomorfismo. 

Supongamos ahora que f : B ~ A es un monomorfismo esencial y sea h : 

A ~ K tal que Nuh n B = O. Queremos probar que Nuh = O, para esto basta 
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probar que h es monomorfismo. Considerando el subobjeto de A representado por 

(Nu (h o f) ,j o nu (h o f)), como el diagrama 

Nu (h o f) fo~of) A 

nu(hof) 1 / 
f 

B 

conmuta, 

(Nu(hof),jonu(hof))::; (B,f) . (1.19) 

La igualdad ho j onu (h o f) = O implica que existe un ÚIÚCO morfismo 'P : N u (h o f) -> 

Nuh tal que el siguiente diagrama conmuta 

por lo que 

Nu(h o f) 
fonu(hof) 

'P 1 '" 
Nu(h) 

nuh 
--+ A -..!:....K, 

(Nu (h o f) , j o nu (h o f)) ::; (Nu (h) ,nuh) , (1.20) 

tomando en cuenta la proposición (1.36) y las desigualdades (1.19) y (1.20) obtenemos 

Nu (h o f) ::; Nu (h) n B = O, esto implica que h o j es monomorfismo, como j es 

esencial, finalmente, h es monomorfismo. _ 

En vista de las proposiciones anteriores, da lo mismo hablar de sub objetos esen­

ciales que de monomorfismos esenciales. Si B !:. A es esencial lo abreviaremos escri­
f 

biendo B ~ A o simplemente B ~ A, si no hace falta especificar el monomorfismo 

esencial f. 

Proposición 1.51 Si A e B e e son objetos de e, entonces A ~ e si y sólo si 

A~B~e. 

Dem: Supongamos que A ~ B ~ e y sea K subobjeto de e tal que AnK = 0, 

entonces B n A n K = 0, con lo que B n K = O Y de aquí que K = O. 

Ahora, si A ~ e y K e B tal que A n K = 0 , entonces K también es subobjeto 

de e que cumple que A n K = 0 , por lo tanto K = 0, por lo que A ~ B. Sea 

L e e tal que B n L = O. Tenemos que A n L e A e B y A n L e L, con lo que 

A n L e B n L = 0, por lo que A n L = 0 , pero A ~ e, por lo tanto L = O. _ 
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f 9 
Proposición 1.52 Si A <J B Y E es un inyectivo tal que A e E, entonces B es 

subobjeto de E. 

Dem: De la inyectividad de E existe 9 : B -+ E de tal forma que el siguiente 

diagrama conmuta 

A ~B 

9 1 / 9 
B 

es decir 9 o f = g, pero f es esencial y 9 monomorfismo, entonces 9 es monomorfismo . 

• 
f 

Notemos que si A :::) B Y A es B - inyectivo entonces existe 9 : B -+ A tal que el 

siguiente diagrama conmuta 

A ~B 

lA 1 / 9 

A 

e igual que en la demostración de la proposición anterior 9 es monomorfismo y 9 o f = 

lA, entonces gofog = lAog = 9 = golB, de donde fog = lB. Por lo tanto A ~ B. 

Esto lo podemos resumir diciendo que B no tiene subobjetos propios B - inyectivos. 

Una cápsula inyectiva del objeto A es una pareja (E, f) con E un objeto inyectivo 
f 

yA:::) E. 

De la definición de cápsula inyectiva y la proposición (1.51) se sigue la siguiente 

proposición. 

Proposición 1.53 Si A :::) B, entonces (E, f) es cápsula inyectiva de A si y sólo si 

(E, f) es cápsula inyectiva de B. 

Dem: Para la demostración primero supongamos que (E, f) es cápsula in-

yectiva de B , entonces A :::) B :::) E, con lo que A :::) E. Ahora si (E , f) es cápsula 

inyectiva de A tenemos que A e B e E y A:::) E , por lo que B :::) E . • 

Proposición 1.54 Si el objeto A tiene una cápsula inyectiva (E, f) Y Q es un in-
9 

yectivo tal que A e Q, entonces E es subobjeto de Q. 

Dem: La demostración se sigue directamente de la proposición (1.52) . • 

En el siguiente capítulo probaremos que todo R - módulo tiene una cápsula in­

yectiva. 
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Capítulo 2 

Categorías a[A] 

En el presente capítulo introduciremos la noción de subcategorías cerradas de 

R - M od, las cuales son del tipo a[M] y analizaremos algunas de las propiedades que, 

como categoría, tienen. Probaremos que en las categorías del tipo a[M] todo objeto 

tiene una cápsula inyectiva. Finalmente estudaremos V - módulos, que son módulos 

M donde todo simple en a[M] es inyectivo. 

2.1. Generadores y Suhgeneradores 

Sea e una categoría y U una subclase de objetos de e, decimos que un objeto A 

de e es U - generado (de manera dual: U - cogenerado) si para todo par de morfismos 

A !.0.. B (B !.0.. A) distintos, existe U objeto de U y un modismo U ~ A (A ~ U) 

tal que fa h i' 9 o h (h o f i' ha J) U genera (cogenera) a e si todos los objetos de 

e son U-generados (U-cogenerados). 

Si U consta solo de un objeto U diremos que A es U -generado y U - cogenerado 

en vez de U-generado y U-cogenerado, respectivamente. 

Proposición 2.1 Sea U un conjunto de objetos de e de tal forma que para cada 

U E U existe un conjunto de objetos Vu de e tal que U es Vu - generado. Si A es 

un objeto U - generado de e, entonces A es UUEU Vu - generado. 

Dem: Sean A !.0.. B morfismos distintos, entonces existe U objeto de U y un 

morfismo U ...!:... A tal que fa h i' 9 o h , por lo que existe V E Vu e U UEU Vu y un 
~ ~ modismo V --+ U tal que f o h o <p i' 9 o h o <p. Por lo tanto V --+ A cumple con lo 

requerido. _ 

53 
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Proposición 2.2 Sea U un conjunto de objetos de e de tal forma que para cada 

U E U existe un conjunto de objetos Vu de e tal que U es Vu - cogenerado. Si A 

es un objeto U - cogenerado de e, entonces A es UUEU Vu - cogenerado. _ 

De estas dos proposiciones podemos concluir que si N es U - generado, respec­

tivamente U - cogenerado, y cada elemento de U es V - generado, respectivamente 

cada elemento de U es V - cogenerado, entonces N es V - generado o V - cogenerado, 

según corresponda. 

Proposición 2.3 Sea e una categoría y U una subclase de objetos de e, si A es un 

objeto de e, el cual es U - generado, entonces todos sus cocientes son U-generados. 

Dem: Consideremos B un cociente de A con epimorfismo A .!... B, sean B !.:..!:. 
C morfismos distintos, como f es epimorfismo 9 o f "# k o f, entonces por ser A 

U-generado existe U objeto de U y U ~ A tal que 9 o f o h "# k o f o h, de donde 

tenemos que B es U -generado. _ 

Proposición 2.4 Sea e una categoría y U una subclase de objetos de e, si A es un 

objeto de e, el cual es U - cogenerado, entonces todos sus subobjetos son U - cogenerados. 

Dem: Consideremos B !:.. A, sean e !.:..!:. B morfismos distintos, como f es 

monomorfismo f o 9 "# f o k, entonces por ser A U-cogenerado existe U objeto de U 

y U ...!:..... A tal que h o f o 9 "# h o f o k, de donde tenemos que B es U -cogenerado. _ 

Proposición 2.5 Sean e una categoría y A, B objetos de e isomorfos, entonces A 

es U - generado si y sólo si B lo es. 

Dem: Como A y B son cocientes uno del otro el resultado se sigue de la 

proposición (2 .3). _ 

Proposición 2.6 Sean e una categoría y A, B objetos de e isomorfos, entonces A 

es U-cogenerado si y sólo si B lo es. _ 

Si U es una subclase de objetos de una categoría e, la sub categoría generada por 

U, C[U], es la subcategoría plena de e de todos los objetos U-generados y CC[U] es 

la subcategoría plena de e de todos los objetos U-cogenerados. 

Por los resultados anteriores tenemos que C[U] es cerrada bajo cocientes y copias 

isomorfas, además todos los objetos de U son objetos de C[U] y la categoría CC[U] 

es cerrada bajo subobjetos y copias isomorfas. 
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Proposición 2.7 Si e es una categoría cerrada bajo coproductos, entonces para 

cualquier objeto A de e y U conjunto de objetos de e, las siguientes condiciones 

son equivalentes: 

1. A es U-generado¡ 

2. Existe un conjunto A y U U>. ....!... A un epimorfismo con los U>. E U. 
>'EA 

Dem: 1) ~ 2) ConsideremosparacadaUenUelconjuntoAu = Homc(U,A) , 

para cada fE Hom(U,A) hacemos Uf = U, entonces tenemos la colección de mor­

fismos Uf ..!..... A que induce un morfismo fu que hace conmutativos los siguientes 

diagramas 

A 
fu U Uf <--

fEAu 

f'" / ¿f 

Uf 

haciendo para cada U E U Au = U Uf tenemos la colección de morfismos 
fEAu 

Au ~ A que induce un morfismo t.p que hace conmutativos los siguientes diagramas 

A ?- U Au 
UEU 

fu'" / ju 

Au 

Sea A 20. B morfismos distintos , entonces existe U E U Y U ..!..... A tal que 

g o f =f. h o f, de donde g o fu o ¿f =f. h o fu o ¿f y de aqui 9 o t.p o ju o ¿f =f. h o t.p o ju o ¿f, 

de donde concluimos que 9 o t.p =f. f o t.p, es decir, t.p es epimorfismo. 

2) ~ 1) Consideremos A un conjunto y t.p epimorfismo que satisfacen (2), sean 

A !.:.!.. B morfismos distintos, por ser t.p epimorfismo f o t.p =f. 9 o t.p entonces existe 

A E A tal que f o t.p o ¿>. =f. 9 o t.p o ¿>.. Por lo tanto A es U-generado. _ 

Proposición 2.8 Si e es una categoría cerrada bajo coproductos, entonces para 

cualquier objeto A de e y U conjunto de objetos de e, las siguientes condiciones 

son equivalentes: 

1. A es U-cogenerado¡ 

2. Existe un conjunto A y A ....!... n U>. un monomorfismo con los U>. E U. 
>'EA 

Dem: La demostración se hace de manera dual a la anterior. _ 
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De la demostración de las proposiciones anteriores notemos que si la categoría 

e es cerrada bajo productos y coproductos y el objeto A es U -generado o bien 

U -cogenerado, con U conjunto de objetos de e, entonces A es U U -generado o, 
UEU 

respectivamente, rr U -cogenerado, es decir: 
UEU 

Proposición 2.9 Si e es cerrada bajo productos y coproductos y U es un conjunto de 

objetos de e, entonces existe un objeto A de e tal que G[U] coincide con la categoría 

G[A] y un objeto E tal que CG[U] es la categoría CG[E] .• 

Como ejemplo importante tenemos el siguiente. 

Ejemplo 2.1 En la categoría R - Mod, para un módulo M, el morfismo 

'P: R(M) ...... M 

'P ((rm)mEM) = I>mm, 

es epimorfismo, de donde todo R-módulo es R-generado y de aquiG [R] = R-Mod. 

Ejemplo 2.2 Recordemos que un grupo abeliano es de torsión si todos sus elementos 

tienen orden finito y es libre de torsión si el único elemento de orden finito es O. Sea 

M un grupo libre de torsión, para cada x E JVI no cero definamos el morfismo 

gx: (x) ...... Q 

gx(mx) = m, 

el cual esta bien definido, pues si mx = m'x tenemos (m - m') x = 0, de donde, 

m - m' = O. Es obvio que es morfismo y gx (x) = 1. Mas abajo probaremos que Q 
es inyectivo en la categoría Z - M od, este hecho nos indica que existe un morfismo 

fx : M ...... Q de tal forma que el siguiente diagrama conmuta 

(x) '-> M 

gx! / fx 

Q 

Entonces fx (x) = 1. Tomando fo como el morfismo cero, la familia {fX}XEM induce 
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un único morfismo !vI :!. QM tal que para todo x E M el siguiente diagrama conmuta 

Entonces si z E Nw.p tenemos O = 1I"z o c.p (z) = 1z (z), con lo que z = O. Por lo tanto 

c.p es monomorfismo y con esto concluimos que M es Q - cogenerado. 

Si e es una categoría completa (cocompleta) diremos que el objeto A es finita­

mente generado (cogenerado), si dado un epimorfismo (monomorfismo) 1: ti UA ---+ 

AEA 

A (1 : A ---+ rr UA) existe un conjunto 6. e A, con 6. finito tal que la composi­
AEA 

ción ti UA ---+ ti UA ---+ A (A ---+ rr UA ---+ rr UA) sigue siendo epimorfismo 
AE<l AEA AEA AELl. 

(monomorfismo) . 

Ejemplo 2.3 Si M es un R - módulo y existen m¡, m2, . .. ,mn E M tales que para 

cada m E !vI existen r¡, r2 , . .. , rn E R que hacen que m = r¡m¡ + r2m2 + ... + rnmn, 

es decir que M es jinitamente generado en el sentido usual. Sea 1 : ti UA ---+ 

AEA 

M un epimorfismo y para cada mi tomemos Ui E ti UA tal que 1 (Ui) = mi, si 
AEA 

Ui¡ , Ui2,' .. , Uin, son las coordenadas no cero de Ui, con Uij E Uij , entonces podemos 

pensar a los Ui como elementos de ti Uij y la composición ti Uij ---+ ti UA ---+ M 
AEA 

sigue siendo epimorfismo. 

Inversamente, supongamos que !vI es jinitamente generado, en el sentido categórico, 

sabemos que 

1: II (x) ---+ M 
xEM 

es epimorjismo, entonces existen mi , m2 , . .. , m n E M tales que la composición 

n 

II (mi) ---+ II (x) ---+ M 
i=l 

sigue siendo epimorfismo, es decir para cada m E M existen r¡ , r2 , ... , r n E R tales 

que r¡m¡ + r2m2 + .. , + rnmn = 1 ((r¡m¡, r2m2,"" fnmn )) = m . 
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Un objeto A de e es cíclico (cocíclico) si dado cualquier monomorfismo (epimor­

fismo) ep : U UA -+ A (ep : A -+ I1 UA) existe AO E A tal que ep o i Ao : UAO -+ A 
AeA AeA 

(1fo o ep : A -+ UAO ) es monomorfismo (epimorfismo). 

También en una categoría completa y cocompleta las subcategorías del tipo e[U] 
son cocompletas y las subcategorías Ce[U] son completas, como lo indica el siguiente 

resultado: 

Proposición 2.10 Si e es categoría completa y cocompleta y A un objeto de e, 
entonces para cualquier lamilia {AAheA de objetos en e [A] el coproducto U AA es 

AeA 
un objeto de e[A] y para cualquier lamilia {B6}dE~ de objetos en Ce[A] el producto 

I1 B6 es un objeto de CelA]. 
dEA 

Dem: Para cada A E A consideremos el epimorfismo A(l,) .!2., AA' entonces 

los morfismos LA o epA inducen un morfismo ep 

Si lo ep = 9 o ep, entonces para toda A E A lo ep o jA = 9 o ep o jA , de donde 

lo LA o epA = 9 o LA o 'PA' como epA es epimorfismo tenemos que lo LA = 9 o LA para toda 

A E A, de aquí concluimos que I = g, es decir ep es epimorfismo. De manera dual se 

prueba la otra afirmación. _ 

Proposición 2.11 Si e es cerrada bajo productos y coproductos, entonces para cualquier 

conjunto U de objetos de e, la categoría e[U] es la mínima subcategoría plena de e 
cerrada bajo cocientes y coproductos que contiene a todos los objetos en U y Ce[U] es 

la mínima subcategoría plena de e cerrada bajo subobjetos y productos que contiene 

a todos los objetos de U , mínima en el siguiente sentido: 

Si el es una subcategoría plena de e cerrada bajo cocientes y coproductos que con­

tiene a todos los objetos de U, entonces todos los objetos de e[U] son objetos de el 

Dem: Sea e' subcategoría de e cerrada bajo cocientes y coproductos que 

contenga a U, como todo objeto de e[U] es cociente de un coproducto de los elementos 

de U tenemos que todo objeto de e[U] es objeto de e'. La segunda afirmación se 

demuestra de forma análoga. _ 
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Consideremos un objeto A de G[U] y sean LdA) y LG[uJ (A) las colecciones de 

subobjetos de A en e y G[U] respectivamente, las cuales en general no coinciden, 

como lo indica el siguiente ejemplo. 

Ejemplo 2.4 En la categoría de grupos abelianos G [Z], los enteros Z son un sub­

grupo de Q, pero Z no es Q - generado pues si existiera un conjunto A y un epimor­

fismo 
<p : Q(A) -+ Z, 

entonces hay un x = (x>')>.eA E Q(A) tal que <p(x) = 1, de donde 

1 <p(x) 

<p (2 (~>') >.eJ 

2<p ( C2>') >.eJ 

y de esto se concluye que 2 divide a 1, lo cual no es posible. Por lo tanto Lz (Q) =f. 

LC[QJ (Q) , pues Z ni siquiera es un objeto en G [Q] . 

Si e es una categoría y U una subclase de objetos de e, decimos que un objeto 

A de e es U-subgenerado si A es subobjeto de un objeto U-generado. Si U consta 

solo del objeto U diremos U -subgenerado en vez de U -subgenerado. U subgenera a 

la categoría e si subgenera todos los objetos de esta. 

Denotamos por cr[U] a la sub categoría plena de e de los objetos U-subgenerados. 

Proposición 2.12 La categoría G [U] es subcategoría plena de cr [U]. 

Dem: El resultado se sigue del hecho de que todo objeto de G [U] es subobjeto 

de sí mismo._ 

De la definición tenemos que cr[U] es cerrada bajo subobjetos y copias isomorfas. 

Consideremos una categoría abeliana cocompleta e, entonces tenemos los siguien­

tes resultados. 

Proposición 2.13 Para una categoría abeliana e y una subclase U de objetos de e 
se cumple que A es objeto de cr [U] si y sólo si A es isomorfo al núcleo de un morfismo 

enG[U]. 
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Dem: Supongamos que A es objeto de u[U] entonces existe F objeto de C[U] 
f 

tal que A e F entonces (A, lA) es el Canu (nuJ) ~ Nu (canuJ) y canuf es un 

epimorfismo en C[U]. 

Ahora supongamos que A es isomorfo al núcleo del morfismo B !... C en C[U], 
IP nufot.¡) 

digamos que A ~ Nuf entonces A e B, por lo cual A es objeto en u[U] .• 

Proposición 2.14 Paro cualquier conjunto U de objetos de la categoria abe liana 

e, se cumple que u[U] es una subcategoria cerroda bajo subobjetos, cop1'Oductos y 

cocientes. 

Dem: Si A es un objeto en u[U] y f : B -+ A monomorfismo, entonces existe 

F objeto de C[U] y un monomorfismo 9 : A -+ F, por lo que 9 o f : B -+ F es 

monomorfismo, y con esto B es objeto de u [U]. 

Sea A un objeto de u [U] y F objeto en C[U] tal que A sea subobjeto de F, 

entonces para cualquier subobjeto B de A se tiene que i es subobjeto de ~ que es 

objeto de C[U], por lo que i es objeto en u[U]. De manera más general: si A !... B es 

epimorfismo con A objeto de u[U] entonces B ~ N~f que es un objeto de u[U]. 

Sea {AAhEA una familia de objetos de e, entonces para cada A E A existe FA 

objeto de C[U] y un monomorfismo h : AA -+ FA entonces U h : UAEA AA -
AEA 

UAEA FA es monomorfismo. Por lo que U >.EA AA es objeto de u[U] . • 

Proposición 2 .15 Paro cualquier conjunto U de objetos de e tenemos que u[U] es 

la mínima subcategoria plena de e cerro da bajo cocientes, subobjetos y cop1'Oductos 

que contiene a todos los objetos en U. 

Dem: Sea e' una subcategoría plena de e tal que U es un conjunto de objetos 

de e' y e' es cerrada bajo cocientes, subobjetos y coproductos. Por ser e' cerrada 

bajo cocientes y coproductos tenemos que C[U] es subcategoría de e', de donde 

concluimos que si A e B con B objeto de C[U], entonces A es objeto de e'. De aquí 

que u[U] es una subcategorfa de e' .• 

2.2. Subcategorías Cerradas de R - M od 

U na subcategorfa cerrada de R - ¡\JIod es una subcategoría plena de R - M od que 

es cerrada bajo submódulos, sumas directas (coproductos) y cocientes. 
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Todas las subcategorfas del tipo (J [U] , con U un conjunto de R - módulos, son 

subcategorías cerradas de R - M od e inversamente, toda subcategoría cerrada de 

R-Mod es del tipo (J [U] como lo indican los siguientes resultados. Notemos que como 

la subcategoría (J[U] es subcategorfa plena de R - M od Y es cerrada bajo coproductos, 

los coproductos de la familia {A,d,xE¡\ ' tanto en R - Mod como en (J[U] coinciden. 

Proposición 2.16 Si e es subcategoría cerrada de R- Mod, entonces e es la cate­

goría (J [M] , donde 

M = II { ~ : ~ es objeto de e} , 
Dem: Como e es cerrada bajo submódulos, sumas directas, cocientes y M es 

objeto de e, entonces (J [M] es subcategoría de e. 
Por otro lado tenemos para cada R - módulo N el epimorfismo, 

:p: EB:rE N (x) -+ N 

:p((rx):rEN) = ¿ rx 

es decir, N está generado por sus submódulos cíclicos. Entonces si N es un objeto de 

e 
N::: EBxEN (x) 

Nu:p 

Por otro lado para cada x E N tenemos que (x) es objeto de e y el morfismo 

f: R -+ (x) 

f (r) = rx 

es epimorfismo, con lo que (x) ::: N~f i~ M, entonces (x) es objeto de (J [lv/]. Como 

(J [M] es subcategoría cerrada, resulta que EBlv~(:r) es objeto de (J [Al] Y esto último 

implica que N es objeto de (J [M] , • 

De esta última proposición podemos concluir: 

Proposición 2.17 Toda subcategoría cerrada de R - M od es del tipo (J [lvl], para 

algún módulo M fijo . • 

Ejemplo 2.5 Si 1 es un ideal bilateral de R , (J [~l es la clase de todos los R -

módulos M tales que 1M = O, que se puede identificar con la categoría de módulos 
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~ - M od. En efecto, si N es un objeto de u [~l existe un objeto F de G [~l tal 

que N !:. F. Consideremos 'P : (~) (A) --- F epimorfismo y n E N, entonces existe 

(r~ + JhEA E (~)(A) tal que 'P (b + I)~EA) = f (n). Si s E J, entonces 

y como f es monomorfismo sn = O. Ahora si M es un R - módulo tal que J M = ° 
tomemos el morfismo 

(
R)(M) 

'P: y -+M 

'P ((rm + I)mEM) = 2:>m ' m 

Primero veamos que 'P esta bien definido: 

Si rm - r:" E J entonces (rm - r:")m = ° y de aquí que, rm . m = r:" . m . Como 

r m E J para casi todo m E M, 2: r m . m es una suma finita. Es fácil verificar que 'P 

es epimorfismo, entonces M es un objeto de G [~l y en particular de u [~l . 

Ejemplo 2.6 u [Zp""] = {p - grupos}. Es claro que todo objeto de u [Zp=] es un 

p - grupo. Ahora si M es un p - grupo y m E M con orden pk , entonces (m) ~ Z¡r'. 

Consideremos la función 

'P : Zpk -+ Zp= 

'P (a + pkZ) = ak + Z 
p 

la cual esta bien definida pues si a + pkZ =al + pkZ tenemos a - al es múltiplo de pk , 
, , k 

por lo que:' - ?' = 7 E Z. Si :. + Z = 0, esto es :. E Z, entonces a + p Z = 0, 

esto implica que 'P es monomorfismo. Por lo tanto EBmEM (m) es objeto en u [Zp=] y 

como M es cociente de EBmEM (m) se tiene que M es un objeto de u [Zp=] . 

Otro hecho importante es que toda categoría del tipo u [M] es del tipo G [M] , lo 

cual se deduce inmediatamente del la siguiente proposición. 

Proposición 2.18 u [M] tiene un generador. 

Dem: Consideremos el conjunto de todos los submódulos cíclicos de M(N) 

u = {(m) : m E iv!(N) } 
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Si N es un objeto en (j [M] , podemos tomar un objeto F en G [M] de tal forma que 

N sea un submódulo de F. Sea 

<p: M(A) -+ F 

un epimorfismo y n E N, consideremos (mA) AEA E M(A) de tal forma que <p (( mA) AEA) = 

n, y sean mAl' m A2 , .. . mAlo las coordenadas de (mAhEA distintas de cero, con estas 

coordenadas construimos el elemento m = (mAll m A2 , ... m Ak , 0, 0, . . . ) E M(N) Y el 

morfismo 

1jJ: (m) -+ (n) 

ljJ(rm) = <p (r(mAhEA) 

que es epimorfismo. Por lo tanto todo submódulo cíclico de N es U - generado y como 

N está generado por todos sus submódulos cíclicos, entonces N es U - generado para 

todo objeto de (j [M]. Finalmente por la prosición (2.9) (j [M] tiene un generador, a 

saber EBUEU U .• 

(j [M] no necesariamente es cerrada bajo extensiones en R - lvI od, como lo indica 

el siguiente ejemplo. 

Ejemplo 2.7 Consideremos la siguiente sucesión exacta en Z - lvI od 

con 

f (a+2Z) 

g(a +4Z) 

2a+4Z 

a+2Z 

Z2 es un objeto de (j [Z2] pero Z4 no es objeto en (j [Z2] = (j [~] , pues (2Z) Z4 no es 

cero. 

(j [lvI] no necesariamente es cerrada bajo productos directos, como se ve en el 

siguiente ejemplo. 

Ejemplo 2.8 Zp" es un objeto de (j [Zp"'] pero fInE N Zpn no es objeto en (j [Zp"'] , pues 

Z es isomorfo a un submódulo de fIn EN Zpn y por lo tanto fInE N Zpn no es p - grupo. 
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A pesar de que 17 [M] como clase de módulos no es cerrado bajo extensiones y 

productos, tiene como categoría, producto directo como probaremos a continuación. 

Si M es R - módulo y U una clase de R - módulos, definimos la Traza y el Rechazo 

de U en M como 

Tr(U , M) 

Rej (U,M) 

L {lm/: I E HomR(U,M) ,U E U} 

n {Nul : I E HomR(M,U) ,U E U} 

Notemos que aun cuando U no sea un conjunto, tanto la suma en la traza como la 

intersección en el rechazo, se hacen en una familia de subconjuntos de M, por lo cual 

Tr (U, M) Y Rej(U, M) están bien definidos. 

Proposición 2.19 Paro un R-módulo M y una clase de R-módulos U se cumplen: 

1. Tr (U, M) es el mayor submódulo de M que es U - generado. 

2. Rej(U, M) es el menor submódulo de M tal que Rej[;5.M) es U - cogenerado. 

Dem: 1. Como para todo objeto U en U y I en H omR (U, M) se tiene que 

1ml es U - generado, entonces Tr (U , M) es U - generado. 

Sea K es un submódulo de M que sea U - generado, entonces existe un conjunto 

A y un epimorfismo 

cp : II U~ -+ 1<, 
~EA 

para cada A E A consideremos el morfismo /A = j o r.p o i~, con j la inclusión de 1< en 

M e i~ la A-inclusión de U~ en ILEA U~. Sea x E 1< Y tomemos (m~hEA E U~EA U~ 

tal que cp ((m~)~EA) = x, entonces 

de donde, 1< ~ Tr (U, M) . 

x cp ((m~hEA) 

cp (L i~ (m~)) 
~EA 

L cpoi~(m~) 
~EA 

Ljocpoí~(m~) 
~EA 

Lh(m~) 
~EA 

E Tr (U, M) , 



65 

2. Para cada U E U Y fE HamR (M, U) tenemos que N~¡ ~ lmf ::; U, entonces 

N~¡ es U - cogenerado. Como CC[U] es cerrada bajo productos y subobjetos IT ::.¡ 
es U - cogenerado. Por otro lado definamos 

M M 
r.p: Rej (U, M) -+ rr Nuf 

r.p(x + Rej (U, M)) = (x + Nu!)¡ . 

Si x-y E Rej(U, M), entonces x-y E Nuf para toda U E U Y fE HamR (M, U), por 

lo tanto r.p está bien definida y es claro que es morfismo. Ahora, si r.p (x + Rej (U, M)) = 

O, tenemos x + Nuf = O para toda U E U Y f E HamR (M, U), es decir x E 

Rej(U, M), por lo que r.p es monomorfismo y con esto Rei [;5,M) es submódulo de IT N~r 
Por lo tanto Rei(~,M) es U - cogenerado. 

Sea K un submódulo de M de tal forma que * sea U - cogenerado, entonces 

existe un conjunto A y un monomorfismo f : * -+ ITAEA UA, con los UA en U. Sea x E 

Rej(U, M) y consideremos r¡ : M -+ * canónico, entonces x E Nu (ITA o f o r¡) para 

toda A E A, es decir, ITA o f or¡ (x) = O para toda A E A, por lo cual f or¡ (x) = O, pero f 

es monomorfismo, entonces r¡ (x) = O, por lo que x E K . Por lo tanto Rej(U, M) ::; K. 

• 
Corolario 2.19.1 M es U - genemdo si y sólo si Tr (U, M) = M. 

Dem: Si Tr (U, M) = M, entonces !'vi es U - generado. Supongamos que M 

es U - generado, Entonces M ::; Tr (U, M), pero Tr (U, lvI) siempre es submódulo de 

M.. 

Corolario 2.19.2 M es U - cogen erado si y sólo si Rej(U, M) = O. 

Tenemos que Rej(U, M) es tal que Rei [;5 ,M) es U - cogenerado, entonces si se 

cumple que Rej(U, M) = O concluimos que M ~ ReJ [;5.M)' con lo que M es U­

cogenerado. Supongamos que M es U - cogenerado o equivalentemente 4f es U -

cogenerado, por la proposición anterior, tenemos Rej(U, NI) es el mínimo submódulo 

de M tal que Rei[;5,M) es U - cogenerado, con lo que Rej(U , lvI) = O. 

Proposición 2.20 Si N es un generador de a [M], (el cual existe por la proposi­

ción (2. 18)), {NA} AEA es una familia de objetos en a [M] y (ITA NA, {ITA} AEA) es el 

producto directo en R - M od de {NA} AEA' entonces 
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es el producto directo de {NALEA en (1 [M]. 

Dem: Para probar que (Tr (N, nA NA) , { 1l'A I Tr(N.[1A N,)} AEJ es el pro-

ducto directo de {NA LEA en (1 [M] ,probaremos que Tr (N, nA NA) satisface la propiedad 

universal del producto. 

Para cada)' E A, consideremos PA = 1l'A Ir (N n N) Y sea {X 4 NA} una 
T 1 :\ >. >.eA 

familia de modismos en (1 [M]. Vista la familia {X 4 NA} en R - Mod, induce 
AEA 

un único morfismo <p : X -+ nA NA, en R - M od, tal que para toda). E A el siguiente 

diagrama conmuta 

X ~ nNA 
AEA 

fA '" ./ 1l'A 
NA 

Entonces Im<p::; n NA y como X es un objeto de (1 [M] , también Im<p es un objeto 
AEA 

de (1 [M] , de donde Im<p es N - generado. Como Tr (N, nA NA) es el mayor de los 

submódulos de n NA que es N - generado, tenemos que 1m <p ::; Tr (N, nA NA) . Es 
AEA 

claro ahora que, para cada)' E A el diagrama 

X ~ Tr (N, nANA) 

fA '" ./ p>. 
NA 

conmuta, que es lo que queríamos probar. _ 

Este último resultado junto con la proposición (2.14) indican que la subcategorías 

de R - Mod del tipo (1 [M] son completas y cocompletas. 

Proposición 2.21 (1 [M] es una categoría de Grothendieck. 

Dem: Por todo lo dicho antes es claro que (1 [M] es categoría abeliana, cocom-

pleta y tiene un generador. Sean A un objeto en (1 [M], {B>'LEA una familia dirigida 

de subobjetos de A y B subobjeto de A, como se dijo en el ejemplo (1.23) la igualdad 

se cumple en la categoría R - Mod, por lo que se sigue cumpliendo en (1 [M]. Por lo 

tanto (1 [M] es categoría de Grothendieck. _ 
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2.3. Cápsulas Inyectivas en a [M] 

Recordemos que si A y B son objetos en una categoría C, decimos que B es 

A - inyectivo si para cualquier monomorfismo e !.. A Y morfismo e ~ B existe un 

morfismo A l... B tal que el siguiente diagrama conmuta 

e !..A 
9 1 / g 
B 

y B es inyectivo en la categoría C si es A inyectivo para todo objeto A de C. 

De la definición se sigue inmediatamente que si C' es una subcategoría plena de 

C, un objeto E de C' que sea inyectivo en la categoría C sigue siendo inyectivo en la 

categoría C', pero el recíproco no es cierto en general, es decir que un objeto que sea 

inyectivo en C' no necesariamente es inyectivo en C. 

Con respecto a los objetos inyectivos en a [Al ] tenemos los siguientes resultados: 

Proposición 2.22 Sea {M~LE¡\ una familia de objetos. Si E es M~ - inyectivo, 

para toda>. E A, entonces E es U~E¡\ M~ - inyectivo. 

Dem: Sean M = U~EA Nh, N un submódulo de M y g: N -> E. Considere-

mos el conjunto 

~ = { (K, h) : N e K e M, K.!!.. E Y h l,v= g} 

ordenado parcialmente como sigue 

(K,h)::; (K',h') si y sólo si K ~ K' Y h' IK = h 

Si <!: = {(K~, h~)LE¡\ es una cadena del conjunto~, tomemos S = U~EA K~, que es 

un R - módulo, pues <!: es cadena. Sea h : S -. E de tal forma que si x E S, con 

x E K~ , entonces h (x) = h~ (x). h esta bien definida, pues si x es elemento de K~l y 

de K~2' con K~l e KA2 , se tiene que hA2 IK'1 = hAI , Y es fácil ver que h es morfismo 

que cumple con h [,v= g. Es obvio que (S, h) es cota superior de 8'. 

Consideremos un máximo (Ko, ho) en ~, entonces el siguiente diagrama conmuta 

N '---'Ko ,---,M 

9 1 / ho 
E 
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Para terminar la demostración basta probar que Ko = M. Sea).. E A arbitrario, como 

E es MA - inyectivo existe hA : MA -+ E tal que el siguiente diagrama conmuta 

Ko n MA '-+ Ñh 
L L hA 

Ko ~ E 

Sea 

h: Ko + MA -+ E 

h (k + m) = ho (k) + hA (m) 

Notemos que h está bien definida, pues si k + m = O entonces k = -m E Ko n MA y 

-hA (k) 

-ho (k) , 

de donde ho (k) + hA (m) = O. Es claro que h es morfismo, h IKo= ho Y h Lv= 

ha IN= g, es decir (Ko + Ñh, h) E ~, por la maximalidad de (Ko , ha) tenemos Ko + 
MA = ](0, Por lo tanto MA e Ko , para toda).. E A, Y con esto se concluye que 

M e Ko . • 

Proposición 2.23 Si E es M - inyectivo y 'P : M -+ N es epimorfismo, entonces 

E es N - inyectivo. 

Dem: Basta probar que si N es submódulo de M y E es M - inyectivo 

entonces es %- - inyectivo. 

Sea % submódulo de '* y 9 : % -+ E. Llamemos TI al epimorfismo canónico de K 

en %. El que E sea M - inyectivo implica que existe 'P : NI -+ E tal que el siguiente 

diagrama conmuta 

K '-+ M 

gOTlL /'P 

E 

Por otro lado, si x E N e K , tenemos 'P (x) = 9 o TI (x) = O, por lo que se puede 



definir 

y si k E K entonces 

M 
g:N-+ E 

9 (m + N) = ~ (m) 

g(k+N) ~(k) 

gor¡ek ) 

9 (k + N) . • 
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Proposición 2.24 E es M - inyectivo si y sólo si E es N - inyectivo pam todo 

objeto N de a [M]. 

Dem: Si E es N - inyectivo para todo objeto N de a [M]' entonces E es 

M - inyectivo. 

Supongamos que E es M - inyectivo y sea N un objeto de a [M], K.!.. N 
9 h 

un monomorfismo y K -+ E un morfismo. Sea F un objeto en G [M] Y N e F, 

entonces existe ~ : M(Al -+ F epimorfismo. Como E es !Vi - inyectivo entonces es 

M(Al - inyectivo, de aquí que E sea F - inyectivo, entonces existe rP : F -+ E tal 

que el siguiente diagrama conmuta 

K .!.. N 
g! !h 
E <- F 

<1> 

La demostración se completa tomando 9 = rP o h .• 

10 que nos dice la proposición anterior es que un objeto E en a [M] es inyectivo 

en la categoría a [M] si y sólo si E es M - inyectivo en la categoría R - Mod. 

Como corolario tenemos el criterio de Baer. 

Proposición 2.25 (Criterio de Baer) E es inyectivo en la categoría R - Mod si 

y sólo si E es R - inyectivo .• 

Proposición 2.26 Si E es R - inyectivo, es decir, si E es inyectivo en R - M od, 

entonces Tr (M, E) es M - inyectivo. 
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Dem: Sea N i.. M un monomorfismo y N J!.. Tr (M, E) un morfismo cualquiera, 

tomando el morfismo N ~ E tenemos un morfismo 9 : M -+ E tal que el siguiente 

diagrama conmuta 

N !... M 

9 L L9 
Tr (1'.1, E) .2. E 

pero Im(g) e Tr (M, E) , por lo que 9 se puede pensar como un morfismo de M en 

Tr (M, E) Y hace conmutativo el siguiente diagrama 

Ni.. M 

9 L ./ 9 
Tr (lvl, E) 

que es lo que se quería probar. _ 

Recordemos que una cápsula inyectiva de un objeto A en una categoría de Grothendieck 

e es una pareja (E, f) con E un objeto inyectivo en e y I : A -+ E un monomorfis-

mo esencial. Ahora probaremos que todo objeto de 17 [M] tiene cápsula inyectiva en 

17 [M], para esto probemos los siguientes resultados. 

f 
Lema 2.21 Sean M , N objetos de una categoría preaditiva e y N e K. Entonces 

existe un monomorfismo <p : Harnc (M,N) -+ Harnc(M,K) , en la categoría de 

grupos abelianos. 

Dem: Consideremos 

<p : Harnc (M, N) -+ Harnc (M, K) 

<p(g) = log 

Si <p (g) = <p (h), tenemos que lo 9 = lo h, pero I es monomorfismo, entonces 9 = h, 

de donde concluimos que <p es inyectiva. Ahora <p (g + h) = lo (g + h) = lo g + I o h = 

<p (g) + <p (h). _ 

Lema 2.28 Si M es un grupo abeliano, es decir un objeto en Z - M od, entonces 

para cualquier anillo con uno R se cumplen: 

1. Harnz (R, M) tiene estructura de R - Módulo izquierdo. 

2. Si además M es un objeto en R - M od, entonces H arnR (R, M) es R - submódulo 

de Harnz (R, M). 
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Dem: Recordemos que la estructura de grupo abeliano Homz (R, M) esta 

dada del siguiente modo: Si 1, 9 E H omz (R, M) , definamos I + 9 como: 

Si x E R 

u + g) (x) = I (x) + 9 (x) 

1. Para darle estructura de R - módulo izquierdo a H omz (R , M) , definamos para 

rE R Y I E Homz (R, M), r I como sigue: 

Si x E R 

(r 1) (x) = I (xr) 

Primero probemos que r I E H omz (R, M), para esto tomemos x, y E R, en­

tonces (rl) (x + y) = I ((x + y) r) = I (xr + yr) = I (xr) + I (yr) = (r 1) (x) + 
(rl)(y). 

Ahora probemos que H omz (R, M) es R - módulo. Sean 1, 9 E H omz (R, M) 

Y r,s E R: 
Si x es un elemento cualquiera de R tenemos que: 

a) (r U + g)) (x) = U + g) (xr) = I (xr) + 9 (xr) = (r 1) (x) + (rg) (x) = 

(rl +rg)(x). Por lo que rU + g) = rl +rg. 

b) ( (r + s) 1) (x) = I (x (r + s)) = I (xr + x s) = I (xr) + I (x s) = (r 1) (x) + 

(sf) (x) = (r 1+ sI) (x) . Por lo tanto (r + s) 1= r 1+ sf. 

e) ((rs) 1) (x) = I (x (rs)) = I ((xr) s) = (sf) (xr) = (r (sI)) (x) . De donde 

(rs) 1= r (sI). 

d) (lf) (x) = I (xl) = I (x). Entonces 1/ = f. 

2. Es claro que HomR (R, ¡VI) es subgrupo de Homz (R, M), para que sea submó­

dulo, basta probar que para cualquier I E H omR (R, M) Y r E R se cumple que 

r lE HomR (R, M). Para esto, sean lE HomR (R, M) Y x, r, s E R, entonces 

(r 1) (sx) = I ((sx) r) = I (s (xr)) = s U (xr)) = s ((r f) (x)) .• 

Lema 2.29 Si R es anillo con uno y Q es un grupo abeliano Z - inyectivo, entonces 

H omz (R, Q) es R - inyectivo. 

Dem: Sea 1 ideal izquierdo de R y h E HomR (1, Homz (R, Q)). Considere-

mos 
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definido como; 

1 (a) = [h (a)](l). 

Tenemos que para todas a, bE 1 se cumple 1 (a + b) = [h (a + b)] (1) = [h (a) + h (b)] (1) = 
[h (a)] (1) + [h (b)] (1) = ¡ (a) +1 (b), con lo cual 1 es un morfismo en Z - Mod, como 

Q es Z - inyectivo existe un morfismo en Z - M od, 'Y : R --+ Q que hace conmutativo 

el siguiente diagrama 

Ahora definamos 

0--+1 <-+R 

11 ./'Y 
Q 

h: R --+ Hamz (R,Q) 

h(r)=r'Y 

Si a E 1, tenemos para toda x E R que [h(a)] (x) = (a'Y)(x) = 'Y (xa) = ¡(xa) = 

[h (xa)] (1) = [xh (a)] (1) = [h (a)] (x), por lo que h (a) = h (a), para toda a E 1, esto 

es que el siguiente diagrama conmuta 

0--+1 <-+R 

h 1 ./ h 
Hamz (R, Q) 

Por lo tanto H omz (R, Q) es Z - inyectivo . • 

Lema 2.30 Si M es un objeto en R - Mod, entonces M ~ HomR (R, M). 

Dem: Sea 1 : M --+ HamR (R, M) de tal forma que para toda m E M Y 

xER 

[J (m)] (x) = xm. 

Entonces para todos m, n E M Y x E R tenemos [J (m + n)] (x) = x (m + n) = 

xm + xn = [1 (m)] (x) + [J (n)] (x) = [J (m) + 1 (n)] (x), por lo que 1 (m + n) = 

1 (n) + 1 (n). Ahora si r es otro elemento de R tenemos que [J (rm)] (x) = x (rm) = 

(xr) m = [1 (m)] (xr) = [r (f (m))] (x) , es decir 1 (rm) = r (f (m)). Por lo tanto 1 es 

morfismo. 

Supongamos que 1 (m) = 1 (n), entonces [J (m)] (1) = [J (n)] (1), de donde m = n. 

Por último, si 1 E HamR (R, M) , hacemos m = 1 (1), entonces [1 (m)] (x) = xm = 

XI (1) = 1 (x), por lo que 1 (m) = l° • 
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Proposición 2.31 Todo R - módulo M es submódulo de un R - módulo inyectivo. 

Dem: Sea M un R - módulo y considerémoslo como Z - módulo, esto es M 

es un objeto en G [Z], entonces existe un conjunto A y un epimorfismo f : Z(A) -> M 

en Z - M od, de donde M ~ ~~~ en Z - M od. Por otro lado, Z es un subgrupo del 

grupo divisible Q, con lo que Z(A) es subgrupo de Q(A) que a su vez es subgrupo de 

QA, este último grupo es producto directo de grupos divisibles por lo que también es 

divisible. Por lo tanto M es subobjeto del grupo divisible ~. Llamemos Q = ~, 
entonces M se considera como subgrupo del grupo Z - inyectivo Q. Para terminar 

la demostración notemos que M ~ HomR (R , M) e Homz (R, M) e Homz (R, Q) Y 

este último es R - inyectivo . • 

Como consecuencia de esta proposición tenemos el mismo resultado para las cate­

garfas del tipo a [M], como lo indica la siguiente proposición. 

Proposición 2.32 Si N es un objeto en a [M], entonces existe un inyectivo E en 

a[M] tal que NC E. 

Dem: Por la proposición (2.31) para todo R - módulo T existe un módulo 

inyectivo Q en R - Mod y un monomorfismo T.!... Q. 

Sea N un objeto en a [M] , entonces existe F un R - módulo M - generado y un 

monomorfismo N .!... F. Sea Q un R - módulo R - inyectivo tal que F f:. Q, entonces 

Tr (M, Q) es un inyectivo en a [M] y es el mayor submódulo de Q M - generado, por 

lo cual Fe Tr (M, Q). Por lo tanto N e Tr (M, Q) . • 

f 
Sean e es una categoría de Grothendieck y Q un objeto de C. Si A e Q hacemos 

Podemos restringir el orden de la retícula L (Q) a ~, esto es: 

Si (K1 , gl), (K2, g2) E ~ tenemos (K1 , gl) ~ (K2, g2) si y sólo si existe cp E 

Homc ([(1, K2 ) tal que el siguiente diagrama conmuta 

Con este orden, tenemos que ~ esta parcialmente ordenado. Si <!: es una cadena 

en ~, como todo e ~ Q, tenemos que e ~ ¿; e ~ Q y, como <!: es una cadena, <!: 
GEl!: 
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es un conjunto dirigido, por lo que (L c) nA = L (C nA) = O, es decir L c 
eH eH ~~ 

es cota superior de l!:. Por el Lema de Zorn ~ tiene máximos, a estos máximos se les 

llama Q - complementos de A. 

Los Q - complementos de N en a [M] tienen las siguientes propiedades. 

Lema 2.33 Sea Q un objeto en a [M]. Entonces si N es submódulo de Q y N' es 

submódulo de Q máximo con la propiedad de que N n N' = O, entonces: 

1.NEBN' :9Qj 

2. N~;-" :9 ~. 

Dem: 1. Sea L submódulo de Q tal que L n (N EB N') = O, entonces si x E 

N n (N' + L) tenemos que x E N Y x = y + 1 con y E N' Y 1 E !.J, de donde 

1 = x - y E L n (N EB N'), por lo que 1 = O, por lo que x E N n N' = O, por lo tanto 

N n (N' + L) = O, por la maximalidad de N' tenemos que N' + L = N', por lo que 

L e N' e N EB N' Y de aquí que L = L n (N EB N') = o. 
2. Sea L submódulo de Q que contenga a N' y tal que ffr n (N~;V') = O. Si 

x E L n N tenemos que x E L Y x E N e N EB N', entonces x + N' E ffr n ( N~;V'), 
por lo tanto x E N', de donde x E N n N' = O, por lo tanto L n N = o. Por la 

maximalidad de N' tenemos que L = N', es decir ffr = o .• 

Proposición 2.34 Todo objeto en a [M] tiene cápsula inyectiva en a [M]. 

Dem: Sea N un objeto en a [M] y Q en a [M] un objeto M - inyectivo que 

contenga a N. Sea 

~ = {K::; Q: N:9 K}, 

como N :9 N, entonces ~ =f 0 y queda ordenado parcialmente por contención. Sea 

l!: una cadena en ~, afirmamos que el módulo L G E ~. En efecto, supongamos que 
eE~ 

L ::; L C es tal que L n N = o. Sea x E L, entonces existen GI , G2 , .. ·, Gn E l!: 
eE~ 

y CI E GI , C2 E G2 , ... , en E Gn tales que x = CI + C2 + ... + en, sin perdida de 

generalidad podemos suponer que GI ::; C2 ::; . .. ::; Gn , de donde x E Gn , con lo que 

(x) e Gn y (x) nN e LnN = O, pero N:9 Gn , entonces (x) = O, es decir x = o. Por 

lo tanto L = O. Sea E un máximo en ~ y E' un Q - complemento de E , por el lema 

(2.33) E~f' :9 ~. Sea 9 : E~f' --> E el isomorfismo natural 9 ((e + e') + E') = e, 

como Q es M - inyectivo y ~ es un objeto en a [M], existe "9 : ~ --> Q tal que el 
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siguiente diagrama conmuta 
E$E' i Q 

E' ----t E' 

g 1 l.9 
E ---+ Q 

del hecho de ser E~f' :9 ~ , g monomorfismo y E e Q tenemos que 9 es monomorfis­

mo, es decir, ~ se puede considerar como subobjeto de Q que contiene esencialmente 

a N, por la maximalidad de E tenemos que Etr = ~, de donde Q = E EB E', por 

lo tanto E es M - inyectivo y N :9 E , entonces E es la cápsula inyectiva de N en 
a[M]. _ 

Corolario 2.34.1 Todo objeto en R - Mod tiene cápsula inyectiva. _ 

De la demostración de la proposición (2.34) observamos que la cápsula inyectiva 

de N es el máximo módulo que contiene de manera esencial a N y, como ya habíamos 

dicho en el capítulo 1, todo inyectivo que contenga a N contiene una copia isomorfa 

a la cápsula inyectiva, por lo que la cápsula inyectiva es el mínimo inyectivo que 

contiene a N. 

Si N es un objeto de a [M] y E(N) su cápsula inyectiva en R - lvIod no nece­

sariamente E (N) será un objeto de a [M] y por ende la cápsula inyectiva de N en 

R - M od no coincide con la cápsula inyectiva de N en a [M], como muestra el siguiente 

ejemplo. 

Ejemplo 2.9 Tenemos que Z2 es objeto en a [Z2J, además Z2 :9 Z2= en Z - M od Y 

como Z2°O es inyectivo en Z - Mod tenemos que E (Z2) = Z2°O, que no es objeto de 

a [Z2]. 

En lo sucesivo si N es un objeto de a [M] a la cápsula inyectiva de N es la 

categoría a [M] , la llamaremos la cápsula M - inyectiva, para poderla diferenciar 

de su cápsula inyectiva en R - M od. A la cápsula inyectiva de N en R - M od, la 

seguiremos denotando por E (N) Y a la cápsula M - inyectiva por E (N) y la relación 

que existe entre E (N) Y E (N) se muestra en la siguiente proposición. 

Proposición 2.35 Si N es un objeto de a [M] y E = E (N) entonces E (N) 

Tr(M,E). 

Dem: Notemos que si K es submódulo de N y N submódulo de M son tales 

que K :9 M, entonces K :9 N Y N :9 M. Si L es un submódulo no cero de N entonces 
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es un submódulo no cero de M, con lo que L n K f. O. y si L es un submódulo no 

cero de M , entonces L n K f. O, pero L n K e L n N. 

De esta observación se sigue que si N es un objeto en a [M], entonces Tr (M, E (N)) 

es extensión esencial de N y es un inyectivo en a [M] .• 

En la proposición (1.44) del capítulo 1 probamos que si U EA es inyectivo entonces 
AEA 

EA es inyectivo, al final de la sección siguiente podremos dar algunos ejemplos de este 

hecho. 

2.4. V-Módulos en a [M] 

Un R-módulo M es V -módulo si todo módulo simple en a [M] es M - inyectivo. 

El anillo R es V - anillo si visto como R - módulo izquierdo es V - módulo, es decir, 

si todo módulo simple es inyectivo. 

Consideremos en adelante a S como un conjunto completo de representantes de 

clases de isomorfismo de la clase de todos los R - módulos simples, es decir S cumple 

las siguientes propiedades: 

1. Todo módulo en S es simple; 

2. Si S Y T son elementos de S , entonces S ~ T si y sólo si S = T; 

3. Si T es un módulo simple existe S en S tal que T ~ S. 

Del mismo modo, sea SM un conjunto completo de representantes de la clase de 

isomorfismo de la clase de módulos simples en a [lVI], por ejemplo S n a [M]. 
Definimos el Zoclo de K como 

Soc(K) = Tr (S, K) 

y el radical de K como 

Rad (K) = Rej (S , K) 

Antes de seguir hagamos las siguientes observaciones acerca del Zoclo y el Radical: 

Sea N un objeto en a [M] , si S es un R - módulo simple y f : S -+ N , entonces 

Nuf = O o Nuf = S. Si Nuf = S , tenemos que [mf = O, con lo cual [mf no 

contribuye en el Zoclo de N y si Nuf = O, entonces f es monomorfismo y con esto 

f (S) es un objeto simple de la categoría a [M], es decir, para objetos de a [M] tenemos 

Soc(N) =Tr(SM , N). 
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Por su parte, para el Radical tomemos 9 : N -> S Y de nuevo tenemos dos posibi­

lidades, Img = O o Img = S. Si Img = O, entonces Nug = N Y Nug no afecta al 

radical de N, pero si Img = S, entonces S esta en (J [M] Y tenemos que 

Rad(N) = Rej (SM, N). 

Como ya dijimos antes, si I : S -> N es morfismo con S simple, entonces la Imagen 

de I es submódulo de N cero o simple, con lo cual 

Soc(N) = E{S:S N: S es simple} 

y si 9 : N -> S, entonces 9 es cero o epimorfismo, si 9 es epimorfismo S ~ l::'9' 
de donde Nug es submódulo de N máximo, por otro lado si K es submódulo de N 

máximo, tenemos que % es simple y el morfismo canónico TJ : N -> % es tal que 

NUTJ = K, con lo que 

Rad (N) = n {K :S N : K es máximo} . 

Proposición 2.36 El Zoclo y el Radical de un R - módulo K están bien definidos, 

esto es, que no dependen del conjunto de representantes de la clase de módulos simples 

que tomemos. 

Dem: Sean S y T conjuntos mínimos de representantes de la clase de mó-

dulos simples en (J [M] y N un objeto de (J [M] . Primero probemos que Tr (S, N) = 

Tr (T , N). Tenemos que Tr (S, N) es un submódulo de N S - generado, entonces 

existe un conjunto A y un epimorfismo 'P : UAEA SA --> Tr (S, N), con SA E S para 

toda A. E A, por otro lado, para cada A E A existe TA E T de tal forma que TA ~ SA, 
ÚJ 

entonces UAEA TA ~ UAEA SA, con 7/J = U fA, por lo que 'P o 7/J : UAEA TA -> Tr (S, N) 

es un epimorfismo, de donde Tr (S, N) es T - generado, por lo tanto Tr (S , N) :S 
Tr (T, N). Del mismo modo se prueba que Tr (T , N) :S Tr (S , N) . 

Ahora probemos que Rej(S, N) = Rej(T, N). Tenemos que Rej(S, N) es un 

submódulo de N tal que Rej rs,N ) es S - cogenerado, entonces existe un conjunto 

A y un monomorfismo 'P : Rei rs ,N) -> IlAEA SA, con SA E S para toda A E A, 

por otro lado, para cada A E A existe TA E T de tal forma que SA ~ TA, en­

tonces IlAEA SA ~ IlAEA TA, con 1/J = Il lA, por lo que 7/J o 'P : Rei rs ,N) -> IlAEA TA 

es un monomorfismo, de donde Reirs,N) es T - cogenerado, pero Rej(T, N) es el 

menor submódulo de N tal que Rei{i-,N) es que es T - cogenerado, por lo tanto 



78 

Rej(T, N) ~Rej(S, N). Del mismo modo se prueba que Rej(S, N) ~Rej(T, N) .• 

Directamente de la defirúción y de los corolarios (2.19.1) y (2.19.2) tenemos la 

siguiente proposición. 

Proposición 2.37 Paro un R - módulo M se cumplen las siguientes condiciones: 

1. M está generodo por la clase de módulos simples si y sólo si Soc(M) = M; 

2. M está cogenerodo por la clase de módulos simples si y sólo si Rad (M) = O .• 

Como cualquier módulo simple es isomorfo con un módulo del conjunto S, la 

proposición anterior es equivalente a la siguiente afirmación. 

Para un R - módulo M se cumplen las siguientes condiciones: 

1. M es S - generado si y sólo si Soc (M) = M ; 

2. M es S - cogenerado si y sólo si Rad (M) = O. 

Un R - módulo N es semisimple si N = U S", con S" simple para toda A E A, 
"EA 

o equivalentemente N es semisimple si N = EB S~, con S~ submódulo simple de N. 
>'EA 

Notemos que si N es semisimple, con N = EB SL entonces N es un objeto en 
"EA 

a [M] si y sólo si S~ es objeto de a [M] para toda A E A. 

Antes de dar algunas caracterizaciones de los módulos semisimples probemos el 

siguiente resultado acerca de los módulos que son suma de simples. 

Lema 2.38 Si N = L S", con S" submódulo de N simple paro toda A E A, entonces 
"EA 

paro cada submódulo J( de N existe AK e A tal que N = J( EB ( EB S,,). 
"EAK 

Dem: Sea J( submódulo de N y consideremos el conjunto 

(independiente en el sentido que para toda Q E 6. se cumple que So n (L S,,) = O 
"ELl. 
"i'o 

o equivalentemente que L S" = EB S,,). Aceptando que {S"LE'" es independiente 
"ELl. "ELl. 

Y L S>. = O, tenemos que 0 E ~, es decir ~ =1 0. Podemos ordenar parcialmente 
"E'" 

a ~ por contención. Sean Ir una cadena en ~ y A = U 6.. Tomemos Q E A Y 
Ll.H 
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x E S'" n (¿ S>.), entonces Q E ~o, para algún ~o E ~, por lo tanto existen 
>'EA 
>';"'" 

S>'l' S>'2 ... ,S>'n E {S>.} >'EA\{",¡ tales que S", 3 x = S>'l + S>'2 + ... + S>'n' para al-

gunos S>'l E S>'l' S>'2 E S>. 2 , ... , s>'n E S>'n' Como (1: es cadena existe ~n E (1: tal que 

>'1, >'2, ... , >'n E ~n, por lo que x E S", n ( ¿ S>.) = O. Por lo tanto la familia 
>'Ell. n 

>';"'" 

{S>'hEA es independiente. Del mismo modo podemos probar que Kn (¿ S>.) = O. 
>'EA 

Entonces A E ~ Y claramente A es cota superior de (1:. Sea AK máximo en ~ 

y probemos que N = K EB ( EB S>.). Sea L = K EB ( EB SA) e N. Note-
AEI\K >.EI\K 

mos que para cada>. E A tenemos que S>. n L ~ SA' por lo que S>. n L = O 

o SA n L = S>., así si tomamos ¡.¡ E A \ AK Y suponemos que S,.. n L = O ten-

dríamos que S,.. n ( ¿ S>.) e S,.. n L = O Y para toda Q E AK si tomamos 
AEI\K 

x E S", n ( ¿ S>.) , entonces x = s + t , con s E ¿ S>. e ¿ SA y t E S,.., en-
AEI\KU{",¡ AEI\K AEI\K 

A;"'" A;"'" 

tonces tE S,.. n ( ¿ S>.) = O Y s E S", n ( ¿ SA) = O. Por lo tanto {SAhEI\KU{,..¡ 
AEI\K AEI\K 

A;"'" 

es independiente y del mismo modo se prueba que K n ( ¿ SA) = O. Esto 
>'EI\KU{",¡ 

último implica que AK U {¡.¡} E ~, lo cual no es posible. Por lo que deducimos que 

para todo ¡.¡ rt. AK se cumple que S,.. n L = S,.. , es decir S,.. e L y es claro que para 

toda Q E AK tenemos que S", e L. Por lo tanto M e L . • 

Proposición 2.39 Para un R - módulo N las siguientes afirmaciones son equiva­

lentes: 

1. N es suma de submódulos simples de N; 

2. N es semisimple; 

3. Para cada submódulo K de N existe K' submódulo de N tal que N = K EB K'; 

4. N no tiene submódulos propios esenciales; 

5. Todo R - módulo es N - inyectivo. 

Dem: 1 implica 2. Se sigue de lema (2.38) tomando K = O. 

ESTA TESIS NO SALE 
OE LA BIBIJOTECA 
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2 implica 3. Si N = EB S). y K es submódulo de N, entonces existe AK e A tal 
).eA 

que N = K EB ( EB S>.), haciendo K' = EB S>. tenemos la demostración. 
>.eAK >.eAK 

3 implica 1. Primero, notemos que si x es un elemento no cero de N, el conjunto 

~ = {K S (x) : x r¡. K} 

es no vacío, por que O E ~, y ordenamos a ~ por contención. Sea I!: una cadena en 

~,entonces U K es submódulo de (x) que no tiene a x, por lo tanto U K es cota 
Ke<! Ke<! 

superior de ~. Sea K máximo en ~, por (3) existe K' submódulo de N tal que N = 

K EB K'. Supongamos que x = k + k', con k E K Y k' E K'. Como K n (k') e K n K' 

tenemos que K n (k') = O Y si r E R, entonces rx = rk + rk' E K EB (k'), es decir 

(x) e K EB (k') . Por otro lado k' = x - k E (x), lo cual implica que K EB (k') e (x), 

de este último hecho deducimos que (x) = K EB (k'). Tenemos que (k') ~ (~ 1- O 

Y si L S (~, existe L' S (x) que contiene a K tal que L = *, por ser K máximo 

deducimos que L' = K o L' = (x), esto es que ~ es simple. 

Con todo lo anterior hemos probado que todo submódulo no cero de N contiene 

un submódulo simple. 

Sea \5 = {S S N : S es simple} y P = E S, entonces existe P' submódulo de N 
Se6 

tal que N = P EB P'. P' tiene que ser cero, de lo contrario existe S simple tal que 

S e P' y de esto S e P n P', lo cual no es posible. Por lo tanto N = E s. 
Se6 

3 implica 4. Sea K es submódulo propio de N, por (3) existe K' S N tal que 

N = K EB K' Y por ser K 1- N tenemos que K' 1- O Y K n K' = O. Por lo tanto K no 

es esencial. 

4 implica 3. Sea K submódulo de N y K' un N - complemento de K, entonces 

K EB K' ~ N Y por (4) N = K EB K' 

3 implica 5. Sean L un R - módulo cualquiera, K S N Y f : K -+ L un morfismo. 

Por (3) existe K' tal que N = K EB K'. Sea J = f o 7TK, es claro que JIK= f, por lo 

tanto L es N - inyectivo. 

5 implica 3. Sea K S N entonces existe f : N -+ K tal que el siguiente diagrama 

conmuta 
K '-+ N 

l K ! ./ f 
K 

Si x E K n Nuf, tenemos que O = f (x) = x, es decir K n Nuf = O. Sea x E N, 
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entonces I (x) E K, de donde I (f (x)) = I (x), de aquí x - I (x) E Nul. Además 

x = I (x) + (x - I (x)). Por lo tanto N = K EB Nul . _ 

Corolario 2.39.1 Un R - módulo N es semisimple si y sólo si todo submódulo de 

N es semisimple. 

Dem: Si N es semi simple y K submódulo de N, por (5) del teorema anterior, 

todo R - módulo es M inyectivo, por la proposición (1.42), todo R - módulo es 

K - inyectivo. Por lo tanto K es semisimple. _ 

Ejemplo 2.10 Para cualquier R - módulo N se tiene que S oc (N) es semisimple. 

Con respecto de los módulos cocíclicos tenemos los siguientes resultados. 

Lema 2.40 Dado cualquier módulo N cíclico no cero, existe S E S, que depende de 

N, y I : N -+ S un epimorfismo. 

Dem: Sabemos que como N es cíclico no cero existe J ideal izquierdo propio 

de R tal que N ~ ~ , sea J ideal m~ximo de R tal que J ~ J Y definamos 

R R 
t.p : - -+-

J J 

t.p (r+I)=r+J 

t.p está bien definida pues si x - y E J, entonces x - y E J. Es obvio que t.p es 

epimorfismo y como J es máximo ~ es simple. _ 

Notemos que en el lema (2.40) si N, además de ser cíclico, es un objeto en (J' [M] 
entonces ~ es también un objeto en (J' [M], con lo que existe S E S,VI y un epimorfismo 

1: N -+ S. 

Recordemos que un objeto A de una categoría C es cocíclico si dado cualquier 

epimorfismo t.p : A -+ rr U>. existe >'0 E A tal que 11'0 o t.p : A -+ U>'o es epimorfismo. 
>.E/\ 

Proposición 2.41 Para todo R - módulo N no cero son equivalentes: 

1. N es cocíclico; 

2. Existe no E N no cero tal que si t.p : N -+ K es un morfismo tal que no tt Nut.p, 

entonces t.p es monomorfismo; 

3. La intersección de todos los submódulos no cero de N es no cero; 

4. N contiene un módulo simple que esta contenido en todos los submódulo no cero 

de N; 

5. N es extensión esencial de un módulo simple. 
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Dem: 2 implica 1. Sean no E N tal que si <.p : N -+ K es un modismo 

que cumple que no rt. Nu<.p, entonces <.p es monomorfismo y f : N -+ 11 U>. un 
>.EA 

monomorfismo. Si no E Nu (7r>. o f) para toda>. E A tenemos 7r>. o f (no) = O para 

toda>. E A, es decir f (no) = O lo cual no es posible pues f es monomorfismo y no "# O, 

por lo tanto existe >'0 E A tal que 7r-lo o f (no) "# O Y por (2) 7r>'a o fes monomorfismo. 

1 implica 3. Sea A el conjunto de todos los submódulos no cero de N y supongamos 

que n K = O. Consideremos el morfismo 
KEA 

N 
<.p:N-+ II K 

KEA 

<.p (x) = (x + K)KEA 

entonces x E Nu<.p si y sólo si x E K para todo K E A, es decir Nu<.p = n K = O. 
KEA 

Como N es cocíclico existe [(o E A tal que 7r Ka O <.p es monomorfismo, por lo que 

0= Nu (7rKa o <.p) = Ko lo cual no es posible. 

3 implica 4. Si S es la intersección de todos los submódulos no cero de N, tenemos 

que S es simple y esta contenido en todos los submódulos no cero de N. 

4 implica 2. Sean S un módulo simple que cumple (4) y no un elemento no cero 

de S. Supongamos que <.p : N -+ [( es un morfismo tal que no rt. Nu<.p, entonces . 

S rt. Nu<.p, por lo que Nu<.p = O, es decir <.p es monomorfismo. 

Para probar 4 si y sólo si 5 supongamos primero que N contiene un módulo simple 

S que esta contenido en todos los submódulos no cero de N , entonces se cumple que 

si K ~ N tal que KnS = O tenemos que K = O, de lo contrario S e [( y KnS = S. 

Supongamos ahora que N es extensión esencial de un módulo simple S, entonces todo 

K submódulo no cero de N cumple con K n S "# O. El que S sea simple implica que 

K n S = S, es decir S e K. • 

Notemos que si N es cocíclico y S es un submódulo simple de N que esta contenido 

en todo submódulo no cero de N, entonces S es el único submódulo simple que tiene 

N, por lo que tenemos el siguiente corolario. 

Corolario 2.41.1 Si N es cocíclico y S es un submódulo simple de N, entonces 

Soc(N) = S .• 

Corolario 2.41.2 Si S es simple en ~ [M] Y S es su cápsula M - inyectiva, entonces 

Soc (S) = S. 
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Dem: Si K es submódulo no cero de S, entonces KnS =1 O, de donde KnS = 

S, por lo tanto S e K, de donde S es cOcíclico, de donde Soc (S) = S .• 

Proposición 2.42 Para todo R - módulo M son equivalentes 

1. M es V - módulo; 

2. Todo objeto N en a [M] jinitamente cogen erado es semisimple; 

3. Todo cociente de M jinitamente cogenerado es semisimple; 

4. Todo cociente de M tiene radical cero; 

5. Rad (N) = O para todo N objeto de a [M]. 

Dem: 1 implica 5. Supongamos que todo módulo simple en a [M] es M -

inyectivo y sea N un objeto cualquiera de a [M]. Sea x E Rad (N), recordemos que 

y supongamos que x =1 O. Sea f : (x) --+ S un epimorfismo con S E SM, como S es 

simple y fes epimorfismo tenemos que f (x) =1 o. Por ser S un módulo M -inyectvo 

existe 1: N --+ S tal que el siguiente diagrama conmuta 

(x) '--+ N 

fl /1 
S 

y como x ERad (N) entonces O = 1 (x) = f (x) =1 o, lo cual es una contradicción. 

Por lo tanto Rad (N) = O. 

5 implica 4. Si K es submódulo de M entonces * es objeto en a [M], por lo que 

Rad (t¡f) = O. 

4 implica 3. Supongamos que todo cociente de JvI tiene radical cero y sea K 

un cociente de JvI finitamente cogenerado. Como Rad (K) = O, entonces K esta 

cogenerado por SM y por ser K finitamente cogenerado existen SI , S2, ... , Sn E SM 
n n 

y f : K --+ TI Si = il Si, por lo que K se puede ver como submódulo del semisimple 
i=l i=l 

n 

il Si. Por lo tanto K es semisimple. 
i=l 

3 implica 1. Sean S un módulo simple 1"vl - subgenerado, S su cápsula M -

inyectiva, K submódulo de M y f : K --+ S un morfismo cualquiera, entonces existe 
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un modismo f : M -. S que hace conmutativo el siguiente diagrama 

K '-+ M 
f! 11 
S '-+ S 

Entonces 1 (M) es cocíclico pues S lo es, por lo tanto 1 (M) es finitamente cogenerado. 

Por (3) 1 (M) es semisimple y entonces 1 (M) e Soc (S) = S. 

5 implica 2. Análogo a 4 implica 3. 

2 implica 3. Obvio . • 

Proposición 2.43 El R - módulo M es V - módulo si y sólo si, todo submódulo 

propio de M es intersección de submódulos máximos de M. 

Dem: Supongamos que M es V - módulo y sea K submódulo propio de M, 

entonces K esta contenido en un submódulo máximo de M. Sea 

F = {L :S M : L es máximo y K eL} 

Sea N = n L, entonces K e N. Sea x E N Y f? submódulo máximo de ~ arbitrario. 
LE;: 

Notemos que L E F pues si L :S L' :S M entonces f? :S ~ :S t¡f, por lo tanto x E L, 

es decir x + K E f?, por lo que x + I< E Rad (-~f) = 0, pues M es V - módulo. 

Supongamos que todo submódulo propio de M es intersección de submódulos 

máximos de M. Probaremos que todo cociente de M tiene radical cero. Sea K :S M, 

si K = M no hay nada que probar. Supongamos que K es submódulo propio de M y 

sea x + K ERad (~), entonces K = n M)" con M), submódulo de M máximo para 
),EA 

todo A E A. Como los M), son máximos, tenemos que !!ft es submódulo máximo de 

t¡f, entonces x + K E !!ft para toda A E A, con lo que x E M), para toda A E A, es 

decir x E K. Por lo tanto Rad (~) = O .• 

Proposición 2.44 Si R es anillo conmutativo entonces R es V - anillo si y sólo si 

¡2 = ¡ para todo ¡ ideal de R. 

Dem: Supongamos que R es un V - anillo e ¡ ideal de R, entonces ¡2 e ¡ . 

Supongamos que 12 = n 1), con l>. ideal má..ximo de R. Supongamos que existe r E I 
),EA 

tal que r ~ 12 , entonces existe Ao E A tal que r ~ 1>.0' Como 1),0 es máximo entonces 
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R = /Á(j + (r) , de donde 1 = x + sr para algunos x E /~o Y s E R, por lo que 

r = 7'X + rsr, pero rx E /~o Y rsr E /2 e /Á(j , entonces rE /Á(j, lo cual no es posible. 

Supongamos que /2 = / para todo ideal / de R. Primero notemos que para 

cualquier x E R Y a, b E (x) tenemos que ab = rxsx = xrsx, es decir existe tER tal 
2 n n (n ) que ab = Itx. Como x E (x) = (x) , de donde x = t; aibi = t; XtiX = X i~ ti x, 

para ciertos ti E R. Por lo tanto para todo x E R existe tER tal que x = x2t . Para 

completar la demostración tomemos / ideal de R y sea x + / ERad (~) arbitrario. 

Sea b E R, si ((1 - xb) + /) =1 ~ (vistos como R-módulos), entonces (1 - xb)+ / E 1 
con J ideal máximo de R que contiene a / , por lo que 1 - xb E J, con lo que 1 E J, 

lo cual no es posible, entonces ((1 - xb) + 1) = ~, es decir existe r E R tal que 

(r - rxb) + / = 1 + /, para cualquier b E R. Por otro lado, como x = xtx, para algún 

tER, existe ro E R tal que ro - roxt - 1 E /, entonces rox - roxtx - x E /, pero 

rox - roxtx = O, por lo que x E/. De todo lo anterior tenemos que Rad (~) = O .• 

Ahora estamos en condiciones de dar ejemplos familias {M~LE¡\de R - módulos 

inyectivos tales que U~E¡\ M~ no sea inyectivo. 

Ejemplo 2.11 Consideremos S el anillo producto Z~o y R el subanillo de S generado 

por Z~No) U {1}. Sea / un ideal de R, como X2 = x para toda x E R , tenemos que 

/2 = / , es decir R es V - anillo, por lo que todos los R - módulos simples son 

inyectivos. Notemos que Z2 se puede identificar con los ideales de R generados los 

x E R que tienen un 1 en una coordenada y cero en todas las demás. Por otro lado, 

si S es ideal simple de R, entonces existe O =1 x E S, x tiene por lo menos una 

coordenada 1, digamos la i - ésima. Si y E R es tal que la i - ésima coordenada es 

1 y todas las demás cero entonces yx E S y yx tiene a 1 en la i - ésima coordenada 

y cero en todas las demás, también tenemos que S = (yx) , por lo que S es del tipo 

Z2. Finalmente, supongamos que / es un ideal de R tal que / n Z2 = O. Sea x E / 

e i E N, tomemos y E R tal que la i - ésima coordenada sea 1 y las demás cero, 

entonces yx E/n ~No), por lo que yx = O, de donde la i - ésima coordenada de x es 

O para toda i E N. Por lo tanto Z~No) ~ R, con lo cual Z~No) no es inyectivo. 

Proposición 2.45 Sea E un objeto en (Y [M] , M - inyectivo. Entonces son equiva­

lentes las afirmaciones siguientes. 

1. E es cogenerador de la categoria (Y [M] ; 
2. H om (T, E) =1 O, para todo T en (Y [M] simple; 

3. E cogenera todo módulo simple en (Y [M]. 

Dem: 1) ~ 3) es obvio. 
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3) => 2) Supongamos que E cogenera a todo simple de a [M]. Sea T simple en 

a [M] y f : T -+ EA monomorfismo. Si para todo A E A, 1rA o f = O, entonces f = O, lo 

que implica T = O, lo cual no es posible. Por lo tanto existe Ao E A tal que 1rÁ o f =1- O. 

2) => 1) Sea N un objeto cualquiera de a [M], basta probar que Rej(E, N) = O. 

Sea x ERej(E, N) = n {Nuf : f E HomR (N, S), S E S.\d y supongamos que x =1- O, 

sea f : (x) -+ S epimorfismo, con S E SM , y 9: S -+ E no cero, entonces 9 0 f =1- O, de 

hecho 9 o f (x) =1- O. Como E es M - inyectivo existe h : N -+ E tal que el siguiente 

diagrama conmuta 
(x) '--+ N 

fl ! h 

S ...!L.. E 

de donde, O = h (x) = 9 o f (x) =1- O, lo cual es un absurdo. Por lo tanto x = O . • 

Para finalizar este capítulo veremos que en general, suma directa de inyectivos no 

tiene por que ser inyectivo. 

Recordemos que un anillo R es neteriano izquierdo si para toda cadena ascendente 

de ideales izquierdos de R existe un n E N tal que para toda m ~ n 1m = In. 

Probemos, ahora, que un anillo R es neteriano izquierdo si y sólo si toda suma 

directa de R - módulos inyectivos es inyectivo. 

En efecto, supongamos que toda suma directa de R - módulos inyectivos es in­

yectivo e 

es una cadena de ideales izquierdos de R. Sea 1 = U:I 1;, el cual es un ideal izquierdo 

de R. Si a E 1 existe un natural i tal que a E 1;, entonces para toda j ~ i se tiene 

que a E 1j , o equivalentemente, a E 1i para todas las i en N, excepto quizá para una 

cantidad finita de estos. Sea 

f : 1 -+ fiJ E (~1. ) 
1.=1 1. 

f (a) = (a + 1i ) iEN 

(aquí estamos suponiendo que todo R - módulo se puede ver contenido en su cápsula 

inyectiva) y como a E 1i para todas las i en N excepto quizá para una cantidad finita 

de estos, a + 1i = O para casi todo i E N, por lo cual (a + 1¡)¡EN E EB:I E (~) Y con 



esto 1 está bien definida. Por hipótesis EB:':¡ E ( ~) es inyectivo, entonces existe 

J: R -t ?J E (-IR) 
1=1 1 

de tal forma que el siguiente diagrama conmuta 

1 

11 

EB:':¡ E (~) 

'-+ R 

/ 
f 
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es decir que para todo a E 1 se tiene que J (a) = 1 (a) . Hacemos x = J (1) Y supon­

gamos que XiI , Xi" . . . , Xin son las coordenadas no cero de X, si perdida de generalidad 

podemos suponer que i¡ < i 2 < ... < in. El elemento x cumple que para toda a E 1 

ax aJ(1) 

J(a) 

1 (a) 

y para toda m> in 7rm (x) = O. Por lo tanto si m > in Y a E 1 se cumple que 

7r". (ax) 

a7r".(x) 

o, 

lo que implica que a E 1m. Entonces 1 = 1m para toda m > in y de aquí concluimos 

que 1m = li n para todo m > in' 
Ahora supongamos que R es neteriano izquierdo, algo que es fácil probar es que 

ser neteriano es equivalente a que todo ideal izquierdo de R es finitamente generado. 

Por lo tanto, si {EA} AEA es una familia de módulos inyectivos, 1 ideal izquierdo deR 

y 1 : 1 -t EB-XEA E-x es un morfismo cualquiera, por ser 1 finitamente generado existe 

F e A finito tal que 1m 1 e EB-XEF E-x = fLEF E-x que es inyectivo, con esto existe 

J : R -t EBAEF E-x tal que J 1[= 1 y J se puede ver como un morfismo de R en 

EB-xEAE-x. 
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Capítulo 3 

Teorías de Torsión 

Si C es una categoría abeliana, una clase de torsión hereditaria en C , es una 

clase de objetos de C cerrada bajo coproductos, cocientes, subobjetos y extensiones. 

El objetivo de este capítulo es exponer resultados alrededor de las clases de torsión 

hereditarias en categorías del tipo (J [M]. Para que los resultados sean generales, 

supondremos siempre que la categoría C es una categoría de Grothendieck y cuando 

se trate de la categoría (J [M] lo diremos explícitamente. 

Antes de iniciar esta sección primero recordemos que una categoría es localmente 

pequeña si para todo objeto A se tiene que la clase 

L(A) = {B : B es subobjeto de A} 

es un conjunto. Toda categoría de Grothendieck es localmente pequeña. L(A) está 

parcialmente ordenado de la siguiente manera: si Bl !:. A Y B2 t. A, entonces Bl ~ B2 

si y solo si existe Bl ....!... B2 tal que el siguiente diagrama conmuta 

9 

como habíamos visto en el capítulo 1. L(A) es retícula completa, el ínfimo y el supremo 

del conjunto {B>'hEA son n B>. y LB>., respectivamente, aquí inf L(A) = O Y 
>'EA ÁEA 

supL(A) = A. 

89 
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3.1. Clases de Pretorsi6n 

Una clase T de objetos de e se llama clase de pretorsión si es cerrada bajo 

coproductos y cocientes. Una clase de pretorsión T es hereditaria si dado un objeto 

A en T , entonces todos sus subobjetos también están en T . 

Ejemplo 3.1 Si U es una clase de objetos de la categoria e, las subcategorias C [U] 

y a [U] son clases de pretorsión. a[U] es hereditaria. 

Ejemplo 3.2 La clase de objetos de e es por sí misma una clase de pretorsión 

hereditaria. 

Ejemplo 3.3 Sea U es una clase de objetos de la categoria e y 

Tu = {T objeto de e : H ame (T , U) = O, para toda U en U} 

es clase de pretorsión. En efecto , si T es un objeto en Tu y f : T -+ T' es epimorfis­

mo, entonces Hame (T , U) = O para toda U en U. Sea U en U y 9 E Hame (T', U), 

esto implica que 9 o f E H ame (T, U) , por lo que 9 o f = O Y como f es epimorfis­

mo, tenemos que 9 = O, es decir, H ame (T', U) = O, de donde T' es un objeto en 

Tu. Sea ahora {TA}.xEA una familia de objetos en Tu y U un objeto en U . Tenemos 

que Hame (TA, U) = O para toda ,\ E A, luego [LEA Hame (TA, U) = O Y de esto 

concluímos que H ame (UAEA TA, U) = O. Por lo tanto Tu es clase de pretorsión. 

Observación 3.1 SiU es una clase de objetos en e, T es un objeto de e y A!:. T , de 

tal forma que A y ~ son objetos en Tu, entonces T también estará en Tu . Para probar 

esto tomemos un objeto U enU y un morfismo g: T -+ U, entonces gof : A -+ U, por 

lo que. 9 o f = o. Por la propiedad universal del conúcleo, existe un único 'P : ~ -+ U 

tal que el siguiente diagrama conmuta 

A!. T conuf T 
--+ A 

9 

U 

pero r.p = O, con lo que podemos concluir que 9 = O. Este tipo de clases de pretorsión 

les llamaremos clases de torsión, las cuales estudiaremos más adelante. 

Sea T una clase de pretorsión. Si A es un objeto en T diremos que A es de 

T - torsión. Un objeto B de e es T -libre de torsión si no existen modismos no 
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triviales de los objetos de T en B, esto significa que si A es un objeto en T y 

f E Hume (A, B ) , entonces f = O. 

Observación 3.2 Si T es clase de pretorsión, entonces paro cualquier familia {BÁ} ÁEA 

de objetos de T -torsión, por definición el coproducto de la familia es de T -torsión, 

así, si cada objeto B Á es subobjeto de un objeto fijo A, (A no necesariamente objeto 

en T), entonces ¿ B Á es también de T - torsión. 
ÁEA 

Si T es una clase de pretorsión en e, definimos para un objeto A la parte de 

torsión de A como: 

T (A) = 2:)B e A: B es de T - torsión} 

el subobjeto mayor de A que es de T - torsión. 

Ejemplo 3.4 Consideremos en R - M od, la clase T de todos los módulos semisim­

pies. Es claro que T es cermda bajo coproductos. Sea f : M ---> N un epimorfismo, 

donde M = EB SÁ ' con SÁ simple paro toda A E 1\. Como Nuf S M existe {:, e 1\ 
ÁEA 

tal que M = Nuf EB (EB SÁ) ' con lo que N :::: :~f :::: EB SÁ' Entonces T es clase 
ÁEL'. ÁEL'. 

de pretorsión y como un submódulo de semisimple es semisimple, T es clase de 

pretorsión hereditaria. Aquí T (N) = S oc (N). 

Proposición 3.3 Paro cualquier objeto A de e se cumplen 

1. A es de T -torsión si y sólo si A = T (A). 

2. A es T -libre de tors'ión si y sólo si T (A) = O. 

Dem: 1. Es claro. 

2. Si A es T -libre de torsión y B t A de T - torsión entonces f es el morfismo 

cero, de donde B = O. 

Supongamos que T (A) = O, sea T un objeto de T - torsión y T ...!..... A morfismo, 

factorizando f tenemos 

T2.....1mf~A 

con 9 epimorfismo y h monomorfismo, entonces 1mf es subobjeto de T - torsión de 

A, pero T (A) = O, por lo que 1mf = O, es decir f = O .• 

Observación 3.4 Si A ...!..... B es morfismo entonces f(T(A)) es subobjeto de B de 

T -torsión, pero T (B) es el mayor subobjeto de B que es de T - torsión. Por lo tanto 

f(T(A) ) es subobjeto de T (8) . 



92 

Hemos definido, hasta este momento objetos de T -torsión y objetos T -libres de 

torsión, estos dos conceptos son duales como lo muestra el siguiente teorema. 

Proposición 3.5 La clase de los objetos T -libres de torsión en una categoría es 

cerrada bajo subobjetos y si {A>. hEA es una familia de objetos T -libre de torsión, 

entonces el producto de esta familia es T -libre de torsión. 

Dem: Sea F T -libre de torsión y B !:. F, entonces por la observación (3.4) 

T(B) es subobjeto de T (F), pero T(F) = O, por lo tanto T(B) = O. 

Sea {A>.hEA es una familia de objetos T -libres de torsión. Como 

Homc(T,II A>.) ~ II Hom(T, A>.) 

Hom(T, A>.) = ° para toda T de T -torsión y A E A. Por lo que Homc(T, TI A>.) = ° 
y así TI A>. es T -libre de torsión. _ 

Notemos de la proposición (3.5) que en el caso de que la categoría e sea una 

categoría del t ipo (7 [A] Y T una clase de pretorsión en (7 [A], para una familia {A>.hEA 
de R - módulos en (7 [A] T -libres de torsión, el producto TIA A>. en R - Mod no 

necesariamente es T -libre de torsión, pero Tr (N, TIA A>.) es T -libres de torsión, 

para todo generador N de (7 [A], ya que TI' (N , TIA A>.) es el producto de la familia 

{A>.hEA en (7 [A]. 

Proposición 3.6 Para cualquier clase de pretorsión la clase de objetos T -libres de 

torsión es cerrada bajo extensiones. 

Dem: Consideremos la sucesión exacta corta 

con A y B T -libres de torsión, T un objeto de T - torsión y T ~ F morfismo, 

entonces g o h = 0, entonces existe cp : T ~ A tal que f o cp = h, pero cp = 0, por ser 

T de T -torsión y A T -libre de torsión, por lo que h = O. Po lo tanto F es T -libre 

de torsión. 

Proposición 3.7 Sea T una clase de pretorsión en la categoría e y F la clase de 

objetos T -libres de torsión. Entonces se cumple las siguientes afirmaciones: 

1. Para todo T en T y F en F se cumple que H omc(T, F) = O. 

2. Si F es un objeto que cumple que Homc (T, F) = 0, para todo T en T , entonces 

F está en F. 
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Dem: 1. Directo de la definición. 

2. Sea F es un objeto que cumple que H ame (T, F) = O, para todo T en T , en 

particular H ame (T (F) ,F) = O, entonces el monomorfismo T (F) e F es cero. Por 

lo tanto T (F) = O . • 

De manera dual podemos definir una clase libre de torsión en la categoría e como 

una clase de objetos:F que es cerrada bajo subobjetos, productos y extensiones. 

Ejemplo 3 .5 Si T es una clase de pretorsión, entonces la clase de todos los objetos 

T - libres de torsión es una clase libre de torsión. 

Ejemplo 3.6 Si M es un R - módulo, un elemento m E M es singular si 

An (m) = {r E R : rm = O} 

es un ideal izquierdo esencial de R. M es no singular si el único elemento singular 

de M es O. 

Notemos que J ~ R si y sólo si para toda x E R no cero existe r E R tal que 

O f rx E J. 

Sea :F la clase de todos los R - módulos no singulares. 

Es claro que :F es cerrado bajo submódulos. 

Sea {M.d"EA una fami lia de módulos no singulares y m = (m")"EA un elemento de 

Il MA singular. Sea A E A Y x E R no cero, entonces existe r E R tal que rx f O Y 
"EA 
rxm = O, con lo que rxmA = O, esto es que rx E An (m,,) , por lo que An (m,,) ~ R. 

Por lo tanto m" = O para toda A E A, por lo que m = O. Por lo tanto Il M" es no 
"EA 

singular. 

Sean M' y Mil no singulares y 

o --+ M' .J..-.. M ..-L. Mil --+ O 

exacta, sea m E M no singular. Si x E R no cero, existe r E R tal que rx f O Y 

rxm = O, entonces rxg (m) = O, con lo que An (g (m)) ~ R, es decir que g (m) = O, 

o bien m E Nug = lmf, entonces existe m' E M' tal que f (m') = m y f (rxm' ) = O, 

por lo que rxm' = O, es decir rx E An (m'). Por lo tanto An (m') ~ R, entonces 

m' = O, lo que implica que m = O. Entonces NI es no singular. 

Por lo tanto :F es una clase libre de torsión en R - M od. 
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Si F es una clase libre de torsión, podemos definir para un objeto A de una 

categoría de Grothendieck e 

F(A) = n {B subobjeto de A: ~ está en F} 

F (A) está bien definido pues AE {B subobjeto de A : ~ está en F} y 

{ B subobjeto de A : ~ está en F} 
es un subconjunto de L (A). 

F (A) es el menor subobjeto de A tal que FtA) está en F. Es obvio que F (A) = O 

si y sólo si A está en F. 

3.2. Teorías de Torsión 

Una clase de pretorsión 7 en e es una clase de torsión si, además de ser cerrada 

bajo cocientes y coproductos, es cerrada bajo extensiones. Esto último lo podemos 

decir de dos maneras; la primera: si T es un objeto de e y A !:. T tal que A y ~ son 

objetos en 7, entonces T está en 7; la segunda: si en la sucesión exacta corta 

los objetos A y B están en 7 entonces T esta en T. 

Directo de la definición tenemos el siguiente hecho. 

Proposición 3.8 Si 7 en e es una clase de torsión, entonces paro todo objeto A en 

e el cociente TtA) es 7 -libre de torsión. 

D em: Sea TfA) subobjeto de T~) de 7 -torsión, 

B 
0--.7 (A) --. B --. -- --. O . 7 (A) 

se sige que B es de 7 -torsión, con lo que B e 7 (A) Y con esto TfA) = O .• 

Una teoría de torsión T es una pareja (7 , F ) de clases de objetos de e de tal 

forma que 

TI Para todo T en 7 y F en F se cumple que H ame (T , F) = O; 
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T2 Si F es un objeto que cumple que H ame (T, F) = 0, para todo T en T , entonces 

F está en F . 

T3 Si T es un objeto que cumple que H ame (T, F) = 0, para todo F en F , entonces 

T está en T. 

Directamente de la definición tenernos que si (T, F) es teoría de torsión, entonces 

A está en T y en F , al mismo tiempo, si y sólo si A = 0, 

La clase de todas las teorías de torsión en la categoría e será denotada por e -
Tors y en el caso de las categorías R - Mod y (j [M] simplemente por R - Tors y 

M - Tors, respectivamente. 

Ejemplo 3.7 Si G es un objeto en la categoría Z - Mod, x E G es de orden finito 

si existe un n E N tal que nx = O. Definimos el conjunto 

t( G) = {x E G I x es de amen finito} 

t( G) es subgrupo de G, Al subgrupo t( G) se le llama la parte de torsión de G. Diremos 

que un grupo T es de torsión si t(T) = T , es decir si todo elemento de T tiene orden 

finito, y F es libre de torsión si t( F ) = 0, esto es que el único elemento de amen 

finito de Fes 0, Notemos que para cualquier grupo abeliano G, si x+t(G) tiene orden 

finito existe n E N tal que n (x + t( G)) = 0, es decir que nx E t( G) , por lo que existe 

m E N tal que mnx = 0, por lo tanto x E t (G), de donde concluimos que t(~) es libre 

de torsión. 

Si T es grupo de torsión, F es grupo libre de torsión y I E H amz (T , F ), entonces 

para cualquier x E T existe n E N tal que nx = 0, entonces ni (x) = I (nx) = 0, por 

lo que I (x) = 0, Por lo tanto Hamz (T, F) = 0, 

Si H es un grupo cualquiera tal que H amz(T , H) = ° para todo T de torsión, en 

particular i : t (H) <-t H es cero, por lo que H es libre de torsión. 

Si G es un grupo cualquiera tal que Hamz(G , F) = ° para todo F grupo libre de 

de torsión, en particular el epimorfismo canónico r¡ : G ---+ t(~) es cero, entonces 

t(~) = 0, es decir que G = t (G) o bien que G es de torsión. 

Entonces si T es la clase de grupos abe lianas de torsión y F la clase de los grupos 

abelianos libres de torsión, tenemos que (T , F) es teoría de torsión. 

Ejemplo 3.8 Un elemento x de un grupo G es divisible si para todo n E N existe 

y E G tal que ny = x , Se dice que un grupo es divisible si todos s'us elementos son 
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divisibles. Definamos paro un grupo G 

d( G) = ¿) H I H es subgrupo de G divisible} . 

d(G) es divisible pues si y E d(G) , existen H l , H2, . .. ,Hm subgrupos divisibles de G 

e Yl E H l , Y2 E H2, ... , Ym E Hm tales que y = Yl + Y2 + .. . + Ym, ahoro si n E N 

existen Xl E H¡, X2 E H2, . .. ,xm E Hm tales que nx¡ = Y¡, nX2 = Y2,· .. ,nxn = Yn, 

por lo que n (x¡ + X2 + ... + xm) = Y¡ + Y2 + ... + Ym = y . Por lo tanto d (G) es el 

máximo subgrupo divisible de G. 

D es divisible si y sólo si d(D) = D . 

Decimos que el grupo G es reducido si d(G) = 0, esto quiere decir que el único 

subgrupo divisible de G es O. 

d~) es reducido, pues si d(~) ~ d~) divisible, entonces paro todo y E 1( Y n E N 

existe X E 1( tal que n (x + d ( G)) = y + d ( G), es decir nx - y E d ( G), con lo que 

existe x' E d (G) e 1(, tal que nx' = nx - y , esto es y = n (x - x'). Por lo tanto 1( 

es divisible, lo que implica que 1( e d (G), de donde d{b) = O. 

Notemos que si f : D ---+ G, con D divisible, entonces f (D) es divisible, ya que si 

y E f (D) y n E N, existe b E D tal que f (b) = y ya E D tal que na = b, de donde 

y = f(b) = f(na) = nf(a) . 

Si D es grupo divisible y H es reducido tenemos que Harnz(D , H) = 0, ya que si 

f : D ---+ H entonces f (D) es subgrupo divisible de H y H es reducido. 

Sea H un grupo cualquiero que cumple Harnz (D , H) = ° paro todo D divisible, en 

particular el morfismo i : d (H) '--+ H es cero , con lo que d (H) = O. Por lo tanto H 

es reducido. 

Si D es un grupo cualquiero tal que Harnz (D , H) = 0, paro todo H reducido, en 

particular el morfismo 1/ : D ---+ d(~) es cero, con lo que d(~) = O y de aquí que D es 

divisible. 

Si V es la clase de los grupos abelianos divisibles y n la clase de los grupos abe lianas 

reducidos, entonces (V, n) es teoría de torsi6n en Z - M od. 

Podemos ordenar parcialmente a e - T OT S de la siguiente manera: si T = (T, F) 

Y v = (T', F') están en e - Tors decimos que T ~ v si y sólo si todo objeto en T es 

un objeto en T'. 

Proposición 3.9 La relación anterior define una relación de orden parcial en la clase 

e -Tors. 

Dem: Sean T = (T , F), v = (T', F') y p = (T" , F") elementos de e - Tors. 
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Es claro que T ::; T Y si T ::; v ::; p, entonces T ::; p. 

Supongamos que T ::; V Y v ::; T, entonces T = T' . Sea F en F, entonces 

H ome (T, F) = O, para todo T en T = T', de donde F está en P. Del mismo modo 

se prueba que todo objeto en P es objeto en F . Por lo tanto T = V .• 

También podemos dar la relación de orden en C - Tors en términos de las clases 

libres de torsión como lo indica la siguiente proposición. 

Proposición 3.10 Si T = (T, F) Y v = (T, P) son elementos de C-Tors , entonces 

T ::; v si y sólo si todo objeto en P es objeto en F . 

Dem: Supongamos que T ::; V Y sea F en F' , entonces H ome (T, F) = O para 

todo T en T, en particular Home (T, F) = O, para todo Ten T , de donde se deduce 

que F está en F. 

Supongamos ahora que todo objeto en F' es objeto en F y sea T en T, entonces 

H ome (T, F) = O para todo F en F, en particular H ome (T, F) = O para todo F en 

F', es decir que T está en T' . • 

Ejemplo 3.9 Sea U es una clase de objetos de C y 

Tu {T: Home(T, U) = O, "fU objeto en U} 

Fu {F: Homc(T, F ) = O, "fT objeto en Tu}· 

Entonces (Tu , Fu) es la mayor teoría de torsión tal que todo U en U cumple con ser 

un objeto en Fu. Para probar este hecho notemos que de la definición de Fu tenemos 

que para todo T en Tu y F en Fu se cumple que H ome (T, F) = O Y si F es un 

objeto de C tal que Home (T , F) = O, para todo T en Tu, entonces F está en Fu , 

en particular si U es un objeto en U , tenemos que Home(T, U) = O, para todo T 

objeto en Tu , entonces U es subclase de Fu . Ahora, si T es un objeto que cumple que 

Home (T, F) = O, para todo F en Fu, en particular Homc(T, U) = O, para todo U 

objeto en U, de donde r está en Tu. Sea T = (T, F) una teoría de torsión tal que 

todo objeto en U cumple con ser un objeto en F y T E T , entonces H ome(T, F) = O, 

para todo F objeto en F , en particular Homc(T, U) = O, para todo U objeto en U, 

es decir T está en T, por lo que T ::; (Tu , Fu). 

A la teoría de torsión (Tu , Fu) le llamaremos la teoría de torsión cogenerada por 

U y la denotaremos por Q (U). 
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Ejemplo 3.10 Del mismo modo que la teoría de torsión cogeneroda por U se puede 

definir la teoría generoda por U como la pareja (T, F), con 

F {F: Hamc(U, F) = O paro toda U en U} 

T {T : H amc(T, F) = O paro toda F en F} 

y si 1] es otro teoría de torsión tal que todo elemento de U es de 1] - torsión, entonces 

paro cualquier F 1] -libre de torsión , se cumple que Hamc(T, F) = O, paro todo T 

de 1] - torsión, en particular Hamc(U, F) = O paro todo U en U, es decir F está en 

:F. Por lo tanto (T, F) ~ 1], es decir (T , F) es la mínima teoría de torsión tal que 

todo U en U es de torsión. 

A la teoría de torsión generada por U la denotaremos por :=; (U). 

Sea {T ÁL.EA una familia de teorías de torsión y consideremos 

11' {T objeto de e : T es de TÁ - torsión para algún>. E A} 

lF {F objeto de e : F es TÁ -libre de torsión para algún >. E A} 

entonces si T es de TÁ - torsión, es decir, si T está en 11', entonces T es de :=; (11') -

torsión, esto es que TÁ ~ :=; (11') para todo>. E A. De la construcción de:=; (11') tenemos 

que si 1] es otra teoría de torsión tal que TÁ ~ 1] que todo elemento de 11' es de 

1] - torsión, implica que :=; (11') ~ 1]. Por lo tanto :=; (11') = sup {TÁL.EA. Del mismo 

modo se ve que Q (lF) = iuf {TÁ} ÁEA . De todo esto podemos concluir que e - Tors se 

comporta como retícula completa. 

Ejemplo 3.11 (e, {O}) Y ({O} , e) son teorías de torsión, además (e, {O}) es el 

supremo de de la clase de todas las teorías de torsión y ({O} , C) el ínfimo de la clase 

de todas las teoría de torsión. 

Los conceptos de clase de torsión y teoría de torsión son equivalentes como indica 

la siguiente proposición. 

Proposición 3.11 Una pareja T = (T ,F) de clases de subobjetos de e es teoría de 

torsión si y sólo si T es clase de torsión y F la clase de todos los objetos T - libres 

de torsión. 

Dem: De la proposición (3.7) tenemos que si T es clase de torsión y F la clase 

de los objetos T -libres de torsión, entonces T = (T , F) cumple TI y T2. Para probar 
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T3, tomemos T es un objeto que cumple que H ame (T, F) = O, para todo F en F 

en particular H ame (T, TfT)) = O, por lo que el epimorfismo canónico T -+ TfT) es 

el morfismo cero, con lo que TfT) = 0, es decir T = T (T), esto es que T está en T. 

Supongamos ahora que T = (T, F) es teoría de torsión. 

Sea T en T y I : T -+ T' un epimorfismo, entonces si F es un objeto en F y 

9 : T' ..... F entonces gol : T -+ F es el morfismo O y como I es epimorfismo tenemos 

que 9 = O. Por lo tanto Hame (T', F) = O para todo F en F, es decir T' esta en T. 

Sea {T,\LEA una familia de objetos en T y F en F, entonces H ame (U T,\, F) ~ 
'\EA 

LI H ame (TA, F) = O, por lo que LI TA está en T. 
AEA AEA 

Supongamos que la sucesión 

es exacta, con A y e en T. Sean F en F y h : B -+ F , entonces h o 1= O Y por la 

propiedad del conúcleo existe <p : e -+ F tal que 'f o 9 = h, pero e está en T , por lo 

que <p = O, de donde h = O. Por lo tanto B está en T .• 

Corolario 3.11.1 Sea T una clase de objetos de C. Entonces T es una clase de 

torsión si y sólo si existe una única teoría de torsión tal que T es su clase de torsión. 

Dem: Si T = (T , F) es teoría de torsión, por la proposición anterior tenemos 

que T es clase de torsión. 

Supongamos que T es clase de torsión y sea T = =: (T) = (7' , F) . Por definición 

tenemos que todo objeto en T es objeto en T' . Sea A un objeto en 7' y consideremos 

B = T (A), el mayor subobjeto de A que está en T. Claramente ~ está en 7'. Si 

f : T ..... ~, con T en T, factorizando I tenemos T ~ 1ml ~ ~, entonces 1mf 

está en T y es subobjeto de ~, es decir 1m I es de la forma ~ con e subobjeto de A 

que contiene a B , de la sucesión exacta 

e 
O ..... B---+e---+--+o 

B 

y del hecho de ser T cerrada bajo extensiones tenemos que e está en T , por lo que 

B = e, de donde 1m f = O, esto es que f = O. Por lo tanto H ame (T, ~) = O, para 

todo T en T, esto es que ~ está en F , entonces ~ = O, y de aquí A = B que está en 

T . 
La unicidad se sigue del hecho que dos teorías de torsión son iguales si y sólo si tienen 

la misma clase de torsión asociada .• 



100 

En adelante si T = (T, F) es una teoría de torsión, que T sea un objeto de T lo 

indicaremos diciendo que T es de T - torsión y los objetos de F los denominaremos 

objetos T - libres de torsión , así 

T (A) = ~)B e A : B es de T - torsión}. 

Proposición 3.12 Si F es una clase libre de torsión, entonces existe una única teoría 

de torsión de tal lorma que F es su clase libre de torsión. 

Sea F es una clase libre de torsión y sea T = Q (F) = (T, P), la teoría 

de torsión cogenerada por F. Por definición todo objeto de F está en P . Sea A un 

objeto en P y consideremos B = F(A) , el menor subobjeto de A tal que ~ está en 

F. Claramente B está en P . Si I : B -+ F, con F en F, factorizando I tenemos 

B ~ 1m I ~ F, como h es monomorfismo, entonces 1m I está en F e 1m I ~ N~ft' 
de la sucesión exacta 

A 
B A Nuft A 

O -+ -- ---+ -- ---+ -- ~ - -+ O 
Null Null " B! - B 

hu 1 

y del hecho de ser F cerrada bajo extensiones tenemos que N;ft está en F, por lo que 

B = Nuf¡, de donde lml = O, esto es que I = O. Por lo tanto Harnc (B , F) = O, 

para todo F en F , esto es que B está en T , entonces B = O, Y de aquí A está en F . 

La unicidad se sigue del hecho que dos teorías de torsión son iguales si y sólo si tienen 

la misma clase libre de torsión asociada. _ 

Ejemplo 3.12 En R - Mod, la teoría de torsión de Coldie es la teoría de torsión 

cuya clase libre de torsión es la clase de los módulos no singulares. 

Para lo que sigue consideremos A un objeto fijo de la categoría de Grothendieck 

C y, como ya indicamos, e - Tors la clase de teorías de torsión en la categoría e 
y A - Tors la clase de teorías de torsión en (J [A]. Sea "~" y ":::s" las relaciones de 

orden en e - Tors y A - Tors, respectivamente. 

Si T está en e - Tors , consideremos T* = (7,." F r"), donde 

7,.. {T en (J [A] : T es de T - torsión} 

Fr' {F en (J [A] : F es T - libre de torsión} 

Teorema 3.1 Si T pertenece a e - Tors , entonces T* pertenece a A - Tors . 



101 

Dem: Supongamos que T es teoría de torsión en C. 

1. Sean T en 7,. y F en FT . , entonces T es de T - torsión y F es T - libre de 

torsión, con lo que Home (T, F) = O. 

2. Sea T un objeto de a [A] tal que H ome (T, F) = O para toda F en F T • • Sea G 

un objeto T - libre de torsión arbitrario y f E Home (T, G), factoricemos a f 
como 

T..A. 1mf -A. G 

con f¡ epimorfismo y h monomorfismo. Como T es un objeto en a [A] entonces 
h 

1m f es objeto en a [A] y como G es T-libre de torsión e 1m fe G entonces 1m f 
está en F T ., con lo que f¡ = O, de donde f = O. Por lo tanto H ome (T, G) = O 

para todo G T - libre de torsión, es decir T es de T - torsión y como T es 

objeto en a [A], concluimos que T está en 7, •. 

3. Sea F un objeto de a [A] tal que Home (T, F) = O para toda Ten 7, . . Sea H 

un objeto de T - torsión arbitrario y f E H ome (H, F), factoricemos a f como 

con fI epimorfismo y h monomorfismo. Como F es un objeto en a [A] entonces 

1m f es objeto en a [A] y como H es de T - torsión e 1m f es cociente de H 

entonces 1m f está en 7," con lo que h = O, de donde f = O. Por lo tanto 

Home (H, F) = O para todo H de T - torsión, es decir F es T - libre de 

torsión y como F es objeto en a [A], concluimos que F está en FT • • • 

Teorema 3.2 La relación 

e - Tors ~ A - Tors 

T f---+ T· 

determina una correspondencia suprayectiva que respeta el orden. 

Dem: Sea T en A - Tors, con T = (7, F) Y sea TO = =: (7) la teoría de torsión 

en e - Tors generada por 7 , entonces todo objeto T de 7 es de TO - torsión y como 

7 es una subclase de objetos de a [A], todo T en 7 es de TÓ - tor sión, es decir T ~ TÓ' 

Por otro lado, sea F un objeto en F que cumple con Home (T , F) = O, para todo T 
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en T. Puesto que la clase de los objetos TO - libres de torsión es 

{F objeto de e : Homc (T, F) = ° 'r/T en T} 

y F es una clase de objetos de (j [A] , podemos concluir que todo objeto en F es 

T Ó -libre de torsión, es decir Tó :j T . Por lo tanto Tó = T. 

Sean T y V en e - Tors tales que T ::; v. Si T es de T' - torsión, entonces T es 

de T - torsión y objeto en (j [A], de donde T es objeto de v - torsión y está en (j [A], 

por lo que T es de v· - torsión. Por lo tanto T' :j v· • 

De la proposición anterior tenemos que dada cualquier teoría de torsión T en 

A - Tors existe una teoría de torsión en v en e - Tors tal que v· = T, pero v no 

tiene por que ser única. En general cuando tenemos una correspondencia i.p de la clase 

U en la clase V, la fibra de la correspondencia i.p en el elemento V en V es 

i.p-l (V) = {U en U : i.p (U) = V} , 

por supuesto que estas fibras son ajenas dos a dos y la correspondencia i.p está com­

pletamente determinada por estas fibras . 

Teorema 3.3 Para toda T = (T, F) en A-Tors, la fibra de T bajo la correspondencia 

"*" es el intervalo cerrado 

[TO,T¡J = {v en e - Tors: TO::; v::; TI} 

con TO = 2(T) Y TI = Q(F) . 

Dem: Primero notemos que todo F en F es TI -libre de torsión y es objeto 

de (j [A], por lo que todo F en F es T i - libre de torsión, es decir que Ti :j T . Por 

otro lado, si T es un objeto en T , tenemos que Homc (T, F) = 0, para todo F en F, 

pero F cogenera a TI con lo que T es de TI - torsión y está en (j [A], entonces T es 

de Ti - torsión. Por lo tanto T :j Ti. Con todo esto concluimos que Ti = T . 

Sea v en e - Tors tal que v· = T, entonces todo T en T es de v - torsión, con 

lo que TO = 2 (T) ::; v, también todo F en F es v - libe de torsión, por lo cual 

v::; Q (F) = TI ' Por lo tanto todo elemento en la fibra de T está en [TO, T¡]. 

Supongamos ahora que TO ::; v ::; TI, de donde T = TÓ :j v· :j Ti = T . Por lo tanto 

V' = T . • 

Una teoría de torsión T = (T, F) es hereditaria si T es hereditaria, es decir si 

A f:. T , con T de T - torsión implica que A es de T - torsión. La clase de todas las 
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teoría de torsión hereditarias en e será denotada por e - tors y en el caso de las 

categorías R- M od Y (j [M] las denotaremos por R-tors y M -tors, respectivamente. 

Ejemplo 3.13 La teoría de torsión del ejemplo (3.7) es hereditaria. 

Ejemplo 3.14 Si V es la clase de los grupos abelianos divisibles y n la clase de los 

grupos abelianos reducidos, entonces la teoría de torsión (V, n) no es hereditaria, 

pues Q es divisible mientras que Z no es divisible. 

Para teorías de torsión tenemos la siguiente equivalencia. 

Proposición 3.13 r en e - Tors es hereditaria si y sólo si para todo objeto A de 

e y todo subobjeto B de A tenemos que T (B) = r (A) n B . 

Dem: Supongamos que T es teoría de torsión hereditaria y B e A, entonces 

r(A) n B ~ r(A) y r(A) n B ~ B , con lo que T(A) n Bes subobjeto de B de 

T - torsión, por lo tanto r (A) n B ~ T (B ). 

Supongamos ahora que para todo objeto A de e y todo subobjeto B de A tenemos 

que r (B) = T (A)nB, entonces si A es de T-torsión r (B) = r (A)nB = AnB = B, 

con lo que B es de T - torsión . • 

Teorema 3.1 Si r está en e - tors, entonces r* está en A - torso 

Dem: Sea T en e - tors y T en (j [A] de r* - torsión, entonces si S e T, 

tenemos que S está en (j [A] Y es de T - torsión, es decir S es de r' - torsión. Por 10 

tanto r' está en A - tor s . • 

3.3. Teorías de Torsión en (j [.l\!I] 

En lo que sigue M es un R - módulo fijo . 

Recordemos que las categorías del tipo (j [M] no son cerradas bajo productos 

directos cuando las consideramos como clases de R - módulos, pero como categoría 

si tiene sus propios productos directos. De hecho si {A.d ~e¡\ es una familia de objetos 

de (j [M], el producto directo f1M A~ en (j [M] es el R - módulo Tr (N, f1 A~), con 
~e¡\ 

N un generador de la categoría (j [M]. 
Por otro lado, (j [M] cumple que para todo par de objetos A, B en (j [M], los 

grupos abelianos Homu[M] (A , B) Y HomR-Mod (A, B) son iguales. En general en una 



104 

categoría de Grothendieck e, para un objeto A y una familia de objetos {BALEA' los 

grupos abelianos Homc (A, n BA) y n Homc{A, BA) son isomorfos. Sea {BALEA 
AEA AEA 

una familia de objetos de a [M], para cualquier objeto A de a [M], tenemos: 

Hom"'(MJ{A, nM BA) ~ n Hom.,.(M) (A, BA) = n HomR-Mod (A, BA) ~ HomR-Mod (A, n BA) . 
AEA AEA AEA 

Proposición 3.14 Una teoría de torsión T = (T, F) en a [M] es hereditaria si y 

sólo si F es cerrada bajo cápsulas M - inyectivas. 

Dem: Supongamos que T es hereditaria y sea F en F, entonces T (E (F)) ::; 

E(F). Tenemos que T (E (F)) n F ::; T (E(F)), por lo que T (E (F)) n F es un 

subobjeto de F de T - torsión, entonces T (E (F)) n F = o, pero F es esencial en 

E (F)', por lo tanto T (E (F)) = O, es decir E (F) está en F . 

Ahora supongamos que F es cerrada bajo cápsulas M - inyectivas y sean T un 

objeto en a [M] de T - torsión y A ::; T entonces existe <p : T --+ E (T(~») tal que el 

siguiente diagrama conmuta 

A '-+ T 

! !<p 

T~) '-+ E (T~» ) 

y como E (Ttl») está en F entonces <p = O, con lo que r(~) = O, es decir T (A) = A. 

Por lo tanto T es hereditaria. _ 

Proposición 3.15 Una teoría de torsión T = (T, F) en a [M] es hereditaria si y 

sólo si T está cogenerada por un módulo M - inyectivo. 

Dem: Sea E inyectivo en a[M] y T = (T,F) la teoría de torsión en a [M] 

cogenerada por E. Consideremos A ::; T con T de T - torsión y f : A --+ E, entonces 

existe 1: T --+ E tal que el siguiente diagrama conmuta 

A '-+ T 

n /1 
E 

pero 1 = o, de donde f = O. Por lo tanto A es de T - torsión. 
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Supongamos ahora que T = (T, F) es hereditaria y sea 

u = {(x) en O' [M] : (x) es T - libre de torsión} 

consideremos E = Tr (N, rr E (U)) , con N un generador de O' [M], es decir E es el 
UeU 

producto directo de {E (U)} en la categoría O' [M], entonces E es M - inyectivo 
Ueu 

yes T-libre de torsión. Sea 1) la teoría de torsión cogenerada por E y T de T-torsión, 

entonces H omR(T, E) = O, pues E es T-libre de torsión, de donde T es de 1]-torsión, 

esto es T ~ 1]. 

Sea T es un objeto en O' [M] tal que H omR(T, E) = ° y supongamos que T no es 

de T-torsión, entonces existe F T-libre de torsión y f : T ~ F no cero, sea x E T 

tal que f (x) i O, como (f (x)) ~ F, (f (x)) E U, entonces existe a : (f (x)) ~ E 

monomorfismo. Definamos 9 : (x) ~ (f (x)) dada por 

9 (rx) = r f (x) , 

que claramente es epimorfismo, y como E es !v! - inyectivo, existe h : T ~ E tal que 

el siguiente diagrama conmuta 

(x) '-+ T 

aogL/h, 

E 

pero h = O, entonces a o 9 = O, de aquí que a = O, por lo que (f (x)) = O, lo cual 

no es posible. Por lo tanto T es de T-torsión, con esto concluimos que 1) ~ T . Por lo 

tanto 1] = T . • 

M - tor s está parcialmente ordenada por la misma relación de orden de M - T or s, 

con el material que estudiaremos en el siguiente capítulo, podremos deducir que M -

tors es un conjunto y con la siguiente proposición podremos probar que M - tors es 

una retícula completa. 

Proposición 3.16 Sea {E>.heA una familia de objetos M - inyectivos de O' [M] , 
entonces 1\ (Q(E>.)) = QmM E>.). 

>.eA 

Dem: Sea E = [l,V! E>. el producto directo de {E>'heA en O' [M] Y T] = 

Q(E). Si T es un objeto en O' [M] de 1] - torsiém, entonces 0= HomR(T,E) ~ 

rr HomR(T, E>.), por lo que HomR(T,E>.) = O para todo A E A, por lo que T es 
>.eA 
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de Q (E>.) - torsión para todo>. E A, de donde r¡ j Q (E>.) para todo>. E A. Aho­

ra, sea v otra teoría de torsión hereditaria en a [M] tal que ¡j j Q (E>.) para toda 

>. E A. Sea T de v - torsión y f : T -+ E, entonces 11'>. o f = O para todo>. E A, 

por lo que f = O, por lo tanto T es de r¡ - torsión, de donde v j "l. Por lo tanto 

/\ (Q (E>.)) = Q mM E>.) . • 
>.eA 

Proposición 3.17 Sea ([ es una clase contenida en M - tors y supongamos que para 

cada T en ([ , Tr es la clase de torsión de T' entonces n Tr es una clase de torsión 
Te~ 

hereditaria y es la clase de torsión que corresponde a /\ T. 
Te~ 

Dem: Sea {T>'LeA una familia de elementos de n Tr, entonces para toda 
Te~ 

>. E A tenemos que T>. E Tr para toda T en ([, por lo que U T>. está en Tr para toda 
>.eA 

>. E A, es decir que U T>. está en n Tr. Si T está en n Tr y K::; T, entonces T está 
>.eA Te! Te! 

en Tr para todo T en ([, por lo que tanto K como 1i están en Tr para todo T en ([, es 

decir K y 1i están en n Tr . Así n Tr es clase de torsión hereditaria. Sea v la teoría 
Te~ Te! 

de torsión cuya clase de torsión es n Tr . v j T para toda T en ([, pues n Tr e Tr 
Te~ Te~ 

para toda T en ([. Ahora, si "1 es otra teoría de torsión hereditaria en a [M], con clase 

de torsión 7;, y tal que "1 j T para toda T en ([, entonces T" e Tr para toda T en ([, 

es decir 7;, e n Tr , con lo que r¡ j v , es decir v = /\ T . • 
rE( TE~ 

Proposición 3.18 Todo conjunto de teorías de torsión hereditarias en a [M] tiene 

ínfimo. 

Dem: Sea {T>.} >.eA una familia de teorías de torsión hereditarias y supongamos 

que para cada>. E A la teoría de torsión T>. está cogenera por el M - inyectivo E>., es 

decir T>. = Q (E>.) . Por la proposición anterior , Q (11,\1 E>.) es el ínfimo de {T>.LeA' • 

Claramente las teorías de torsión <; = (a [M] ,O) y ~ = (O, a [M]) son hereditarias 

y ~ j T j <; para toda T en M - torso 

Con respecto de la teoría de torsión ~ = (O, a [M]) tenemos el siguiente resultado. 

Proposición 3.19 Sea E un objeto inyectivo en a [M] . Entonces E cogenera a ~ = 

(O, a [M]) si y sólo si E cogenera a la categoría a [M]. 

Dem: Supongamos que E cogenera a~ = (O, a [M]), es decir, si HomR (T, E) = 
O, entonces T = O. Sea A !... B un morfismo no cero en a [M], con factorización 
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A !2. Im / !!. B, donde /1 es epimorfismo y h monomorfismo. Si a : Im / -+ E es un 

morfismo cualquiera existe o : B -+ E tal que el siguiente diagrama conmuta 

Im/ !!.. B 

aL /0 
E 

pero O = o o / = o o h o /1, con lo que O = o o h = a, por lo tanto Im / = O, lo 

cual no es posible, de donde existe h : B -+ E tal que h o / es distinto de cero. Por 

lo tanto E cogenera a (J [M]. 

Supongamos ahora que E es un objeto M - inyectivo cogenerador de (J [M]. 

Queremos probar que E cogenera a ~ = (O, (J [M]), para esto, sea T un objeto en 

(J [M] tal que HornR (T, E) = O, si TolO, existe x E T no cero, entonces el morfismo 

inclusión / : (x) -+ T es no cero, pero E cogenera a (J [M], por lo que existe h : T -+ E 

tal que ho / # O, lo cual no es posible pues h E H ornR (T, E) = O. Por lo tanto T = O, 

de donde E cogenera a ~ = (O, (J [M]) .• 

Como consecuencia directa de la proposición anterior, tenemos que la categoría 

(J [M] tiene un cogenerador inyectivo y por la proposición (3.15) , éste es el producto 

directo en la categoría (J [M] de las cápsulas M - inyectivas de todos los cíclicos de 

(J[M]. 

Con respecto a la correspondencia "*" de la sección anterior tenemos el siguiente 

resultado. 

Teorema 3.2 Si restringimos la relación "* " a R - tors , tenemos una correspon­

dencia suprayectiva que respeta el orden de R - tors a lvl - torso 

Dem: Sea 

<p : R - tors -+ ¡'vi - tors 

<p (T) = T' 

Recordemos que T' = (7', F') , donde 

7.,.. {T en (J [A] : T es de T - tor sión} 

F T • {F en (J [A] : Fes T -libre de torsión}, 

por el teorema (3.1) tenemos que si T está en R - tors, entonces T' es elemento de 

M - tors, con lo que <p es una correspondencia de R - tors a M - tors y como 
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"*" respeta el orden :p también lo hace. Falta probar que r.p es suprayectiva. Sea 

r = (T, F) E M - tors, probaremos que la clase de los módulos :=: (T) - libres 

de torsión es cerrada bajo cápsulas inyectivas. Sea F :=: (T) - libre de torsión y 

supongamos que existe f : T --> E (F) no cero, para algún T en T, recordemos que 

la clase de los módulos :=: (T) -libres de torsión es 

{F en R - Mod: HarnR (T, F) = O VT en T}, 

entonces Im f está en T y como F es esencial en E (F) tenemos que Im f n F " O e 

Im f n Festá en T y en F, lo cual no es posible. Por lo tanto H arnR (T, E (F)) = O 

para todo T en T, es decir E (F) es :=: (T) -libre de torsión .• 

Sea r en M - tors, entonces existe F inyectivo en a [M] que cogenera a r. Sea 

E = E (F), la cápsula inyectiva de F en R - Mod y r~ = Q (E), por lo cual r; está 

en R - torso Si T es de T - torsión y f : T -> E entonces Imf está en a [M] yes 

de T - torsión, como T es hereditaria Im f n F es de T - torsión y como Im f n Fes 

submódulo de F tenemos que Im fnF es r-libre de torsión, por lo tanto Im fnF = O, 

de donde Im f = o. Por lo tanto r :; r l¡'. 

Sea T de T I¡, - torsión, entonces T está en a [M] Yes de r~ - torsión, por lo que 

H arnR (T, E) = O. Sea f : T --> F entonces si i : F --> E es monomorfismo i o f = O, 

de donde f = O. Por lo tanto H arnR (T, F) = O, es decir T es de T - torsión. Entonces 

r;· :; T. Por todo lo anterior TO Y T; están en la fibra de T de r.p. 

Teorema 3.4 Si r es teoría de torsión hereditaria en a [M] cogenerada por el inyec­

tivo F en a [M], entonces la fibra de T de la correspondencia r.p es el intervalo [TO, r/¡] 

de R - torso 

Dem: Sea v en R - tors tal que v· = T. Entonces todo módulo en a [M] 

T -libre de torsión es v - libre de torsión, en particular F es v -libre de torsión, 

por lo que E = E (F) es v - libre de torsión, pero r; es la mayor teoría de torsión 

tal que E es libre de torsión, por lo que v :; r/¡ . Ya sabíamos que si v· = T, entonces 

TO :; v . • 



Capítulo 4 

Filtros Lineales 

En lo que sigue, consideramos N un R - módulo izquierdo, K un submódulo de 

N y x E N. El ideal izquierdo de R 

(K: x) = {T E R : TX E K} 

es llamado el conductor de x en K. En particular, al conductor (O: x) se le llama el 

Anulador de x y se denota por An (x). 

Un conjunto ~ de ideales izquierdos del anillo R se llama filtro lineal izquierdo de 

R si cumple con los siguientes 8.,'(iomas: 

1. Si 1 E ~ Y J es un ideal izquierdo de R tal que 1 <;:; J , entonces J E ~. 

2. Si 1 Y J son elementos de ~ entonces 1 n J E ~. 

3. Si 1 E ~ entonces para todo x E R el ideal (I : x) E ~. 

Un filtro lineal izquierdo ~ de R se llama filtro de Gabriel si además se cumple 

que: 

4. Si 1 es ideal izquierdo de R y existe J E ~ tal que para todo x E J el ideal 

izquierdo (I : x) E ~ se tiene que 1 es elemento de ~. 

En [S] se da una correspondencia biyectiva entre los filtros lineales de R con 

la clase de todas las familias de R - módulos que son cerradas bajo submódulos, 

sumas directas y cocientes, (clases de pretorsión hereditarias) y otra entre los filtros 

de Gabriel y R - torso 

En esta parte extenderemos estas nociones a a [M] . 
En adelante a un filtro lineal izquierdo lo denominaremos simplemente filtro lineal. 

109 
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4.1. Filtros lineales 

Sean T en M - tars y K un R - módulo izquierdo. Un submódulo L de K es 

T - M - denso en K si el cociente K / L es un objeto de T - torsión en (j [M]. En 

el caso que K sea un objeto en (j [M] diremos que Les T - denso en K , en vez de 

T - NI - denso y si T es la teoría de torsión ((j [M] , O) diremos M - denso en vez de 

T - NI - denso. 

Sea T en M - tar s y consideremos 

~T = {I ::; R : 1 es T - NI - denso en R} 

y si , = ((j [M] , O) denotaremos por ~M a ~(. 

Teorema 4.1 Para cualquier T en NI - tors, ~T es filtro lineal en R. 

Dem: 1. Sea 1 E ~T Y J 2 1 entonces tenemos el epimorfismo 

cp:~ -.~ 
cp (x + 1) = x + J 

como (j [M] es cerrada bajo cocientes R / J es objeto en (j [M] Y es de T - torsión , es 

decir, J está en ~T. 

2. Si 1 Y J están en ~T consideremos el monomorfismo 

cp : I~J -. ~ $ ~ 
cp (x + (I n J)) = (x + 1, x + J) 

entonces (I n J) E ~T. 

3. Sea 1 E ~T Y x E R entonces tenemos el monomorfismo 

entonces (1: x) E ~T . • 

cp .R -.R 
. (l :x) T 

cp (y + (I : x)) = yx + 1 

Teorema 4.2 Para cualquier teoría de torsión T en M -tors se cumple la propiedad 

siguiente: 

4. Si 1 E ~M Y existe J E ~T tal que para toda x E J se tiene (I: x) E ~T entonces 

1 E ~T. 
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Dem: Sea 1 E <;SM Y J E <;Sr tal que para toda x E J se tiene (I : x) E <;Sr. 

Si X E J Y l' E (1: x) entonces rx E 1 Y como J es ideal izquierdo entonces rx E J, 

es decir, rx E 1 n J, de donde l' E (1 n J : x). Por otro lado, como 1 n J e 1 se tiene 

que (I : x) 2 (I n J : x). 

De este par de hechos tenemos que para toda x E J se satisface (1 : x) = (I n J : x) 

y de aquí que (I n J : x) E <;Sr, de donde, R/ (I n J : x) es objeto de (J' [M] de T -

torsión.. Para cada x E J consideremos el morfismo 

I n ' R --+ J 
TX • (InJ ,x) InJ 

l' + (I n J : x) t-+ rx + (I n J) 

estos morfismos inducen el morfismo 

'P : E9xEJ (In5,x) --+ I~J 
'P ((rx + (I n J: x))xEJ) = ¿ (rxx + (I n J)) 

el cual es epimorfismo, y como (J' [M] es cerrada bajo sumas directas y cocientes y T 

es una teoría de torsión, tenemos que JI (I n J) es objeto de T - torsión. en (J' [M]. 

Por otro lado como RI J está en (J' [M ] Y es de T - torsión. y 

R B. __ ~_J_ 

1 + J - IjJ 

tenemos que RI (I + J) es un objeto (J' [M] de T - torsión. . 

Finalmente, como 1 es M - denso RI1 está en (J' [.'\t!] . 
De lo anterior tenemos la siguiente sucesión de módulos y morfismos 

O JfR9R O 
---+ I n J ---+ 7 --+ I+J ---+ 

f (x + (I n J)) = x + 1 

9 (x + I) = x + (I + J) 

que es una sucesión exacta en (J' [M] Y como T es cerrada bajo extensiones de (J' [M] 
RI1 es de T - torsión, es decir, 1 E <;Sr .• 

Ahora tomemos <;S un filtro lineal para R que cumpla la propiedad (4) del teorema 

anterior y supongamos que <;S consta sólo de ideales izquierdos M - densos en R y 

T'j = {N objeto de (J' [M] : para toda x E N, An (x) E <;S} 

Teorema 4.3 T'j es cerrada bajo cocientes, sumas directas, extensiones y submódu-
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los. Por lo tanto, existe una única teoría de torsión hereditaria TQ en a [M] , pam la 

cual TQ es su clase de torsión. 

Dem: 1. Sea N en TQ y K ~ N, si x E N, entonces An (x) e An (x + K). 

Como An (x) E SS, tenemos que An (x + K) E SS, esto es, NI K E TQ . 

2. Sea {N>.heA un conjunto de objetos en TQ , sea (x>')>.eA E EB>. N>., sean X>'ll 

X>'2" .. , X>,. las coordenadas de (x>')>.eA distintas de cero, entonces An ((x>')>.eA) 
n n An (x>..), de donde concluimos que EB>. NA E TQ . 

i=l 
3. Consideremos la siguiente sucesión exacta en a [M] 

o ---+ N' ---+ N ---+ N ---+ O 
N' 

con N' Y fj. en TQ , sea x E N, entonces An (x + N') E SS Y para todo rE An (x + N') 

rx E N', de donde An (rx) E SS. 

Por otro lado, si r E An (x + N') tenemos que s E (An (x) : r) es decir, sr E 

An (x) , lo que equivale a (sr) x = O, si y sólo si, s (rx) = O, de donde, s E An (rx). 

Concluimos que (An (x) : r) E SS para toda rE An (x + N'), es decir An (x) E SS. Por 

lo tanto, N E TQ . 

4. Sea N en TQ y K ~ N, entonces si x E K tenemos que x E N, de donde, 

An (x) E SS, esto es, K E 'TQ . • 

A un filtro lineal que consta de ideales M - densos lo llamaremos filtro M -lineal. 

Si cumple además con la propiedad del teorema (4.2), lo llamaremos filtro de M -

Gabriel. 

Denotemos por M - Gab al conjunto de todos los filtros de M - Gabriel. Tenemos 

el siguiente resultado: 

Teorema 4.4 Existe una correspondencia biyectiva entre M - Gab y M - torso 

Dem: Consideremos 

el>: M - Gab - M - tors 

y 

llJ : M - tors --+ lvI - Gab 
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Sea T en M -tars y sea N un objeto de T-tarsián en u [M] y x E N. Entonces (x) es 

un objeto de T - torsián en u [M]. Como (x) ~ R/An (x), tenemos que An (x) E ~T 

Y por lo tanto N es de T'i)T - tor sián, esto es T :S T'i)T' • 

Sea N de T'i)T - tar sián en u [M], entonces para toda x E N se tiene que An (x) E 

~n de donde (x) ~ R/ An(x) es un objeto de T-tarsián en u[M]. Así, EBJ:EN (x) es 

objeto de T - torsián en u [M], por lo que N es de T - torsián. Por lo tanto T'i)T :S T. 

De lo anterior se deduce que q. o IV = 1M-tor • . 

Sea ~ en M - Gab e 1 E ~, entonces R/ I esta en u [M] y si r + 1 E R/ I tenemos 

que An (r + I) = (l: r) está en ~, es decir , R/I es de T'i) - torsián, esto es, 1 E ~T,,' 

Por lo tanto ~ ¡:;; ~T". 

Sea 1 E ~T" entonces R/ I es objeto de u [M] y es de T'i) - tarsián, entonces 

para toda r E R tenemos An (r + I) E ~, es decir , (l : r) E ~ para toda r E R, en 

particular 1 = (l : 1) E ~, de donde, ~T" ¡:;; ~. 

Por lo tanto ~ = ~T" Y de esto IV o q. = 1 M -Cab . • 

4.2. Anillos y módulos topológicos 

Un anillo topológico es un anillo R que consta de una topología de tal forma que 

las funciones 

y 

tp :R x R-+R 

tp(x,y) = x+y 

1jJ : RxR-+R 

1jJ(x,y) = xy 

son continuas, considerando a R x R con la topología producto. 

Si R es anillo topológico, decimos que un R - módulo izquierdo M es un módulo 

topológico si M tiene una topología tal que las siguientes funciones 

¡¡.:MxM-+M 

¡¡.(x,y)=x+y 
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y 

v:RxM~M 

v(r,x)=rx 

son continuas. 

Proposición 4.1 Si R es un anillo topológico, M es un módulo topológico, r E R Y 

m E M fijos, entonces las funciones 

son homeomorfismos. 

ir: R ..... R 

ir (x) = r + x 

m+x 

Dem: Probaremos que ir es homeomorfismo, ya que la prueba de la segunda 

parte es análogala. 

Sea x E R y A e R abierto tal que r+x E A, como cp es continua, existen VeR y 

W e R abiertos tales que, r E V y x E W Y cp (V x W) e A, es decir, para cualquier 

y E W tenemos que (r, y) E V x W y por lo tanto r + y E A, por lo que ir (W) e A 

y de aquí ir es continua. Por último, notemos que i;l = i-r que es de la misma 

forma que ir y por lo tanto continua . • 

De la proposición anterior se desprende que A e R ( respectivamente A e M) 

es abierto, si y sólo si, r + A (m + A resp.) es abierto. De esto último, si x E R 

(x E M rep.) cualquiera y V es una vecindad de x, si y sólo si , existe W una vecindad 

del cero tal que x + W = V. Es decir, la topología para R (resp. M) está completa­

mente determinada por las vecindades del cero. Entonces para darle una topología a 

R (M resp.) basta con dar las vecindades del cero. 

Sea X un espacio topológico y x E X . Una base de vecindades x es una familia 

f3 de vecindades de x tal que para cualquier vecindad N de x existe A E f3 tal que 

A e N. Así, si R es anillo topológico, M es R - módulo topológico y f3 e M es una 

base de vecindades del O, entonces B e M es abierto, si y sólo si, para todo b E B, 

existe V E f3 tal que x + Ve B. 
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En lo que sigue usaremos la notación y conceptos estándar de la teoría básica 

sobre espacios topológicos, la cual no desarrollaremos aquí, nos limitaremos a probar 

solo los resultados necesarios para nuestro trabajo. 

Proposición 4.2 Si R es anillo topológico, M es módulo topológico, f3 base de vecin­

dades de O que consta sólo de submódulos de M y A un subconjunto de M, entonces 

la cerradura de A es: 

A = n {A + V: V E f3}. 

Por lo tanto O = n V. 
I/ E¡9 

Dem: Sea b E A, entonces cualquier vecindad de b intersecta a A, por lo cual 

para toda V E f3 tenemos A n (b + V) # 0. Sea V E f3 y a E A n (b + V), entonces 

a = b+v, con v E V, de donde b = a-v E A+ V. Por lo tanto A e n {A + V: V E f3}. 
Sea b E n {A + V : V E f3} y sea B abierto tal que b E B, entonces existe V E f3 tal 

que b+V e B , entoncesb = a+v , cona E Ayv E V, con loquea = b-v E b+V e B, 

por lo tanto a E A n B y de aquí que b E A. De donde n {A + V : V E f3} e A. • 

Proposición 4.3 Si 'J es filtro lineal para el anillo R , existe una única topología para 

R de tal forma que R es anillo topológico y 'J es base de vecindades del cero. 

Dem: Consideremos '][' e 2R definido con la siguiente propiedad: 

A E '][' si A = 0 o si para cada x E A existe 1 E 'J tal que x + 1 e A. 

Primero probemos que '][' es topología. 

1. Es claro que 0 y R están en ']['. 

2. Sean A y B en '][' y x E A n B entonces existen 1 y J en 'J tales que x + 1 e A 

y x + J e B. Como 'Jes filtro lineal 1 n J E 'J. Sea y E x + (I n J), entonces 

existe r E 1 n J, tal que y = x + r E (x + 1) n (x + J) e A n B , esto es 

x + (I n J) e A n B y por lo tanto A n B E ']['. 

3. Sea {A~hEA un conjunto de elementos de '][' y x E UA A~ entonces existe A E A 

tal que x E A~ Y existe 1 E 'J tal que x + 1 e A~ y por lo tanto x + 1 e UA Ax. 

Ahora si A es vecindad de cero existe A' E '][' tal que O E A' e A y existe 1 E 'J 

tal que 1 = O + 1 e A' e A, es decir, 'J es base de vecindades del cero. 

Para ver la continuidad de las operaciones primero consideremos x, y E R Y A 

un abierto, tal que x + y E A. Entonces existe 1 E 'J tal que (x + y) + 1 E A, sea 
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(r, s) E (x + I) x (y + I), existen t¡ y t2 en 1 tales que r = x + t¡ Y s = y + t2, de 

donde r + s = x + y + t¡ + t2 E (x + y) + 1 e A. 

Sean, nuevamente, x, y E R Y A abierto tal que xy E A, entonces existe 1 E <;S 

tal que (xy) + 1 e A, como ~ es filtro lineal (I : y) E ~, consideremos ahora (r, s) E 

(x + (l : y)) X (y + I) entonces existen t¡ E (I: y) y t2 E 1 tales que r = x + t¡ Y 

s = y + t2, de donde, rs = xy + xt2 + t¡y + t¡t2 E xy + 1 e A. 

Finalmente, si existe § topología para R, esdecir (R, §) es un anillo topológico, con 

base de vecindades del cero~. Para ver que 1l' = § basta probar que ambas topologías 

tienen las mismas vecindades abiertas del cero. Sea VT vecindad abierta del cero con 

respecto de 1l', entonces existe 1 E ~ tal que 1 e VT pero ~ es base de vecindades del 

cero con respecto de § entonces VT es vecindad del cero con respecto de §. Del mismo 

modo se prueba que una vecindad del cero con respecto de § es vecindad del cero con 

respecto de 1l' .• 

A una topología para R que tiene como base de vecindades del cero un filtro lineal 

la llamaremos topología lineal y en virtud de esta definición da lo mismo hablar de 

topología lineal que de filtro lineal. 

Consideremos ahora !vI un R - módulo izquierdo, ~ e ~M y definamos 

~(N) = {K:::: N: para toda x E N, (K: x) E~} 

Entonces ~ (N) cumple con el siguiente teorema: 

Teorema 4.5 1. Si K, L E ~ (N), entonces K n L E ~ (N). 

2. Si K E ~(N) Y L:::: N tal que K e L, entonces L E ~(N) . 

3. Si [( E ~ (N) Y x E N, se tiene que (K : x) E ~ (N). 

Si además ~ es filtro de M - Gabriel, tenemos: 

4. Si K :::: N y existe L E ~(N) tal que pam toda x E L tenemos (K : x) E ~, 

entonces K E ~ (N) . 

Dem: 1. Si x E N entonces r E (K n L : x) , si y sólo si, rx E K n L, o bien, 

r E (K: x) y r E (L : x), es decir (K n L : x) = (K: x) n (L : x). De lo anterior, 

tenemos que si K , L E ~ (N), entonces K n L E ~ (N) . 

2. Si K e L, x E N Y r E (K: x), entonces rx E K e L, de donde, r E (L : x). 

Así, (K: x) e (L : x). 

3. Se sigue directo de la definición. 

Supongamos ahora que ~ es de M - Gabriel . 

4. Sea K:::: N y sea L E ~ (N) tal que para toda x E L , tenemos que (K : x) E ~. 
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Sea y E N Y consideremos J = (L : y), como LE 'J (N) J E 'J, sea rE J entonces 

s E ((K: y) : r) si y sólo si sr E (K: y), ésto equivale a decir que (sr) y E K, 

equivalentemente, s (ry) E K, si y sólo si s E (K: ry) . Por lo que, ((K: y) : r) = 

(K: ry) . Como r E J, tenemos que ry E L, por lo tanto (K: ry) E 'J. Finalmente, 

como 'J es de M - Gabriel (K: y) E 'J de donde K esta en 'J (N) .• 

Tomando en cuenta la proposición anterior se puede hacer una demostración análo­

ga a la de la proposición (4.3) para la proposición siguiente: 

Proposición 4.4 Si'J es filtro M -lineal para el anillo R y N es un objeto en a [M] 

existe una única topología para N de tal forma que N es módulo topológico y 'J ( N) 

es base de vecindades del cero .• 

A la topología de la proposición anterior le llamaremos la 'J-topología para N. 

En adelante a todo N objeto de a [M] lo consideraremos como espacio topológico con 

la 'J-topología. 

Los elementos de 'J (N) cumple con ser abiertos y cerrados como lo indica la 

siguiente proposición. 

Proposición 4.5 Todo K E 'J (N) es cerrado. 

Dem: Sea K E 'J (N) , entonces para toda x E N tenemos que la clase lateral 

x + K es un abierto. Recordemos que N es la unión ajena de las clases laterales 

módulo K, por lo tanto N" K = U (x + K), es decir N" K es abierto, de donde 
x't K 

K es cerrado .• 

Proposición 4.6 Sea N un objeto de a [M]. Para todo K submódulo de N, se tiene 

que 

K= n L. 
LE'21(N) 
K~L 

Por lo tanto, 

0= n L. 
LE'21(N) 

Dem: Por la proposición (4.2) tenemos que K = n {K + L : L E 'J (N)}. Por 

otro lado, si L E 'J (N) , entonces K + L es un elemento de 'J (N) que contiene a K 

y si L es un elemento de 'J (N) que contiene a K, entonces L = K + L, por lo que 

K= n L.. 
LE'21(N) 
K~L 

Otras propiedades que cumple 'J (N) nos la da el siguiente resultado. 
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Proposición 4.7 1. Si N es un objeto en a [M] Y K ::; N, entonces 'S (N) e 'S (K). 

2. f? E 'S(~) siysólosiLE'S(N) yK::;L. 

Dem: 1. Sea L E 'S (N), entonces para toda x E N se tiene (L : x) E 'S, en 

particular (L: x) E'S para toda x E K, por lo que L E 'S(K). 

2. El resultado se sigue del hecho que para toda x E N Y K ::; L ::; N, tenemos 

rE (f?: x+K), si y sólo si, rx+K E f?, si y sólo si, rx E L, si y sólo si, r E (L: x), 

es decir (f? : x + K) = (L: x) . • 

En la siguiente proposición se da una caracterización de los objetos de torsión en 

a [M] , para una teoría de torsión r E M - tors, en términos de la 'Sr-topología. 

Proposición 4.8 Si r esta en M - tors y N es un objeto de a [M] , entonces N es 

de r - torsión si y sólo si 'Sr (N) = L (N). 

Dem: Supongamos que N es de r - torsión. La contención 'Sr (N) e L (N) 

siempre se da. Sea K ::; N Y x E N. Como N es de torsión, N/K es de torsión y es 

cíclico generado por x + K, pero (x + K) ~ R/ (K: x), por lo tanto (K: x) E 'Sr, 

esto es, [( E 'Sr (N) . 

Ahora asumamos la igualdad 'Sr (N) = L (N) Y consideremos r (N) la parte de 

r - torsión de N y supongamos que existe x E N \ r (N) , como 'Sr (N) = L (N) , 

tenemos que r(N) E 'Sr (iV), de donde (r(N): x) E 'Sr, es decir, R/(r(N) : x) es 

de torsión, por lo tanto (x + r (N)) es de torsión y libre de torsión, pues N/r (N) es 

libre de torsión, de donde concluimos que x + r (N) = 0, lo cual no es posible. Por lo 

tanto, N = r (N) .• 

Sea 'S un filtro de M -Gabriel y N un objeto en a [M] , definamos eN = n K. 
K E'::1(N) 

Por la proposición (4.7) tenemos que si K ::; N, entonces 'S (N) e 'S (K) , por lo 

que si x E eK , entonces x E L para toda L E 'S (K), en particular x E L para toda 

L E 'S (N), por lo que x E eN. Por lo tanto eK ::; eN. 

Proposición 4.9 Si consideramos a N con la 'S - topología tenemos que N es de 

Hausdorff si y sólo si cN = {O} . 

Dem: Supongamos que N es de Hausdorff y supongamos que existe x E eN 

no cero entonces x E K para toda K E 'S (N). Por otro lado, N Hausdorff implica 

que existen A y B subconjuntos abiertos de N ajenos tal que ° E A Y x E B y como 

'S (N) es base de vecindades de O existe Ko E 'S (N) tal que [(o e A por lo tanto 

x 1: Ko lo cual no es posible, por lo tanto x = o. 
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Supongamos cN = {O} Y sean x, y E N distintos entonces x - y i- O, existe 

Ko E SS' (N) tal que x - y ~ Ko, si existe z E (x + Ko) n (y + Ko) entonces existen 

k¡, k2 E Ko tal que z = x + k¡ = Y + k2 , de donde, x - y = k2 - k¡ E Ko lo cual no 

pasa, por lo tanto (x + Ko) n (y + Ko) = 0, esto es, N es de Hausdorff. _ 

Proposición 4.10 Si SS' un filtro de M - GaÓT'iel y N un objeto en a [M] , entonces 

K::; N es cerrado si y sólo si c (ff) = O. 

Dem: Si K es cerrado, entonces K = n L, por lo que, si x + K E c (ff) = 
LE'i1(N ) 
K~L 

n fl, entonces x E 
1?E'i1( ~) 

L para toda L E SS' (N) tal que K ::; L, por lo que x E 

n L=K. 
LE'i1(N) 
K~L 

Supongamosahoraquec(ff)=OyseaxE n L,entoncesx+KE n fl 
LE'i1( N ) -k-E'i1(~) 
K~L 

O, por lo tanto x E K. De todo esto concluimos que K = n L, de donde K es 
LE 'i1(N) 
K~L 

cerrado. _ 

Si SS' es un filtro de M - Gabriel, definimos 

IHI = {N E a [M] : cN = O} 

Como consecuencia de la proposición anterior tenemos que K ::; N cerrado, con­

siderando a N con la SS'-topologfa, si y sólo si ff E IHI. 

Proposición 4.11 Si T E M - tors entonces SS'T es un filtro de M - GaÓT'iel y, para 

este caso, si N es objeto de T - torsión en (J [M], entonces N E IHI. 

Dem: Sea N objeto de r - torsión en a [M], entonces por la proposición (4.8) 
SS'T (N) = L (N), con lo que cN = n K = O. _ 

K~N 

Proposición 4.12 Si T E M - tors , entonces para todo objeto N en a [M] tenemos 

que 

SS'T (N) = {K::; N: Z de T - torsión}. 

Dem: Sea K E SS'T (N) , entonces para toda x E N tenemos que (K : x) E SS'T' 

es decir (KRx) es de T - torsión y como (x + K) ~ (K~X ) tenemos que para todo 
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x + K E ft el cíclico generado por x + K es de ¡-torsión, como todo módulo es 

cociente de la suma directa de todos sus submódulos cíclicos, concluimos que ft es de 

¡-torsión. 

Inversamente, si K :::; N tal que ft es de ¡-torsión, entonces para toda x E N 

se cumple que (x + K) es de i - tor sión, por lo que ( K~x) es de i - tor sión, de donde 

(K: x) E ~T para todo x E N, por lo que K E ~T (N) .• 

Proposición 4.13 Si i E M - tors, entonces tomando en cuenta que 

JH[ = {N objeto de a [M] : cN = O} 

tenemos que: N E JH[ si y s610 si existe una familia {TALEA de objetos de ¡ - torsión 

en a [M] y un monomorfismo I.{!: N -+ nM TA· 

Dem: Supongamos que N E JH[, entonces eN = 0, es decir n f( = O. 

Recordemos que n K es el núcleo del morfismos 
KE'i:J,(N) 

I.{!:N-+ n -;: 
( ) 

N 

KE'i:J,(N) M 1\ 

KE'i:J,(N) 

inducido por la familia de proyecciones canónicas {7]K : N -+ ft} KE'i:J, (N)" Como sabe­

mos que n K = 0 , concluimos que I.{! es monomorfismo y tf es de ¡-torsión 
KE'i:J,(N) 

para todo K E ~T (N) . 

Supongamos que existe un monomorfismo I.{! : N -+ nM TA con TA de ¡ -torsión 

para toda A E A, entonces ° = N Ul.{! = n N u (rr A o I.{!). Por otro lado, para todo 
AEA 

A E A, 1m (rrA o I.{!) ::::. Nu(~,o'P) y como Im (rrA o I.{!) :::; TA, Nu(~,o'P) es de ¡ - torsión, 
por lo tanto Nu (rrA o I.{!) E ~T (N) para toda A E A, por lo que eN e n Nu (rrA o I.{!), 

AEA 

de donde eN = 0, es decir N E JH[ • • 

Corolario 4.13.1 Para toda i E M - tor s, la clase de objetos de a [M] de i - tor sión 

eogenera a JH[ . • 
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4.3. Inyectividad Relativa a una Teoría de Torsión 

Sea T en M - tors, un módulo N en (J [M] es T - inyectivo si para toda sucesión 

exacta en (J [M] 
o ---> L' ~ L ..!..... L" ---> O 

con L" de T - torsión y todo modismo f : L' -+ N existe un morfismo 1 que hace 

conmutativo el siguiente diagrama 

O ---+ L' ~ L 

f ! ,/ 1 
N 

Notemos que este concepto es más general que el concepto conocido de inyectivo. 

Ejemplo 4.1 Si N es objeto inyectivo en la categoría (J [M]' entonces N es T -

inyectivo pam todo T en M - torso 

Ejemplo 4.2 Sea Te la teoría de torsión de Coldie, entonces N es Te - inyectivo si 

y sólo si N es inyectivo. 

Pam probar esto, primero notemos que si N es inyectivo, también N es Te-inyectivo. 

Supongamos ahora que N es Te-inyectivo. Para probar que N es inyectivo, tomemos 

1 un ideal izquierdo de R y f : 1 -+ N un morfismo cualquiera. Sea J un R -

complemento de 1, entonces 1 EB J :::! R , definamos 1: 1 EB J -+ N como 1 (x + y) = 

f (x) pam toda x E 1 e y E J, 1 está bien definida pues los elementos de 1 EB J 

se expresan de manera única. Es claro que 1 es morfismo que hace conmutativo el 

siguiente diagrama 
1 --->I EB J 

f! ,/1 
N 

Del hecho que IEBJ es ideal izquierdo es!:.,ncial de R , tenemos que I:J es de Te-torsión 

y como N es Te - inyectivo, existe J : R -+ N tal que el siguiente diagrama es 

conmutativo 
I EB J ---+R 

1! ,/J 
N 



122 

por lo que 
1 --+ R 

n /J 
N 

conmuta. Por lo tanto N es inyectivo. 

En lo que sigue probaremos algunos resultados que nos serán útiles, que si los 

restringimos a la teoría de torsión trivial en 17 [R) darán lo ya conocido para R - M od. 

En el siguiente resultado probaremos que para cualquier T en M - tOT s y N objeto 

de 17 [M) , si N es inyectivo con respecto de toda sucesión exacta del tipo 

R 
O-.I-.R-.--.O 

1 ' 

con R/I en 17 [M) de T - torsión, entonces N es T - inyectivo. 

Teorema 4.6 Sea T en M - tors y N un objeto en 17 [M) que cumple la siguiente 

propiedad: 

Pam todo 1 E ~T Y todo morfismo J : 1 -. N existe J : R -. N tal que J 11= J. 
Entonces N es T - inyectivo. 

Dem: Consideremos K' T - denso en K y J : K' -. N. 

Sea A={ (L,g):K'::;L::;K , g:L-.NY} 
g IK'= J 

ordenado de la siguiente manera: 

(L,g) ::; (L' , g') ~ L::; L'yg' IL= g. 

Se puede ver fácilmente que este conjunto es parcialmente ordenado y cumple con 

las hipótesis del lema de Zom. Sea (Lo , go) un máximo de A, notemos que K' ::; Lo 

::; K y de aquí que Lo sea un objeto de 17 [M) y go IK'= J, para concluir con la 

demostración probaremos que Lo = K . 

Supongamos que Lo #- K y consideremos x E K \ Lo e 1 = (Lo: x). 

Notemos que (x+K') ::; K / K' , de donde (x+K') esta en 17 [M) yes de T ­

torsión, además (K': x) ~ An (x + K') y (x + K') ~ R/An (x + K'). De todo esto 

(K' : x) E ~T' 
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Si r E (K' : x) entonces rx E K' e Lo, es decir (K' : x) e (Lo: x) y por lo tanto 

(Lo: x) E ~T' 

Consideremos el morfismo 

ep I-+N 

ep (r) 90 (rx) 

por hipótesis existe <¡; : R -+ N tal que <¡; 11= ep, definamos 

91 

91 (y + rx) 

Lo+Rx-+N 

90 (y) + <¡;(r) 

y con esto (Lo, 90) :$ (Lo + Rx,91) lo cual es un absurdo._ 

Teorema 4.7 Si N es un objeto T - inyectivo en O' [M], con T en M - tors Y N 

T - denso en L en O' [M] , entonces existe N' en O' [M] tal que L = N EB N' . 

Dem: Considerando la sucesión 

o -+ N '--> L -+ LIN -+ O 

IN ! 
N 

como N es de T - denso en L entonces LIN es de torsión, de donde obtenemos un 

morfismo f : L -+ N que restringido a N nos da I N. Por lo tanto L ~ N EB LI N. _ 

Si N es un objeto de O' [M] Y T está en M - tors , la cápsula T - inyectiva de N 

es un objeto T - inyectivo que contiene esencialmente a N. 

Si consideramos la cápsula M - inyectiva E(N) de N, tenemos T (E (N) IN) ::; 

E (N) IN, de donde existe K tal que N ::; K ::; E (N) Y K I N = T (E (N) IN) . Como 

N es esencial en E (N) también N es esencial en K , para ver que K es T - inyectivo 

consideremos el siguiente diagrama, con L" de T - torsián , 

O l' " L 
B 

L" O -+ --+ --+ -+ 

f ! 
O -+ K '--> E(N) --+ 

E(N) 
-+ O K 

por ser E (N) M - inyectivo existe J : L -+ E (N) tal que J o el = f, definiendo 

9 : L" -+ E (N) I K construida del siguiente modo: si x E L", existe y E L de tal 
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forma que f3 (y) = x, entonces definimos 9 (x) = 1 (y) + K. La definición de 9 no 

depende de la elección que hagamos de la y, pues si y' E L es tal que f3 (y) = f3 (y') , 

y - y' E Nuf3 = Ima., es decir, existe z E L' tal que a.(z) = y - y', de aquí 

1 (y) - l(y') l(y - y') 

loa. (z) 

f(Z)EK. 

Se ve fácil que 9 es morfismo y que el siguiente diagrama es conmutativo 

O-+L'~L -.!..... Lit -+ O 

f 1 11 
O -+ K '--+ E(N) -+ O 

• E(N)jN E(N)jN . 
Por otro lado, como E (N) j K = j = ( . ) , que es hbre de 

K N T E(N)jN 

torsión y Lit de torsión, tenemos que 9 = 0, de donde para toda x E L, 1 (x) E K. 

Por lo tanto K es T - inyectivo y como contiene esencialmente a N es su cápsula 

T - inyectiva . • 

En adelante para un objeto N en cr [M] denotaremos por Er (N) a cualquiera de 

sus cápsulas T - inyectivas. 

Observación: Como Er (N) jN es de torsión entonces N es T - denso en Er (N) 

4.4. Teorías de torsión estables 

Una teoría de torsión T en cr [M] es estable si la clase de módulos en cr [M] de 

T - torsión es cerrada bajo cápsulas M - inyectivas . 

En seguida daremos una caracterización de estabilidad. 

Ejemplo 4.3 Si Te es la teoría de torsión de Coldie, tenemos que si K :9 N, en­

tonces % es de Te - torsión. En efecto, supongamos que K :9 N y sea f : % -+ F, 

con F Te - libre de torsión, probaremos que f = O. Sea x + K E % arbitrario y 

hacemos y = f (x + K). Tomemos s E R no cero, si sx E K, entonces sy = 0, por lo 

que 1s E An (y), ahora, si sx (j. K , entonces (sx) n K t 0, por lo que existe r E R 

no cero, tal que rsx E K , de donde rsy = 0, es decir rs E An(y). Por lo tanto 

An (y) :9 R, pero F es no singular, entonces y = 0, de todo esto concluimos que 
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f = O. 

Como consecuencia de lo anterior tenemos que si N es de Ta - torsión, como 

N:9 E (N), entonces Et;) es de Ta - torsión y con esto E (N) es de Ta - torsión. 

Por lo tanto T a es estable. 

Lema 4.14 Si T E M -tors y N es un objeto en (j [M], entonces N es T-inyectivo 

si y solo si N = ET (N) . 

Dem: Supongamos que N es T - inyectivo. Como N es T - denso en ET (N) 

por el teorema (4.7) existe N ' en (j [M] tal que ET (N) = N E9 N', pero N es esencial 

en ET (N) , entonces N' = O. 

Si N = E.,. (N) es claro que N es T - inyectivo. _ 

Teorema 4.8 T en M -tors es estable si y sólo si todo módulo en (j [M] de T-torsión 

y T - inyectivo es M - inyectivo. 

Dem: Supongamos que T es estable y sea N en (j [M] de T - torsión y T -

inyectivo, entonces E (N) es de torsión y de esto también E (N) / N es de torsión. 

Por otro lado como N = E.,. (N) 

O=ET (N) =T(E(N)) 
N N 

de donde N = E(N). 

Sea N de T - tOTsión. De la sucesión exacta 

tenemos que ET (N) es de torsión y por el lema anterior ET (N) es M - iyectivo y 

como contiene esencialmente a N, ET (N) = E (N) . _ 

Finalmente demostraremos el siguiente teorema que es la generalización del teo­

rema 4.1. de [R]. 

Teorema 4.9 Para una teoría de torsión T en M - tor s estable, las siguientes condi­

ciones son equivalentes 

a) Todo módulo simple en (j [Al] de T - torsión es M - inyectivo; 

b) Todo módulo simple en (j [M] de T - torsión es T - inyectivo; 

c) Todo módulo en (j [NI] de T - torsión tiene radical cero; 
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d) Todo módulo cíclico en a [M] de T - torsión tiene radical cero; 

e) Si l está en 'JTl entonces l es intersección de ideales izquierdos máximos; 

f) Si N es un objeto de a [M] y K E 'JT (N) entonces K es intersección de submódu­

los máximos de N; 

g) cN es intersección de submódulos máximos de N, para todo N en a [M]; 

h) Todo elemento de 1HI tiene radical cero; 

i) Si N es un objeto de a [M], entonces cada submódulo cerrado de N, considerando 

a N con la 'JT - topología, es intersección de submódulos máximos de N ; 

j) 1HI tiene un cogenerador en a [M] que es suma directa de módulos simples en a [M]. 

Dem: a) implica b) Se deduce de que todo inyectivo en a [M] es T-inyectivo. 

b) implica c) Sean N en a [M] de T - torsión y x E Rad (N) , supongamos que 

x '1 O, sea No ::; N máximo con la propiedad x ~ No Y consideremos 

K = n {L ::; N : No C; L '1 N} . 

Por ser No máximo tal que x ~ No, tenemos que x E L para toda L que cumple con 

No C; L'I N, por lo que x E K'I N , claramente No ::; K . Si /~o ::; /~ tenemos dos 

casos: si x ~ L, entonces No = L, el otro caso es que x E L, con lo que No C; L '1 N, 

es decir K ::; L, de donde L = K. Por estos dos casos, tenemos que ~ es simple y 

como !: < ;; , !: es de T - torsión, por lo que !: es T - inyectivo. Por la proposición 
no - no Ha 11'0 

(4.7) existe NI tal que No ::; NI ::; N que satisface :fa = ~ Ea *". Si x E NI, entonces 

x + No E ~ n*"= 0 , es decir x E No, lo cual no es posible, por lo tanto x ~ N I, 

de donde NI = No, por lo que ;; = !: que es simple, con esto tenemos que No es 
¡ yo J 'fO 

submódulo máximo de N, entonces x E No, lo cual no es posible. Por lo tanto x = O. 

c) implica d) Es obvio. 

d) implica e) Sea l en 'Jn es decir ~ es objeto de T - torsión en a [M], por lo que 

Rad (~) = O. Sea 

M = {J ::; R:R J es máximo tal que l ::; J} . 

Claramente len J. Para la otra contención primero recordemos que :fe es máximo 
JEM 

en ~ si y sólo si J es ideal máximo de R con la propiedad l ::; J, es decir, :fe es 

máximo en ~ si y sólo si J E M . Sea x E n J, entonces x + lE Rad (~) = 0, por 
JEM 

lo que x E l. 

e) implica b) Sea S objeto simple de a [M] de T - torsión, hay que probar que S 
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es inyectivo con respecto de toda sucesión del tipo 

con ~ es objeto en (J [M] de T - torsión. Sea 1 ~ R tal que ~ es objeto en (J [M] de 

T - torsión y f : 1 -- S, si f = 0, el morfismo cero hace conmutativo el siguiente 

diagrama 

1 '-> R 

f!/ 
S 

Supongamos que f =1= 0, entonces f es epimorfismo, con lo que S ~ N~f Y Nuf 
R 

es submódulo máximo de l. Sabemos que ~ ~ ;F, y por lo que N~f es objeto de 

(J [M] de T - torsión, entonces Nuf E ~T, por lo que Nuf es intersección de ideales 

izquierdos máximos. Notemos que si J es uno de los intersectandos en Nuf, entonces 

Nuf e J, por lo que J E ~T, es decir ~ es objeto de T - torsión en (J [M]. Por 

otro lado, si 1 e J, para toda J que interviene el la intersección de Nuf entonces 

1 e Nuf, con lo que f = 0, lo cual no es posible, por lo tanto existe lo ideal izquierdo 

de R máximo tal que ~ es objeto de (J [M] de T - torsión, Nuf e lo e 1 ct. lo . 1 + lo 

también es elemento de ~T tal que Nuf e 1 + lo e 1 ct. 1 + lo , por lo que R = 1 + lo , 

además Nuf e 1 n lo Y si x E 1 n lo tal que x rt. Nuf, entonces 1 = Nuf + (x) e lo, 

lo cual no es posible, por lo tanto In lo = Nuf. Definamos J: R -- S como sigue: si 

x E 1 Y Xo E lo , entonces J (x + xo) = f (x), notemos que si x+xo = x' +xb, entonces 

x - x' = Xb - xo E Inlo = Nuf, por lo que f (x - x') = 0, es decir f (x) = f (x'), por 

lo tanto J está bien definida. Es claro que J es un morfismo que hace conmutativo el 

siguiente diagrama 

Por lo tanto S es T - inyectivo. 

b) implica a) Sea S objeto simple de (J [M] de T - torsión , entonces S es T -

inyectivo, dado que T es estable, por el teorema (4.8) S es M - inyectivo. 

c) implica f) Sea N un objeto de (J [M] Y K E ~T (N), entonces para toda x E N 

tenemos que (K : x) E ~T, es decir (K~X) es un objeto de (J [M] de T - torsión, 

pero (KRx) es isomorfo al submódulo cíclico de ~ generado por x + K, por lo tanto 

todo submódulo cíclico de ~ es de T - torsión, y como todo módulo es cociente del 
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coproducto de todos sus submódulos cíclicos, tenemos que ~ es de T - torsión, por 

(c) Rad (~) = O. Sea 

M = {L ~ N : L es máximo tal que K ~ L} . 

Claramente K e n L. Para la otra contención primero recordemos que 1? es máxi­
LeM 

mo en ~ si y sólo si L es submódulo máximo de N con la propiedad K ~ L, es decir 

1? es máximo en ~ si y sólo si L E M . Sea x E n L, entonces x+K E Rad (~) = O, 
LeM 

por lo que x E K . 

f) implica g) Sea N objeto de a [M], entonces eN = n K, como cada K E 
KE'ilT(N ) 

~.,. (N) es intersección de submódulos máximos de N, tenemos que eN es intersección 

de submódulos máximos de N. 

g) implica h) Sea N E IHI, entonces eN = 0, pero eN es intersección de submódulos 

má"-dmos de N, por lo que Rad (N) e eN, por lo tanto Rad (N) = O. 

h) implica i) Sea N objeto de a [M] y K ~ N cerrado, entonces ~ E IHI, de donde 

Rad (~) = ° y por lo tanto K es intersección de submódulos máximos de N. 

i) implica c) Sea N objeto de a [M] de T - torsión, por la proposición (4.11) 

N E IHI, por lo que Rad (N) = O. 

a) implica j) Sea Ir un conjunto completo de representantes de la clase de módulos 

simples en a [M] de T - tor sión, entonces e = U S es objeto de a [M]de T - tor sión. 
SE \!: 

Por el corolario (4.13.1) basta probar que e cogenera a todo módulo de T - torsión. 

Sea N objeto en a [M] de T - tor sión y x E N no cero, entonces existe Iz; : (x) -+ S 

epimorfismo (basta tomar un submódulo máximo de (x)), Iz; (x) =1 O. Como N es de 

T - torsión, entonces (x) es de T - torsión, por lo que S es de T - torsión, de donde 

S es M - inyeetivo, entonces existe fx : N -+ S tal que 

(x) '-+ N 

Iz;! / fz; 

S 

como I z; (x) =1 0, también fz; (x) =1 O. Consideremos la familia {gxtEN, {O} donde 

gz; : N -+ e dada por gz; = i o fz; . {gz;}xeN,{O} induce un morfismo 'P: N -+ C N, {O} 

en a [M]. Sea a E Nu'P y supongamos que a =1 0, entonces 'P (a) = 0, de donde, 

para toda x E N ...... {O} tenemos gz; (a) = 7rz; o 'P (a) = 0, en particular ga (a) = 0, es 

decir fa (a) = ° lo cual no es posible. Por lo tanto a = 0, lo que implica que 'P es 

monomorfismo. 
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j) implica a) Supongamos que IHI tiene un cogenerador e = U S>., con S>. objeto de 
>.eA 

a [M] simple para toda). E A. Sea S en a [M] simple de T - tOT sión, como T es estable 

tenemos que E (S) es de T-tOTsión, de donde E (S) está en IHI. Como e es cogenerador 

de IHI, existe un conjunto 6. y un monomorfismos ep : E (S) -> eA. Sea x E S no cero, 

si para toda Q E 6., -rr" ° ep(x) = 0, tenemos que ep(x) = 0, de donde x = 0, lo cual 

no es posible, por lo tanto existe Q E 6. tal que -rr" ° ep (x) =f O. Por otro lado, como 

S es simple N u (-rr" ° ep) n S = ° o N u (-rr" ° ep) n S = S , si N u (-rr" ° ep) n S = S, 
entonces S e Nu(-rr"oep), por lo que -rr"oep(x) = 0, lo cual es imposible, por lo 

tanto Nu(-rr"oep) n S = ° y S 9 E(S) implica que Nu(-rr"oep) = 0, es decir 

-rr" ° ep : E (S) -> e es monomorfismo, con lo que tenemos que E (S) es semisimple, 

entonces E (S) = S (f¡ K, para algún submódulo K de E (S), pero K n S = ° implica 

que K = 0, por lo tanto E (S) = S, de donde concluimos que S es, M - inyectivo. _ 

Con respecto a los V - módulos estudiados en el capítulo 2 y como consecuencia 

del teorema (4.9) tenemos los siguientes resultados. 

Corolario 4.14.1 Si T es un elemento de M -tors estable que cumple con los incisos 

del teorema (4 .9), entonces todo objeto N de T - tOTSón en a [M] es V - módulo. 

Antes de la demostración de este corolario, observemos que si M es un R-módulo, 

como a [M] es cerrada bajo submódulos, sumas directas y cocientes, para todo N 
objeto de a [M] tenemos que a [N], visto como clase de módulos está contenida en 

a [M] ; de la misma forma, para todo T en M - tOTS, como la clase de los objetos de 

a [M] de T - tOTsión es cerrada bajo submódulos, sumas directas y cocientes, si N es 

un objeto de a [M] de T - torsión , entonces todo objeto de a [N] es de T - torsión 

en a [M]. 
Dem: Sean T es un elemento de M - tors estable que cumlpe con los incisos 

del teorema (4.9), N objeto de a [MI de T - torsón y T un objeto de a [N], entonces 

T es objeto de a [M] de T - tOTsión y por el inciso (c) del teorema (4.9) Rad(T) = 0, 

es decir todo objeto de a [N] tiene radical cero, con lo que concluimos que N es 

V - módulo. _ 

Corolario 4.14.2 M es V -módulo si y sólo si la teoría de torsión (a [M] ,O) cumple 

con los incisos del teorema (4.9). _ 
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