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Introduccién

La teorfa de anillos surge con el estudio de dos importantes ejemplos, el
Anillo de Polinomios en n — variables y el anillo de los niumeros enteros,
fue Hilbert quien hablé por primera vez del término de Anillo. Posterior-
mente, se inicio el estudio de los Anillos no necesariamente conmutativos,
pioneros en esta direccién son Wedderburn, Artin y Noether en la primera
mitad del siglo XX. Por otro lado, a mediados del siglo XX, se introdujeron
los concepto de Categorfas, Funtores y Transformaciones Naturales, por
Eilenberg y Mac Lane; con el uso de este lenguaje se describe axiomati-
camente la Homologfa y Cohomologfa de Espacios Topolégicos. Este tipo
de técnicas son también aplicadas a la Categorfa de Mddulos sobre un
anillo, a un anillo R se le asocia la Categoria de R — médulos izquierdos
R — Mod, las propiedades de esta categoria inducen propiedades del anillo
R y recfprocamente.

Un concepto muy importante en el estudio de Mdédulos sobre un Anillo es
el de Teorfa de Torsién y en particular el de Teoria de Torsién Hereditaria.
Estos conceptos se han estudiado por diferentes investigadores en muchas
partes del mundo y desde muchos puntos de vista. Se han estudiado su
estructura de retfcula, la relacién que existe con la clase de Filtros Lineales
y las diversas clases de Prerradicales entre otras. Los primeros trabajos
acerca de Teorfas de torsién en Categorfas Abelianas y de Grothendieck
fueron hechos por Dickson [D] y se ha escrito mucho acerca del tema, ver
por ejemplo [S] y [G].

Wisbauer introdujo las categorias del tipo o [M] y generalizé muchos con-
ceptos de R — Mod a estas categorfas. En [W?2] aparece por primera vez
el estudio de las teorfas de torsién en categorfas del tipo o [M].

En este trabajo profundizaremos en el estudio de Teorfas de Torsién en

las categorfas del tipo ¢ [M]. En el principio, hacemos una introduccién a



categorfas de Grothendieck para explorar esto; resultados y aplicarlos en el
capftulo 2 a o [M]. Probaremos, entre otras cosas, que en las categorfas del
tipo ¢ [M], existen las capsulas inyectivas, también haremos un estudio de
los V —mddulos. Después, en el capitulo 3, estudiamos Teorfas de Torsién
en ¢ [M], damos morfismos de retfculas de la clase de Teorfas de Torsién
en R—Mod sobre la clase de Teorias de Torsién en o [M] y de lareticula de
Teorias de Torsién Hereditarias en R —Mod sobre la reticula de Teorfas de
Torsién Hereditarias en o [M]. Describimos completamente las fibras de
estos morfismos. Finalmente, en el capftulo 4, generalizamos los conceptos
de Filtro Lineal y Filtros de Gabriel a ¢ [M] y su relacién con las teorias
de torsién en o [M]. Aplicamos estos conceptos al estudio de inyectividad
relativa a una Teorfa de Torsién y demostramos una generalizacién del
teorema 4.1 de [R].

El lenguaje y notacién que usamos es el estdndar de la Teorfa de Conjuntos
y supondremos cierto el Lema de Zorn. Supondremos conocido el material
del capitulo 1 de [AF].



Capitulo 1

Categorias de Grothendieck

En el presente trabajo estamos interesados en estudiar subcategorfas de R — Mod
cuyos objetos estdn subgenerados por algun objeto fijo de la categorfa. Estas re-
sultan ser las categorfas de Grothendieck mas pequenas que contienen a dicho ob-
jeto. En el presente capftulo nos pondremos de acuerdo con la terminoclogfa de la
Teorla de las categorias que usaremos. Nos interesa definir el concepto de categorfa
de Grothendieck.

1.1. Categorias

Una categorfa C consta de una clase de objetos, llamada la clase de los objetos
de C y de otra clase consistente en los morfismos de C, de tal forma quesi Ay B
son objetos de C existe un conjunto Home(A, B) de morfismos de C y funciones

relaciones composicién

o: Home(A, B) x Home(B,C) — Home(A4,C)
(fi9)—gof

para cualesquiera tres objetos A, B y C, con las siguientes propiedades:
Cl. Si (A4, A"} # (B, B’) entonces Homg(A, A') N Homg(B,B') = @.

C2. Si A, B, C y D son objetos de C y (f,9,h) € Home(A, B) x Home(B,C) x
Homc(C. D) se tiene
(hog)o f=ho(go[)

En caso que alguno de los conjuntos Homg(A, B), Home (B, C) 6 Home(A,C)

fuese vacfo se toma la funcién de composicién como la funcién vacfa.

1



C3. Si A es un objeto de C existe 1 4 € Homc(A, A) de tal manera que si B es un
objeto de C, g € Home(A, B) y h € Home(B, A) se cumplen

gelu=g
1,\0h=’1>

Una subcategorfa de C es una categorfa C’ donde los objetos de C’ son todos
objetos de C, y si Ay B son objetos de C’, entonces el conjunto Home:(A, B) C
Home(A, B). las composiciones en C’ son la restriccion de las composiciones en C,
es decirsi f € Home(A, B) y g € Home: (B, C) la composicién go f, en }a categorfa
C, es un morfismo en la categorfa Homeg: (A, C), de tal forma que la composicién en
C’ se toma como la composicién en C. Si para todo par de objetos 4 y B de C’
tenemnos Home/(A, B) = Home(A, B) diremos que la subcategor(a es plena.

Si Ay B son objetos de C y f € Homg( A, B) diremos que f es un morfismo de
A en By lo denotaremos por f: A — B o simplemente A LB

Ejemplo 1.1 La categoria R — Mod cuyos objetos son los R — médulos izquierdos y

los morfismos son los morfismos entre R — médulos, con las composiciones usuales.

Ejemplo 1.2 La categorfa Set cuyos objetos son los conjuntos y morfismos las fun-
ciones entre conjuntos, con las composiciones usuales.

Ejemplo 1.3 La categoria Top cuyos objetos son los espacios topoldgrcos y morfismos
las funciones continuas, con las composiciones usuales.

Ejemplo 1.4 Sea (G, *) un grupo. La categorta G que consta de un solo objeto “x”,
(lo operacion del grupo) y Homg (*.%) = G. La composicidn es del siguiente modo:

Toy=1x+*y

aqui 1, = e (el elemento neutro de G).

Ejemplo 1.5 Sea (P, <) un conjunto parcralmente ordenado. La calegorta P cuyos
objetos son los elementos de P y si z,y son objetos de P, es decir elementos de P,

T — stz <y
Homp<z,y)={ o=yl
2] en olro caso



con las composiciones como siguen:
Siz —yey— z son morfismos de P

(y—olz—y) =2z

Notemos aqui que st Homep (z,y), Home (y, z) son no vactos, entonces Homp (z, 2)

es no vacto.
Un morfismo A <5 B se lama:

1. monomorfismo si para cualquier par de morfismos D - Ay D 2, A fog=
fohimplica g =h;

2. epimorfismo si para todo par de morfismos B <~ C y B A, C,gof=hof
implica g = h;

3. bimorfismo si f es monomorfismo y epimorfismo;

4. isomorfismo si existe un morfismo B L2 A tal que fofTt=1gy flof=1,4

En general un isomorfismo es monomorfismo y epimorfismo.

Notemos que si f es isomorfismo, entonces f~! es tinice y se llama inverso de f. De
la unicidad se desprende que (f~')~! = f. Otro hecho importante es que si A LB
y B - C son isomorfismos

gofofloygt=1¢
floglogof=1y

es decir, go f es isomorfismode Aen Cy (9o f)' = fTog™l.
Para cualquier par de objetos A y B enla categorfa de C, se dice que A es isomorfo
a B si existe un isomorfismo de A en B y en este caso lo denotaremos por A =~ B.
Dado que 1 4 es isomorfismo, inverso de un isomorfismo es isomorfismo y composi-
c¢ién de jsomorfismos es isomorfismo, deducimos que la relacién “~" es de equivalencia.
Un objeto [ de C se llama inicial si para cualquier objeto A de C existe un nico
morfismo [ — A, un objeto F de C se llama final si para todo objeto B de C existe

un nico morfismo de B — F y un objeto Z se llama objeto cero si es inicial y final.

Ejemplo 1.6 En la calegoria R— Mod el R —mbédulo que conste de un sélo elemento



{0} es objeto cero, dado que los vinicos morfismos de {0} o M y de N a {0} son

f: {0} =M
f(0)y=0

g: N — {0}
g(z)=0

Ejemplo 1.7 En la categorfa Set el conjunto & es el unico objeto inicial y pera
cualquier T el conjunto {z} es final, ya que la tnica funcién de @ a un conjunto A
es la funcidn vacia y la unica funcidn de un conjunto no vacto B a {z} es la funcidn
constante z. Esto categoria no Hene objeto cero pues el @ no es final y {z} no es
inicial.

Ejemplo 1.8 La categorfa G tiene objeto inicial, final o cero si y solo si el grupo G
liene un dnico elemento.

Ejemplo 1.9 La categorfo P liene un objeto inicial st y sdlo si el conjunto P liene
minimo. P tiene objeto final si y s6lo si P tiene mdzimo. P tiene objelo cero si y
sélo si P liene un unico elemento.

Los ejemplos anteriores indican que en una categorfa puede haber objetos iniciales,
finales u objetos cero, pero tados los objetos iniciales son isomorfos entre si, lo mismo
pasa para objetos finales y objetos cero.

Proposicién 1.1 En una categorte C se cumplern las srquientes afirmaciones:
1. Los objetos iniciales son todos isomorfos.
2. Los objetos finales son todos isomorfos.

Dem: Sean [ e I’ objetos iniciales, por ser [ inicial existe un morfistmo unico
[ % I y por ser !’ inicial existe un morfismo tnico // —— [ entonces tenemos los
Ly Yop

morfismos [ == ], pero / es inicial, de donde ¢ o ¢ = 1;. Del mismo modo se
prueba que @ o ¥ = 1.
2. Andlogo al anterior. m

Proposicién 1.2 Los objetos cero en una categoria son todos isomorfos.

Dern: Es consecuencia de la proposicién anterior. m

Y tarnbién se cumple la siguiente proposicion:



Proposicion 1.3 Sea C una categorfa, entonces se cumple:

L. Si existe objelo inicial I en C, entonces todo objeto en C isomorfo con I es objeto
inicial.

2. Si emiste objeto final F en C, entonces todo objeto en C isomorfo con F es objeto
final,

3. Si eziste objeto cero en C, digamos 0, entonces todo objeto en C isomorfo con O

es objefo cero.

Dem: Sea A objeto en C isomorfo con [, es decir, existe un isomorfismo ¢ de
Aen [ Sean A L4 B morfismos de C entonces fowp 'y goy! son morfismos de
I en B, como I es objeto inicial fop™ = gow™!, de donde f = g. Por lo tanto A
es objeto inicial. Del mismo modo para objetos finales y objeto cera. m

Notemos que si la categoria tiene objeto cero por ser inicial y final todos los objetos
iniciales y finales son isomorfos con el objeto cero.

Dados los objetos A y B el morfismo f : A — B es un morfismo trivial si se puede
factorizar por medio de un objeto inicial I o un objeto final F, es decir, si existe un

morfismo A - I 6 F -~ B, tal que el diagrama correspondiente conmuta

AL A— [
SN I Lk
B B

Entonces los morfismos triviales en C son composiciones de la forma

AT —B
A—F-21B

con I objeto inicial y F objeto final. Si O es un objeto cero de C al vnico morfismo
A — 0 — B lo llamaremos morfismo cero y se denota por 0 : A — B o simplemente
A % B. El morfismo 0 es el wnico morfismo trivial de A en B, como lo indica la
siguiente proposicién.

Proposicién 1.4 Sean A, B objetos cualesquiera de la categoria C y 0 y O objetos
cero en la misma categoria. Si 0 y 0’ son los morfismos A LoLkp yA 4 o 4

respectivamente, entonces 0 = ('



Dem: Como 0, 0’ son objetos cero son isomorfos, tomemos p : 0 —  iso-
)

morfismo. Del hecho de ser 0 objeto inicial se sigue que

fh=f09

y de ser 0’ objeto final tenemos
fi=voh

de donde,

faofi = fop0f;
fao fy,

porloque 0 =0"=w

Si la categorfa C tiene objeto cero entonces para todo par de objetos A y B de C
se tiene que el morfismo cero, 0, s el tnico elemento trivial de Horng(A, B) y ademis
para un morfismo B 2 C se tiene g 00 es el tnico morfismo trivial de Homg(A,C)

yaquesi0= fpo0 f; conAAOE»B, tenemos
gol=gofyofi

y fi, g o fo son los unicos morfismos 4 — O y 0 — C respectivamente, por lo que
¢ 00 es el morfismo trivial A — 0 —C. De la misma forma se puede probar que 0o g

es morfismo trivial. Esto lo podemos resumir diciendo:

Proposicién 1.5 Si la categoria C liene objeto cero, entonces para cualquier mor-

fismo f se cumple que

siB-L A y C -5 A son monomorfismos en una categor(a, diremos que (B, f) es
equivalente a (C. g) si existe B =— C isomorfismo que hace conmutativo el diagrama
siguiente
B L 4
vl 7 (1.1)

9
o



Notemos que si ' también cumple con que g oy’ = f, como ¢ es monomorfismo
entonces ¢ = ¢, lo que implica que el morfismo  es el unico que hace conmutativo

el diagrama (1.1).
Proposicién 1.6 La relacion anterior es de equivalencia.
Dem:

1. Tomando 1g se tiene que {5, f) es equivalente con (B, f);

2. Si B - C es isomorfisroo que hace conmutativo el diagrama siguiente

B L
vl /7

g
C

a1
tomando C Z— B obtenemos el diagrama conmutativo

c L A
TN S
/
B

3. Si B2 CyC -5 D hacen conmutativos los diagramas siguientes

B L 4 c = A
ol 7 vl J

9 h
C D

baw . . .
entonces B =% D hace conmutativo el diagrama que sigue

/

B — A
vogl [
In

D

Un subobjeto de A es la clase de equivalencia de un monomorfismo (B, f).
Notemos de la definicién que si (B, f) es equivalente con (C, g), entonces B es
isomorfo con C. Inversamente, si D es isomorfo con B bajo el isomorfismo ¢, (B, f)



es equivalente con (D, f o ). es decir, si B es subobjeto de A, todos los cbjetos
isomorfos a B también son subobjetos de A, de hecho el mismo subobjeto. En adelante
si (B, f) es subobjeto de A escribiremos B </: A o simplemente B C A si no hace falta
especificar el monomorfismo. Notemos también que si B esta acompanado de distintos
monomorfismos puede representar subobjetos distintos, para ver esto observemos el
siguiente ejemplo:

Ejemplo 1.10 Tomemos en cuenta el R — médulo R? y el R — médulo
X ={(z,0): z e R}.
Sean i, f los monomorfismos

i: X = R?
i(2,0) = (£,0)
[ X —~R?
f(z.0)=(0,1).

Supongamos que exisle un isomorfismo 1 X — X que hace conmutativo el siguiente
dwagrama
X — R
el Sy
/\,

y {lamemos (a,0) a ¢ (1,0), entonces

(1.0) = 4(1,0)
= ./0}"‘(1!0)
f(2,0)

= (0,0),

de donde, 1 = 0, lo cual no es posible. Por lo tanto (X,i) y (X.f) representan
subobjetos distintos de R?.

/ .
Sea A un objeto fijo en una categoria Cysean BC Ay C A subobjetos de A,
diremos que (B, f) < (C, g) si existe un morfismo 8 —— C que hace conmutativo el



siguiente diagrama

B L 4

vl (1.2)
9

C

y por ser g monomorfismo  es unico.
Observemos que 1a relacién “< " estd bien definida, dado que si (B, [), (C,g)
son subobjetos de A tales que existe un morfismo B = C' que hace conmutativo el

siguiente diagrama
J

B — A
wl /9
C

y (B, f') . (C’, g) representan los mismos subobjetos de A que (B, f) y (C, g), respec-
tivamente, entonces tenemnos isomorfismos B 2 B' y C 3 ¢ que hacen conmutativos
los siguientes diagramas

A, 4 c =
Ch| /f’ @2} /9’
B’ c’
de donde
/"= four!
= goypoy

N -1
gog 0500y,

I

es decir, el siguiente diagrama conmuta

B L o4
wovop'l Sy om
C'

Proposicién 1.7 El morfismo ¢ del diagrama (1.2) es monomorfismo.

Dem: Sean D 2% B morfismos tales que p o h = ¢ o k aplicando a ambos
lados de esta ultima igualdad el morfismo g tenemos foh = fok y como f es
monomorfismo concluimos que h = k. ®
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De acuerdo con la proposicién anterior si B < C se tiene que B & C, donde
es el morfismo que aparece en el diagrama (1.2). Pero si B € C no necesariamente
B < C, como indica el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.11 Considerernos el R — médulo R* y los R — médulos

X = {(z.0):z € R}
Y = {(0,y):yeR}

Sean i, j los monomorfismos

i: X —R?
i(z,0) = (z,0)
jiY —-R?
j(0.y) =(0,y)

. o
con estos monomorfismos resulta que X C R? e Y & R2. Notemos que el morfismo

. X—=Y
w(z,0) = (0,x)

4 o
es un monomorfismo, de donde X C Y. Ahora, si existe un morfismo X Sy que

haga conmutotwo el siguiente diagrama

X - R?
vl
Y

haciendo (0,a) = ¥ (1,0), tendriamos gue

(1,0) 1(1,0)
jouw(1,0)
j(0,0)

0,a),

It

de donde, 1 =0, lo cual no es posible. Por lo tanto (X,i) £ (Y. 7).

Proposicién 1.8 Sea A un objeto fijo en una categoria C entonces lo relacion <7,
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en la clase de los subobjetos de A, es relacion de orden parcial.es decir, es refletiva,
antisimétrica y transitiva .

J
Dem: SeaB,CA,BgéAyB;\&A

1. Tomando 1p, se tiene By < B|.

2. Si By £ By < B; existen ¢ y ¥ morfismos que hacen conmutativos los siguientes

diagramas

B

J
Pl
B, . A
!l

h
By

de donde, ¥ o  hacen conmutativo el siguiente diagrama

B =
woy | {'
B

es decir, By, < B;.

3. SiB; < B, < B existen By < By By 2 B, talesque [ = gopy g= foy
entonces f = foyopyg=gogop porotrolado f= folg yg=golg,
y como f y g son monomorfismos Yo = 1z, y o = 1p, entonces By y Ba
representan el mismo subobjeto de A. w

Proposicién 1.9 Si 0 es el objeto wnicial de la categoria C, entonces para cualquier
objeto A de Csetiene0C 4y AC A

Dem: El unico morfismo de O en A es monomorfismo. m

Mas atin, como f o0 = 0, se puede probar {a siguiente proposicién.

Proposicién 1.10 Si 0 es el objeto cero de la categoria C, para cualquier objeto A
yBéA. Se tiene que 0 < B < A
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Dem: La demostraci6n se sigue de que los siguientes diagramas son conmu-
tativos
0 > 4 B L
oL 7 v 7 |
/ La
B A

Un objeto no inicial A de una categorfa C es simple si sus inicos subobjetos son
A y los objetos iniciales de la categorfa C.

Del mismo modo que definimos subobjetos podemos definir objetos cociente, como
clases de equivalencia de epimorfismos y la relacién siguiente:

Los epimorfismos A 2. B y A = C son equivalentes si existe un isomorfismo
B 5 C que cumple que wo f = g.

Otro par de conceptos gue estaremos usando son los de producto y coproducto de
una familia de objetos.

Si A es un conjunto y {A}sea una familia de objetos de una categorfa C, un
producto directo de la familia {As}sea es un objeto P junto con una familia de
morfismos P = A, que cumplen la siguiente propiedad universal:

Si P’ es otro objeto con morfismos P’ A, Ay, existe un inico morfismo P’ =~ P

que hace conrputativos los diagramas
P = P
™\ VAN
Ax

para toda A € A.

Proposicién 1.11 Sea C una categorias, si el producto directo de una familia de
objetos de C eriste, éste es unico salvo isomorfismos.

Dem: Sean P y P’ productos directos de la familia {45} sea con morfismos
P 25 Ay y P 25 A, respectivamente, entonces existen morfismos 5 y 1 iinicos que

hacen conmutativos los siguientes diagramas

P

X
eT 0\
P A
vl

P
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y de aquf para todo A € A los diagramas

P = p
T\ L T
A

son conmutativos, pero lp tiene también la propiedad, de la unicidad tenemos que
woy = 1p del mismo modo se prueba que Yoy = 1p. m

De Ja propiedad universal se deduce que si P con los morfismos P 2~ A, es
producto directo y C 29 p son dos morfismos tales que 7, 0 f = 7y o g para todo A
entonces f = g, dado que f y ¢ hacen conmutativos los diagramas

c — P

o\ A
Ax

donde ¢y =7, 0 f =7, 0g. Con lo cual se demuestra la siguiente proposicién.

Proposicién 1.12 Si P es el producto directo de la familia {A\},, en la categorfa

CyB L4 p son morfismos tales que my 0 f =7y 0g, entonces f = ¢. W

Si un objeto es isomorfo con el producto directo de una familia de objetos, éste,
eligiendo morfismos adecuadamente, es a su vez un producto directo de la misma
familis.

Proposicién 1.13 Sea C wna categoria y {A)}rea una familia de objetos de C.
Supongamos que P con los morfismos P > A, es producto directo de la familia y

P P, entonces P' es produclo directo de la familia con los morfismos my 0 .

Dem: Sea X un objeto de C con los morfismos X 22, A,, entonces existe un
morfismo \inico tal que T30 = x,. Sea £ = g~ oy, entonces Tyopof = Tyoy = 1.

Para probar la unicidad de £ supongamos que £’ es otro morfismo con la misma
propiedad, entonces 7y 0w o0 = my0pof de donde, pof = o' y como ¢ es
isomorfismo € = €. w

En lo sucesivo a los productos directos de la familia { Ay }xca los denotaremos por

[T Ax y los morfismos 7, los llamaremos proyecciones.
AEA
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De manera dual definimos el coproducto de la familia {A4,}ea como el objeto

L] Ax junto con morfismas Ay = [] A que cumple la siguiente propiedad univer-
AEA A€A
sal:

. . Iy R L. ;
Si C es otro objeto con morfismos 4y — C, existe un morfismo vinico [ A, 2.c
AEA
que hace conmutativos los siguientes diagramas

c & ] Ax
AEA
N\ an
Ay

A los morfismos ¢y, les llamaremos inclusiones.
El coproducto cumple la siguiente proposicién que es andloga a las proposiciones
anteriores:

Praposicién 1.14 Sea C una categoria, entonces:

1. Si el coproducto de una familio de objetos de C exziste, esle es unico salvo isomor-
fismos;

2. los morfismos inclusion {i,}sen sabisfacen la siguiente propiedad, st fory = gou,
para todo A entonces f = g;

3. 51 § es isomorfo al coproducto de una familia, S es coproducto de la misma familia.
n

Ejemplo 1.12 En la categorte Set para una farmala {A\}sen de conjuntos, el con-
Junto y las funciones siguientes

HA,\

{f:/\— U Ax:VAE A, f(,\)eAA}

A€A 2ed
Ty H/-h—»A,,
AEA
T (f) = f(e)

son el producto directo de {As}ien . En general a cada elemento [ € [] Ay se
2EA
le identifica solo atendiendo a su imagen, ast f = (f(A)) g, ¥ con esto todos los

elementos de [] Ay son de la forma (1,),., con xs € Ay, para loda A € A
A€A
Para construir el coproducto se considera para cada )\ € A

BA:A/\X{’\}»
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ast el conjunto y las funciones siguientes

LI A,\ = U B,\
A€A AEA
in H Aa - U B,\
AEA
() = (z,0)

es el coproducto.

Ejemplo 1.13 En la categorfa R— Mod, si {M,},., es una famika de R — médulos

izquierdos al conjunto [ M, del ejemplo anterior se le puede dar estructura de
Sen
R — médulo como sigue

I

(mA),\éA + (”»\),\eA (mx + "»\)Ae/\

r (ml),\en = (") sen

y resulta que los my son morfismmos en la categoria R — Mod y (ﬂ My, {ﬂx}Ae,\) es
AEA
el producto de la familia.

El conjunto y morfismos siguientes

oM = {IEHM,\:_[(/\)=O pamca.sztodo,\}

AeA A€A

Il

{{ms)sen - M =0 para casi todo A}
25 - A‘IQ - U /V])\

AEA

z siN=a«a
0 en ofro caso

1 () ()

es el coproducto.

Ejemplo 1.14 En la categorfa P eziste el producto de la formilia {z1},., sty solo
st existe inf {12} ¢4 dado que sip es el producto entonces p < za, pare toda X € A,
para cualquier £ < z, para toda A € A, existe ¢ . z — p tal que los siguienies
diagramas conmutan

T 5 o

N 7

Tx
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es decir, x < p; y viceversa. De igual modo el coproducto de {xz,},,, eZiste si y sélo
st existe sup{Ty} es -

Proposicién 1.15 Sea C una categoria, {Ax}aca ¥ {Bxr}sea familias de objetos de
C tales que para toda A € A Ay ~ B,.

1. Si el producto [] Ay de la fomnilia { Ay} sep eziste, entonces el producto de la famitia
AEA
{Bs}sea eziste y es isomorfo a [] Ax.

A€A
2. Si el coproducto || Ay de la famila { Ay}ren existe, entonces el coproducto de la
A€A

familia { By} sea eziste y es isomorfo a [] Ax.
AEA
Dem.: 1. Para cada A € A sea A, > B, isomorfismo, consideremos los

morfismos [] Ax 2 By y otro objeto X con morfismos X — B), entonces los
X€A

morfismoas ;' oz, inducen un morfismo vinico Y que hace conmutativos los diagramas

siguientes
X 2T As
AEA
p oz N\, 7 T
Ay

de donde, zy =, 0Ty 0 Y.
La unicidad de ¥ es obvia.
2. Andlogo al anterior. »

Proposicién 1.16 Si C es una categoria, para todo objeto A y toda familia {Ax}rea
de objetos de C se cumplen:

1. Si el producto de la familia existe, entonces Homg(A. [{ Ax) = [ Homc(A, Ay)
. AgA AEA
como conjuntos.

2. Si el coproducto de la familia existe, entonces Homg( ] Ax, A) = [[ Home(Ax, A)
AEA XeA
como conjuntos.

Dem: 1. Definamos la funcién
w: Homg(A, ] A\) — ] Homg(4, Ay)
AEA AEA

w(f) = (7x0 f)ren

Si p(f) = v(g) se cumple que my o f = 7\ 0 g para toda A € A, de donde f = g.
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Sea T = (fa)rea con A b, Ay morfismos, estos morfismos inducen un dnico ¥ tal
que Ty oy = fy, de donde, p(¥) = z.
2. Considerando la funcién

E Homc(AI_[AA,\,A) — [ Homc(Ax, A)
3

AEA

o= OLA)AE:\

se tiene el resultado. m

En lo sucesivo cuando se tiene una familia {A)}iea de objetos de C con Ay = A

para toda X € A escribiremas [] Ay = A y ][ Ay = AW
A€ S€A

1.2. Categorias Preaditivas

Una categorfa C se llama preaditiva si para todo par de objetos 4 y B de C el
conjunto Homc(A, B) tiene estructura de grupo abeliano y si A Ly, g Btc y
D 2~ A son morfismos, entonces se cumplen las siguientes igualdades

ho(f+g)=hof+hog
(f+q)ok=fok+gok

Ejemplo 1.15 La categorio R — Mod es preadative.

Ejemplo 1,16 Sez (R,-,+,1) un anillo con uno y consideremos la categorta R cuyo

Unico objeto es la operacion " y Homp (-.-) = R. La composicién es de la forma

Toy=1-y

con lo estructura de onillo de R tenemos que R es preaditiva.

El neutro aditivo del grupa abeliano Homc(A, B) es el morfismo 0, para probar
este hecho primero probemos la siguiente proposicién.

Proposicidn 1.17 Sea C una calegorta preaditive, sean A, B y C objetos de C,
consideremos e\, ey los neutros aditivos de los grupos Home(A, B) y Home(A,C)
respectivamente, entonces para cualgquier morfismo B LC se cumple que el siguiente
diegrama conmuta

A = B
NoLS

of
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es decir,
foe =en
Dem: Tenemos que e; + ¢, = ¢, aplicando f de ambos lados tenemos
folei+e)=foe
de donde

foey+ foe=foe
y cancelando tenemos foe; =e;. W
Como consecuencia de esta proposicién tenernos que si la categorfa es preaditiva

y tiene objeto cero, haciendo B = 0 y f el unico morfismo 0 — C, del siguiente
diagrama conmutativo

A =0
NV
€2
c
se deduce gue
0 = foeg
= 52.

es decir, el morfismo cero es el neutro aditivo de Homg (4. (') para cualquier par de

objetos A y C, por esta razén denotaremos en lo sucesivo a los neutros aditivos por
0.

Proposicion 1.18 Si C es una calegoria preaditiva, entonces para cualquier morfis-
mo AL B se cumplen:

1. f es monomorfismo si y s6lo si para cualquier morfismo D 2 4, fog =0 implica
9=0;

2. [ es epimorfismo s1 y sdlo si para cualquier morfismo B 2 C hof =0 implica
h=0.

Dem: Supongamos que f es monomorfismo entonces

Jog=0=f00
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implica g = 0. Inversamente, si

foki=fok

con ky, y k, morfismos de D en A, se tiene
folki~k) =0

de donde &y — kz = 0, o0 bien ky = k.

Del mismo modo para epimorfismos. w

Si 4 = B es un morfismo en una categoria preaditiva, un nicleo de f es una
pareja (K, «) con k un morfismo de K en A que cumple f o x = Q y la siguiente
propiedad universal:
si (J{’, k) es otra pareja con x morfismo de K’ en A tal que f ok’ = 0 existe un tnico
morfismo K’ — K que hace conmutativo el diagrama siguiente

‘

K = A
el / (1.3)
K

Proposicién 1.19 En una calegoria preaditiva los nicleos de un morfismo, en caso
de emistit, son unicos salvo womorfismos.

Dem: Supongamos que (K, &) y (K’, k") son nicleos de f entonces tenemos
¥ ¥ ¥ que hacen conmutativos los siguientes diagramas

K’

vl “\

K = A (1.4)
i/

KI

es decir, K = ko y k= k' o) de donde k' = &’ 0¥ o ¥, esto es, el disgrama

’

K
Yopl
K
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es corunutativo. De la unicidad tenemos que ¥ o ¢ = 1+ del mismo modo se prueba

que potdb=1kg. |

Proposicién 1.20 Sea C una categoria preaditiva y A L. Bun morfismo, si (K, k)
es niicleo de f entonces x es monomorfismo y de aqui que el nicleo de f es un
subobjeto de A.

. h
Dem. Sean C £~ K morfismos, supongamos que k 0 g = X o A, tenemos que

forog=0o0yg
=0

entonces existe un morfismo tinico ¢ de C en K tal que el siguiente diagrama conmuta

C =5 4
vl
K

es decir, ko ¢ = Ko g, pero g y h tienen la misma propiedad que (. Por lo tanto
w=h=gn

Proposicién 1,21 St C es categorfa preaditiva, entonces dos nucleos del mismo mor-

fismo representan un rmismo subobjeto.

Dem: Sean (K, x) y (), «') micleos de A L B entonces del diagrama (1.4)

© es isomotfismo que cumple que Koz = &', &

De hecho el nicleo es el mayor, con el orden definido en la seccién anterior, de los
subobjetos de A que provienen de un monomorfismo que anula & f, como se indica
en seguida.

Proposicién 1.22 Si A 4, B es un morfismo con micleo (K, k) en una categorfa
preaditiva y C & A es tal que fog =0, entonces (C.g) < (K.x). m

Del mismo modo que definimos el nicleo de un morfismo podemos definir el conu-
cleo de un morfismo A = B como una pareja (C.c) donde ¢ es un morfismo de 8
en C que cumple co f = 0 y si hay otra pareja (C’, ¢) con la misma propiedad, existe
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un ¥nico morfismo ¢ que hace conmutativo el siguiente diagrama

B = C
Ny
=4

Cl

y podemos probar que ¢ es epimorfismo y el coniicleo es tinico salvo isomorfismos.
En adelante el micleo y comicleo de f los denotaremos por Nuf y Conuf respec-

tivamente y a los morfismos « y ¢ por nuf y conuf respectivamente.

Proposicién 1.23 En una categorfa preaditiva con objeto cero se cumplen las si-
guientes afirmaciones:

1. Un morfismo f de A en B es monomorfismo st y solo si Nuf es cero.

2. Un morfismo [ de A en B es epimorfismo si y solo st Conuf es cero.

Dem: 1. Consideremos D el objeto cero de la categorfa entonces f o0 =0, (el
cero del lado izquierdo es el tinico morfisma de 0 en A) y si ¢ -2+ A es otro morfismo
tal que f o g = 0 por ser f monomorfismo tenemos que g = 0 de donde e} rnico
morfismo de C en 0 hace conmutativo el diagrama siguiente

cC = A
I/

0
de donde el nicleo de f es (0,0).

Por otro lado, si el micleo de f es objeto cero de la categorfa C y C o Aestal
que f o g =0, existe un morfismo ¢ que hace conmutativo el siguiente diagrama

4
/

v

o - O

pero 0 es objeto cero de la categorfa, por lo tanto p =0, y finalmente g = 0.
2. Andlogo al anterior. m

Con respecto de los productos y coproductos tenemos:

Proposicién 1.24 Si C es categoria preaditira, pare todo objeto A y teda familia
{Ax}ren de objetos de C se cumplen:
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1. Si el producto de la familic eziste, entonces Homg(A, [ Ay) =~ [| Home(A, Ay,
€A €A
como grupos abelianos.

2. 5i el coproducto de la familia existe, entonces Homc( [] A», A) = [ Homc(Ax, A),
AEA A€
como grupos abelianos.

Dem: 1. Definamos la funcién

v Home(A, [ Ax) = [ Home(A. Ay)
RN A€N

e(f) = (720 frea

Tenemos que
e(f+9) =(mo(f+g))sea

= (ma0 [+ 7T 07)ren

= (mr0 flrer + (Fr 0 9)sea

= () +¢l9)
Si (f) = 0 se cumple que 7y o f = 0 para toda A € A, de donde f = 0.
Sea £ = (fa)rea con A L, Ax morfismos, estos morfismos inducen un \inico

A% [T Ay tal que Ty 0y = f,, es decir, p(¥) = 2.

2.A8$nsiderando la funcién

@ Home([] Ax, A) = [] Home(Ay, A)
AEA

AeA

lﬂ(f) = (f 0 Lr)aeA
se tiene el resultado. m

Si {Ax}yen ¥ {Br}ses son familias de objetos en la categorfa preaditiva C,
con productos y coproductos ([] As, {ma}yea)s (1T Ba {Pa}aea)s (LI Ax (8} yen)
A AEA XEA

€A

y (LI Bsi{)x}rer): v para cada A € A existe un morfismo A, L B, tomando
2éA

g» = Jso [xy ha = fy omy exsten morfismos unicos [[,ex fa, [sen fr que hacen
conmutativos los siguientes diagramas, para toda A € A

[Leats [ensn
H,\e/\ Ax =5 H,\en B UAEA A =5 UAeA By
froma\y < P YN /e fa
B,\ AA

Proposicién 1.25 Si {Ai},cx ¥ {Br}yen Son familias de objetos en la categorfa
preaditwa C tales que J[,cp As ¥ |1yey By existen y para cada A € A tenemos
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/
Ay C By entonces [Ties fr es monomorfismo y de aqué que [] ., Ax es subobjeto
de nAeA B)\.

Dem: Sea ¢ = [],za f2 ¥ supongamos que @ o h = @ o g, entonces para toda
A € Asecumple pyowoh =pyopog, de donde gy 0 h = gy 0 g para toda A € A,
es decir fomyoh = fyom,0g paratoda A € A, como las f,’s son monomorfismos
myo0h=my0g para toda A € A y de aquf h = g. Por lo que ¢ es monomocfismo. B

De manera dual tenemos la siguiente proposicién.

Proposicién 1.28 Sz {Ax},cy ¥ {Ba}sca s0n familias de objetos en la categorta
preaditiva C tales que [[ .0 Ax ¥ [1yen By ezisten y para cada X € A tenemos A, Lt
By epimorfismo, entonces [ [, fo es eprmorfismo y de esto | ], B es cociente de
Lep A4s

Observacién 1.27 §i en la categoria R — Mod tomamos (zx),., € [1yeq Ar ¥ de-

notamos (ya)yen = [Lsea fr ((£3)5cs) » tenemos pora cade o € A que

Pa ((yA)AeA)

(Pa© [Trer f2) ((I*),\e:\)
(faoma) ((IA),\eA)
fa(za),

Yo

de donde concluimos que

[Thea fr ((I’\)XEA) = (fa{za))sen

ast s5i los morfismos A, ZEN B, son epimorfismos, entonces [[ ., fx es epimorfismo.
Para el caso del coproducto, si (2,),c5 € [Jyen Ars ©ON Ta)1 Thg, -+, Ta, las coonde-
nadas no cero, entonces

n
(I‘\)Ael\ = LZI i"k (rAL)
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de donde
I_L\eA 5 ((IA)AeA) I_[,\e.\ fA (i ik; (Tu\t)>
k=1
= LZ_:‘ ((UAEA fao i-‘\k) (I/\k))
= L_Zn:I (s © f2) ()
= (yA),\e,\
con

v ={ Inlza) sia=X, ke(l,...,n}

0 en cualquier otro caso

pero [y (0) = 0 para tode X € A, por lo que concluimos que

H,\e.\ H ((IJ\),\G,\) = (/a(2))sen

y st los morfismos Ay ELS B, son monomorfismos, entonces [ [, . fx es monomorfis-
mo.

En una categorfa preaditiva C el producto y el coproducto de una familia finita,
en caso de existir se pueden tomar como iguales, como se explica en los siguientes
cesultados.

En lo que sigue, para una familia {As},., de objetcs en la categorfa preaditiva
C, para cualquier par de elementos . 8 de A los morfismos A, %22 A, serdn

ly, siA=a
Ja,\ = .
0 sidsa

Proposicién 1.28 Sean {As},., una familia finita de objetos en la categorfa prea-
ditive C, con A = {1,..., 2}, (X. {falrer {92} ren) una formlia tal que X es un
objeto de C y para cade A € A, fu € Homg (4y, X) y gr € Home (X, A)). Silos fy
y ga satisfacen

i) ga © fr = dox;

%) frogi+ fao:+ ..+ faoga=1x.

entonces {X. {fa}hren) ¥ (X {fx)ren) s0n el producto y coproducto de la familia
{Ar}yen  Tespectivamente.

Dem: Primero veamos que {X, {gx}/\e‘\) es el producto.
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Sea (Y, {Ps}sen) conlos py € Home (Y, Ax). Hacemos ¢ = fyopi + fropp+.. . +
fa © pn, con lo que

mow = golfiop+ faopa+...+ faopa)
= gpofiopptmofrop+. ...+ g0 fnop,
= gpofiops
= P

esto es que para todo A € A el siguiente diagrama conmuta

X &
aN 7 P
Ay
Siy Y — X también cumple que g, o ¢ = p, para toda A € A, entonces

/

7

lyo¢

(fiogy+ faog+...+ faoga)od

= fiogioy + hogoyp' +.. .+ faog,oy
hoep+faopr+.. + faop,

= 9

Por 1o tanto (X, {g2}rca) €5 el producto en C de la familia {Ax}yzy -

De manera andloga se prueba que (X, UA}AE,\) es el coproducto. =

" 5 , : o
Fijando a € A, los morfismos A, =% A, inducen un tnico morfismo A, i
[T.ca 4> de tal forma que pare toda A € A los siguientes diagramas conmutan

Ao < l_[,\e;\ Ay
dor S T
Ay

y de aquf que si fom, = gom,, entonces fom, 0, = g0 T, 0, de donde

f0dsa = godaa, por lo tanto f = g. De lo anterior concluimos que:

Proposicién 1.29 Bn una categorte preaditiva el morfismo w, = [[ o0 Av — Ay es
eptmorfismo para todo ¢ € A.
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La familia {5, } ¢ induce un unico morfismo ¢ que hace conmutativos el siguiente
diagrama
HAEA A 2 HA&A Ax
DSSAN /e
Ay

para toda A € A. Hacemos 7 = m3 042 : [[,g4 Ax — As, los cuales cumplen con

7 . .
T 0la = Ty 0YOil,

TAOCY,

= 50A
De donde

f 3 1,‘)\ SlA=a;
Ty Qla = i
0 sid#a

por lo cual si 2, 0 f =1, 0 g, se tiene yne 1, 0iy 0 f =7, 01,04, de donde f = g.

Esto es:

Proposicién 1.30 Para lodo A € A i, es monomorfismo. m

De manera dual también existen i} : Ay — [] 24 Ax tales que

y ly, siA=o
Tadl, =
e 0 sid#a.

Si A es finito digamos que A = {1,2,...,n}, tenemos que

p M) ] . . R )
feo(ljom +homa+. . . +i,0T,) = 0807 +Ta0i0Ma+ ... +7,02,0m,
-
= m,0i, 0m,
= T,

= Ta© 11'1;;,\ Ax
para toda a € A, por lo que
nom+ihom+ i oM =1, 4

De todo lo anterior, en el caso de categorfas preaditivas, si existen el producto y
el coproducto de una {amilia finjita, podemos tomarlos como objetos iguales con los
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epimorfismos wy y monomorfismos i que cumplan con

. i ly, siA=aq
o\ =
2t 0 siA#a

hom+iom+.. . +i,0om, =1

En este caso el producto y el coproducto sera denotado por Ay x A3 x ... x A,.

1.3. Categorias Abelianas

Sea C una categor(a preaditiva y consideremos el siguiente diagrama de objetos y
morfismos de C:

Nuf — A 2L, B — Conuf
Al Tu
Conu(nuf) Nu(conuf)

con A= conufnuf) y p=nulconef). Como conuf o f = 0. existe un \inico
morfismo A —— Nufconuf) tal que poa = f entonces o gonuf = fonuf = 0 de
donde existe [ : Conu(nuf) — Nu(conuf) tal que po fo ) = [, es decir, el siguiente
diagrama es conmutativo

Nuf — A L B — Conuf
Al ) Ty (1.5)
Conufnuf) 2, Nufconu f)

obiea, f=pofol
Una categorfa preaditiva con objeto cero C la llamaremos abeliana si satisface las

siguientes condiciones:
Al Toda familia finita de objetos en C tiene producto y coproducto.
A2 Todo niorfismo en C tiene micleo y conticleo.
A3 Para todo morfismo A - B. el morfismo f del diagrama (1.5) es isomorfismo.

Una categoria abeliana ¢s completa si es cerrada bajo productos, esto es, toda
familia de objetos de C tiene producto y es cocompleta si es cerrada bajo coproductos,
es decir, toda familia de objetos de C tiene coproducto.
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En la presente seccién C representard una categorfa abeliana.
Si A -5 B es un morfismo en C, definimos la imagen de [ como Imf =

Conu(nuf), entonces el morfismo f se factoriza como
’ A
A= Imf-—B (1.6)

con g = conu{nuf), que resulta ser un epimorfismo y b = [ o nu(conuf), que es
monomorfismo, entonces (Imf, g) representa un cociente de A e (/mf, h) un subob-
jeto de B.

Lema 1.31 Sea A 2~ B un motfismo en C, entonces las siguientes condiciones se

cumplen:
1. §i [ es monomorfismo podemos tomar a (A, 1) como Conu(nuf).
2. Si f es epimorfismo podemos tomar a Nu(conuf) como (B, 1).
Dem: 1. Tenemos que f monomorfismo implica Nuf es el objeto O con el

morfismo 0, de donde 140 nuf =0y si A —— X es un morfismo tal que gonuf =0
el mismo g es el dnico morfismo que hace conmutativo el diagrama

Nef™ o4 L4
NoL

L]

' X

Del mismo modo para 2. m

Proposicién 1.32 Un morfismo en C es isomorfismo si y sélo si es bimorfismo.

Dem: Ya se sefial6 que todo isomorfismo es bimorfismo. Para probar la otra
parte sea A L p bimorfismo, por el lema (1.31) el diagrama (1.5) se ve como sigue

Nuf — A L B = Conuf
Ly T1ls
A L B

con | isomorfismo. Factoricemos a f como f = lgo fol = f como en el diagrama.
n

Como ya dijimos antes. todo morfismo .4 L Bse puede factorizar como f = hog,
con g y h como en el diagrama (1.6) y esta representacién es Unica, como indica la

siguiente proposicion.
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Proposicién 1.33 St el morfismo A L. B se factoriza como
g A
A---C—B
con g’ epimotfismo y h' monomorfismo, entonces (C, ¢) y (C, ') representan el mis-

mo cociente y subobjeto que (Imf,g) e (Imf,R) respectivamente, con g y h los mor-
fismos de (1.6).

Dem.: Tenemos que,
0= fonuf=hog onuf

como h’ es monomorfismo ¢’ o nuf = 0, de donde existe un morfismo  que hace
conmutativo el diagrama

A L Imf
N
g

C

y de este diagrama tenemos

Hogog=hog
=/
=hog

pero g es epimorfismo, entonces b’ o » = A, de donde tenemos el siguiente diagrama

conmutativo
< Imf 2 B
Nl S
g LY
C

y de esto concluimos que g es monomorfismo y epimorfismo. w

/
Si BZ Ay A -2 C es un morfismo, denotamos por ¢(B) a la imagen del
morfismo go f.

. )i
Si A es un objeto de C'y B C A denotamos por 4 a Conuf y con esto tenemos
Bl qemu A

conufo f=0.
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Notemos que si (B, f) y (B', /') representan el mismo subobjeto, existe un iso-
morfismo » de B en B’ tal que f = f' o ¢, de donde

conufo flog=conufof=0

y como i es isomorfismo conuf o f' = 0, entonces existe un morfismo unico ¥, que
hace conmutativo el siguiente diagrama
’ 'y
B L4 = conup
\ 1
conuf

Conuf

del mismo modo existe un morfismo tnico %, que hace conmutativo el diagrama

\ 1 lL'*z
conuf’
Conuf’

y de este par de diagramas concluimos ¥, 0 ¥y = lonuy ¥ ¥y 0 ¥y = lionuy, del

diagrama anterior tenemos el siguiente diagrama conmutativo

conuf
Ay
Ly
conu [’
A
B

De todo esto concluirnos que el cociente % no depende del representante del sub-
objeto B que tomemos.

Y de gran importancia tenemos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.17 Sea A L. Bun morfismo en C, entonces (Nuf,nuf) es subobjeto
de A y el cociente

A
W = Conu(nuf) = Imf.

Si {(By, f1)}ren es una familia de subobjetos de A y el coproducto de la familia

{ Br}ea existe, los morfismos fy inducen un morfismo nico 3 que hace conmutativos
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los diagrames

A <& L[ B

XEA

N /s (L7
B,
Denataremos por Y, By a I'my que llamaremos la suma de la familia. De todo lo
AEA

anterior tenemos que  se puede factorizar como

[[8:2Y B, =24 (1.8)
XEA P

con , es epimorfisroo y @, monomorfismo, entonces la suma es subobjeto de A, esto

@

es, Y, By & A.Si X 25 B, son morfismos tales que @ 0¢5 09 =y 01y 0h, aplicando
AEA

a ambos lados p, tenemos que po 1,09 =yporyohdedonde fyog= fiohy como

[ es monomorfismo g = h, entonces ¢, o ¢5 es monomorfismo de B, en y B,, esto
AEA
es, pera todo A € A B, es subobjeto de la suma.

Notemos que si ¢ es monomorfismo, p, es isomorfismo y en este caso diremos que

la (amilia { B, }ea es independiente y denotamos a Z B, por EB By y la llamaremos
X
la suma directa de la familia, que es un objeto |som0rfo al coproducto y como ya se

vio antes la sumna directa € Bi con los morfismos ¢, o ¢, es también un coproducto

ACA
de la familia {By}sea-
La suma de la familia de subobjetos {By}aea es el supremo de la familia como
veremos a continuacion.

Proposicién 1.34 Si el coproducto de la familia {By\} ey de subobjetos eziste, en-
tonces para toda A € A se tiene que By < 3 B,.
AEA

Dem: Considerando el diagrama (1.8) tenemos los morfismos By 23 Y B,
AEN
que al componer con v, tenemos v, 0 P, oty = P o1y = fy, por lo cual el siguiente

diagrama conmuta

B, L 4
ol /
2
> Bx
AEA

para toda A € A. m

Antes de probar )a siguiente proposicién recordemos que si A L, B es monomor-
fismo, Nu(conuf) ~ Conu(nuf) ~ Conul que se puede tomar como (A, f).
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Proposicién 1.35 §i B é Ay {(Bx fr)}srea s una familia de subobjetos de A tales
que, pora fodo N € A By < B, enlonces 3, By < B.

AEN
Dem: Como B, £ B, existe un monomorfismo ¢, que hace conmutativo el
siguiente diagrama
By —lﬁv A
el S
J
B

entonces

conufo fy=conufofog, =00y, =0

y el morfismo ¢ de) diagrama (1.7) satisface ¢ oty = fy, de donde conufopory, =0
para todo A € A, es decir conuf o = 0 o bien factorizando conuf o, 09, = 0, pero

¢, es epimorfismo, luego conuf o, = 0 de donde existe un morfismo 3 By LB
AEN
que hace conmutativo el diagrama

2 B

XEA
2
l N
B = Nu{conuf) 7 A o 4

dedonde " By < B.m
AEA

De los dos cesultados anteriores concluimos que la suma de una familia de subob-
Jetos es el supremo de la familia en la clase de todos los subobjetos de A.

Del mismo modo que con la suma, si ahora consideramos los cocientes 5—1 con los
morfismos 1, = conufy, estos inducen un morfismo % tnico que hace conmutativos
los diagramas

V'
A — B}—"‘A
AEA 9
N\ 7 T (1.9)
A
By

denotamos por (| By al Nuy y lo llamaremos la interseccién de la familia, entonces
AEN
la interseccion de la familia es un subobjeto de A.

De la definicién de interseccién tenemos que para toda A € A

monub=myoponup=x,00=0



entonces existen morfismos +, unicos que hacen conmutativos los diagramas

L

ﬂ By — A

A€N

i\ /I (1.10)
By

Sivyo0g=v,0h, tenemos fyoy,0g9 = fyov,0hdedonde nupog =nugpohy
de aquf que g = h. Por lo tanto para todo A € A los v, son monomorfismos, es decir

) Bx < B, para todo ) € A.
AEA

Proposicién 1.38 Si {(B,, fi)}res es una familia de subobjetos de A y (B, f) es un

subobjeto de A fal que B < B, para todo )\ € A, entonces B < () Bs.
AEA

Dermn.: Como B < B, para todo A € A, para cada A existe un monomorfismo

¥y que hace conmutativos los siguientes diagramas

B L a4
S/
IR
By

considerando 1 de! diagrama (1.9} tenemos

Yo f=tofrop,
y para toda \ € A,
moyYof=move fiop,=mofioy,=00p, =0,
de donde ¥o f =0, y de aqui se sige que B < [ By m

AEA

Entonces la interseccién de una familia de subobjetos de A es el (nfimo de la
farnilia, en la clase de todos los subobjetos de A.

Una sucesién de objetos y morfismos
NS I SN T F I

en C es exacta en A, si [mmf,.; = Nuf,. Una sucesi6n exacta corta es una sucesién
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de objetos y morfismos del siguiente tipo

0— AL a4 —o

esto es, f es monomorfismo, ¢ es epimorfismo y Nug = Imf, en este caso diremos
que A es una extension de A” por A'. En este caso, como f es monomorfismo y g
es epimorfismo, por el lema (1.31) (A, 1y} es fm(f) = Nu(g) e Im{g) = ﬁ se
puede tomar como (A", 1,4«), por lo que toda sucesién exacta corta en una categoria
abeliana se puede ver de la forma

y con esto tenemos que en la sucesién exacta
Y4 / g Vi
0 — 4 —4=A"—0

(A, f) es el nicleo de g y (A", g) el coniicleo de f. Con todo lo anterior tenemos que
si A - B es monomorfismo completamos una sucesién exacta corta con el conticleo
de f

0— 4L gzt % —0

y si epirnorfismo completamos con e} nicleo

0o— Nu(fy2al.p—o.

Sean 4, 44 y Ay = A morfismos. Un producto fibrado de los morfismos f y
g es una terna (P.7,.7,) donde P es un objeto, P =5 A, y P -2 A, y son tales

que hacen conruutativo el diagrama

1

P —_— .4[

my ] LS
H — A

3
y st (X,€,,€;) es otra terna tal que el siguiente diagrama conmuta

x o4

&l 1S
Ay — 4

g
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existe un wnico ¢ : X — Plalque myop=¢§, ymop =4&,.
En toda categorfa abeliana existen producto fibrado como indica el siguiente re-
sultado.

Proposicion 1.37 Todo par de morfismos A, L4 y Ay = A en una categoria
abeliona C tiene producto fibrado.

Dem: Consideremos py : Ay X Ay — A4y y pa 1 A X Az — A; las proyecciones y
{ P, k) el nucleo del moarfismo gop; — fop; : 4; X A3 — A. Sean 1| = pjoK y Ty = pyok.
Probaremos que (P, 7y,7;) es producto fibrado. Tenemos que (g o p; — f o py)os =0,
entonces fop, 0k = gops oK, es decir fom = goms. Sea (X,£,,£,) otra terna tal
que el siguiente diagrama conmuta

X & 4
&l Lf
Az — 4

9

Los morfismos £, y £, inducen un dnico ¢ : X — A; X A tal que pyor =€, y paotdr =
&5, dedonde fof, = fopoyygol, =gopyorh.dedonde (gopy — fop)ow =0.
Por la propiedad del nicleo existe un dnico p : X — P tal que k0 ¢ = ¥ y ademds
mop=pokog=pob=Cymog=porog=poYp=£§.5i¢: X = Pes
otro morfismo tal que 1,0 =&, y mpof =&, entonces pyoxoy = =pioKoy
yp,ono¢'=§2=pgorcc¢,9,entonc<5xo<,a’=/{ugoycomorcesmon0morﬁsmo
Y=y m

En general para decir que (P, 7y, 72) es el producto fibrado de los morfismos A, 4

Ay Ay < A lo indicaremos diciendo que el diagrama

PoIL oy
Tyl Lf (1.11)
,42 _— 4

7

es un diagrama de producto fibrado. Notemos que si el diagrama (1.11) es un diagrama
de producto fbrado, también
P A
ml lg

Ay — A
t

es un diagrama de producto fibrado.
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El producto fibrado cumple con las siguientes propiedades.

Proposicién 1.38 Sea

P L 4
7zl L/
A — A

9
es un diagrama de producto fibrado. Entonces se cumplen las siguientes condiciones:
L. Si g es monomorfismo, enfonces T, e3 monomorfismo;
2. Si g es epimorfismo, entonces T es epimorfismo.
Lo mismo ocurre con [ y ma.

Dem: 1. Supongamos que ¢ es monomorfismo y sea h : X — P tal que
m oh =0, entonces gomoh = fomr oh =0, por lo que 73 o h = 0, entonces A es
el unico morfismo inducido por el diagrama

X = 4
0} L
A — 4
9
pero el morfismo O también cumple con la propiedad. Por lo tanto h = 0.

2. Supongamos que g es epimorfismo y asurmamos la notacién de la proposicién
(1.37).Sih: A— Bestalque ho(gop; — f op ) =0, entonces ho fop, = hogop,
componiendo por la inclusién iy © A» — Az x A, tenemos ho g = 0, de donde h =0,
de donde concluimos que g o po — f o py es epimorfismo, por lo tanto la sucesién

0— P4, x4, -5 A—0

es exacta, donde p = gop; — fop,. Ahora,sea £ : Ay — X tal que que {omy =0, es
decir £op; ok =0, por la propiedad del comiclen, existe un unico  : 4 — X tal que
wop=£Eop, peropog=yzo(gops— fop)oiy =Eopyoi, =0, lo que implica
que ¢ =0, entonces £ o py =0, de donde £ = 0. =

s
Corolario 1.38.1 Si A C B, entonces todo subobjeto de % es de la forma %, con L
subobjelo de B que liene a A como subobjelo.

Dem: Consideremos la sucesién exacta

O—ﬂA-f—vB—Eﬂg—'D
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ysea T ¢ 8 Sea (P.m,,m) el producto fibrado de n y ¢

P oILT
m ] lg
0— 4 L B 1 &8 g

coma 7 &s epimarfismo, por la proposicién (1.38), tenemos que 7, es epimorfismo. Por
otro lado, los morfismos A LB y A -2, T inducen un tnico morfismo w:A—- P,
tal que myop =0y myop = f. Notemos que si £ : X — A estal que poé =0,
componiendo de ambos lados de la igualdad 75 0 ¢ = f, tenemos que

O=mopof=fof,

como f es monomorfismo, tenemos que € = 0, por lo tanto p es monomorfismo. Por
otro lado, la propiedad universal del nicleo implica que existe un tinico morfismo
Y: X — Atalque foy =m,0&, de donde el morfismo wo: X — P es tal que

moygow = 0=mo0fy

Toopod = fouw=mof,

por la propiedad universal del producto fibrado £ = o 3, por lo tanto (4, ) es el
niicleo de 7y, por lo que la sucesién

0—AZ-PLT—0

es exacta, con lo que T es de la forma ;P y el diagrama siguiente conmuta

v

0— 4 =% p —0
il Tyl lg n
0— 4 L R

i 3
De la demostracién del corolario (1.38.1) tenemos que, para objetos B CCCA
y completando con los morfismos faltantes, un diagrama como el siguiente
0— B -4 I

[
B

1 1B la
A
B

J

0— B 4 a4 L
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y en este diagrama todos los cuadros conmutan. Podernos completar el dizgrama para

obtener columnnas exactas, como sigue:

0 0
l ]
0o— B L ¢ L g o
n 18 la
0o— B L a4 L4 o
Lé in
¢
i i
0 0

Ahorano fof =noao f =0, pero (£,5) es el conucleo de 3, por lo que existe un
dnico ¢ : & — g- tal que pod =no f. Porotroladodog=350805=0 y (%, /)
es el conucleo de g, de donde existe un tinico ¢ : % - % tal que Yo f = 4. Ahora,
Yoaof=wvofof=608=0y como f es epimorfismo tenemos que ¥ o e = 0,
entonces existe  : ;1_7;- — g tal que @on = . Por lo tanto popon = poys = 7,

como 7) es epimorfismo tenemos que ¢ o @ = lﬁ ypopod=ponof=iyof=4¢,

¥
con lo que pop = 12‘,' Con todo esto hemos demostrado la siguiente proposicién.

Proposicién 1.39 Si B C C C A, entonces {1‘ ~4. 0

5 «

B

1.4. Categorias de Grothendieck

Un objeto U de una categorfa C genera a C si para todo par de morfismos A L3
distintos existe U — A morfismo tal que foh # goh.

Ejemplo 1.18 Sea X un conjunto no vacio y A 9 B dos funciones tales que f # g
entonces eriste a € A tal que [ (a) # g(a), definemos h como sigue

h: X — A
h(z)=a

entonces para cade z € X tenemos

foh(z)=f(a) # g(a) =goh{z)
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de dondef o h # go h, por lo que X genera a Set.

Ejeraplo 1.19 Consideremos el anillo con uno R visto como R — médulo izquierdo.
Sean M L5 N morfismos distintos entre R — médulos izquierdos, enlonces eziste
m € M tal que f (m) # g (m), construimos h como

h:R— M
h{r)=rm

Entonces
Joh(l)=f(m)#g(m)=goh(l),
de donde foh # goh. Porlo lanto R genera la categoria R — Mod.

Ejemplo 1.20 Sea (G, *) un grupo y z,y € G distintos, entonces zxe # yxe por lo
que * genera la calegorfa G.

Ejemplo 1.21 Si P es un conjunto parcialmente ordenado y x € P arbitrario, en-
tonces = genera a la categorfa P ya que si no la genera existen morfismos distintos
a"—'gbyunmorﬁﬁnoz—»a tales que los movrfismos  — aLby:c—’a 2 b son
distintos, lo cual no es posible pues en esta categoria todos los morfismos de z a b
son iguales.

. . . J [
Recordemos que si A es un objeto fijo en una categorfa Cy B C Ay C C A,
B < C si existe un motfismo B - C' que hace conmutativo el siguiente diagrama

B L A
vl /7

9
C

y esta relacién es de orden parcial en la clase de subobjetos de A.

Proposicién 1.40 Si A es un objeto en una categorta cbeliana C. {B.}, es una
Jamilia de subobjetos de A. Entonces paro cualquier subobjeto B de A

Y (BinB)< (ZBA) NB

AEA AEA
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Dem;: Tenemos que para toda A € A
ByNB < By (1.12)
y
BanB<B. (1.13)

De la desigualdad (1.13) y proposicién (1.35) tenemos

S (BANB)< B (1.14)
AEA
Por la prosicién (1.34)
By< Y B (1.15)
AEN
de (1.12) y (1.15) tenemos
BA\NB<Y B (1.16)
ACA

y de esta wltima desigualdad tenemos

S BinB < B, (117)

LY-NY AEA

Finalmente por (1.14), {1.17) y la proposicién (1.36) tenemos

Y (BanB) < (ZBA) NB.u

AEA A€A

La desigualdad

AEA A€A

(ZBA) NB<) (BinB)

no necesariamente es cierta como lo indica el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.22 Consideremos la categorfa R — Mod y en esta categoria el objeto
A= Rz. Sean

By = {(z,0):z€R}
B = {(z2):z€R}
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Entonces (B, + B;) N B = B mientras que (B, N B) + (B, N B) = 0.

Un conjunto parcialmente ordenado I es dirigido si pars todo m, n en [ existe k
enJtalquemm<kyn<k.

Si D es un conjunto de subobjetos de 4 lo podemos ordenar parcialmente res-
tringiendo la relacién de orden parcial en la clase de subobjetos de A 2 D y diremos
que D es dirigido si D como conjunto parcialmente ordenado es dirigido, es decir, si
By,B; € Dexiste B€ Dtalque By < By B, < B.

Una familia {8,},., de subobjetos de A es una familia dirigida si vista como
conjunto de subobjetos de A es dirigido, esto es, para cada par A\, A2 € A exdste
A3 € Atal que By, £ By, y By, £ By,

Si A es un objeto de la categorfa C y { By )., es una familia dirigida de subobjetos

de A, entonces a la suma ) B, le lamaremos la unién directa de la familia {Bj}sea-
AeA

Una categorfa abeliana cocompleta C es una categorfa de Grothendieck si tiene
un generador y dado cualquier objeto A de C la clase L{A) de todos los subobjetos
de A, (que posteriormente probaremos que es un conjunto, praposicién (1.42)) con la
relacién anterior satisface que para cualquier familia { By}sca dirigida de subobjetos
de A se cumnple la siguiente relacion:

(ZB,\) NB=) (B\NB)

BY AEA

para todo B subobjeto de A.

Lema 1.41 Sean A - B y B 25 C dos morfismos en la cotegorfa abeliana C tales
que Imf < Nug, entonces go [ =0.

Demn: Consideremos la factorizacién de f
AL rmp 2B

) . .
como Imf < Nug existe un morfismo /'mf —— Nug que hace conmutativo el sigui-
ente diagrama

Imf 2.
el

nug

Nug
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es decir nug o ¥ = f;, de donde

gof=gofiof
=gonugoyo fy
=0 m

Diremos que una categorfa C es localmente pequeia, si la clase de subobjetos de
cada objeto de C, es un conjunto.

Con la siguiente proposicién obtendremos toda una familia de ejemplos de este
tipo de categorfas.

Proposicién 1.42 Si C una categorfa abeliana con un generador, entonces C es

localmente pequeria.

Dem: Sea A un objeto de C y U generador de C, para cada subobjeto (B, g)
de A tornemos el conjunto

(9) = {f € Homc(U, A) : existe U 2 B tal que f = go h} C Homg (U, A)

y definamos la correspondencia de los subobjetos de A en la familia de subconjuatos
de Homg(U, A)
(B.g)— (g)

Primero veamos que esta correspondencia no depende del representante del sub-
objeto:
Si (B,y) y (B, ¢) representan el mismo subobjeto y f € (g), entonces existe
U -2 B tal que f = g o h tomando el isomorfismo ¢ que hace conmutativo el
diagrama
' B L 4
L/

©
Bl

9

tenemos que f = ¢’ oz oh y woh es un morfismo de U en B, es decir f € {g'). Del
mismo modo la otra contencidn.

Ahora probaremos que la correspondencia es inyectiva:

Sean (B, g) y (B',¢’) subobjetos distintos de A. Consideremos las monomorfismos
canénicos BN B -~ By BN B’ 2~ B' del diagrama {1.10) que si ambos fueran
isomorfismos tendrfamos el isomorfismo 8 sy B’ que cumple que g oy o y~! =

nupo~~! = g de donde {B.g) y (B'.¢') representan el mismo subobjeto, lo cual no
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es posible. Entonces v 6 ¥ no es isomorfismo. Supongamos que + no es isomorfismo,

entonces
B B

BAB  Nuy

Como ~ es monomorfismo no puede ser epimorfismo, entonces Conuy # 0, por ser U

Conuy = Imy.

generador existe U 2L, Btal que
conuyoh #0. (1.18)

Consideremnos el morfismo f = go h € (g) y supongamos que f € (¢’), entonces
f=¢ oh’  con k' de U en B, factorizando h y A' como

U2 mh 2, B
U 20, b 2, B
tenemos las factorizaciones de f = go ggo hy = ¢ o gj o hy, de donde Imh e Imh’

representan el mismo objeto, entonces Imh < BN B’, con lo cual existe ¢ que hace
conmutativo el siguiente diagrama

Imh

90
ol 0\
BnpB — B

¥

con lo gue también conmuta el siguiente diagrama

U
ko
N
Imh
%
vl N
' conuy =3
BNB - —  BAF

de donde,

conuyo h = conuyo gyo hg = conuyoyoygohy =0

lo cual contradice (1.18). m

Observacién 1.43 De esta proposicidn concluimos que una categorta de Grothendieck
es localmente pequenia y de aquf que para cualquier objeto A de esta categoria, L(A)
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es una relfcula completa y superiormente continua, esto es

on(4,9)- 50

ceb

para cualquier conjunto dirigido D de subobjetos y cualquier subobjeto B de A, (aqut
el simbolo V es Y y el simbolo A es M),

Ejemplo 1.23 R — Mod es categoria de Grothendieck. Para probar esta afirmacion
solo hay que probar que en R — Mod se cumple

(Z D) NN=3(DnN)
DeD DeD

pare cualquier conjunto dirigido D de subobjetos de un R —médulo M y un subobjeto
N de M. Le proposicién (1.40) nos da la contencion

Y(onnc (Z D) aN

DeD DeD

Para la otra contencicn tomemosz € { 5, DI NN, entoncesx € N yz =4, +
Dep

dht+...+d,condyeDyeD,dy € D €D,..., dy € D, € D, como el conjunto

D es dirigido existe D € D tal que d; € D, para toda i = 1,...,n, con lo que

teDNNC Y (DON). =
DeD

1.5. Objetos Inyectivos

Ahora analizaremos el concepio de objeto inyectivo, este concepto se puede ver
de manera general, sin embargo nos limitaremos a decir algunas cosas sobre objetos
inyectivos en una categorfa de Grothendieck. En lo que sigue C serd una categorfa de
Grothendieck.

Antes de la definicién probemos la siguiente proposicién.

Proposicién 1.44 Si C L Aes monomorfismo y para todo C 5 B eriste A % B

tal que el siguiente diagrama conmuto

Cc

9
B

N
TR,



45

entonces para cualquier pareja (C', f') equivelente a (C, f) y cualquier morfismo C' z
B, eziste A 4B que hace conmutativo el siguiente diagrema

c L

kL /h

B

Dem: Tomemos el isomorfismo ¢ : C — C’ que hace conmutativo el siguiente
diagrama

c +a

el /J

CI

Entonces existe @ : A — B tal que el siguiente diagrama conmuta

pl

Entonces o f = h o, y de esta igualdad concluimos que

h=pofop™ =pofogop™ =pof,

con lo cual el siguiente diagrama conmuta

c La
hi /¢
B ]

Sean A y B objetos en C, diremos que B es A — inyectivo si para cualguier
monomorfismo C £ 4 y morfismo C & B existe un morfismo A & B tal que el
siguiente diagrama conmuta

c La
9l /3
B

B es inyectivo si es A inyectivo para todo objeto A de C.

Por la proposicién (1.44) se puede reescribir la definicién de A — inyectivo como

sigue:
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Sean A y B objetos en C, diremos que B es A — inyectivo si para cualquier
. f . ] -
subobjeto C C A y morfismo C 2 B existe un morfismo A & B tal que el siguiente
diagrama conmuta

c La
gl /3
B

B es inyectivo si es A inyectivo para todo objeto A de C.
/
Proposicién 1.45 Si BC A y E es A - inyectivo, entonces E es B — inyectivo.

Dem: Seah: K — B un monomorfismoy g : K — E un morfismo cualquiera,
entonces foh es monomorfismo de I en A, corno E es A—inyectivo existe un morfismo
v : A — E tal que el siguiente diagrama conmuta

K 2 B
gl Lf
E — A

v

Basta tomar g = go f. ®

Corolario 1.45.1 Si A es un objeto isomorfo a A', entonces E es 4 — inyectivo si
y s6lo si £ es A" — inyectivo. m

Proposicién 1.46 Sea {Es},., une familia de objetos de C y A un objeto fijo de
C. Enionces cada E, es A — inyectivo siy s6lo si [[,., Ex es A — inyectivo.

) .
Dem: Sea BC AyB 3 HAE,\ E, morfismo, consideremos los morfismos
w09 : B — E,, entonces existen morfismos ¢, : A — E) de 1al forma que para toda
A € A el siguiente diagrama conmuta

g 2
91 L e
n»\EA E,\ "_-\’ Ey

y los @y inducen un morfismo §: A — [[,., E» tal que 75 0 § = ©,, de donde

myo0go[f=p,of=mog
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porloque go f=g.
Para la otra implicacién tomemos B é Ay B 2 E; morfismo, recordemos que
existen morfismos #) : £y — [],¢, Ex de tal forma que

4 1,\_\ siA=a;
BTN 0 sasa

entonces existe un morfismo  : A — [],., Ex de tal forma que el siguiente diagrama
conmuta

B L A

gl Le

EA _;. [‘[XGI\ EX
DN

Haciendo § = 7 o ¢ tenemos
gof=miopof=myoijog=gm

Proposicién 1.47 Sea {Ez},., una formbia de objetos de G y A un objeto fijo de
C. Sillsep Ex s A = inyectivo, entonces cada Ex es A — inyectivo.

J .
Dem: Sea A€ A, BC Ay B < E, morfismo, consideremos los morfsmos
irog: B — Uxe/\ E,, entonces existen morfismos ¢ : A — Ey de tal forma que el
siguiente diagrama conmuta

B

gl 1w
E)‘ — UAE;\ E"‘
N

Sea 7 : | [,ca Bx — £ tal que para toda o € A cumple con

2o = 1la, Sid=a;
Aol 0 stA#a.

y § = m) o, entonces
gof=mopof=moiiog=9

porloque gof=g9.m

En general, la suma directa de R — modulos inyectivos no es inyectivo, en el



48
capitulo siguiente daremos un ejemplo de este hecho en la categorfa R — Mod.

Ejemplo 1.24 Un grupo abeliano G es diwsible si para toda n € N e y € G existe
z€G tal quenz =y.

8i G y H son grupos abelianos, G es divisible y G L Hes epimorfismo, entonces H
es divisible, pues sin € N ey € H, entonces existe b € G tal que f(b) =y, tomando
a € G tal que na = b se tiene nf (a) = y.

El grupo abeliano G es divisible si y s6lo s1 G es Z—inyeclivo en la categorta Z— Mod.
Para prober esto primero supongamos que G es Z — inyectivo en Z — Mod y sean
né€ N ey€ G, tomando

9:nZ—-G
g(nm) = my

eriste 5: Z — G tal que §{nm) = g (nm), haciendo £ = §(1) tenemos
nz=ng(l)=g(n)=9(n) =y

Para la otra implicacidn sea g : nZ — G con G divisible. Queremos definirg:Z — G
tal que §{nm) = g (nm) para toda m € Z. Sea € G de tal forma que nz = g(n) y
la fijarmos, definamos

6:2-G

g(m)=mz
entonces §(nm) = nmz =mg(n) = g(nm).
Ejemplo 1.25 Q y g son Z — inyectivos, pues son divisibles.

Ejemplo 1.26 Como % = @p&? Zys, con P el conjunto de todos los primos, entonces
para todo primo p tenemos que Zys es Z — tnyectivo.

Un monomorfismo f : A — B se dice esencial si dado cualquier morfismo h: B —
C que hace de Ao f un monomorfismo es monomorfismo.

Un subobjeto B é A es esencial si dado cualquier subobjeto K & AAKNB=0
implica que K = 0.

Aquf estamos definiendo, por un lado, monomorfismos esenciales y, por otro lado,
subobjetos esenciales, como es de esperarse estos dos conceptos son equivalentes en
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cierta forma, este hecho lo probaremos mas adelante y para esto probemcs primero
los siguientes resultados.

Lema 1.48 Si f: A — B monomorfismo, entonces f =0 si y s6lo st A= 0.

Dem: Si A =0 el upico morfismo de A en B es el morfismo 0. Supongarsos
ahora que f = 0 entonces el morfismo A 14 4 L B esel morfismo 0 y como f es
monomorfismo 14, =0. Por loque A=0.m

Proposicién 1.49 Un subobjeto B (l: A es esencial si y sdlo si para cualquier mor-
fismo h € Homg (A, K) Nu(h)n B =0 implica Nu(h) =0.

Dem: SiB é A es esencial, por definicién Ny (A)NB = 0 implica Nu(h) = 0.
Ahora supongamos que para cualquier morfismo h € Homg (A, K), Nu(h)NB =0
implica Nu (h) = 0 y supongamos K & Aestal que K N B = 0, consideremos el
morfismo candnico A 5 %, esto es vy = conu{g). Entonces (K,1x) = Nu(y), es
decir Nu(y)NB =0, con lo que i = Nu(y) =0. m

Proposicién 1.50 Un monomorfismo f: B — A es esencial si y sélo si el subobjeto
B é A es esencial.

S .
Dem: Supongamos que B C A4 es esencial y sea h : A — K de tal forma
que h o f sea monomorfismo, tomando ¥, v, y 7, andlogos a los morfismos de los
diagramas (1.9) y (1.10) tenemos el siguiente diagrama conmutativo

Nuh
T nuh
Nuhn B ey A
N /
2 f
B

de donde deducimos que nuh o~ = fo,, porlo que ho fo-y, =0, pero ho f es
monomorfismo, entences v, = 0 y monomorfismo, lo que implica que NuhNB =0y
de aquf Nuh = 0. Por lo tanto & es monomorfismo.

Supongamos ahora que f : B — A es un monomorfismo esencial y sea h :
A — K tal que NuhN B = 0. Queremos probar que Nuh = 0, para esto basta
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probar que h es monomorfismo. Considerando el subobjeto de A representado por
(Nu(ho f), fonu(ho f)), como el diagrama

Nu(ho f) forulbel) - 4
nu(ho f) | {'
B
conmuta,
(Nu(hof),fonu(hof) < (B.f). (1.19)

La igualdad ho fonu (ko f) = 0 implica que existe un Unico morfisma p : Nu(ho f) —
Nuh tal que el siguiente diagrama conmuta

Nu(ho f)
fenu(haf)
v\
Nu(h) LU ILE 8
por lo que
(Nu(ho f),fonu(ho f)) <(Nu(h), nuh), (2.20)

tomando en cuenta la proposicién (1.36) y las desigualdades (1.19) y (1.20) obtenemos
Nu(ho f) < Nu(h)N B = D, esto implica que h o f es monomorfismo, como f es
esencial, finalmente, & es monomorfismo. m

En vista de las proposiciones anteriores, da lo mismo hablar de subobjetos esen-
ciales que de monomorfismos esenciales. Si B é A es esencial lo abreviaremos escri-
biendo B é A o simplemente B 9 A, si no hace falta especificar el monomorfismo
esencial f.

Proposicidén 1.51 §i A € B C C son objetos de C, entonces A Q C st y s6lo si
AdBd4C.

Dem: Supongamos que A 4 B 4 C y sea K subobjeto de C tal que ANK =0,
entonces BNANK =0, conlo que BNJX =0y de aquf{ que K =0.

Ahora,si A9 Cy K C B tal que AN K =0, entonces K también es subobjeto
de C que cumple que AN K = 0, por lo tanto K = 0, por lo que A < B. Sea
LcCtalque BNL =0.Tenemosque ANLC ACByAnL C L, conlo que
ANLCBNL=0,porloque ANL=0,peroA<SC, porlotanto L=0.m
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!
Proposicién 1.52 Si A Q B y E es un inyectivo tal que A & E, entonces B es
subobjeto de E.

Dem. De la inyectividad de E existe g : B — E de tal forma que el siguiente
diagrama conmuta

A LB
gl /3
B

es decir §o f = g, pero f es esencial y g monomorfismo, entonces § es monomorfismo.
n

!
Notemos que st A 4 By A es B — inyectivo entonces existe g : B — A tal que el
siguiente diagrama conmuta

A LB
al /g
A

e igual que en la demostracién de la proposicién anterior g es monomorfismo y go f =
1,, entonces go fog=1,09 =g =golg, dedonde fog = 1g. Por lo tanto A = B,
Esto lo podemos resuriir diciendo que B no tiene subobjetos propios B — inyectivos.
Una cdpsula inyectiva del objeto A es una pareja (E, f) con E un objeto inyectivo
yA é E.
De la definicion de cdpsula inyectiva y la proposicién (1.51) se sigue la siguiente
proposicién.

Proposicién 1.53 5i A 9 B, entonces (B, f) es cépsula inyectiva de A si y sdlo s
(E, f) es cdpsula inyectiva de B.

Dem: Para la demostracién primero supongamos que (£, f) es cdpsula in-
yectiva de B, entonces A I B 9 E, con lo que A 9 E. Ahora si (E, f) es capsula
inyectiva de A tenemos que AC BCEy A< E.porloque BIE. m

Proposicidn 1.54 Si el objeto A hene una cdpsula inyectiva (E, f) y @ es un in-
yectivo tal que A ¢ Q, entonces E es subobjeto de Q.
Dem: La demostracién se sigue directamente de la proposicién (1.52). m

En el siguiente capftulo probaremos que todo R — médulo tiene una cépsula in-
yectiva.,
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Capitulo 2
Categorias o[A]

En el presente capftulo introduciremos la nocién de subcategorfas cerradas de
R — Mod, las cuales son del tipo a{M] y analizaremos algunas de las propiedades que,
como categorfa, tienen. Probaremos que en las categorfas del tipo oM} todo objeto
tiene una cdpsula inyectiva. Finalmente estudaremos V — mdédulos, que son médulos

M doude todo simple en oM} es inyectivo.

2.1. Generadores y Subgeneradores

Sea C una categorfa y U una subclase de objetos de C. decimos que un objeto A
de C es U — generado (de manera dual: Y — cogenerado) si para todo par de morfismos
ALl%B(BLs A) distintos, existe U objeto de i y un morfismo U —— A (A == U)
tal que foh#goh (ho f# ho f) U genera (cogenera) a C si todos los objetos de
C son U ~generados (U—cogenerados).

Si U consta solo de un objeto U diremos que A es U~generado y U —cogenerado
en vez de U —generado y U —cogenerado, respectivamente.

Proposicién 2.1 See U un conjunto de objetos de C de tal forma que para cade
U €U existe un conjunto de objetos Vi, de C tal que U es Vy — generado. Si A es
un objeto U — generado de C, entonces A es |, Vu — generado.

Dem: Sean A 2% B morfismos distintos, entonces existe U/ objeto de U y un
morfismo U —— A tal que f o h # goh, por lo que existe V € Vy C |Jyey Vv ¥y un
morfismo V - U tel que fohop # gohop. Por lo tanto V 2 A cumnple con lo
requecido. m

a3
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Proposicién 2.2 Sea U un conjunto de objetos de C de tal forma que para cada
U e U existe un conjunto de objetos Vy de C tal que U es Vy — cogenerado. St A
es un objeto U — cogenerado de C, entonces A es | )¢, Yy — cogencrado. m

De estas dos proposiciones podemos concluir que si N es U — generado, respec-
tivamente U — cogenerado, y cada elemento de U es V — generado, respectivamente
cada elemento de U es V —cogenerado, entonces N es V — generado o V — cogenerado,
segun corresponda.

Proposicién 2.3 Sea C una categorta y U una subclase de objetos de C, si A es un
objeto de C, el cual es U—generado, entonces todos sus cocientes son U —generados.

Dem: Consideremos B un cociente de A con epimorfismo A A B, sean B ENA
C morfismos distintos, como f es epimorfismo g o f # k o f, entonces por ser A
U —generado existe U objeto de U y U 2, A tel que go fohs# ko foh, de donde
tenemos que B es I/ —generado.

Proposicién 2.4 Sea C una categoréa y U una subclase de objetos de C, si A es un
objeto de C, el cual es U— cogenerado, entonces todos sus subobjetos sonU—cogenerados.

/
Dem: Consideremos B C A4, sean C %5 B morfismos distintos, como f es
monomorfismo fog# f ok, entonces por ser A l{—cogenerado existe I objeto de U
yU 24 Atal que ho fog # ho fok, de donde tenemos que B es U —cogenerado. o

Proposicién 2.5 Sean C une categorfa y A, B objetos de C somorfos, entonces A

es U—generado si y sélo si B lo es.

Dem: Como A y B son cocientes uno del otro el resultado se sigue de la
proposicion (2.3). m

Proposicién 2.8 Sean C una categorfa y A, B objetos de C isomorfos, entonces A
es ({—cogenerado si y sélo 8t B lo es. m

Si Y es una subclase de objetos de una categorfa C, la subcategorfa generada por
U, GU], es la subcategorfa plena de C de todos los objetos U —generados y CGiA) es
la subcategoria plena de C de todos los objetos I{ —cogenerados.

Por los resultados anteriores tenemos que G[U] es cerrada bajo cocientes y copias
isomorfas, ademds todos los objetos de U son objetos de GiU] y la categorfa CG[U|
es cerrada bajo subobjetos y copias isomorfas.
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Proposicién 2.7 §i C es una categoria cerroda bajo coproductos, entonces para
cualquier objeto A de C y U conjunto de objetos de C, las siguientes condiciones
son equivalentes:

1. A es U—generado;

2. Eziste un conjunto A y [[ Uy 2. A un epimorfismo con los Uy € U.
A€A

Dem: 1) = 2) Consideremos para cada U en U el conjunto Ay = Homg(U, A),
para cade f € Hom(U, A) hacemos U; = U, entonces tenemos la coleccién de mor-

fismos Uy LA que induce un morfismo fy; que hace conmutativos los siguientes

diagramas
A& Y
JEAY
I\ Sy
Uy
haciendo para cada U € Y Ay = |[[ Uy tenemos la coleccion de morfismos
feAY

Ay 24 que induce un morfismo  que hace conmutativos los siguientes diagramas

A < ] 4w
Ceu
fu'\ A Ju
Ay

Sea A %% B morfismos distintos. entorces existe U € U yU L Atal que
gof #hof dedonde go fyory # ho fyou ydeaquf gopojyory # hoypojyory,
de donde concluimos que g o # f 0y, es decir,  es epimorfismo.

2) = 1) Consideremos A un conjunto y ¢ epimorfismo que satisfacen (2), sean
A L2 B morfismos distintos, por ser @ epimorfismo f o # g o ¢ entonces existe
AEeAral que foywory, £ gopor,. Porlo tanto A es U —generado. m

Proposicién 2.8 §i C es una categoria cerrada bajo coproductos, entonces para
cualquier objeto A de C y U conjunto de objetos de C, las siguientes condiciones
son equivalentes:

1. A es U—cogeneredo;

2. Eriste un conjunto A y A —— 1 Us un monomorfismo con los U, € U.
AEA

Dem: La demostracién se hace de manera dual a la anterior. »
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De la demostracién de las proposiciones anteriores notemos que si la categorfa

C es cerrada bajo productos y coproductos y el objeto A es U —generado o bien

U—cogenerado, con U conjunto de objetos de C, entonces A es [[ U—generado o,
Ueu

respectivamente, ] U—cogenerado, es decir:
Ueld

Proposicién 2.9 Si C es cerrada bajo productos y coproductos yU es un conjunto de
objetos de C, entonces existe un objeto A de C tal que GU| coincide con la categoria
GlA| y un objeto B tal que CG[U) es la categorfa CG[B|. m

Como ejemplo importante tenemos el siguiente.

Ejemplo 2.1 En la categorfa R — Mod, para un mddulo M, el morfismo

@ R — M
12 ((Tm)me)u) =) ram,

es epimorfismo, de donde todo R—mddulo es R—~generado y de aquf{ G [R] = R—Mod.

Ejemplo 2.2 Recordemos que un grupo abeliano es de torsidn si todos sus elementos
tienen orden finito y es libre de torsidn si el dnico elemnento de orden finito es 0. Sea
M un grupo libre de torsién, para cada z € M no cero definamos el morfismo

92:(1')_"Q

g (mz) = m,

el cual esta bien definido, pues si mx = m'c tenemos (m —m')z = 0, de donde,
m—m' = 0. Es obvio que es morfismo y g; (z) = 1. Mas abajo probaremos que Q
es myectivo en la categorta Z — Mod, este hecho nos indica que existe un morfismo
fe: M — Q de tal forma que el siguiente diagrama conmuta

(z) — M
91 /f:
Q

Entonces f- (z) = 1. Tomando fy como el morfismo cero, la familie {f;},¢,, induce
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un unico morfismo M 2 QM tal que para todo £ € M el siguiente diagrama conmuto

M 2 QM
feN < Tz
Q

Entonces si z € Nuyp tenemos 0 =7, 0 ¢ () = f,(z), con lo que z =0. Por lo tanto
p es monomorfismo y con esto concluimos que M es Q — cogenerado.

Si C es una categorfa completa (cocompleta) diremos que el objeto A es finits-

mente generado (cogenerado), si dado un epimorfismo (monomorfismo) f : [| Uy —
A€A

A (j A — T] U,\) existe un conjunto A C A, con A finito tal que la composi-
AEA

cion [JUy— [[ U, — A (A — [1Us— I U,\> sigue siendo epimorfismo
PYN AEA AEA A€d
(monomorfismo).

Ejemnplo 2.3 Si M es un R —médulo y existen my,ma,....mn € M tales que para
cada m € M existen ry,ry,..., 7o € R gue hacen que m = rym,y + ramy + ... + r,m,,

es decir que M es finitamente generado en el senhdo wsual. Sea f : [J Uy —
XEA
M un eprmorfismo y pora cada m; tomemos u; € [ U, tal que f(w) = m, st
AEA
Uiy, Ui2, - . ., Uin; S0 lus coordenadas no cero de u,;, con u;y € Ujj, entonces podemos

pensar a los u; como elementos de [[U;, y la composicion [[U, — [ Uy — M
sigue siendo epimorfismo. el
Inversamente, supongamos que M es finitamente generado, en el sentido categdrico,
sabemos que

f]] @ — M

TEM

f ((Tz)xenl) = Zrm

es epimorfismo, entonces etisten my,my, ..., m, € M teles que la composicion
[Ttm) — [ a) — M
=1 ré M

sigue siendo epimorfismo, es decer pera cada m € M existen T\, r,...,7n € R tales

que rymy +ramg + . Fram, = f((rom, rama, . Tama)) = T
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Un objeto A de C es ciclico (coclclico) si dado cualquier monomorfismo (epimor-
fismo) ¢ J{T Uy — A(p: A — J] U,) existe \g € A tal que poiy, : Uy, — A
(Moo A A—e:\UM) es monomorﬁsmf?epimorﬁsmo).

También en una categorfa completa y cocompleta las subcategorfas de!l tipo Gli/]
son cocompletas y las subcategocias CG|U4) son completas, como lo indica el siguiente
resultado:

Proposicién 2.10 Si C es categorta completa y cocomplete y A un objeto de C,
entonces para cualquier familia {Ay}ica de objetos en G[A] el coproducto [ Ay es
AEA

un objeto de G[A] y para cualquier familia {Bs}sea de objetos en CGlA] el producto
[T Bs es un objeto de CG{A).
SeA

Dem.: Para cada A € A consideremos el epimorfismo A(2) 2%, A, entonces
los morfismos ¢4 0 ¢, inducen un morfismo ¢

I Ax < I AU

AEA et
nopy N\ /3
Al

Si foyw=goyp, entonces paratoda A €A fopojy=gopoy,dedonde
fotxop, =gouyoyp,, como g, es epimorfismo tenemos que foiy = gouy para toda
A € A, de aqui concluimos que f = g, es decir ¢ es epimorfismo. De manera dual se
prueba la otra afirmacién. m

Proposicion 2.11 Si C es cerrada bajo productos y coproductos, entonces pare cualquier
conjunto U de objetos de C, la categoric G| es la minima subcategoria plena de C
cerrada bajo cocientes y coproductos que contiene a todos los objetos en U y CGU) es

la minima subcategoria plena de C cerrada bajo subobjetos y productos que contiene

a todos los objetos de U, minima en el siguiente sentido:

S C' es una subcategoria plena de C cerrada bajo cocientes y coproduclos que con-
tiene ¢ lodos los objetos de U, entonces todos los objetos de G[U] son objetos de C'.

Dem: Sea C’ subcategorfa de C cerrada bajo cocientes y coproductos que
contenga a i/, como todo objeto de G[U/] es cociente de un coproducto de los elementos
de U tenemos que todo objeto de G[U) es objeto de C'. La segunda afirmacién se
demuestra de forma andloga. m
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Consideremos un objeto A de G{U| y sean Lg(A) y Lopy (A) las colecciones de
subobjetos de A en C y G|U| respectivamente, las cuales en general no coinciden,
como lo indica el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.4 En la categoria de grupos abelianos G(Z), los enteros Z son un sub-
grupo de Q, pero Z no es Q — generado pues si ezistiera un conjunio A y un epimor-
fismo

p: QN = Z,

entonces hay un z = (Tp)y, € Q™M tal que p(z) = 1, de donde

1 = ¢(2)

=+ (2(3)...)
2 ((3).c.)

y de esto se concluye que 2 divide a !, lo cual no es posible. Por lo lanto Lz (Q) #
Leq) (Q) . pues Z ni siquiera es un objeto en G Q).

Si C es una categorfa y U una subclase de objetos de C, decimos que un objeto
A de C es U{—subgenerado si A es subobjeto de un objeto & —generada. Si Y consta
solo del objeto U diremos U —subgenerado en vez de U —subgenerado. U subgenera a
la categorfa C si subgenera todos los objetos de este.

Denotamos por o] a la subcategor(a plena de C de los objetos U —subgeneradas.
Proposicién 2.12 La categoria G [U] es subcategoria plena de o|U).

Dem; El resultado se sigue del hecho de que todo objeto de G [} es subobjeto

de sl mismo. =

De la definicién tenemos que o|lf] es cerrada bajo subobjetos y copias isomorfas.

Consideremos una categorfa abeliana cocompleta C, entonces tenemos los siguien-
tes resultados.

Proposicidn 2.13 Para unu calegoria abeliana C y una subclese U de objetos de C
se cumple que A es objeto de o|U] siy s6lo st A es isomorfo al nicleo de un morfismo
en G|U).



60

Dem: Supongarmas que A es objeto de o}lf| entonces existe F objeto de G{U/]
tal que A é F entonces (A, 1,4) es el Conu(nuf) ~ Nu(conuf) y conuf es un
epimorfismo en G[U).

Ahora supongamos que A es isomorfo al nicleo del morfismo B % C en GlU],

digamos que A £ Nuf entonces A M(l:w B, por lo cual A es objeto en o[U]. m

Proposicién 2.14 Para cualguier conjunto U de objetos de la categoria abeliana
C. se cumple gue o[l es una subcategoria cerrada bajo subobjetos, copreductos y
cocientes.

Dem: Si A es un objeto en olUf) y f : B — A monomorfismo, entonces existe
F objeto de G{U] y un monomorfismo g : A — F, porloque go f : B — F es
monomorfismo, y con esto B es objeto de o[l

Sea A un objeto de ofU] y F objeto en G{U) tal que A sea subobjeto de F,
entonces para cualquier subobjeto B de A se tiene que % es subobjeto de % que es

objeto de G{U), por lo que 4 es objeto en o{l]. De manera més general: si A L Bes
epimorfismo con A objeto de a{if] entonces B =~ ﬁ que es un objeto de o{l{).
Sea {As} s una familia de objetos de C, entonces para cada A € A existe Fj,

objeto de G| y un monomorfismo fy : Ay — F entonces [ fi : [[yep Ar —
AEA
1 sea F es monomorcfismo. Por lo que [], .4 Ax es objeto de o[l¢]. m

Proposicién 2.18 Pare cualgquier conjunto U de objetos de C lenemos que afld] es
la minima subcategoria plena de C cerrada bajo cocientes, subobjetos y coproductos
que contiene a todos los objetos en U.

Dem: Sea C’ una subcategorfa plena de C tal que f es un conjunto de objetos
de C’ y C’ es cerrada bajo cocientes, subobjetos y coproductos. Por ser C' cerrada
bajo cocientes y coproductos tenemos que G[U| es subcategorfa de C’, de donde
concluimos que si 4 C B con B objeto de G|, entonces A es objeto de C’. De aqui
que oY) es una subcategor(a de C'. m

2.2. Subcategorias Cerradas de R — Mod

Una subcategorfa cerrada de R — Afod es una subcategor(a plena de R — M od que
es cerrada bajo submédulos, sumas directas (coproductos) y cacientes.
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Todas las subcategorfas del tipo o {U(], con & un conjunto de R — mddulos, son
subcategorfas cerradas de R — Mod e inversamente, toda subcategorfa cerrada de
R— Mod es del tipo o {I{] como lo indican los siguientes resultados. Notemos que como
la subcategorfa o{l] es subcategoria plena de R— Mod y es cerrada bajo coproductos,
los coproductos de la familia {A,},.4, tanto en R — Mod como en o[l{] coinciden.

Proposicién 2.16 Si C es subcategorta cerrada de R — Mod, entonces C es la cate-
goria o [M), donde

M =U{§ : —}; es objeto de C},

Dem: Como C es cerrada bajo submédulos, sumas direcsas, cocientes y M es
objeto de C, entonces g [M] es subcategor(a de C.

Por otro lado tenemos para cada R — mdédulo N el epimorfismo,

P @xeN (z) = N

@ ((r2)en) = Dz

es decir, N est4 generado por sus submddulos clclicos. Entonces si V es un objeto de

C
N ~ @x&N (I)
Nug

Por otro lado para cada z € N tenemos que (z) es objeto de C y el morfismo

J:R—{(z)
f(r)=rz
. R sty )
es epimorfismo, con lo que {(x) = & 'C' M, entonces (x) es objeto de o [M]. Como
o [M)] es subcategorfa cerrada, resulta que QL\,%(X) es objeto de o {M] y esto wltimo
implica que N es objeto de o [M]. &

De esta ltima proposiciéon podemos concluir:

Proposicién 2.17 Toda subcategorfa cerrada de R — Mod es del tipo o [M)], para
algin moédulo M fijo. m

Ejemplo 2.5 Si I es un ideal biloteral de R, o [%] es lo close de todos los R —
médulos M tales que JM = 0, que se puede identificar con la categorfe de mddulos
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& — Mod. En efecto, si N es un objeto de o [8] existe un objeto F de G (2] tal

que N & F. Consideremos P (TR)M) — F epimorfismo y n € N, entonces eziste

(ra+ Dyen € (?)(A) tal que p ({rx+ I)\u) = f(n). Si s € I, entonces
flsn) =sf(n) = sp ((U +Dsen) =9 (3 + Dyen) =9 (572 + )yy) =0

y como f es monomorfismo sn = 0. Ahora st M es un R — médulo tal que IM =0
tomemos el morfismo
(M)
e (?) - M

‘P((’"m + D em) = Zrm-m

Primero veamos que g esta bien definido:

Sirm — 1), €1 enlonces (1, —1l,,)m = 0 y de aqui que, 7, - m = 7, - m. Como
rm € [ para casi todo m € M, Y 7, - m es una suma fimta. Es fécil verificar que ¢
es epitnorfismo, entonces M es un objeto de G [?] y en particular de o [}T?] .

Ejemplo 2.8 0(Zy ] = {p— grupos}. Es claro que todo objeto de o {Zy~) es un
p — grupo. Ahore si M es un p— grupo y r € M con orden p*, entonces {m) ~ Z.
Consideremos la funcién

w(a+pk2}=§+2

la cual esta bien definida pues si a + p*Z =a' + p*Z tenemos a — o' es mailtiplo de p*,
por lo que ;‘};-‘# = “—;f—' EZ.Si%+Z=0 estoes x €Z, entonces a4 p*Z = 0,
esto implica que @ es monomorfismo. Por lo tanto @,y (M) s objeto en a{Zy»| y
como M es cociente de @), {m) se tiene que M es un objeto de 0 [Z,e) .

Otro hecho importante es que toda categorfa del tipo o [M] es del tipo G [M], lo
cual se deduce inmediatamente del la siguiente proposicion.

Proposicién 2.18 o (M) tiene un generador.
Dem: Consideremos el conjunto de todos los submédulos ctelicos de A7 ™)

U= {(m) :m € _‘U(N)}
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Si N es un objeto en o [M), podemos tomar un objeto F en G [M] de tal forma que
N sea un submédulo de F. Sea

o MW® o F

un epimorfismo y n € N, consideremos (my),., € MY de tal forma que p ((my),c2) =
T, y Sean my,,My,,. ..My, las coordenadas de (m.),., distintas de cero, con estas
coordenadas construimos el elemento m = (my,, my,,...ms,.0,0,...) € MM y el
morfismo

#:(m) — (n)
é(rm) = o (r (Ma)rea)

que es epimarfisma. Por lo tanto todo submédulo ¢iclico de N es U — generado y como
N estd generado por todos sus submédulos ciclicos, entonces N es U — generado para
todo objeto de ¢ {M]. Finalmente por la prosicién (2.9) o [M] tiene un generador, a
saber @, U- W

¢ [M] no necesariamente es cerrada bajo extensiones en R — Mod, como lo indica
el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.7 Consideremos la siguiente sucesién ezacta en Z — Mod

02 L7,%2,—0

20 + 47
a+2Z

Il

f(a+22)
g9(a+4Z)

Z, es un objeto de o [Zs] pero Zs no es objelo eno(Zq) =0 [-212] , pues (2Z)Z4 no es

Cero.

o [M] no necesariamente es cerrada bajo productos directos, como se ve en el
sigulente ejemplo.

Ejeroplo 2.8 Zy. esun objeto de o (Zyw) pero [ .oy Zon 10 €s objeto en g [Zye], pues
Z es isomorfo o un submddulo de [[,.n Zo v por lo tanto [, oy Zp~ mo es p — grupo.
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A pesar de que o {M| como clase de médwos no es cerrado bajo extensiones y
productos, tiene como categorfa, producto directo como probaremos a continuacion.

Si M es R—médulo y U una clase de R —médulos, definimos la Traza y el Rechazo
de U en M como

Tr(U, M)
Rej (U, M)

Z{I-mj:f € Homg (U, M), U € U}
(V(Nuf : f € Homg (M, U),U € U}

Notemos que aun cuando U no sea un conjunto, tanto la suma en la traza como la
interseccidn en el rechazo, se hacen en una familia de subconjuntos de A/, por lo cual
Tr(U, M)y Rej{(ld, M) estdn bien definidos.

Proposicién 2.19 Para un R—modulo M y una clase de R—médulos U se cumplen:
1. Tr{U, M) es el mayor submodulo de M que es U — generado

2. Rej(U, M) es el menor submddulo de M tal que W es U — cogenerado.

Dem: 1. Como para todo objeto U en U y f en Homg (U, M) se tiene que
Imf es U ~ generado, entonces Tt (U, M) es U — generado.
Sea K es un submédulo de M que sea Ud — generado, entonces existe un conjunto

@:HUA—'I\’,

AEA

A y un epimorfismo

para cada A € A consideremos el morfismo fy = jo o1y, con j la inclusién de K en
M e 2y la A—inclusién de Uy en ][, Ux. Sea z € K y tomemos (my),cn € Lner Un
tal que ¢ ((1m,),¢,) = T, entonces

2 = 2 ((M)rer)

= (Zh(m))

AEA

= 3 pois(my)

A€A

= Y jogon(m)

A€A

= > A(my)

QEA

€ Tr(U, M),

de donde, K < Tr (U, M).
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2. Paracada U el y f € Homp (M,U) tenemos que v j ~Imf < U, entonces
Nu/ es U — cogenerado. Como CG(U) es cerrada bajo productos y subobjetos ] -
es U — cogenerado. Por otro lado definamos

[\Ju/

M M
¥ Reg W M) “HW
¢ (z + Rej (U, M)) = (z + Nuf),.

Siz—y € Rej(U, M), entonces z—~y € Nuf paratodal € Uy f € Homp (M, U), por
lo tanto  est4 bien definida y es claro que es morfismo. Ahora, si ¢ (z + Rej (U, M)) =
0, tenemos z + Nuf = Q0 para toda U e U y f € Hovm;g(M U), es decir z €
Rej(U, M), por lo que ¢ es monomorfismo y con esto 7~y es submédulo de [T Nl

m)(u A
Por lo tanto m es U - cogenerado.

Sea K un submddulo de M de tal forma que 4 sea U — cogenerado, entonces
existe un conjunto A y un monomorﬁsmo S8 = [Thea Ur,conlos UsenUd. Sea z €
Rej(U, M) y consideremos 7 : M — V4 ! canonico, entonces r € Nu(myo f 077) para
toda A € A, es decir, my0 for(z) = 0 para toda X € A, por lo cual for(z) = 0, pero f
es monomorfismo, entonces 7 (z) = 0, por lo que £ € K. Por lo tanto Rej(U, M) < K.
[

Corolario 2.19.1 M es U — generado st y sélo si Tr (U. M) = M.

Dem: Si Tr (U, M) = M, entonces M es U — generado. Supongamos que M
es U — generado, Entonces M < Tr (U, M), pero Tr (U, M) siempre es submédulo de
M s

Corolario 2.19.2 M es U — cogenerado si y sélo si Rej(U M) =

Tenemos que Rej(U, M) es tal que es U — cogenerado, entonces si se

A
Rey (UM
cumple que Rej(U, M) = 0 concluimos que M = m, con lo que M es U —
cogenerado. Supongamos que M es U — cogenerado o equivalentemente % es U -
cogenerado, pot la proposicién anterior, tenemas Rej (U, M) es el minimo submdédulo

de M tal que es U — cogenerado, con lo que Rej(U, M) =0

Rc)(u ATY

Proposicién 2.20 $i N es un generador de o (M), (el cual existe por la propost-
cion (2.18)), {Na}yen €5 una familia de objetos en a (M) y (TT4 Naw {72} ren) €8 €l
producto directo en R — Mod de { Ny}, , entonces

(Tr (N, T4 M), {ﬂ ’T"(N'HA -'"*)}Ae,\)
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es el producto directo de {Ny},., en o (M].

Dem: Para probar que (Tr(N, [Ta M), {m |Tr(NH N'\)} ) es el pro-
A A€A
ducto directo de { Ny}, ., en o |M], probaremos que Tr (N, [, N} satisface la propiedad
universal del preducto.

Para cada A € A, consideremos py = 7, !7‘ (NI—[ V.\) y sea {X LY N,\} una
T\M A AEA

familia de morfismos en o [M]. Vista la familia {X L, NA}A en R — Mod, induce
EA

un tnico morfismo ¢ : X — [], Ny, en R— Mod, tal que para toda X € A el siguiente

diagrama conmuta

X ﬁ- H JV)\
AEA
AN A
Ny

Entonces Imip < [] N, y como X es un objeto de o [M], también Fm es un objeto

de g {M], de don:iee‘\[rrup es N — generado. Como Tr (N, ], N) es el mayor de los
submédulos de [] Ny que es N — generado, tenemos que Im o < T (N, ], M) Es
claro ahora que;\e;:;‘ara. cada A € A el diagrama
X 2 Tr(w, T4 Ma)
AN 7 Pa
Ny

conmuta, que es lo que querfamas probar. |

Este dltimo resultado junto con la proposicién {2.14) indican que la subcategorfas
de R ~ Mod del tipo g [M] son completas y cocompletas.

Proposicién 2.21 o {M] es una categoria de Grothendieck.

Dem: Por todo lo dicho antes es claro que o [M)] es categoria abeliana, cocom-
pleta y tiene un generador. Sean A un objeto en o {M], { By} ., una familia dirigida
de subobjetos de A v B subobjeto de A, como se dijo en el ejemplo (1.23) la igualdad

(z B)\) NB= Z(B).QB)
AEA AEN

se cumple en la categorfa R — Mod, por lo que se sigue cumpliendo en ¢ [M]. Por lo
tanto o [M] es categorfa de Grothendicck. m
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2.3. Cipsulas Inyectivas en o [M]

Recordemos que si A y B son objetos en una categorfa C, decimos que B es
A — inyectivo si para cualquier monomorfismo C ENy) y morfismo C % B existe un
morfismo A 2 B tal que el siguiente diagrama conmuta

c La
9l /g
B

y B es inyectivo en la categor(a C si es A inyectivo para todo objeto A de C.

De la definicién se sigue inmedjatamente que si C' es una subcategoria plena de
C, un objeto F de C’ que sea inyectivo en la categorfa C sigue siendo inyectivo en la
categorfa C’, pero el recfproco no es cierto en general, es decir que un objeto que sea
inyectivo en C’ no necesariamente es inyectivo en C.

Con respecto a los objetos inyectivos en o [A/] tenemos los sigujentes resultados:

Proposicién 2.22 Sea {M,},., una fomilia de objelos. Si E es My — inyectivo,
pare tode A € A, entonces E es [[, . My — inyectivo.

Dern: Sean M = ][, M, N un subraédulode M y g: N — E. Considere-
mos el conjunto

3= {(K.h) INCKCM KX Eyhiv= g}
ordenado parcialmente como sigue
(K,h) <(K',A)siysélosi KC K 'y h' |xk=h

Si € = {(Kx. hy)}rea €5 una cadena del conjunto S, tomemos § = [y, Ka, que es
un R — modulo, pues € es cadena. Sea h : § — E de tal forma que si z € S, con
x € K, entonces h (x) = hx(z). h esta bien definida, pues si z es elemento de K, y
de K, con K, € K),, se tiene que hy, |k, = ha,, y es f4cil ver que A es morfismo
que cumple con h |y= g. Es obvio que (S, h) es cota superior de Q.

Consideremos un méximo (Kjy, ho) en Q, entonces el siguiente diagrama conmuta

N =Ky — M

gl he
E
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Para terminar la demostracién basta probar que Ky = M. Sea A € A arbitrario, como
E es M, — inyectivo existe hy : My — E tal que el siguiente diagrama conmuta

KoMy — M,
| L hy
Sea

hIKO"'I\’I,\—PE
Bk +m) = ho (k) + hy (m)

Notemos que h est4 bien definida, pues si k +m = 0 entonces k = -m € KgN M, y

ha (m)

—hy (k)
_ho (k) 1

de donde hg (k) + hy(m) = 0. Es clero que » es morfismo, h |x,= ho ¥y h |y=
ho |n= g, es decir (Kq + M), h) € T, por la maximalidad de (Ko, ho) tenemos Ko +
M, = Kp. Por lo tanto M, C K, para toda A € A, y con esto se concluye que
MCKo u

Proposicién 2.23 Si E es M — tyectivo y v : M — N es epimorfismo, entonces
E es N —inyectivo.

Dem: Basta probar que si NV es submdédulo de M y E es M — nyectivo
entonces es & — inyectivo.

Sea % submédulo de % yg: % — £. Llamemos 7 al epimorfismo canénico de K
en % El que E sea M — inyectivo implica que existe ¢ : Al — E tal que el siguiente
diagrama conmuta

K <M
gonl /vy
E

Por otro lado, si z € N C K|, tenemos ¢ (z) = gon(x) = 0, por lo que se puede
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definir

y si k € K entonces

gk + N)

w (k)
gon{k)
g{k+N). m

Proposicién 2.24 E es M — inyectivo si y sdlo 3t E es N — inyectivo para todo
objeto N de o (M.

Dermn: Si E es N — inyectivo para todo objeto N de o [Af], entonces E es
M - inyectivo.

Supongamos que £ es M — inyectivo y sea N up objeto de o (M|, K LN
un monomorfismo y K % £ un morfismo. Sea £ un abjeto en G[M) y N ¢ F,
entonces existe p : MW — F epimorfismo. Como E es M — inyectivo entonces es
M — ingectivo, de aquf que E sea F - inyeclivo, entonces existe ¢ : £ — E tal
que el siguiente diagrama conmuta

K = N

gl Lh
~ F

'y
La demostracién se completa vomando §=¢oh. m

Lo que nos dice la proposicién anterior es que un objeto E en o [M] es inyectivo
en la categoria o [M] si y sélo si E es M — ingectivo en la categor(a R — Mod.
Como corolario tenemos el criterio de Baer.

Proposicién 2.25 (Criterio de Baer) E es inyectivo en la categoria R — Mod s1
y s6lo st E es R — inyectivo. m

Proposicién 2.26 Si E es R — inyectivo, es decir, si E es inyectivo en R — Mod,
entonces Tr (M, E) es M — inyectivo.
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Dermn: Sea N L. M un monomorfismo y N & Tr (M, E) un morfismo cualquiera,
tomando el morfismo N ¢ E tenemos un morfismo g : M — E tal que el siguiente
diagrama conmuta

N o Lom
gl 1 g
Tr(M,E) % E
peto Im(§) C Tr (M, E), por lo que § se puede pensar como un morfismo de M en
Tr (M, E) y hace conmutativo el siguiente diagrama

NL M
gl 7§
Tr(M, E)

que €3 lo que se querfa probar. B

Recordemos que una cédpsula inyectiva de un objeto A en una categorfa de Grothendieck
C es una pareje (£, f) con E un objeto inyectivoen Cy f: A — E un monomortfis-
mo esencial. Ahora probaremos que todo objeto de o {M) tiene cépsula inyectiva en
o [M], para esto probemos los siguientes resultados.

i
Lema 2.27 Seen M, N objetos de una categoria preaditwa C y N C K. Entonces
existe un monomorfismo p : Homg (M, N) — Home (M.K), en la categoria de
grupos abelianos.

Dem: Consideremos

ga:HO‘mc(l\//,N) -+Hamc(M‘K)
e(g)=foyg

Si ¢ {g) = ¢ (h). tenemos que fog = foh, pero f es monomorfismo, entonces g = h,
de donde concluimos que ¢ es inyectiva. Ahora @ (g + h) = fo(g+h) = fog+ foh =
¢(g)+w(h)-m

Lema 2.28 Si M es un grupo abeliano, es decir un objeto en Z — Mod, entonces
pero, cualquier anillo con uno R se cumplen:

1. Homg (R, M) tiene estructura de R — Mddulo izquierdo.

2. §i ademds M es un objeto en R — Mod, entonces Hompg (R, M) es R — submédulo
de Homg (R. M) .
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Dem: Recordemos que la estructura de grupo abeliano Homg (R, M) esta

dada del siguiente modo: Si f, 9 € Homg (R, M), definamos f + g como:

1.

SizeR

(f +9)(z) = f(z) +9(2)

Para darle estructura de R —mnddulo 1zquierdo a Homg (R, M), definamos para
r€ Ry f€ Homg (R, M), rf como sigue:
SizeR

(t))(z) = f(ar)

Primero probemos que rf € Homgz (R, M), para esto tomemos z,y € R, en-
tonces (rf) (z +y) = [((z+y)7) = [(zr+yr) = [(zr) + [{yr) = (rf) (z) +

Ny
Ahora probemos que Homz (R, M) es R — médulo. Sean f,g € Homg (R, M)

yr.s€R:
Si z es un elemento cualquiera de R tenemos que:

(f+g)(z) = (f+9)(zr) = f(zr) + glar) = (r[)(z) + (rg)(z) =
rf+rg)(z). Porloquer(f+g)=rf+rg

(r

(

by ((r+3s)f)(z)=f(z(r+9))=flzr+zs)=[(zr)+ f(zs)=(rf)(z) +
(sf)(z) =(rf +sf)(z). Porlo tanwo (r +s) f =rf + s/.

¢) ({rs) f)(=z) = f(z(rs)) = [{(z7)8) = (sf) (zr) = (r(s/)) (z) . De donde
(rs) f=r(sf)-

d)y (Uf)(z)=f(z1)= f(z) Entonceslf = [

a)

Es claro que Hompg (R, M) es subgrupo de Homz (R, M), para que sea submé-
dulo, basta probar que para cualquier f € Homp (R, M)y r € R se cumple que
rf € Homg (R, M). Para esto, sean f € Homg (R, M) y z,7,5 € R, entonces

(rf) (sz) = [ ((sz)7) = [ (s (zr)) = 5 ([ (zr}) = s ((r[} (). m

Lema 2.29 Si R es anitlo con uno y Q es un grupo abeliano Z — inyectivo, entonces
Homz (R, Q) es R — inyectivo.

Dem: Sea I ideal izquierdo de R y h € Hompg (I, Homz (R, Q)). Considere-

mos

7:1=Q
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debnido como;
v(a) = [h(2)] (1).

Tenemos que para todas a,b € I se cumple y(a + ) = [h(a + )} (1) = [~ (a) + A (B)} (1) =
{h(a)] (1) + [~ (b)] (L) = v(a) +v(b). con lo cual ¥ es un morfismo en Z — Mod, como
Q es Z — inyectivo existe un morfismo en Z — Mod, 3 : R — @ que hace conmutativo
el siguiente diagrama

0—-I] —R

YL 7
Q

Ahora definamaos

h:R— Homz(R,Q)
h{r) =14

Si a € [, tenemos para toda £ € R que [i_z(a)]

z) =
[k (20)) (1) = {zh(2)) (1) = {h(a)] (), por o que } (a)
es que el siguiente diagrarna conmuta

7)(z) = ¥(za) = y(za) =
h(a), para toda a € /, esto

(a

0—-7] —R
hi S h
Hng(R)Q)

Por lo tanto Homgz (R, Q) es Z — inyeclivo. m

Lema 2.30 Si M es un objeto en R — Mod, entonces M ~ Homp (R, M).

Dem: Sea f: M — Homg(R, M) de tal forma que para toda m € M y
T€R

[f (m)] (=) =

Entonces para todos m,n € M y T e R tenemos (f (m+n)|(z) = z(m+n) =
zm +zn = [f(m)](z) + [f ()] (= (m) + f{(n)](z), por lo que f(m+n) =
f(n) + f (n). Ahora si r es otro elemento de R tenemos que [f (rm)| (z) = z(rm) =
(zr)m = |f(m)] (z7) = [r (f (m))] (2), es decit f(rm) =1 ([ (m)). Por lo tanto f es
morfismo.

Supongamos que f (m) = f (n), entonces [f (m)| (1) = [f (n)] (1), de donde m = n.
Por tltimo, si v € Homg (R, M), hacemos m = (1), entonces [f (m)}(z) = 2m =
zy(1) = v(x), por lo que f(m) =~
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Proposicién 2.31 Todo R — médulo M es submédulo de un R — médulo inyectivo.

Dem: Sea M un R —médulo y considerémoslo como Z — médulo, esto es M
es un objeto en G [Z}, entonces existe un conjunto A y un epimorfismo f : Z — M
en Z — Mod, de donde M ~ %:—} en Z — Mod. Por otro lado, Z es un subgrupo del
grupo divisible @, con lo que Z™ es subgrupo de QY que a su vez es subgrupo de
Q*, este Wltimo grupo es producto directo de grupos divisibles por lo que también es
divisible. Por lo tanto M es subobjeto del grupo divisible %\7 Llamemos @ = %.
entonces M se considera como subgrupo del grupo Z — inyectivo Q. Para terminar
la demostracién noternos que M ~ Homg (R, M) C Homz (R, M) C Homz (R, Q) vy
este dltimo es R — inyectivo. m

Como consecuencia de esta proposicién teneros el mismo resultado para las cate-

gorfas del tipo ¢ [M], como lo indica la siguiente proposicién.

Proposicién 2.32 5i N es un objeto en o |M|, entonces existe un inyectivo £ en
o{M] lal que NC E.

Dem.: Por la proposicién (2.31) para todo R — mddulo T existe un mdédulo
inyectivo 2 en R — Mod y un monomorfismo T EN Q.

Sea N un objeto en o [M], entonces existe F un R — médulo M — generado y un
monomorfismo N 5 F. Sea @ un R —médulo R — inyectivo tal que F & @, entonces
Tr (M, Q) es un inyectivo en o [A{] y es el mayor submédulo de Q Af — generado, por
locual FC Tr(M,Q). Porlotanto N C Tr (M, Q). m

Sean C es una categorfa de Grothendieck y @ un objeto de C. Si A é @ hacemos
g = {(K.g) k& Qy](nA:()},

Podemos restringir el orden de la retfcula L{Q) a 3, esto es:
Si (Ki,g1) . (J(2,92) € S tenemos (K\,g1) < (K>, 92) si y solo si existe ¢ €
Homc (K, K3) tal que el siguiente diagrama conmuta

K 5Q
vl /g
Ky

Con este orden, tenemos que < esta parcialmente ordenado. Si € es una cadena

en 3, como todo C < Q, tenemos que C < Y. € < Q y, como € es una cadena, €
Cee
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es un conjunto dirigido, por lo que Z C) NA= 5 (CNA)=0,esdecir 3 C
cee Cee
es cota superior de €. Por el Lema de Zorn < t)ene m&xmos, a estos maximos se les

llama @ — complementos de A.

Los @ — complementos de N en o [M] tienen las siguientes propiedades.

Lerna 2.33 Sea Q un objeto en o [M). Entonces si N es submddulo de Q y N’ es
submddulo de Q) mdzimo con lo propiedad de que N NN’ =0, entonces:
I.N® N €Q;

2. NQN ﬂ%

Dem: 1. Sea L submédulo de @ tal que LN (N ® N’) = 0, entonces si z €
NN(N+L)tenemos quez € Nyz=y+lcony € Nyl e L, de donde
l=2x—-yeLN(N&N'), porloquel=0,porloquez e NNN =0, por lo tanto
NN (N'+ L) =0, por la maximalidad de N' tenemos que N’ + L = N’, por lo que
LCNCN®N ydeaqutquee L=LN(N&N)=0

2. Sea L submédulo de Q que contenga a V' y tal que & N (E8X) = 0. Si
z€LNN tenemosquez € Lyz € N C N@® N, entonces z + N’ € & N (28X,
por lo tanto £ € N’, de donde x € NN N’ = 0, por lo tanto LN N = 0. Por la
maximalidad de N’ tenemas que L = N’, es decir % = 0. =

Proposicién 2.34 Todo objeto en g [M] tiene cdpsule wnyectiva en o (M.

Dem: Sea N un objeto en o [M] y @ en o [M] un objeto M — inyectivo que
contenga a N. Sea
¥={K<Q:NJIK},

como N Q N, entonces & # @ y queda ordenado parcialmente por contencién. Sea

€ una cadena en , afirmamos que el modulo Y, C € $. En efecto, supongamos que
Cec
L< Y Cestalque LNN =0.Sea r € L, entonces existen C1,Cy,...,Cp € €
Cez
yeo € C, 2 € Cqy....cn € C, tales que £ = ¢ + ¢z + ... + ¢y, sin perdida de

generalidad podemos suponer que ¢y < Cs < ... < C,, de donde z € Cy,, con lo que
(z) C Cay (z)NN C LNN =0, pero N 4 C,, entonees (zr) = 0, es decir z = 0. Por
lo tanto L = 0. Sea £ un maximo en S y £’ un Q — complemento de E, por el leroa
(2.33) 231 q Q Sea ¢ : 59—5: — E el isomorfismo natural g((e+e’) +E) =e
como @Q es M — inyectivo y g— es un objeto en o [M], existe § : , — @Q tal que el
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siguiente diagrama conmuta
EBE i
g L g
9! 1a
E — Q

del hecho de ser Eg—,ﬂ a %, g monomortfismo y £ C @ tenernos que g es monomorfis-
mo, es decir, % se puede considerar como subobjeto de @) que contiene esencialmente
a N, por la maximalidad de E tenemos que i’,__.LE = g,—, de donde Q = E @ E’, por
lo tanto E es M — inyectivo y N 4 E, entonces E es la capsula inyectiva de N en
o(M].m

Corolario 2.34.1 Todo objeto en R — Mod tiene cdpsule inyective. m

De la demostracién de la proposicién (2.34) observamos que la cdpsula inyectiva
de N es el miximo médulo que contiene de manera esencial a N y, como ya habfamos
dicho en el capitulo 1, todo inyectivo que contenga a N contiene una copia isomorfa
a la capsula inyectiva, por lo que la cépsula inyectiva es el mfnimo inyectivo que
contiene & N.

Si N es un objeto de ¢ [M] y £(N) su cdpsula inyectiva en R — Mod no nece-
sariamente E (/V) serd un objeto de o [M)] y por ende la cépsula inyectiva de N en
R— M od no coincide con la cdpsula inyectiva de NV en o [M], como muestra el siguiente
ejernplo.

Ejemplo 2.9 Tenemos que Z, es objeto en o (Zs), ademnds Zy Q Zyw en Z — Mod i
como Zye €8 inyectivo en Z — Mod tenemos que E (Z3) = Zy=, que no es objeto de

0 (Z,).

En lo sucesivo si N es un objeto de o [8] a la cdpsula inyectiva de N es la
categor(a o {M], la llamaremos la cédpsula M — inyective, para poderla diferenciar
de su cdpsula inyectiva en R — Mod. A la cdpswla inyectiva de N en R — Mod, la
seguiremos denotando por £ (N) y a la cadpsula M —inyectiva por E (V) y 1a relacion
que existe entre £ (N) y E (N) se muestra en la siguiente proposicion.

Proposicién 2.35 $i N es un objeto de o [M] y E = E(N) entonces £ (N) =
Tr(M,E).

Dem.: Notemos que si K es submédulo de N y N submédulo de M son tales
que K < M, entonces K < Ny N Q9 M. Sj L es un submédulo no cero de N entonces
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es un submddulo no cero de M, con lo que LN K # 0. Y si L es un submédulo no
cerode M, entonces LN K #0,pero LNK C LN N.

De esta observacién se sigue que si V es un objeto en o [M], entonces Tr (M, E (N))
es extensién esencial de N y es un inyectivo en o {M]. m

En la proposicién (1.44) del capftulo 1 probamos quesi [] Ej es inyectivo entonces
AEA
E\ es inyectivo, al final de la seccién siguiente podremos dar algunos ejeroplos de este

hecho.

2.4, V-Médulos en o [M]

Un R—médulo M es V —mddulo si todo médulo simple en o [M] es M —inyectivo
El anillo R es V — anillo si visto como R — maodulo izquierdo es V — médulo, es decir,
si todo mdédulo simple es inyectivo.

Consideremos en adelante a S corno un conjunto completo de representantes de
clases de isomorfismo de la clase de todos los R — médulos simples, es decir S cumple
las siguientes propiedades:

1. Todo médulo en S es simple;
2. Si Sy T son elementos de S, entances S~ T st y sélosi S =T,
3. SiT es un médulo simple existe S en S tal que T ~ S.

Del mismo medo, sea Sys un conjunto completo de representantes de la clase de
isomorfismo de la clase de médulos simples en o ‘M), por ejemplo S N o {M].
Definimos el Zoclo de K como

Soc(K)=Tr(S.K)

y €l radical de K como
Red (K) = Rej (S, K)

Antes de seguir hagamos las siguientes observaciones acerca del Zoclo y el Radical:
Sea N un objeto en o [M|, si S es un R — médulo simpley f: S — N, entonces
Nuf =00 Nuf = 5. 5i Nuf = S, tenemos que fmf = 0, con lo cual Imf no
contribuye en el Zoclo de N y si Nuf = 0, entonces f es monomorfismo y con esto
f(8) es un objeto simple de la categor(a o [M], es decir, para objetos de o [M] tenemos

Soc (’V) =Tr (5,\,1, N)
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Por su parte, para el Radical tomemos g : N — S y de nuevo tenemos dos posibi-
lidades, Jmg = 0 0 Img = §. Si fing = 0, entonces Nug = N y Nug no afecta al
radical de N, pero si fmg = §, entonces S esta en o [M) y tenemos que

Rad(N) = REJ (SM‘N).

Como ya dijimos antes, si [ : § — N es morfismao con S simple, entonces la Imagen
de f es submédulo de N cero o simple, con lo cual

Soc(N) =3 {§ < N:§ essimple}

ysig: N — S, entonces g es cero o epimorfismo, si ¢ es epimorfismo S ~ -

Vug’
de donde Nug es submédulo de N méximo, por otro lado si K es submédulo de N
maximo, tenemos que 7(‘1 es simple y el morfismo canénico n : N — % es tal que

Nun = K, con lo que
Rad(N) ={K £ N : K es maximo} .

Proposicién 2.36 El Zoclo y el Radical de un R — médulo K estén bien definidos,
eslo es, que no dependen del conjunto de representantes de la clase de mddulos simples

que tomemos.

Dem: Sean § y T conjuntos minimos de representantes de la clase de mé-
dulos simples en o [M] y N un objeto de o {M}. Primero probemos que Tr (S, N) =
Tr(T,N). Tenemos que Tr (S, N) es un submédulo de N S — generado, entonces
existe un conjunto A y un epimorfismo ¢ ¢ [I,z4 S» — T (S, N), con 5y € S para
toda A € A, por otro lado, para cada A € A existe Ty € T de tal forma que Ty L Sy,
entonces [ [, Tx 2 aer Sxscon i =11 fa, porloque poip: [[ o0 Ta — Tr (S, V)
es un epimorfismo, de donde Tr (S, N) es T — generado, por lo tanto Tr (S, N} <
Tr(T,N). Del mismo modo se prueba que T7 (7, N) < Tr (S, N).

Ahora probemos que Rej(S,N) = Rej(7T,N). Tenemos que Rej(S, V) es un
submédulo de N tal que ﬁ es S — cogenerado, entonces existe un conjunto
Ay un monomorfismo ¢ : 7l — [[eq Sa con Sy € S para toda X € A,

por otro lado, para cada A € A existe Ta € T de tal forma que Sy ./é Ty, en-

v :
tonces ]._[Ae.'\ S'\ = HAGA Tv\! con {"J = l_[fz\l por lo que ‘/’ o WYS*TV_‘)_ - HAEA TA\
es un monoortfismo, de donde 7= es T — cogenerado, pero Rej(T,N) es el

menor submédulo de N tal que m}—,;.-\; es que es T — cogenerado, por lo tanto



78

Rej(T, N) <Rej{S, N) Del mismo modo se prueba que Rej{S, N) <Rej(T,N).u

Directamente de la definicién y de los corolariog (2.19.1) y (2.19.2) tenemos la
siguiente proposicién.

Proposicién 2.37 Para un R — médulo M se cumplen las siguientes condiciones:
1. M estt generado por la close de mddulos simples si y solo si Soc(M) = M,
2. M estd cogenerado por la clase de mddulos simples si y s6lo st Rad(M)=0.®

Como cualquier médulo simple es isomorfo con un médulo del conjunto S, la
proposicién anterior es equivalente a la siguiente afirmacién.

Para un R — méddulo M se cumplen las siguientes condiciones:
1. M es S — generado si y sélo si Soc(M) = M;
2. M es S — cogenerado si y sélo si Rad (M) = 0.

Un R — médulo N es serisimple si N = ][ Sy, con Sy simple para toda A € A,
o equivalentemente N es sernisimple st N = égAS’ , con S} submédulo simple de NV,

Noternos que si NV es semisimple, con NAG=A @ S;, entonces N es un objeto en
o [M)] si y s6lo si S} es objeto de o [M] para tod;e:\\ €A

Antes de dar algunas caracterizaciones de los médulos semisimples probemos el
siguiente resultado acerca de los médulos que son suma de simples.

Lema 2.38 S5i N = ) S, con Sy submddulo de N simple para tode A € A, entonces
AEA

pare cada submddulo IC de N emiste A C A tal que N =K & ( & S,\) .

AEA K
Dem: Sea K submédulo de N y consideremos el conjunto
&= {A C A {52 }yen s independiente y KN CZ SA) = 0}
€a

(independiente en el sentido que para toda & € A se cumple que S, N | Y 5, | =0

AEA

A#a
o equivalentemente que ). S = P S»). Aceptando que {S1},., €3 independiente

FYEN red
y 3 S\ =0, tenemos que @ € Q, es decir ¥ # @. Podemos ordenar parcialmente
)
a Q por contencién. Sean € una cadena en ¥y A = [J A. Tomemos a € Ay
ace
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z € SanN | 3 S5y, entonces a € Ay, para algiin Ay € I, por lo tanto existen
XEA
AHa

S5 S-S € {SA}/\E,‘\(Q) tales que S, D 7 = sy, + Sy, + ... + 5y, para al-
gunos sy, € Sy,, 83, € Sxy,--+, 8, € Sy,. Como € es cadena existe A, € € tal que

Ade, oA €A, porloquez e 5,0 | 3 S| =0. Por lo tanto la familia
AEAL

{Sx} e es independiente. Del mismo modo podemos probar que KN { 3 S;) =0.
AEA
Entonces A € T y claramente A es cota superior de €. Sea Ax miximo en &

y probemos que N = K& | @ S |- Sea L = K& P S| C N. Note

MEAK AEAK
mos que para cada A € A tenemos que 5, N L < S, por lo que S, NL =0

0o S$xN L = §y, asi si tomamos p € A\ Ag y suponemos que S, N L = 0 ten-
drfamos que S, N ( > Sy] € S.NL =0y para toda @ € Ay si tomamos

AEA

ze SN > Sy|,entoncesz=s+t,cons€ Y S C Y SyyteS, en

XEAKU(p} A€A K A€AK
Ata Ata

tonces t € S,N | 30 Sy | =0ys€San| 2 Si| =0.Porlotanto {Sa}yen,uin)
XEA K Af;;\x

AEAU{p)
ltimo implica que Ak U {1} € C, lo cual no es posible. Por lo que deducimos gue

para todo p ¢ Ax se cumple que §, N L = 5, es decir 5, C L y es claro que para
toda a € Ag tenemos que S, C L. Porlotanto M C L. m

es independiente y del mismo modo se prueba que A N ( > S;) = 0. Esto

Proposicién 2.39 Para un R — médulo N las siguientes afirmaciones son equiva-
lentes:

L. N es suma de submddulos simples de N;

2. N es semisimple;

3. Para cada submddulo K de N emste K' submdédulo de N tal que N = K & K’

{. N no tene submddulos propios esenciales;

5. Todo R — médulo es N — inyectivo.

Dermn: 1 implica 2. Se sigue de lema (2.38) tomando K = 0.

ESTA TESIS NO SALF
e

OE LA BIBLIOTE

‘A
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2 implica 3. Si N = @ 55 y K es submodulo de V, entonces existe Ax C A tal
AEA

que N=K® ( o) S;), haciendo K’ = €D S\ tenemos la demostracion.
AEA K AEAK
3 implica 1. Primero, notemos que si z es un elemento no cero de N, el conjunto

S=(K<{z):z¢ K}

es no vacfo, por que 0 € Q, y ordenamos & < por contencién. Sea € una cadena en

Q, entonces |J K es submédulo de (£) que no tiene a z, por lo tanto | J K es cota
Kee Keg
superior de Q. Sea K mdximo en S, por (3) existe K’ submédulo de N tal que N =

K& K’ Supongamos quez = k+Ak',conk € Ky k' € K. Como AN{kYC KNK'
tenemos que K N (k") = 0y si 7 € R, entonces 7z = rk + rk' € K ® (K, es decir
{z} C K & (¥'). Por otro lado ¥ = z — k € (z), lo cual implica que K @ (k') C (z),
de este ultimo hecho deducimos que (z) = K & (k). Tenemos que (K) ~ ‘T? #0
ysi L < (—,’(), existe L’ < (z) que contiene a K tal que L = %, por ser K miximo
deducinos que L' = K o L' = (z), esto es que 2 es simple.

Con todo lo anterior hemos probado gque todo submédulo no cero de N contiene
un submdédulo simple.

Sea 5 = {S < N:Sessimple}y P= Y S. entonces existe P submédulo de N
Ses
tel que N = P& P'. P tiene que ser cero, de lo contrario existe S simple tal que

Sc P ydeesto SC PN P’ o cual no es posible. Por lo tanto N = )~ S.
Ses

3 implica 4. Sea K es submddulo propio de N, por (3) existe K’ < N tal que
N=K®®K'yporser K 3 N tenemos que K’ # 0y K N K’ = 0. Por lo tanto K no
es esencial.

4 implica 3. Sea K submédulo de VN y K’ un N — complemento de K, entonces
KoK dNypor(d) N=Ko K
3 implica 5. Sean L un R — médulo cualquiera, K < Ny f: K — L un morfismo.
Por (3) existe K’ tal que N = K @ K’. Sea [ = f 0w, ¢s claro que f|x= f, por lo
tanto L es N — inyectivo.

5 implica 3. Sea K < N entonces existe f : N — K tal que el siguiente diagrama

conmuta
K — N
k!l /f
K

Siz € K3 Nuf, tenemos que 0 = f(r) = z, esdecir KN Nuf = 0. Seaz € N,
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entonces f(z) € K, de donde f(f (z)) = f(z), de aqul = — f (z) € Nuf. Ademss
z=f(z)+(z— f(z)). Porlotanto N =K ® Nuf. u

Corolario 2.39.1 Un R — modulo N es semisimple si y s6lo si todo submddulo de
N es semisimple.

Dem: Si N es semisimple y K submédulo de N, por (5) del teorema anterior,
todo R — médulo es M inyectivo, por la proposicién (1.42), todo R — mdédulo es
K — inyectivo. Por lo tanto K es semisimple. B

Ejemplo 2.10 Pare cuelquier R — modulo N se tiene que Soc(N) es semisimple.
Con respecto de los médulos coclelicos tenermos los siguientes resultados.

Lema 2.40 Dado cualquier mddulo N cichco no cero, eriste S € S, que depende de
N.y f: N — S un epimorfismo.

Dem: Sabemos que como N es cfclico no cero existe [ ideal izquierdo propio
de R tal que N ~ %, sea J ideal méximo de R tal que J C J y definamos
.BR_R
“TTT
pr+N=r+J

 estd bien definida pues si £ — y € [, entonces z — y € J. Es obvio que ¢ es

epimorfismo y como J es maximo %

es simple. m

Notemnos que en el lema (2.40) si NV, ademés de ser ciclico. es un objeto en o [M)
entonces £ es también un objeto en g (], con lo que existe S € Sy y un epimorfismo
f:N=6S

Recordemos que un objeto A de una categorfa C es cociclico si dado cualquier

epimorfismo p : A — [] Uy existe Ay € A tal que mp 00 : A — U, es epimorfismo.
AEA

Proposicién 2.41 Pare lodo R — mddulo N no cero son equivalentes:

1. N es coctclico;

2. Eziste ng € N no cero tal que 2 p: N — K es un morfismo tal que ng ¢ Nuyp,
entonces i es monomorfismo;

3. La interseccidn de todos los submddulos no cero de N es no cero;

4. N contiene un mddulo simple que esta contenido en lodos los submddulo no cero
de N;

5. N es extension esencial de un mddulo simple.
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Dem: 2 implica 1. Sean ny € N tal que si ¢ : N — K es un morfismo
que cumnple que ng € Nuy, entonces p es monomorfismo y f : ¥V — [[ Uy un
AEA

monomorfismo. Si ng € Nu(ryo f) para toda A € A tenemos 1, o f(ny) = 0 para
toda A € A, es decir f {(np) = 0lo cual no es posible pues f es monomorfismo y ng # 0,
por lo tanto existe Ag € A tal que my, 0 f (ng) # 0y por (2) Ty, © f es monomorfismo.

1 implica 3. Sea A el conjunto de todos los submédulos no cero de Ny supongamos

que (| I = 0. Consideremos el morfisino
KeA

LPZIV—"H%

KEA
W(I) = (I+ K)Ke,\

entonces z € Nuy si y sélo si z € K para todo K € A, es decit Nup = | K =0.
KeA
Como N es cociclico existe Ky € A tal que mg, 0 ¢ es monomorfismo, por lo que

0= Nu(ng, 0 @) = I lo cual no es posible.

3 implica 4. Si S es la interseccién de todos los submdédulos na cero de N, tenemos
que S es siraple y esta contenido en todos los submédulos no cero de .

4 implica 2. Sean S un mddulo simple que cumple (4) y ny un elemento no cero
de S. Supongamos que v : N — K es un morfismo tal que ng ¢ Nuyg, entonces
S & Nuyp, por lo que Nuyp = 0, es decir ¢ es monomorfismo.

Para probar 4 si y s6lo si 5 supongamos primero que NV contiene un médulo simple
S que esta contenido en todos los submbdulos no cero de N, entonces se cumple que
si K < N tal que KNS = 0 tenemos grie K =0, de lo contrario S C Ky KNS =S.
Supongamos ahora que N es extension esencial de un médulo simple S, entonces todo
K submédulo no cero de N cumple con A NS # 0. El que S sea simple implica que
KNS=5,esdecir SC K. m

Notemos que si IV es cociclico y S es un submdédulo simple de N que esta contenido
en todo submddulo no cero de N, entonces S es el Bnico submédulo simple que tiene

N, por lo que tenemos el siguiente corolario.

Corolario 2.41.1 S§i N es cociclico y S es un submddulo simple de N, entonces
Soc(N)=S.m

Corolario 2.41.2 5i § es simple en o [M] y S es su cdpsula M —inyectiva, entonces

Soc (5) =35



&3

Dem: Si K es submédulo no cero de &, entonces KNS # 0, de donde KNS =
S, por lo tanto S C K, de donde $ es cociclico, de donde Soc (S‘) =S.=

Proposicién 2.42 Parg todo R - médulo M son equivalentes

1. M es V — mbdulo;

2. Todo objeto N en ¢ [M) finitamente cogenerado es semisimple;
3. Todo cociente de M finitamente cogenerado es semisimple;

4. Todo cociente de M tiene radical cero;

5. Rad (N) =0 para todo N objeto de o |M].

Dem: 1 implica 5. Supongamos que todo médulo simple en o (M} es M -
inyectivo y sea N un objeto cualquiera de o (M). Sea £ € Rad (N), recordemos que

Rad(N)=[|{Nuf: f € Homg(N,$), S € Su}.

y supongarmos que z # 0. Sea f : (z) — § un epimorfismo con § € Sy, como S es
simple y f es epimorfismo tenemos que f (z) # 0. Por ser § un médulo M — inyectvo
existe f : N — § tal que el siguiente diagrama conmuta

(ry =N
L7
S

y como z € Rad (N) entonces 0 = f(z) = f(z) # 0. lo cual es una contradiccion.
Por lo tanto Rad{N) = 0.
5 implica 4. Si K es submédulo de M entonces 4% es objeto en o [M], por lo que
Rad () = 0.
4 implica 3. Supongamos que todo cociente de M tiene radical cero y sea K
un cociente de M finitamente cogenerado. Como Raed (/) = 0, entonces K esta
cogenerado por Sy y por ser K finitamente cogenerado existen Sy, Sa...., S5 € Su
n n

yf:K =[S =115, porloque K se puede ver como submoédulo del semisimple
1=1 i=l

[1 Si- Por lo tanto K es semisimple.

=l

3 implica 1. Sean § un médulo simple M — subgenerado, S su cdpsuta M —
inyectiva, K submédulo de M y f: K — § un morfismo cualquiera, entonces existe
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un mocfismo f - M — § que hace conmutativo el siguiente diagrama

K — M
fl Lf
S — §

Entonces f (M) es coclclico pues S lo es, por lo tanto f (M) es finitamente cogenerado.
Por (3) f (M) es semisimple y entonces f (M) C Soc (S) =S

5 implica 2. An4logo a 4 implica 3.

2 implica 3. Obvio. m

Proposicién 2.43 El R — médulo M es V — médulo si y sélo si, todo submddudo
propio de M es interseccion de submddulos mézimos de M.

Dem: Supongamos que M es V — méodulo y sea K submédulo propio de M,
entonces /{ esta contenido en un submdédulo méximo de M. Sea

F={L<M:Lesmixmoy K C L}

Sea N = () L,entonces K C N.Seaz € Ny £ submédulo méximo de . arbitrario.
LeF

Notemos que L € F pues si L < L' < M entonces £ < £ < ¥ por lo tanto z € L,
es decir z + K € £, por lo que z + K € Rad (§}) =0, pues M es V — médulo.
Supongamos que todo submédulo propio de M es interseccién de submédulos
méximos de M. Probaremos que todo cociente de M tiene radical cero. Sea K < M,
si X' = M no hay nada que probar. Supongamos que K es submédulo propio de M y
sea z+ K € Rad (4}), entonces K = [ M, con M), submédulo de M méximo para

AEN
todo A € A. Como los M, son maximoes, tenemos que 22 es submédulo méximo de

M entonces £+ K € 2 para toda A € A, con lo que = € M, para toda A € A, es
K 3

decir x € K. Por lo tanto Rad (%) = 0. m

Proposicién 2.44 Si R es anillo conmutativo entonces R es V — amillo 51y s6lo si
1% = I pam todo I ideal de R.

Dem: Supongamos que R es un V — anillo e I ideal de R, entonces 2 C [.

Supongamos que /2 = [ Iy con [, ideal méxiro de R. Supongamos que existe r & I
AEA

tal que r & I*, entonces existe Ay € A tal que 7 ¢ [;,. Como /3, es méxirno entonces
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R = Iy + (r), de donde | = z + sr pora algunos x € I, y s € R, por lo que
r=rz+rsr,perorz € I, yrsr € 12 C [y, entonces r € I;,, lo cual no es posible.

Supongemos que /2 = I para todo ideal I de R. Primero notemos que para
cualquier z € R y a,b € (z) tenemos que ab = rzsz = rrsz, es decir existe ¢ € R tal

que ab = xtz. Como r € (z) = (z)°, de dovde z = i ab; = i hr=1x (i t,—) T,
1=1

i=) =1

para ciertos t; € R. Por lo tanto para todo = € R existe t € R tal que £ = £%t. Para
completar la demostracion tomemos ! ideal de Ry sea z + I € Rad (?) arbitrario.
Seab € R, st ((1 - zd) + [) # & (vistos como R -médulos), entonces (1 — zb)+/ € %
con J ideal méxlmo de R que contiene a J, por lo que 1 —zb& J, conloque 1 € J,
lo cual no es posible, entonces ((1 —zb) +I) = %, es decir existe r € R tal que
(r —rzb)+ I = 1+ I, para cualquier b € R. Por otro lado, como z = ztz, para alglin
t € R, existe g € R tal que rp — rgzt — L € I, entonces roz — rortz — x € I, pero
roz — roztz = 0, por lo que z € {. De tado lo anterior tenemos que Rad (%) =0.m

Ahora estamos en condiciones de dar ejemplos familias { M}, de R — médulos

inyectives tales que T_[_\E‘\ M), no sea inyectivo.

Ejemplo 2.11 Consideremos S el amllo producto Z5° y R el subanillo de S generado
por Z8 U (1}. Sea I un ideal de R, como z* = T para toda = € R, tenemos que
1* = I, es decir R es V — anillo, por lo que todos los R — médulos simples son
inyectvos. Notemos que Zy se puede identificar con los ideales de R generados los
z € R que tienen un 1 en una coordenada y cero en todas las demds. Por otro lado,
st S es ideal simple de R, entonces existe O # z € S, z tiene por lo menos une
coordenada 1, digamos la i — ésima. St y € R es tal que la i — ésima coordenada es
1 y todas las demds cero entonces yr € S y yz tiene a ) en la ¢ — ésima coordenade
y cero en todas las demds, también tenemos que S = (yx), por lo que S es del tipo
Zy. Finalmente, supongamos que | es un ideal de R tal que INZ, = 0. Seaz € [
ei €N, tomemosy € R tal que la i — ésima coordenada sea 1 y las demds cero,

(Ro)
P!

entonces yr € INZy >, por lo que yz = 0, de donde la i — ésima coordenada de z es

0 para toda i € N. Por lo taato Z(QR") < R, con lo cual Zg“*’) no es inyectivo.

Proposicién 2.45 Sea £ un objeto en o (M|, M — inyectivo. Entonces son equiva-
lentes los afirmaciones siguientes.

1. E es cogenerador de la categoria o [M];

2. Hom (T, E) # 0, para todo T en o |M| simple;

3. E cogenera todo mddulo simple en o [M].

Dem: 1) = 3) es obvio.
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3) = 2) Supongamos que £ cogenera a todo simple de o [A]. Sea T sirple en
o[M|y f: T — E* monomorfismo. Si para todo A € A, 750 f = 0, entonces f =0, lo
que implica T = 0, lo cual no es posible. Por lo tanto existe Ag € A tal que myo f # 0.

2) = 1) Sea N un objeto cualquiera de o [ M}, basta probar que Rej(£,N) = 0.
Seaz €eRej(E.N)=N{Nuf: fe€ Homr(N,S), S € Sy} y supongamos que z # 0,
sea f : (z) — S epimorfismo, con S € Sy, ¥y g: S — E no cero, entonces go f # 0, de
hecho go f(r) #0. Como E es M - inyectivo existe h : N — E tal que el siguiente
diagrama conmuta

{z) — N
S lh
s <

de donde, 0 = h(z) = go f(z) #0, lo cual es un absurdo. Por 1o tanto z = 0. =

Para finalizar este capftulo veremos que en general, suma directa de inyectivos no

tiene por que ser inyectivo.

Recordemos que un anillo R es neteriano izquierdo si para toda cadena ascendente
LChg. ..

de ideales izquierdos de R existe un n € N tal que para todam 2 n I, = I,.
Probemos, ahora, que un anillo R es neteriano izquiecdo si y sélo si toda suma
directa de R — modulos inyectivos es inyectivo.
En efecto, supongamos que toda suma directa de R — mddulos inyectivos es in-
yectivo e
LCLC...

es una cadena de ideales izquierdos de R. Sea [ = [ Ji2, 1;, el cual es un ideal izquierdo
de R. Si a € [ existe un natural 4 tal que a € I, entonces para toda j > i se tiene
que a € [}, o equivalentemente, a € ; para todas las 2 en N, excepto quizd para una
cantidad finita de estos. Sea

-ge(0)

T

J(@)=(a+ Hen

(aquf estamos suponiendo que todo R — médulo se puede ver contenido en su cépsula
inyectiva) y como a € I; para todas las i en N excepto quizé para una cantidad finita
de estos, a + I; = 0 para casi todo i € N, por lo cual (a + [}),.y € D2, E (,5) y con
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esto f estd bien definida. Por hipétesis P, £ (,—R) es inyectivo, entonces existe

a-ge(l)

de tal forma que el siguiente diagrama conmuta

1
/1

@2, E(5)

SN

es decir que para todo a € J se tiene que f(a) = f(a). Hacemos = = f (1) y supon-
£amos que I,,, Zj,, - . ., Z;, Son las coordenadas no cero de z, si perdida de generalidad
podemos suponer que i) < iy < ... < i,. El elemento z cumple que para toda a € /

af (1)
j (@)
f(a)

ax

Il

y para toda m > i, 7, (z) = 0. Por lo tanto si m > i, y a € I se cumple que

a+ 1, = m.(f(a)
= 7, (az)
= an,(x)

=O‘

lo que implica que ¢ € /,,. Entonces I = I, para toda m > 1, y de aquf concluimos
que I, = J;, para todo m > 1,.

Ahora supongamos que R es neteriano izquierdo, algo que es facil probar es que
ser neteriano es equivalente a que todo ideal izquierdo de R es finitamente generado.
Por lo tanto, si {Ex},¢, es una familie de médulos inyectivos, I ideal izquierdo deR
y 1 — B, Ex &8 un morfismo cualquiers, por ser [ finitamente generado existe
F C A finito tal que Im f € @, ¢ Ex = [[1er Ea qQue es inyectivo, con esto existe
J iR — @®,crExtal que f ;= f y J se puede ver como un morfismo de R en
@Ae/\ Ex.
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Capitulo 3

Teorias de Torsion

Si C es una categorfa abeliana, una clase de torsién hereditaria en C, es una
clase de objetos de C cerrada bajo coproductos, cocientes, subobjetos y extensiones.
El objetivo de este capftulo es exponer resultados alrededor de las clases de torsién
hereditarias en categorfas del tipo o [M]. Para que los resultados sean generales,
supondremos siempre que la categorfa C es una categorfa de Grothendieck y cuando

se trate de la categorfa o [M] lo diremos explfcitamente.

Antes de iniciar esta seccién primero recordemos que una categorfa es localmente

pequena si para todo objeto A se tiene que la clase
L(A) = {B: B es subobjeto de A}

es un conjunto. Toda categorfa de Grothendieck es localmente pequena. L(A) estd

. .. , ! g
parcialmente ordenado de la siguiente manera: si By C Ay Ba C A, entonces By < B,

si y solo si existe B AN B, tal que el siguiente diagrama conmuta

B -L
el

g

By

como habfamos visto en el capftulo 1. L{A) es retfcula completa, el {nfimo y el supremo
del conjunto {Bs},c, son () By y > B, respectivamente, aquf inf L{(A) = 0y
AEA

AEA
sup L(A) = A.

89
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3.1. Clases de Pretorsién

Una clase T de objetos de C se llama clase de pretorsién si es cerrada bajo
coproductos y cocientes. Una clase de pretorsion 7 es hereditaria si dado un objeto
A en T, entonces todos sus subobjetos también estdn en 7.

Ejemplo 3.1 Silf es una clase de objetos de la categorte C, las subcategorias G[U]
y o(U] son clases de pretorsion. o|U] es hereditaria.

Ejemplo 3.2 La clase de objetos de C es por st misma una clase de pretorsion
hereditaria,

Ejemplo 3.3 Sea U es una clase de objetos de la categorta C y
Tu = {T objeto de C: Homc (T,U) =0, para toda U en U}

es clase de pretorsion. En efecto, si T es un objeto enTy y f: T — T’ es epimorfis-
mo, entonces Home (T,U) = 0 para toda U enld. Sea UV enld y g € Home (T",U),
esto implica que go f € Home (T, U), por lo que go f =0 y como f es epimorfis-
mo, tenemos que ¢ = 0, es decir, Homc (T',U) = 0, de donde T' es un objeto en
T,. Sea ahora {Th}sea una familia de objetos en Ty, y U un objeto en U. Tenemos
que Home (Th,U) = 0 para toda A € A, luego [[ o Home (Th,U) = 0 y de esto

conclutmos que Homc (LL\E,\ Ty, U) = 0. Por lo tanto Ty es clase de pretorsion.

Observacién 3.1 Sild es una clase de objetos en C, T es un objeto de C y A é T, de
tal forma que A y % son objetos en Ty, entonces T también estard en Ty;. Para probar
esto tomemos un objeto U enU y un morfismo g : T — U, entonces gof : A — U, por
lo que.go f = 0. Por la propiedad universal del conicleo, existe un inico o : % -U

tal que el siguiente diagrama conmuta

FREAN

N ¥
g

[ N

pero ¢ =0, con lo que podemos concluir que g = 0. Este tipo de clases de pretorsion

les llamaremos clases de torsién, las cuales estudiaremos mds adelante.

Sea 7 una clase de pretorsién. Si A es un objeto en 7 diremos que A es de
T — torsién. Un objeto B de C es T —libre de torsién si no existen morfismos no
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triviales de los objetos de 7 en B, esto significa que si A es un objeto en T y
f € Homg (A, B), entonces f = 0.

Observacién 3.2 Si T es clase de pretorsidn, entonces para cualquier familia { Bx}aea
de objetos de T —torsidn, por definicidn el coproducto de la familia es de T —torsiém,
ast, si cada objeto B) es subobjeto de un objeto fijo A, (A no necesariamente objeto

en T ), entonces > B, es también de T —torsidn.
AEA

Si T es una clase de pretorsién en C, definimos para un objeto A la parte de
torsién de A como:

T(A)=> {BCA:BesdeT - torsion}

el subobjeto mayor de A que es de T — torsién.

Ejemplo 3.4 Consideremos en R — Mod, la clase T de todos los mddulos semisim-

ples. Es claro que T es cerrada bajo coproductos. Sea f : M — N un epimorfismo,

donde M = @ S», con S, simple para toda A € A. Como Nuf < M existe A C A
AEA

tal que M = Nuf @ | @ S, |, con lo que N ~ ‘—:/ ~ B S,. Entonces T es clase

N
PYTN AEA
de pretorsién y como un submddulo de semisimple es semisimple, T es clase de

pretorsion hereditaria. Aqui T (N) = Soc (N).

Proposicién 3.3 Para cualquier objeto A de C se cumplen
1. A es de T —torsidn si y sdlo st A = T(A).
2. A es T—libre de torsion si y solo st T(A) = 0.

Dem: 1. Es claro.
2. Si A es T -libre de torsién y B (f: A de T—torsién entonces f es el morfismo
cero, de donde B = 0.
Supongamos que 7(A) = 0, sea T un objeto de T—torsién y T L., A morfismo,
factorizando f tenemos
T %5 fmf 25 A
con g epimorfismo y A monomorfismo, entonces Imf es subobjeto de 7 —torsién de

A, pero T(A) =0, porlo que Imf =0, es decir f =0.m

Observacién 3.4 Si 4 - B es morfismo entonces f(T(A)) es subobjeto de B de
T —torsidn, pero T(B) es el mayor subobjeto de B que es de T —torsién. Por lo tanto
J(T(A)) es subobjeto de T(B).



Hemos definido, hasta este momento objetos de 7 —torsién y objetos T —libres de

torsién, estos dos conceptos son duales como lo muestra el siguiente teorema.

Proposicién 3.5 La clase de los objetos T —libres de torsién en una categoria es
cerrada bajo subobjetos y si {Ar}rea €s una familia de objetos T —libre de torsion,

entonces el producto de esta familia es T —libre de torsion.

Dem: Sea F T —libre de torsién y B é F, entonces por la observacién (3.4)
T (B) es subobjeto de T(F), pero T(F) = 0, por lo tanto 7(B) = 0.
Sea {Ax}aea es una familia de objetos 7 —libres de torsién. Como

Home(T, [[ Ax) = [ [ Hom(T, A»)

Hom(T, A,) = 0 paratodaT de T —torsién y A € A. Por lo que Home(T, [ Ax) =0
y asf [ A es T —libre de torsién. m

Notemos de la proposicién (3.5) que en el caso de que la categorfa C sea una
categoria del tipo o [A] y T una clase de pretorsién en o [4], para una familia { Ax}sea
de R — médulos en o [A] T —libres de torsién, el producto [[, Ay en R — Mod no
necesariamente es 7 —libre de torsién, pero Tr (N, ]], As) es T~libres de torsién,
para todo generador N de o [A], ya que Tr (V, [, A,) es el producto de la familia
{Ax}sea en o [A4].

Proposicién 3.6 Para cualquier clase de pretorsion la clase de objetos T —libres de

torsion es cerrada bajo extensiones.

Dem: Consideremos la sucesién exacta corta
J 9
0-A—F-—B—-0

con A y B T-libres de torsién, T un objeto de 7 —torsién y T A F morfismo,
entonces g o h = 0, entonces existe ¢ : T — A tal que f o p = h, pero ¢ = 0, por ser
T de T —torsién y A T —libre de torsién, por lo que h = 0. Po lo tanto F es 7 —libre
de torsién.

Proposicién 3.7 Sea T una clase de pretorsion en la categorta C y F la clase de
objetos T —libres de torsion. Entonces se cumple las siguientes afirmaciones:

1. Para todo T enT y F en F se cumple que Hom¢(T, F) =0.

2. Si F es un objeto que cumple que Homc (T, F) = 0, para todo T en T, entonces
F estd en F.
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Dem: 1. Directo de la definicién.

2. Sea F es un objeto que cumple que Homc (T, F) = 0, para todo T en T, en
particular Home (T (F), F) = 0, entonces el monomorfismo 7 (F) C F es cero. Por
lotanto 7 (F) =0.m

De manera dual podemos definir una clase libre de torsién en la categoria C como

una clase de objetos F que es cerrada bajo subobjetos, productos y extensiones.

Ejemplo 3.5 §i T es una clase de pretorsion, entonces la clase de todos los objetos
T — libres de torsién es una clase libre de torsion.

Ejemplo 3.6 Si M es un R — médulo, un elemento m € M es singular si
An(m)={re R:rm =0}

es un ideal 1zquierdo esencial de R. M es no singular si el wnico elemento singular
de M es 0.

Notemos que [ 4 R st y solo si para toda T € R no cero existe r € R tal que
O0#rzel

Sea F la clase de todos los R — méddulos no singulares.

Es claro que F es cerrado bajo submdédulos.

Sea {My},ep una familia de médulos no singulares y m = (my) o, un elemento de

I1 My singular. Sea A € A y x € R no cero, entonces existe v € R tal que rx #0 y
A€A

rzm =0, con lo que rzmy = 0, esto es que rz € An(m,), por lo que An(m,) 4 R.

Por lo tanto my = 0 para toda A € A, por lo que m = 0. Por lo tanto [ M, es no
AEA
singular.

Sean M' y M" no singulares y
0-M LML M -0

eracta, sea m € M no singular. Si x € R no cero, existe r € R tal querz # 0 y
rzm = 0, entonces rzg(m) =0, con lo que An(g(m)) < R, es decir que g(m) =0,
o0 bienm € Nug = Im f, entonces existe m' € M’ tal que f (m') =m y f (rem’) =0,
por lo que rzm' = 0, es decir rz € An(m'). Por lo tanto An(m') <9 R, entonces
m =0, lo que implica que m = 0. Entonces M es no singular.

Por lo tanto F es una clase libre de torsion en R — Mod.
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Si F es una clase libre de torsién, podemos definir para un objeto A de una
categorfa de Grothendieck C

F(A) =N {B subobjeto de A : g estd en .7-'}
F (A) est4 bien definido pues A€ { B subobjeto de A : § estd en F} y

{B subobjeto de A : g estd en .7-'}

es un subconjunto de L (A).
F (A) es el menor subobjeto de A tal que F—qu—“—) estd en F. Es obvio que F{A) =0
si y s6lo si A estd en F.

3.2. Teorias de Torsion

Una clase de pretorsién 7 en C es una clase de torsién si, ademés de ser cerrada
bajo cocientes y coproductos, es cerrada bajo extensiones. Esto ultimo lo podemos
. . . . f
decir de dos maneras; la primera: si T es un objetode Cy AC T tal que Ay % son

objetos en T, entonces T estd en 7; la segunda: si en la sucesién exacta corta
! g
0—-AST=B->0

los objetos Ay B estdn en T entonces T esta en 7.

Directo de la definicién tenemos el siguiente hecho.

Proposicién 3.8 Si 7 en C es una clase de torsion, entonces para todo objeto A en

C el cociente 7_% es T —libre de torsion.

Dem.: Sea T—f’:ﬁ subobjeto de 7y de 7 —torsion,

B

se sige que B es de 7 —torsion, con lo que B C 7 (A) y con esto 7255 = 0. m

Una teorfa de torsién 7 es una pareja (7,F) de clases de objetos de C de tal
forma que

T1 Paratodo T en 7 y F en F se cumple que Homg(T, F) = 0;
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T2 Si F es un objeto que cumple que Homg (T, F) = 0, para todo T en T, entonces
F estaen F.

T3 Si T es un objeto que cumple que Home (T, F') = 0, para todo F en F, entonces
T estdenT.

Directamente de la definicién tenemos que si (T, F) es teorfa de torsién, entonces
Aestden T yen F, al mismo tiempo, si y s6lo si A =0.

La clase de todas las teorfas de torsién en la categorfa C serd denotada por C —
Tors y en el caso de las categorfas R — Mod y o [M] simplemente por R — Tors y
M — Tors, respectivamente.

Ejemplo 3.7 Si G es un objeto en la categoria Z — Mod, z € G es de orden finito

st existe unn € N tal que nz = 0. Definimos el conjunto
t(G) ={z € G|z es de orden finito}

t(G) es subgrupo de G. Al subgrupo t(G) se le llama la parte de torsion de G. Diremos
que un grupo T es de torsidn si t(T) =T, es decir si todo elemento de T tiene orden
finito, y F es libre de torsidn si t(F) = 0, esto es que el inico elemento de orden
finito de F' es 0. Notemos que para cualquier grupo abeliano G, st z+t(G) tiene orden
finito existe n € N tal que n(z + t(G)) =0, es decir que nz € t(G), por lo que existe
m € N tal que mnz = 0, por lo tanto z € t(G), de donde concluimos que L(—GG—) es libre
de torsidn.

St T es grupo de torsidn, F es grupo libre de torsién y f € Homgz(T, F), entonces
para cualquier z € T existe n € N tal que nz = 0, entonces nf (z) = f (nz) =0, por
lo que f (z) = 0. Por lo tanto Homg(T, F) = 0.

Si H es un grupo cualquiera tal que Homgz(T,H) = 0 para todo T de torsién, en
particular i : t (H) — H es cero, por lo que H es libre de torsidn.

Si G es un grupo cualquiera tal que Homgz(G,F) = 0 para todo F grupo libre de
de torsidn, en particular el epimorfismo candnico n + G — L(G—G) es cero, entonces
T(‘Gc';i =0, es decir que G =1 (G) o nen que G es de torsion.

Entonces st T es la clase de grupos abelianos de torsién y F la clase de los grupos

abelianos libres de torsion, tenemos que (T, F) es teorta de torsion.

Ejemplo 3.8 Un elemento x de un grupo G es divisible si para todo n € N existe

y € G tal que ny = x. Se dice que un grupo es divisible si todos sus elementos son
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divisibles. Definamos para un grupo G
d(G) = Z{H | H es subgrupo de G divistble}.

d(G) es divisible pues st y € d(G), existen Hy, Hy, ..., H,, subgrupos divisibles de G
eyt € Hi,yp € Hyy ... ym € Hy tales que y = y1 +y2o + ... + ym, chora sin € N
exristen z\ € Hy,z2 € Hy,...,z,n € H,, tales que nzy = y;,ncy = yo, ..., NT, = Yn,
porlo quen(z;+ 224 ... +Zm) =y + Y2+ ...+ Ym = y. Por lo tanto d(G) es el
mdzimo subgrupo divisible de G.

D es divisible si y sélo si d(D) = D.

Decimos que el grupo G es reducido si d(G) = 0, esto quiere decir que el unico
subgrupo divisible de G es Q.

% es reducido, pues si %G) < H—(G—) divisible, entonces para todo y € K yn € N
eriste T € K tal que n(z + d(G)) = y + d(G), es decir nz —y € d(G), con lo que
eviste ' € d(G) C K, tal que nt’ = nz — y, esto es y = n(z — z’). Por lo tanto K
es divisible, lo que implica que K C d(G), de donde d(K—G) =0.

Notemos que st f : D — G, con D divisible, entonces f (D) es divisible, ya que si
y€ f(D)yn €N, eziste b€ D tal que f(b) =y ya € D tal que na = b, de donde
y=f(b) = f (na) = nf (a).

St D es grupo divisible y H es reducido tenemos que Homg(D,H) = 0, ya que si
f: D — H entonces f (D) es subgrupo divisible de H y H es reducido.

Sea H un grupo cualquiera que cumple Homz(D, H) = 0 para todo D divisible, en
particular el morfismo i : d(H) — H es cero, con lo que d(H) = 0. Por lo tanto H
es reducido.

Si D es un grupo cualquiera tal que Homg(D,H) = 0, para todo H reducido, en
particular el morfismon: D — % es cero, con lo que % =0 y de aqut que D es
divisible.

S5i D es la clase de los grupos abelianos divisibles y R la clase de los grupos abelianos

reducidos, entonces (D, R) es teoria de torsién en Z — Mod.

Podemos ordenar parcialmente a C — Tors de la siguiente manera: si 7 = (7, F)
yv=(T',F') estdn en C — Tors decimos que 7 < v si y s6lo si todo objeto en T es
un objeto en T".

Proposicién 3.9 La relacion anterior define una relacion de orden parcial en la clase
C —Tors.

Dem: Sean 7 = (T, F),v= (T F)yp=(T",F") elementos de C — Tors.
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Es claro que 71 < 7y si 7 < v < p, entonces 7 < p.

Supongamos que 7 < vy v < 7, entonces 7 =7'. Sea F en F, entonces
Homg (T, F) =0, para todo T en T = T', de donde F est4 en F'. Del mismo modo
se prueba que todo objeto en F’ es objeto en F. Por lo tanto 7T =v. m

También podemos dar la relacién de orden en C — Tors en términos de las clases

libres de torsién como lo indica la siguiente proposicién.

Proposicién 3.10 Sit = (7, F) yv = (T',F') son elementos de C—Tors, entonces
T < v sty sélo si todo objeto en F' es objeto en F.

Dem: Supongamos que 7 < v y sea F en F', entonces Home (T, F') = 0 para
todo T en T, en particular Homg (T, F) = 0, para todo T en 7, de donde se deduce
que F estd en F.

Supongamos ahora que todo objeto en F’ es objeto en F y sea T en T, entonces
Home (T, F) = 0 para todo F en F, en particular Home (T, F) = 0 para todo F en
F' esdecirque T estden T'. m

Ejemplo 3.9 Sea U es una clase de objetos de C y

Tu = {T:Homc(T,U) =0, YU objeto en U}
Fu = {F:Homg(T.F)=0, VT objeto en T} .

Entonces (Ty, Fu) es la mayor teorta de torsion tal que todo U en U cumple con ser
un objeto en Fy. Para probar este hecho notemos que de la definicion de Fy; tenemos
que para todo T en Ty y F en Fy se cumple que Home(T,F) = 0 y si F es un
objeto de C tal que Homg (T, F) = 0, para todo T en Ty, entonces F estd en Fy,
en particular si U es un objeto en U, tenemos que Home(T,U) = 0, para todo T
objeto en Ty, entonces U es subclase de Fy. Ahora, siT es un objeto que cumple que
Homg (T, F) = 0, para todo F en Fy, en particular Homg(T,U) = 0, para todo U
objeto en U, de donde T estd en Ty. Sea 7 = (T,F) una teoria de torsidn tal que
todo objeto en U cumple con ser un objeto en F yT € T, entonces Home(T, F) =0,
para todo F objeto en F, en particular Homc(T,U) = 0, para todo U objeto en U,
es decir T estd en T, por lo que 7 < (Ty, Fu)-

A la teor{a de torsién (T, Fy) le llamaremos la teorfa de torsién cogenerada por

U y la denotaremos por @ (U).
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Ejemplo 3.10 Del mismo modo que la teorta de torsién cogenerada por U se puede
definir la teoria generada por U como la pareja (T, F), con

F {F: Homc(U, F) =0 para toda U en U}
T = {T:Home(T,F) =0 para toda F en F}

y st 7 es otra teorfa de torsidn tal que todo elemento de U es de n—torsién, entonces
para cualquier F' n — libre de torsion, se cumple que Homc (T, F) = 0, para todo T
de n — torsién, en particular Home(U, F) = 0 para todo U en U, es decir F estd en
F. Por lo tanto (T, F) < 7, es decir (T, F) es la minima teorta de torsién tal que
todo U en U es de torsidn.

A la teorfa de torsién generada por U la denotaremos por = (U).

Sea {71} ,ea una familia de teorfas de torsién y consideremos

{T objeto de C: T es de T, — torsién para algin A € A}
F

{F objeto de C : F es ) — libre de torsién para algin A € A}

entonces si T es de T, — torsidn, es decir, si T estd en T, entonces T es de Z(T) —
torsién, esto es que 7, < Z(T) para todo A € A. De la construccién de = (T) tenemos
que si 77 es otra teorfa de torsién tal que 75 < 1 que todo elemento de T es de
n — torsién, implica que =(T) < 7. Por lo tanto Z(T) = sup {7a},.4. Del mismo
modo se ve que Q (F) = inf {11}, De todo esto podemos concluir que C —Tors se

comporta como reticula completa.

Ejemplo 3.11 (C,{0}) y ({0},C) son teorias de torsién, ademds (C,{0}) es el
supremo de de la clase de todas las teorias de torsién y ({0}, C) el infimo de la clase

de todas las teoria de torsidn.

Los conceptos de clase de torsién y teorfa de torsién son equivalentes como indica

la siguiente proposicién.

Proposicién 3.11 Una pareja 7 = (T, F) de clases de subobjetos de C es teoria de
torsidn si y solo si T es clase de torsién y F la clase de todos los objetos T —libres

de torsion.

Dem: De la proposicién (3.7) tenemos que si 7 es clase de torsién y F la clase
de los objetos 7 —libres de torsién, entonces 7 = (7, F) cumple T1 y T2. Para probar
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T3, tomemos T es un objeto que cumple que Homc (T, F) = 0, para todo F en F

en particular Homg (T, %) = 0, por lo que el epimorfismo canénico T — es

7
el morfismo cero, con lo que T—{T—) =0, esdecir T =T (T), esto es que T estd en 7.
Supongamos ahora que 7 = (7, F) es teorfa de torsién.
SeaTenTy f:T — T un epimorfismo, entonces si F es un objeto en F y
g:T' — Fentonces gof: T — F es el morfismo 0 y como f es epimorfismo tenemos

que g = 0. Por lo tanto Home (T7, F') = 0 para todo F en F, es decir T’ estaen 7.
Sea {Th} ¢4 una familia de objetos en T y F en F, entonces Homc ( I 7, F) o~

AEA
I Home (Ty,F) =0, por loque [[ Ty estden 7.
XA XA

Supongamos que la sucesién

0-4AL. B L coo

es exacta, con Ay CenT.Sean Fen Fyh: B — F,entonces ho f =0y por la
propiedad del contcleo existe ¢ : C — F tal que ¢ o g = h, pero C estd en 7, por lo
que ¢ = 0, de donde h = 0. Por lo tanto Bestaen 7. m

Corolario 3.11.1 Sea T una clase de objetos de C. Entonces T es una clase de

torsion si y solo si existe una unica teorta de torsion tal que T es su clase de torsion.

Dem: Si 7 = (T, F) es teoria de torsién, por la proposicién anterior tenemos
que T es clase de torsién.

Supongamos que 7 es clase de torsién y sea 7 = =(7) = (7', F). Por definicién
tenemos que todo objeto en T es objeto en 7'. Sea 4 un objeto en 7’ y consideremos
B = T (A), el mayor subobjeto de A que est4 en 7. Claramente 4 est4 en 77. Si

B
f:T — 4, conT en 7T, factorizando f tenemos T Dmf 2 %, entonces Im f
est4d en T y es subobjeto de g—, es decir Im f es de la forma % con C subobjeto de A

que contiene a B, de la sucesién exacta
C
0-B—C——=-0
— B —

y del hecho de ser T cerrada bajo extensiones tenemos que C estd en T, por lo que
B = C, de donde Im f = 0, esto es que f = 0. Por lo tanto Homc (T, 4) = 0, para
todo T en 7, esto es que % estd en F, entonces % =0,y de aqul A = B que estd en
T.

La unicidad se sigue del hecho que dos teorias de torsién son iguales si y s6lo si tienen

la misma clase de torsién asociada. m
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En adelante si 7 = (7, F) es una teorfa de torsién, que T sea un objeto de T lo
indicaremos diciendo que T es de T — torsion y los objetos de F los denominaremos

objetos T — libres de torsion, asi
T(A) = Z{B C A: Besdet —torsién}.

Proposicién 3.12 Si F es una clase libre de torsidn, entonces existe una inica teorta

de torsion de tal forma que F es su clase libre de torsion.

Dem: Sea F es una clase libre de torsién y sea 7 = Q (F) = (7, F'), la teorfa
de torsién cogenerada por F. Por definicién todo objeto de F estd en F’. Sea A un
objeto en F' y consideremos B = F (A), el menor subobjeto de A tal que % est4 en
F. Claramente B estd en F'. Si f : B — F, con F en F, factorizando f tenemos
B L Im f LR F, como f, es monomorfismo, entonces Im f estden F e Im f =~ %h’
de la sucesién exacta

A

o B A Fa 4 4
N'LLfl N‘Ltfl fol —B

y del hecho de ser F cerrada bajo extensiones tenemos que ﬁ estd en F, por lo que
B = Nuf), de donde Im f = 0, esto es que f = 0. Por lo tanto Homc¢ (B, F) = 0,
para todo F en F, esto es que B estd en 7, entonces B =0, y de aquf A estd en F.
La unicidad se sigue del hecho que dos teorfas de torsién son iguales si y sélo si tienen

la misma clase libre de torsién asociada. m

Ejemplo 3.12 En R — Mod, la teoria de torsién de Goldie es la teoria de torsién

cuya clase libre de torsion es la clase de los mddulos no singulares.

Para lo que sigue consideremos A un objeto fijo de la categorfa de Grothendieck
C y, como ya indicamos, C — Tors la clase de teorfas de torsién en la categorfa C
y A —Tors la clase de teorfas de torsién en o [A]. Sea “<” y “<” las relaciones de
orden en C — Tors y A — Tors, respectivamente.

Si 7 estd en C — Tors, consideremos 7 = (7., ), donde

T..
Fre

{T en o [A]:T es de T — torsién}
{Fengc|A]: Fesrt—libre de torsién}

Teorema 3.1 Si 7 pertenece a C — Tors, entonces 7 pertenece a A — Tors.
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Dem: Supongamos que T es teorfa de torsién en C.

1. Sean T en T;- y F en F,., entonces T es de T — torsién y F es T — libre de

torsién, con lo que Homg (T, F) = 0.

2. Sea T un objeto de o [A] tal que Homc (T, F) = 0 para toda F en F,.. Sea G
un objeto 7 — libre de torsion arbitrario y f € Home (T, G), factoricemos a f
como

T Im f ELNye,

con f; epimorfismo y f» monomorfismo. Como T es un objeto en ¢ [A] entonces
Im f es objeto en o [A] y como G es T—libre de torsién e Im f g G entonces Im f
estd en F,., con lo que f; =0, de donde f = 0. Por lo tanto Hom¢ (T,G) =0
para todo G T — libre de torsién, es decir T es de 7 — torsién y como T es

objeto en ¢ [A], concluimos que 7 estd en ..

3. Sea F un objeto de o [A] tal que Homc (T, F) = 0 para toda T en T;.. Sea H
un objeto de 7 — torsion arbitrario y f € Home (H, F), factoricemos a f como

H S Imf 2 F

con f; epimorfismo y f> monomorfismo. Como F es un objeto en o [A] entonces
Im f es objeto en o [A] y como H es de T — torsién e Im f es cociente de H
entonces Im f estd en 7;., con lo que f; = 0, de donde f = 0. Por lo tanto
Home (H,F) = 0 para todo H de 7 — torsidn, es decir F es T — libre de
torsidn y como F es objeto en o [A], concluimos que F estd en F,.. &

. Teorema 3.2 La relacién

C-Tors — A-Tors

T — T

determina una correspondencia suprayectiva que respeta el orden.

Dem: Sea T en A—Tors,cont = (T,F) ysea Ty = =(7T) la teorfa de torsién
en C — Tors generada por T, entonces todo objeto T de T es de 7y — torsién y como
T es una subclase de objetos de o [A4], todo T en T es de 75 —torsidn, es decir 7 < 7.
Por otro lado, sea F un objeto en F que cumple con Home (T, F) = 0, para todo T
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en 7. Puesto que la clase de los objetos 7o —~ libres de torsion es
{F objetode C: Homg (T, F) =0VT en T}

y F es una clase de objetos de o [A] , podemos concluir que todo objeto en F es
75 — libre de torsién, es decir 75 X 7. Por lo tanto 75 = 7.

Sean 7 y v en C — Tors tales que 7 < v. Si T es de 7* — torsidn, entonces T es
de 7 —torsidn y objeto en o [A4], de donde T es objeto de v — torsién y estd en o [4],

por lo que T es de v* — torsién. Por lo tanto 7 < v* m

De la proposicién anterior tenemos que dada cualquier teoria de torsién T en
A — Tors existe una teorfa de torsién en v en C — Tors tal que v* = 7, pero v no
tiene por que ser tnica. En general cuando tenemos una correspondencia ¢ de la clase

U en la clase V, la fibra de la correspondencia ¢ en el elemento V en V es
e V) = {Uenld: p(U) =V},

por supuesto que estas fibras son ajenas dos a dos y la correspondencia ¢ esta com-
pletamente determinada por estas fibras.

Teorema 3.3 Paratodat = (T,F) en A—Tors, la fibra de T bajo la correspondencia
“” es el intervalo cerrado

[To, 71| ={v enC —Tors: 1o <v <7}

conto=2(T) ym1=Q(F).

Dem: Primero notemos que todo F en F es 1| — libre de torsion y es objeto
de o [A], por lo que todo F en F es 77 — libre de torsion, es decir que 77 < 7. Por
otro lado, si T es un objeto en 7, tenemos que Homg (T, F) = 0, para todo F en F,
pero F cogenera a Ty con lo que T es de 7, — torsidn y estd en o [A], entonces T es
de 77 — torsién. Por lo tanto 7 < 71. Con todo esto concluimos que 77 = 7.

Sea v en C — Tors tal que v* = 7, entonces todo T en 7 es de v — torsién, con
lo que 7¢ = 2(7) £ v, también todo F en F es v — libe de torsién, por lo cual
v < Q(F) = 71. Por lo tanto todo elemento en la fibra de T estd en [ro, Ty].

Supongamos ahora que 7o < v < 71, de donde 7 = 75 < v* <X 71 = 7. Por lo tanto

v'=T7.1
Una teorfa de torsién 7 = (7, F) es hereditaria si 7 es hereditaria, es decir si

A é T, con T de T — torsion implica que A es de 7 — torsion. La clase de todas las
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teoria de torsion hereditarias en C serd denotada por C — tors y en el caso de las

categorfas R— Mod y o [M] las denotaremos por R—tors y M —tors, respectivamente.
Ejemplo 3.13 La teorta de torsién del ejemplo (8.7) es hereditaria.

Ejemplo 3.14 Si D es la clase de los grupos abelianos divisibles y R la clase de los
grupos abelianos reducidos, entonces la teoria de torsién (D,R) no es hereditaria,

pues Q es divisible mientras que Z no es divisible.
Para teorfas de torsién tenemos la siguiente equivalencia.

Proposicién 3.13 7 en C — Tors es hereditaria si y sélo si para todo objeto A de
C y todo subobjeto B de A tenemos que 7 (B) = 7(A) N B.

Dem: Supongamos que T es teoria de torsién hereditaria y B C A, entonces
T(A)NB < 7(A) y 7(A)N B < B, con lo que 7(A) N B es subobjeto de B de
T — torsién, por lo tanto 7 (A)N B < 7(B).

Supongamos ahora que para todo objeto A de C y todo subobjeto B de A tenemos
que 7 (B) = 7 (A)N B, entonces si A esde 7—~torsién 7 (B) =7 (A)NB = ANB = B,
con lo que B es de T — torsién. m

Teorema 3.1 Si 7 estd en C — tors, entonces T* estd en A — tors.

Dem: Sea T en C —tors y T en g [A] de 7 — torsién, entonces st § C T,
tenemos que S estd en g (A] y es de 7 — torsidn, es decir S es de 7" — torsién. Por lo

tanto 7* estden A —tors. m

3.3. Teorias de Torsién en o [M]|

En lo que sigue M es un R — mdédulo fijo.
Recordemos que las categorfas del tipo ¢ [M] no son cerradas bajo productos
directos cuando las consideramos como clases de R — médulos, pero como categorfa

si tiene sus propios productos directos. De hecho si {4}, es una familia de objetos

de g [M], el producto directo [],, As en o [M] es el R —médulo Tr | N, [] A*) , con
XEA
N un generador de la categorfa o [M].

Por otro lado, ¢ [M] cumple que para todo par de objetos A, B en o [M], los
grupos abelianos Homgay (A, B) y Homp_arod (A, B) son iguales. En general en una
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categorfa de Grothendieck C, para un objeto A y una familia de objetos {By},c,, los

grupos abelianos Home (A, I1 BA) y [1 Homc (A, By) son isomorfos. Sea {Bx},ca
AEA XEA

una familia de objetos de o [M], para cualquier objeto A de ¢ [M], tenemos:

HO‘mG[M| (A, HM B,\) ~ H Homa[m (A,B,\) = H HOfnR_MOd(A,BA) ~ HO'mR—Mod (A, H BA) .
AEA AEA AEA

Proposicién 3.14 Una teorta de torsion T = (T,F) en o [M] es hereditaria si y
sdlo si F es cerrada bajo cdpsulas M — inyectivas.

Dem: Supongamos que T es hereditaria y sea F' en F, entonces T (E' (F)) <
E (F). Tenemos que T (E(F)) NF<LT (E(F)), por lo que T (E(F)) N F es un
subobjeto de F' de T — torsidn, entonces T (E(F) N F =0, pero F es esencial en
E(F), por lo tanto T (E‘(F)) =0, es decir £ (F) estd en F.

Ahora supongamos que F es cerrada bajo capsulas M — inyectivas y sean T un

A

objeto en o [M] de T — torsion y A < T entonces existe ¢ : T — E (T(A)

) tal que el
siguiente diagrama conmuta

A = T
ly
Cryli E(r&))

—

A
7(A)

Por lo tanto T es hereditaria. m

y como E ( ) esta en F entonces o = 0, con lo que -A= = 0, es decir 7(4) = A.

T(A)

Proposicién 3.15 Una teorfa de torsion T = (7T,F) en o [M] es hereditaria st y

s6lo si T estd cogenerada por un mddulo M — inyectivo.

Dem: Sea E inyectivo en o [M] y 7 = (7,F) la teorfa de torsién en o [M]
cogenerada por E. Consideremos A < T con T de 7 —torsiony f: A — E, entonces

existe f: T — E tal que el siguiente diagrama conmuta

A —T
fl 77
E

pero f =0, de donde f = 0. Por lo tanto A es de T — torsion.
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Supongamos ahora que 7 = (T, F) es hereditaria y sea
U= {(z) eno[M]: (z) es 7 — libre de torsién}

consideremos £ = T'r (N, I1 E‘(U)) , con N un generador de o [M], es decir E es el
Ueu

producto directo de {E‘ (U>}Ueu en la categorfa o [M], entonces E es M — inyectivo
y es 7—libre de torsién. Sea 7 la teorfa de torsién cogenerada por E y T de 7—torsién,
entonces Hompg(T, E) = 0, pues E es 7—libre de torsién, de donde T es de n—torsidn,
estoes 7 < 7.

Sea T es un objeto en o [M] tal que Homg(T, E) = 0 y supongamos que T no es
de 7—torsién, entonces existe F' 7—libre de torsién y f : T — F no cero, seaz € T
tal que f(z) # 0, como (f(z)) < F, (f(z)) € U, entonces existe o : (f (z)) — E
monomorfismo. Definamos g : (z) — (f (z)) dada por

g(rz) =rf(z),

que claramente es epimorfismo, y como E es M —inyectivo, existe h : T — E tal que

el siguiente diagrama conmuta

() =T
aogl /hw
E

pero h = 0, entonces a o g = 0, de aquf que a = 0, por lo que (f (z)) = 0, lo cual
no es posible. Por lo tanto T es de T7~torsién, con esto concluimos que 7 < 7. Por lo
tanton =7.m

M —tors esta parcialmente ordenada por la misma relacién de orden de M —Tors,
con el material que estudiaremos en el siguiente capftulo, podremos deducir que M —
tors es un conjunto y con la siguiente proposicién podremos probar que M — tors es
una reticula completa.

Proposicién 3.16 Sea {E\},., unae fomilia de objetos M — inyectivos de o [M] ,
entonces A\ (@ (Ex) = Q ([T Bv).
PO

Dem: Sea E = [][,, Ex el producto directo de {Ex},c, en o[M] y 7
Q@ (E). Si T es un objeto en o [M] de n ~ torsién, entonces 0 = Homg(T, E)

[1 Homg(T, E,), por lo que Homg(T, E\) = 0 para todo A € A, por lo que T es
XA

12
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de @ (E\) — torsién para todo A € A, de donde n < Q (E)) para todo A € A. Aho-
ra, sea v otra teorfa de torsién hereditaria en o [M] tal que v < @ (E)) para toda
A€ A SeaT dev—torsiony f: T — E, entonces my o f = 0 para todo X € A,
por lo que f = 0, por lo tanto T es de n — torsién, de donde v < 7. Por lo tanto

ANQE))=Q([Iy Er) =

A€EA

Proposicion 3.17 Sea € es una clase contenida en M —tors y supongamos que para

cada 7 en €, T, es la clase de torsién de T, entonces [ 7, es una clase de torsidn

hereditaria y es la clase de torsidn que corresponde a /T\ec‘r.
ree

Dem: Sea {Th}yep una familia de elementos de (1) 77, entonces para toda
A € A tenemos que Ty € 7, para toda T en €, por lo que ﬁcTA estd en 7; para toda
A€ A esdecirque [] Thestden [ 7;. SiT estd en () ’TA,E; K < T,entonces T estd
en 7, para todo 7 eAnelé, por lo quéetcanto K como % ;:tcén en 7, para todo 7 en €, es
decir K y L esténen (| 7;. Asi ) 7, es clase de torsién hereditaria. Sea v la teorfa
de torsién cuya clase cTizctorsién (:Eﬂ T,.vX7paratodaTen € pues (|7, C T,

reC ree
para toda 7 en €. Ahora, si 7 es otra teorfa de torsién hereditaria en o [M], con clase

de torsién 7, y tal que n <X 7 para toda T en €, entonces T, C 7, para toda 7 en €,

esdecir 7, C () 7;,con loquenn <v,esdecirv= A 7. m
TEE TEL

Proposicién 3.18 Todo conjunto de teorias de torsidn hereditarias en o [M] tiene
infimo.

Dem: Sea {71} ,¢a una familia de teorfas de torsién hereditarias y supongamos
que para cada A € A la teorfa de torsién 7, estd cogenera por el M —inyectivo E,, es

decir 7, = Q(E,) . Por la proposicién anterior, @ ([],, Ex) es el (nfimo de {71}, ®

Claramente las teorfas de torsién ¢ = (o [M],0) y £ = (0,0 [M]) son hereditarias
y € X 7 X¢ para toda 7 en M — tors.
Con respecto de la teorfa de torsién £ = (0,0 [M]) tenemos el siguiente resultado.

Proposicién 3.19 Sea E un objeto inyectivo en o [M| . Entonces E cogenera a £ =
(0,0 [M]) siy sdlo si E cogenera a la categoria o [M].

Dem: Supongamos que E cogenera a £ = (0,0 [M]), es decir, st Homg (T, E) =

0, entonces T = 0. Sea A & B un morfismo no cero en o (M), con factorizacién
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AL Im f EiX B, donde f, es epimorfismo y f; monomorfismo. Si o : Im f — E es un

morfismo cualquiera existe @ : B — E tal que el siguiente diagrama conmuta

Imf &8
ol Ja
E

pero)0 =ao f =a&o fo fj,conloque 0 =a&o f, = a, por lo tanto Im f =0, lo
cual no es posible, de donde existe h : B — E tal que h o f es distinto de cero. Por
lo tanto E cogenera a o [M].

Supongamos ahora que E es un objeto M — inyectivo cogenerador de o [M].
Queremos probar que E cogenera a £ = (0,0 [M]), para esto, sea T un objeto en
o [M] tal que Homg (T, E) =0, si T # 0, existe z € T no cero, entonces el morfismo
inclusién f : () — T es no cero, pero E cogenera a o (M|, por loqueexiste h : T — E
tal que ho f # 0, lo cual no es posible pues h € Hompg (T, E) = 0. Por lo tanto T =0,
de donde E cogenera a £ = (0,0 [M]). m

Como consecuencia directa de la proposicién anterior, tenemos que la categorfa
o [M] tiene un cogenerador inyectivo y por la proposicién (3.15), éste es el producto
directo en la categorfa o [M] de las cpsulas M — inyectivas de todos los ciclicos de
o [M].

Con respecto a la correspondencia “x” de la seccién anterior tenemos el siguiente

resultado.

Teorema 3.2 Si restringimos la relacion “¢” a R — tors, tenemos una correspon-

dencia suprayectiva que respeta el orden de R —tors a M — tors.

Dem: Sea

@: R—tors — M —tors

p(r)y=1"

Recordemos que 7% = (T, F*), donde

T..
Fre

{T eno[A]: T es der —torsidn}
{Fenag[A]:FesTt—libre de torsién},

por el teorema (3.1) tenemos que si T estd en R — tors, entonces 7" es elemento de

M — tors, con lo que ¢ es una correspondencia de R — tors a M — tors y como




108

Wy

*” respeta el orden i también lo hace. Falta probar que ¢ es suprayectiva. Sea
7 = (7T,F) € M — tors, probaremos que la clase de los médulos =(7) — libres
de torsién es cerrada bajo cépsulas inyectivas. Sea F' Z(T) — libre de torsién y
supongamos que existe f : T — E(F) no cero, para algiin T en T, recordemos que
la clase de los médulos = (T) — libres de torsion es

{FenR—-Mod: Homg(T,F)=0VTen T},

entonces Im f estd en T y como F es esencial en E (F) tenemos que Im fNF #£0e¢
Im f N Festd en T y en F, lo cual no es posible. Por lo tanto Homg (T, E(F)) =0
para todo T en T, es decit E (F) es Z(T) — libre de torsion. m

Sea T en M — tors, entonces existe F inyectivo en ¢ [M] que cogenera a 7. Sea
E = E (F), la cdpsula inyectiva de F en R — Mod y 71 = Q (E), por lo cual 7| est4
en R—tors.SiT esde T —torsiony f : T — E entonces Im f estd en o [M] y es
de 7 — torsién, como 7 es hereditaria Im fN F es de 7 — torsién y como Im f N F es
submédulo de F tenemos que Im fNF es T —libre de torsion, por lo tanto Im fNF = 0,
de donde Im f = 0. Por lo tanto 7 < 7.

Sea T de 7{* — torsidn, entonces T estd en o [M] y es de 7| — torsién, por lo que
Homg(T,E) =0.Sea f : T — F entonces si i : F — E es monomorfismo i o f =0,
de donde f = 0. Por lo tanto Hompg (T, F) = 0, es decir T es de 7 —torsién. Entonces
7" X 7. Por todo lo anterior 7y ¥ 7{ estdn en la fibra de 7 de ¢.

Teorema 3.4 Si T es teorta de torsidn hereditaria en o (M| cogenerada por el inyec-
tivo F en o [M], entonces la fibra de T de la correspondencia ¢ es el intervalo [To, T}]
de R — tors.

Dem: Sea v en R — tors tal que v* = 7. Entonces todo médulo en o [M]
T — libre de torsion es v — libre de torsién, en particular F es v — libre de torsién,
por lo que E = E(F) es v — libre de torsidn, pero 7| es la mayor teorfa de torsién
tal que E es libre de torsién, por lo que v < 7{. Ya sabfamos que si v* = 7, entonces

ToXvV. B




Capitulo 4
Filtros Lineales

En lo que sigue, consideramos N un R — mdédulo izquierdo, K un submédulo de
Ny z € N. El ideal izquierdo de R

(K:z)={reR:rze K}

es llamado el conductor de z en K. En particular, al conductor (0 : z) se le llama el
Anulador de z y se denota por An(z).
Un conjunto Q de ideales izquierdos del anillo R se llama filtro lineal izquierdo de

R si cumple con los siguientes axiomas:

1. Sil e Sy Jesunideal izquierdo de R tal que I C J, entonces J € Q.
2. Sily J son elementos de ¥ entonces I N J € .

3. SiI € < entonces para todo z € Rel ideal (1:z) € Q.
Un filtro lineal izquierdo ¥ de R se llama filtro de Gabriel si ademds se cumple

que:

4. Si I es ideal izquierdo de R y existe .J € < tal que para todo z € J el ideal
izquierdo (I : =) € Q se tiene que I es elemento de <.

En [S] se da una correspondencia biyectiva entre los filtros lineales de R con
la clase de todas las familias de R — médulos que son cerradas bajo submdédulos,
sumas directas y cocientes, (clases de pretorsién hereditarias) y otra entre los filtros
de Gabriel y R — tors.

En esta parte extenderemos estas nociones a g [M].

En adelante a un filtro lineal izquierdo lo denominaremos simplemente filtro lineal.

109
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4.1. Filtros lineales

Sean 7 en M — tors y K un R — mddulo izquierdo. Un submédulo L de K es
T — M — denso en K si el cociente K/L es un objeto de 7 — torsién en o [M]. En
el caso que K sea un objeto en ¢ [M] diremos que L es 7 — denso en K, en vez de
T — M — denso y si T es la teorfa de torsién (¢ [M], 0) diremos M — denso en vez de
T —~ M — denso.

Sea 7 en M — tors y consideremos
S, ={I<R:IesT— M ~—densoen R}
y si ¢ = (0 [M],0) denotaremos por Iy a ..
Teorema 4.1 Para cualquier 7 en M — tors, S, es filtro lineal en R.

Dem: 1. Sea I € ¥, y J 2 I entonces tenemos el epimorfismo

como o [M] es cerrada bajo cocientes R/J es objeto en ¢ [M] y es de T — torsidn, es
decir, J estd en 3.

2.Si Iy J estdn en . consideremos el monomorfismo

R L RgR
iy TRT

elz+UInI)=(+I,z+J)

entonces (I NJ) € ;.

3.8ea I € 3, y = € R entonces tenemos el monomorfismo

entonces ({ : z) € 3;. W

Teorema 4.2 Para cualquier teoria de torsidn T en M —tors se cumple la propiedad
siguiente:

4. Sil €y yexiste J €3y tal que para toda z € J se tiene (I : ) € . entonces
€S,
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Dem: Sea ] € Qp y J € Q; tal que para toda = € J se tiene (I : z) € S

Size Jyr € (]:x)entonces rz € I ycomo J es ideal izquierdo entonces rz € J,
es decir, rr € N J, de donde r € (I N J : z). Por otro lado, como I N J C I se tiene
que(l:z) D2(INJ:x).

De este par de hechos tenemos que para toda z € J se satisface ({ : z) = (INJ: 1)
y de aquf que (/N J:x) € ¥, de donde, R/ (INJ: z) es objeto de o [M] de 7 —
torsion. Para cada z € J consideremos el morfismo

R, J
¥z TAJD Iy

r+(INnJ:z)—rz+({INJ)
estos morfismos inducen el morfismo

90:@:6J(m+1)_'%
o(tra +(INJ:2),0,) = (rzz+ (I N )

el cual es epimorfismo, y como o [M] es cerrada bajo surnas directas y cocientes y 7
es una teorfa de torsién, tenemos que J/ (I N J) es objeto de T — torsién en o (M].

Por otro lado como R/J esté en o [M] y es de 7 — torsion y

tenemos que R/ (I + J) es un objeto o (M| de T — torsion.
Finalmente, como I es M — denso R/I estd en o [M].

De lo anterior tenemos la siguiente sucesién de médulos y morfismos

f@+{Ind)=a+1
gle+D)=z+(I+J)

que es una sucesién exacta en g [M] y como 7 es cerrada bajo extensiones de o [M]
R/I es de 7 — torsién, es decir, I € $,. m

Ahora tomemos & un filtro lineal para R que cumpla la propiedad (4) del teorema

anterior y supongamos que & consta sélo de ideales izquierdos M — densos en R y
Ty = {N objeto de g [M] : para toda z € N, An(z) € S}

Teorema 4.3 Ty es cerrada bajo cocientes, sumas directas, extensiones y submddu-
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los. Por lo tanto, existe una unica teoria de torsién hereditaria T4 en o [M], para la

cual Tg es su clase de torsion.

Dem: 1.Sea NenTgy K < N,siz € N, entonces An (z) C An(z + K).
Como An (z) € F, tenemos que An(z + K) € &, esto es, N/K € Tg.
2. Sea { Ny} ea un conjunto de objetos en 7y, sea (za),cp € P, Na, sean zy,,

Ty ..., T, las coordenadas de (z,),., distintas de cero, entonces An ((zx),er) =
n

(] An (zy,), de donde concluimos que B, Ny € Ta.
=1

3. Consideremos la siguiente sucesién exacta en o [M]
, N

0 —-N —»>N-———50
[\TI

con N'y 4 en Ty, sea z € N, entonces An (z + N') € Sy para todor € An(z + N')
rz € N', de donde An (rz) € Q.

Por otro lado, si r € An(z + N’) tenemos que s € (An(z) : r) es decir, sr €
An (z), lo que equivale a (sr)z = 0, si y s6lo si, s(rz) = 0, de donde, s € An (rz).
Concluimos que (An (z) : r) € S para todar € An(z + N'), es decir An(z) € 3. Por
lo tanto, N € 7Tg.

4. Sea N en Ty y K < N, entonces si z € K tenemos que z € N, de donde,
An(z) € S estoes, K€ Tg. m

A un filtro lineal que consta de ideales M — densos lo llamaremos filtro M —~lineal.
Si cumple ademds con la propiedad del teorema (4.2), lo llamaremos filtro de M —
Gabriel.

Denotemos por M — Gab al conjunto de todos los filtros de M — Gabriel. Tenemos

el siguiente resultado:
Teorema 4.4 Eriste una correspondencia biyectiva entre M — Gab y M — tors.

Dem: Consideremos

®: M —~Gab— M —tors
@(8‘)279

UM —tors — M — Gab
V() =9
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Sea 7 en M —tors y sea N un objeto de T —torsién en o [M] y z € N. Entonces (z) es
un objeto de 7 — torsién en o [M]. Como {z) ~ R/An(z), tenemos que An (z) € I,
y por lo tanto N es de Tq, — torsion, estoes 7 < 7g,. ®

Sea N de 7g, —torsién en o [M], entonces para toda z € N se tiene que An(z) €
3., de donde (z) ~ R/An () es un objeto de T —torsién en o (M| . Asf, P, (z) es
objeto de T —torsién en o [M], por lo que N es de 7 — torsién. Por lo tanto 7o, < 7.

De lo anterior se deduce que ® o ¥ = 1ps_s0rs-

Sea Fen M —~Gabe I €3, entonces R/I estaen o [M]ysir+ 1€ R/I tenemos
que An (r +I) = (I : r) estd en 3, es decir, R/] es de 7o — torsidn, esto es, | € Sry.
Por lo tanto & C Q.

Sea I € T, entonces R/I es objeto de g [M] y es de 7o — torsién, entonces
para toda T € R tenemos An(r + 1) € S, es decir, (I : r) € ¥ para toda r € R, en
particular I = (I : 1) € Q, de donde, S, C S

Por lo tanto @ = Q;, ydeesto Vo & = 1ps_Gos. B

4.2. Anillos y médulos topolégicos

Un anillo topoldgico es un anillo R que consta de una topologfa de tal forma que
las funciones

p:RxR—R
plzy)=z+y

Yw:RxR—>R
¥(z,y) =y

son continuas, considerando a R x R con la topologia producto.
Si R es anillo topolégico, decimos que un R — médulo izquierdo M es un médulo

topolégico si M tiene una topologfa tal que las siguientes funciones
w:MxM-—-M

plz,y) =v+y
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v:RxM-—M
v(r,z)=rz

son continuas.

Proposicién 4.1 Si R es un anillo topoldgico, M es un mddulo topoldgico, r € R y

m € M fijos, entonces las funciones

L, :R—-R
Lz)=r+z
Lm M- M
La(z) = m+z
son homeomorfismos.
Dem: Probaremos que £, es homeomorfismo, ya que la prueba de la segunda

parte es andlogala.

Seaz € Ry A C R abierto tal que r+z € A, como i es continua, existen V C Ry
W C R abiertos tales que, 7 € Vyr e Wy ¢ (V x W) C A, es decir, para cualquier
y € W tenemos que (r,y) € V x W y por lo tanto 7+ y € A, por loque £, (W) C A
y de aquf £, es continua. Por ultimo, notemos que £;! = £_, que es de la misma

forma que £, y por lo tanto continua. m

De la proposicién anterior se desprende que A C R ( respectivamente A C M)
es abierto, si y sélo si, 7 + A (m + A resp.) es abierto. De esto ultimo, si £ € R
(z € M rep.) cualquiera y V es una vecindad de z, si y sélo si, existe W una vecindad
del cero tal que x + W = V. Es decir, la topologia para R (resp. M) estd completa-
mente determinada por las vecindades del cero. Entonces para darle una topologia a
R (M resp.) basta con dar las vecindades del cero.

Sea X un espacio topoldgico y z € X. Una base de vecindades z es una familia
B de vecindades de z tal que para cualquier vecindad N de z existe A € § tal que
A C N. Asf, si R es anillo topolégico, M es R — médulo topolégico y 8 C M es una
base de vecindades del 0, entonces B C M es abierto, si y sélo si, para todo b € B,
existe V € Jtalquex+V C B.
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En lo que sigue usaremos la notacién y conceptos estdndar de la teoria bdsica
sobre espacios topoldgicos, la cual no desarrollaremos aqui, nos limitaremos a probar

solo los resultados necesarios para nuestro trabajo.

Proposicién 4.2 Si R es anillo topoldgico, M es mddulo topoldgico, 3 base de vecin-
dades de 0 que consta sélo de submddulos de M y A un subconjunto de M, entonces
la cerradura de A es:
A=n{A+V . Veg}
Por lo tanto 0= ) V.
Ve

Dem: Sea b € A, entonces cualquier vecindad de b intersecta a A, por lo cual
para toda V € 3 tenemos AN(b+ V) # 0. SeaV € Syae An(b+ V), entonces
a=b+v,conv € V,dedondeb=qa-v € A+V.Porlotanto ACN{A+V :V € §}.

SeabenN{A+V .V € 8} ysea B abierto tal que b € B, entonces existe V € 5 tal
que b+V C B, entonces b = a+v,cona € Ayv € V,conloquea =b—-v € b+V C B,
porlotantoa € ANB ydeaquiqueb€ A Dedonde N{A+V:VeB}CAm

Proposicién 4.3 Si < es filtro lineal para el anillo R, eziste una unica topologia para

R de tal forma que R es anillo topoldgico y I es base de vecindades del cero.

Dem: Consideremos T C 2% definido con la siguiente propiedad:
AeTsiA=0osiparacadaz € Aexiste ] € Jtal quez+ 1 C A.
Primero probemos que T es topologfa.

1. Esclaro que @ y R estdn en T.

2. Sean Ay BenTyaxz¢€ AN B entonces existen [y J en S talesquez+1 C A
y £+ J C B. Como Ses filtro lineal 1N J € Y. Sea y € z + (I N J), entonces
exister € INJ talquey=z+r € (x+)N{zx+J) C AN B, esto es
z+(INnJ)yCANByporlotanto ANB€T.

3. Sea {Ax},ca un conjunto de elementos de Ty z € {J, Ax entonces existe A € A
tal que z € A, yexiste [ € S tal que z + 1 C A, y por lo tanto £+ 1 C {J, Ax-

Ahora si A es vecindad de cero existe A’ € Ttalque 0 € A’ C Ayexiste ] €
tal que ] =0+ ] C A" C A, es decir, < es base de vecindades del cero.
Para ver la continuidad de las operaciones primero consideremos z,y € Ry A

un abierto, tal que z + y € A. Entonces existe [ € S tal que (x +y) + 1 € A, sea
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(rns)e(z+ ) x(y+1I),existent, ytoen I talesquer =z + £ y s =y + &y, de
donder+s=z+y+ti+th €(z+y)+{CA

Sean, nuevamente, z,y € R y A abierto tal que zy € A, entonces existe I € &
tal que (zy) + I C A, como < es filtro lineal ({ : y) € 3, consideremos ahora (r, s) €
(z+ (I:y)) x (y+ ) entonces existen ¢; € ({:y) y t2 € [ talesquer =z +1¢; y
s=y+ty, dedonde, rs =zy +ata + Ly +tita €Exy+ 1 C A

Finalmente, si existe S topologia para R, esdecir (R, S) es un anillo topolégico, con
base de vecindades del cero . Para ver que T = S basta probar que ambas topologfas
tienen las mismas vecindades abiertas del cero. Sea Vi vecindad abierta del cero con
respecto de T, entonces existe I € Y tal que I C V5 pero  es base de vecindades del
cero con respecto de S entonces Vr es vecindad del cero con respecto de S. Del mismo
modo se prueba que una vecindad del cero con respecto de S es vecindad del cero con
respecto de T. m

A una topologfa para R que tiene como base de vecindades del cero un filtro lineal
la llamaremos topologfa lineal y en virtud de esta definicién da lo mismo hablar de
topologia lineal que de filtro lineal.

Consideremos ahora M un R — médulo izquierdo, & C Jys y definamos

S(N)={K < N:paratodaz € N, (K:z)€ 3}
Entonces S (N) cumple con el siguiente teorema:

Teorema 4.5 1. St K, L € S(N), entonces KN L € I(N).

2.5t KeS(N)yL <N tal que K C L, entonces L € I(N).

3 Si K eSS(N)yzx €N, se tiene que (K : z) € I(N).

Si ademds < es filtro de M — Gabriel, tenemos:

4. 81 K < N yeriste L € 3(N) tal que para toda z € L tenemos (K :z) € G,
entonces K € S(N).

Dem: 1.Siz € Nentoncesr € (KNL:xz),siysélosi, rz € KN L, o bien,
re(K:z)yre(L:xz),esdecir (KNL:z)=(K:z)n(L:xz). De lo anterior,
tenemos que si K, L € ¥(N), entonces KN L € I(N).

28 KcLzeNyre(K:z),entoncesrz € K C L, de donde, r € (L : z).
Ast, (K:z)C(L:z).

3. Se sigue directo de la definicion.

Supongamos ahora que S es de M — Gabriel.

4.Sea K < N ysea L € 3(N) tal que para toda z € L, tenemos que (K : x) € &
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Seay € Ny consideremos J = (L : y),como L € Y(N) J € &, sear € J entonces
s € ((K:y):r)siysolosisr € (K:y), ésto equivale a decir que (sr)y € K,
equivalentemente, s(ry) € K, si y sélosi s € (K :ry). Por lo que, (K :y):7) =
(K :ry). Como r € J, tenemos que ry € L, por lo tanto (K : ry) € Q. Finalmente,
como & es de M — Gabriel (K : y) € S de donde K esta en S (N). m

Tomando en cuenta la proposicién anterior se puede hacer una demostracién anslo-

ga a la de la proposicién (4.3) para la proposicién siguiente:

Proposicién 4.4 Si S es filtro M —lineal para el anillo R y N es un objeto en o [M]
existe una Unica topologia para N de tal forma que N es mddulo topoldgico y S (N)
es base de vecindades del cero. m

A la topologfa de la proposicién anterior le llamaremos la S—topologfa para N.
En adelante a todo N objeto de o [M] lo consideraremos como espacio topoldgico con
la S—topologfa.

Los elementos de (/) cumple con ser abiertos y cerrados como lo indica la
siguiente proposicién.

Proposicién 4.5 Todo K € S(N) es cerrado.

Dem: Sea I € S(N), entonces para toda z € N tenemos que la clase lateral
z + K es un abierto. Recordemos que N es la unién ajena de las clases laterales

moédulo K, por lo tanto N N\ K = |J (z + K), es decir N \ K es abierto, de donde
¢ K
K es cerrado. m

Proposicién 4.6 Sea N un objeto de o [M]. Para todo K submddulo de N, se tiene
que
E= N L
LeS(V)
K<L
Por lo tanto,
0= N L
LES(N)
Dem: Por la proposicién (4.2) tenemos que K = N{K + L : L € S(N)}. Por
otro lado, si L € (N), entonces K + L es un elemento de S (N) que contiene a K
y si L es un elemento de ¥(N) que contiene a K, entonces L = I 4+ L, por lo que

K= [ Lm
LeS(N)
K<L

Otras propiedades que cumple & (V) nos la da el siguiente resultado.
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Proposicién 4.7 1. §5i N es un objeto en o [M] y K < N, entonces S (N) C S (K).
2. LeS(¥)siysolosiLe S(N) yK < L.

Dem: 1. Sea L € I (V), entonces para toda z € N se tiene (L:z) € S, en
particular (L : z) € Q para toda z € K, por lo que L € ¥(K).

2. El resultado se sigue del hecho que para todaz € Ny K < L < N, tenemos
re (—1% :I+K),siysélosi,m:+K€ L siysolosi,rz € L,siysolosi, r e (L:z),
esdecir (£:z2+K)=(L:z).m

En la siguiente proposicién se da una caracterizacién de los objetos de torsién en

o [M], para una teorfa de torsién 7 € M — tors, en términos de la &, —topologfa.

Proposicién 4.8 Si 7 esta en M — tors y N es un objeto de o [M], entonces N es
de T —torsion si y sélo si 3, (N) = L(N).

Dem: Supongamos que N es de 7 — torsidn. La contencién 3, (N) C L(N)
siempre se da. Sea K < N y z € N. Como N es de torsién, N/K es de torsién y es
cfclico generado por z + K, pero {(z + K) ~ R/(K : z), por lo tanto (K : z) € &,
esto es, K € &, (N).

Ahora asumamos la igualdad . (V) = L(V) y consideremos 7 (V) la parte de
T — torsién de N y supongamos que existe z € N\ 7(N), como &, (N) = L(N),
tenemos que 7 (N) € &, (N), de donde (7 (N) : z) € By, es decir, R/ (7 (N): z) es
de torsién, por lo tanto {z + 7 (/N)} es de torsién y libre de torsién, pues N/7(N) es
libre de torsién, de donde concluimos que z + 7 {N) = 0, lo cual no es posible. Por lo
tanto, N=7(N). =

Sea & un filtro de M —Gabriel y N unobjeto en ¢ [M], definamos cN = (] K.

KES(N)
Por la proposicién (4.7) tenemos que si K < N, entonces S (N) C ¥ (K), por lo

que si z € cK, entonces z € L para toda L € §(K), en particular z € L para toda
L € S(N), por lo que z € ¢N. Por lo tanto cK < cN.

Proposicién 4.9 Si consideramos a N con la ¥ — topologia tenemos que N es de
Hausdorff st y sélo si cN = {0}.

Dem: Supongamos que NV es de Hausdorff y supongamos que existe z € ¢V
no cero entonces z € K para toda K € S (N). Por otro lado, N Hausdorff implica
que existen A y B subconjuntos abiertos de N ajenos tal que 0 € Ay z € B y como
X(N) es base de vecindades de 0 existe Ko € I (N) tal que Ko C A por lo tanto

z ¢ Kp lo cual no es posible, por lo tanto z = 0.
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Supongamos ¢N = {0} y sean z,y € N distintos entonces z — y # 0, existe
Ko € S(N) tal que z — y ¢ K, si existe z € (z + Ky) N (y + Kp) entonces existen
ki ko € Kotal que z=x+ k) =y + ko, dedonde, £ — y = ks — k) € Kp lo cual no
pasa, por lo tanto (z + Kg) N (y + Kp) = 0, esto es, N es de Hausdorff. m

Proposicién 4.10 5i Q un filtro de M — Gabriel y N un objeto en ¢ [M], entonces
K < N es cerrado si y s6lo si c (%) = 0.

Dem: Si K es cerrado, entonces K = (] L, porloque,siz+K €c(%) =
LeS(N)
K<L

L entonces € L para toda L € I(N) tal que K < L, por lo que z €

N L=K
LeS(N)
K<L
Supongamos ahoraquec (%) =0yseaz € (] L,entoncesz+Ke€ (] £ =
e Fes(#)
0, por lo tanto z € K. De todo esto concluimos que K = (] L, de donde K es
LeQ(N
et
cerrado. W

Si & es un filtro de M — Gabriel, definimos
H={Neo[M: cN =0}

Como consecuencia de la proposicién anterior tenemos que K < N cerrado, con-

siderando a N con la Q—topologfa, si y sélo si % € H.

Proposicién 4.11 Si T € M —tors entonces 3, es un filtro de M — Gabriel y, para

este caso, si N es objeto de T — torsion en o [M], entonces N € H.

Dem: Sea N objeto de T —torsidn en o |M], entonces por la proposicién (4.8)
S (Ny=L(N),conloquecN= () K=0.m
K<N

Proposicién 4.12 5i 7 € M — tors, entonces para todo objeto N en o [M] tenemos

que
\T
S, (N) = {K <N: IE de T — tor.sic'm} .
Dem: Sea K € I, (N), entonces para toda z € N tenemos que (K : z) € S,

R
(K:z)

es decir " €S de 7 — torsién y como (z+ K) =~ tenemos que para todo
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z+ K € % el ciclico generado por z + K es de 7 — torsién, como todo médulo es

cociente de la suma directa de todos sus submédulos ciclicos, concluimos que % es de
T — lorsiom.

Inversamente, si K < N tal que % es de T — torsién, entonces para toda z € N

se cumple que (z + K es de 7 —torsién, por lo que (T’?z_) es de 7 — torsidn, de donde

(K:z) e paratodoz € N, porloque K € &, (N). m

Proposicién 4.13 Si 7 € M — tors, entonces tomando en cuenta que
H = {N objeto de g [M] : cN = 0}

tenemos que: N € H 81 y s6lo si existe una familia {Tx},, de objetos de 7 — torsién
en ¢ [M] y un monomorfismo ¢ : N — [],, T».

Dem: Supongamos que N € H, entonces ¢cN = 0, es decir (| K =0.
KeI(N)
Recordemos que [] K es el nicleo del morfismos

KEeST(N)
N
v () 2
Kea:(N)/

inducido por la familia de proyecciones canénicas {nK N — Como sabe-

%)
K KeS, (NY

mos que [| K =0, concluimos que ¢ es monomorfismo y % es de T — torsion
KET(N)

para todo K € &, (N).

Supongamos que existe un monomorfismo ¢ : .V — [],, s con Tj de 7 — torsidn

para toda A € A, entonces 0 = Nup = [ Nu(m o). Por otro lado, para todo
AEA
A€ A, Im(ﬂ',\Otp) ~ m y como Im(ﬂ‘,\ow) S T,\, m

por lo tanto Nu (7, o p) € ¥, (N) para toda X € A, por lo que cN C | Nu(my o),
A€A
de donde ¢V =0, esdecir Ne H. m

es de 17 — torsion,

Corolario 4.13.1 Para todat € M —tors, la clase de objetos de o [M| de T —torsion

cogenera o H. m
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4.3. Inyectividad Relativa a una Teoria de Torsién

Sea T en M — tors, un médulo N en o [M] es T — inyectivo si para toda sucesién
exacta en o [M]
0o—L-%r-2m—o
con L” de T — torsién y todo morfismo f : L' — N existe un morfismo f que hace
conmutativo el siguiente diagrama

0 — L' =5 L
f L 7 f
N

Notemos que este concepto es méds general que el concepto conocido de inyectivo.

Ejemplo 4.1 Si N es objeto inyectivo en la categorfa o [M], entonces N es T —
inyectivo para todo T en M — tors.

Ejemplo 4.2 Sea 75 la teoria de torsion de Goldie, entonces N es T¢ — inyectivo si
y solo si N es inyectivo.

Para probar esto, primero notemos que si N es inyectivo, también N es Tg—inyectivo.
Supongamos ahora que N es Tg —inyectivo. Para probar que N es inyectivo, tomemos
I un ideal izquierdo de R y f : I — N wun morfismo cualquiera. Sea J un R —
complemento de I, entonces I ®J 4 R, definamos f : I® J — N como f(z +y) =
f(z) para toda x € [ ey € J, f estd bien definida pues los elementos de [ & J
se expresan de manera unica. Es claro que f es morfismo que hace conmutativo el
siquiente diagrama

I —IeJ

fLsf
N

Del hecho que I.J es ideal izquierdo esencial de R, tenemos que 7o es de Tg—torsion
y como N es Tg — inyectivo, existe f : R — N tal que el siguiente diagrama es
conmutativo

IeJ —R

fL /7
N
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por lo que
I —R
fL /7
N

conmuta. Por lo tanto N es inyectivo.

En lo que sigue probaremos algunos resultados que nos serdn utiles, que si los
restringimos a la teoria de torsién trivial en o [R] dardn lo ya conocido para R— Mod.
En el siguiente resultado probaremos que para cualquier T en M —tors y N objeto

de o [M], si N es inyectivo con respecto de toda sucesion exacta del tipo

con R/I en o [M] de T — torsién, entonces N es T — inyectivo.

Teorema 4.6 Sea 7 en M — tors y N un objeto en o [M] gque cumple la siguiente
propiedad:
Para todo I € S, y todo morfismo f: [ — N existe f: R = N tal que f |;= f.

Entonces N es T — inyectivo.

Dem: Consideremos K’ 7 — densoen Ky f: K' = N.
Sea
A= (Lg): KK<LLK,g:L—->Ny
gle=f

ordenado de la siguiente manera:

(Lg) < (L g)E L<Lyg li=2g.

Se puede ver facilmente que este conjunto es parcialmente ordenado y cumple con
las hipétesis del lema de Zorn. Sea (Lo, go) un méximo de A, notemos que K’ < Ly
< K y de aquf que Lo sea un objeto de o [M] y go |x»= f, para concluir con la
demostracién probaremos que Ly = K.

Supongamos que Lo # K y consideremos x € K\ Lo e [ = (Lo : z).

Notemos que {(z + K') < K/K’, de donde (z+ K’) esta en 0 [M] y es de 7 —
torsién, ademds (K’ : z) ~ An(z+ ') y (x + K') = R/An(z + K’) . De todo esto
(K':z) €9,
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Sir e (K':x)entonces Tz € K’ C Lo, es decir (K’ : z) C (Lo : z) y por lo tanto
(Lo . I) (S 8,—.

Consideremos el morfismo

¢ : [ =N
p(r) = go(rz)

por hipétesis existe @ : R — N tal que ¢ |;= ¢, definamos

o Lo+ Rr— N
aly+rz) = gy +e(r)

y con esto (Lo, go) < (Lo + Rz, ¢1) lo cual es un absurdo. m

Teorema 4.7 Si N es un objeto T — inyectivo en o [M], con 7 en M —tors y N
7 —denso en L en o [M], entonces existe N' en o [M] tal que L= N@ N’

Dem: Considerando la sucesién

0 - N— L —- L/N - 0

1N l
N

como N es de 7 — denso en L entonces L/N es de torsién, de donde obtenemos un
morfismo f: L — N que restringido a N nos da 1y. Por lo tanto L~ N@QL/N. =

Si N es un objeto de o [M] y T estd en M — tors, la cdpsula T — inyectiva de N
es un objeto 7 — inyectivo que contiene esencialmente a N.

Si consideramos la capsula M — inyectiva E(N) de N, tenemos 7 (E‘(N) /N) <
E(N) /N, de donde existe  tal que N < K < E(N)y K/N =1 (E(N) /N) . Como
N es esencial en £ (N) también N es esencial en K, para ver que K es 7 — inyectivo

consideremos el siguiente diagrama, con L" de 7 — torsién,

0 - L' % L LI /N
Il _
0 - K — EN) — £ 9

por ser E (N) M — inyectivo existe f : L — E(N) tal que foa = f, definiendo
g: L' — E(N) /K construida del siguiente modo: si £ € L”, existe y € L de tal
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forma que 3(y) = x, entonces definimos g(z) = f(y) + K. La definicién de g no
depende de la eleccién que hagamos de la y, pues si ' € L es tal que 8(y) = 8(¥),
y—Y € Nuf = Ima, es decir, existe z € L' tal que a(z) =y — ¢/, de aquf

fly—y)
foal(z)
flz) e K.

FTw-7)

Se ve facil que g es morfismo y que el siguiente diagrama es conmutativo

0 » I = L Lo So
ol Lf lg
0 - K — EN) — HEM 9

E(N)/N _ E(N)/N
K/N T (E (N) /N)
torsién y L” de torsién, tenemos que g = 0, de donde para toda z € L, f(x) € K.

Por otro lado, como E(N)/K =

, que es libre de

Por lo tanto K es 7 — inyectivo y como contiene esencialmente a N es su cdpsula

T —inyectiva. m

En adelante para un objeto N en o [M] denotaremos por E, (N) a cualquiera de
sus cdpsulas T — inyectivas.

Observacién: Como E, (N) /N es de torsién entonces N es 7 — denso en E, (N)

4.4. Teorias de torsién estables

Una' teorfa de torsién 7 en o [M] es estable si la clase de médulos en ¢ [M] de
T — torsién es cerrada bajo cdpsulas M — inyectivas.

En seguida daremos una caracterizacién de estabilidad.

Ejemplo 4.3 Si 7¢ es la teorta de torsion de Goldie, tenemos que si K 4 N, en-
tonces —,’% es de T¢ — torsion. En efecto, supongamos que K I N y sea f : % — F,
con F 1g — libre de torsién, probaremos que f = 0. Sea z + K € % arbitrario y
hacemos y = f(z + K). Tomemos s € R no cero, si st € K, entonces sy = 0, por lo
que 1s € An(y), ahora, st sz ¢ K, entonces (sz) N K # 0, por lo que existe r € R
no cero, tal que sz € K, de donde rsy = 0, es decir rs € An(y). Por lo tanto

An(y) 9 R, pero F es no singular, entonces y = 0, de todo esto concluimos que
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f=0.

Como consecuencia de lo anterior tenemos que si N es de 175 — torsidn, como
N Q E(N), entonces ﬂ}\ﬁ es de T — torsién y con esto E (N) es de ¢ — torsion.
Por lo tanto 15 es estable.

Lema 4.14 SiT € M —tors y N es un objeto en o [M], entonces N es T —inyectivo
siysolosiN=FE, (N).

Dem: Supongamos que N es T — inyectivo. Como N es 7 — denso en E; (N)
por el teorema (4.7) existe N’ en o [M] tal que E, (N) = N@ N’, pero N es esencial
en E, (N), entonces N’ = 0.

Si N = E, (N) es claro que N es T — inyectivo. m

Teorema 4.8 T en M —tors es estable si y solo si todo mddulo en o [M] de T—torsidn

y T — inyectivo es M — inyectivo.

Dem: Supongamos que T es estable y sea N en o [M] de 7 — torsion y 7 —
inyectivo, entonces £ (V) es de torsion y de esto también E (N) /N es de torsién.
Por otro lado como N = E, (N)

de donde N = E(N).
Sea N de 7 — torsién. De la sucesién exacta

- E (N
Oﬁlv—éET(!V)—b#—bO

tenemos que E, (N) es de torsién y por el lema anterior E, (N) es M — iyectivo y
como contiene esencialmente a N, E, (N) = E(N). m

Finalmente demostraremos el siguiente teorema que es la generalizacién del teo-
rema 4.1. de [R].

Teorema 4.9 Para una teoria de torsion r en M —tors estable, las siguientes condi-
ciones son equivalentes

a) Todo mddulo simple en o [M] de T — torsién es M — inyectivo,

b) Todo mddulo simple en o [M] de T — torsién es T — inyectivo,

¢) Todo mddulo en o |M] de T — torsién tiene radical cero;
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d) Todo mddulo ciclico en o [M] de 7 — torsién tiene radical cero;

e) Si I estd en ., entonces I es interseccion de ideales izquierdos mdzimos;

f) Si N es un objeto de o [M] y K € I, (N) entonces K es interseccion de submddu-
los mdzimos de N;

g) cN es interseccion de submddulos mézimos de N, para todo N en o [M];

h) Todo elemento de H tiene radical cero;

1) Si N es un objeto de o [M], entonces cada submddulo cerrado de N, considerando
a N con la Y, — topologia, es interseccion de submddulos mdzrimos de N;

j) H tiene un cogenerador en o [M| que es suma directa de mddulos simples en o [M].

Dem: a) implica b) Se deduce de que todo inyectivo en o [M] es T —inyectivo.
b) implica ¢) Sean N en o [M] de 7 — torsién y z € Rad(N), supongamos que
z #0, sea Ny < N méximo con la propiedad = ¢ Ny y consideremos

K=nN{L<N:NyGL#N}.

Por ser Ny maximo tal que z ¢ Np, tenemos que z € L para toda L que cumple con
No G L# N, porloquez € K # N, claramente Ny < K. Si NLS < % tenemos dos
casos: st x ¢ L, entonces Ny = L, el otro caso es que x € L, con lo que Nyg G L# N,
es decir K < L, de donde L = K. Por estos dos casos, tenemos que 7\% es simple y
Fo < #F. 4 esde T —torsién, por lo que 4 es T —inyectivo. Por la proposicién
(4.7) existe Nj tal que Ny < Ny < N que satisface N -1(,% @& M Siz € Ny, entonces

como

No No
T+ Ny € Nﬁo N %; = 0, es decir z € Ny, lo cual no es posible, por lo tanto = ¢ M,
de donde Ny = Ny, por lo que ﬂo = Nﬁo que es simple, con esto tenemos que Ny es

submédulo maximo de N, entonces x € N, lo cual no es posible. Por lo tanto z = 0.
¢) implica d) Es obvio.

R

d) implica e) Sea I en -, es decir {

Rad () = 0. Sea

es objeto de T — torsién en o [M], por lo que

M ={J < R:gJes maximo tal que [ < J}.

Claramente I C [ J. Para la otra contencién primero recordemos que % es méximo

Jem
en ? si y s6lo si J es ideal mdximo de R con la propiedad I < J, es decir, % es

méximo en 1—; siysélosi J € M. Seazx € JDM J, entonces z + [ € Rad(?) = 0, por
loque z € [.

e) implica b) Sea S objeto simple de ¢ [M] de 7 — torsién, hay que probar que S
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es inyectivo con respecto de toda sucesién del tipo

R
— [ — —_ — =
0 R 7 0,

con £ es objeto en o [M] de T — torsidn. Sea I < R tal que £ es objeto en o [M] de
T —torsiény f:I — S, si f=0,el morfismo cero hace conmutativo el siguiente
diagrama

I —R
fl v
S
Supongamos que f # 0, entonces f es epimorﬁsmo con lo que S =~ Vu! y Nuf
es submédulo médximo de /. Sabemos que T —TL y por lo que N—! es objeto de

o [M] de T — torsién, entonces Nuf € S, por lo que Nuf es interseccién de ideales
izquierdos maximos. Notemos que si J es uno de los intersectandos en Nuf, entonces
Nuf C J, por lo que J € S, es decir % es objeto de T — torsién en o [M]. Por
otro lado, si I C J, para toda J que interviene el la interseccién de Nuf entonces
I C Nuf, conlo que f = 0, lo cual no es posible, por lo tanto existe Iy ideal izquierdo
de R méximo tal que es objeto de o [M] de T —torsién, Nuf Cloe I ¢ Iy. I+ I
también es elemento de S, talque Nuf c T+ Igel ¢ I+ Iy, porloque R=1+ I,
ademds Nuf CINlyysiz € INItal que z ¢ Nuf, entonces I = Nuf + (z) C Iy,
lo cual no es posible, por lo tanto I N Iy = Nuf. Definamos f : R — S como sigue: si
x € Iyxg € Iy, entonces f (z + 2¢) = f(z), notemos que si x + ¢ = 2’ + x5, entonces
z—2' =zp—z9 € INly = Nuf, porloque f{z —z') =0, es decir f (z) = f ('), por
lo tanto f est4 bien definida. Es claro que f es un morfismo que hace conmutativo el
siguiente diagrama

I — R
L sf
S

Por lo tanto S es 7 — inyectivo.

b) implica a) Sea .S objeto simple de o [M] de T — torsidn, entonces S es 7 —

inyectivo, dado que 7 es estable, por el teorema (4.8) S es M — inyectivo.

c) implica f) Sea N un objeto de o [M] y K € S, (N), entonces para toda z € N
tenemos que (K :z) € S, es decir (7('-?;—) es un objeto de o [M] de 7 — torsidn,
pero (KLI) es isomorfo al submédulo cfclico de ﬂ generado por z + K, por lo tanto

todo submddulo ciclico de es de T — torsidn, y como todo médulo es cociente del
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coproducto de todos sus submédulos ciclicos, tenemos que % es de T — torsidn, por
(c) Rad (%) = 0. Sea

M ={L < N:Lesmidmo tal que K < L}.

Claramente K C () L. Para la otra contencién primero recordemos que £ es méxi-
LeM

mo en % si y s6losi L es submédulo méximo de N con la propiedad K < L, es decir

£ es maximo en & siysélosi L € M.Seaz € [ L,entoncesz+K € Rad (%) =0,
LeM

por lo que z € K.

f) implica g) Sea N objeto de o [M], entonces cN = (| K, como cada K €
Ke-(N)
S (V) es interseccién de submédulos méximos de N, tenemos que cN es interseccién

de submédulos maximos de N.

g) implica h) Sea N € H, entonces cN = 0, pero cN es interseccién de submédulos
méximos de N, por lo que Rad(N) C ¢N, por lo tanto Rad (N) = 0.

h) implica i) Sea N objeto de o [M] y K < N cerrado, entonces & € H, de donde
Rad (;—V(-) =0y por lo tanto K es interseccién de submédulos méximos de N.

i) implica c) Sea N objeto de o [M] de 7 — torsién, por la proposicién (4.11)
N e H, por lo que Rad(N) =0.

a) implica j) Sea € un conjunto completo de representantes de la clase de médulos

simples en ¢ [M] de T —torsién, entonces C = || S es objeto de o [M]de T —torsién.
see
Por el corolario (4.13.1) basta probar que C' cogenera a todo médulo de T — torsién.

Sea N objeto en o [M] de T — torsién y z € N no cero, entonces existe f; : () — S
epimorfismo (basta tomar un submédulo méximo de (z)), f; (z) # 0. Como N es de
T — torsion, entonces (z) es de T — torsién, por lo que S es de T — torsidn, de donde

S es M — inyectivo, entonces existe f;: N — S tal que

(2) <N

ol S f
S

como f(z) # 0,también f; (z) # 0. Consideremos la familia {g.},cy. () donde
g : N — C dada por g; = io f;. {92} zenvjoy induce un morfismo ¢ : N — N~ 0}
en o[M]. Sea a € Nuyp y supongamos que a # 0, entonces ¢ (a) = 0, de donde,
para toda z € N ~ {0} tenemos g, (a) = 7, o p(a) = 0, en particular g, (a) =0, es
decir f,(a) = 0 lo cual no es posible. Por lo tanto a = 0, lo que implica que ¢ es

monomor fismo.
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j) implica a) Supongamos que H tiene un cogenerador C = [] Sy, con S, objeto de
AEA
o [M] simple para toda A € A. Sea S en o [M] simple de T —torsién, como T es estable

tenemos que £ (S) es de T—torsién, de donde E () est4 en H. Como C es cogenerador
de H, existe un conjunto A y un monomorfismos ¢ : E (S) — C2. Sea z € S no cero,
si para toda a € A, T, 0 p(z) = 0, tenemos que ¢ (z) = 0, de donde z = 0, lo cual
no es posible, por lo tanto existe o € A tal que 7, 0 @ (z) # 0. Por otro lado, como
S es simple Nu(ma09) NS =00 Nu(mao@)NS =8, st Nu(maop)N S =S,
entonces S C Nu(m, 0 ¢), por lo que 7, o ¢ (z) = 0, lo cual es imposible, por lo
tanto Nu(mao0) NS = 0y § < E(S) implica que Nu(m, 0¢) = 0, es decir
Ta 0@ : £ (S) — C es monomorfismo, con lo que tenemos que E (S) es semisimple,
entonces £ (S) = S® K, para algin submédulo K de £ (S), pero KNS = 0 implica
que K =0, por lo tanto £ (S) = S, de donde concluimos que S es M —inyectivo. m

Con respecto a los V — mddulos estudiados en el capftulo 2 y como consecuencia

del teorema (4.9) tenemos los siguientes resultados.

Corolario 4.14.1 Si 7 es un elemento de M —tors estable que cumple con los incisos
del teorema (4.9), entonces todo objeto N de T — torsén en o [M] es V — médulo.

Antes de la demostracién de este corolario, observemos que si M es un R—~médulo,
como o [M] es cerrada bajo submédulos, sumas directas y cocientes, para todo N
objeto de o [M] tenemos que o [N], visto como clase de médulos estd contenida en
o [M]; de la misma forma, para todo 7 en M — tors, como la clase de los objetos de
o [M] de 7 — torsién es cerrada bajo submédulos, sumas directas y cocientes, si N es
un objeto de o [M] de T — torsién, entonces todo objeto de o [N] es de T — torsion
en o [M].

Dem: Sean 7 es un elemento de M — tors estable que cumlpe con los incisos
del teorema (4.9), N objeto de o [M] de 7 — torsén y T un objeto de o [N], entonces
T es objeto de o [M] de T — torsidn y por el inciso (c) del teorema (4.9) Rad(T) =0,
es decir todo objeto de o [N] tiene radical cero, con lo que concluimos que N es
V — médulo. m

Corolario 4.14.2 M es V—médulo si y sdlo si la teoria de torsion (o [M],0) cumple

con los incisos del teorera (4.9). m
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