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Capitulo 1

Introduccién y Motivacion

El Modelo Esténdar de la fisica de particulas (SM, por sus siglas en inglés) [1H5] es la teoria que describe
las interacciones fundamentales entre las particulas elementales que componen toda la materia conocida
mediante tres de las cuatro fuerzas fundamentales: la fuerza electromagnética, la fuerza nuclear fuerte y la
fuerza nuclear débil, con excepcion de la gravedad. Para esto, agrupa y describe las interacciones entre los
fermiones, que constituyen la materia, y los bosones mediadores, que transmiten las fuerzas fundamentales, es
decir, el fotén [2,/6/8] (electromagnética), los bosones W* y Z [9H11] (interaccién débil), y los gluones [12}14]
(interaccién fuerte). Ademds, incorpora el mecanismo de Higgs [11/2,/15], que explica cémo las particulas
adquieren masa. Sin embargo, a pesar de su éxito experimental y su poder predictivo, el SM presenta
limitaciones al no ofrecer explicaciones completas para algunos aspectos fundamentales de la teoria. Entre
estas limitaciones, destacan la ausencia de una explicacién para la jerarquia de masas de los quarks y
leptones, la estructura de mezcla en los sectores lepténico y hadrénico, descrita por las matrices de Cabibbo-
Kobayashi-Maskawa (CKM) |16H18] y Pontecorvo-Maki-Nakagawa-Sakata (PMNS) [19H22], la existencia de
tres generaciones de fermiones sin una justificacién clara en el SM [23] o el hallazgo de que los neutrinos
poseen masa y pueden mezclarse, evidenciado a través de experimentos de oscilacién de neutrinos [24426].
Todo esto, entre otras cosas, ha impulsado significativamente la bisqueda de fisica méas alla del SM.

Una posible forma de entender estos patrones es la fisica de sabor [27], la cual estudia las propiedades
de transformacién entre las distintas familias de fermiones. En este contexto, se han propuesto las llamadas
simetrias de sabor [28-430], es decir, ciertas estructuras matemadticas subyacentes que podrian explicar las
relaciones entre las masas y los dngulos de mezcla de los quarks y leptones. Estas simetrias pueden ofrecer un
marco tedrico mas profundo para comprender la organizaciéon de la materia y podrian conectar con modelos
de nueva fisica que extiendan el SM.

Un elemento crucial que se tiene en los modelos de fisica de sabor son los acoplamientos de Yukawa
[31], términos de interaccién entre los fermiones y el campo de Higgs. Estos acoplamientos desempenan
un papel crucial en la generacion de las masas de los quarks y leptones tras la ruptura esponténea de la
simetria electrodébil. El trabajo pionero de Feruglio |32 introdujo el uso de las formas modulares [33] como
acoplamientos de Yukawa, ofreciendo un enfoque innovador para comprender las estructuras de sabor en el
SM. Esto impulsé el estudio de ciertos grupos, como S3, Ay o Sy, cuyas simetrias han sido ampliamente
exploradas en la construccién de modelos de sabor [29}32}34H41].

Las propiedades de las formas modulares estan determinadas por sus transformaciones bajo ciertos grupos
conocidos como grupos modulares. De hecho, bajo la accién de estos grupos modulares, una forma modular se
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puede transformar en otra. En la propuesta de Feruglio, esta observacién implica que distintos acoplamientos
de Yukawa estan relacionados por los grupos modulares. Entonces, en este contexto, los grupos modulares
funcionan como herramientas matematicas prometedoras para describir las simetrias de sabor.

El grupo modular SL(2,Z) =T estd compuesto por matrices 2 x 2 con entradas enteras y determinante
igual a uno [42], actuando sobre el semiplano superior complejo mediante transformaciones fraccionarias
lineales. Por otro lado, PSL(2,Z) es la versién proyectiva de SL(2,7Z), es decir, trata a las matrices vy —v
como equivalentes. Estos grupos y sus subgrupos poseen una rica estructura algebraica que los hace ttiles
para explorar simetrias en teorfas fisicas. En particular, Feruglio [32] y Liu-Ding [41] estudiaron las formas
modulares asociadas a SL(2,Z) y los grupos cocientes descritos como SL(2,Z)/N (donde N representa un
subgrupo normal de SL(2,Z)) y sus aplicaciones en modelos fenomenolégicos. En concreto, se encontré que
los grupos cocientes asociados tenian la estructura de grupos bien conocidos en la fisica de sabor, como Ss,
T’ o A4, y que las formas modulares construyen representaciones no triviales de éstos. Exigiendo que no
sblo los acoplamientos de Yukawa sino que los campos de materia también formen representaciones de los
grupos cocientes, estos pueden servir para definir las simetrias sabor de la teoria. De esta manera, al definir
un grupo cociente modular como la simetria de sabor de un modelo de quarks y leptones, se puede llegar a
predicciones que concuerden con los datos experimentales [26)].

A partir de estos resultados, surge la pregunta de si es posible emplear otros grupos modulares para
obtener nuevos modelos o replicar los existentes. En este sentido, SL(2,Z) y PSL(2,7Z) poseen diversos
subgrupos modulares que podrian ser candidatos interesantes para modelos de fisica de sabor. Entre estos,
se encuentran los denominados T'(N), To(NV), T'1(N), entre otros. Es interesante que los grupos T'o(N) y
To(N) han permanecido practicamente inexplorados.

Los grupos I'y(N) son subgrupos de congruencia del grupo modular SL(2,Z), definidos mediante
a b .
FO(N)—{<C d)ch:O modN}. (1.1)

Por otro lado, los grupos I'y(N) son subgrupos de congruencia del grupo PSL(2,7Z) que se definen como

Ty (N) = {(j Z) € PSL(2,Z) | c=0 méd N}. (1.2)

Una pregunta natural que surge es si sus grupos cocientes, andlogos a los grupos SL(2,Z)/N explorados
abundantemente [37-41], poseen una estructura que permita la construccién de nuevos modelos fenome-
nolégicos.

El objetivo de este trabajo es avanzar en esta linea de investigacién, centrandonos en el grupo de congruen-
cia Ty(2). En particular, se utilizara el programa GAP [43], que proporciona un algoritmo para determinar
los subgrupos normales de un grupo y sus grupos cocientes. Para ello, el algoritmo necesita conocer la pre-
sentacién del grupo, la cual se define como el conjunto minimo de relaciones que satisfacen los generadores
del grupo. En esta tesis, se llevard a cabo un analisis mateméatico detallado para obtener la presentacion
explicita de T'g(2). Finalmente, se determinarén sus subgrupos normales y los grupos cocientes asociados,
junto con su estructura algebraica. Con estos resultados, se espera a mas largo plazo obtener las formas
modulares de este grupo y sus representaciones bajo los grupos cocientes encontrados, y con esto desarrollar
modelos fenomenolégicos que permitan realizar predicciones en fisica de sabor.



Organizacion del trabajo

En el capitulo [2| se proporcionan ciertas bases matemadticas acerca de la teoria de grupos, las cuales
son necesarias para entender el resto del trabajo. Se explican conceptos como la definicién de un grupo, un
subgrupo, un subgrupo normal, presentaciones y representaciones. Estos conceptos son fundamentales para
el trabajo de los grupos SL(2,Z) y T'o(2) y sus cocientes.

El capitulo [3] presenta una descripcion general del modelo estandar, destacando sus componentes funda-
mentales: quarks, leptones y los bosones gauge. Ademads, se tiene una discusién acerca de las limitaciones del
SM en relacién con el problema del sabor, como la incapacidad para predecir las masas de las particulas o
los parametros de mezcla observados en las matrices CKM y PMNS.

En el capitulo |4| se introducen a los grupos modulares, como SL(2,Z) y PSL(2,Z), y su relacién con las
simetrias de sabor. También se explican los conceptos de formas modulares y sus aplicaciones en modelos
fisicos, incluyendo un par de modelos basados en los grupos A4 y S3. Ademads, se describe c6mo estos grupos
modulares pueden extenderse y adaptarse para modelar fenémenos observados.

En el capftulo |5, nos centramos en el anélisis detallado de los grupos cocientes de T'g(2). Se presentan
resultados sobre la estructura algebraica de estos grupos, asi como las técnicas utilizadas para obtenerlos.
Ademas, se discuten las relaciones entre estos grupos y las simetrias de sabor, destacando su potencial
aplicacién en un futuro.

Finalmente, en el capitulo [6] resumimos nuestros resultados mds relevantes y posibles lineas de investi-
gacién futuras.
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Capitulo 2

Fundamentos de la teoria de grupos

La teoria de grupos es una rama fundamental de las matemaéticas y de la fisica que estudia las estructuras
conocidas como grupos, las cuales estdn formadas por un conjunto no vacio y una operacién que satisface
ciertos axiomas: asociatividad, elemento neutro e inverso, y clausura [44-46]. Los grupos son de los objetos
algebraicos mas importantes y versatiles, ya que permiten modelar una gran variedad de fenémenos ma-
tematicos y fisicos, en particular, es un pilar fundamental en la formulacién del SM. En este capitulo se
introduce la teoria de grupos desde su definicién general hasta conceptos més avanzados como un subgrupo
normal, un grupo cociente, la representacién y la presentacién de un grupo, ademas de dar una introduccién
a ciertos grupos no abelianos que serdn fundamentales para comprender los contenidos de los capitulos [4]y
Estos conceptos no sélo permiten describir de forma rigurosa las estructuras algebraicas involucradas en las
simetrfas modulares, sino que también resultan esenciales para trabajar con grupos como SL(2,7Z), To(2) y
sus cocientes. La comprensién profunda de estas nociones facilitara el anélisis computacional posterior, en el
que se requerird manipular presentaciones de grupos y caracterizar su estructura a través de representaciones
explicitas. Asi, este capitulo actiia como una introduccién a la matemdtica abstracta para poder comprender
las aplicaciones fisicas que se desarrollaran mas adelante.

2.1. Grupos y subgrupos

Definicién 2.1. Un grupo (G, %), es una estructura algebraica que consiste en un conjunto G junto con una
operacién binaria * : G x G — G que satisface las siguientes propiedades [44]:

1. Cerradura

Va,be G, axbed. (2.1)
2. Asociatividad
(axb)xc=ax(bxc), Va,bceQq. (2.2)
3. Elemento identidad
JdeeGlexa=axe=a, Va€e€G. (2.3)
4. Existencia del inverso
YVaeG Ja'eGlaxatl=atxa=e. (2.4)
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Por convencién, se denotara al grupo (G, x) simplemente como G.

Definicién 2.2. Se define como el orden de un grupo G, a la cardinalidad del conjunto G. Comtunmente
se denota por | G |. Si la cardinalidad del conjunto G es finita, entonces G es un grupo finito.

Definicién 2.3. Si la operaciéon de un grupo G cumple con
gxh=hxg, VgheQq, (2.5)
entonces llamaremos a G un grupo abeliano.

Definicién 2.4. Sea G un grupo. Un subconjunto H # () de G es un subgrupo de G si H es en s{ mismo un
grupo H bajo la operacién de G.

Observemos que los conjuntos {e} y G de un grupo G, son subgrupos de este. A estos subgrupos se les
conoce como subgrupos triviales.

2.2. Clases laterales y subgrupos normales
Definicién 2.5. Sea G un grupo. Si g € G y H es un subgrupo de G, entonces se le denomina al conjunto
gH ={gxh|he H}, (2.6)
una clase lateral izquierda de G con respecto a H.
Definicién 2.6. Sea G un grupo. Si g € G y H es un subgrupo de G. Al conjunto
Hg={hxg|heH}, (2.7)
se le denomina una clase lateral derecha de G con respecto a H [47].

En cualquier caso, al elemento g se le denomina como representante de la clase.

Aunque se podria suponer que las clases laterales derechas e izquierdas, en general, son completamente
distintas, en la mayoria de los casos estas clases cuentan con una propiedad bastante 1til, la cual se ve en el
siguiente teorema.

Teorema 2.1. Si H es un subgrupo de G, entonces el orden (o cardinalidad) del conjunto de clases laterales
derechas de H en G es igual al orden del conjunto de clases laterales izquierdas de H en G.

Definicién 2.7. Sea H un subgrupo de G. El indice de H en G, es el orden del conjunto de clases laterales
derechas (o izquierdas) de H en G. Se le denota usualmente por [G : H].

Definicién 2.8. Sea H un subgrupo de G. Decimos que H es normal a G si
g 'Hg=H, VYgeg. (2.8)
Por convencién, se denota a esto como H < G.

Teorema 2.2. Todo subgrupo de un grupo abeliano es un subgrupo normal.
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Demostracion. Sea G un grupo abeliano y H un subgrupo de G. Entonces Vg € G, h € H, se tiene que,
g 'hg =g 'gh =ch =h. (2.9)
O
Teorema 2.3. H es un subgrupo normal de G siy sélo si Hg = gH, Vg € G.
Demostracion. Supongamos que H es un subgrupo normal de G y tomemos un elemento g de G, entonces,
g 'Hg={g 'hg|he€ H} = H. (2.10)
O

Definicién 2.9. Sea a" = ¢, con a, e € G y h corresponde al orden del elemento a.

2

Observe que los elementos {e, a,a, ..., ahil} constituyen un subgrupo abeliano y finito de orden h.

Definicién 2.10. Sea g € G, a los elementos de la forma g~ 'ag, se les denomina usualmente como elementos
conjugados al elemento a. Al conjunto conformado por todos los elementos conjugados a un elemento a € G,
es decir, {g_lag,Vg € G} se le denomina como una clase de conjugacién.

Definicién 2.11. Dado un grupo G y un subgrupo normal N de G, N < G, el grupo cociente o grupo factor
de G sobre N (denotado como G/N) es el grupo definido como el conjunto de clases laterales izquierdas de
Nen G, esto es

G/N={gN|geG} (2.11)

Estas definiciones son importantes debido a que en el capitulo [] calcularemos los grupos normales y los
grupos cocientes de los grupos SL(2,Z) =T y I'g(2) los cuales definiremos con més detalle en el capitulo

2.3. Grupos no abelianos

Uno de los conceptos mas significativos es la clasificacion de los grupos en abelianos y no abelianos. Como
vimos, un grupo es una estructura algebraica que satisface las propiedades de cerradura, asociatividad,
elemento identidad y existencia del inverso.

Como vimos en la definicién un grupo es abeliano (o conmutativo) si, ademds de las propiedades
anteriores, satisface la propiedad de conmutatividad

= Conmutatividad
axb=bxa, Va,beQqG. (2.12)

En contraposicién, un grupo es no abeliano si no siempre se cumple la conmutatividad, es decir, si existen
al menos dos elementos a,b € G tales que a * b # b * a. Los grupos no abelianos son de gran interés tanto
tedrico como practico en diversas ramas de la matematica y la fisica.

A continuacién, se presentan algunos grupos no abelianos que son relevantes en la construccién de diversos
modelos de simetrias de sabor.
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» El grupo S,
Se le llama S, al grupo simétrico de grado n [29,/48]. Este es el grupo formado de todas las posibles
permutaciones de n objetos de un conjunto {z;}, donde i = 1,2,...,n bajo la accién de un elemento
del grupo, de modo que

(T1, T2y ey Tn) = (Tig s Tigy ey Ti ), (2.13)

donde z;, representa la imagen de x; bajo la accién de un elemento del grupo S,,. Este elemento debe
ser biyectivo y actuar dentro del mismo conjunto. Si el conjunto sobre el que actia el grupo tiene n
elementos, entonces S,, posee n! elementos.

Tomando el caso donde n = 3, el grupo se conformaria de las aplicaciones biyectivas del conjunto
{1, z2, 23} sobre si mismo, es decir,

e: (x1,22,23) = (@1, 22, 73), (2.14a)
ar : (@1, @2, x3) = (22,21, 23), (2.14b)
az : (v1, 22, x3) = (23,72, 71), (2.14c)
az : (z1,22,23) = (21,23, T2), (2.14d)
ay : (T1,22,23) = (T3, 21, T2), (2.14e)
as : (x1,22,23) = (T2,23,21). (2.14f)

» El grupo A,
Este grupo estd compuesto por todas las permutaciones pares del grupo S, (el conjunto de todas las
permutaciones posibles de n objetos). En otras palabras, los elementos de S,, que realizan permuta-
ciones pares en el conjunto x;, con i = 1,2, ...,n, los elementos de A,. Por ejemplo, para el caso de
n = 3, el conjuto {e, a4, a5} de S5 son los elementos que conforman As.

n!
7.
Como veremos en el capitulo [4] los grupos S,, y A4, son de mucha importancia debido a que se han
desarrollado distintos modelos de fisica de sabor basados en ellos [29[32}/34,/36}[37], dando predicciones
tedricas a la masa de las distintas particulas del SM y de los dngulos de mezcla de las matrices CKM

y PMNS.

=« Grupo Q,
Q@n, donde n es par, es un grupo conocido como el grupo diedral binario, el cual se constituye de los
elementos a™b* con m = 1,....,n y k = 1,2, donde estos generadores satisfacen las condiciones [29)

El grupo A, tiene orden

a=e v = a2, b lab=a""t. (2.15)

Su orden es igual a 2n.
= El grupo diédrico D,

El grupo diédrico D,, es un grupo que describe las simetrias de un poligono regular de n lados. Estas
simetrias incluyen rotaciones y reflexiones las cuales dejan invariante al poligono [49)].

Para un poligono regular de n lados este grupo tiene n posibles rotaciones, incluyendo el elemento
identidad y n reflexiones posibles respecto a los ejes de simetria. Por lo tanto, es un grupo de orden
2n.

Por ejemplo, para n = 4 tenemos que sus elementos son de la forma
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Figura 2.1: Elementos del grupo Da4. Los elementos ri, 72,73 representan las rotaciones del poligono en los dngulos
90°,180°,270°. Los elementos s1, s2 estdn asociados a las reflexiones respecto a los ejes z y y. El elemento s3 estd
asociado a la relfexién respecto a la diagonal de los vértices A,C y s4 es el elemento que representa a la reflexién
respecto a la diagonal formada entre los vértices B y D. Imagen tomada de .

El elemento identidad e.

Los elementos 7,72, 7% los cuales estdn asociados a las rotaciones del poligono en los dngulos
90°,180°, 270° respectivamente.

e Los elementos s1 y sy correspondientes a las reflexiones del poligono respecto a los ejes x y .

e Los elementos s3 y s4 corresponden a las reflexiones respecto a los ejes diagonales del poligono.

En la figura se pueden apreciar estos elementos.

Grupo general lineal

El grupo general lineal GL(2,R) es el grupo formado por el conjunto de todas las matrices invertibles
de n X n con entradas en los reales, con la operacién de multiplicacion de matrices. Como ejemplo,
podemos tomar a A, B € GL(2,R), con

bip b
A— arip a2 B— (1 Y2 216
(021 az )’ ba1 ba2)’ ( )

AB — (aubu + aiobar  ai1biz + a12b22> 7 BA— <b11a11 + bigaz1 biiaiz + 512&22> . (2.17)

por lo que se tendra

a21b11 + a22b21  a21b12 + agaba barair + bagagr  baiaiz + baoags
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Notemos que no necesariamente se cumple que AB = BA para todos los casos. Por ejemplo, si
11 1 0
(). (1) a9
tenemos que
21 1 1
(). mas( ) a0
Con lo que AB # BA y por lo tanto, GL(2,R) es no abeliano. Este grupo en particular es fundamental
en el algebra lineal y en la teoria de representaciones.
2.4. Representacion de un grupo

Definicién 2.12. Al mapeo, D, de elementos de un grupo G, en un conjunto de operadores lineales el cual
cumple con las siguientes caracteristicas [45]

1.

2.

D(e) =1, con e € G, el elemento identidad del grupo y 1 es el operador identidad en el espacio en el
cual los operadores actiian.

D(¢g1)D(g2) = D(g1g2), es decir, la ley de multiplicacién del grupo es mapaeada sobre la multiplicacién
natural en el espacio sobre el que actian los operadores lineales.

Se le denomina una representacién.

Ejemplo 2.1 (Z3). Tomemos al grupo ciclico de orden 3, Zs, con elementos {e, a, b}. Podemos organizar el
producto de los elementos como se observa en la tabla

el el a
al a e
bilb|e

Tabla 2.1: Tabla de multiplicacién de Zs.

Note que cada fila y columna de la tabla de multiplicacién debe contener cada elemento del grupo
exactamente una vez. Esto debe ser asi por la existencia de la inversa.
De este grupo de se puede dar una representacién con la siguiente forma

D(e) =1, D(a)=¢>"/3  D(b) =em/3, (2.20)

Observe que esta representaciéon cumple con las propiedades de la definicién [2.12

Definicién 2.13. El espacio de representacion es el espacio vectorial v; sobre el cual actia una repre-
sentacion. La cantidad de dimensiones de este espacio determina la dimension de la representacion.
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Definicion 2.14. Una representacion es reducible si tiene un subespacio invariante, lo que significa que la
accién de cualquier D(g) sobre cualquier vector del subespacio sigue estando en el subespacio. Una repre-
sentacion irreducible es aquella que no es reducible.

Definicién 2.15. A una representacion se le denomina como representacidn unitaria si para toda D(g) se
tiene que D(g)" = D(g)~ L.

Definiciéon 2.16. Una representacién es completamente reducible si es equivalente a una representaciéon
cuyos elementos matriciales tienen la siguiente forma [45]

Di(g) 0O -+ 0
0 Ds(g) -+ 0 (2.21)

donde cada Dj(g) es irreducible Vj. A esto se denomina matriz diagonal por bloques.

Se dice que una representacién en forma de una matriz diagonal por bloques es la suma directa de las
subrepresentaciones, D,(g),

-
Y @Dy =Di @Dy . (2.22)
a=1

Al transformar una representacion en una matriz diagonal por bloques, estamos descomponiendo la repre-

sentacién original en una suma directa de sus componentes irreducibles. Por tanto, otra forma de definir

una representaciéon completamente reducible es decir que una representacién completamente reducible puede
descomponerse en una suma directa de representaciones irreducibles.

Definicién 2.17. Sea V un espacio vectorial de dimension finita sobre un campo F' y sea D una represen-
tacién de un grupo G en V. Se le llama caracter de D a la funcién xp : G — F dada por

xp(g) = Tr(D(g)) = Z D(g)ii- (2.23)

Los caracteres tienen la importante propiedad de ser ortogonales entre si, lo que se expresa a través de
la relaciéon de ortogonalidad de los caracteres, la cual es fundamental para el analisis de las represen-
taciones irreducibles. Esta relacion se puede escribir como

> X0, (9)XD5(9) = Na dap, (2.24)
geG
donde Ng representa el orden del grupo G.

Teorema 2.4. Los elementos de una clase de conjugacion asociados a un elemento a € G tienen caracteres
iguales.

Demostracion. Sea g~'ag un elemento de una clase de conjugacién asociada al elemento a € G. Entonces su
caracter es de la forma

xp(g ag) = Tr(D(g 'ag)) = Tr (D(g~")D(a)D(g))

(2.25)
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O

A pesar de esto, el caricter de diferentes representaciones irreducibles son ortogonales y diferentes entre
si. Por lo que, también se tiene una relacion de ortogonalidad que las clases de conjugacion deben de cumplir,
dada por

Ne
> xp.(9)xp. (95) = —Zdc.c, (2.26)
1
(03
con C; la clase de conjugacién del elemento g; y n; representa el nimero de elementos en la clase de
conjugacién Cj.
Suponga m,, representaciones n-dimensionales irreducibles. Por un lado, el caracter de la clase de conju-
gacién Cy = e, es xp,(C1) = n para esta representacién. Por lo que, al utilizar la relacién (2.26)) obtenemos
que

D (. (C1))? = mun® = %%icj = Ng, (2:27)
[e3% n 4
con m,, es el nimero de representaciones irreducibles.

Finalmente, m,,, satisface con la condicién

> My =ne, (2.28)

donde n. es el nimero de clases de conjugacién y m,, > 0.

Las representaciones de un grupo son bastante importantes en fisica debido a que permiten podernos
hacer entender y describir ciertas simetrias de manera precisa. Por ejemplo, en mecanica cudntica, las repre-
sentaciones del grupo SU(2) nos ayudan a entender el momento angular y el espin. Por otro lado, las formas
modulares de nivel N pueden organizarse en representaciones de distintos grupos [29}/34-40], como S,, 0 A,
lo que permite usarlas en fisica de sabor.

2.5. Productos tensoriales

Hemos visto que se puede descomponer representaciones reducibles en sumas directas de representaciones
mas pequenas, ahora bien, también se puede hacer lo contrario, combinar representaciones mas pequenas
para formar representaciones mas grandes.

Definicién 2.18. Sea G un grupo. Si D1 y Ds son dos representaciones de G que actian sobre los espacios
vectoriales V; y V5 entonces el producto tensorial de estas representaciones, el cual es denotado como
D1 ® Do, es una representacién que actia sobre el producto tensorial de los espacios vectoriales V7 ® V5. Si
{vi} es una base de V1 y {w;} es una base de V5, entonces la base del espacio tensorial V3 ® V, consiste en
todos los pares ordenados v; ® w;.

El producto tensorial de las representaciones se define mediante la accién del grupo G sobre los elementos
del espacio tensorial
(D1 @ Ds) (9)(vi @ wy) = (D1(g)vi) @ (Da(g)w;), (2.29)
donde en este caso D1(g) y D2(g) denotan las matrices que representan la accién de g € G en las represen-
taciones Dy y Do.
La dimensién de la representacién Dy ® Dy estard dada por el producto de las dimensiones de D1 y Ds.
De esta forma, si D7 tiene dimension m y D tiene dimensién n, entonces la representacién tensorial tendra
dimensién m X n.
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2.6. Presentacion de un grupo

La presentacién de un grupo consiste en definir el grupo G mediante un conjunto de generadores y
relaciones. La presentacién de un grupo G usualmente se escribe de la forma

G = (S|R), (2.30)

en donde

= S ={g1,92,...} es el conjunto de los generadores. Esto quiere decir que todo elemento del grupo G
puede expresarse como una combinacion de los elementos de S.

= R ={Ry,Rs,...} es el conjunto de las relaciones, es decir, las igualdades entre elementos del grupo.
En las relaciones suele omitirse la igualdad y el elemento neutro.

Ejemplo 2.2. Si la presentacién de un grupo G es de la forma
G = {a,b,c,d | a*, (bc), cbc™b1). (2.31)

Esta presentacién nos dice que el grupo G estd generado por los elementos a, b, ¢, d y el conjunto de relaciones
nos indica que a* = e, es decir, a es de orden 4, bc es de orden 3, y que ¢ y b conmutan.

Ejemplo 2.3. El grupo diédrico D,,, que representa las simetrias de un poligono regular de n lados, tiene

la presentacion
Dy = (rslr™, 2, (rs)2, (s7)2), (2.32)

en donde podemos ver que 7 es el generador de las rotaciones y r” = e nos indica que al rotar el poligono n
veces regresamos a la identidad, s es el generador de las reflexiones y s2 nos indica que una doble reflexién
nos da la misma figura y (rs)?, (sr)? expresa la relacién entre las reflexiones y rotaciones.

Como veremos en los capitulos [] y [l la presentacién de un grupo es bastante importante debido a
que con ella podemos definir un grupo que queramos analizar a través de ella. Con esto podemos estudiar
este grupo y obtener sus subgrupos, subgrupos normales u otras propiedades mediante el uso de algoritmos
computacionales [51].

2.7. El grupo S3

Como vimos en la seccién el grupo S3 estd conformado por todas las posibles permutaciones de n
objetos de un conjunto {z;} donde ¢ = 1,2,3, por lo que, en este caso, S3 estd formado por los siguientes
elementos [29)

e (x1,22,73) = (21,22, 73), (2.33a)
a1 @ (21,22, 23) = (T2, 21, 23), (2.33b)
az : (w1,22,73) = (T3, T2, 1), (2.33¢)
as : (21,72, 73) — (1,73, T2), (2.33d)
as : (w1, 22,73) = (23,71, 22), (2.33¢)
as : (w1, 2,73) = (T2, 23, 71). (2.33f)
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Figura 2.2: El grupo Ss. Los elementos a, b, bab representan las reflexiones de un tridngulo equilatero. Mientras que
los elementos ab, ba estdn asociados a las rotaciones de 120° de este. Imagen obtenida de [29).

Observemos que al combinar dos elementos del grupo obtenemos otro de este mismo conjunto, es decir, se
cumple la propiedad de cerradura

ajas : (21,22, x3) = (X2, x3,21) = as, (2.34a)
asa7 : ($1,$2,$3) — ($3,$1,LL‘2) = G4, (234b)
asas = asaias : (r1,x2,3) — (1, 23,22) = asz. (2.34c¢)

Por lo tanto, si tomamos a a; = a y az = b podemos expresar a los elementos de Ss de la siguiente manera
{e,a,b,bab, ba, adb}. (2.35)

Es decir, el grupo S3 puede ser generado por estos dos elementos, los cuales satisfacen las siguientes relaciones

a® = b = (bab)? = e, (2.36a)
(ab)® = (ba)?® = e. (2.36D)

Es decir, el grupo S5 es equivalente al grupo que representa las diferentes simetrias de un tridangulo equilatero,

como se muestra en la figura [2.2] En este sentido, los elementos a, b, bab corresponden a una reflexion y los

elementos y ab, ba a una rotacién. Su tabla de multiplicacién de este grupo se observa en la tabla
Entonces, podemos obtener las siguientes clases de conjugacion

Cy:{e}, Cy:{abba}, Cs{a,b,bab}. (2.37)
Con esto, utilizando la ecuacién (2.28]) obtenemos que

> m, =3, (2.38)

es decir, existen tres representaciones irreducibles para este grupo. Suponiendo que las representaciones m,,
son n-dimensionales, entonces utilizando la ecuacién (2.27)),

> (xp,(C1))* => mun® = Ng = 6. (2.39)

(03
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ol el a ]| b |ab] ba]bab]
e e a ab | ba | bab
a a e ab b | bab | ba
b b ba e |bab | a ab

ab ab | bab | a ba e b
ba ba b bab e ab
bab || bab | ab | ba a b

Tabla 2.2: Tabla de multiplicacién del grupo S3 con presentacién a® = b? = (bab)? = e, (ab)® = (ba)* = e.

Esta ecuacién tiene como soluciones
m; =2, mg=1 o my =6, mo=0. (2.40)

Sin embargo, debido a la ecuacién tendriamos que m; = 2 y mo = 1. Es decir, las representaciones
irreducibles de S3 estdn formadas por dos singletes y un doblete. A los singletes se les denota usualmente
como 1y 1’ y al doblete como 2 [29].

Una base real para los generadores a y b en estas representaciones serian

1: a=1, b=1, (2.41)

Por otro lado, para el doblete, tomando que a se puede representar de la forma

a= (_01 ?) , (2.43)

entonces, con ayuda de las relaciones ([2.36) podemos escribir a b como

= (Ll e, -

con # un cierto angulo. De esta manera los elementos restantes de S3 tienen las siguientes representaciones

_[—cos(20) sen(20) _ cos(f)  sen(d) ~ [cos(8) —sen(h)
bab = ( sen(26) cos(20)> ’ ab = (— sen(6) 008(9)> ’ ba = (sen(@) cos(6) ) : (2.45)

Observamos que la traza de las matrices de ab y ba es igual a

2cos(f) = -1, (2.46)
0= {}’: . (2.47)
3

Usualmente se toma 0 = 4%, con lo que se obtiene la siguiente representacién
3 b

1 0 -1 0 1 _¥3
S I o N e

(2.48)
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Capitulo 3

El Modelo Estandar de particulas
elementales

Este capitulo presenta el marco tedrico del SM, sus elementos constitutivos y su estructura basada en
el grupo SU(3)¢ x SU(2)r, x U(1)y, asi como el mecanismo de Higgs que permite la generacién de masas.
A pesar del éxito del SM en describir con gran precisién las interacciones fundamentales y el contenido de
particulas conocido, esta teoria presenta limitaciones significativas. Entre ellas se encuentra la incapacidad
para explicar de forma natural el patrén jerdrquico de masas de quarks y leptones, la existencia de tres
generaciones de fermiones, y la estructura de mezcla contenida en las matrices CKM y PMNS. El objetivo
de este capitulo es dar una introduccién a algunos elementos esenciales del SM asi como una introduccién a
los problemas que han motivado la busqueda de extensiones del SM y sus posibles soluciones, siendo una de
ellas la busqueda de simetrias de sabor a partir de formas modulares.

3.1. Introduccion al SM

Todo lo que hemos observado en el universo hasta el momento esta conformado de unos cuantos bloques
bésicos, a los cuales llamamos “particulas fundamentales”. Estas particulas interactian entre si mediante
cuatro fuerzas fundamentales. Nuestra mejor herramienta de como estas particulas interactiian entre si se
encuentra en el Modelo Estdndar de fisica de particulas (SM) [1H4], el cual explica tres de las cuatro fuerzas
fundamentales: la electromagnética, la fuerza nuclear débil y la fuerza nuclear fuerte, sin incluir hasta el
momento a la gravedad. Desarrollado en la decada de 1970, el SM ha logrado explicar casi todos los resultados
experimentales conocidos y ha hecho predicciones precisas de una gran variedad de fenémenos.

Las particulas elementales se dividen en dos grupos principales: los fermiones y los bosones. A su vez, los
fermiones se dividen en quarks y leptones. Los quarks son particulas las cuales se combinan para formar otro
tipo de particulas subatémicas, como los protones (~ 938.272 MeV /c?) [52], neutrones (~ 939.57 MeV /c?)
[53,/54] , mesones, entre otros. Mientras que los leptones son particulas fundamentales entre los que se
encuentran los electrones (~ 0.511 MeV/c?) [55], los muones (~ 105.7 MeV/c?) [56] o los neutrinos. Como
se observa en la figura hay doce tipos de particulas fermiénicas, organizadas en 3 generaciones. Las
particulas de la primera generacién son las mas ligeras (con masas del orden de 0.5 a 5 MeV/c?) y estables
(con vidas medias mayores a 10?% afios), mientras que las de la segunda y tercera generacién son mas pesadas

17



18 CAPITULO 3. EL MODELO ESTANDAR DE PARTICULAS ELEMENTALES

rd
Modelo estandar Fermiones Bosones
Masa Cz_z MeV/ ¢ N (12 GeV/ c? N (131 GeVf 2 (o ) (=1scev/e
Carga ||| 2/3 2/3 2/3 0 0
Espin || /2 1/2 1/2 1 o H
Q bosén de
o L\ up J\ charm J{  top L gluén higgs
g (- 4.7 MeV/ ¢ ) Css MeV/ ¢ N fa1s GeV/ ¢* (o A
-1/3 -1/3 -1/3 0
(NN ]
\ down J{ strange ) \ bottom \ fotén 2 %
. . e o
(sostamev/a | [z1057mevi @ | (=178 Gew & (- 9126ev/ o (&)
a 1 El 0 Q <
1/2 /2 1/2 1
9 '@ 'O |[@ |22
b | 5 . Ll
\_electron /| muon || tao | boson z 8 [
et - % 2
(<romevfer | [<oarmew/e ) [<1szevre )| | (rs086ewre ) E o
0 0 1o 11 g
1/2 1f2 1/2 1
neutrino neutrino neutrino
\.electrénico/ \_muénico / \_taudnico J] | \ bosénw

Figura 3.1: El Modelo Estindar de la fisica de particulas elementales. La carga eléctrica estd expresada como un
multiplo de la carga eléctrica del electron. Las masas se expresan en unidades de energia dividida por el cuadrado
de la velocidad de la luz en el vacio. Se puede observar un patrén en las generaciones formadas por un quark tipo
up, un quark tipo down, un leptén tipo electrén y un neutrino asociado a este. Imagen extraida de .

(con masas desde ~ 100 MeV /c? hasta mas de 170 GeV/c?) y menos estables (con vidas medias que van
desde microsegundos hasta fracciones de picosegundo). Toda la materia estable del universo estd compuesta
por particulas de la primera generacién, ya que las mas pesadas tienden a desintegrarse rapidamente en
particulas més ligeras y estables.

Existen seis diferentes tipos de quarks , el quark up (u) y el quark down (d) estdn la primera
generacion, seguido por el quark charm (c) y el quark strange (s) en la segunda y finalmente estdn el quark
top (t) y el quark down (d), los cuales forman parte la tercera generacién. Los seis leptones se disponen
de manera similar en tres generaciones, el electrén y el neutrino electrénico forman parte de la primera
generacién, el mudn y el neutrino muénico estan la segunda generacion, y el tau y el neutrino tau la tercera
generacién. Algunas propiedades de estas particulas, como sus masas o carga eléctrica, se pueden observar
en la figura (3.1

Por otro lado, como ya dijimos, en el universo existen cuatro fuerzas fundamentales: la gravedad, la
fuerza electromagnética, la fuerza nuclear débil y la fuerza nuclear fuerte.

La gravedad es la més débil entre las fuerzas fundamentales, pero tiene un alcance infinito. Es la respon-

sable de mantener unidos a los planetas, las estrellas y las galaxias. Sin embargo, esta no estd descrita por
el SM.
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La fuerza electromagnética es mucho més intensa que la gravedad (alrededor de 103¢ veces mas fuerte) y
también tiene un alcance infinito. Es responsable de fenémenos como la luz, la electricidad, el magnetismo y
ciertas interacciones quimicas. Se describe mediante la teorfa de la electrodindmica cudntica (QED) [2}/6/§]
y es mediada por el fotén (7).

La fuerza nuclear débil actiia a distancias muy cortas (del orden de 107!® m) y es responsable de
fenémenos como la desintegracién beta en ntcleos atémicos. Aunque mas fuerte que la gravedad, es mads
débil que las fuerzas electromagnética y fuerte. Es mediada por los bosones W+, W~ y Z° [9H11], cuyas
masas estdn en el orden de los 80 — 92 GeV/c?. Su relevancia aparece a escalas del orden de los 100 GeV,
como en los grandes colisionadores de particulas.

La fuerza nuclear fuerte es la més intensa de las cuatro fuerzas, pero de alcance muy corto (alrededor
de 107! m). Es la responsable de mantener unidos a los protones y neutrones en el nicleo atémico. Est4
mediada por los gluones y se describe por la teorfa de la cromodindmica cudntica (QCD) [12H14].

El bosén de Higgs también juega un papel importante en el modelo estandar, ya que el campo asociado
a ¢l es el mecanismo a través del cual todas las particulas del SM adquieren masa. En el ano 2012, dos
experimentos ATLAS y CMS del Gran Colisionador de Hadrones (LHC) del CERN anunciaron que habian
observado una particula que estaba en el rango de los 125 GeV [59,/60], confirmando la existencia del bosén
de Higgs.

3.2. El grupo de simetria SU(3)c X SU(2)r X U(1)y

El SM unifica las tres de las cuatro interacciones fundamentales en un marco tedrico basado en la simetria
del grupo

SU(3)C X SU(2)L X U(l)y, (31)

en donde se tiene que C, L, Y representan color (C), quiralidad izquierda (Left-Handed, por sus siglas en
inglés) e hipercarga. El grupo SU(3)¢ describe la interaccién fuerte mediada por ocho gluones, descrita
mediante la Cromodindmica Cudntica (QCD) [12-14]. Mientras que el producto SU(2); x U(1)y es el
responsable de la descripcién de la interaccién electrodébil [9-11], con cuatro bosones como mediadores y
que actia solamente en las particulas que presentan quiralidad izquierda.

Los quarks se agrupan en tripletes bajo SU(3)¢, esto debido a que estos tienen carga de color, la cual
tiene tres diferentes tipos: rojo, verde y azul. Por otro lado, bajo el grupo SU(2)r x U(1)y los fermiones de
quiralidad izquierda seran agrupados en dobletes mientras que los de quiralidad derecha seran singletes.

De esta forma a los quarks se les puede representar de la siguiente manera

iR

Qi = (Z%‘L> , uir,dip 1=1,2,3, (3.2)

en donde el el subindice L hace referencia a los quarks de quiralidad izquierda y R para los quarks con
quiralidad derecha. Mientras que u se refiere quarks tipo up, es decir al propio up, al quark charm y al quark
top y d hace referencia a los quarks tipo down, strange y bottom, mientras que el subindice i = 1,2,3 se
refiere justamente a la generacién a la que pertenece el tipo de quark. Los leptones no tienen carga de color
y por lo tanto serén singletes bajo SU(3)¢.

Mientras que a los leptones se les puede ver de la siguiente manera

L= (”iL>, ein i=1,23
€l

?
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Multipletes | SU(3)c x SU(2)p x U(1)y I IT I11
uy, Cy, tL

s ()] ()
Quarks o dr oL bL
(3,1,%) uR CR tr
(37 17 _%) dR SR bR

o GGG
Leptones L 1L L
(17 17 _1) €R MR TR

(1,1,0) VeR ViR ViR

Tabla 3.1: Multipletes del Modelo Estéandar.

donde e;, hace referencia a los tres tipos de leptones cargados, es decir, al electrén, al muén y al tau y v; a
los tres tipos de neutrinos izquierdos. Observar que en el SM no se incluyen neutrinos derechos. En la tabla
se puede observar mejor los multipletes en el SM.

A bajas energias (por debajo de los 100 GeV aproximadamente), la simetria SU(2)r x U(1)y se rompe
de manera espontdnea [61,62] debido al llamado mecanismo de Higgs [15]. Este mecanismo conduce a la
ruptura de simetria

SU2), xUQ)y = U(1)g, (3.3)

con (@ es la carga eléctrica. Dicha ruptura espontanea de simetria es provocada por el campo H, un doblete
escalar complejo bajo SU(2)r, con hipercarga Y = 1/2, al que se le conoce como el doblete de Higgs. Este
proceso es el que separa la fuerza electromagnética de la débil.

3.3. El Lagrangiano del SM

Hay cuatro bosones gauge electrodébiles, tres bosones W14 W2+ W3H que forman un triplete bajo
SU(2)r, y un B* el cual estd asociado a U(1)y. También hay ocho bosones asociados a la fuerza fuerte,
o gluones, etiquetados como GL-G m

El Lagrangiano del SM se puede escribir de la siguiente forma [1}2]
L= £Gauge + EDirac + EHiggs + £Yukawa; (34)

es decir, se puede descomponer en una combinacién de contribuciones diferentes.
El término Lgauge corresponde a la energia cinética de los bosones gauge (teorfa de Yang-Mills). Este
término se escribe como

1
2
donde G, Wy, y By, son los tensores de los campos asociados a SU(3)c, SU(2)r y (U(1)y, respectiva-
mente.

El término Lpirac se refiere a las interacciones cinéticas del contenido fermiénico del SM. Este lagrangiano
estd dado por

1 1
Lcauge = —=Tr(G L, G") — iTr(WWW””) — EBWB’“’, (3.5)

EDirac - wa(i’Y“Du)wav (36)
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donde el indice a se corre por todos los campos fermiénicos, y D,, es la derivada covariante definida como
D, =0, —ig.Gu\* —igWiT® —iY¢' By, (3.7)

con gs, gy ¢ constantes de acoplamiento, A\, y 7, los generadores de SU(3)¢ v SU(2) 1, en la representacién
correspondiente al campo ¥ y donde Y es la hipercarga de 1, dada por [63]

Y =Q-1Is (3.8)

con @ la carga eléctrica de la particula e I3 la tercera componente de isospin.

3.3.1. EIl Mecanismo de Higgs

Este mecanismo explica como las particulas que median las interacciones electrodébiles, como los bosones
W* vy Z° adquieren masa, mientras que el fotén permanece sin masa. El Mecanismo de Higgs introduce
un campo escalar complejo ®, que es un doblete bajo el grupo SU(2); y cuya interaccién con los campos
de gauge genera masas para estos. El lagrangiano de la teoria que incorpora el campo de Higgs esta dado
por [1}/2,/15]

L= (D,®) (D'®) - V(®), (3.9)

con D, dada en este caso por
D, =0, —igWir* —iY¢'B,, (3.10)

con los parametros definidos anteriormente. Mientras que el potencial de Higgs tiene la forma
V(®) = p*oTe + A(@TP)?, (3.11)

donde A\ > 0. Observar que si u? > 0, el lagrangiano describiria un campo escalar real con masa u. Para que
ocurra la ruptura espontdnea de simetria, se requiere que p? < 0, lo que da lugar a un valor de expectacién
en el vacio (VEV,por sus siglas en inglés) no trivial para el campo de Higgs

v
B =(0]0]0) =, 3.12
(@) =(0]2]0) 7 (3.12)
con
_MQ

La ruptura espontdnea de simetria [15,[61,/62] ocurre cuando el estado de menor energia (el vacio) del
campo de Higgs no respeta la simetria del lagrangiano del sector electrodébil del Modelo Estdandar. Aunque
el lagrangiano de Higgs de la ecuacién es invariante bajo la simetria SU(2);, x U(1)y, el valor de
expectacion en el vacio (VEV) del campo de Higgs rompe esta simetria de manera espontdnea, reduciéndola
a U(1)gm, la simetria del electromagnetismo. Como consecuencia, tres de los bosones de gauge W+ W~ y
Z adquieren masa a través del mecanismo de Higgs, mientras que el fotén permanece sin masa, preservando
la invariancia de U(1)gMm.

Para visualizar esto, expandimos el campo de Higgs en torno a su VEV [1]2]

b — % (U ! h) , (3.14)
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donde h es una pequena perturbacién alrededor del VEV y corresponde al bosén de Higgs.

Los bosones de gauge adquieren masa a través de su interaccién con el campo de Higgs. Al introducir
la derivada covariante D,,, definida en , la parte cinética del lagrangiano de Higgs genera términos
de masa para los bosones de gauge tras la ruptura espontdnea de simetria. En particular, se generan los
siguientes términos de masa para los bosones W+ y Z0:

My = %gv ~ 80 GeV, My = %\/ 9%+ g%v ~ 91 GeV. (3.15)

El campo de gauge asociado al fotén, A, permanece sin masa debido a que la simetria electromagnética
U(1)em no se rompe por el valor de expectacién del campo de Higgs.

De esta manera, los bosones mediadores W=+ y Z°, adquieren masas proporcionales al valor de expec-
tacion en el vacio v, mientras que el fotén permanece sin masa. Esto es consistente con las observaciones
experimentales.

El campo escalar después de la ruptura de simetria, h(x), corresponde al bosén de Higgs. La masa del
boson de Higgs esta relacionada con los parametros del potencial a través de la relacién

mp, == /—2p% = V2 v ~ 125GeV. (3.16)

La busqueda del bosén de Higgs fue una de las principales metas de los experimentos en fisica de altas
energias durante décadas. Finalmente, en 2012 el experimento ATLAS y CMS [59,/60] en el LHC anunciaron
el descubrimiento de una nueva particula con una masa de aproximadamente 125 GeV, consistente con las
predicciones para el bosén de Higgs del Modelo Estandar. Este descubrimiento completé experimentalmente
el SM y proporcioné evidencia directa del mecanismo que genera las masas de las particulas elementales.

Finalmente, el término Lvuxawa describe las interacciones de Yukawa entre los campos fermionicos y
escalares. El lagrangiano de Yukawa en el SM es responsable de generar las masas de los fermiones tras la
ruptura espontanea de simetria electrodébil. Este lagrangiano se expresa como

Lyak = Y5 LiH ep; + Y4 Q,Hup; + Y1 Q,H drj + h.c., (3.17)

donde i, 5 son los indices que indican la generacion, Y* son matrices de acoplamiento de Yukawa de dimensién
3x 3,y H=1i02H* es el doblete de Higgs conjugado cargado, con hipercarga Y = —%. Aqui, 02 se refiere a
la segunda matriz de Pauli. Los campos en la ecuacién estén escritos en la base de sabor (o base de
interaccién), no como eigenestados de masa.

Después de la ruptura espontanea de simetria, el campo de Higgs adquiere un valor de expectaciéon en el
vacio, las matrices de masa fermiénicas se obtienen como

v
—_ve,
V2 Y

Estas matrices de masa pueden diagonalizarse mediante transformaciones unitarias

M = a={e,u,d}. (3.18)

VMU = MY = diag(my, ma, ms), (3.19)

donde m; son las masas fisicas de los fermiones. En el caso de los leptones cargados, dado que en el SM
los neutrinos son considerados sin masa, es posible redefinir los campos de leptones cargados para hacer su
matriz de masas diagonal. Sin embargo, para los quarks, tanto los de tipo u como d se acoplan al Higgs, lo
que impide una diagonalizacién simultanea en la base de sabor.
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Redefiniendo los campos de quarks en términos de las matrices unitarias que diagonalizan las matrices
de masa

ur = Vu'UalLv dL = VddlLv URr = Uuu;% dR = Udd/Pn <320)

donde el apéstrofe indica eigenestados de masa, la corriente cargada débil de quarks se expresa como

g — CKM i+
Loe=-"5 ,-zj:“iLV”Vij dj W, +h.c., (3:21)

donde VEEM — yutyd og ]a matriz de Cabibbo-Kobayashi-Maskawa (CKM), que describe la mezcla entre
los sabores de quarks en las interacciones débiles.

3.4. Las Matrices CKM y PMNS en la Fisica de Particulas

Una matriz de mezcla describe cémo las particulas de un tipo pueden mezclarse o transformarse entre si.
La matriz de Cabibbo-Kobayashi-Maskawa (CKM) |16H18] describe cémo se mezclan los quarks y la matriz
de Pontecorvo-Maki-Nakagawa-Sakata (PMNS) [19-22] se encarga de la mezcla de neutrinos.

La matriz CKM se introdujo para explicar como los quarks se mezclan y cémo ocurre la violacién de la
simetria CP (carga-paridad) en este sector. En el SM, los quarks se organizan en tres generaciones, cada una
formada por un quark tipo up (up, charm y top) y un quark tipo down (down, strange y bottom). La matriz
CKM describe como los quarks cambian de sabor cuando interactian a través de la interaccién débil. Por
otro lado, la matriz PMNS se puede ver como una extension de la matriz CKM pero para los neutrinos, es
decir, se utiliza para describir la mezcla de los estados de sabor de los neutrinos.

3.4.1. La matriz CKM

La matriz CKM es una matriz unitaria que describe la probabilidad de transicién entre diferentes tipos
de quarks a través de las interacciones débiles. Matematicamente, se representa como

Vud Vus Vub
Vekm = | Vea Ves Ve | (3.22)
Viae Vie Vi

donde V;; representa la magnitud de la transicién entre los quarks de tipo 7 y j.

Nicola Cabibbo [16] introdujo la idea de que las interacciones débiles podian mezclarse entre quarks,
postulando el dngulo de Cabibbo (0¢), que mide la mezcla entre los quarks de la primera y la segunda
generacién. Este dngulo se relaciona con los elementos de la matriz CKM como sigue

cos(0c) = Vg, sen(0¢) = Vis. (3.23)

Kobayashi y Maskawa [17] extendieron el trabajo de Cabibbo para incluir las tres generaciones de quarks,
introduciendo tres dngulos de mezcla y una fase compleja que permite la violacién CP.

Por lo tanto, la matriz CKM es una matriz 3 X 3 que puede ser parametrizada por cuatro pardametros:
tres angulos de mezcla y una fase que introduce la violacién de CP. De los muchos posibles valores que puede
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tomar, una opcién estdndar se ha convertido [1§]

1 0 0 C13 0 8136715 C12 si12 O
Verm = [0 co3 523 0 1 0 —s12 c12 0
0 —s23 cCa3 7813616 0 C13 0 0 1
g (3.24)
C12€13 S512€C13 S13€
i i
= | —S12C23 — C12523513€" C12€23 — 512523513¢€" $23€13
i is
512823 — C12€23513€" —C12823 — §12€23513€"°  C23C13

donde s;; = senf;j, c;j = cosb;;, y 0 es la fase responsable de todos los fenémenos que violan CP en los
procesos de cambio de sabor en el SM. Los dngulos 6;; se pueden elegir para que se encuentren en el primer
cuadrante, con lo que s;;,¢;; > 0.

3.4.2. La matriz PMNS

El SM incluye tres generaciones de neutrinos, conocidos como v, v, y v,, en funcién de los leptones
cargados con los que interactian. Estos tres estados de la interaccion débil constituyen una base completa
y ortonormal para los neutrinos dentro del SM. De manera similar, se puede construir un estado cuantico a
partir de tres estados de neutrinos con masas definidas vy, vo y v3, los cuales diagonalizan el hamiltoniano
del neutrino libre. Las observaciones de oscilaciones de neutrinos [24)/25] han demostrado experimentalmente
que, al igual que en los quarks, estos dos conjuntos de estados no son iguales, sino que estan rotados entre
si. Cada estado de sabor puede expresarse como una superposicién de estados de masa, y viceversa. La
matriz PMNS [19-22] cuyas componentes son, U, ; representan la amplitud de masa del estado ¢ en un sabor
«, parametrizando asi la transformacién unitaria entre las dos bases. Matematicamente, se expresa de la
siguiente forma [64],

Ve Uel Ue2 UeS 1551
Vp | = (U Uup2 Ups | |12 - (3.25)
Vr U‘rl U‘r2 UT3 )

El vector de la izquierda de la ecuacion hace referencia a la representacion a un neutrino en la base de
sabor, mientras que a la derecha, se tiene a la matriz PMNS multiplicada por un vector, el cual es el mismo
neutrino pero en la base de estados de masa. Un neutrino de sabor especifico es una combinacién de estados
de neutrinos con diferentes masas. Si se pudiera medir directamente la masa del neutrino, se encontraria una
masa m; con una probabilidad |U,;|? [64]. La matriz PMNS para antineutrinos es la misma que la matriz
para neutrinos bajo la simetria CPT.

Debido a las dificultades para detectar neutrinos, es mucho més complicado determinar los coeficientes
individuales en comparacion con la matriz equivalente para los quarks, es decir, la matriz CKM. A pesar
de esto, al igual que la matriz CKM, la matriz PMNS puede parametrizarse en términos de tres dngulos de
mezcla 612,023,013 y una fase de violacién de la simetria CP (dop) [64)

1 0 0 C13 0 51367i6(;p C12 s12 0 1 0 0
U= 0 C23 S923 0 1 0 —S812 Ci12 0 0 eia2/2 0 s (326)
0 —S93 C23 _513€7i6(;p 0 —C13 0 0 1 0 0 eia3/2

donde s;; = sen0;;, ¢;j = cos;; y o; son fases CP de Majorana. De esta forma tendriamos que la diferencia
en el cuadrado de las masas se da mediante

om? =m3 —m?, (3.27a)
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Pardmetro

Ordenamiento normal (NO)

Ordenamiento invertido (10)

dm? / 107°eV?

+0.19
7497010

0.19
749701

|Am?| / 1073eV?

F0.025
2.5347 023

+0.022
—2.510"5 35

sen?(012) 0.30770017 0.30870 017

sen?(0;3) 0.02195T 050022 0.0222470- 50028

sen?(63) 0.561 70012 0.56270012
Scp/° 177718 28572

Tabla 3.2: Valores de mejor ajuste y rangos de 1o en experimentos con ordenamiento normal y ordenamiento invertido
|26].

2 2
mi +m
Am?2=m2 - —L "2

3 9 )

(3.27b)
con m; el eigenvalor de masa de v;.

Diversos experimentos [26,65-67] han permitido determinar con mayor precisién los dngulos de mezcla
y las diferencias de masas al cuadrado entre los distintos tipos de neutrinos. Los valores experimentales con
ordenamiento normal (NO) y ordenamiento invertido (IO) se muestran en la tabla Con

» Ordenamiento normal (NO): m; < my < mg,
» Ordenamiento invertido (I0): ms < m; < ma,

en donde |Am|? > 0 representa el ordenamiento normal, y |[Am|? < 0 el ordenamiento invertido.

En los experimentos de oscilacién de neutrinos tnicamente se pueden medir las diferencias de masas
al cuadrado, definidas como en las ecuaciones . Dado que existen tres eigenestados de masa, solo se
pueden definir dos diferencias independientes de masas al cuadrado. De esta forma, los experimentos de
oscilacién de neutrinos dependen de seis parametros fundamentales: tres angulos de mezcla 615, 023, 013, la
fase CP dcp y las dos diferencias de masas al cuadrado dm? y |Am|?.

Vale la pena mencionar que el valor de  no se mide directamente, sino que se deduce mediante analisis
globales de datos experimentales. Actualmente, 623 v ¢ p son los parametros de oscilaciéon menos determina-
dos con exactitud, ademas, el signo de |Am|? atin representa un desaffo. Se espera que esta situacién mejore
con los resultados de préximos experimentos como NOvA e Hyper-Kamiokande.

3.5. El problema del sabor y sus posibles soluciones

El SM es una de las teorfas méas exitosas de la fisica moderna, ya que describe con gran precisién las
interacciones fundamentales entre las particulas elementales, como los quarks y los leptones. Ha demostrado
una capacidad sobresaliente para predecir y explicar una gran cantidad de resultados experimentales relacio-
nados con la fuerza nuclear fuerte, la fuerza nuclear débil y la electromagnética. A pesar de su rotundo éxito,
el SM sigue presentando limitaciones importantes. En particular, no ofrece una explicacién fundamental para
los valores de las masas de los fermiones ni para los parametros de mezcla observados en las matrices CKM
y PMNS. A este conjunto de incégnitas se le conoce como el “problema del sabor” o el “rompecabezas del
sabor” [68-70]. Este problema refleja la incapacidad del SM para justificar por qué los fermiones presentan un
espectro jerarquico de masas, asi como por qué los angulos de mezcla entre generaciones de particulas toman



26 CAPITULO 3. EL MODELO ESTANDAR DE PARTICULAS ELEMENTALES

los valores especificos que se observan experimentalmente. Ademds, el modelo no contiene un mecanismo
que explique fenédmenos como las oscilaciones de neutrinos observados experimentalmente [24-26], las cuales
implican que los neutrinos tienen masas no nulas y mezclas importantes en el sector leptonico.

Estas cuestiones motivan la busqueda de extensiones del SM que puedan explicar estas situaciones. De
las lineas més activas de investigacion para resolver estos problemas es la introduccién de simetrias discretas
no abelianas para explicar los patrones de mezcla observados. En particular, muchas investigaciones han
trabajado extensamente en modelos basados en el grupo A4 o Sy [281[34L|71L(72].

También, se han analizado el papel de las simetrias discretas no sélo en la mezcla de neutrinos sino
también en la violacién CP lepténica [73H75]. En estos trabajos se explora cémo ciertas simetrias pueden
llevar a predicciones concretas para las fases CP, que podréan ser testeadas en experimentos de oscilacién de
neutrinos.

Otro enfoque ha sido el desarrollar modelos unificados supersimétricos, mediante la reducciéon de aco-
plamientos [7678|]. En estos trabajos se demuestra que estos modelos pueden predecir masas fermidnicas,
como la del quark top, de manera consistente con las observaciones experimentales. Estas teorias también
establecen relaciones entre los parametros de Yukawa y los acoplamientos gauge, reduciendo el niimero de
parametros libres y aportando una posible solucién al problema de sabor.

Otra estrategia ha sido el uso de mecanismos seesaw combinados con simetrias discretas. En estos mo-
delos, las masas de los neutrinos se generan a partir de escalas altas de masas de neutrinos pesados de mano
derecha. Al imponer simetrias de ciertos grupos no abelianos como S3 0 A, se pueden obtener patrones pre-
dictivos para las masas y mezclas. Por ejemplo, se ha demostrado que modelos seesaw de tipo I con simetria
S4 pueden acomodar los datos actuales de oscilaciones de neutrinos, incluyendo la violacién CP [79)].

Una propuesta innovadora es el uso de simetrias modulares en la construccién de modelos de sabor.
A diferencia de las simetrias discretas tradicionales, en estos modelos los acoplamientos de Yukawa no son
parametros arbitrarios, sino funciones modulares que transforman bajo el grupo modular I". Esto reduce
significativamente el nimero de parametros libres y genera relaciones predictivas entre masas y angulos de
mezcla. Esta idea se ha desarrollado en diversos articulos [29132,|34H37]. En donde se propone usar ciertos
grupos modulares como I's & A4 para formar acomplamientos de Yukawa como funciones modulares de un
parametro 7. Al fijar 7 en un valor complejo adecuado, se obtienen patrones realistas de mezcla lepténica.
Posteriormente, se han desarrollado modelos con simetrias modulares mas amplias, como I'y & S4 0 I's = As,
entre otros, aplicdndolos tanto al sector lepténico como al de quarks [38-40,80-83]. Estas extensiones han
permitido obtener buenas coincidencias con los datos experimentales actuales, incluyendo predicciones para
la fase CP lepténica.

Es en esta iltima linea de investigacion en la que nos centramos, es por ello que en el siguiente capitulo
se dara una introduccién de los grupos modulares, asi como la relacién con la fisica de sabor y se dard un
ejemplo de un modelo basado en estas simetrias y su contraste con los datos experimentales.
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Simetrias de sabor modulares

La busqueda de explicaciones profundas para el problema del sabor ha llevado al desarrollo de modelos
basados en simetrias discretas, entre las cuales los grupos modulares han cobrado un interés creciente.
En este capitulo se introduce el grupo modular SL(2,Z) y su versién proyectiva PSL(2,7Z), as{ como sus
subgrupos, cuyas propiedades algebraicas y transformaciones sobre el semiplano superior complejo permiten
definir las denominadas formas modulares. Estas formas, al ser utilizadas como acoplamientos de Yukawa,
proporcionan una buena estructura para desarrollar modelos de sabor. Se presentan ejemplos concretos de
modelos construidos con grupos como A, y Ss3, los cuales surgen como cocientes de subgrupos modulares y
que han mostrado compatibilidad con los datos experimentales. Este capitulo justifica el enfoque adoptado
en esta tesis: estudiar subgrupos menos explorados como I'g(NN), en particular ['5(2), con la expectativa de
encontrar nuevas estructuras algebraicas ttiles para construir modelos fenomenolégicos novedosos.

4.1. El grupo SL(2,7Z)

El grupo SL(2,Z) =T, también conocido como el grupo modular homogéneo, se define como el grupo
bajo la multiplicacién de matrices de 2 x 2 sobre Z que tienen determinante 1 [42],

SL(Q,Z)_{(Z Z) | ad—be=1, a,b,c,dGZ}. (4.1)

Este es un grupo discreto infinito y puede ser generado por dos generadores S y T que obedecen las
relaciones

St= (8T =1, S*T=T5% (4.2)

Donde a S y T se les puede representar mediante las matrices [32]

5—(_01 (1)) T—(é 1) (4.3)

Notar que en esta representaciéon S2 = —I,, en donde I5 es la matriz identidad dos-dimensional. Con
todo lo anterior, nos damos cuenta que se puede escribir al grupo SL(2,Z) con la presentacién

SL(2,Z) = (S,T | 8%, (ST)?,S*TS~*T~1) (4.4)

27
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Principal Subgrupo de congruencia I'(N)
El principal subgrupo de congruencia I'(N) de nivel N en SL(2,Z) consta de todas las matrices de la

forma [32)
T v {(f Yesien ()= (2 0) men) »

Observemos que I' = T'(1), ademds, se cumple que los grupos I'(IV) (N > 2) son subgrupos normales infinitos
deT.

Subgrupo de congruencia I'g(IN)

El subgrupo de congruencia I'g(N) de nivel N en SL(2,Z) consta de todas las matrices de la forma [84]

o (N) = {(‘Cl Z) € SL(2,7) | (Z Z) = (; :) méd N}, (4.6)

el cual también se puede representar de la siguiente manera
a b ,
FO(N):{(C d)EFCEO modN}. (4.7

Subgrupo de congruencia I'; (N)
El subgrupo de SL(2,Z), I'1(N), de nivel N consta de todas las matrices con la forma [84]

Iy (N)= {(‘C‘ Z) € SL(2,7) | (‘C‘ Z) = (é D méd N}, (4.8)

el cual también se puede definir de la siguiente manera
a b ,
Fl(N):{<C d>6F|aEd51,CEO modN}. (4.9)

Subgrupo de congruencia I'°(N)
También se pueden definir grupos mediante un superindice. A pesar de esto, no son tan diferentes a los
grupos con subindice, por ejemplo, el subgrupo I'(N) se define como el grupo de matrices 2 x 2 que tienen

la forma [85] FO(N):{<a b)eSL(Z 2 (a b>:<* 0) 6d N} (4.10)
c d ’ ¢ dj o \x x | |

o escrito de otra forma

PO(N)={<Z 2)€Fb50 médN}. (4.11)

Subgrupo de congruencia I'' (N)
De forma similar, el subgrupo I''(N) se define como [85)

T (N) = {(‘CL Z) € SL(2,7) | (CC‘ 2) = (1 1‘) méd N}, (4.12)

Fl(N):{(‘C‘ Z)EFCEO médN}. (4.13)
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4.2. El grupo PSL(2,7Z)

El grupo PSL(2,7) [32,/42] se puede definir como el cociente de SL(2,Z) por su subgrupo central {+1},
en donde I es la matriz identidad:

PSL(2,Z) = SL(2,Z)/{=I}. (4.14)

En otras palabras, en }iSL(Q, Z), tomamos a las matrices A y —A como iguales.
El grupo modular T' actia sobre la mitad superior del semiplano complejo H = {r € C | Im(7r) > 0}
mediante la transformacién lineal

ar +b a b
= — = I. 4.1
=Tl A= (8 h)e (4.19)

El grupo PSL(2,Z) tiene una presentacién sencilla en términos de dos generadores y relaciones. Estos
generadores, S y T son los mismos que para SL(2,7Z) y se pueden representar por las matrices:

S<_01 é) T(é }) (4.16)

las cuales corresponden a las transformaciones [32]
SIT*)*%, T:7—71+1. (4.17)
Y donde se satisfacen las siguientes relaciones
S? =1, (ST)®=1. (4.18)
De esta forma, PSL(2,7Z) es isomorfo al grupo generado por S y T con las relaciones anteriores:
PSL(2,Z) = (S,T | S*,(ST)?). (4.19)

A su vez se pueden definir los grupos T'(N), To(N) y T';1(INV) como subgrupos de congruencia del grupo

e st F(N){(a b)ePSL(Q Z) |< b><1 0) médN} e
¢ d ’ ) \0 1 | |

o 2

o= {(* Y erszem | (0 D)= (; 1) mav). aan
oo ={(5 o) erstea ) (¢ 0) =0 1) morn} (2
Pon-{(* Y ersien | (0 B)=(0 ) max), 29
ron={(* D erstea (2 %)= (1 7) max) 24



30 CAPITULO 4. SIMETRIAS DE SABOR MODULARES

4.3. Formas modulares/Formas modulares vector valuadas

Las formas modulares son importantes en fisica debido a que se han usado para modelar distintos
fenémenos en distintas dreas como teoria de cuerdas, teoria de nimeros aplicada a la fisica, teorias de gran
unificacion o en el estudio de particulas fundamentales y sus sabores que es el drea que nos interesa por el
momento [324[37H41].

Definicién 4.1. Sea k un entero y sea H el semiplano complejo positivo. Una forma modular de peso k,
para el grupo modular SL(2,Z), es una funcién f : H — C que cumple con [33}(86,87]

1. f es una funcién holomorfa sobre H.
2. Para cualquier 7 € H y cualquier matriz v € SL(2,7Z) se tiene que

ar +b
ct+d

fwvnzf( )=&7+www» (4.25)

3. f es holomorfa si Im(7) — +o0.

Las formas modulares son funciones con varias caracteristicas interesantes:

s Simetria bajo Transformaciones Modulares: La propiedad més destacada de las formas modu-
lares es su invariancia bajo el grupo modular. Es decir, si 7 pertenece al plano complejo, al aplicar
una transformacién modular la funcién resultante es proporcional a la original [87].

» Expansién en Series de Fourier: Una forma modular, f(7), se puede expresar como una serie de
Fourier [87]

fO) =Y ane®™m. (4.26)

n—=—oo

Aqui, los coeficientes a,, suelen contener informacién aritmética importante sobre la forma modular.

= Crecimiento Controlado: Cuando la parte imaginaria de 7 tiende a infinito, las formas modulares
siguen un patrén de crecimiento predecible [33].

= Relacién con las Series Theta: En muchos casos, las formas modulares estdn estrechamente relacio-
nadas con las series theta, funciones que involucran sumas de exponentes cuadraticos y que aparecen
en distintas dreas de las matematicas y la fisica [33].

Las formas modulares tradicionales son funciones escalares que obedecen una transformacién especifica
bajo la accién del grupo SL(2,7Z). Sin embargo, este concepto puede extenderse a funciones vectoriales, lo
que da lugar a las llamadas formas modulares vectoriales (VVMF, por sus siglas en inglés). En este caso,
cada evaluacién de una VVMF [32] produce un vector, cuyas componentes siguen reglas de transformacién
bien definidas. Este enfoque resulta especialmente 1itil en el estudio de simetrias dentro de las teorias de
sabor, donde es necesario representar estructuras mas complejas que las descritas por funciones escalares.

Las VVMF estén caracterizadas por su comportamiento bajo la accién de elementos del grupo SL(2,7Z).
En particular, cada una de sus componentes se transforma segin reglas especificas cuando se aplica una
transformacion modular.

Matemadticamente, si una VVMF tiene peso k y estd asociada a una representacién p del grupo SL(2,Z),
entonces satisface la relacién [32]

Y (y7) = (er + d)*p()Y (7), (4.27)
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donde 7 es un elemento de SL(2,Z) con coeficientes enteros que cumplen ciertas condiciones algebraicas.
Esta ecuacién describe como cambia cada componente de la VVMF cuando se somete a la accién del grupo,
proporcionando asi una herramienta util para modelar simetrias en distintos contextos matematicos y fisicos.

4.4. Relacion de los grupos modulares con la fisica de sabor

La relacién entre los grupos SL(2,Z) y PSL(2,Z) y la fisica de sabor se basa en la simetr{a modular y
su conexién con la descripcién de las propiedades de mezcla y las masas del Modelo Estandar. Este enfoque
estd motivado por los intentos de entender el patrén observado en las masas y angulos de mezcla de los
quarks y los neutrinos, algo que no esta explicado directamente por el SM.

Los grupos SL(2,7Z) y PSL(2,7) tienen subgrupos cocientes importantes conocidos como subgrupos de
congruencia I'(N) y I'(N), definidos en las seccionesy Los cocientes SL(2,Z)/T'(N) o PSL(2,Z)/T(N)
tienen una estructura isomorfa a grupos que son utilizados regularmente en modelos de sabor. Esto se puede
ver con mayor claridad en la tabla [4.1] Estos grupos son importantes debido a que pueden actuar como
simetrias discretas en el sector de los leptones y quarks. En particular, los subgrupos normales de SL(2,7Z)
permiten desarrollar modelos [291[37H41] en los que las masas y mezclas de los neutrinos emergen como una
consecuencia natural de la simetria modular como se puede apreciar en [41] . Esta relacién se establece de la
siguiente manera: los leptones, como los neutrinos y electrones, se asignan a representaciones irreducibles de
los grupos modulares, por ejemplo, como tripletes o singletes en estructuras como A4 o S3. Los pardmetros de
acoplamiento, incluyendo las masas y las mezclas, dependen de formas modulares con un peso determinado,
las cuales se transforman de acuerdo con las representaciones del grupo modular.

Un aspecto relevante de este enfoque es que las matrices de mezcla, como la matriz de Pontecorvo-Maki-
Nakagawa-Sakata (PMNS) [22], pueden derivarse a partir de los acoplamientos definidos por las formas
modulares. Esto establece relaciones entre los dngulos de mezcla y las fases CP, las cuales pueden ser ob-
servadas experimentalmente. Ademds, los subgrupos normales imponen restricciones sobre la estructura de
las matrices de masa de los neutrinos y leptones cargados, lo que reduce significativamente el nimero de
parametros libres del modelo. Como resultado, se facilita la conexién entre las predicciones tedricas y los
valores experimentales.

En el modelo basado en el grupo I'(3) = Ay [29,32,137,|41] que se analizard en la Seccién los
neutrinos se asignan a tripletes dentro del grupo modular A4. La matriz de masa se construye a partir
de formas modulares que se transforman como tripletes bajo A4, con el objetivo de reproducir los valores
experimentales de los dngulos de mezcla.

En el modelo basado en I'(2) ~ S3 [29,32.[37,41], de la seccién los leptones se dividen en singletes y
dobletes bajo este grupo, y la simetria modular dicta las relaciones entre las entradas de la matriz de masa.

Aunque los modelos basados en Ay y S5 tienen limitaciones para reproducir algunos pardmetros experi-
mentales, destacan cémo las simetrias de los grupos cocientes de SL(2,Z) y PSL(2,Z) pueden proporcionar
una base para los patrones observados en la fisica de sabor.

Una pregunta natural es si se puede hacer un procedimiento similar al de SL(2,Z) y PSL(2,Z) para
los subgrupos de congruencia T'o(N), T'1(N), To(XN) o T'; (V). Es decir, obtener sus subgrupos normales y
con ello obtener los grupos cocientes generados por estos para obtener grupos modulares de los cuales se
puedan construir nuevos modelos fenomenolégicos. El objetivo de este trabajo es avanzar en este sentido,
centrandonos en el grupo de congruencia T'(2).
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Subgrupo normal (N) Grupo modular finito j%
Indice | Nombre Relatores adicionales Estructura de grupo | GAP Id
6 r'(2) T? S 6, 1]
19 - 5277 73 x Ly = 2D5 [12,1]
+I'(3) S2 T3 Ay [12, 3]
18 - ST—25T? Z3 x S3 18, 3]
3
@) ng3 T 24, 3]
2 52,1t Sy [24,12]
- 52, (ST1ST)? Ay X Ly [24,13]
36 - S3T=28T*> (Z3 % Zy) x Zs 36, 6]
6 —1Q\2 —1 2
42 - 56 (SS:FT—lsST><ST}q£S)§;2 Z1» Lo 142, 1]
- ST 20 [48, 28]
- T8, 8T*ST—* GL(2,3) [48, 29]
48 F(4) T4 A4 X Z4 = SAIL [48, 30]
- (ST~1ST)? Ay X Zy [48, 31]
: S2(ST-1ST)? T X 7o [48, 32]
- T2 ST3ST—3 (Zy X Zp) x 7o) x Z3 | [48,33]
54 - T (ST-1ST)3 (Z3 x Z3) ¥ Zg [54, 5]
60 +I'(5) S2.T° As 60, 5]

Tabla 4.1: Los subgrupos normales de SL(2,7Z) con indice igual o menor que 60 y el correspondiente grupo modular
finito. Se define a £T'(N) = {7,y € I'(N)}. El grupo cociente I'/N se produce cuando se imponen los relatores
adicionales junto con S* = (ST)® =1y ST = T'S? |41].

4.5. Forma de los modelos con grupos modulares

En esta seccién, estudiaremos la forma de algunos modelos basados en simetrias de sabor para lograr
dar predicciones acerca de las masas de los neutrinos y los dngulos de mezcla de la matriz PMNS. En los
modelos que estudiaremos se considera que la matriz de masas de los leptones cargados es diagonal. En estos
modelos, la matriz de masas de los neutrinos m,, se escribe como (32437

m, = U*diag(mq, ma, mg,)UT7 (4.28)

donde U es la matriz PMNS. Ademads, es posible descomponer m, en términos de tres contribuciones, las
cuales estan asociadas a los eigenvalores de la masa m; y sus eigenvectores correspondientes U; de la matriz
U, segun las expresiones

m(V = my (U5 - U)), (4.29a)
m{?) = mae™2(U; - U)), (4.29b)
m®) = mge (U5 - UI). (4.29¢)



4.6. MODELO BASADO EN A4, 33

con lo que m,, se puede expresar como
my, = mP) 4 e (2) 4 eisy(3), (4.30)
En esta formulacion, las matrices m,(j) son simétricas y sus magnitudes estan determinadas principalmente
por las masas m;, sin depender explicitamente de las fases de Majorana a; [32,37].
Para una jerarquia de masas normal (NO), caracterizada por m; ~ ms < ms, la matriz m, puede

. o . 3
aproximarse por la contribucién dominante, m,(, ), que se expresa como

2 2i5 i i6
s5e0cP €13513523€°°F  C13513C23€"°CP
. (3) _ 0 2 2 2
m, ~ ml(, ) = mj 6138138236;01) 2013323 01320232523 . (4.31)
€13513¢23€'°°F 13023823 C13C33

Los elementos de esta matriz satisfacen las siguientes relaciones

(my)n(m”)22 = (ml/)%% (mV)ll(mV)?)?) = (mV)%Bv (mv)22(mu)33 = (mu)%37 (432)
(mu)22 2 (my)ll 42 e2iécp
(mu)33 =t (mV)QQ + (my)33 = 113 ’ (4.33)

donde t;; = tan6;;.
En el caso del ordenamiento invertido (IO) con ms <« m; =~ mso, la matriz de masas m, se puede
aproximar como

—iOtQ

my, ~ml) 4 702y (), (4.34)

Dado que a3 no ha sido determinada experimentalmente, este caso incluye un parametro adicional en com-
paracién con el ordenamiento normal.

4.6. Modelo basado en Ay

En esta seccién, se hablard acerca del modelo construido en [37], el cual es un modelo con simetria de
sabor T'(3) = Ay [29,[32,37,/41]. A este grupo lo podemos definir mediante dos generadores y las siguientes
relaciones

S?=1, T3*=1, (ST)® =1. (4.35)

El grupo A4 tiene asociados tres singletes 1, 1’, 1” y un triplete 3.

La Tabla[d:2) muestra las representaciones bajo A4 y los pesos modulares k de los supercampos lepténicos
(Li, e%,) y de los campos de Higgs (H,, Hg). El supercampo ¢ es un campo de sabor que también es un
triplete bajo A4. Los pesos modulares se eligen como kg = 3, ky, = ku, =0, kr, = 1, y ke; = —4. Esta
eleccion asegura que las masas de los leptones cargados no dependan del pardmetro modular 7, y que el
campo ¢ no aparezca en el operador de Weinberg.

El superpotencial responsable de las masas de los leptones cargados se expresa mediante [32,37]

We = ale}}lHd(ch)l + O[Q@%QHd(LQb)l/ + Otgeg%ng(Ld))l//, (436)

donde los coeficientes «; son constantes. Bajo la suposicién de que el triplete adquiere un valor esperado de
vacio (VEV) de la forma (¢) = (u,0,0) y que la componente neutral de Hy tiene un VEV vy, se obtiene una
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SU@), xU)y | 44| k
% (1,1) 1 | ka
8%2 (1, 1) 1” keg
%, (1,1) 1 | ke
L (2,-1/2) 3 | kL
H, (2,1/2) 1 | km,
H, (2,-1/2) 1 | kg,
¢ (1,0) 3 | ko

Tabla 4.2: Representaciones de A4 y pesos modulares k de los supercamos de leptones e€%;, L y los supercamos de
Higgs H, 4.

matriz de masas diagonal para los leptones cargados

(5] 0 0
me=uvg [ 0 a2 O |. (4.37)
0 0 Qs

Aqui los valores experimentales de las masas de los leptones (me, m,, m,) se pueden obtener escogiendo
ciertos valores para los coeficientes «;.

La masa de los neutrinos estd relacionada con el operador de Weinberg, el cual se incluye en el superpo-
tencial [37]

W, = %(HUHHLLY(T))M (4.38)

donde Y (7) = (Y1, Y2, Y3) es un triplete de peso 2 bajo A,. Estas formas modulares estédn definidas segin [37]

_ i (n(=/3)  n((r+1)/3)  n'((r+2)/3) . n'(37)

0= 5 (hem + WD + e arm ) (439

o L (7@/3) L ((r+1)/3)  n'(T+2)/3)
i =2 (T H e R ) (440

_ i (@/3) ' ((m+1)/3) | on'((T+2)/3)
i =1 (W H R T R ) )

donde w = /3, ver Apéndice
La matriz de masas de los neutrinos que resulta de este operador es
2 2T -Ys3 -Y;

mpetlo = 22| vy 2 | (4.42)

Y, -Yi 2Y3

donde v, representa el VEV de la componente neutral de H,. Dado que la matriz de masas de los leptones
es diagonal, los angulos de mezcla y las fases CP son determinados exclusivamente por la matriz de masas
de los neutrinos.
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SU(?)L X U(l)y Ss k
%, (1,1) 1]|-3
ek (1,1) 1| -4
€5 (1,1) 1| 4
LM (2,-1/2) 11
L® (2,-1/2) 2 | 1
H, (2,1/2) 10
Hy (2,-1/2) 10
o) (1,0) 1| 2
e (1,0) 2 | 3

Tabla 4.3: Representaciones de S3 y pesos modulares k de los supercamos de leptones e%;, L y los supercamos de
Higgs Hy 4.

Para el caso del ordenamiento normal, la matriz de masa de los neutrinos debe cumplir las restricciones
descritas en las ecuaciones (4.29)). Utilizando las relaciones de la segunda linea de (4.29)), se obtiene que [37]

-1

. Y; 4 1
tfseQZécp — 1 — — S5 (443)
Yo+ Y3 (1 + %) % 4t33(1 +135)

Esto es una prediccién tedrica de este modelo. Al sustituir los valores experimentales dentro de un intervalo
de £30, los lados izquierdo y derecho de la ecuacién anterior se convierten en

, 1
t2.e20cP| L 0.02, ——— ~0.2. 4.44
| 136 | ) 4t%3(1+t%3) ( )

Sin embargo, esta prediccidn tedrica no es consistente con los datos experimentales. Por lo tanto, este modelo
no reproduce los resultados experimentales para el caso del ordenamiento normal.

4.7. Modelo basado en Sj

En esta seccién, se presentan modelos basados en la simetria de sabor I'(2) ~ S5 [291132,/37|41], inspirados
en el modelo A4, pero con diferencias notables en la asignacién de las generaciones de leptones.

Los campos L") y L) representan un singlete y un doblete bajo Ss, respectivamente, mientras que los
campos (¢(1)7 ¢(2)) complementan la estructura de las masas. Las configuraciones especificas se detallan en
la Tabla Para distinguir entre er, y er,, se asignan diferentes pesos modulares. Esto puede lograrse
mediante una simetria adicional, como Zsy. Los valores de k se seleccionan para garantizar que la matriz de
masas de los leptones cargados sea diagonal, similar al modelo A4. Asi, el superpotencial en el sector de
leptones cargados se escribe como [37]

W, = OéaeﬁzaHd(L(l)cﬁ(l)h + abe%bHd(L@)(b@))l _ aceﬁchd(L@)qb(”)y, (4.45)
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Modelo | LM L@ pmodelo
dYs +cY Y, aYy
1 Ly (Ll’ LQ) dY, —dYs +cY aYs
aYy aYs bY
dYs +cY aY dY;
2 Ly | (L1, Ls) aY; bY aYs
in aYo —dYQ +cY
by aYl CLY2
3 Ly | (L2,Ls) aYr, —dYs+cY dYq
aYs dyy dYs +cY

Tabla 4.4: Tres configuraciones de modelos S3 con asignaciones y matrices de masas de neutrinos.

donde los coeficientes «; son constantes. Asumimos que los campos ¢(¥ adquieren valores esperados de vacio
(VEV) dados por:

(W) =u1, (6@) = (ug,0). (4.46)

Con estos VEV| la matriz de masas de los leptones cargados se vuelve diagonal una vez que el componente
neutral de Hy también adquiere un VEV. Seleccionando valores adecuados para los parametros «;, se pueden
reproducir las masas experimentales de los leptones cargados (m., m,, m;).

El operador de Weinberg para las masas de los neutrinos en el superpotencial toma la forma [37]

Vo= % dHH(L®L®),Y® 4 HH(LM L@,y @ 4 pHH(LO LW,y ™ 4 cHH(L<2>L<2>)1Y<1>} ,

(4.47)
donde a, b, ¢, d son coeficientes. YV y Y(2) son formas modulares con peso 2, correspondientes a un singlete
y un doblete bajo S3. Cabe senalar que (L(z)L(g))l/ = 0 debido a su naturaleza antisimétrica.

Existen 6 posibles maneras de asignar las tres generaciones de leptones (L;) al singlete LM y al doblete
L®). Sin embargo, algunas asignaciones resultan equivalentes al intercambiar componentes del doblete, lo
que nos deja bésicamente con 3 configuraciones diferentes. Estas configuraciones se muestran en la Tabla[4.4]
junto con las respectivas matrices de masas para los neutrinos.

En el caso de ordenamiento normal, analizamos las tres configuraciones de asignacién en Ss. Para el
Modelo 1, la matriz de masas de los neutrinos se expresa como

C + d}/2 le aY1
mmedele — gy} C—dYy aYs|. (4.48)
aYi aYs B

Dado que la matriz de masas de los leptones cargados es diagonal, la mezcla de neutrinos y las fases CP
dependen unicamente de la matriz de masas de los neutrinos. Las condiciones que se deben de cumplir son

(C+dY3)(C — dYy) = (dY1)?, B(C +dYz) = (aY1)?, B(C —dYz) = (aYs)?, (4.49)
C—-dy, , C+dYs

_ — 42, ¢210cp 4.50
B 2 By (C — dYs) 13¢ ( )
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Estas relaciones conducen a la siguiente prediccién tedrica para el Modelo 1 [37]:
t2,e210cr = 342 (4.51)

Al comparar con los valores experimentales, t3, = O(1072) y 3s3; = O(1), resulta evidente que este modelo
no es consistente con las observaciones. Los analisis de los Modelos 2 y 3 conducen a predicciones similares
que tampoco son compatibles con los datos experimentales.

Si bien los modelos basados en formas modulares han mostrado gran potencial para describir patrones en
el sector de sabor, ain enfrentan desafios importantes. Una de las principales limitaciones estéd relacionada
con el nimero de parametros libres involucrados en la construccion de los acoplamientos de Yukawa. Aunque
las formas modulares permiten reducir significativamente el nimero de parametros en comparacién con
enfoques tradicionales, los modelos modulares ain requieren la eleccion de pesos modulares, asignaciones
especificas para los campos de materia, y a menudo involucran una o varias modulaciones complejas (como
el pardmetro modular 7), cuya eleccién no estd completamente fijada por principios tedricos. Esto introduce
una degeneracién de modelos que pueden ajustarse a los datos pero con diferentes estructuras internas.

Una solucién posible a este problema consiste en restringir la forma del superpotencial mediante condi-
ciones de invariancia mas estrictas, o bien considerar extensiones supersimétricas o teorias de cuerdas donde
el pardmetro modular adquiere un valor de expectaciéon determinado por mecanismos dindmicos. Otra es-
trategia es reducir el grupo modular empleado, o bien imponer subgrupos de congruencia méas pequenos y
menos degenerados que generen formas modulares con menos libertad estructural. Este tltimo enfoque es
precisamente el que motiva el analisis de ['g(2), cuyo estudio podrfa eventualmente proporcionar estructuras
més predictivas y con menos parametros libres, manteniendo al mismo tiempo compatibilidad con los datos
fenomenoldgicos.
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Capitulo 5

Grupos cocientes de I'g(2)

Habiendo establecido el papel de los grupos modulares y sus cocientes en la construccién de modelos
de sabor, este capitulo se enfoca en una contribucién original de esta tesis, el analisis del grupo I'o(2), un
subgrupo de congruencia del grupo modular PSL(2,7Z) que ha sido poco estudiado en el contexto de la
fisica de sabor. Como veremos, se realiza una presentacion explicita del grupo T'g(2), paso necesario para su
implementacién computacional, y se utilizan herramientas del programa GAP para determinar sus subgrupos
normales y calcular los grupos cocientes correspondientes. Se exploran estos cocientes hasta indice 12 y 24,
identificando cudles de ellos son no abelianos y por tanto potencialmente relevantes para construir nuevas
representaciones de formas modulares. Este estudio representa un primer paso hacia el uso de I'o(2) como
base para nuevos modelos fenomenoldgicos, y abre la puerta a futuras investigaciones centradas en calcular
sus formas modulares y explorar sus implicaciones fisicas.

5.1. Grupos cocientes de SL(2,Z)

5.1.1. Instrucciones generales de GAP

En primer lugar, se buscé replicar los resultados de la tabla la cual originalmente se encuentra
en [41]. En esta tabla se tienen distintos grupos modulares a partir de los cocientes de SL(2,Z) =T con sus
subgrupos normales. Para replicar estos resultados, se usé el programa GAP [43] y su paqueterfa LINS [51],
la cual proporciona un algoritmo para calcular los subgrupos normales de un grupo y sus cocientes a partir
de una presentacién finita. Para utilizar este algoritmo se necesita la presentacién del grupo al que se quiera
obtener sus subgrupos normales. Si un grupo G con generadores tiene una presentacién de la forma

G ={g1,92,... | R1,Ray...,) (5.1)
entonces primero se define un grupo libre mediante el siguiente comando
f:=FreeGroup("g_1","g_2",...,);.

Luego, se incorporan las relaciones que definen al grupo

G:=f/[R_1:R_2" .. ;];,

39
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Aqui, las relaciones R1, R2, ... se especifican reemplazando g1 por fi, g2 por fa, y asi sucesivamente.
Por ejemplo, si G es un grupo con dos generadores a, b y una tnica relacién dada por

Ry = a?b, (5.2)

entonces el grupo se expresa en GAP mediante

H

:=FreeGroup("g_1","g_2");
G:=f/[f_172 £_2];.

Por otro lado, para calcular los subgrupos normales, se utiliza el siguiente algoritmo
LowIndexNormalSubgroupsSearchForAl1(G,n);,

en donde n representa el indice de los subgrupos normales deseados. Los subgrupos normales se pueden listar
con

List (LowIndexNormalSubgroupsSearchForAl1(G,n));.
Se puede asignar un nombre a este conjunto de subgrupos normales, por ejemplo
normal :=LowIndexNormalSubs(G,n) ;.

De esta forma, se tendria que normal[i] representa al subgrupo normal de G con indice i, con i =1, ..., n.
Ademsds, para calcular un grupo cociente G/N se puede hacer uso del comando

FactorGroup(G,N);,

donde N representa un subgrupo normal. En el caso en el que se tengan varios subgrupos normales, podemos
obtener el cociente de la forma

FactorGroup(G,normal[il);,
cont=1,..,n.
GAP también proporciona herramientas para describir la estructura de los grupos. Por ejemplo, el co-
mando
StructureDescription(G) ;.
devuelve la estructura de G en términos de grupos conocidos. Por su parte

IdGroup(G) ;.

proporciona la clasificacién de G segin su base de datos interna.
Si se desea determinar las relaciones adicionales de los grupos cocientes, se puede utilizar el comando

TzPrintRelators(G) ;.
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5.1.2. Aplicacién para SL(2,7)
Para el caso de SL(2,7Z), se tom6 la presentacién usual que mencionamos en el capitulo
SL(2,Z) = (S,T | $*,(ST)?,S*TS~*T~1). (5.3)

De esta manera, tendriamos que se puede definir al grupo libre y a su grupo presentado de forma finita (fp
group) de la forma

f:=FreeGroup("S","T");
gammal:=f/[£f.174,(£.1x£.2)"3,f.172%f . 2%f . 172%f . 27-1] ;.

Con esto, se calcularon los subgrupos normales y sus cocientes hasta indice 60

maxorder:=60;
List (LowIndexNormalSubgroupsSearchForAll (gammal,maxorder)) ;
normal : =LowIndexNormalSubs (gammal ,maxorder) ;.

Finalmente, se diseié un algoritmo para calcular los cocientes asociados a cada subgrupo normal, junto
con su estructura y GAP Id

for i in [2..Size(normal)] do Print("i= ", i, ": ",
IdGroup(FactorGroup(normal[1] ,normal[i])), "->",
StructureDescription(FactorGroup(normal[1],normal[i])),"\n"); od;

Si se desean las relaciones adicionales de los subgrupos normales, se emplea

for i in [2..Size(normal)] do Print("i= ", i, ": ",

IdGroup(FactorGroup(normal [1] ,normal[i])), "->",

StructureDescription(FactorGroup (normal [1] ,normal[i])));
TzPrintRelators(PresentationViaCosetTable (FactorGroup(normal[1] ,normal[i]))); od;

Los resultados de este proceso se pueden observar en la tabla[5.1] La parte sombreada hace referencia
a los grupos que coinciden con la tabla de [41]. Al comparar los resultados de la tabla con los del
articulo original, se observa una replicacion exitosa de los hallazgos de este. Observe que en la tabla original
se omiten los subgrupos normales cuyos cocientes son grupos abelianos, especificamente aquellos con indices
2, 3,4, 6 y 12. Creemos que esto es debido a que estos no llevan a modelos en los que se puede replicar
completamente los tripletes del modelo estdndar. Ademds, nuestros resultados revelan un relator adicional
no mencionado en el trabajo de Xiang-Gan y Gui-Jun: S? = 1. Este relator aparece en los grupos cocientes
asociados a los subgrupos normales de indices 6, 18, 42, 48 y 54. Creemos que tal vez se hizo caso omiso de
este al tomarlo como un relator trivial para estos casos. Ademds, observemos que hay algunos relatores que
no tienen la misma expresién que en la tabla sin embargo, al ponerlos en su representacion matricial se
puede verificar que ambos resultados coinciden.

En cuanto a otros patrones que se tienen en la tabla[5.1] se pueden mecionar algunas cosas interesantes.
En primer lugar, algunos relatores como S? = 1y T™ = 1 se repiten en varios cocientes, indicando una
relacion estructural entre los subgrupos normales.

Otra cosa a mencionar es que los grupos cocientes presentan estructuras como Sz, A4, Dy v Zyy X Zyy,.
Esto refleja ciertas simetrias rotacionales y traslacionales en los grupos cocientes obtenidos.
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Se puede observar una tendencia a los grupos con forma Z,,, estas estructuras pueden representar ciertas
simetrias discretas, por lo que el uso de estos grupos como modelos podria ser prometedor incluso en un
contexto diferente al de la fisica de sabor.

Como sabemos, el principal uso de los grupos no abelianos, como S3, A4 0 As, seria modelar las matrices
de mezcla debido a sus propiedades, como lo vimos en la seccién[d] Los grupos A4 o A5 han sido ampliamente
utilizados para parametrizar matrices de masas y mezclas de neutrinos, especialmente en el contexto de la
matriz PMNS. Mientras que los grupos, como S3 o Sy, podrian modelar la jerarquia entre generaciones
de quarks. Finalmente, los grupos cocientes méas complejos se podrian utilizar para representar simetrias
adicionales necesarias en extensiones del modelo estandar.

5.2. Presentacién del grupo I'y(2)
Si se quieren replicar los resultados anteriores a algin grupo modular diferente tenemos que saber la

presentacion de este mismo. En este caso se opté por encontrar los grupos cocientes de algin grupo de la
forma T'o(N). Recordemos que estos grupos estdn definidos de la siguiente manera

Ty (V) = {<‘CL z> € PSL(2,7) | (Z Z) = <; :) méd N}. (5.4)

El grupo 'y(N) puede ser generado por los siguientes generadores [88,89)

G={T\U Vi, 1<k<N-1,Vy;, meM, 1<j<n(m)—1}, (5.5)
en donde
U=STVS, (5.6a)
Vi = STFST*" 3, kk*=—-1 méd N, (5.6b)
Vinj = STMSTIST™*S  (m,j) ~ k. (5.6¢)

Con P definido de la siguiente manera

P={ke{1,2,..,.N—-1}| (k,N)=1}. (5.7)
Y con el conjunto M definido como
M= (] My, (5.8)
d|N
1<d<N

donde los conjuntos My y Ay se definen como
Mg ={dmq; | ma; € Aa}, (5.9a)

Ad = {de,md’g, ...,md’¢(w)} 5 (59b)

Con w = (d, &) y ¢ denota la funcién de Euler. Todo esto de tal forma que 0 < mg; < ¥ y (mq;, §) =1
para todo j € {1,2,...,p(w)}.
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Ejemplo 5.1. El ejemplo mas sencillo es si N = 2. Notemos que en este caso no tenemos divisores d para
N = 2 tales que cumplan con la condicién 1 < d < 2, por lo que

M = 0. (5.10)

Ejemplo 5.2. Supongamos que tomamos N = 6 y d = 2 tendremos que % =3, w=(d, %) =(2,3)=1y
por tanto ¢(w) = ¢(1) = 1, entonces

AQ = {m271} . (511)
Como 0 < mg; < % =3y (m21, % = 3) = 1, tomemos que
mo1 = 2 = A2 = 27 (512)
con lo que tendremos

M,y = {dmd’j | mq,; € Ad} = {2 USRI | ma ; € AQ} = {2 . 2}
_—
N

Ahora, tomando d = 3, tenemos que 3 =2, w = (d,

(5.13)

alz

) = (3,2) = 1. Entonces ¢(w) = ¢(1) =1, con lo que,

Az = {m3,17 mM3,2; .- m37¢(w)}

~ {mai}) (5.14)
como 0 < m3; < % =2y (ms1, % = 2) =1, tomemos que
ms1=1 = Asz=1. (5.15)
Por lo que tendremos
Mz ={3mgq; | maq; € Aa} = {3 -ms;|ms; € As} ={3-ms3.1} ={3 -1} (5.16)
= {3},
entonces
M= |J) My= |J Mq=MyUMs
(ien 1ldes (5.17)
= {3,4}.

Ejemplo 5.3. Por otro lado, si N = 16 y d = 2, tendremos entonces % =5 =8 w=(d, 7) =(2,8) =2,
¢(w) = ¢(2) =1 y por lo tanto

Ay = {ma1,ma2, ... My p)} = {ma1}. (5.18)

Como se tiene que cumplir que 0 < mq,; < % y (ma,j, %) = 1 para todo j € {1,2,...,¢(w)} entonces para
d = 2 tendremos que 0 < mg1 < 8y (m21,8) = 1. Por esta razén se podria tener a mo 1 =1 y por tanto

Ay = {1}, (5.19)
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con lo que

My = {d mq,; | mq,; € Ad} = {2 s M2 j | ma ; € AQ} = {2 . ].}

={2}.

Esto lo podemos hacer para todos los divisores de N = 16, con lo que se puede obtener que

M = {2,4,8,12}.

Ademds, se define a n(z) como el entero més pequeno tal que

n(x)z? =0,

mod N.

Tenemos ademds una serie de relaciones con estos generadores |89

Ry = Vi Vi,

Ry = ViVin 5,
R3 = Vi iV o,
Ry, =WUT,

Rs = Vi, Vi, Vis,

Reg = Vi Vi1,

Ry = ViiVi, 1,

Rs = ViVie, Vin s

Ry = Vi Vie, Vi1,

Rio = Vin,1Vin—1,

Rll = Vm,lvm’,j’+1a

Ri2 = ViVin j+1Vir g1,

Ri3 = ViV j+1Vi—1,

Ry = le,jl sz,j2+1vm37j3+la

keP,
k ~ (m)j))
(m7]) ~ (m/7.j/)?

(kiv1) =k +1, i=1.2,

kS 41 = ki,

keP, k—1eM,
F+l=k—1, n(k—1)=1,
keP, ki =k +1,
(k1,1) ~ k-1,

keP, ki=k"+1,

ki~ (m,j—1), (m,j)~k—1,
keP, ki =k +1,
ki~(k—-1,n-1), n=n(k-1),
(m,1) ~ (m—1,n—1),
n=n(m-1), n(m)>1,
(m,1) ~ (m',5"),
(m',7+1)~m—1, n(m)>1,
k ~ (m,j),

(m,j+1) ~ (m', j"),
(m',j'+1)~k—1,
k~(m,j), n=n(k-1),
(m,j+1)~(k—1,n—1),
(ma, j1) ~ (ma2, j2),

(m2,j2 + 1) ~ (ms, js),

(m3,js +1) ~ (m1, j1 — 1).

(5.23i)
(5.23))
(5.23k)

(5.231)

(5.23m)

(5.23n)
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Como ya vimos, para N = 2 tenemos que
P ={1}, M =0, (5.24)
con lo que, tendriamos que los generadores de I'g(2) son de la forma
G={T,UV,}. (5.25)
Notemos que no hay elementos de la forma V;, ; y en donde U y T estan dados de la siguiente manera
U= ST?S, Vi = STSTS, (5.26)

donde se ha tomado a k* = 1. Con esto, las relaciones que podriamos tomar serian Ry Y R4. Veamos en
particular que

Ry = Vi V- = ViVy = V2. (5.27)
Por otro lado, tenemos que la relacién R4 quedaria de la forma

Ry = VUT. (5.28)

Por lo que, la presentacién de T'g(2) se puede ver de la siguiente manera

To(2) = (U, T | (V)% ViUT), (5.29)
con
e [~1 0 (11
soss(3 %) = (1Y)
(5.30)
. 1 -1
Vi = STST S:(2 1).

Ademss, segiin [89], se pude obtener una forma mas compacta de una presentacién del grupo I'g(N) de
la siguiente manera

<T, Vi, k € P, Vm,j, (1 —mj, N) > 1 | R1, R3, Rs, R14> . (531)
Por ejemplo, si tenemos a I'y(16), vimos que para N = 16 podemos elegir a M de la siguiente manera
M ={2,4,812}. (5.32)

Notemos que no va a haber generadores de la forma V,, ; ya que, (1 —mj,16) > 1.
Por tanto, la presentacién de I'g(16) es

<T7‘/57‘/93V133V15 | R17R33R57R14> 9 (533)

en donde las relaciones Ry, R3, R5, R14 aun quedarian pendientes por calcular.



46 CAPITULO 5. GRUPOS COCIENTES DE T (2)

5.3. Grupos cocientes de I'o(2)

5.3.1. Grupos cocientes hasta indice 12

Para obtener los grupos cocientes de T'g(2), se sigue un procedimiento similar al realizado para SL(2,7Z).
En primer lugar, definimos el grupo libre basado en la presentacién dada en la seccién [5.2

To(2) = (U,T | (i), WUT). (5.34)
En este caso, el grupo libre se representaria en GAP mediante
g:=FreeGroup("U","T","V_1");
Y su grupo finitamente presentado se define mediante el comando
gammal_2:=g/[g.372, (g.3*g.1xg.2)];
Para trabajar con subgrupos normales, fijamos inicialmente un indice maximo de 12 con
maxorder:=12;
y listamos los subgrupos normales usando
List (LowIndexNormalSubgroupsSearchForAll (gamma0O_2,maxorder));
Ademis, asignamos el conjunto de subgrupos normales a una variable
normal : =LowIndexNormalSubs (gammaO_2,maxorder) ;

A continuacion, para obtener la descripcién del grupo cociente asociado a cada subgrupo normal, junto con
sus relatores adicionales, utilizamos

for i in [2..Size(normal)] do Print("i= ", i, ": ",IdGroup(FactorGroup(normal[1l],normal([i])), "->",
StructureDescription(FactorGroup(normal [1] ,normal[i])));
TzPrintRelators(PresentationViaCosetTable (FactorGroup(normal[1] ,normal[i]))); od;

Con este procedimiento, se obtuvieron los resultados presentados en la tabla[5.2} En esta tabla, observa-
mos que abundan los grupos cocientes con una estructura de grupo abeliano, como es el caso de los subgrupos
normales de indice 2 y todos aquellos con indice impar. Por otro lado, también aparecen grupos cocientes
con estructuras similares a los grupos bien conocidos S3 y Ay4.

Notar que hay dos grupos cocientes de indice 6 con una estructura similar a la de Ss, cuyos relatores
presentan una simetria interesante. Por un lado, se tienen los relatores T2 y U2, mientras que por otro,
aparecen los relatores T° y U2. Este patrén de simetria también se observa en grupos de fndices 8, 10 y 12.

Ademsds, destacan las estructuras diedrales (Dg, D1g, D12), que son relevantes por su naturaleza no abe-
liana y su relacién con simetrias espaciales. Recordemos que los grupos D,, estan asociados a las simetrias de
reflexién y rotacién de un poligono regular de n lados. Por lo tanto, estos grupos podrian ser utilizados para
construir modelos de simetrias de sabor. En particular, las representaciones irreducibles de D,, podrian ser
tutiles para describir acoplamientos de Yukawa en modelos de sabor donde se requiere un comportamiento
no abeliano.

Notar que aparecen ciertas combinaciones de productos directos (Z, X Zj,), sin embargo no tenemos
productos semi-directos como en el caso de SL(2,Z), al menos hasta indice 12. Asimismo, se identifican
ciertos grupos abelianos de la forma Z,,, similares a los que aparecen en el caso de SL(2,7Z), que podrian
tener aplicaciones en otros tipos de modelos.
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5.3.2. Grupos cocientes no abelianos hasta indice 24

Dado que en la fenomenologia de sabor los grupos con estructura no abeliana son de particular interés, se
decidié extender el anélisis hasta indice 24 para identificar estructuras mas complejas. Aplicando el siguiente
algoritmo

maxorder := 24;

List (LowIndexNormalSubgroupsSearchForAll (gamma0O_2, maxorder));

normal := LowIndexNormalSubs(gammaO_2, maxorder);

for i in [2..Size(normal)] do
Print("i= ", i, ": ", IdGroup(FactorGroup(normal[1], normal[i])), "->",
StructureDescription(FactorGroup (normal[1], normall[i])));
TzPrintRelators(PresentationViaCosetTable (FactorGroup(normal[1], normal[i])));

od;

Con esto, se obtuvieron los resultados presentados en la tabla[5.3, omitiendo aquellos grupos con estructura
abeliana.

En primer lugar, se identifican nuevas relaciones, como (UT~1)?, que aparecen de manera recurrente
en varios grupos cocientes. Esta repeticién sugiere que algunos de estos cocientes podrian estar vinculados
a través de simetrias especificas, lo que abre la posibilidad de utilizarlos en la construcciéon de modelos
relacionados con el Modelo Estandar.

Otro aspecto notable es la frecuente apariciéon de grupos diedrales D,,, lo que refuerza la idea de que
los cocientes de T'y(2), los cuales estén fuertemente ligados a simetrfas de reflexién y rotacién. Este vinculo
destaca su potencial aplicacién en modelos de sabor dentro de la fisica de particulas.

Un hallazgo interesante es la presencia del grupo D¢, conocido como el grupo cuasi-diédrico de orden
16. Este grupo es una extension del grupo diédrico Dg y se puede describir mediante la siguiente presentacion

QD16 = {(a,b ]| a® = b*> = 1,bab = a®). (5.35)

En este caso, a representa una rotacion en el plano, mientras que b corresponde a una reflexion. Las relaciones
entre estos elementos indican que a tiene orden 8 y b tiene orden 2, y ademads, el grupo es no abeliano
debido a la no conmutatividad de sus generadores. Este tipo de estructura algebraica podria desempenar un
papel relevante en modelos que requieren simetrias mas elaboradas que las que ofrecen los grupos diedrales
convencionales.

También se observa la repeticién de grupos como Ss, el cual suele asociarse con la clasificaciéon de dobletes
y singletes en modelos fisicos. Por otro lado, la aparicién de grupos como Sy y A4 sugiere aplicaciones directas
en modelos de neutrinos, particularmente en aquellos disenados para describir jerarquias especificas de masas.

Finalmente, grupos mas complejos como Z3 x S3 0 Zy X A4 proporcionan una base sélida para explorar
simetrias extendidas en la fenomenologia del sabor. A futuro, seria valioso investigar cocientes de mayor
indice para identificar estructuras ain mas ricas que puedan revelar nuevos patrones de simetrias relevantes
para el Modelo Estandar. Ademds, un analisis méas profundo de las representaciones de estos grupos podria
contribuir a establecer conexiones con modelos que expliquen las jerarquias de mezclas y los patrones de
masa de los fermiones dentro del marco de teorias mas alld del Modelo Estandar.
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Subgrupo normal (N) Grupo modular T'/N
Indice Relatores adicionales Estructura de grupo | GAP Id
2 S2, 1% 8T Zo [2,1]
3 S, T3 Z3 [3,1]
4 ST 7y [4,1]
; 5%, T° Ss [6, 1]
52, T2ST! Zg [6,2]
5*T? Z3 X Ly [12,1]
12 ST Z12 [12,2]
5%, T° Ay [12,3]
18 S% ST?ST—? Z3 x S3 [18, 3]
3
ey SL(2,3) 24,3
24 S2 14 Sy [24,12]
52, T° Ly x Ay [24,13]
36 ST?s-117-2 Z3 x (Z3 x Zy) [36, 6]
2 6 —1 2 —2
T-15°7-3 Z5.54 2 SL(2,3).Zs | [48,28]
S2. 18 (T~18T73)2 GL(2,3) 48, 29]
18 T Ay X Zy [48, 30]
T-1S*1-° (STS'T—1)? Zy x Ay [48, 31]
178, TS~ T-1s-1rs-17-1 Zo x SL(2,3) [48, 32]
52, ST3ST—3 ((Z4 X ZQ) X Zg) X 73 [48 33]
54 S2 T8 (T-1ST-?)3 (Z3 x 73) x Zg [54, 5]
60 S2 10 As [60, 5]

Tabla 5.1: Los subgrupos normales de SL(2,Z) con indice igual o menor que 60 y el correspondiente cociente. La
parte sombreada hace referencia a los grupos que coinciden con la tabla en . Observese que algunos relatores
no tienen la misma expresion que en la tabla original, sin embargo, al poner a estos en su representacién matricial
ambos resultados coinciden.
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Subgrupo normal (N) Grupo modular T'o(2)/N
Indice Relatores adicionales | Estructura de grupo | GAP Id
UT? TV,
2 T,U?,UV; 7o 2,1]
Vi, U%,T?,UT
3 Vi, UT, U3 Zs 3,1
ur-1, 0w
’ Z 4,1
4 Vi, UT,U* ! 14,1
U?,T? Ly X Loy [4,2
5 Vi,UT,U® ZLs 5,1
T, U?
UQ’ T3 S3 [6, 1]
6 U3, UT—?
Urr-! Zg [6,2]
Vi, UT, U°
7 Vi,UT, U’ Zq [7,1]
Vi,UT,U®
UWT,UPT ! Zs 81
8 Unr, Ut Zy X Lo 8, 2]
T°,U"
U2, T4 D8 [87 3]
9 Vi,UT,U? Zg [9,1]
T, U°
T Dy 10, 1]
10 UWT,U®
UWT,U*T! VAN, [10,2]
Vi, UT, U™
11 Vi, UT, U1 711 [11,1]
Vi,UT, U™
VT O Z1s [12,2]
U3, 13 Ay [12, 3]
12
T2, UG
77 Dis [12,4]
UWT,U® Zg x o [12, 5]

Tabla 5.2: Todos los subgrupos normales de I'¢(2) con indice menor que 12 y el correspondiente grupo modular finito.
Los grupos sombreados son los grupos con una estructura no abeliana.
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Subgrupo normal (N) Grupo modular T'o(2)/N
Indice Relatores adicionales Estructura de grupo | GAP Id
T2, U3
6 U2, T3 S3 [67 1]
7%, Ut
8 U2, T4 Ds [87 3]
T, U°
10 UZ, T5 Do [107 1]
Us, 1% Ay [12, 3]
12 T? US
U2,T6 D1y [12’4]
T2, U"
14 T Dy [14,1]
vt (UuT-1)?, 1 (Za X Z3) x Zo (16, 3]
U2r—2 Z.g X Lo [16, 6]
T, U"
UT-H2, 1%, U T
UYL, 0T "2, TU T " T @D 116,8]
T2, U9
7279 Dqg [18,1]
18 -
U3, UT 'V, T?
TS, UZV'lU—lT Z3 x 53 [18, 3]
vt Tt UurT-'uwviT
U%, 1%, U 2T V,T Zs X La 20, 3]
20 U2 TlO
T2 710 D3 [20,4]
RN
22 U2, 7T Das [22’ 1]
(T2, T, UV T
g Zy X S 24,5
Ut (TN, U T3V T e 24,5
TQ’ U12
U2, T2 Day [24, 6]
(urT—YH*, 1%, U°
S — Zg X Zo) X 7 24,8
2 VT UL T Goxtainte | B4
UPViU— T, UT~ "WV, T?, U*T 2
UZ‘/lU_lT, UT_I‘/lTQ, U6 (Z3 X DS) [247 10]
US, T4
Td, U? Sy [24a 12]
2V, 72 ][]0
v VlT U o [24, 13]
T30S, (UPT) Ly x Ay
U3, (UT~1)*WT

Tabla 5.3: Los subgrupos normales de I'g(2) con indice menor que 24 y el correspondiente grupo cociente cuya
estructura es no abeliana.



Capitulo 6

Conclusiones

A lo largo de este trabajo, hemos visto que el estudio de los grupos modulares es de gran relevancia, ya que
estos permiten construir modelos que profundizan nuestra comprensién de las simetrias de sabor presentes
en el SM de la fisica de particulas. Estas ideas se conectan directamente con investigaciones previas, como el
trabajo pionero de Feruglio [32], quien planteé que los acoplamientos de Yukawa pueden describirse mediante
formas modulares.

En este trabajo, logramos replicar con éxito algunos de los resultados obtenidos por Xiang-Gan Liu y
Gui-Jun Ding [41], quienes estudiaron los grupos modulares finitos descritos como cocientes de la forma
SL(2,7)/N. Algo a mencionar es que en este trabajo se encontraron algunos relatores adicionales a la tabla
original de Liu y Ding. Este esfuerzo no solo valida dichos resultados, sino que también amplia su alcance al
explorar el caso del grupo [y(2).

Como se detallé en el capitulo |5 se obtuvo una presentacién explicita del grupo I'g(2). Esto es un paso
fundamental para obtener los subgrupos normales T'g(2) y sus respectivos cocientes segtin nuestro algoritmo.
A partir de esto, se identificaron los subgrupos normales y los correspondientes grupos cocientes hasta
indice 24, cuyos resultados se presentan en la tabla[5.3] Estos grupos cocientes proporcionan una base sélida
para explorar nuevas simetrias que podrian integrarse en modelos fisicos més generales, especialmente en la
fenomenologia de sabor.

De manera destacada, los grupos diedrales D,,, como Dg, D19 y Di2, aparecen recurrentemente en el
estudio de simetrias de sabor. Estos grupos, asociados a las simetrias de reflexién y rotaciéon de poligonos
regulares, ofrecen una estructura algebraica rica y no abeliana que resulta especialmente 1til para modelar
la jerarquia de masas y los patrones de mezcla en extensiones del Modelo Estandar.

Una de las razones por las que los grupos diedrales son interesantes en este contexto es que no aparecen
como cocientes del grupo modular SL(2,7Z), lo que los sitida en una via alternativa para construir modelos de
sabor basados en simetrias discretas. Ademds, sus representaciones permiten acomodar de forma natural a
los fermiones en dobletes y tripletes, lo que facilita la imposicién de restricciones geométricas sobre la matriz
de masas mediante relaciones entre los acoplamientos de Yukawa.

Por otro lado, la estructura de los grupos diedrales admite generalizaciones que pueden abrir nuevas
posibilidades en la fenomenologia del sabor. Un ejemplo notable es el grupo cuasi-diédrico D14, que puede
entenderse como una extensiéon de Dg. Su estructura algebraica mads rica permite introducir mecanismos
novedosos para explicar la jerarquia de masas y transiciones de sabor poco convencionales.

Explorar la implementacion de D,, y sus extensiones en modelos fenomenolégicos no solo puede ayudar
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a entender mejor la estructura del espectro de masas de los fermiones, sino que también puede proporcionar
nuevas herramientas para abordar problemas abiertos en la fisica del sabor.

Asimismo, observamos la presencia de grupos como S3, A4 y S4, que han sido utilizados ampliamente
en modelos de sabor para describir patrones de mezclas y jerarquias en las matrices de masa de quarks
y neutrinos. Grupos mas complejos como Zz X S3 y Zs X Ay ofrecen una base prometedora para explorar
simetrias extendidas en modelos mas alld del SM. En particular, seria interesante investigar si alguno de
estos pueden jugar el papel de simetrias tipo CP.

Finalmente, este trabajo establece un marco para el andlisis de simetrias modulares y su conexioén con la
fenomenologia de sabor. Sin embargo, queda mucho por explorar. Futuras investigaciones podrian enfocarse
en extender el andlisis a indices mas altos, asi como en estudiar las formas modulares asociadas a estos
grupos y sus representaciones bajo los grupos encontrados y, con estos, sus posibles aplicaciones en modelos
fisicos. Sin embargo, como se dijo en el capitulo [4 a pesar del éxito conceptual de los modelos modulares
para abordar el problema del sabor, atin se enfrenta la dificultad de controlar completamente el nimero de
parametros libres en dichos modelos. Esto limita su poder predictivo y deja abierta la posibilidad de que
diferentes combinaciones de parametros reproduzcan los mismos datos experimentales, debido a esto, seria
interesante el estudio de nuevas técnicas para reducir este niimero de parametros y con esto tener un mayor
poder predictivo.



Apéndice A

Formas modulares de I'/N ~ A,

En este anexo, se seguirdn los procedimientos expresados en |32,37] para encontrar las formas modulares
de peso 2 para I'/N ~ A4. En primer lugar, la forma modular f;(7) de peso k; se deben de transformar
mediante

fi(r) = (er + )" fi(7), (A1)
entonces, se puede encontrar que
i10 (f(r)) — (c¢+d)2ilo f(r) + kc(er + d) (A.2)
dr 8 dr OB ' '

El término inhomogéneo se puede remover al combinar diferentes f;(7) con pesos k;

d
e 2; log(fi(T)) — (e 4 d)? Z log(fi(r (Z ki ) cler +d) (A.3)
De esta forma, % >, fi(T) es una forma modular de peso 2 siempre que la suma de los pesos desaparezca,

es decir,
> ki=o0. (A4)
Por otro lado, al considerar la funcién eta de Dedekind 7(7), definida sobre el plano complejo superior
7_) — q1/24 H(l _ qn)7 q= ei27r7" (A5)

la cual satisface con las relaciones

n(=1/7) =V=irn(r),  n(r+1) =" n(r). (A.6)
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En particular, bajo S tendriamos que se tienen las siguientes transformaciones

/—1T
3
T) — =5

— 31777 )

)
() e ()

2 ; 1
o(52) i ().

n(
o

"W\\]

9

mientras que para T’ tenemos las transformaciones

Se puede construir las formas modulares de peso 2 de acuerdo a

d T T+1 T+
Y(a.,7,0]7) = — (alogn (5) + Blogn <3> +vlogn ( 3 ) +510g77(37)> ; (A.9)
donde o + 5+ v+ § = 0. Estas funciones se transformarian bajo S y T de la forma

S:Y(a,B,7,6 | ) = T2Y (8,7, B, | T),

T:¥(aB,7,0| 7) = Y10, 8,8 | 7). (4.10)

Sabemos que para el grupo I'/N ~ A, se satisfacen las relaciones

(p(S)* =1, (pS)p(T)* =1,  (p(T))* =1, (A.11)

por lo que, buscamos tres formas modulares independientes Y;(7) que se transformen en la representacién
tri-dimensional de A4
Y(=1/7) = m2p(S)Y (1), Y(r+1)=p(TY(7), (A.12)

cuyas representaciones matriciales en este caso son

1 -1 2 2 1 0 0
p(S) = 3 2 -1 2], p(T)=(0 w O (A.13)
2 2 -1 0 0 w?

donde w = ¢27/3,
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Al usar estas matrices y tomando en cuenta Y («, 3,7, | 7), buscamos un triplete en Ay el cual satisfaga

las relaciones

Yi(=1/7) Yi(7)
Ya(=1/7) | =72p(S) | Ya(7) |,
Y3(—1/T) Y3(7)

Cuyas soluciones bajo T requieren que

YI(T) = 61Y(17 17 17 -3 | T)’ YQ(T) = CQY(I,C&P,W,O | T)7 Y3(T) = C3Y(17w7w2a0 | T)v

y en donde la transformacion bajo S fija los coeficientes ¢; a un factor comun ¢
c1 = 3¢, cy = —6c, c3 = —bc,
por lo que

Yi(r) =3¢Y(1,1,1,-3 | 1),
Ya(7) = —6¢Y (L, w?,w,0 | 7),
Y3(7) = —6¢Y (1,w,w?,0 | 7).

Por conveniencia se toma ¢ = i/27 y se tiene explicitamente por tanto que

(0GB (D) (T +2)/3) 0 (37)
YI“)‘%(W@* <<r+1>/3>+ (7 +2)/3) 2777(37))’

(B (D) +2)/3)
Yalr) = 7r< TR (Y] n((7+2)/3)>’
i) wn((7+1)/3) L (+2)/3)
Ya(r) =~ 7r< w3 T n/B) T n((7+2)/3)>'

(A.14a)

(A.14b)

(A.15)

(A.16)

(A.17)

(A.18)
(A.19)

(A.20)
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