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Prefacio

Existe esta creencia, tanto dentro como fuera del gremio, de que aquellas personas
que nos dedicamos a las matemaéticas no hacemos otra cosa mas que pensar en ellas.
Si bien no concuerdo del todo con esta creencia (y no lo digo solo por ser un casi ma-
temdtico), algo que no puedo negar es que, por més ridiculo que parezca, trataremos
de involucrar nuestra area de estudio en casi cualquier situaciéon de nuestras vidas.

Guiados quizas por nuestra inagotable curiosidad o simplemente por la necesidad
de un reto en nuestro dia, es impresionante lo tan capaces que somos para plantearnos
preguntas que, si alguien en algiin momento se habra cuestionado, dudo que éste
encuentre divertido invertirle horas y horas solo por la satisfaccion de decir “listo, no
podia quedarme con la duda”.

En mi experiencia, la mina de oro de donde surgen estas preguntas pueden ser
situaciones tan simples como una reuniéon de amigos para disfrutar de un juego de
mesa. No es casualidad que esta actividad que disfruto tanto dispare mi creatividad
con interrogantes respecto a estrategias y partidas 6ptimas (y, de vez en cuando,
debates sobre las injusticias de la vida). En mi opinién, es aqui donde la combinatoria
sale a relucir como una rama de las matematicas tan sencilla de comprender mediante
ejemplos, pero tan compleja de domar en su totalidad.

En ese espiritu, esta tesis trata precisamente de como un juego tradicional, como
lo es policias y ladrones, puede recibir el tratamiento métodico y riguroso de las
matematicas en busca un conocimiento mas profundo del mismo. Las respuestas
descubiertas en este trabajo pretenden esclarecer los secretos detras de un juego
universal, de modo que, al estilo de un mago en su truco de magia, podemos retar a
aquellas personas no tan versadas en el tema a partidas en las que, gracias al dios de
las matemaéticas, siempre ganaremos. Al final del dia, si no quieres quedarte con la
duda de si te estan estafando o no, puede que sea pertinente que comiences a pensar
como matematico.
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Asi pues, el texto inicialmente revisa las bases del juego y su funcionamiento a
través de la teorfa de gréficas, de las cuales se obtienen los resultados clésicos del
area. En busca de expandir dichos resultados, introducimos el juego sobre las graficas
de fichas como una variante por equipos, de manera que podemos deducir parame-
tros de graficas grandes en funcién de propiedades de graficas pequenas. De nuestro
trabajo en graficas de fichas de arboles podemos dar cotas para el nimero policiaco
de una partida de policias y ladrones sobre esa familia de gréaficas. Ademaés, obte-
nemos algoritmos faciles que nos ayudaran, a manera de exploracién, a determinar
con exactitud el niimero de policia de una grafica de fichas de un arbol. Finalmente,
agregamos, a manera exploracién en una grafica, una cota junto con una estrategia
para el niimero policiaco de la grafica de 2 fichas de Petersen.
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Capitulo 1

Introducciéon

Con el objetivo de tener todos los ingredientes necesarios para la abstraccion del
juego de policias y ladrones, antes de adentrarnos a las reglas que rigen una de estas
partidas debemos sentar las bases que nos ayudaran a describir el funcionamiento de
este. En este caso, la nocién de un tablero se puede abstraer mediante una grafica,
dotando al juego de toda la estructura matematica que esta conlleva. Asi pues, las
definiciones de las siguientes tres secciones vienen de [3] y [1].

1.1. Graficas

Dado un conjunto finito no vacio V', definimos una grafica G como un par or-
denado (Vg, Eg) con Vi un conjunto no vacio y Eg un subconjunto de (‘1/) U (‘2/),
donde

(Z) —{eCV: |e|=k}.

Llamamos vértices de G a los elementos de V; y orden de G a la cardinalidad
de dicho conjunto. De forma similar, llamamos aristas de G y tamano de G a los
elementos y cardinalidad de Eg respectivamente. Por convencion, si e = x,y con
x,y € Vg distintos, denotamos por xy a la arista e. Decimos que una grafica G es
trivial si tiene orden 1 y tamano 0, de lo contrario, esta es no trivial.

En busca de facilitar el estudio de las propiedades de las graficas, representamos
estas estructuras a través de un dibujo en el plano, donde el conjunto de vértices
corresponde a puntos distintos y cada arista es una curva que une los puntos corres-
pondientes a los vértices en los que incide (ver la Figura 1.1).

Dada una arista e en Eg, decimos que un vértice u incide en e, y que e incide
en u, si u € e. Decimos que e, f € FEg distintas son incidentes si existe u € Vg



2 INTRODUCCION

Us

O
d i} 1)2/
O)—

o\
o
O

€7

(%1

O v

Figura 1.1: El dibujo de una grafica G.

incidente en ambas e y f, y decimos que estas son no incidentes en caso contrario.
Dos vértices distintos u y v que inciden en una misma arista son adyacentes, de
manera que u es vecino de vy viceversa. En la Figura 1.1, v; es incidente en ey y e
es incidente en vy, mientras que e; y e; son aristas incidentes y vy y vs son vértices
adyacentes.

Si e € Eg es tal que existe u € Vi con e = {u}, decimos que e es un lazo
y w tiene un lazo, mientras que G es reflexiva si {u} € Eg para cada u € V.
Llamamos vecindad de v al conjunto Ng(v) de vértices de G' adyacentes a v; sus
elementos seran llamados vecinos de v. Ademés, definimos la vecindad cerrada de
v, Ng[v], como la unién de Ng(v) y {v}. Si v no tiene lazo, denotamos por dg(v)
a la cardinalidad de Ng(v), de lo contrario, dg(v) = |Ng(v)| + 2. Este valor recibe
el nombre de grado de v. Asimismo, representamos por dg al grado minimo sobre
los vértices de GG, mientras que Ag es el grado maximo sobres los vértices de G. De
forma similar, para S C X, denotamos por Ng(S) a la vecindad del conjunto S,
definida como

Na(S) = | No(x).

€S

Asi, en la Figura 1.1, vy tiene un lazo (e;) y su grado es 3, donde Ng(v1) = {v2}.
Ademas, G no es reflexiva pues vy no tiene un lazo. Si S = {1, 2}, entonces Ng(S) =
{v1,v9,v3,v5}. Ademas, pasando sobre todos los vértices de G se obtiene que g = 2
y AG = 4.

Dada G una grafica, decimos que H es una subgrafica de G si Vg C Vg vy
Ey C Eg donde para cada e € Ey, e C Vg. Adicionalmente, decimos que H es
una subgrafica inducida de G si para cada e € Eg tal que e C Vg, e € Ey.
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Alternativamente, si @ # S C Vg, denotamos por G[S] a la subgrafica inducida
de G cuyo conjunto de vértices es S y cuyo conjunto de aristas tiene a todas las
aristas incidentes tnicamente en vértice en S. De forma similar, para @ # F C Eg,
denotamos por G[E] a la subgrafica de G cuyo conjunto de aristas es E y su conjunto
de vértices son todos aquellos vértices tales que inciden en al menos una arista de E.

'64

SCOs

Figura 1.2: La grafica determinada por los vértices y arista rojas, H, es una subgrafica de G. No
obstante, esta no es inducida pues G[{v1, v2}] también incluye el lazo e;. Por otro lado H = G[{e2}].

En tanto, la grafica inducida por los vértices y aristas en azul, H’, si es una subgrafica inducida de
G, a saber, H = G[{vs,v4}].

Un homomorfismo de una grafica G' en una gréafica H es una funcion f: Vg —
Vi tal que f(u)f(v) € Ey para toda uv € Eg. Si adicionalmente pedimos que
f sea biyectiva y que f(u)f(v) € Ey siy solo si wv € Eg, decimos que f es un
isomorfismo de graficas y que G y H son isomorfas. Escribimos G = H para
referirnos a que G y H son isomorfas. En la Figura 1.2, existe un homomorfismo de
G[{vs,v4}] en la grafica G[{vs}], a saber, aquel que fija v3 y que manda v4 a vs3. No
obstante, estas graficas no son isomorfas pues existe una tnica funcion de {vs,v4} en
{vs}, la cual no es biyectiva. Por otro lado, G[{vi,va}] = G[{vs, v4}].

Decimos que G es completa si Fg = (‘2/) Notese que cualesquiera dos grafi-
cas completas de orden n son isomorfas, por lo que denotamos por K, a la gréfica
completa de orden n. Una grafica G es bipartita si V; puede partirse en dos sub-
conjuntos ajenos X y Y tales que toda arista incide en un vértice en X y en un
vértice en Y. Tal particion (X,Y) es llamada una biparticion de la graficay X y Y
son sus partes. Denotamos a una gréfica bipartita G con una particion (X,Y’) por
G[X,Y]. Si G[X,Y] es tal que ambos X y Y son distintos del vacio y todo vértice de
X es adyacente a todo vértice de Y, decimos que G es una grafica bipartita com-
pleta. En la Figura 1.2, X = {v;} y Y = {09, v4} forman una particion (X,Y") de la
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grafica G[{va, vy, v5}], que de hecho es bipartita completa. Por otra parte, X = {vy}
y Y = {v4} forman una particion (X,Y) de G[{va,v4}], pero esta no es bipartita
completa.

Una trayectoria es una grafica G cuyos vértices admiten un orden total tal que
dos vértices son adyacentes en G si y solo si son consecutivos en el orden. Si P es una
trayectoria de orden n, suponemos sin pérdida de generalidad que Vp = {vy,...,v,},
de manera que denotamos a las trayectorias a través del orden de sus vértices, de
modo que P = (vy,...,v,). De lo anterior es claro que, si P 'y P’ son dos trayectorias
de orden n con n > 1, entonces P = P’ donde el isomorfismo es el que manda
un vértice de P en la i-ésima posicion al vértice de P’ en la i-ésima posicion. Asi
pues, denotamos por P, a la trayectoria de orden n. Similarmente, un ciclo consiste
de una trayectoria en la que su primer y ultimo vértice del orden son adyacentes.
Por el mismo argumento, existe un tnico ciclo de orden n, al que denotamos C,,. La
longitud de una trayectoria o un ciclo es el tamano de dicha gréafica. Diremos que
un ciclo o una trayectoria son pares o impares acorde a la paridad de su longitud.

Por otra parte, sean G una grafica y u,v € V. Decimos que W = (v, v9,...,v,) €s
un uv-camino en G si v;v;11 € Eg para cada ¢ € {1,...,n — 1}. Si adicionalmente
v; # v; cada para i # j, decimos que P = (vy,...,v,) es una uv-trayectoria en G.

Si 7 < j, denotamos por v; Pv; al segmento de la trayectoria P que comienza en v; y
termina en v;. Adicionalmente, si v,z € E¢, denotamos por v; Pv;x a la subgrafica
de G inducida por las aristas del segmento v;Pv; y la arista v;z. Analogamente
se define un ciclo en G como C = (vy,...,v,,v1), donde v;v;1; € Eg para cada
ie{l,...,n—1}, v,uy € Egy v; # v; para cada i # j. Continuando con los
ejemplos en la Figura 1.2, P = (vy,v5,v4) €s una vyug-trayectoria en G, y es tal que
P = Pj. Por otro lado, vy Pvyvsvy es un ciclo par de longitud 4 isomorfo a Cjy.

Pasamos ahora a demostrar el siguiente teorema bésico que nos da una condicién
suficiente para que una gréafica contenga a un ciclo como sugrafica.

Teorema 1.1.1. Si G es una grdfica tal que g > 2, entonces G contiene un ciclo.

Demostracion. Si G tiene un lazo en un vértice v, C' = (v,v) es un ciclo en G.
Supoéngase entonces que G no tiene lazos. Sea P = (vy,...,v,) una trayectoria de
longitud maxima en G. Por ser P de longitud méaxima, Ng(v,) C {v1,..., 051}
Ademas, v,v,_1 € Eg y no hay lazo en v,, por lo que

2 < dg <dg(v,) = |Ng(v,)| =14 |Ng(vy) N {vr, ..., 002}

Asi, existe i € {1,...,n — 2} tal que v,v; € Eg. Luego, v; Pv,v; es un ciclo en G.
[ |
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El teorema anterior nos permite demostrar un resultado similar que nos asegura
la existencia de un ciclo en G. Dadas dos graficas Gy H, con conjuntos de vértices
no necesariamente ajenos, definimos la unién de G y H, GU H, como la grafica cuyo
conjunto de vértices es Vi U Vi vy con conjunto de aristas Eg U Eyy.

Proposicion 1.1.2. Sean P = (vy,...,v,) y Q = (uq, ..., uy) trayectorias distintas
en G tales que v1 = uy Yy v, = U,y,. Entonces P U Q contiene un ciclo.

Demostracion. Como Ep # Eg por ser Py () trayectorias distintas, se puede
considerar H = G[EpAEg]. Se afirma que dy > 2. En efecto, sea v € V. Siv =1,
0 v = v,, dado que el grado de v es 1 tanto en P como en (), debe suceder que la
arista de P incidente en v es distinta de la arista de () incidente en v, por lo que

Asi pues, supongase que v es un vértice distinto de los extremos de P. Como
v € Vp, existe, sin pérdida de generalidad, e € Ep incidente en v y e ¢ Eg. Al ser
v un vértice distinto de los extremos de P, existe h # e arista de P incidente en v.
Si h ¢ Eg, entones dy(v) > 2. De lo contrario, nuevamente por ser v distinto de
los extremos de @, existe ¢’ € Eg distinta de h incidente en v. Notese que €' # e
pues e ¢ Eg. Luego, como v tiene grado 2 en P, € ¢ Ep, por lo que € € Ep. Asi,

Esto implica que dg > 2, por lo que, en virtud del Teorema 1.1.1, P U () contiene
un ciclo.

Pasamos ahora a definir una propiedad fundamental de las graficas. Una grafica
(G es conexa si para cualquier par de vértices u y v, existe una uv-trayectoria en G.
Ademas, llamaremos componente conexa a una subgrafica inducida maximal de
G con la propiedad de ser conexa. Si v y v son dos vértices en una grafica conexa
G, denotamos por dg(z,y) a la longitud de la zy-trayectoria més pequena en G.
Decimos que G es aciclica si esta no tiene ciclo alguno como una subgrafica. Asi, en
la Figura 1.1 es claro que G es conexa, mientras que G[{vq, v4}] no lo es. No obstante,
G no es aciclica, mientras que G[{va, v4}] si lo es. Ademas, algunas distancias entre
vértices de G son dg(vy,v1) =0, dg(vi,ve) = 1y dg(ve, v4) = 2.

El siguiente teorema caracteriza las componentes conexas de una grafica G tal
que Ag < 2.

Teorema 1.1.3. Si G es una grdfica con Ag < 2 y C' es una componente conexa de
G, entonces C' es una trayectoria o un ciclo.
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Demostracion. Sea P = (vy,...,v,) una trayectoria de longitud maxima en C. Si
1 = n, entonces C es la gréfica trivial, y por tanto una trayectoria, o es la grafica
con un vértice y un lazo, por lo que es un ciclo. Luego, si 1 # n, al ser P de longitud
méxima se tiene que Ng(v,) C {v1,...,v,_1}. Notese que para cadai € {2,...,n—2}
y para cualquier vértice u distinto de v;_1 y v;11, uv; ¢ Eg pues, de lo contrario,

2> Ag > dg(v;) > 3,

lo cual es una contradiccion. Asi, Ng(v,) C {v,_1,v1} v Ng(v1) C {v,, vz}, mientras
que Ng(v;) = {vi—1,vi41} para cualquier ¢ € {2,...,n — 2}. Ademas, ningin vértice
en C tiene lazos pues Ag < 2, por lo que C' es una trayectoria si v1v, ¢ Fg, 0 es un
ciclo si vyv, € Eg.

|

1.2. Arboles

Una grafica G es un arbol si esta es conexa y aciclica (ver la Figura 1.3). Por
ser aciclica, automaticamente tenemos que G no tiene lazos. Més aun, de la Propo-
sicion 1.1.2 se tiene el siguiente corolario inmediato.

Corolario 1.2.1. Sea T un drbol, y sean u y v vértices de T. Entonces existe una
unica uv-trayectoria en T'.

El Teorema 1.1.1 implica que en un arbol no trivial existe al menos un vértice de
grado 1. Llamamos hojas a los vértices de grado 1 en un arbol.

Us

€1

.

7N

V2

e«

_2‘ @ v
N

0

Figura 1.3: Las aristas de rojo inducen la grafica G[{es, e3, €4, e5}], la cual es un arbol y tiene a v,
y v5 como hojas.
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Dada una grafica G, podemos anadir o eliminar vértices a G para generar una
nueva grafica a partir de G. Si u € Vi, y Vi \ {u} # @ denotamos por G — u a
la subgrafica inducida G[Vg \ {u}]. Similarmente, si e es una arista con e = {z,y},
decimos que H se obtiene de G al subdividir la arista e si Vi = VgU{v.} con v, ¢ Vg
y Ey = Eg U{v.z, vy}t \ {zy}.

Una observacion inmediata es que si x es una hoja de T'y P es una trayectoria en
T que no utiliza a x entonces P es una trayectoria en T'—x. Asi, por el Corolario 1.2.1,
la uv-trayectoria en T' con u # x # v no utiliza a x pues dp(z) = 1y el grado (en P)
de todo vértice en P distinto de los extremos es 2. Ademas, dado que T es aciclica,
es claro que 7' — x también lo es, por lo que tiene lugar el siguiente corolario.

Corolario 1.2.2. §i T es un drbol y x es una de sus hojas, entonces T'— x es un
arbol.

De la misma manera, si e es una arista de T, la gréfica obtenida de la subdivision
de e, T" también da lugar a un arbol pues todas las trayectorias en 1" que no usaban
a e siguen siendo trayectorias en 7T”, mientras que las que la usaban se convierten
en trayectorias de un vértice més al usar las dos aristas incidentes en v, (ver la
Figura 1.4). En tanto, de haber un ciclo en 7", este utilizaria a v, y a sus dos aristas,
por lo que un ciclo de un vértice menos existiria en 7', contradiciendo que este es un
arbol.

€7

Figura 1.4: Al arbol G[{e2,e6}] se le elimina la hoja vs, resultado en un arbol. Por otra parte, al
arbol G[{e4}] se le subdivide la arista e4 para generar otro arbol.

Asi pues, se llega al siguiente corolario.

Corolario 1.2.3. Si T es un drbol y e es una de sus aristas, entonces la grdfica
obtenida al subdividir e es un drbol.
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1.3. Emparejamientos

Dada una grafica GG, decimos que S C Vi es un conjunto dominante de G si
todo vértice fuera de S es adyacente a al menos un vértice de S; al minimo de las
cardinalidades sobre todos los conjuntos dominantes de GG le llamamos niimero de
dominancia y lo denotamos por (G). Similarmente, M C FEg; es un empareja-
miento en G si M no contiene lazos y cualesquiera dos aristas e y f en M son no
incidentes. Si M es un emparejamiento, decimos que los dos extremos de una arista
en M estan emparejados bajo M, mientras que, para cualquier vértice incidente en
una arista de M, decimos que el vértice esta saturado por M. Un emparejamiento
perfecto es un emparejamiento que satura a todos los vértices de la grafica, mientras
que un emparejamiento es maximo si satura la mayor cantidad de vértices de entre
todos los emparejamientos. Denotamos por o/(G) al nimero de emparejamiento
de G, es decir, la cardinalidad de un emparejamiento maximo en G.

Dado un emparejamiento M en una grafica GG, definimos una M-trayectoria
alternante en G como una trayectoria cuyas aristas alternan, siguiendo el orden de
la trayectoria, entre aristas en M y en Eg \ M. Si tanto el inicio como el final de
la trayectoria no estan saturados por M, decimos que esta es una M-trayectoria
aumentable (ver la Figura 1.5).

Us

[
€1 V €5
QO . o
€2
._
€3

U1

\U3 .

8

€7

@ v

Figura 1.5: El conjunto de aristas azules, {e2}, es un emparejamiento M en G que empareja a vy y vg
y los satura. Mas atn, M no es méaximo pues M* = {e4, eg} es un emparejamiento de cardinalidad
mayor. Este si es maximo en G, mas no es un emparejamiento perfecto. No obstante, M* si es un
emparejamiento pérfecto en G —v;. Ademads, (v, ve,vs5) es una M *-trayectoria alternante, mientras
que (vs,vq4) es una M-trayectoria aumentable. Finalmente, {v1,vo,v3} es un conjunto dominante,
pero v(G) = 2 pues {vy,v4} también lo es.
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El siguiente teorema relaciona la existencia de M-trayectorias aumentables con
los emparejamientos maximos.

Teorema 1.3.1 (Teorema de Berge). Un emparejamiento M en una grifica G es
mdximo si y solo st G no contiene M -trayectorias aumentables.

Demostracion. Sea M un emparejamiento en GG. Supongase que GG contiene una
M-trayectoria aumentable, P. Véase que M’ = M AFEp es un emparejamiento en G.
En efecto, M’ no contiene lazos pues ni M ni P los contienen. Por otro lado, para
e, f € M', si ambas aristas se encuentran en M \ E'p, entonces estas son no incidentes.
Si ambas aristas estan en Ep \ M, entonces estas son no incidentes pues P alterna
entre aristas en M y en E'\ M. Finalmente, sie € M\ Epy f € Ep\ M, estas son
no incidentes ya que, de lo contrario, f y e inciden en un vértice no saturado por M
(si dicho veértice es el incial o final de P) o inciden en un vértice saturado por M a
través de una arista en P distinta de e, contradiciendo que M es un emparejamiento.

Asi, M’ es un emparejamiento y, dado que P es M-alternante, este tiene exacta-
mente una arista mas en E \ M de las que tiene en M, por lo que |M'| = |M| + 1,
contradiciendo que M era un emparejamiento maximo en G.

Reciprocamente, supéngase que M es un emparejamiento en GG y que este no es
maximo. Sea M* un emparejamiento maximo en G, de manera que |M*| > |M|. Sea
H = GMAM~.

Obsérvese que cada vértice de H tiene grado (en H) 1 o 2 pues este puede ser
incidente en a lo més una arista de M y a lo més una arista de M*. Asi, Ay < 2,
por lo que, en virtud de el Teorema 1.1.3, cada componente conexa de H es un ciclo
o es una trayectoria. Mas atin, si es un ciclo, este es par pues alterna entre aristas
en M y M* por ser estos emparejamientos, mientras que la trayectoria alterna entre
aristas en M y M* por la misma razon.

Como |M*| > | M|, la subgréfica H contiene mas aristas en M* que en M, por lo
que debe existir en H una componente conexa P que consiste de una trayectoria que
alterna entre aristas en M* y M y cuyas primera y ultima arista estan en M* \ M.
Asi, ambos el vértice inicial y final de P no estan saturados por M, de manera que
P es una M-trayectoria aumentable.

[ |

En gréficas bipartitas es sencillo dar una condicién necesaria y suficiente para
que exista un emparejamiento que sature a todos los vértices en una de las partes de
la biparticion.
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Teorema 1.3.2 (Teorema de Hall). Una grifica bipartita G| X, Y] tiene un empare-
jamiento que satura todos los vértices en X si y solo si

IN(S)| = |S]
para cada S C X.

Demostracion. Sea G[X,Y| una grafica bipartita con un emparejamiento M que
satura todos los vértices en X. Sea S C X. Los vértices en S estan emparejados bajo
M a distintos vértices en N(S), por lo que |[N(S)| > |S|.

Supoéngase ahora que G[X, Y] es una grafica bipartita y supongase que G no tiene
un emparejamiento que sature a todos los vértices en X. Sea M™ un emparejamiento
maximo en G y u € X no saturado por M*. Sea Z el conjunto de todos los vértices
tales que, si z € Z, existe una M*-trayectoria alternante que comienza en u y termina
en z. Como M* es un emparejamiento maximo, se sigue del Teorema 1.3.1 que u es
el tnico vértice en Z no saturado por M*. Sean R=XNZyB=YnNZ.

Figura 1.6: La grafica G es bipartita con la particion (X, Y") dada por la coloracion de los vértices,
de manera que los vértices azules estdn en X y los rojos en Y. Las aristas verdes forman un empa-
rejamiento méaximo M* por el Teorema 1.3.1. Ademés, utilizando las trayectorias M *-alternantes
se obtiene que Z = {u,v9, z,v4,v3}. Asi, R = {u,z,v3} y B = {va,v4}.

Claramente los vértices en R\ {u} estan emparejados bajo M* a vértices en
B. Asi, |B| > |R| — 1 , mientras que cada vértice en B esta saturado por M* ya
que, de lo contrario, la M?* trayectoria alternante de u a y seria M*-aumentable,
contradiciendo que M* es maximo por el Teorema 1.3.1. Luego, |B| = |R| — 1. Por
otro lado, B € N(R) pues, dado y € B, el penultimo vértice de una uy-trayectoria
M*-alternante esta en R. En tanto, todo vértice y en N(R) tiene un vecino x que es
alcanzado por u a través de una M*-trayectoria alternante P cuyo ultimo vértice es
x. Siy es un vértice interno de P, y € B, mientras que si no, uPzry es una trayectoria
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M*-alternante pues z esta saturado por M*, de manera que zy ¢ M*. Por tanto,
B=N(R)y
IN(R)| = |B| = |R| -1 < |R],

de manera que la condicion dada por el teorema falla para S = R.

1.4. Graficas de fichas

Dada una gréfica GG, estamos interesados en obtener una estructura que nos per-
mita estudiar configuraciones de G. No es de sorprender que esa estructura que
buscamos es también una grafica. Asi, en [5], Fabila et al. introducen el concepto de
grdfica de fichas de una grafica G y estudian sus propiedades basicas como grafica en
términos de las propiedades de G. Por tanto, las siguientes definiciones y resultados
se obtienen de dicho trabajo.

Dado X un conjunto y k < |X|, decimos que S C X es un k-conjunto de X si
|S| = k. Ademas, dados dos conjuntos A y B, recordemos que la diferecia simétrica
de Ay B, denotada por AAB, se define como

AAB = (A\ B)U(B\ A).

Asi, dada una grafica G sin lazos y un entero k tal que 1 < k < |Vg|, definimos la
grafica de k fichas de G, Fj (G), cuyo conjunto de vértices consiste de todos los

k-conjuntos de Vi, mientras que dos de estos k-conjuntos, A y B, son adyacentes si
y solo si AAB € Eg (ver la Figura 1.7).

® ®
o®0 )7 0% e
/ \
® o)
%0 0%
\ /
o) o)

Figura 1.7: Se muestra F5 (G), la grafica de 2 fichas de la grafica bipartita completa G[X,Y] con
|X| =1y |Y| = 3. Dentro de cada vértice de F» (G) se dibuj6é a G junto con un 2-conjunto de
sus vértices identificado por los puntos. Notese que los vértices adyacentes a un vértice de Fy (G)
corresponden a aquellas configuraciones que se alcanzan al “deslizar” una ficha a lo largo de una
arista de G.
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Una observacién inmediata de la definicién es que, si G es una grafica sin lazos,
G es isomorfa a su grafica de 1 ficha, es decir, G = F} (G). Esto es inmediato al ver
que los 1-conjuntos de Vi son los unitarios de los vértices y que dos 1-conjuntos son
adyacentes en F (G) si y solo si su diferencia simértica es una arista en G, es decir,
si estos son adyacentes en G.

El siguiente lema reduce los casos a estudiar para las graficas de fichas.

Lema 1.4.1. Sean k y n enteros positivos. Si G es una grdfica sin lazos de orden n
y k <n, entonces Fy, (G) = F,,_¢ (G).

Demostracion. Se propone la funcién ¢: Vi, () — Vi, (@) dada por la regla de
correspondencia p(A) = V \ A. Dicha funcién esta bien definida pues |V \ A| =
n — k. Por tanto, resta demostrar que dicha funciéon da un isomorfismo entre Fj, (G)

Si AB € Ep, (), entonces AAB = {a,b} € Egcona € A\ Bybe B\ A. Asi,

FA)AF(B) = (VN A) AV B)
VAAN(VAB)U (VA B\ (VA A))
=((VANANB)U((V\B)NA)

={b}U{a} ={a,b} € Eg.

Luego, f(A)f(B) € Ep, ,()- Por la misma razon, si f(A)f(B) € Er, , (), entonces
AB € Ep ), por lo que se concluye que Fj, (G) = F,_; (G).

= (
= (

1.5. Policias y ladrones

Llegamos finalmente a la definiciéon del juego de policias y ladrones. Como objeto
de estudio matematico, la version de policias y ladrones que hoy en dia conocemos
es de alrededor de 1980. El parametro que nos dedicaremos a estudiar a lo largo del
texto, el nimero policiaco, fue introducido por Aigner y Fromme en [I]. Por otra
parte, en |2|, Bonato y Nowakowski realizan una revision documental de todos los
resultados que se tienen respecto al juego.

Asi pues, policias y ladrones es un juego de evasion-persecucion sobre una
grafica en el cual dos jugadores, C'y R (del inglés, cops & robbers), toman turnos
alternadamente para conseguir su objetivo. Por una parte, C' controla a una cantidad
fija ¢ de policias tales que estos ocupan vértices no necesariamente distintos de G
y, en cada turno, todos se mueven a través de una arista incidente al vértice en el



1.5 POLICIAS Y LADRONES 13

que se encontraban previamente. Por otro lado, R controla a un tinico ladrén cuyas
reglas de movimiento son las mismas que las descritas para los policias de C'. Por
tanto, el objetivo de C' es que al menos uno de sus policias ocupe el mismo vértice
que el ladrén, momento en el que diremos que dicho policia captura a R y termina
el juego de inmediato con la victoria de C. En tanto, el objetivo de R es evitar su
captura, de manera que R gana el juego si puede hacer esto de forma indefinida. Por
convencion, C' comienza el juego al escoger posiciones iniciales para cada uno de sus
policias, mientras que, posteriormente, R en su primer turno decide en qué vértice
colocar a su ladron.

Diremos que un jugador tiene una estrategia ganadora si cuenta con un con-
junto de reglas a seguir tal que, sin importar lo que haga su contrincante, este es
capaz de ganar el juego. Por tanto, C' tiene una estrategia ganadora si puede even-
tualmente capturar a R tras un numero finito de movimientos y sin importar los
movimientos que este realice, mientras que R tiene una estrategia ganadora si puede
evadir su captura sin importar los movimientos que realice C'.

La version antes descrita es la llamada version “activa” del juego. Hay una version
“pasiva’ en la que, en su turno, cada policia y el ladréon pueden pasar, de modo que
estos mantienen su posicion. No obstante, esta variante del juego puede emularse con
la version activa al jugar sobre graficas reflexivas, de manera que, si algtin policia
o el ladréon buscan pasar, estos se mueven a través del lazo asociado al vértice en
el que se encuentran. Asi, a lo largo del trabajo examinaremos el juego tradicional
tnicamente sobre gréficas reflexivas atn cuando nos referiremos a dichas graficas
como sus versiones sin lazos.

Dada una grafica G de orden n, es claro que si C tiene n policias, entonces
tiene una estrategia ganadora, a saber, en su primer turno coloca cada policia en
un vértice distinto de GG, de manera que, sin importar cuél vértice escoja R, este
pasa a ser capturado inmediatamente. Por tanto, cabe preguntarse, dada una gréfica
G, cuél es el minimo nimero de policias que C necesita para capturar a R. A este
parametro lo llamaremos el namero policiaco de G y lo denotaremos por ¢(G).

Dadas una grafica G y H una de sus subgraficas inducidas, decimos que H es
un retracto de G si existe un homomorfismo f de G en H tal que f(z) = x para
cualquier x € V. A través de esta nocidon, podemos dar una cota inferior para el
ntmero policiaco de una grafica en funciéon de sus retractos.
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Lema 1.5.1. Si H es un retracto de G, entonces ¢(H) < ¢(G).

Demostracion. Supoéngase que k policias tienen una estrategia ganadora en G y
sea f un homomorfismo de G' a H tal que f(x) = x para cada = € Vj. Se consideran
dos partidas indepdendientes en paralelo de policias y ladrones: una jugada sobre GG
y otra sobre H. El juego en H puede considerarse como un juego sobre G pues H
es una subgrafica inducida de G. La estrategia ganadora de C' con k policias en G
puede no ser suficiente para capturar a R en H, por ejemplo, puede que R tenga que
salir de H para ser capturado en la parte de G que no esté en H.

Asi pues, se considera la siguiente estrategia de sombras: los policias jugando la
partida en G siguen la estrategia usual, mientras que los policias jugando la partida
en H realizan los movimientos dados por las imégenes bajo f de los policias en G.
Por simplicidad, se denota por f(c) a las imagenes de las posiciones de los policias
en (G. Asi, si un policia ¢; en G se mueve de un vértice v a v, entonces un policia
f(c;) en H se mueve de f(u) a f(v), el cual es un movimiento valido por ser f un
homomorfismo.

Se afirma que la estrategia descrita es ganadora para los policias en H. En efecto,
considérese que los policias juegan en G y R esta restringido a H. Si los policias estén
a punto de ganar en (G, debe suceder que el vértice en el que se encuentra R y todos
sus vecinos, tanto en H como en (G, son adyacentes a un policia. Luego, si u es el
vértice en el que se encuentra R y v es un vértice adyacente a este, el homomorfismo
f manda la arista uv € Eg a la arista uf(v) € Ey. Luego, como f es homomorfismo,
si ¢; es el policia en un vértice adyacente a v en G, f(¢;) es un policia adyacente a
f(v) en H. Lo mismo sucede con el policia en G que estd en un vértice adyacente al
vértice en el que se encuentra R. Por tanto, todos los posibles movimientos de R son
tales que un policia en H le captura en a lo més su siguiente turno, de modo que k&

policias bastan para capturar a R en H.
|

Lema 1.5.2. Si G es una grdfica, entonces ¢(G) < v(G).

Demostracion. Sea S C Vi un conjunto dominante de G de cardinalidad v(G).
Asi, si C' tiene v(G) policias, este pone uno de ellos en cada vértice de S en su primer
turno. Supoéngase que R se posiciona en v. Si v € S, hay un policia en v, por lo que
el juego termina. De lo contrario, existe una arista que incide en v y es tal que su
otro extremo, u esta en S por ser este dominante. Asi, el policia que se encuentra en
u procede a capturar a R en su siguiente turno.

A manera de exploracion, demostramos el siguiente teorema para arboles.
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Teorema 1.5.3. Si T es un drbol, entonces ¢(T) = 1.

Demostracion. Si T es trivial, el resultado es claro. Por tanto, supongase que es
no trivial. Se dara una estrategia ganadora para C' que controla a un tnico policia.
Se denotara por C' al policia que controla C', de modo que este se posicione en un
vértice arbitrario de T'. De la misma forma, se denotara por R al ladréon que controla
R. En los siguientes turnos, dado que 7" es un arbol, por el Corolario 1.2.1 se tiene
que existe una tnica trayectoria en T' del vértice en el que se encuentra C' al vértice
en el que se encuentra R. Asi, una estrategia para C' es mover al segundo vértice de
la Gnica trayectoria entre su posicion actual y la posicion de R.

Esto implica que, posterior al turno de R, la distancia entre C' y R no aumenta
nunca. Mas atn, dicha distancia debe disminuir eventualmente pues si R evita que
eso pase, este llega eventualmente a una hoja, que existe por ser 7" no trivial. Luego,
inductivamente se tiene que la distancia entre C' y R eventualmente disminuye de 1
a 0, por lo que C' captura a R.

[ |

Dada una gréafica G sin lazos y £ > 1, podemos considerar un juego de policias
y ladrones sobre su gréfica de k fichas, recordando que el juego se desarrolla sobre
la version reflexiva de Fj (G). No obstante, en lugar de trabajar sobre Fy (G) para
obtener estrategias ganadoras, podemos recurrir a la misma grafica para plantear
una modificacion del juego tradicional, de manera que se puede emular una partida
clasica sobre Fj, (G). Esta variante la introduce Fernandez-Velazquez en [0]. Para una
partida tradicional de policias y ladrones sobre Fj, (G), considérese una partida de
policias y ladrones por equipos en G, donde cada policia de C' y el ladrén tienen un
equipo de k fichas tales que, por cada policia y el ladrén, sus k fichas determinan
un k-conjunto de V. Ademas, en su turno, cada policia y el ladrén escogen una
de sus k fichas y la mueven de un vértice a otro a través de una arista, de manera
que posterior a su movimiento estos siguen determinando un k-conjunto de V. Por
otra parte, la acciéon de que un policia o el ladréon pase el turno representa, en la
grafica de fichas, que el respectivo policia o el ladrén no mueva alguna de sus fichas
en GG. En esta ocasion, C' gana si en su turno logra que las k fichas de uno de sus
policias determinen el mismo k-conjunto que las k fichas del ladrén, mientras que el
ladrén gana si puede evitar indefinidamente que esto suceda. En algunas ocasiones
nos referiremos a los vértices de Fj, (G) como configuraciones.

De este punto en adelante, denotamos por ¢; al i-ésimo policia de C, mientras
que al ladrén, controlado por R, lo denotamos por . Nos interesa distinguir entre
las fichas de r, por lo que, para cada 1 < j < k denotamos por r; a la j-ésima ficha
de r. Asimismo, distinguimos las fichas de cada policia ¢;, de modo que, para cada
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1 < j <k, denotamos por ¢;; a la j-¢sima ficha del i-ésimo policfa. Decimos que
un policia ¢; domina una configuracion S € Vg () si este se encuentra en S o en
una configuracion adyacente a S. Ademas, decimos que una ficha ¢; ; de ¢; captura
a r; si estas se encuentran en el mismo vértice. En algunos casos abusaremos del
vocabulario al decir que ¢; captura a r; si una ficha de ¢; le captura. Finalmente, ¢;
captura en la grafica de fichas a r si ambos determinan el mismo k-conjunto de
V. Nuevamente abusando del vocabulario, diremos que C' captura a R si ¢; captura
a r para algun indice 7.



Capitulo 2

Policias y ladrones sobre graficas de
fichas de arboles

2.1. Estrellas

Una estrella es una grafica bipartita completa G[X,Y] en la que |X| =1 o
Y| = 1. Si|X| =1y |Y]| = n, decimos que G[X,Y] es la estrella de n picos y la
denotamos por S,. Ademas, sin pérdida de generalidad supondremos que Vg = [n]
con X ={0} yY ={1,...,n}, donde

n] ={0,...,n}.

Al vértice 0 le llamamos el centro de la estrella, observando que dg, (0) = n.
Consideremos n un entero positivo fijo. Antes de estudiar las graficas de fichas
una estrella S,,, queremos determinar, respecto a n, cuales valores de k debemos con-
siderar para cubrir en su totalidad todos los posibles niimeros de fichas sin trabajar
todas ellas. Notese que el orden de S, es n+ 1 por lo que, en virtud del Lema 1.4.1

Fy. (Sn) = Flyg -k (Sn) = Fuy1-1 (Sn) -

n+1

Luego, si k > "=, se tiene que

n+1_n+1

1-k< 1-—
n+ n —+ 5 5

Por tanto, si s =n+1—Fk, F; (S,) = Fs(S,) y s < "T“, la la invarianza del nimero
policiaco bajo isomorfismo tiene como consecuencia que ¢ (Fy (Sy,)) = ¢ (Fs (Sy)). Asi,
basta determinar ¢ (Fj (S,)) para los enteros k tales que k < 2+, Ademas, siempre



18 POLICIAS Y LADRONES SOBRE GRAFICAS DE FICHAS DE ARBOLES

consideramos 2 < k pues, para k = 1, F} (S,) = S, de modo que del Teorema 1.5.3
se sigue que c¢(F} (S,)) = 1.

En busca de determinar una cota inferior para el niimero policiaco en este caso,
proponemos el siguiente lema respecto a una desigualdad.

2k —1
Lema 2.1.1. Para cualquier k > 2, <k: . ) > k(k—1).

Demostracion. Desarrollando de la formula del binomio,

(2k—1)_k<k_1): (2k — 1)! Ck(b—1)

k—1 (k=1 (2k—1— (k—1))!
2k — 1)!
:(é—mu%!_k%_l)
@2k —1) (k1) E(k—1)(k—1)!
- (k—1)! a (k—1)!
@2k =1) (k1) —k(k—1) (k—1)!
(k—1)! '

Por tanto, es suficiente demostrar que el numerador de la ultima igualdad es
mayor que cero. Asi pues, véase que

k(k—1) (k-1 =(2k—2)-(k-(k—1)---4-3).

Luego, como k > 2 se tiene que k + r > 2 + r para cualquier » € N, de manera que
los ultimos k — 2 términos de la expresion

2k —1)--(k+1)

son mayores o iguales a los ultimos k& — 2 términos de k (k — 1) (k — 1)!. Méas atn,
2k — 1 > 2k — 2, de modo que

2k —1) - (k+1)>k(k—1)(k—1),

<f:f)—k@—1y>0

Ahora estamos listos para demostrar el siguiente resultado.

concluyendo asi que
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Teorema 2.1.2. Sin y k son enteros positivos tales que 2 < k < ”T“, c(Fx(Sn)) >
k.

Demostracion. Como k < ”TH, despejando se tiene que 2k — 1 < n. Basta de-
mostrar que R tiene una estrategia ganadora jugando sobre Fj, (Sg,_1) contra k — 1
policias, notando que para n > 2k — 1, el ladrén realiza los mismos movimientos,
ignorando las hojas adicionales.

Primero se demuestra que dada cualquier configuracion inicial de fichas de los k—1
policias, R siempre puede escoger vértices para posicionar sus fichas de manera que
ningin policia le captura k£ — 1 fichas en las hojas. En efecto, notese que el niimero de
(k — 1)-conjuntos formados tinicamente por hojas de Sgx_; es (Qkk__ll). Por otra parte,
si un policia coloca sus k fichas sobre las hojas, este domina (1:1) de estos (k — 1)-
conjuntos. En este orden de ideas, los £ — 1 policias pueden dominar, conjuntamente,
hasta k (k — 1) de los (k — 1)-conjuntos formados por hojas, de manera que, por el
Lema 2.1.1, R puede escoger una configuracion de k£ — 1 hojas tal que ningin policia
le captura esas k — 1 fichas, escogiendo el vértice 0 para posicionar su tltima ficha y
sobreviviendo su primer turno.

@\@/@
& ®
Figura 2.1: Una posible eleccién de configuracion inicial de R para k = 3. Notese que ninguno de
los k — 1 policias, cuyas posiciones de fichas estan representadas por los puntos azules y rojos, estan

capturando dos fichas de R en las hojas, representadas como el punto, el tridngulo y el cuadrado
negros.

Determinada la disposicion inicial de las fichas, nétese que R no puede ser captu-
rado en el siguiente movimiento de los policias pues, dada la elecciéon de configuracion,
si existe i € {1,...,k — 1} tal que ¢; esta capturando a k — 1 de las fichas de R,
entonces necesariamente una de las fichas de ¢; estéa en el centro, de manera que ne-
cesita al menos 2 movimientos para capturar todas las fichas de r (uno para capturar
la hoja que le falta y uno para recapturar la ficha del centro). Por tanto, R sobrevive
al turno de C' y revisa si ha quedado con k — 1 fichas en las hojas capturadas por un
mismo policia. De no ser asi, R asegura su supervivencia hasta su siguiente turno al
igual que posterior a la elecciéon de configuracion inicial, por lo que se limita a pasar.
De lo contrario, este debe mover la ficha de r en 0.
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Notese que en un mismo turno varios policias pudieron haber completado sus
k — 1 capturas en las hojas donde se encuentran las fichas de r. Sea m un entero
positivo y supoéngase sin pérdida de generalidad que ¢y, ..., ¢, son los policias que
han capturado las £ — 1 fichas de r en las hojas. Dado que cada ¢; pasé de no estar
capturando a capturar las k—1 fichas de R en hojas, entonces necesariamente en esta
nueva instancia dichos policias no tienen una ficha en 0 (pues una de sus fichas se
movi6 de ahi para capturar la hoja que les faltaba, respectivamente). Asi, por cada
uno de estos policias, R tiene una hoja menos a la cual puede mover la ficha de r
en 0, pues perderia el juego inmediatamente. De este modo, en el peor de los casos,
hay m + k — 1 hojas no disponibles de las 2k — 1, donde las k — 1 corresponden a las
hojas en las que R ya tiene una ficha.

Luego, el resto de hojas disponibles pueden estar ocupadas por alguna ficha de
Cmal, - -+, Cr_1, quienes al final de su turno no estaban capturando las k — 1 fichas en
hojas de r. Si alguno de estos policias tiene una de sus fichas en 0 y est& capturando
k—2 de las k—1 fichas en hojas de R, entonces R tiene una hoja menos a la cual puede
moverse, pues de hacerlo, este provocaria que tal policia le capture k£ — 1 fichas en
hojas y bastaria con mover su ficha en 0 a la hoja que le falta capturar. Nuevamente el
peor de los casos implicaria que hay otras k—1—m hojas no disponibles para R (una
correspondiente a cada ¢; con i > m). Asi, R tiene alo mas m+k—1+k—1—m = 2k—2
hojas no disponibles de las 2k — 1, por lo que este siempre tendra al menos una hoja
a la cual se puede mover de manera que no incremente la cantidad de policias que
se encuentran capturando k£ — 1 fichas en sus hojas.

En el siguiente turno, si ninguno de los ¢; con ¢ € {1, ..., m} mueve su tltima ficha
que no esta capturando a 0, R pasa. Notese que los policias ¢,41, ..., cx—1 pueden
seguir moviendo sus fichas y, eventualmente, pueden llegar a agregarse al conjunto
de policias que estan capturando k£ — 1 fichas en las hojas, por lo que en cada uno
de los movimientos de los policias puede que m aumente (o disminuya) y haya que
realizar un reetiquetado de los policias para identificar cuédles son los mas cercanos
a capturar. En caso de que m aumente, cada policia que se encuentra capturando
k — 1 fichas de r en las hojas no tiene una ficha en 0, pues debié haber usado esa
para capturar, asegurando que R puede sobrevivir un turno mas.

En el peor caso, los policias ci, ..., ¢, mueven su ficha que no esta capturando a
0. Se afirma que r tiene una ficha que esta capturada, simultaneamente, por una ficha
de cada ¢; con i € {1,...,m}. En efecto, al ser k — 1 policias y al estar capturando
k —1 fichas de las k del ladrén, en el peor caso se tiene que a cada policia le falta una
ficha distinta por capturar, de manera que, sin pérdida de generalidad, a ¢; le falta
capturar la ficha r;. Finalmente, como m < k—1, entonces cada ¢; esta capturando la
ficha ri, de manera que R procede a mover a la ficha r; a 0. De este modo, R vuelve
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a la situacion inicial en la que ningun policia le estd capturando k — 1 fichas en las
hojas, por lo que el ladrén puede iterar este algoritmo para nunca ser capturado por
algin policia. Se concluye entonces que ¢ (Fj, (Sak-1)) > k.

[ |

Anexamos a continuacién el desarrollo de una partida en la que R utiliza la
estretegia descrita en el Teorema 2.1.2.

N\

(a) (b)
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Figura 2.2: Se presenta una partida de policias y ladrones sobre S5 con 3 fichas. Las escenas se
leen siguiendo la numeracién, de manera que las imagenes en la columna derecha muestran las
situaciones posteriores al turno de C' y las de la columna izquierda son posteriores al turno de R.
En (b), R tiene dos fichas capturadas en hojas, por lo que debe mover su ficha del centro a alguna
hoja. En (d), R se ve forzado a mover una vez mas, lo cual puede hacer pues existe al menos una

de sus fichas que es capturada por los dos policias. En este punto R regresa a una posicion en la
que ningtn policia le captura dos fichas en las hojas, que es justo el objetivo de la estrategia.
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Dado este resultado, nuestra nueva meta es determinar con exactitud el ntimero
policiaco para las graficas de fichas de las estrellas. Para ello, es de nuestro interés
definir un objeto mateméatico que recupere toda la informaciéon esencial respecto a
las posiciones de C'y R en un juego de policias y ladrones. Asi, dada una grafica G
y un juego de policias y ladrones sobre la grafica de k fichas de G contra m policias,
para cadai € {1,...,m}yj € {l,...,k} denotamos por ¢; ; a la j-ésima ficha del i-
ésimo policia. Esto dltimo implica que las fichas de cada uno de los policias recibiran
un etiquetado (arbitrario) al inicio de la partida, pues sera importante que podamos
diferenciar entre dos fichas de un mismo policia para dar instrucciones de movimiento
acorde a ese etiquetado. Adicionalmente, denotamos por [¢;] al conjunto de todas las
fichas de ¢;, es decir, [¢;] = {c;i1,...,cix}. Andlogamente, [r] = {r1,...,r;} (las fichas
de R también recibiran un etiquetado arbitrario). Denotamos por ¢; ;(t) al vértice de
G en el que la j-ésima ficha del i-ésimo policia se encuentra al momento t. Con esto
podemos definir la posicion de ¢; al momento ¢ como el subconjunto ¢;(t) de [¢;] x Vi

dado por
ci(t) ={(cip,cin(t)), ..., (Cigscin(t))}.

De forma similar se define 7 () para la posicion del ladron al momento t. Asi pues,
definimos el turno ¢ del juego, I(t), como la union de las posiciones de todos los
policias y el ladrén, es decir,

I(t) = Uci(t) Ur(t).

La instancia [ se define como la sucesion, posiblemente infinita, (1(0),1(1),...).
Notemos que las instancias describen toda la informacion relevante entre los policias
y el ladron en Fi(G) pues el conjunto de las segundas entradas de cada elemento en
¢;(t) es un conjunto de vértices de cardinalidad k, donde esto tltimo se debe a que
dos fichas del mismo policia no pueden ocupar un mismo vértice en G. Si denotamos
por 7y [¢;(t)] a dicho k-conjunto de Vi, entonces este conjunto determina la posicion
del i-ésimo policia en la grafica de k fichas de G. Parai € {1,...,r} yt € N, decimos
que la posicion ¢;(t + 1) se obtiene legalmente de ¢;(t), o que ¢; hace un movimiento
legal en el turno I(t), si la diferencia simétrica de my [¢;(t)] ¥ 2 [¢;(t 4+ 1)] es una
arista de G o es vacia. Andlogamente se define un movimiento legal en el turno I(t)
para r. Para alguna instancia I, decimos que un turno I(t+ 1) se obtiene legalmente
de I(t) si r y cada ¢; hacen un movimiento legal en el turno /().

Finalmente, dado ¢; un policia (fijo, pero arbitrario), se puede considerar la fun-
cion o;: [¢;] — [r], tal que ¢;; — r; para cada j € {1,...,k}; llamamos a r; el
objetivo de ¢; ; y 0; es la funcion objetivo de ¢;. Definimos dos distancias del i-ésimo
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policia al ladrén en el turno I(t) a través de su funcién objetivo y dependiendo de
la grafica en la que se analiza el juego. Definimos dg (¢;,r) como la suma de las
distancias en G entre cada ficha de ¢; y su objetivo al turno I(t), es decir,

k

de (ci(t), r(t)) = ) da (eiy(t),m5(2)).

j=1

Por otra parte, puede considerarse naturalmente la distancia de ¢;(t) a r(t) en la
grafica de k fichas de G, dp, () (ci(t),7(t)). Resulta intuitivamente claro que

dry(o) (ci(t), (1)) < da (ci(t), (1)) (2.1)

pero la justificacion formal se hara evidente después de introducir el concepto de
obstrucciéon entre dos fichas del mismo equipo.

Con estos preliminares, procedemos a describir una estrategia que seré utilizada
recurrentemente en las siguientes demostraciones. Considérese un turno I(t) del juego
de policias y ladrones sobre la grafica de k fichas de un arbol 7'. Se dice que una ficha
¢;,; esta obstruida si no se encuentra capturando a su objetivo en el turno I(¢) (i.e.,
¢ij(t) #1r;i(t) yvexiste s € {1,...,k} tal que ¢;4(t) es el segundo vértice de la tnica
¢; ;(t)r;(t)-trayectoria en T, recordando que esta es tnica debido al Corolario 1.2.1.
En este caso se dice que ¢; s es una obstruccion para ¢;; en el turno I(t) (ver la
Figura 2.3). Si ademas ¢; ; es una obstruccién para ¢; s en el turno I(t), se dice que
Cij ¥ Cis se obstruyen mutuamente y esta es una obstruccién mutua.
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Figura 2.3: Diagrama de la ficha ¢; ; obstruida por la ficha ¢; ;.

En caso de que ¢; ; esté obstruida, ¢; es incapaz de acercar su j-ésima ficha hacia
r; sin antes remover ¢; ; del vértice ¢; 4(t). Asi, el Algoritmo 1 da una respuesta a
como atender esta situacion de manera que la suma de las distancias de las fichas de
¢; a sus objetivos, dg (¢;(t),r(t)), disminuye (cuando el policia ¢; atin no se encuentra
capturando a r).
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Algoritmo 1: DESOBSTRUCCION

[ S

10
11
12
13

14
15
16

17

Input: Un entero positivo k, un arbol T, un turno I(t) de un juego de policias y ladrones
con k fichas sobre un arbol T' y ¢; s una obstruccién para c; ; en el turno I(t).
Output: Una posicion ¢;(t + 1) obtenida legalmente de ¢;(t) tal que
da (ci(t +1),7(t)) < dg (ci(t), (1))

if ¢;; y ci,s se obstruyen mutuamente then

| et +1) = (cal®) \ {(cigscij(), (cisscis(0))) U {(cigy cis(t)) , (cis, cij(t) )
else
if ¢; s(t) =r;(t) then

if ¢; s estd obstruido por algin c; ., then

| ci(t+1) < DESOBSTRUCCION (K, T’ I(t), ¢ u; Ci,s);

else

L v;,5 < el segundo vértice en la ¢; 4(t)rs(t) -trayectoria;

ci(t+1) « (ei(®) \ {(ciss cis()}) U {(cis, vi5) 5

else
I(8) = (L) \{(eigs cii (1) 5 (i cis (D) }) U (i cis () 5 (Cis, €5 (1))}
if ¢; ; estd obstruido por algin c;, then
| ci(t+1) <= DESOBSTRUCCION (K, T', I(t), i u, Ci j);
else
L v;,; < el segundo vértice en la ¢; ;(t)r;(t) -trayectoria;

ci(t +1) <= (ci() \ {(cigs iy (1)) }) U A(cijr i)}

return c;(t + 1)

En este orden de ideas, el siguiente lema demuestra la validez del Algoritmo 1.

Previamente, notemos que ya estamos en posicion de esclarecer la desigualdad en 2.1.

Al

turno 1(t), el policia ¢; necesita a lo méas dg (¢;(t), r(t)) movimientos para que sus

fichas capturen a sus respectivos objetivos en GG, posiblemnte utilizando reetiquetados
como el utilizado en el Algoritmo 1, de manera que, después de esos movimientos, la
distancia en F(G) entre la posicion de ¢; y r es 0. Notemos que la igualdad en 2.1
siempre se cumple si reetiquetamos a las fichas de ¢; para minimizar dg(c;(t), r(t)).

Lema 2.1.3. El Algoritmo 1 es correcto.

Demostracion. Se identifican los siguientes casos dependiendo del tipo de obstruc-
cion:

1. Sicij y ¢ s se obstruyen mutuamente (ver la Figura 2.4), nétese que basta que
se intercambien las etiquetas de estas fichas pues esto propicia que la distancia
de ambas fichas a sus respectivos objetivos se reduzca en 1y ¢; ; y ¢; s dejan de
obstruirse una a la otra.
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Figura 2.4: Si ¢; ; y ¢; s se obstruyen mutuamente, entonces intercambian etiquetas (y por lo tanto
objetivos). Las demas fichas se mantienen sin cambio.

2. Sic;; y ¢is no se obstruyen mutuamente, se generan dos subcasos:

a) Sir;(t) = c¢;s(t), entonces ¢; ; atin no se se encuentra capturando su res-
pectivo 74 y la ¢; 4(t)rs(t)-trayectoria, P, no contiene a ¢; ;(t), de manera
que ¢; puede mover su s-ésima ficha al segundo vértice de P. Si ¢; s no se
encuentra obstruida, entonces avanza a dicho vértice, reduciendo la dis-
tancia a su objetivo y dejando libre el paso para ¢; ; tal como se muestra
en la Figura 2.5. De lo contrario, la nueva obstruccion entre ¢; s y ¢;,, se
resuelve con una llamada recursiva (ver la Figura 2.6).
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Figura 2.5: Al no haber obstruccién mutua entre ¢; ; y ¢; s, ¢;,s debe avanzar (de ser posible)

siguiendo la ¢; 4(t)rs(t)-trayectoria.

(a)

kS
.
.
— — .
.
-~
\_/

J \\

(b)

-
, S
~
~
~
— o
~
RS
Sea-

Figura 2.6: Como c¢; s esta obstruido, el algoritmo pasa

Ci,sy Ciu-

a enfocarse a resolver la obstruccion para
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b) Sir;(t) # cis(t), cij v cis intercambian sus etiquetas, de modo que ¢;
aumenta la distancia a su objetivo en 1 y ¢;; reduce la distancia a su
objetivo en 1 tal como se muestra en la Figura 2.7. Si ¢; ; no se encuentra
obstruida, entonces esta ficha se mueve al segundo vértice de la ¢; 4(t)r;(t)-
trayectoria (que coincide con el tercer vértice de la ¢; ;(t)r;(t)-trayectoria
que se tenia en el turno /(t)), reduciendo la distancia a su objetivo otra
unidad adicional. De lo contrario, el algoritmo se llama recursivamente
para resolver la nueva obstruccion entre ¢; ; y ¢ .

(a (b)
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Figura 2.7: Las fichas ¢; ; y ¢; s intercambian sus etiquetas, de manera que c; ; se acerca en uno a
su objetivo, pero ¢; s se aleja en uno (notando que lo mismo sucede si r; aparece antes de r; en la
trayectoria). De aqui, el algoritmo decide qué hacer con ¢; ; dependiendo de si ésta se encuentra
obstruida o no siguiendo la estrategia mostrada en la Figura 2.5 o en la Figura 2.6 (sustituyendo

Ci,s POL Cj ;).

Véase que el algoritmo tiene una ejecucion finita pues las llamadas recursivas de
la linea 13 generan nuevas instancias en las que ¢; j recorre la ¢; j(t)r;(t)-trayectoria
inicial a través de reetiquetados de fichas, de manera que en cada uno de esos pasos
dg (¢;(t +1),r(t)) = dg (¢;(t),r(t)). Si en alguna de las llamadas recursivas suce-
de que ¢;; deja de estar obstruida, entonces esta podréa ejecutar la instruccion de
la linea 16, reduciendo su distancia a r; en 1 y, por tanto, dg (¢;(t+1),r(t)) =
dg (¢i(t),r(t)) — 1.

De lo contrario, se tiene que ¢;; llega a través de reetiquetados hasta estar a
distancia 1 de 7}, por lo que, o ¢; ; ¥ ¢; s se obstruyen mutuamente, en cuyo caso ya
se vio que dg (¢;(t + 1),7(t)) = dg (¢i(t), r(t)) — 2, 0 no se obstruyen mutuamente, de
manera que en la siguiente llamada recursiva la ejecucion entra al if de la linea 4.

Al igual que en el caso anterior, si ¢; s no estd obstruida, entonces esta puede
avanzar al siguiente vértice de la ¢; 5(t)rs(t)-trayectoria, reduciendo la distancia a su
objetivo en 1y, a su vez, reduciendo la suma de distancias de las fichas del policia a
sus objetivos en 1 (i.e., dg (¢;(t + 1),7(t)) = dg (¢;(t),7(t)) —1). Por otra parte, si ¢; 5
estd obstruida, entonces esta ficha toma el lugar de ¢; ; en el algoritmo, de manera
que la nueva meta es acercar a c; ; a su objetivo ry, ya sea a través de reetiquetados
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o avanzando la ficha una posicion sobre la ¢; 5(t)rs(t)-trayectoria. Como en la tltima
pasada recursiva no se entré al if de la primera linea, la ¢; ;(t)rs(t)-trayectoria no
tiene a vértice alguno de la ¢; j(t)r;(t)-trayectoria salvo ¢; 5(t) = r;(t), por lo que el
algoritmo no vuelve a encontrarse con obstrucciones que ya ha reetiquetado. Esto
implica que existe un momento en el que el algoritmo reetiqueta dos fichas que se
obstruyen mutuamente o es capaz de mover una ficha del policia a un vértice en el
que no habfa una ficha de él, concluyendo asi que el algoritmo finaliza y regresa una
instancia en la que dg (¢;(t + 1), 7(t)) < dg (¢;(t),r(t)).

[

Finalmente, en aras de la demostracion del teorema principal del capitulo, in-
troducimos la siguiente definicién junto con un lema auxiliar. Considérese un juego
de k policias contra un ladron en Fy (S,,). Notese que, al haber (kﬁl) = k posibles
(k — 1)-conjuntos de {cy, ..., ¢}, se pueden biyectar dichos (k — 1)-conjuntos con las
k fichas de r. Mas atin, dado que cada policia tiene k fichas, es posible que a cada
uno de estos (k — 1)-conjuntos se les asignen, sin repetir, k — 1 fichas, una por cada
¢; que aparezca en tal conjunto. En este sentido, a cada ficha r; se le puede asociar
un conjunto de k£ — 1 fichas de policias distintos, ¢ = {c14,...,¢ri} \ {cii}. De este
modo, como cada ¢; tiene una ficha en todos los ¢; salvo para el j = 7, entonces existe
exactamente una ficha por cada policia, ¢;;, a la que no se le asoci6 ficha alguna de
R. Asi, ¢;; es la ficha libre del policia ¢;. Obsérvese que esta asignaciéon induce, por
cada policia, una funcion objetivo dada por las etiquetas de las fichas de ¢; y r; (el
objetivo de ¢; j es ), la cual sera utilizada cuando sea necesario resolver obstruccio-
nes. En las siguientes demostraciones utilizaremos este etiquetado y asignaciones de
objetivos.

Decimos que el i-ésimo policia tiene bajo asedio a r en el turno I(¢) si cada ficha
de ¢; distinta de su ficha libre esta capturando a su objetivo al turno I(t), es decir,
¢ j(t) = r;(t) para cada j # i. Adicionalmente, decimos que r estd bajo asedio en el
turno () si cada policia tiene bajo asedio a r (en el mismo turno I(t¢)). El siguiente
lema asegura que es posible poner bajo asedio a r.

Lema 2.1.4. Sean n y k enteros positivos tales que 2 < k < ”TH y considérese un
jJuego de policias y ladrones en Fy, (S,) contra k policias. Si el ladron juega de forma
optima, entonces C' logra poner a r bajo asedio en un nimero finito de turnos.

Demostracion. En la estrategia descrita a continuacion, cada policia ¢; ignora a r;
y se dedica a mover sus fichas para capturar a los r; con j # ¢, mientras que su ficha
libre solo se moveré (salvo por aplicaciones del Algoritmo 1) si no esta obstruida y
hasta que el resto de sus fichas se encuentren capturando a su objetivo.
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Asi pues, dado un turno I(t) y para cada i € {1,...,k}, si ¢; tiene al menos una
ficha distinta de su ficha libre, ¢; ;, que no se encuentra capturando a su objetivo r;,
entonces ¢; procede a mover la ficha de este tipo cuyo indice j-ésimo sea minimo,
resolviendo obstrucciones con el Algoritmo 1 en caso de ser necesario. Esto implica
que, en su turno, cada uno de los policias redujo la suma de las distancias de sus
fichas a sus objetivos en al menos 1, es decir, para cada i € {1,...,k},

d (ci(t +1), R(1)) < dg (ci(t), R(t)) -

Luego, si R mueve r; (0 pasa), esta se aleja a lo mas 1 de distancia de las k —1 fichas
que buscan capturarla (todas las ¢; ; con j # ¢), mientras que, como ¢; ignora a r;,
posterior al turno de R se tiene que

D ds, (cialt +1),ri(t+1)) = ds, (et +1),mi(t)) <> ds, (cjalt),ri(t))

1#] i#] 1#]
de manera que, en cada turno, al menos un policia reduce la suma de la distancia
de sus fichas a sus objetivos (sin contar la distancia de su ficha libre a su objetivo),
mientras que el resto la mantiene constante.

Siguiendo esta estrategia es claro que existe un momento a partir del cual las
fichas de un policia ¢; (salvo su ficha libre) ya estan capturando a sus correspondientes
objetivos, i.e., ¢; tiene bajo asedio a r. Si en este caso R se limita a mover r;, entonces
el resto de policias no podria reducir en cada turno la distancia de sus fichas no
libres a sus objetivos (pues r; es el objetivo de sus i-ésimas fichas). No obstante, ¢;
podria mover su ficha libre a 0 (pues si R estd moviendo tnicamente a 7;, entonces
en el centro de la estrella no hay una ficha que obstruya a ¢;;), de manera que ¢;
captura en a lo més un turno, contradiciendo que R juega de forma 6ptima. Este
razonamiento puede utilizarse de forma recursiva para ver que si R juega de forma
6ptima, entonces todos los policias logran que sus fichas no libres capturen a sus
correspondientes objetivos, lo que implica que r esté bajo asedio.

Llegamos asi al resultado principal de la seccion.

Teorema 2.1.5. Sin y k son enteros positivos tales que 2 < k < 2, ¢ (F (S,)) =
k.

Demostracion. Por el Teorema 2.1.2, basta demostrar que ¢ (Fj, (S,)) < k, es decir,
que C' puede capturar a R con k policias. Por el Lema 2.1.4, podemos asumir sin
pérdida de generalidad que r se encuentra bajo asedio. Se consideran los siguientes
casos:
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1. Siesturnode C'y

a) 7 tiene una ficha en 0, supongase sin pérdida de generalidad que es ry,
entonces ¢, es un policia que no tiene una ficha capturando a r; pero el
resto de sus fichas estd capturando a las demas fichas de r en hojas. Mas
aun, la ficha libre de ¢, ik, se encuentra en una hoja, por lo que basta
moverla a 0 para que ¢, capture a r.

b) r no tiene ficha en 0, entonces los policias proceden a llevar sus fichas libres
a 0. En esta instancia, r queda acorralado puesto que mover cualquier r; a
0 haria que ¢; le terminara de capturar con su ficha libre. Por tanto, R se
ve obligado a pasar y al siguiente turno cualquiera de los policias captura
a r moviendo ¢;; al vértice en donde se encuentre ;.

2. Siesturnode Ry

a) 7 no tiene una ficha en 0, R esta obligado a mover para no regresar al caso
1b). Si mueve 7; a 0, ¢; procede a mover ¢;; a 0, capturando a r.

b) r tiene una ficha en 0, r;, el ladrén esta obligado a mover para no regresar
al caso la). Notese que no puede mover r; a la hoja donde esté ¢;;, pues
este se haria perder inmediatamente.

Asi, si se mueve a una hoja que tenga la ficha c;; con j # i, en este
momento ¢; pasa a capturar k — 1 de las fichas de r y es tal que tiene una
ficha en 0, por lo que puede moverla a la hoja donde esté r; para terminar
de capturar a r.

De lo contrario, si r; se mueve a una hoja vacia, entonces ¢; recaptura.
Asi, esta instancia se reduce al caso 2a).

Se concluye pues que ¢ (Fj (S,,)) = k.
|

Presentamos a continuacion el Algoritmo 2 para que C' capture a R, el cual es
tal que la configuracién inicial de cada uno de los policias es la misma y corresponde
a tener una ficha en el centro y el resto en las hojas de S,, — denotamos por Cj a
dicha configuracién. Ademas, las fichas inician con un etiquetado ya establecido, de
manera que las j-ésimas fichas de todos los policias inician en el mismo vértice.
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Algoritmo 2: CAPTURA
n+1

Input: Dos enteros positivos k y n tales que 2 < k < 3=, una configuracion inicial para
el ladron en un juego de policias y ladrones sobre la grafica de k fichas de .S, junto
con un etiquetado de sus fichas.

Output: Un turno I(t) en la que C captura a R.

1 1(0) « la posicion en la que C'y R se encuentran en su configuracion inicial;
2 t+ 0

3 while C no esté capturando a R al turno I(t) do

4 foreach 1 < i<k do

5 if existe j # i tal que ¢; ; no estd capturando a r; then

6 j < el minimo indice tal que ¢; ; no esta capturando a r;;
7 v;,; +— el segundo vértice en la ¢; ;(t)r;(t)-trayectoria;

8 if existe s tal que ¢; s(t) = v; ; then

) if s=14ywv;; =r;(t) then

10 C; (t + 1) —

(ci(t) \{(ci g, i (1), (cisss ins(8))}) U {(cis cis(t)) , (cis, i (1)) )3

11 else

12 L ¢;(t 4+ 1) + DESOBSTRUCCION (k, Sy, I(t), ¢; 5, Cij);
13 else

14 | cilt+1) = (cil®) \ {(cigs iy () U{(cigivig)}
15 else

16 v;,; < el segundo vértice en la ¢; ;(t)r; (t)-trayectoria;

17 if existe s tal que ¢; 5(t) = v;; then

18 L ci(t+1) « ¢(t);

19 else

20 |t +1) (i) \ {(cis cia(®)}) U{(cii,vi)};

21 t+—t+1;
22 | I(t) —r(t—1)UUL, elt);

23 if C esta capturando a R then
24 L continue;
25 else

26 | I(t) < (I(t) \ r(t = 1)) Ur(t);

27 return I(t)

En la Figura 2.8 anexamos una partida en la que C utiliza la estrategia dada
por el Algoritmo 2. Los colores y las figuras inducen un etiquetado, de manera que
1, 2 y 3 corresponden a azul, verde y rojo respectivamente, mientras que 1, 2 y 3
corresponden a punto, triangulo y cuadrado respectivamente.
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Figura 2.8: Se muestra una partida de policias y ladrones sobre S5 con 3 fichas. Las escenas se leen
siguiendo la enumeracion, donde cada una representa la situaciéon posterior al movimiento de uno
de los jugadores. En (h), r se encuentra bajo asedio (todas las fichas salvo las libres de cada policia
se encuentran capturando a sus respectivos objetivos).
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Figura 2.8: Finalmente, C' termina por capturar dos turnos después con su policia azul.

2.2. Estrellas subdivididas

En busca de que el resultado anterior dé informacién acerca de més graficas,
procedemos a definir una generalizacion de las estrellas trabajadas en la tultima sec-
cion. Dado n € Nt para cada ¢ € {1,...,n} tomemos un m; € N. Asi, definimos
una estrella de n ramas subdivididas, S(m,...,m,), que consiste en tomar la
grafica S, y, para cada i € {1,...,n}, subdividir la arista 0i m; veces. Véase que
S(0,...,0) =.S,. Mas concisamente, S(my,...,m,) = (V, E), donde

V= (U{ij:je {o,...,mi}}> U {0}

E= (U {ijij1: g € [ma] \ {mz'}}) U {0ig: i € [n] \ {0}}.

=1

Para cada i € {1,...,n}, llamaremos a la trayectoria (i, . .., %,,) la i-ésima rama y
la denotamos por P;. Asimismo, nos referiremos por vértice soporte de la i-ésima
rama al vértice inicial de P;, ip. Dado m € N, denotaremos por S, ,, a la grafica
S(my,...,my,) donde m; = m para cada ¢ € {1,...,n}. Asi llamaremos a S, ,, la
estrella de n ramas con m subdivisiones.
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En busca de una cota inferior para el nimero policiaco de las graficas de k fichas
de las estrellas subdivididas, el primer objetivo de esta seccion es dar una estrategia
para R en funciéon de la estrategia dada en el Teorema 2.1.2. Asi pues, si T es un
arbol y x € Vg, sea H = G[Nyp|x]]. Definimos una funcion s’ de Vr en Vi dada por
la regla de correspondencia

s'(v) = uy,

donde wu, es el vértice de H que minimiza d(v,u) para cada u vértice de H. Notese
que f esta bien definida pues si v € Vi, §'(v) = v. Por otra parte, si v ¢ Vy, por ser
T un arbol se tiene, por el Corolario 1.2.1, que existe una tnica vz-trayectoria en T,
por lo que f(v) es precisamente el penultimo vértice de la va-trayectoria. Definimos
la funcion s: Vg () — Ule (VZH ) dada por la regla de correspondencia

s(C)={s(v): vel}.

Notemos que esta funcién esta bien definida pues s’ lo esta y la imagen de s consiste
de un conjunto con al menos un elemento de V. Llamamos a s(C) la sombra de C
sobre H. De forma similar, dada una partida de policias y ladrones sobre la gréfica
de k fichas de un arbol T, para cada ¢;, podemos considerar la sombra de ¢; sobre
H, ¢}, como un policia cuya j-ésima ficha esta sobre la sombra de la posicién de ¢; ;,
es decir

ci;(t) =5 (ciy(t)) .
Notese que puede pasar que ¢ no determine un k-conjunto de Vy, pues s’ no nece-

sariamete es inyectiva. No obstante, esta definiciéon de la sombra de un policia nos
ayuda a describir la estrategia buscada para R.

Lema 2.2.1. 57 S es una estrella subdividida de n ramas y k es tal que k <
entonces ¢ (Fy, (S)) > ¢(Fy (Sy,)) = k.

n+1
o5

Demostracion. Considérese un juego de policias y ladrones sobre Fj, (S) con k —
1 policias. Sea H la subgrafica inducida de S isomorfa a S,. Por lo dicho en la
demostracion del Teorema 2.1.2, R puede escoger una configuracion inicial sobre
H con una ficha en 0 y de manera que ningtn policia le captura k£ — 1 fichas en
los vértices soporte de las ramas de S. Mas atn, esto se cumple también para las
sombras de cada policia pues, en caso de que ¢; no determine un k-conjunto de S,
este debe tener al menos dos fichas sobre una misma rama, por lo que ¢; determina
a lo mas k conjuntos de k — 1 fichas en los vértices soporte de las ramas de S al igual
que en el Teorema 2.1.2. Esto asegura que R sobrevive a su primer turno y, cuando
C' mueva sus policias, las sombras de estos no capturan a R pues:
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= Si la ficha de ¢; que se movi6 lo hizo sobre una rama de S, ¢ no cambia su
configuracion.

= Si¢; movid una ficha fuera de una rama hacia 0, ¢ atin no captura k — 1 fichas
sobre las ramas y R tiene una ficha en 0, por lo que ¢ no captura a R en su
siguiente turno.

= Si¢; movid una ficha de 0 a una rama, ¢; aun tiene que recapturar a 0 con otra
ficha.

En los siguientes turnos, R pasa hasta que la sombra de al menos un policia le
captura k — 1 fichas en los vértices soporte de las ramas de S. Notese que R puede
hacer esto pues, si algin ¢; estuviera a un turno de capturarle, sucede una de dos
cosas:

1. Si la ficha r; que atin no captura c;; esta en el vértice soporte de la i-ésima
rama, dado que r tiene una ficha en 0, debe suceder que ¢; ; esta en la i-ésima
rama, por lo que ¢ ya capturaba a R, contradiciendo que ¢} no capturaba a R
inicialmente.

2. Silaficha r; que no captura ¢; ; esté en 0, entonces previamente ¢; ya capturaba
k — 1 fichas de R en ramas, lo cual es una contradiccion pues inicialmente ello
no sucedia.

Este argumento prueba que, si al final del turno de R, ningtn policia tiene a su
sombra capturando k—1 fichas en vértices soporte de las ramas, entonces R sobrevive
a su siguiente turno, por lo que se probara que R siempre puede volver a una de estas
situaciones.

Supoéngase que R tiene las k — 1 de sus fichas en vértices soporte capturadas por
las sombras de policias cj,...,c), y sea r; la ficha de r en 0. Dado que en el turno
anterior estos no capturaban las fichas de R en vértices soporte de las ramas, ¢; no
tiene ficha en 0 para cada i € {1,...,m}. Ademas, estos cubren a lo mas m ramas
a las cuales r; no se puede mover pues algin ¢ le terminaria por capturar (mas
no necesariamente ¢;). Por otra parte, las sombras ¢, ..., c;_; pueden evitar que
R mueva r; a, a lo més, otras kK — 1 — m ramas, pues alguno de estos pasarian a
capturarle k£ — 1 fichas en los vértices soporte de las ramas y, en su siguiente turno,
c; terminaria por capturar a R si este tiene una ficha en 0. Asi, 7, tiene a lo més
m+k—1+k—1—m = 2k — 2 vértices soporte de las ramas a los cuales no se puede
mover, y como n > 2k — 1, r puede mover su ficha a al menos un vértice soporte de
las ramas.
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En tanto la sombra de ningin policia que le capture k& — 1 fichas en vértices
soporte de las ramas tenga una ficha en 0, R pasa, lo cual es posible pues, en caso
de que algtn policia ¢; esté a un turno de capturarle, este debié primero capturarle
k —1 fichas con su sombra y, posteriormente, mover su ficha que atin no captura a 0.
Sean cq, ..., ¢y, los policias que, con sus sombras, le capturan k£ — 1 fichas en vértices
soporte de las ramas a r y tienen la sombra de su ultima ficha que no captura en 0.
Se afirma que 7 tiene una ficha que esta capturada simultdneamente por cf, ..., c .
En efecto, al ser k£ — 1 policias y al estar captutando k£ — 1 fichas de r con su sombra,
en el peor caso se tiene que a cada sombra de policia le falta una ficha distinta por
capturar, de manera que, sin pérdida de generalidad, a c; le resta capturar la ficha r;
de r. Finalmente, como m < k—1, cada ¢ esta capturando la ficha 7, de manera que
R mueve r; a 0, terminando su turno con la sombra de ningtun policia capturandole
k — 1 fichas en los vértices soporte de las ramas de S. Por tanto, R puede iterar esta
estrategia de modo que ¢ (Fj (S)) > k.

[ |

Lo importante de la estrategia anterior es que esta no depende de que la grafica
sobre la que se toma su grafica de fichas sea una estrella, pues la definiciéon de sombras
es valida para cualquier drbol y un vértice de él que se toma como centro. Asi, tiene
luegar el siguiente corolario.

Aptl

Corolario 2.2.2. Sea T' un drbol. Si k es un entero positivo tal que k < =5=,

entonces ¢ (Fy, (T)) > k.

Introducimos ahora una nueva definicién respecto a las condiciones en las que un
policia tiene bajo asedio a r. Diremos que el i-ésimo policia tiene bajo asedio débil
a r al turno I(t) si cada ficha no libre de ¢; esté a distancia a lo més 1 de su objetivo.
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Figura 2.9: El policia azul tiene bajo asedio débil a r. Obsérvese que no es necesario que la ficha
libre del policia se encuentre cerca de su objetivo.

Con este preliminar, es posible enunciar una generalizacion del Teorema 2.1.5.

Teorema 2.2.3. Sean n y k enteros positivos tales que 2 < k < "TH

Entonces ¢ (Fy, (Spm)) = k.

y m un natural.

Demostracion. Del Corolario 2.2.2 se deduce que ¢ (F, (Sy,.m)) > k por lo que resta
ver que k policias son suficientes para capturar.

La estrategia de captura se divide en dos fases: el posicionamiento de los policias
para poner bajo asedio débil a 7 y la captura de R sobre las ramas de S, ,,,.

En la primera fase, las fichas de los policias ejecutan la misma estrategia dada por
el Algoritmo 2. Por los mismos argumentos expuestos en el Teorema 2.1.5, después
de un cierto namero de turnos, un policia ¢; pone bajo asedio a r (recordando que
el Algoritmo 1 resuelve obstrucciones sin importar el arbol sobre el que se juega). El
problema surge una vez que ¢; asedia a r pues, si su ficha libre esta obstruida, el Al-
goritmo 2 indica que ¢; pasa. Asi, si m > 1, r; puede moverse sobre una misma rama,
de modo que, en algiin momento, el algoritmo hace que todos los policias distintos
de ¢; recapturen (pues ¢; recaptura) y ¢; seguiria con su ficha libre obstruida. Asi,
R tendria una forma de ciclar el juego contra la estrategia dada por el Algoritmo 2
pues, en cada turno, ningtn policia ¢; reduciria el parametro dg, ,, (c;(t),7(t)).
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Para atender esta situacion, C' modifica su estrategia ligeramente, resolviendo la
obstruccion de la ficha libre de ¢; en lugar de pasar.

Se afirma que esta nueva estrategia propicia que, en algn turno, un policia ¢;
con j # i logra reducir la suma de las distancias de sus fichas a sus objetivos (sin
considerar su ficha libre). En efecto, si ¢; tiene bajo asedio a r, y R mueve una
ficha r; con j # i, entonces, dado que el j-ésimo policia ignora a r;, este puede
avanzar o resolver obstrucciones con el Algoritmo 1 para reducir dg, ,, (¢;(t),r(t))
(sin considerar la distancia entre ¢;; y 7;). Analogamente, si R pasa, entonces todos
los policias (salvo quizés ¢;) reducen la suma de las distancias de sus fichas a sus
objetivos sin considerar su ficha libre.

Por otra parte, si R mueve su ficha r; indefinidamente para que lo anterior no
suceda, basta demostrar que c;; puede acercarse a ella en cada turno hasta que R se
vea obligado a mover alguna otra ficha r;. Si la ficha libre de ¢; se encuentra obstruida,
esta puede resolver la obstruccién de la forma usual, reduciendo la distancia de ¢;;
a r; por £ + 1 unidades, donde ¢ es el niimero de obstrucciones que se resuelven en
la ejecucion del algoritmo. Notese que esta accion propicia que ¢; deje de poner bajo
asedio a r. No obstante, esto no representa un problema pues resolver la obstruccion
hace que cada una de las /¢ fichas de ¢; reetiquetadas por el Algoritmo 1 se posicione a
distancia 1 de su objetivo correspondiente, de modo que ¢; tiene bajo asedio débil a r.
En los siguientes turnos, ¢; se dedica a ejecutar el Algoritmo 2 hasta que nuevamente
cada una de sus fichas distintas de la libre capturen a sus objetivos, situaciéon que se
alcanza después de ¢ turnos pues r solo mueve a la ficha r;. Esto implica que en esos
¢ turnos r; se aleja de ¢;; en a lo més ¢ unidades, de manera que, cuando ¢; vuelve a
poner bajo asedio a 7, la distancia entre ¢;; y r; se redujo al menos en una unidad.
Asi, ¢; logra reducir la distancia entre su ficha libre y su objetivo, de manera que
este algoritmo se puede iterar las veces que sean necesarias para que ¢; termine por
capturar a r. En caso de que ¢; no resuelva una obstrucciéon al perseguir a r;, estas
dos fichas no necesariamente reducen su distancia (r; podria alejarse de ¢; sobre una
rama). Sin embargo, 7; no puede alejarse indefinidamente de ¢;;, pues cada rama
tiene un ntmero finito de subdivisiones.

Por tanto, R esté obligado a mover una ficha distinta de r;, que es justo lo que
se buscaba. Ademés, ¢; mantiene bajo asedio débil a r en todo momento. Por tanto,
aplicar la estrategia mencionada propicia que eventualmente todos los policias tengan
bajo asedio débil a r.
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Para la segunda fase, cada que R mueva la ficha r;, si el policia ¢; tiene bajo
asedio débil a r, entonces prioriza que las fichas distintas de su ficha libre capturen
a su objetivo; de otro modo, acerca su ficha libre hacia r;, resolviendo obstrucciones
de la forma usual. Este proceso se intercala para cada policia, y cada movimiento de
ladrén, de manera que eventualmente un policia logra posicionar su ficha libre en el
mismo vértice que su objetivo mientas tiene bajo asedio a r, i.e., R es capturado.

[ |

Observemos que el Teorema anterior no depende de la cantidad de vértices que
haya en una estrella subdividida, por lo que se puede enunciar un resultado un poco
més general.

n+1

Corolario 2.2.4. Sean n y k enteros positivos tales que 2 < k < 3

ie{l,...,n}, m; € N. Entonces c(Fy (S(m1,...,my,))) = k.

Y, para cada

En resumidas cuentas, el nimero policiaco de la grafica de k fichas de una es-
trella con al menos 2k — 1 ramas subdivididas es k. Ademas, este nuevo algoritmo
generalizado también resuelve la instancia en la que m = 0. Omitiremos de momento
el algoritmo y un ejemplo de su ejecuciéon en una partida pues, como se vera en la
Seccién 2.4, este mismo procedimineto nos es util para probar un resultado atin mas
fuerte.

2.3. Estrellas de grado bajo subdivididas

A diferencia de lo expuesto en la Secciéon 2.1 donde, debido al Lema 1.4.1, el
Teorema 2.1.5 daba una respuesta al ntimero policiaco de cualquier estrella simple,
resulta que no podemos concluir, del Teorema 2.2.3, el niimero policiaco de las graficas
de k fichas de las estrellas con n ramas subdivididas si ”T“ < k. Para ver esto,
consideramos n un entero fijo y k,, el minimo entero tal que "T“ < ky. Al ser este un
minimo, sucede que

1
hy—1< 00 g
de manera que
1 3
kngn; +1:”; by + 1

y, por tanto, k, = L"’L?’J.
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En este orden de ideas, para cualquier entero positivo n, si m = 0, ‘V5n7m| =
n(m+1)+1=mn+ 1, de modo que, tal como se expuso al inicio de la Seccion 2.1,
n > 2 (|V5n’m‘ — k:) — 1 para cualquier k& > k,, por lo que el nimero policiaco de
Fi.(Snm), acorde al Teorema 2.1.5, es n+1 — k. No obstante, si m > 1, y recordando

que k < M debido al Lema 1.4.1:

2(|Vsy| = k) =1=2(n(m+1)+1—-k)—1

1)+1
ZQ(n(mle)—l—l—%)—l
=nm+1)+1—-1
> 2n > n,

es decir,
n+1

2
por lo que no es posible utilizar el Teorema 2.2.3 para calcular el niimero policiaco
de F) V|~ (Sn.m) para cualquier k& > k,. No obstante, vale la pena notar que la

< |Vsp| = k.

estrategia descrita en dicho teorema no dependia del ntimero de ramas que tiene
la estrella subdividida, por lo que es posible concluir que ¢ (Fy (S,.m)) < k para
cualesquiera n entero positivo, m >0y k > 2.

A manera de exploracion, si n = 3, entonces k,, = 3, por lo que podemos dar una
estrategia de escape para R en F3 (S5;) ante n+1—k,, = 1 policia, contrario al caso
de F3(S3) donde un policia basta para capturar a R (ver la Figura 2.10).

e aYa D

(a) (b)

O O

| |
/@\ /@\
Q/@ @\Q Q/ @\O
Figura 2.10: En (a), R escoge una posicion sobre el S7 inducido de manera que sobrevive al menos
un turno.
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e 2V a )

(c) (d)

(e)

7 ~N
O O
Figura 2.10: Posterior al movimiento de C, R mueve una de sus fichas hacia una hoja como en (c),

de manera que, sin importar como se acerque C' a R, este siempre puede mover hacia el lugar que
acaba de desocupar la ficha de C' que se acaba de mover.

Como solucién al problema de esta seccion, si k > k,,, acotaremos inferiormente el
numero policiaco para las graficas de k fichas de varios tipos de estrellas subdivididas
de n ramas. Previo a ello, demostraremos una desigualdad ttil para la prueba de la
cota inferior.

Lema 2.3.1. Si k > 1, entonces

U%W — 1) (k+1) < 2",
k+1

Demostracion. Se procede por induccion sobre k. Para k = 1 es claro que TW —
1 =0y 2¥ =2, por lo que la desigualdad es inmediata. De forma similar, si k = 2,

U%W _1>(k+1)=3<4=2k.
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Supongase ahora que, dado k£ > 2, la desigualdad es cierta para cualquier 1 <n < k.
Luego si k es par,

(52 - (2] s 159

Ademas, para cualquier £ > 2, kK + 1 > 1, de manera que por hipétesis de induccion

se tiene que
[%W -1< U%W —1) (k4 1) < 2~

Asi, sustituyendo en la ecuacion anterior se concluye que

U%W —1) (k+2) < 2F 4 2F = 2k *L,

Por otro lado, si k es impar,

(5] =[5 o
“(J2]) o2 3]
= <_§_)(k)+k+1
= <§ —1> (k) +2k+1

Luego, para toda k > 3 (pues se asumioé que k es impar) se tiene que (ﬂ —-1>1,
de modo que por hipotesis de induccion se sigue que

k< Uﬂ —1) (k) <28ty k+1< ([%w —1) (k4 1) < 2~

Por tanto, al sustituir en la ecuacién anterior se obtiene que

k+2
G—; W—1> (k+2) < 281 4okt ok — ok 4 ok — oh+1

Recordemos que para una grafica G, o (G) es el numero de emparejamiento de
G. Asi pues, pasamos a demostrar el siguiente teorema.
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Teorema 2.3.2. Sea G una grdfica no vacia. Si1 < k < o/(G), entonces ¢ (Fy, (G)) >
5]
.

Demostracion. Se demostrard que R tiene una estrategia de escape al jugar sobre
Fy (G) contra [%:1] — 1 policias.

Sea M = {61, e ,ea/((;)} un emparejamiento maximo de G. Ademaés, para cada
ie{l,... k}, sean u; y v; los vértices extremos de e;, los cuales son todos distintos
por ser M un emparejamiento.

Notese que en Fy, (G) existen 2% vértices tales que, para cadai € {1,...,k}, existe
una y solo una ficha en u; o en v;. Sea S dicho conjunto de 2 vértices.

Por otra parte, afirmamos que para cualquier v € Fj, (G) sucede que [N[v] N S| <
k + 1. En efecto, si v € S, entonces este es adyacente a otros k vértices en S, uno
por cada ficha que estuviese en wu; y pudiera moverse a v; y viceversa. Por tanto,
IN[v]N'S| = k+ 1. En caso de que v ¢ S, N[v| NS = @ si existen e; y e; en M
tales que v no tiene ninguna de sus fichas en los vértices w;, u;, v; y v;. Finalmente,
supongase sin pérdida de generalidad que v tiene una ficha en u; o v; para cada
i€{2,...,k}. Luego, [N[v] N S| <2, donde la igualdad se da si y solo si la ficha de
v que no esta ni en u; ni en vy estd en un vértice de GG adyacente a ambos uy y v;.
Luego, como k > 1, se sigue que 2 < k + 1, concluyendo que |[N[v]NS| <k + 1.

Esto tltimo implica que en un juego de policias y ladrones sobre Fj (G), un
policia, sin importar su configuracion actual, estd a un turno o menos de a lo mas
k 4+ 1 configuraciones en S. Luego, si C' tiene (%W — 1 policias, estos prohiben a lo
mas ([%W — 1) (k + 1) configuraciones iniciales si es que R quiere comenzar en una
configuracion en S y busca sobrevivir al primer turno de C.

Por tanto, en virtud del Lema 2.3.1 se sigue que R tiene

2k—<[¥w —1) (k+1)>1

posibles configuraciones iniciales, de modo que R sobrevive al primer turno de C'y
este tiene, para cada ¢ € {1,...,k}, una y solo una ficha en u; o en v;.

Por el resto del juego, R pasara en tanto no haya un policia de C' a un turno de
capturarle. Por otra parte, si al menos un policia estd a un turno de capturarle, se
demostrara que R puede mover sus fichas de modo que este sigue en una configuraciéon
en S y ningin policia estd a un turno de capturarle.

Asi pues, supongase sin pérdida de generalidad que, para cada i € {1,...,k}, R
tiene su i-ésima ficha en u;, y ¢; es un policia tal que, para cada i € {1,...,k — 1},
c1; estd en u; y ¢ estd en un vértice adyacente a uy, de modo que ¢; estda a un
turno de capturar a R. Notese que si c;; estd en la vecindad cerrada de vy, R no
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puede mover 1, si pretende quedarse en una configuracién en S. No obstante, puede
mover cualquier r; de u; a v; con i € {1,...,k — 1} quedando en una posiciéon en S
tal que c; esta a dos turnos de capturarle pues ¢;; ya capturaba a r; antes de que
este se moviera.

Por otra parte, si ¢; es un policia que esta a dos turnos de capturarle, supéngase
sin pérdida de generalidad que ¢;; estd en u; para cada i € {1,...,k—2}, es decir, ¢;
ya captura las primeras k — 2 fichas de r. Notese aqui que a lo més dos movimientos
de R, que lo mantienen en una configuraciéon en S, son tales que este se pone a
un turno de c¢q, a saber, mover r;_; a v,_; y mover r; a vi. Mas aun, para que
estos movimientos sean tales que le pongan a un turno de ser capturado por cy,
debe suceder que dicho policia tenga sus ultimas dos fichas sin capturar en v,_1 y vy
respectivamente.

Asi, si p; es el namero de policias de C' a un turno de capturar a R, entonces
claramente p; > 1 y hay (k—;lw — 1 — p; policias a al menos dos turnos de capturar
a R. Luego, en el peor de los casos, R tiene

I

posibles movimientos que lo mantienen en una configuraciéon en S y son tales que,
al realizarlos, ningtn policia estara a un turno de capturarle. Dicha cantidad se
minimiza cuando p; es minimo, por lo que, en el peor de los casos, R tiene k + 3 —

2 (%w movimientos posibles. Se generan dos casos:

1. Si k es impar, el nimero de movimientos posibles es

k+1
k+3—2%:2.

2. Si k es par, el nimero de movimientos posibles es

k9
k+3—2%:1.

En cualquier caso se tiene que R siempre tiene al menos un movimiento que lo
mantiene en una configuraciéon en S y ningtn policia estd a un turno de capturarle,
concluyendo asi que ¢ (Fy (G)) > [EH].

[ |
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Si bien el teorema anterior nos da la cota que buscamos para el niimero policiaco
de las graficas de fichas de las estrellas subdivididas, antes de ello queremos explorar
el alcance de esta cota para distintas k’s, pues el nimero de emparejamiento de una
grafica puede estar arbitrariamente alejado de la mitad de su orden, de manera que
habria una gran cantidad de valores tales que o/ (G) < k < |2ﬂ Un ejemplo de este
caso son las ya mencionadas .5,, cuyo numero de emparejamiento es 1 pues cualquier
arista de S,, tiene como extremo a O.

Asi pues, centramos nuestra atencion en el problema de cémo calcular el namero
de emparejamiento de las estrellas subdivididas. Si S es una estrella de n ramas
subdividida, al ser esta un arbol, dicha grafica es bipartita, por lo que podemos
calcular o (S) de forma relativamete sencilla.

Teorema 2.3.3 (Formula de Konig-Ore). Si G[X, Y] una grifica bipartita, entonces

d(G)=|X|—méx{|I| - |N(I)|: I C X}.
Demostracion. Sea I C X. Si |I| — [N(I)] < 0, es claro que o/(G) < |X]| <
| X| — (|Z] = |N()]). Por otro lado, si |I| — |[N(I)| > 0, sea M un emparejamiento
maximo de G. Notese que, por ser M emparejamiento maximo, existe U C [ tal que
todo vértice de U no esta cubierto por M y |U| = |I| — |N(I)]. Asi,

o (G) = M| < [X] = [U] = [X] = (] = [N(D)]).

Dado que lo anterior se cumple para cualquier I C X, se sigue que

o (G) < [X]| —max {[[| - [N(I)]: I € X}.

Por otra parte, sea F' tal que |F'|—|N(F)| es maximo sobre todos los subconjuntos
de X. Como |@| — |[N(@)| = 0, se tiene que |F| — |N(F')| > 0. Asi pues, considérese
G’ la grafica resultante de G al agregar |F| — |N(F')| vértices a Y y hacerlos todos
adyacentes a X. Luego, si [ C X,

11| = ]+ [Na(I)| — [Ne(1)]
= [Na(D)| + (] = [Na(1)])
< [Ne(D)[ + (|F| = [Na(F)|) = Ne:(1).
Asi, por el Teorema 1.3.2, G’ tiene un emparejamiento que satura a X . Restringiendo

M a las aristas de G se tiene un emparejamiento de G con al menos |X| — (|F| —
|Ng(F)|) aristas, por lo que

o (G) z [X]| —max{[[| - [N()] : I € X},

y, consecuentemente, se da la igualdad.
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Este teorema implica que basta encontrar un / C X que maximice la cantidad
|I| — |N(I)| dada una biparticion [X, Y] de una grafica bipartita G. Luego, si G es
un arbol, este tiene una tnica biparticion de sus vértices en dos conjuntos X y Y
independientes (salvo la biparticion en la que X y Y se intercambian).

Asi pues, para S una estrella subdividida, supongamos sin pérdida de gene-
ralidad que 0 € Y, recordando que 0 es el Gnico vértice de S cuyo grado pue-
de ser mayor a 2. Dado F' C X, diremos que F' es maximo si |F| — |[N(F)| =
max {|I| — [N(I)| : I C X} y este es maximal bajo contencién con dicha propiedad.
Probaremos ahora algunos lemas auxiliares respecto a dichos conjuntos maximos.

Lema 2.3.4. Sean n > 1 y S[X,Y] una estrella subdividida de n ramas con partes
X yY tal que 0 € Y. Sean F C X mdzimo e (ig,...,in,) una rama de S, donde
1 << nymeslalongitud de la rama. St ip; € F' para alguna 0 < j < L%J,
entonces {igl: 0<i< L%J} CFy0e N(F).

Demostracion. Supodngase sin pérdida de generalidad que ¢ = 1. Se demostrara
que la(j+1) ¥ lagj—1), en caso de existir, estan en F'.

Como 1y; € F, ambos 13;_1 y 1gj41, en caso de existir, estan en N(F'). Luego,
supongase que lgjyo = ly;4y) existe y no estd en F. Dado que 1; € ' C X,
Iyj41 € Y y es adyacente a 1y(;41), por lo que 141y estd en X y, por tanto, es
distinto de 0, de manera que este tiene grado 1 o 2, generando dos casos:

1. Si tiene grado 1, F' = F'U {12(j+1)} es un conjunto de cardinalidad uno mas
que F'y N (F') = N(F) pues el tinico vecino de 1y(;;1) también es vecino de
1o5. Por tanto, F” es tal que |F'| — |[N(F")| > |F| — |N(F)|, lo que contradice
que F' sea maximo.

2. Si tiene grado dos, nuevamente se generan dos casos:

a) Sily;y1)+1 € N(F'), entonces, al igual que en el caso 1, F' = F'U {12(j+1)}
es un subconjunto de X tal que |F'| — |N(F")| > |F| — |[N(F)].

b) Silagj1y41 & N(F), entonces F' = F U {1y41)} es tal que [F'| = |F|+1
y IN(F")| = |N(F)| 4+ 1, por lo que si bien |F'| — |[N(F")| = |F| — |N(F)|,
F C F', contradiciendo que F' sea maximo

Lo anterior implica que 111y € F'. Andlogamente se tiene que 1y;_1) € F, de
modo que, procediendo de forma recursiva, {12]»: 0<5< L%J} C F. Luego, como
1p € F y este es adyacente a 0, se sigue que 0 € N(F).

|
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En seguida damos una condicién suficiente sobre un conjunto maximo F' para
asegurar que el vértice soporte de cada rama de una estrella subdividida esté en S.

Lema 2.3.5. Sean n > 1 y S[X,Y] una estrella subdividida de n ramas con partes
X yY tal que 0 € Y. Sea FF C X mdximo. Si 0 € N(F), entonces iy € F para
cualquier 1 < i <n.

Demostracion. Similar a la demostracion del Lema 2.3.4, si existe i € {1,...,n}
tal que ig ¢ F, entonces F' = F'U{ig} es un conjunto tal que |F'| — |N (F")| > |F| —
|N (F)| siig tiene grado 1 o sii; € N(F'), mientras que |F'|—|N (F')| = |F|—|N (F)|
y F' C F'siip ¢ N(F). En cualquier caso se contradice que F' es maximo, concluyendo
que ig € F para cualquier 7 € {1,...,n}.

[

Concluimos con el siguiente resultado acerca de como puede ser un conjunto
mMaximo.

Lema 2.3.6. Sean n > 1 y S[X,Y] una estrella subdividida de n ramas con partes
X yY tal que 0 € Y. Sea F C X mdximo. Si F' # &, entonces F = X.

Demostracion. Sea x € F. Notese que todos los vértices en X son tales que tienen
distancia impar a 0 e ig € X para cada ¢ € {1,...,n} pues 0 € Y. Asi, X =
{z’zj 1<1<n,0<5< LmJ} donde m; es la longitud de la ¢-ésima rama. Luego,
T =iy para algunai € {1,...,n}yje{1,...,[=]}

Por el Lema 2.3.4, {iy;: 0 < j< LWJ} - F y 0 € N(F). Consecuentemente, por
el Lema 2.3.5, iy € F para cada i € {1,...,n}. Luego, utilizando el Lema 2.3.4 una
vez por cada z' € {1,...,n}, se sigue que {zgj 0<5< L J} C F para cualquier
ie{l,...,n}, demodo que X CFyX=F.

|

Asi, el siguiente corolario nos da los posibles valores de o' para una estrella
subdividida.

Corolario 2.3.7. Sean n > 1 y S[X,Y] una estrella subdividida de n ramas con
partes X y Y tal que 0 € Y. Entonces

o/ (S§) = min {| X, [Y]}.
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Demostracion. Sea F' C X tal que |F| — |[N(F)| = max{|I| —|N(I)|: I C X}.
Supongase sin pérdida de generalidad que F' es méximo. Por el Lema 2.3.6, F' = &
o F = X. Asi, |F| — |[N(F)| = 0 para el primer caso, mientras que en el segundo
se tiene que |F| — |[N(F)| = |X| — |Y| pues N(X) = Y. Luego, sustituyendo en la
formula del Teorema 2.3.3 se obtiene que

o/ (5) = [X] = mdx {0, [ X[ = [Y[} = min {| X, [Y]}.
|

Nuestro problema ahora se reduce a encontrar las cardinalidades de los conjuntos
X y Y de la biparticién asociada a una estrella subdividida donde 0 € Y. Observemos
que los elementos en estos conjuntos dependen de la longitud de cada una de las
ramas de la estrella, de modo que necesitamos referirnos a la estrella subdividida S
en funcion de sus subdivisiones, es decir, S = S(my,...,m,). Asi pues proponemos
el siguiente lema.

Lema 2.3.8. Sean > 1 vy, para cada i € {1,...,n}, sea m; € N. Considérese una
biparticion de S(myq, ..., my) en partes X yY tal que 0 € Y. Entonces

X|=y {mﬂ y m_i{%} i1

i=1 =1

Demostracion. Tal como se mencioné en la prueba del Lema 2.3.6, tenemos

Por tanto, es inmediato que

a-g[e)

i=1

Ademas, para cadai € {1,...,n}, hay m;+1 vértices en la i-ésima rama, de los cuales

LmTHJ estan en X. Asi, Y tiene (%W vértices de la i-ésima rama. Adicionalemente,

0 €Y, por lo que

n

=3 [m?] g

i=1
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En virtud del Lema 2.3.8 y del Corolario 2.3.7, podemos dar una férmula explicita
para el nimero de emparejamiento.

Corolario 2.3.9. Sean > 1 y, para cada i € {1,...,n}, sea m; € N. Entonces

& (S(ma, ..., my)) :ml’n{i WJQJ i [mﬂ +1}.

i=1 i=1

Maés aun, podemos precisar mas el resultado anterior dependiendo de las paridades
de los m;.

Lema 2.3.10. Sean > 1y, para cada i € {1,...,n}, sea m; € N. Entonces

n mi+l : : .
Yo T, si m; es impar para toda © € {1,...,n},

S [ +1, en otro caso.

a'(S(my,...,my)) = {

Demostracion. Del Lema 2.3.8 se deduce que

- vi= 30 [ - ( ) +1)

Ademaés, para cada ¢ € {1,...,n} se tiene que
Van [m,“ )0, si m; es par,
2 2 | ]—=1, en otro caso.
Por tanto, si o € {0,...,n} es la cantidad de m;’s que son impares, se sigue que

I X|=Y]=n—-1-o0.

Luego, si todos los m;’s son impares, o = n, de modo que |X| — |Y| = =1y, del
Corolario 2.3.7 se concluye que

/ , n m1+2 n ml—|—1
a(S(mb...,mn)):|X|—max{0,—1}:|X|:Z{ . J:Z hal

i=1 i=1




2.3 ESTRELLAS DE GRADO BAJO SUBDIVIDIDAS 49

De lo contrario, 0 < n — 1, de modo que 0 < n —1—0 = |X| — |Y|. Por tanto, del
mismo Corolario se llega a que

n

&/ (S(my .. ) = |X| = max {0,1X] = Y]} = v = 30 [2] + 1.

=1

Posterior a este anéalisis, podemos saber con certeza para cuales estrellas subdi-
vididas podemos acotar el nimero policiaco de su gréafica de fichas.

Lema 2.3.11. Sea n > 1 y, para cada i@ € {1,...,n}, sea m; € N. Si § =
S(my,...,my), entonces o/(S) = L@J st y solo si S tiene a lo mds dos ramas

de longitud par.
Demostracion. Si S no tiene ramas de longitud par, por el Lema 2.3.10 se tiene

que
" m+1

Por otro lado,

VVsJ 1+Z”ml+1J

|
A

i=1

1
2

§.

Por tanto, o/(S) = L@J Supoéngase entonces que S tiene al menos una rama de

longitud par y sea 1 < e < n el nimero de ramas de longitud par. Nuevamente del
Lema 2.3.10 se llega a que

oS =2 [FH1= X T X T
i=1 =1, =1,
m; par m; impar
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mientras que

2 2

VVS'J _ {1 + > mi+ 1J

1 " om+1 - i+ 1
B §+Zl:m2 + 21: mz
mg pé,r mizi:mi)ar J

2 ; 2
i=1, i=1,
m; impar m; par _
n n
m; + 1 n m; n 1 L e
2 2 2 2
=1, =1,
m; impar m; par

Por tanto o/(S) = L@J siysolosi |14 £| =1, es decir, siy solosie e {1,2}.

Combinando el Teorema 2.3.2 y el Lema 2.3.11 obtenemos el siguiente corolario.

Corolario 2.3.12. Sea S una estrella subdividida. Si S tiene a lo mds dos ramas

de longitud par, c(Fy, (S)) > [EL] para toda 1 < k < L@J De lo contrario,

¢ (Fy (9)) =[] para toda 1 < k < o/(5) < L@J

De este punto en adelante nos centraremos en estudiar las triadas, que son aquellas
estrellas subdivididas con exactamente 3 ramas. Al hacer esto, resulta que podemos
dar un analogo al Corolario 2.3.12 para las k > o/(.S). Para ello probaremos antes el
siguiente lema.

Lema 2.3.13. Sea S = S(mq, mg, m3) una triada. Entonces o/(S) = LTJ st a lo

mds dos ramas de S son de longitud par. En caso contrario, o/ (S) = {@J - 1.

Demostracion. La primera aseveracion se sigue del Lema 2.3.11. Luego, si todas
las ramas de S son pares, se sigue del Lema 2.3.10 que

O/(S)ZiL%JH:i%H,
i=1

=1
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mientras que

|Vs| 1+Z?:1mi+1 ZS m;
{ 2 |~ 2 - — 2 +2
concluyendo que o/(S) = L‘VS |J — 1.

El lema anterior implica que, dada S una triada, el Corolario 2.3.12 acota inferior-
mente el niimero policiaco de Fj, (S) para cualquier k < {@J , salvo si S tiene todas

[Vs|
2

sus ramas de longitud par y k = L J . Para atender este tltimo caso, demostramos

el siguiente lema respecto a la estructura de las graficas de k fichas de las triadas.

Lema 2.3.14. Sea S wuna triada y x una de sus hojas. Si k < |Vs|, entonces
Fi. (S — ) es un retracto de Fy (S).

Demostracion. Sean i la rama donde se encuentra z y m la longitud de dicha rama.
Se analizan dos casos dependiendo de si K < m o k > m.

Si k < m, se tiene que, para cualquier C' € Vg, (g), al menos un vértice de la
i-ésima rama no esté en C' (pues la rama tiene m+ 1 vértices); sea ¢ el tnico vértice
en Vg \ C que minimiza la distancia a x. Luego, se define f como la funcion de Vg, (g)
en Vg, (s—z) dada por la regla

f(C) = CU{zc) \{z}.

Se afirma que f es un homomorfismo de Fj (S) en Fj (S — z). En efecto, notese
que para cada C' € Vg, (s—z), Tc = 7 pues este no se encuentra en C. Por tanto,
f(C) = CU{zc}\ {z} = C, de modo que f[Vr,(s—2)] = Vru(s—z)- Luego, sean
C,D € Vg s tales que CD € Ep,(s). Si ninguno de los dos conjuntos tiene a z, se
sigue que f(C)f(D) = CD, la cual también es una arista en Fj, (S — x) por ser esta
una subgrafica inducida de Fj, (5).

Supongase ahora que x € C. Como CD € Eps), sean ¢, d € Vg tales que
CAD = {c¢,d} y cd € Eg. Si alguno entre ¢ y d es x, supongase sin pérdida de
generalidad que ¢ = z, de modo que xp = x. Ademas d es el tnico vecino de x en S
pues este es una hoja, de modo que d = x¢. Asi,

f(C)=Cu{di\{z}y f(D) = D= CU{d}\{z},

concluyendo que la arista C'D se colpsa en el vértice D € Vg, (s—s). Finalmente,
supongase que ¢ # x # d, de manera que z estd en ambos C'y D. Si x¢ = xp,

FOLF(D) = (CUfzei \{z}A(D U{zp} \ {z}) = CAD = {c¢,d},
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de modo que f(C)f(D) € Ep,(s—z) pues, al ser z distinto de ambos ¢ y d, cd es una
arista de S — .

Luego, si x¢c # xp, supongase sin pérdida de generalidad que d(z¢, ) < d(zp, ).
Dado que x¢ # xp, debe suceder que z¢ € D\ C. Supongase sin perdida de gene-
ralidad que z¢ = d. Mas ain, ¢ es adyacente a ¢ y es tal que esta en C'\ D. Como
xo es un vértice la i-ésima rama, este tiene grado 2 en Sy, por ser d(x¢,x) menor
a d(zp,x), se sigue que d es el unico vértice tal que d(d,z) = d(zc,x) + 1. Ademas,
deC\ D, porloquezp=cy

FOLFD) = (CUfzet \{z})A(D U{zp} \ {z}) = 2,

es decir, f(C) = f(D). Por tanto, f es un homomorfismo y, consecuentemente,
Fi, (S — ) es un retracto de Fj (S).
Resta ver el caso cuando k > m. Al ser S una triada, la grafica S — {ig,...,in}

es una trayectoria. Supoéngase sin pérdida de generalidad que ¢ = 3, de manera que
1o y 29 son los tnicos vértices adyacentes a 0. Sea B el conjunto de k-conjuntos de
VE.(s) tales que cada uno de estos contiene a los m +1 vértices de la rama 3, es decir,

B:{(Je (ZS>: {30,...,3m}gc}.

Por otra parte, sea B’ el subconjunto de configuraciones C en B tales que 0 esta en
C'y al menos uno entre 1y y 2y estd en C, es decir,

B/:{OGBI 060,|Cﬂ{10,20}| Z]_}

Se demostrara que H = F}, (S) [V, s) \ B'] es un retracto de Fj, (S). En efecto,
dado C' € B’, sean s y t enteros tales que

s=méax{i: 1; € C paratoda j € {0,...,i}} +1
t =méax{i: 2; € C paratoda j € {0,...,i}} +1,

donde s y t son cero en caso de que el conjunto sobre el que se toma el maximo
respectivamente sea vacio. Dado que alguno entre 1 y 2 esta en C, alguno entre s
y t es mayor que 0. Si s > 1 y existe un vértice en la segunda rama que no esta en
C, sea v = 2; el vértice que no esta en C' con j minimo. Luego, se define f(C') como
se muestra en la Figura 2.11.
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e \ D

(a) (b)
1‘\ 1‘\ 1‘\ l“
900000 | 0.0606 .00
\ \ \ \
v 0 v v v 0 (9N Y

v

s> 1 t>0 s>1 t>0

Figura 2.11: En esta y las siguientes figuras se omite la primera rama en cada una de las configura-
ciones, las cuales son tales que tienen una ficha en cada una de los vértices de la rama. Los vértices
a la izquierda del 0 corresponden a los de la rama 1, mientras que los que estan a la derecha son
los de la rama 2. En (a) se muestra la configuracion C' y en (b) se muestra la imagen de C bajo f.

Por otro lado, si todo vértice de la segunda rama esta en C, por ser k < |Vg],
existe un vértice de la primera rama que no estd en C. Sea v = 1; el vértice que no
estd en C' con j minimo. Asi, se define f(C) como en la Figura 2.12.

e N\ D

(a) (b)
l“ 1‘\ 1‘\ l“
00,0060 00,0060
‘\ b ‘\ - Y ‘\ b 0 ‘\ b
/Z) 4 0 -’ -’ 4

s> 1 t>0 s> 1 t>0

. J L J

Figura 2.12: En (a) se muestra la configuracion C' y en (b) se muestra la imégen de C bajo f.

Por otra parte, si s = 0, debe suceder que ¢ > 1. Luego, f manda a C' como en
la Figura 2.13, dependiendo de si C' tiene o no todos los vértices de la rama 2.

\

(a) (b)

009" @ 909" @
voQ - ) -
t>1 t>1

Figura 2.13: En (a) se muestra la configuracion C' y en (b) se muestra la imagen de C bajo f.
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(c) (d)

0 ’ v 0 ’ e
t>1 t>1

Figura 2.13: Analogamente, si C' es como en (c), se muesta f(C) en (d).

Para el resto de configuraciones, C' ¢ B’, por lo que se define f(C) = C. Asi,
por construccion, f(C) = C para cada C' ¢ B’, por lo que basta demostrar que si
CD € Ep,s) con C € B', entonces f(C)f(D) € En.

Si C' es como en (a) de la Figura 2.11, las configuraciones D adyacentes a este
son como en la Figura 2.14 dependiendo de sit = 0y si v € C', notando que en todas

las ocasiones f(D) es adyacente a f(C) en H o f(C) = f(D).

e avYa )

(a) (b)
p b q
@- @O

o oo

q
1‘\ 1‘\ 1‘\ l“
000000 | 0006
\ \ \ \
\" 0 U \" O

—_— _—

s>1 t>0 s>1 t>0

(c) (d)
l“ 1‘\ 1‘\ 1‘\
‘ \ ‘_’_‘ \ ‘_’_O ‘ v ‘_O_‘ \ ’_‘_‘
\ \ \ \
(9 0 (9 v W v 0 [ v w

s> 1 t>0 s>1 t>0

J \\

Figura 2.14: En (a), D no tiene a v y tiene a p, mientras que C' tiene a ¢ y no a p. Luego, de la regla
descrita en la Figura 2.11 se tiene que f(D) es como se muestra en (b) y f(C)Af(D) = {p,q} € Es.
Si v € D, se puede ver como en (c), como en (e) si t > 0, o como en (g) si t = 0 (ver continuacion
de figura). Si D es como en (c), la regla de correspondencia dada por (b) de la Figura 2.11 resulta
en f(D) como en (d), notando que f(C) = f(D) pues w esta en C.
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(e) ()
l‘\ l\\ A} A}
0000000 | 0.006.000-
\ A} A} A}
\ P O P w v - S

- 0 - w v
s>1 t—1>0 s>1 t—1>0

(2) I ()

> >

....’\‘ ’_O_‘ ....‘\"-O_‘...
0o v 0 v

N -
-

s>1 s>1

Figura 2.14: Si D es como en (e), la regla de correspondencia dada por (b) de la Figura 2.11 resulta
en f(D) como (f) de modo que f(C) = f(D). Finalmente, para D como en (g), f(D) =D = f(C).

Si D es adyacente a C'y este ultimo es como en (a) de la Figura 2.12 o como
en (a) o (c) de la Figura 2.13, por razones similares a las expuestas anteriormente,
f(C)=f(D)o f(C)f(D) € Ey, por lo que H es un retracto de Fj (S).

Luego, para cada C' € BN Vyg, si 0 € C, debe suceder que ni 1¢ ni 2¢ estan en C.
Asi, C es adyacente en Fy (S) a las configuraciones resultantes de mover la ficha en
0algy 2, llamadas D y F, respectivamente. Si D’ y E’ son las configuraciones de
las que provienen D y E, respectivamente, al mover la ficha en 3y a 0, entonces son
configuraciones distintas en Vi, )\ B. Estas a su vez son adyacentes a la configuracion
C" mostrada en la Figura 2.15, por lo que se puede definir g como una funciéon de
Vi en Vi, (s) \ B dada por la regla g(C) = C’, donde C” estd dado como en la
Figura 2.15 dependiendo de si 0 esta en C' o no. Por otra parte, g es la identidad
en Vi s) \ B. Es claro que g esta bien definida si 0 no estd en C, mientras que si
lo esté, la configuracion C’ es tnica pues C, por ser una configuracion en Vy, tiene
exactamente dos vecinos D y E como se muestran en la Figura 2.15.
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Figura 2.15: Se muestran una configuraciéon en Vg con una ficha en 0 junto a sus configuraciones
adyacentes en B, asi como la vecindad de dichas configuraciones en el complemento de B (el renglon
inferior). La existencia y unicidad de C’ se tiene al deslizar la ficha en 0 de D’ o E’ hacia el tnico
vértice al que se puede mover distinto de 2y y 1g respectivamente.

Se afirma que g es un homomorfismo. En efecto, dados C' y D adyacentes en H,
se tienen los siguientes casos:
1. Si ambos estan en Vg, (s) \ B, entonces g(C)Ag(D) = CAD.

2. SiC € By D € Vgs) \ B, por ser estos adyacentes debe suceder que CAD =
{15,0}, por lo que ¢(C) = D = g(D).

3. Siambos C'y D estan en By ninguno de estos tiene a 0, se sigue g(C)Ag(D) =
CAD pues ambos g(C) y g(D) tienen a 0 y no tienen a 3.

4. Si ambos C'y D estén en B y solo uno de los dos tiene a 0, por el dibujo de la
Figura 2.15 se tiene que g(C') y g(D) son adyacentes.

5. Si ambos C'y D estan en B y ambos tienen a 0, por un argumento similar al
expuesto en (a) de la Figura 2.14 se tiene que ¢g(C) y g(D) son adyacentes.
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Por tanto, H' = Fj, (S) [V, (s)\B] es un retracto de H y, dado que H es un retracto
de Fy (S), componiendo las funciones f y g se obtiene que H' es un retracto de Fj, (.5)
(pues la composicion de [y g sigue preservando las adyacencias). Finalmente, notese
que las configuraciones de H' son k-conjuntos de Vg que no tienen todos los vértices
de la rama 3, por lo que, al igual que en el caso cuando £ < m se puede dar un
homomorfismo de H' en Fy (S — z), concluyendo que Fy (S — z) es un retracto de
Fi (S).

|

Asi pues, terminamos por acotar el nimero policiaco para todos los valores de k
en las graficas de fichas de las triadas.

Lema 2.3.15. Sea S una triada tal que todas sus ramas son de longitud par. Si
k= L@J, entonces ¢ (Fy, (S)) > [%].

Demostracion. Sea r una hoja de S, de manera que S — x es una estrella con
exactamente dos ramas pares. Por el Lema 2.3.11,

o (S —z) = VVS’; 1J = {'V;'J —1,

donde la tltima igualdad de sigue de que Vg tiene cardinalidad par. Asi, del Le-
ma 2.3.13 se tiene que /(S — x) = /().

Luego, notese que
Vs Vs—o|
k/‘ — —_— — ]_ —
{ 2 2 +

por lo que del Lema 1.4.1 se deduce que

c(Fi (S = @) = c(Flvg_, -k (5 = ) = c(Flvg—k-1 (S — @) = c(Fp—1 (5 — ).

Luego, como k — 1 = /(S — x), se sigue del Corolario 2.3.12 que

dhis o)z |55

de modo que, por el Lema 2.3.14 y el Lema 1.5.1,

k

H < e(F (S — ) < (i (9)).
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Cambiamos nuestro enfoque hacia determinar una cota superior para el nimero
policiaco de la grafica de k fichas de una estrella subdividida de n ramas cuando
k > k,. Como ya se mencioné en el Corolario 2.2.4, ¢ (F} (S)) < k para cualquier

1<k < L'g—S‘J Por tanto, nuestro objetivo es mejorar dicha cota en caso de ser

posible.

Para ello, creemos que la estrategia de captura dada en el Teorema 2.2.3 puede
ser de gran ayuda, pues el siguiente resultado evidencia que, si C' tiene k policias,
este eventualmente logra capturar k£ fichas de r con uno de ellos, notando que esto
no implica el final del juego pues puede que se esté jugando sobre la gréifica de n
fichas de una estrella, con n > k.

Proposicion 2.3.16. Sea k un entero positivo y S una estrella subdividida. Consi-
dérese un juego de policias y ladrones en la grdfica de n fichas de S con k <n. Si C
tiene al menos k policias, entonces algin policia logra capturar k fichas de r.

Demostracion. Para cada policia ¢;, se define una funcién objetivo

oi: {cir,...,cix} —[r]
dada por
Oi(@}j) = Ti+j—1 méd ns
donde el modulo es tomado sobre el conjunto de representantes {1,...,n} y la ficha

c¢;i1 es la ficha libre de cada c¢;. Asi, el primer policia puede ejecutar la estrategia
dada por el Teorema 2.2.3 en busca de capturar las primeras k fichas de r. De forma
similar, el i-ésimo policia utiliza la estrategia para capturar las k fichas consecutivas
de r comenzando en la i + j — 1-ésima, recordando que estas naturalmente estan
ordenadas ciclicamente, es decir, 1 < 19 < ... <1, <71.

Por otra parte, las fichas ¢;; con ¢t > k, a las cuales no se les asigné objetivo, no
se moveran durante la ejecucion de la estrategia salvo por obstrucciones. Més aiin,
si ¢;; obstruye a ¢;j con j < k 'yt > k, estas fichas se reetiquetan. Esto no afecta
a la estrategia aplicada a las primeras k fichas de cada policia pues esta forma de
atender las obstrucciones de este tipo es equivalente a que la ficha que obstruia no
estuviera en la grafica, de manera que ¢; ; avanza como es usual.

Notese que, dado que k < n, para cada i € {1,...,k} existe un tnico policia, a
saber ¢;, que ignora la ficha r;. Esto se debe a que el objetivo de ¢;; es ¢ méd n =1
ei médn #j moéd n coni,j € {1,..., k} distintos.
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Asi, cada que R mueva una ficha r; con i > k, los policias ignoran dicho movi-
miento y ejecutan su estrategia, de manera que cada policia se acerca a completar
una de las capturas con sus k — 1 fichas no libres o, en caso de que estas ya estuvie-
ran capturando a sus respectivos objetivos, acercan su ficha libre hacia su objetivo.
De lo contrario, si R mueve r; con ¢ < k, entonces al menos el i-ésimo policia se
acerca a completar las capturas con sus k — 1 fichas no libres o, en caso de que estas
ya estuvieran capturando a sus respectivos objetivos, acerca su ficha libre hacia su
objetivo, recordando que 7; no se puede alejar indefinidamente de c¢; ;.

Asi, por los mismos argumentos expuestos en el Teorema 2.2.3, algtin policia logra

la captura de las k fichas que tenia como objetivo.
|

Cuando n = k, el lema anterior da una estrategia de captura ligeramente distinta
a la descrita en el Teorema 2.2.3. Ello nos provee de una mejor comprension de
la estrategia expuesta, notando que esta no depende de las “prioridades” inducidas
por las funciones objetivo de cada policia, sino de que cada policia ignora una ficha
distinta.

Creemos que la estrategia mencionada puede ser de utilidad para describir una
que, posiblemente con mas policias, termine por capturar a R. En una primera ins-
tancia, si n > k en la proposicion anterior, los primeros k policias podrian dedicarse
a capturar k fichas del ladron, todos capturando un k conjunto distinto. En tanto, el
resto de policias (menos de n — k de modo que el namero total de policias es menor
a n) evitan que el ladron se libere de las k capturas de alguno de los primeros k poli-
cias, a la vez que permiten que al menos uno entre cq, ..., ¢, se acerque efectivamente
a capturarle. No obstante, creemos que la cantidad adicional de policias necesarios
depende de el nimero de ramas en la estrella, por lo que habria que hacer un analisis
respecto al grado del vértice 0 y su influencia en la estrategia.

2.4. Arboles

Dados los resultados y algoritmos propuestos en la seccién anterior, cabe pregun-
tarse si es posible utilizar la misma idea tanto para calcular el nimero policiaco de
la grafica de fichas de un arbol arbitrario, como para dar una estrategia ganadora
con dicho numero policiaco. Una vez mas, separaremos nuestra respuesta en funcion
de un parametro del arbol.

En la Secciéon 2.2, el criterio fue respecto al nimero de ramas de la estrella sub-
dividida, el cual vimos que cambiaba el nimero de policias necesarios dependiendo
de si se tenian al menos tantas ramas como el doble de fichas menos uno. El analogo
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a esta condicion para arboles es la existencia de un vértice cuyo grado sea al menos
dos veces el nimero de fichas menos uno; este sera el tinico caso a explorar en la
seccion. En efecto, si k es un entero positivo, 7" es un arbol y v es un vértice tal que
d(v) > 2k — 1, entonces N [v] induce una estrella con al menos 2k — 1 picos. Asi, en
virtud del Corolario 2.2.2, k es una cota inferior para el nimero policiaco de Fy (T)
cuando Ar > 2k — 1 o, equivalentemente, k < %.

Por dltimo, tal como se anticip6 en la Seccion 2.2, adjuntamos a continuacion el
algoritmo de captura para la grafica de k fichas de una estrella subdividida con n
ramas donde k < ”T“, el cual afirmamos que también es un algoritmo de captura
para la grafica de k fichas de cualquier arbol 7' con k < % (ver el Algoritmo 3).

Algoritmo 3: CAPTURA ARBOL

Input: Un entero positivo k y T un arbol tal que k < AT2+1, una configuracioén inicial
para el ladréon en un juego de policias y ladrones sobre la grafica de k fichas de T'
junto con un etiquetado de sus fichas.

Output: Un turno I(t) en el que C captura a R.

1 I(0) + la instancia en la que C'y R se encuentran en su configuracion inicial;
2 t <+ 0;
s while C no esté capturando a R al turno I(t) do
4 foreach 1 <i <k do
if existe j # i tal que c; j no estd capturando a r; then
J < el minimo indice tal que ¢; ; no esta capturando a r;;
v;,; < el segundo vértice en la ¢; ;(t)r;(t)-trayectoria;
if existe s tal que ¢; s(t) = v; ; then
if s=1iywv;; =r;(t) then
10 ci(t+1) «+

(ci®) \ {(cijscij (), (ciss cis(t))}) U{(cigycins(t) s (cisy i ()}

© o N o o

11 else

12 | ci(t+1) < DESOBSTRUCCION (k, T, I(t), ¢; s, ¢ 5);
13 else

14 | et +1) < (ci(®) \ {(circig ()} U{(cigrvi)}s

15 else

16 v;; < el segundo vértice en la ¢; ;(t)r;(t)-trayectoria;

17 if existe s tal que ¢; 5(t) = v;; then

18 | ¢i(t+ 1) «~ DESOBSTRUCCION (k, T, I(t), i s, C3i) ;

19 else

20 | cilt+1) « (ei(®) \ {(cii, coa(®) D) U { i, via) }s
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21 t—t+1;

22 | I(t) —r(t—1)UUL, elt);

23 if C estd capturando a R then
24 L continue;

25 else

26 | I(t) « (I(t) \ r(t = 1)) Ur(t);

27 return I(t)

Asi pues, procedemos a demostrar el siguiente resultado.

Teorema 2.4.1. El Algortimo 3 es correcto.

Demostracion. Analogo a lo que se prob6 en el Teorema 2.2.3, se demostraran tres
afirmaciones. En primer lugar, con la estrategia inducida por el Algoritmo 3 y bajo
un juego 6ptimo de R, un policia pone bajo asedio a R. Una vez que algin conjunto
de policias tiene bajo asedio a R, C' logra que otro de sus policias ponga bajo asedio
a R, mientras que aquellos que ya lo tenian bajo asedio pueden acercar sus fichas
libres hacia sus objetivos para eventualmente recuperar el asedio. Finalmente, cuando
todos los policias tengan bajo asedio a R, se demostrara que alguno de ellos captura
a R.

Como el Algoritmo 2 y el Algoritmo 3 son iguales en cada linea salvo en la 18,
ambos algoritmos realizan los mismos movimientos cuando se ejecuta el if de la linea
5, notando que la subrutina de desobstruccion se ejecutara correctamente pues esta
se ejecuta correctamente sobre cualquier drbol (ver input del Algoritmo 1). En tanto
ningin policia ponga bajo asedio a R, dicha linea se ejectua para cada c;, por lo que,
al igual que se menciono en el Teorema 2.2.3, un policia, sin pérdida de generalidad
c1, logra poner bajo asedio a R.

Supoéngase ahora que cq,...,c, tienen bajo asedio a R. Cada que R mueve su
ficha r;, el policia ¢; se acerca a poner bajo asedio a R. Se sigue de lo anterior que,
si R pudiera evitar que un nuevo policia le ponga bajo asedio, entonces por el resto
de la partida deberia mover alguna de sus fichas r; con 1 < i < m. Asi, cuando R
mueve alguno de estos r;, C' utiliza su turno para que cada uno de sus policias que
capturaban r; le recapturen, mientras que ¢; acerca su ficha ¢;; hacia r;. Si ¢; ; nunca
estd obstruida, para dicho policia se ejecuta la linea 20 de manera que, andlogo a
como un policia se acerca a capturar al ladréon sobre cualquier arbol, ¢; ; mantiene
su distancia hacia r; y lo lleva hacia un vértice donde r; ya no puede alejarse méas de
Cisi-
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Por otro lado, si ¢;; estd obstruida, la linea 18 indica que se debe resolver la
obstruccion. Dado que ¢; ya ponia bajo asedio a R, este policia resulve obstrucciones
tnicamente mediante reetiquetamientos (ver la Figura 2.7), de manera que si la
ejecucion completa de la subrutina “movié” ¢ fichas de ¢; que ya capturaban a sus
respectivos objetivos, entonces ¢;; se acerco en £+ 1 unidades a su objetivo. Més atn,
por como se resuelven este tipo de obstrucciones acorde al Algoritmo 1, las ¢ fichas
que se reetiquetaron quedaron a distancia 1 de sus objetivos, por lo que ¢; pierde el
asedio sobre R, pero preserva el asedio débil. Debido a que ¢; ya no pone bajo asedio
a R, en los subsecuentes turnos se ejecutard el if de la linea 5 para recapturar las
fichas r; con j # 4 con las fichas ¢;; respectivas. Notese que, si R mueve r; en el
resto de sus turnos, al cabo de £ turnos ¢; logra poner bajo asedio a R una vez més,
mientras que r; se alejo de ¢;; en a lo més ¢ unidades. Por tanto, esta sucesion de £+1
turnos finaliz6 con R puesto bajo asedio por ¢; y con la ficha ¢; ; al menos una unidad
més cerca de su objetivo, de modo que estas sucesiones podrian iterarse tantas veces
como sean necesarias para que c¢;; se ponga a distancia 1 de r; y, consecuentemente,
si R pasa en sus siguientes turnos, ¢; le termina por capturar (notando nuevamente
que r; no siempre se podra alejar de ¢; ;).

En tanto, si R mueve r; con j # %, en su siguiente turno ¢; avanza una de sus
fichas no libres hacia su respectivo objetivo, de manera que ¢; continta a ¢ turnos de
recuperar el asedio sobre R. De esta forma, luego de un ntimero finito de movimientos,
alguno de los ¢; con 1 < s < m vuelve a poner bajo asedio a R y logré acercar su
ficha libre hacia su objetivo. Es claro que, dependiendo de los movimientos de R, se
alternan los dos casos antes descritos (R mueve 7;, o mueve r;). Por tanto, cuando
todos los policias tengan bajo asedio a R, y sus fichas libres estén a distancia 1 de sus
objetivos, R estéd forzado a mover una ficha r; con j > m. Asfi, ¢; puede acercarse a
poner bajo asedio a R, de manera que C' consigue que otro policia ponga bajo asedio
a R.

Lo anterior implica que, eventualmente, todos los policias de C' tienen bajo asedio
a R. Finalmente, se llega al caso en el que m = k en la descripcion de los parrafos
anteriores, y se puede repetir una vez mas la estrategia para preservar el asedio de
todos, y que al menos un policia logre acercar su ficha libre hacia su objetivo. Por
tanto, después de un nimero finito de turnos, R se ve obligado a pasar con al menos
un policia a un turno de capturarle, por lo que C captura a R.

[ |

De este modo, tiene lugar el siguiente corolario como producto del Teorema 2.4.1
y del Corolario 2.2.2.
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Corolario 2.4.2. Si k es un entero y T un drbol tal que 2 < k <
c(Fp(T)) = k.

%, entonces

Finalmente, adjuntamos el desarrollo de una partida en la que C' sigue la estra-
tegia antes descrita (ver la Figura 2.16). Cabe mencionar aqui que la configuracion
inicial de C' en este caso es escogida de la misma manera que en la Figura 2.8, notan-
do que para ello se puede iterar sobre los vértices de T' para encontrar uno de grado
al menos 2k — 1 y, posteriormente, posicionar las policias de C' en la vecindad cerrada
del vértice encontrado. Méas atin, nétese que el Gnico cambio entre el Algoritmo 2 y el
Algoritmo 3 yace en la linea 18, donde se resuelve la desobstruccion de la ficha libre
(en caso de haberla) una vez que un policia ¢; ha puesto bajo asedio a r, notando
que ello conlleva a que ¢; pone bajo asedio débil a r y, si hubiera alguna ficha ¢; ; con
1 # j que no capturase a su objetivo, entonces en los siguientes turnos se ejecutaria
el codigo dentro del if de la linea 5.

(1) (2)
Q%@ Q%@
L0500 | EoAhoO
go S0
&00 OO0

J \\

Figura 2.16: Las escenas impares muestran un turno de la partida posterior al movimiento de R
(en (1) R acaba de escoger su posicion inicial). Las escenas pares muestran el movimiento de C.
En cada turno C' utiliza la estrategia dada por el Algoritmo 3. Se recuerda que los policias 1, 2 y
3 reciben los colores azul, verde y rojo, respectivamente, mientras que el punto, el tridngulo y el
cuadrado representan su primera, segunda y tercera ficha, respectivamente.
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(3)

(@

Q%@ Q%@
%87 | 8%
| O-®-0 | D-O-O
(5) I )
Q%@ Q%O
% | 8%
OO0 OO0
(7) (8)
Q%,O Q%O
San. | B
OO0 OO0
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(9)

Tio

Q%Q Q%Q
B | 8%
| D-O-0O D-O-O
(11) |[ a2
Q%Q Q%O
B | B
olofe OO0
(13) (14)
Q%Q Q%O
5%e° | B
OO OO0
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(15) (16)

OO 020
e A% O

(17) (18)

Figura 2.16: En (17), R acaba de mover 71 y ¢ tiene bajo asedio a r, pero ¢ 1 esta obstruida. Por
tanto, la linea 18 del Algoritmo 3 se ejecuta para poner a r bajo asedio débil. Al igual que ¢; en
(18), c3 realiza el mismo movimiento en (20).
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' (21)

(@2

Q%O Q%O
sl e
OO0 OO0
(23) I 29
@8@ @%@
ol e
OO0 OO0
(25) (26)
@%@ @%@
B | B
OO0 OO0
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(27) (28)

&0 &0
Oy % o 0% o ®

(29) (30)

Figura 2.16: En (32), R tiene un tnico movimiento que no le hace perder. No obstante, de hacerlo,
al siguiente turno c¢; terminarfa por capturar, por lo que R pasa y al siguiente turno captura cs o
C3.



Capitulo 3

Policias y ladrones sobre graficas de
fichas de interés

3.1. Petersen

Como un resultado agregado en una gréfica de interés particular distinta de un
arbol, cambiamos nuestro enfoque a la grafica de Petersen, P (ver la Figura 3.1).

O
06 QEQ

\ G/
O—0O

Figura 3.1: Grafica de Petersen P.

Antes de revisar un caso de mayor complejidad, determinaremos el ntimero poli-
ciaco de la gréafica de Petersen. Enunciamos la siguiente proposicion.

Proposicion 3.1.1. Si P es la grdfica de Petersen, entonces ~y(P) = 3.
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Demostracion. Notese que la grafica de Petersen tiene orden 10 y todos sus vértices
tienen grado 3 y ningun lazo. Por tanto, para cualquier S C Vp tal que S = {z,y}

con x y y distintos,
IN(S)| < dp() +dp(y) = 6 < 10.

Asi, existe un vértice distinto de = y de y que no es adyacente a ninguno de los
dos, por lo que v(P) > 2. Por otro lado, se muestra en la Figura 3.2 un conjunto
dominante de cardinalidad 3, concluyendo que (P) = 3.

s
o/
Q

Figura 3.2: Los vértices en rojo forman un conjunto dominante.

Q

Asi, del resultado anterior y del Lema 1.5.2 se obtiene el siguiente corolario.
Corolario 3.1.2. Si P es la grdfica de Petersen, c¢(P) < 3.
Luego, tiene lugar el siguiente teorema.

Teorema 3.1.3. Si P denota la grifica de Petersen, c(P) = 3.

Demostracion. En virtud del Corolario 3.1.2, basta demostrar que R tiene una
estrategia de escape en un juego de policias y ladrones sobre P contra dos policias.
Véase que, por lo mencionado en la Proposicion 3.1.1, para cualquier par de vértices
de P, existe al menos un vértice a distancia al menos 2, por lo que R puede escoger
su posicion inicial y sobrevive al primer turno de C.
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Posterior al turno de C', si ningiin policia se encuentra a un turno de capturar a
r, R pasa. De lo contrario, supéngase sin pérdida de generalidad que solo ¢, esté a un
turno de capturarle, de modo que r tiene a lo mas dos posibles movimientos. Notese
que |Np(c1(t)) N Np(r(t))] = 1 ya que de lo contrario habria un ciclo de longitud 3
en P, pero la longitud minima de un ciclo en P es 5. Asi, ¢; no restringe ninguno de
los otros dos movimientos para r. Similarmente, |Np(ca(t)) N Np(r(t))| # 2 pues, de
lo contrario, P tendria un ciclo de longitud 4. Asi, r tendria al menos un vértice al
cual moverse para sobrevivir al siguiente turno de C'.

Finalmente, si dos policias estdn a un turno de capturar a r, por lo dicho ante-
riormente se tiene que ninguno de ellos es adyacente a un vecino de r(t). Por tanto,
r tiene al menos un movimiento disponible tal que sobrevive al siguiente turno de
C'. Esta estrategia se puede iterar siempre que sea necesario, por lo que 2 < ¢(P) vy,
consecuentemente, ¢(P) = 3.

Cambiando nuestra atencion a la grafica de 2 fichas de Petersen, observemos que,
de la Proposicion 3.1.1, se tiene que la distancia maxima entre dos vértices de P es 2.
Una observacion tutil acerca de P que se deduce de la Figura 3.2 es que cualesquiera
dos de sus vértices estan a lo mas a distancia 2. Ademas, dado que P no tiene ciclos
de longitud 4, para cualesquiera dos vértices no adyacentes, u y v, existe una tnica
uv-trayectoria de longitud 2. Asi, proponemos la siguiente cota superior.

Teorema 3.1.4. Si P denota la grdfica de Petersen, entonces ¢ (Fy (P)) < 4.

Demostracion. La estrategia ganadora de C' con 4 policias se divide en tres etapas:
1. La captura de r; con ¢; 1 y c31 y la captura de 73 con ¢z v ¢4 0.
2. El posicionamiento de r; y ro en vértices adyacentes.
3. La captura de R.

Para la primera etapa, como (P) = 3, existe un conjunto dominante S C Vp, con
|S| = 3. Luego, C' puede escoger su configuracion inicial de manera que, para cada
dos vértices x y y en S, existe i € {1,...,4} tal que ¢; tiene sus fichas en z y y (véase
(a) en la Figura 3.3). En su primer turno después de escoger su configuracion inicial,
c11 ¥ 22 pueden capturar a ry y o respectivamente. Esto se puede ver en (b) de la
Figura 3.3 pues en cada vértice hay al menos dos colores, de modo que si ¢; 1y c22
no estuvieran a distancia 1 de sus objetivos, estos solo intercambiarian sus colores
(y sus formas en caso de ser necesario). Por otro lado, ¢31 y ¢42 se mueven para
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capturar rq y ro respectivamente. Asi, si ¢3 tuviera alguna de sus fichas a distancia 1
de ry, este reetiqueta en caso de ser necesario para que cs; capture a r; en el mismo
turno (y lo mismo sucede para c42). No obstante, para cada i € {1,...,4}, hay un
vértice de S en el que no hay ninguna ficha de ¢;, de modo que ¢35 y ca2 puede que
no capturen a sus objetivos en el primer turno de C'. A pesar de ello, dado que la
distancia entre cada par de vértices de P es a lo méas 2, en el peor de los casos ambos
c31 ¥ C49 se encuentran a distancia 1 de sus respectivos objetivos (véase (b) en la
Figura 3.3).

(a) [ o)
O ®
& St

Q- OLL@ O
g 3

/ \ / \

&—0O O—©

J \

Figura 3.3: Una posible configuracion inicial se muestra en (a), donde todas las fichas yacen en
los tres vértices de un conjunto dominante. Se fijan colores para diferenciar distintos policias, de
modo que el azul corresponde a c1, verde a cg, rojo a c3 y amarillo a ¢4. De forma similar, las
figuras corresponden al ntumero de ficha del policia correspondiente, implicando que el punto azul
representa la ficha c¢; 1, mientras que el tridngulo verde representa la ficha ¢z 2. En (b) se muestra
una situacion posterior al primer turno de C.

Si R pasa, ambos c31 ¥ c4,2 capturan sus respectivos objetivos al siguiente turno.
De otro modo, supéngase sin pérdida de generalidad que R mueve ;. Esto lleva a que
c42 captura ry, mientras que c¢;; recaptura r y ¢z recorre la trayectoria mas corta
hacia 7y, la cual es tnica pues P no tiene ciclos de longitud 4. Asi, c3; vuelve a estar
a distancia 1 de r;. Si R pretende evitar que ambos ¢4 ¥ ¢31 capturen sus objetivos,
este tiene que mover 71 por el resto de sus turnos. Més atin, tiene que mover r; hacia
vértices fuera de la vecindad cerrada de c32(t), pues al moverse a alguno de estos,
c3 reetiqueta sus fichas de manera que c3; captura a r;. Notese que R tendria que
mover 7 sobre un Cy inducido en G (incapaz de moverse mas que en una direccion
pues c3; le bloquea un vértice sobre el Cg, véase (a) en la Figura 3.4). Asi, ¢y 0 ¢4
podrian posicionar su primera ficha sobre el ciclo de manera que, eventualmente,
no puede avanzar sobre el Ci pues ambos ¢z ¥y 42 ya captuan a ry. Por tanto, R
solo puede pasar o mover r; hacia atras sobre Cg (de manera que c3; captura a ),
o mover 7, hacia la vecindad de ¢32(t). En cualquiera de los casos, ¢3; termina por
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capturar a rj, de manera que ambos c3; y cs42 capturan a sus respectivos objetivos
(véase (d) en la Figura 3.4).

(a) (b)

J \\

Figura 3.4: Cada escena representa un turno del juego donde R debe mover. Obsérvese que 11 evita
la vecindad de ¢32(t) y escapa de c31 moviéndose sobre el ciclo morado. Después de 3 turnos, si
r1 se quiere mover, este termina capturado por c3 1 o se posiciona a turno 1 de que c3 2 le capture.
Siempre que se tenga una obstruccion, las fichas simplemente se reetiquetan como en (b).

Para la segunda etapa y en los siguientes turnos, c¢;; y c3; recapturan a r; si
R lo mueve. De la misma manera, cy2 y c42 recapturan cada que R mueva 7.
Supodngase que 71 y 79 no estan en vértices adyacentes. Sean ri(t) = a, ma(t) = b,
Np(a) = {u1,v,us} y Np(b) = {wy,v,ws}, notando que la interseccion de ambos
conjuntos es {v} pues entre cualesquiera dos vértices no adyacentes existe una tnica
trayectoria de longitud 2. Sin pérdida de generalidad, supéngase que la ulitma ficha
movida por R es ry. Luego, ¢; y c3 usan su movimiento para recapturar tal como se
dijo al inicio del péarrafo. En tanto, sin pérdida de generalidad, cz; y 4,1 se mueven
hacia un vértice adyacente a u; y us respectivamente. Notese que esto es posible
pues, desde cualquier vértice en el que ¢y y ¢41 pudieran estar, C' puede mover uno
hacia la vecindad de u; y el otro a la vecindad de us (véase la Figura 3.5).
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e N\ Y

(a) (b)

wr | o

O—C0O- O—

(e)
/ Q\
Oﬁ@

Figura 3.5: En esta figura se omiten las fichas ¢; 2 y ¢32. En (a), R acaba de mover 71, de modo
que c1,1 ¥ 3,1 le han recapturado. Se busca posicionar a cz 1 y c4,1 adyacentes a u; y ug. Si alguno
entre cp1 y c4,1 estuviera en un vértice negro sombreado, C' ganaria en a lo méas un turno o un
policia tendria sus dos fichas en un mismo vértice, lo cual es imposible. De forma similar, si alguno
entre cp 1 y c4,1 estuviera en u; o en ug, entonces C' gana en su siguiente turno. Para cada uno de
los vértices restantes existe un vértice azul sombreado y un vértice verde sombreado en su vecindad
cerrada, determinando el movimiento de ambos ¢z,1 y ¢4.1 como se ilustra en (b) y (c).

Obsérvese que 1 no se puede mover ni a u; ni a us pues ello llevaria que R
pierda al siguiente turno. Asi, R pasa o mueve ry. En el primer caso, ambos cy1 y ¢41
avanzan a u, y us respectivamente para forzar a R a mover r; hacia ry, 0 a mover a
ro. En cualquier caso, R mueve 7y y se puede asumir sin pérdida de generalidad que
su nueva posicion es wy. Sea Np(wy) = {u1,b,y}. Luego, cao ¥ cs2 recapturan ry y
se generan dos casos dependiendo de si se tiene una obstruccion:

1. Si existe una obstruccion, solo uno entre c; y ¢4 esta obstruido pues co1 y ¢4
estan en distintos vértices. Notese que la obstruccion se puede resolver con un
reetiquetado de las fichas, preservando la condiciéon de que r; no puede moverse
a ningun vértice mas que para acercarse a 9. Ademas, al igual que en el caso
anterior, ¢; y c3 pueden acercarse a la vecindad de w;, de manera que R no
puede mantener sus fichas en vértices no adyacentes (véase la Figura 3.6).
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e N\ Y

(a) (b)
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OO / O\
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(c) (d)
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Figura 3.6: En (a), R acaba de mover ry, de manera que ¢4 o recaptura y co reetiqueta sus fichas. En
tanto, c12 y ¢3 2 se mueven como en (b) para posicionarse en un vértice adyacente a y y un vértice
adyacente a b respectivamente (lo cual es posible pues cualquier vértice es adyacente a uno verde
sombreado y a uno azul sombreado en (a), ignorando los vértices sombreados de negro y el azul y
verde sin sombrear pues C' gana al siguiente turno o estd en una posicion ilegal). El reetiquetado
causa que ¢ 1 sea adyacente al vértice azul sin sombreado en (c), de modo que este aun cumple su
funcién del paso anterior. Luego, R solo puede pasar si es que quiere evitar que r; y o estén en
vértices adyacentes. No obstante, C' mueve sus policias como en (d), forzando el movimiento de R.

2. Si no se tiene una obstruccion, se generan tres subcasos:

a) Si alguno entre ¢;2 y ¢392 esta en la vecindad de b (véase la Figura 3.7),
supongase sin pérdida de generalidad que es c¢;2, de modo que este se
mueve hacia b y ¢35 se posiciona en la vecindad de y (véase (c) en la
Figura 3.7). Esto obliga a R a mover r; a v. Posterior al movimiento de
R, c11 y c3; recapturan, mientras que ¢4 se posiciona en la vecindad a

(ver (d) y (e) la Figura 3.7).
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e N\ Y

(a) (b)
PN / OO
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(c) (d)
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Figura 3.7: Cuando el movimiento de r, no propicie una obstrucciéon de c¢s o ¢4, ambos policias
recapturan como es usual, mientras que c; 2 se mueve hacia b y c32 se posiciona en la vecindad
de y. Notese que se ignoraran los casos en los que alguno entre ¢y 2 y c32 estan en los vértices
sombreados de negro o en y pues C gana en a lo mas un turno o estd en una posicion ilegal. En
(d), R acaba de mover 11 a v, por lo que C mueve como en (e) para forzar el movimiento de R.

Luego, ry debe moverse a u;. Como ¢35 estd en uy o en z, este puede
moverse para estar en la vecindad z. En tanto, co2 y ¢4 recapturan a
(véase la Figura 3.8). Asi, 75 no puede moverse a z pues R pierde en a lo
més un turno, por lo que se ve obligado a mover r; a b (véase (c) en la
Figura 3.8). Notese que ¢1; se encuentra obstruido al recapturar, por lo
que este caso se reduce al 1.
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Figura 3.8: En (a), R acaba de mover 79 a uj, por lo que C' mueve como en (b) para forzar el
movimiento de 71 a b, quedando en una situaciéon andloga a la mostrada en (a) de la Figura 3.6.

b) Si lo anterior no ocurre y alguno esté en la vecindad de ws y el otro esta
en la vecindad de y, supongase sin pérdida de generalidad que ¢ esta en
la vecindad de w,. Asi, ¢ se mueve a wy y c32 se mueve a y, obligando
el movimiento de r; a v (véase la Figura 3.9). De aqui, C' mueve como en
(e) de la Figura 3.9, obligando a que R mueva 75 a u;.

b % AN

Lo
\ &/
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Figura 3.9: Al igual que en el subcaso anterior, ¢a y ¢4 recapturan como en (b), mientras que ¢ 2
¥ €32 se mueven como en (c) (ver continuaciéon de figura) para obligar el movimiento de r a v.
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 (c) |[ (@

(e)

Figura 3.9: En (d), R mueve r; a v, por lo que C mueve sus policias como en (e).

Una vez mas, R mueve 13 a uj y ¢z 2 y €42 recapturan, mientras que c; o se
mueve a z y €31 & Ug. Sin importar si R mueve ry de regreso a w; (como
en (c) de la Figura 3.10) o mueve r; a b (como en (e)), C' mueve como en
(d) o en (f) respectivamente para forzar a R a juntar las fichas 1 y rs.

(a) (b)
O
oy &

Lese” Q\OQ
ybo/ \OQ/

J L

Figura 3.10: Si R mueve r2 a u; como en (a), C' mueve a sus policias como en (b).
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Figura 3.10: Independientemente de lo que haga R en su siguiente turno (moverse como en (c) o en
(e)), C forza que R junte las fichas 1 y r2 al siguiente turno.

c) Silos anteriores casos no suceden, ¢; o y 32 deben estar ambos en z o en
x (véase la Figura 3.11). En este caso, C' mueve las fichas de manera que

c12 termina en 2z y c3o estd en x.

@)
@ wy
o

i

(b)
8o
Voo

v‘—.

Figura 3.11: Una vez mas, c¢o y ¢4 recapturan como en (b).
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Figura 3.11: En tanto, c; 2 se posiciona en z y c32 en x.

Si R pasa, la posicion en (c) de la Figura 3.11 es una analoga a la mostrada
en (a) de la Figura 3.9 (uno en la vecindad de ws y el otro en la vecindad
de y), por lo que eventualmente R pone las fichas r; y ry en vértices
adyacentes. De lo contrario, si R mueve ry a b, ca2 ¥ ca2 le recapturan,
mientras que cj se mueve a wo (ver la Figura 3.12). En esta posicion
R esta obligado a mover ry de regreso a w;. Asi C' estd en una posicion
anéloga a la mostrada en (a) de la Figura 3.7 (una ficha en la vecindad de
b), por lo que R eventualmente posiciona r; y o en vértices adyacentes.

(D)
O
b \O O, y
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Figura 3.12: Posterior al movimiento de R, C' mueve sus policias como en (b) para obligar el regreso

de T2 a wWiq.

Finalmente, si R mueve r; a v, C' mueve como en (b) de la Figura 3.13,

obligando a R a que ponga 71 y 72 en vértices adyacentes.




3.1 PETERSEN 81

e \ Y

(a) (b)
@
IO y / Q\
< O/ @/
O OF @

Figura 3.13: En (a), R acaba de mover 71, de manera que C mueve como en (b) para posicionarse
C2,1 €N T Y €41 €N Ug, & la vez que c1,1 y c3,1 recapturan.

Esto concluye la prueba de que r; y ro eventualmente estan en posiciones ad-
yacentes. Mas ain, antes de que 7, y 7o estén en vértices adyacentes, c11 y ¢31
capturaban a 7, mientras que cy2 y c42 capturaban a ry. Asi, supéngase sin pérdida
de generalidad que 7; fue la dltima ficha movida, de modo que la situacion es como se
muestra en la Figura 3.14. Los policias proceden a posicionarse sobre las vecindades
de los vértices a los que puede mover R, dejando a r; sin movimientos.

Se generan tres casos dependiendo de la posicion de ¢; 2 ¥ c39:

1. Si ninguno entre c¢; 5 y c32 esta en by no sucede que ambos esten u; o en y,
entonces de (b) de la Figura 3.14 es claro que ¢; 2 y ¢32 pueden ponerse, como
en (c), en vértices adyacentes a y y uj respectivamente.

aYea

(a) (b)
B
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Qe U@_I
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Figura 3.14: En (a), C busca poner a ¢z 1 y ¢4,1 en un vértice azul sombreado y en un vértice verde
sombreado. Si alguno estuviera en los vértices negros sombreados, en v, o en wsy, se sigue que C'
captura a R en a lo mas un turno, o estd en una configuraciéon ilegal. El resto de vértices tienen
al menos un vértice verde sombreado y uno azul sombreado en su vecindad cerrada. Por tanto, se
pueden colocar ¢z 1 y c4,1 de manera que estos impiden el movimeinto de 71. Analogamente, ¢ 2 y
3,2 se mueven a un vértice azul y uno verde (de los mostrados en (b)) respectivamente.
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 (c)

/Q\

\ /

Figura 3.14: Asi, C' termina su turno como se muestra en (c).

Si R pasa como en (a) de la Figura 3.15, C' mueve como en (b) para capturar a
R en su siguiente turno. De lo contrario, R mueve r5 a us 0 a y. Supéngase sin
pérdida de generalidad que se mueve a 5 como en (c), el otro caso es anélogo.
En ese caso, C' mueve como en (d), capturando a R en su siguiente turno.

\

(a) (b)

o | wiy
\o/ i)
'O ©O—0O

(c) (d)

o OO\
o Sefot
\$%/ \ 3%/

Figura 3.15: Posterior a que R pase como en (a), C' mueve como en (b) para capturarle en su
siguiente turno. En cambio, si R mueve r3 como en (c¢), C' mueve sus fichas como en (d), obligando
a R a pasar y capturandolo en su siguiente turno al reetiquetar las fichas de cs.
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2. Si alguno entre ¢15 y ¢392 esta en b, nétese que dicho policia (o ambos) puede
reetiquetar sus fichas, de manera que la segunda ficha se encuentra en v y es
adyacente a ambos un vértice azul sombreado y un vértice verde sombreado,
moviéndose en ese mismo turno para obligar a R a pasar y capturarle en a lo
mas dos turnos (véase (b) en la Figura 3.16).

- o ,
@

GO D" oW
\o %/ \ )

@6 SN

0,
N5

\

Figura 3.16: En (a), ¢1 se encuentra obstruido, por lo que reetiqueta sus fichas como en (b). Luego, C
mueve como en (c), mientras que cs 2 se asegura de estar en un vértice adyacente a y (reetiquetando
en caso de que co también estuviera obstruida).

3. Siambos ¢12 ¥ c32 estdn en uy o y, supongase sin pérdida de generalidad que
estan en ug, el otro caso es analogo. En este caso, C' mueve ¢35 a z como en (b)
de la Figura 3.17. Si R pasa en este momento, se tiene una situaciéon analoga
a la del caso 1, por lo que R debe mover 5 a y. Luego, C' mueve como en (d)
de la Figura 3.17 para obligar a R a pasar y capturar en a lo mas dos turnos.
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(a) | )
@ O

(<) @
/ O g N
OF0 QoW
vl \ 3%/

Figura 3.17: En (a), ¢1,2 v c3,2 estan ambos en g, por lo que uno de ellos se mueve a z como en
(b). En (c¢), R mueve r5 a y, por lo que C' mueve como en (d) para obligar a R a pasar y capturar
en a lo mas dos turnos.

Se concluye que ¢(F, (P)) < 4.



Capitulo 4

Conclusion

Recopilando los resultados relevantes en la tesis, logramos determinar el nimero
policiaco de las gréficas de k fichas de cualquier estrella S,,. Si bien este ultimo es
el resultado principal de la primera seccién de resultados, no podemos dejar a un
lado la utilidad del algoritmo de desobstruccion, el cual nos facilité la descripcion
de una estrategia ganadora para C' con exactamente ¢(Fj (S,)) policias. Asimismo,
destacamos el descubrimiento de una estrategia ganadora para R si C' tiene menos
de ¢(F} (Sy)) policias.

Por otro lado, una ligera modificacion en la mencionada estrategia ganadora para
C nos permitié determinar una cota superior para el nimero policiaco de la gréfica
de k fichas de cualquier arbol. Ademés, nuestra estrategia de sombras evidencioé que
dicha cota es justa cuando los arboles tiene grado maximo al menos el doble del
ntmero de fichas.

Para el resto de graficas de fichas de arboles con grado maximo bajo, logramos
utilizar la cota inferior para estrellas de grado bajo subdivididas, esto siempre y
cuando el ntimero de fichas sea menor al nimero de emparejamiento de la estrella
subdividida. Més atin, si la estrella subdividida tiene a lo més dos ramas de longitud
par, esta cota cubre todos los posibles valores de k. Particularmente para las triadas,
se obtuvo una cota inferior para todas las posibles £ sin importar la paridad de la
longitud de sus ramas. Dicha cota inferior también induce una estrategia de escape
para R en funcién de otros algoritmos, como uno que construye emparejamientos
maximos dada una grafica.

Finalmente, revisamos el caso particular de la grafica de Petersen, en la que
logramos acotar el ntiimero policiaco de F; (P) al dar una estrategia ganadora para
C con 4 policias.

Mas alla de las cotas dadas para el ntimero policiaco en los distintos casos de estu-
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dio, confiamos en que el disenio de estrategias nos ayude a comprender los problemas
que quedan sin solucién en este trabajo. La intuciéon que nos dejan las estrategias
desarrolladas nos llevan conjeturar lo siguiente.

Conjetura 4.0.1. Sean n y k enteros positivos tales que k > 2y "TH < k. Ademés,

. .- . Vsn m
si m > 1 es un entero positivo suficientemente grande para que k£ < {%J, se

tiene que
k+1+ |27

c (Fk‘ (Sn,m)) = 9

Conjetura 4.0.2. Si P denota la grafica de Petersen, entonces ¢(F; (P)) = 4.

En particular para la primera conjetura, esta concuerda con nuestras exploracio-
nes obtenidas en graficas de fichas de triadas, mientras que para trayectorias, esta
fue probada por Bruno Amezcua en su tesis de licenciatura.

Por otro lado, creemos que la demostracion dada para el Lema 2.3.14 puede
extenderse para demostrar la siguiente conjetura.

Conjetura 4.0.3. Si T es un arbol no trivial,  es una de sus hojas, y k < |Vz|,
entonces F, (T — x) es un retracto de Fy, (T).

Dicho resultado no se tiene como corolario directo del lema mencionado en caso
de que existan vértices de grado al menos 4. No obstante, la evidencia obtenida de los
ejemplos sugiere que esto es verdad incluso para dichos casos, por lo que podriamos
tener una mejor comprension de la estructura de las graficas de fichas de arboles.

A manera de resumen, se presenta una tabla con las cotas encontradas para el
numero policiaco de graficas de fichas de arboles, haciendo énfasis en que para cada
resultado se obtuvo una estrategia de escape o una de captura.

k< ky, k
kn<k<a' | N/ M < <k
o <k<UIN/A <k N/A <k 5] <, <k

Cuadro 4.1: En cada cuadrante de la tabla se muestran el namero policiaco (o las cotas obtenidas
separadas por comas) de la grafica de k fichas asociada a la grafica en la columna dada, clasificadas
por renglones segtn el intervalo en el que se encuentre k.
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3.10. Si R mueve 75 a u; como en (a), C' mueve a sus policias como en (b).
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