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Resumen

La presente tesis corresponde a la investigacion realizada en torno a las propieda-
des y caracteristicas de los sistemas cuasiperiodicos de alta simetria rotacional en lo
referente a su estructura y los fenémenos de transporte que en ellos ocurren, esto con el
objetivo de esclarecer la relaciéon existente entre estos sistemas con los sistemas desor-
denados. Para dicho propoésito hemos realizado simulaciones sobre las trayectorias que
describe una particula neutra dentro de diferentes gases de Lorentz cuasiperiddicos
en el limite de Boltzmann-Grad con el objetivo de calcular la distribuciéon de la longi-
tud de vuelos libres como funcién de la simetria rotacional del sistema cuasiperiodico
subyacente; de igual forma hemos estudiado analitica y computacionalmente la dis-
tribucion de la distancia al vecino mas cercano y la distribucion del area de las celdas
de Voronoi de los sitios que conforman a las reticulas cuasiperiédicas como funciéon de
su simetria rotacional. Por tltimo, hemos estudiado la hiperuniformidad presente en
estos sistemas, considerando diferentes decoraciones para las teselas de los teselados
cuasiperiddicos. Los resultados obtenidos muestran que los sistemas cuasiperiodicos
de simetria rotacional alta se comportan localmente como sistemas desordenados has-
ta una cierta escala de longitud, misma que aumenta conforme la simetria rotacional
del sistema crece, obteniendo una expresién mateméatica que nos permite calcular
dicha escala.
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Abstract

This thesis corresponds to the research conducted on the properties and charac-
teristics of quasiperiodic systems with high rotational symmetry, focusing on their
structure and the transport phenomena occurring within them. The aim is to clarify
the relationship between these systems and disordered systems. To this end, we per-
formed simulations of the trajectories described by a neutral particle within different
quasiperiodic Lorentz gases in the Boltzmann-Grad limit, with the objective of cal-
culating the free flight length distribution as a function of the rotational symmetry of
the underlying quasiperiodic system. Similarly, we analytically and computationally
studied the distribution of the nearest-neighbor distances and the Voronoi cell area
distribution of the sites that form the quasiperiodic lattices as a function of their
rotational symmetry. Finally, we examined the hyperuniformity present in these sys-
tems, considering different decorations for the tiles of the quasiperiodic tilings. The
results obtained show that quasiperiodic systems with high rotational symmetry beha-
ve locally as disordered systems up to a certain length scale, which increases as the
rotational symmetry of the system grows, and we derived a mathematical expression
that allows us to calculate this scale.

IX



ABSTRACT



Indice general

[Agradecimientos|

[Resumen|
[Abstract]
T [iccioil

[2. Cristalografia clasical
[2.1. Sobre mosaicos y teselas| . . . . . .

[2.1.1.  Breve introduccion a las isometrias del plano| . . . . . . . . ..

[2.1.2. Las 17 formas de teselar el plano| . . . . . . .. ... ... ..

[2.2. Sobre cristales y mosaicos . . . . .
[2.2.1. Radiogratia a un cristalf. . .
[2.2.2. Breve repaso de estado sélido|

[2.2.3.  La consolidacion de la cristalografia clasical . . . . . . . . . ..

B Cuasicrisiales

[3.1. Descubriendo un material imposible|

[3.2.1. Teselados aperiodicos| . . . .

[3.3. Orden, periodicidad y cuasiperiodicidad|. . . . . . . . . .. ... ...

[3.4. Métodos de construcciénl . . . . . .
[3.4.1. Método de corte y proyeccion|

[4. Metodologia y detalles del algoritmo|
[4.1. Método dual generalizado| . . . . .

KM.2. Coordenadas de Jos vértices del teseladol . . . . . . .. ... ... ..

[4.3. Descentralizando el método dual generalizado| . . . . . . . .. .. ..

4.4. Vecindad principal y teselas aisladas

XI

VII

IX

S ot O

13
14
16
18
27

29
29
31
32
34
36
37
38
39
40
41



XII INDICE GENERAL

5. Resultados| 55
[>.1. Ditusion en gases de Lorentz cuasiperiodicos| . . . . . . . . .. . ... 55
[6.1.1. Horizonte localmente finitol . . . . . . . . .. ... ... ... 57

b.1.2. [imite de Boltzmann-Gradl. . . . . . . ... ... .. ... .. 59

0.2, Analisis estructural local en cuasicristalesl. . . . . . . . ... ... .. 64
0.2.1. Distribucion de la distancia al vecino mas cercanal . . . . . . . 65

[5.2.2. Distribucion del area de Voronoil. . . . . . . . .. ... 75

[5.3. Analisis estructural global en cuasicristales| . . . . . . .. ... .. .. 78
[>.3.1. Hiperuniformidad| . . . . . . . ... ... ... ... ... 78

6. Conclusiones| 89
[6.1. "Trabajo a futuro| . . . . . . . . ... o 90
[6.2.  Articulos publicados y participacion en congresos| . . . . . . . . . .. 91
[Apéndice A. Teoremas sobre isometrias del plano| 93

Bibliog 2 103



1 Introduccion

Como su nombre sugiere, el estado solido es la rama de la fisica que se encarga de
estudiar la estructura y las propiedades de los sistemas que se han identificado como
solidos (es decir, aquellos sistemas que presentan una estructura rigida, capaz de
mantener su forma sin necesidad de un contenedor), siendo los cristales su principal
objeto de estudio. Por muchas décadas, el concepto y definicion de un cristal se
consider6 tema cerrado, algo tan claro y sencillo que era punto de partida de los
diferentes libros de texto, los cuales dictaban como ley universal el hecho de que todo
s6lido cristalino estaba conformado por un arreglo peridédico de &tomos. Esta condicion
tan simple (el poseer una simetria traslacional) imponia una restriccion en la simetria
rotacional que podian presentar los cristales, dando un total de 230 grupos espaciales
para el caso en tres dimensiones si se considera, ademéas de la simetria rotacional, las
reflexiones [1].

Con la llegada de los rayos X a finales del siglo XIX, estas hipotesis fueron puestas
a prueba de manera experimental analizando el patron de difracciéon que se obtiene
al hacer incidir un haz de rayos X a través de un sé6lido, colocando por detrés de este
una placa fotogréafica. Para el caso de los cristales, el patrén obtenido consistia en un
conjunto de puntos discretos y perfectamente bien definidos, siendo estos consistentes
con alguna de las proyecciones que se esperaria encontrar si la estructura atéomica
del sistema analizado fuera alguna de las 230 estructuras atomicas vélidas (en el
caso particular de los policristales, su patron de difraccion no cae dentro de estas 230
estructuras, pues el conjunto y la distribuciéon espacial de los puntos que lo conforman
esta determinado por la orientacion espacial de los diferentes granos que constituyen al
policristal, asi como la separacion entre las superficies de estos); sin embargo, la gran
mayoria de las muestras analizadas por este método arrojaban un patréon de difraccion
més bien difuso y/o compuesto por regiones claras y regiones oscuras, siendo estas
explicadas por una estructura atémica aparentemente desordenada, similar a lo que
uno esperaria encontrar al analizar la estructura de un liquido. A los s6lidos cuyo
patréon de difracciéon corresponde a alguno de estos tltimos casos se les denomind
“solidos amorfos”. En el capitulo [2] se brinda una imagen historica més detallada, asi
como algunos resultados y demostraciones mateméaticas sobre las propiedades que
caracterizan a los cristales clésicos.

Esta clasificacion binaria para los sistemas solidos, asi como la teoria sobre la es-
tructura atomica que la sustenta, resulté ser sumamente fructifera y se creia libre de
fallos. No fue hasta el ano 1984 que los principios fundamentales de la cristalografia
se verian amenazados por la publicaciéon de D. Shechtman, I. Blech, D. Gratias y J.



2 CAPITULO 1. INTRODUCCION

W. Cahn [2], quienes reportaron la existencia de una aleaciéon de aluminio y man-
ganeso cuyo patron de difraccion era discreto y perfectamente definido, aunque con
la particularidad de poseer una simetria rotacional decagonal, simetria prohibida e
incompatible con la constricciéon de poseer una estructura atomica periddica. Esta
aparente contradiccion seria resuelta al introducir en el campo de la fisica un area de
las matematicas més relacionada con mosaicos y rompecabezas que con cristales: los
teselados cuasiperiddicos.

Los teselados cuasiperiddicos, un caso particular de los teselados aperiédicos, han
sido objeto de estudio por parte de la fisica y las matematicas por més de 50 anos.
Su principal caracteristica (el poseer un orden de largo alcance en ausencia de una
simetria traslacional) resulté fundamental para generar un modelo teoérico que conci-
liara la existencia de la controversial aleacion de aluminio y manganeso con més de un
siglo de conocimientos en cristalografia, dando como resultado una nueva definicion al
concepto de cristal y el nacimiento de una nueva categoria en el estudio y clasificacion
de los solidos: los cuasicristales. En el capitulo 3| abordamos los hechos que llevaron al
descubrimiento de los cuasicristales, la creacion del modelo tedrico que los describe,
asi como un breve recuento sobre su estado del arte.

Este cambio de paradigma con respecto a como entendemos al estado sélido trajo
consigo una serie de preguntas que a dia de hoy se mantienen abiertas, entre las que
destaca la posicion relativa que ocupan los cuasicristales con respecto a los cristales
periddicos y los solidos amorfos, por ejemplo: ;Son los sistemas cuasiperidodicos un
punto intermedio entre los sistemas peridédicos y los sistemas desordenados? ;Es po-
sible, aumentando la simetria rotacional de los sistemas cuasiperiddicos, acercarnos
tanto como deseemos a algtin sistema desordenado? Sabemos que los sistemas cua-
siperiodicos presentan un orden de largo alcance, por lo que de manera global no es
posible que estos se asemejen a un sistema desordenado, sin embargo, cabe la posi-
bilidad de que exista esta semejanza de manera local entre ambos sistemas; si este
fuera el caso: jLas dimensiones de la vecindad local en la que un sistema se aseme-
ja al otro cambian en funcién de la simetria rotacional del sistema cuasiperiédico?
Estas preguntas motivan el estudio de las propiedades estructurales de los sistemas
cuasiperiddicos como funcién de su simetria rotacional N, en particular en el limite
cuando N — oo.

A pesar de la importancia que poseen las cuestiones expuestas en el parrafo an-
terior, y pese a que han pasado mas de 40 anos desde que tenemos evidencia expe-
rimental de la existencia de los sistemas cuasiperiddicos como sistemas fisicos reales,
la gran mayoria de las investigaciones realizadas en torno a ellos se han limitado a
estudiar los casos de baja simetria rotacional [3-5]. Este aparente desinterés por parte
de la comunidad cientifica se explica, en parte, por la dificultad que presentan estos
sistemas en ser generados, ya no digamos de manera experimental sino incluso de ma-
nera computacional, pues la ausencia de condiciones periddicas a la frontera dificulta
su construccion en términos de la memoria y el tiempo de computo requeridos. En
el capitulo [4] abordamos los detalles de un algoritmo eficiente basado en el método
dual generalizado con el cual podemos generar vecindades locales de los sistemas cua-
siperiddicos con simetria rotacional N arbitraria alrededor de cualquier punto en el
plano. Este algoritmo sera la base de las simulaciones y calculos que presentamos en



esta tesis.

Con el objetivo de responder a las preguntas anteriores, hemos estudiado de ma-
nera computacional la distribuciéon de la longitud de vuelos libres de una particula
neutra en diversos gases de Lorentz cuasiperiodicos en el limite de Boltzmann-Grad
como funcién de su simetria rotacional, asi como la distribucién de la distancia al
primer vecino y la distribucion del area de las celdas de Voronoi de los sitios de las
reticulas cuasiperiddicas. Los resultados obtenidos a partir de los puntos anteriores
nos sugieren que los sistemas cuasiperidédicos se comportan como sistemas desorde-
nados de manera local, aunque no nos proporcionan informaciéon sobre cual es la
escala de longitud en donde dicho comportamiento deja de ser valido. Referente a
esta tltima cuestion, hemos calculado la varianza del ntimero de sitios de las reticulas
cuasiperiddicas que caen dentro de una ventana circular al ir incrementado su radio,
esto con el objetivo de medir su hiperuniformidad, encontrando que todos los casos
analizados corresponden a sistemas hiperuniformes en una escala global, aunque con
un comportamiento similar al de los sistemas desordenados en una escala local, ob-
teniendo ademas una expresion matematica para calcular la escala de longitud en
la que este segundo comportamiento se hace presente. En el capitulo [5| se presentan
estos resultados a mayor profundidad, asi como las consideraciones tedricas y los de-
talles de los algoritmos que los sustentan. Finalmente, en el capitulo [6] presentamos
las conclusiones de nuestro trabajo.
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2 Cristalografia clasica

La irrupcion de los cuasicristales en el marco teorico del estado solido (asi como el
concepto de cuasiperiodicidad que los define) no puede entenderse como un hecho ais-
lado, sino que requiere de un minimo contexto historico que nos permita comprender
la motivacion, los problemas y las necesidades que eventualmente llevarian a los fisi-
cos a su adopcion dentro de la teorfa cristalografica. El presente capitulo tiene como
objetivo abordar algunos de los elementos més relevantes en torno al desarrollo de la
teoria cristalografica clasica, partiendo del concepto general de mosaico hasta llegar al
método experimental basado en rayos X que permitié clasificar a los sélidos a partir
de su estructura atémica, desarrollando en el camino los resultados mateméaticos méas
importantes que dan lugar a la definicion clasica de un cristal.

2.1. Sobre mosaicos y teselas

Es posible que las palabras “cuasicristal” o “teselado de Penrose” no tengan sig-
nificado alguno para el lector en este punto, no obstante, es bastante probable que
en algiin momento de su vida usted haya visto un mosaico, ya sea como parte del
diseno de interiores que se ha empleado para adornar el piso de una casa, o bien,
presente en alguna pared como parte de la decoracién de la misma. Si este es el caso,
tenemos un soélido punto de partida para la construcciéon de nuestro camino hacia
los cuasicristales, pues como veremos méas adelante, podemos pensar a estos ultimos
como un conjunto muy especial de mosaicos a escala atéomica. Comencemos entonces
revisando las generalidades de un mosaico, siendo algunos de los méas famosos aquellos
que engalanan las paredes de la Alhambra de Granada en Espana.

La Alhambra de Granada, como la conocemos hoy en dia, fue concebida entre los
siglos XIIT y XV por mandato del fundador de la dinastia nazari, Ben Al-Ahmar [6].
Debido a las raices musulmanas de Al-Ahmar, las representaciones artisticas que in-
tegran al complejo monumental de edificios y jardines poseen todas las caracteristicas
del arte islamico de aquella época, destacando de entre estas el uso de la geometria
como “elemento estilistico y principio rector” |7|. Es en sus alicatados (término pre-
ciso para el tipo de mosaicos presentes en la Alhambra) que salta a simple vista la
variedad y complejidad de las tramas geométricas empleadas, como puede apreciarse
en los ejemplos contenidos en la figura 2.1]

La idea fundamental detras de estos alicatados (asi como de los mosaicos en gene-
ral) consiste en recubrir una superficie plana a partir de pequenas piezas poligonales,

5
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Figura 2.1: Ejemplos de algunos alicatados presentes en la Alhambra de Granada. Imagen
recuperada de [7].

asegurandose de no dejar huecos ni superponer una pieza con otra. Estas piezas, co-
nocidas como teselas, determinan en gran medida el patrén final del mosaico, pues su
simetria particular juega un papel importante en las simetrias presentes en el diseno
final. Debido al nombre dado a estas piezas poligonales, al proceso de recubrir un
plano con ellas bajo las condiciones recién mencionadas se le denomina “teselar”.
Viendo el amplio abanico de patrones presentes en la figura[2.1], los cuales parecen
extenderse de manera indefinida, uno pudiera tener la sensacién de que existe una
infinidad de maneras diferentes de teselar el plano a partir de un conjunto finito de
teselas distintas, de manera que se respete un patrén geométrico durante toda la
teselacion, repitiéndose una y otra vez a lo largo del plano. Sin embargo, este no es
el caso y la presumible cantidad de “infinitas” maneras de teselar el plano bajo estas
condiciones se termina reduciendo a tnicamente 17 grupos de formas diferentes (las
cuales, como curiosidad, estan todas representadas en los alicatados de la Alhambra

de Granada).

2.1.1. Breve introducciéon a las isometrias del plano

Para poder entender de donde surgen estos 17 grupos diferentes de teselar el
plano necesitamos definir unos cuantos conceptos mateméticos y realizar algunas
demostraciones formales, contenido que revisaremos en la presente seccién asi como en
el apéndice Dicho contenido esta basado en los capitulos 24 y 25 de la referencia ,
haciendo explicitos aquellos pasos de las demostraciones que en ella se omiten.

Definicién 2.1.1. Una funcién g : R? — R? tal que preserva la distancia entre cua-
lesquiera dos puntos se denomina una isometria del plano. Es decir, para cualesquiera
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dos puntos en el plano 7,7 € R?, se satisface que

l9(Z) = 9 = |7 = ¥,
siendo || - || la norma euclideana en el plano.

Teorema 2.1.2. El conjunto de todas las isometrias del plano, Es, forman un grupo
bajo la composicion usual de funciones. A dicho grupo se le conoce como el grupo
FEuclideano.

Demostracion. Véase el apéndice [A.0.1] O

Definicion 2.1.3. Una traslacién determinada por un vector ¥ € R? es una funcién
7 : R? — R? definida como 7(F) = ¥ + & para todo T € R?.

Teorema 2.1.4. El conjunto de todas las traslaciones forman un subgrupo T de Es.
Demostracion. Véase el apéndice [A.0.2] O

Definicion 2.1.5. Una transformacion ortogonal del plano es una funcion w : R* —
R? que puede expresarse como

w(Z) = O,
siendo 2 € Mjy,o una matriz ortogonal. Al conjunto de todas las transformaciones
ortogonales del plano lo denotamos como Os.

Teorema 2.1.6. En el plano, toda matriz ortogonal corresponde a una rotacion al-
rededor del origen, o bien, a una reflexion con respecto a una recta que pasa por el
origen.

Demostracion. Véase el apéndice [A.0.3] ]

Teorema 2.1.7. El conjunto Os de todas las transformaciones ortogonales del plano
es un subgrupo de Es.

Demostracion. Véase el apéndice [A.0.4] O

Corolario 2.1.8. Toda isometria del plano puede expresarse, de manera unica, como
una de las siguientes composiciones:

= Una rotacion alrededor del origen sequida por una traslacion.

s Una reflexion con respecto a una recta que pasa por el origen sequida por una
traslacion.

Demostracion. Véase el apéndice [A.0.5] O

Definicion 2.1.9. Representamos a una isometria arbitraria ¢ € Es como el par
ordenado (7,€2) donde

(%) = v+ QZ,
siendo # € R? un punto arbitrario en el plano, ¥ € R? un vector en el plano asociado

a una traslacion y €2 € Ms,o una matriz ortogonal asociada a una transformacion
ortogonal.



8 CAPITULO 2. CRISTALOGRAFIA CLASICA

Teorema 2.1.10. Sean (v1,€)y), (U, 22) € Ey dos isometrias arbitrarias en el plano.
Expresamos a la composicion de isometrias como el siguiente producto entre pares
ordenados

(U1, Q1) (v, ) = (V1 + 1, 10).

Demostracion. Consideremos las isometrias representadas por los pares ordenados
(711, Q1)7 (712, Qz)
g(l’) = U1 + Q]ﬂf,

h(Z) = T + Do,

siendo ¥ € R? un punto arbitrario en el plano.
La composicion de isometrias gh € Ey queda expresada como

gh(Z) = g(h(Z)) = g(th + QX)) = ) + Qi (Vy + Qo) = 01 + 1Ty + Q1 Qa7
definiendo al vector @ = v + 105 v a la matriz ortogonal M = 2;(2,, tenemos que
gh(Z) = W + MZ,
cuya representacion como par ordenado es
(W, M) = () + Q17s,21Qs).
O

. _ [cos(f) —sin(h) _ (cos(¢) sin(¢)
Definicién 2.1.11. Sean Ay = (sin(@) 005(0)) y By = (sin(gf)) —COS(¢)) dos

matrices ortogonales. Definimos las siguientes isometrias basicas del plano:

» Una traslacion por un vector ¥, expresada como (¥, I) siendo I la matriz iden-
tidad.

= Una rotacion en sentido antihorario en torno al origen por un édngulo 6, expre-
sada como (0, Ay).

» Una reflezion con respecto a una recta que pasa por el origen y que forma un
angulo ¢/2 con respecto al eje positivo de las z, expresada como (0, By).

= Una rotacion en sentido antihorario en torno al punto ¢ por un éngulo 6, ex-
presada como (& — Ayc, Ag).

» Una reflexidn con respecto a una recta que pasa por el punto d y que forma un
angulo ¢/2 con respecto al eje positivo de las z, expresada como (2d, By).

s Una reflexion deslizante como una reflexion con respecto a una recta que pasa
por el punto @ y que forma un dngulo ¢/2 con respecto al eje positivo de las z,
seguida por una traslaciéon determinada por el vector balo largo de esa misma
linca. Expresamos esta isometria como (2 + b, By,)
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Figura 2.2: Red generada por los vectores a y b.

Definiciéon 2.1.12. Sea G un subgrupo arbitrario de E5 y sea 7 : Eo — O» la funciéon
definida por (¥, Q) = €. Definimos los siguientes conjuntos:

» Kl subgrupo de traslaciones H de G, determinado por el conjunto G N T.

» El grupo puntual J de G, determinado por 7(G), conformado por todas las
matrices ortogonales asociadas a las isometrias de G.

Definiciéon 2.1.13. Un subgrupo de E; es denominado un grupo cristalogrdfico plano
Q si su subgrupo de traslaciones H es generado por dos vectores independientes y su
grupo puntual J es finito.

Definicion 2.1.14. Denotamos por L a la érbita del origen bajo la accion del sub-
grupo de traslaciones H de G. Esto es, L = {¢' | (¢,1) € H}

Teorema 2.1.15. Sea L la orbita del origen generada por H de un grupo cristalo-
grdfico Q. Por la definicion de Q existen al menos dos vectores independientes en L.
Sea @ € L el vector no nulo de menor norma del conjunto y sea b € L un vector no
paralelo a @ de la menor norma posible. Entonces, el conjunto L es la red generada
por todas las combinaciones lineales de a y b con coeficientes enteros.

Demostracion. Considerando el resultado del teoremal[2.1.10, podemos observar que la
correspondencia entre (Z, ) — Z es un isomorfismo entre el grupo de las traslaciones
en el plano T y R? bajo la suma usual de vectores, el cual manda el subgrupo H
al conjunto L. De esta manera, L es un subgrupo de R? y por lo tanto, todo punto
de la forma ma + nb de la red generada por los vectores E,g € R% con m,n € Z,
esta contenido en L. Usando los puntos de esta red podemos segmentar al plano en
paralelogramos como se puede ver en la figura[2.2] Estos paralelogramos los definimos
de tal forma que contienen todos los puntos en su interior, asi como los puntos de su
frontera.

Supongamos que existe un punto & € L que no forma parte de la red generada por
ay g; este punto 7 formaré parte de los puntos que conforman a algin paralelogramo.
Sea C el vértice mas cercano a & del paralelogramo que lo contiene. Tenemos entonces
que el vector ¥ — ¢ no es el vector cero, ni es igual a los vectores @ o b (pues caso
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-

contrario formaria parte de la red generada por @ y b), ademés de que su norma es
menor que ||b]| (por la eleccion que hicimos de @). No obstante, & — & pertenece a L
puesto que L es un grupo y por hipotesis Z, ¢ € L. Por un lado, tenemos que || — ¢
debe ser mayor o igual a ||@]|, pues por construccion solicitamos que @ fuera el vector
no nulo de menor norma del conjunto L; por otro lado, si ||@]| < [|Z — | < ||b]],
entonces & — € es un vector no paralelo a @ de norma menor que la norma de l;, lo
cual es una contradicciéon a la manera en la que elegimos al vector b. Por lo tanto, no
puede existir un punto ¥ € L que no forme parte de la red generada por @ y b. O

Definiciéon 2.1.16. Considerando los diferentes casos para las relaciones que existen
entre los vectores a y l;, correspondientes a todos los posibles paralelogramos que se
pueden formar a partir de ellos, definimos las siguientes posibles redes L (a estas redes
se les conoce como “redes de Bravais”):

Oblicua: ||a@|| < ||b]| < ||@ —b]| < ||@+ bl

= Rectangular: ||@|| < ||b]| < ||@ — b]| = ||@ + b,

= Rectangular centrada en el vértice: ||@|| < ||b]| = ||@ — b]| < ||@ + b,
= Cuadrada: ||| = |[b]| < ||@ — bl = [|a@ + b,

= Hexagonal: ||| = ||bl| = ||a — b]| < ||a + b]],

donde a y b son dos lados del paralelogramo, mientras que @ — b y a -+ b son sus
diagonales (puede ser necesario reemplazar el vector b por —b para garantizar que
@ —b|| < ||@+b]|). Véase la ﬁgura

Nota: Pudiera parecer que se ha omitido el caso correspondiente a ||a@|| = ||b]| <
1@ — b]| < ||@+ b]|, sin embargo, en este escenario el paralelogramo que se forma es
un rombo, el cual es una figura geométrica con la propiedad de que sus diagonales se
intersecan en angulos rectos, con lo cual caeriamos en el caso de una red rectangular
centrada en el vértice, véase el ejemplo (f) en la figura[2.3

Teorema 2.1.17. El grupo puntual J de un grupo cristalogrdfico plano Q preserva
la red L; es decir, st 2 € J y ¥ € L, entonces jy = Qi € L.

Demostracion. Mostremos que la funcion 7 : Q — J es un homomorfismo. Sean
(U1, ), (U, 22) € Q dos isometrias del plano arbitrarias, tenemos que

(U1, Q1) (T2, Q2)) = 7((Th + i, Q€d2)) = €y, (2.1)
mientras que, al operar por separado cada elemento de Q, tenemos
(m (71, Eh))) (7 (02, €2)) = () (Q2) = Do, (2.2)

dado que (v1,€), (v, €22) son dos elementos arbitrarios y se satisface la igualdad
entre y 2.2} concluimos que 7 es un homomorfismo entre Q y J. Ademas, para
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a a

I DN VRN KRN

(a) Oblicua (b) Rectangular (¢) Rectangular centrada en

el vértice
b
b
b
a
(d) Cuadrada (e) Hexagonal (f) Rectangular centrada en el

vértice

Figura 2.3: Ejemplos de las diferentes redes L asociadas a los elementos Q del grupo
cristalografico plano. El caso (f) es una variacion al caso (c).

cualquier 7 € R?, se satisface que 7((v, 1)) = I (siendo I la matriz identidad), por lo
que H = kernel(r).

Sea Q€ Jy &€ L demodo que g=(v,Q2) € Qy 7= (& 1) € H. Tenemos que
grgt = (@@ N(-Q7'7.Q7)
= (0,Q)(Z+ I[(-Q '), 197
= (0,0 (F - Q v, Q7
= (T4 Q7 - Q7'7), 007
= (T+ Q7 - QQ '3, 1)
=(U+ Q% —v,1)=(Q%,I),
= grg ' = (0%, 1). (2.3)

De la igualdad tenemos que w(grg~!) = I, por lo que grg~' € H. Por el
teorema [2.1.15] esto implica que Q2% € L con lo que concluye la demostracion. H

Teorema 2.1.18. El orden de las rotaciones vdlidas dentro de un grupo cristalogrdfico

plano sélo puede ser 2,3,4 o 6. A este resultado se le conoce como la restriccion
cristalogrdfica.
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Demostracion. Toda rotaciéon en un grupo cristalografico plano Q tiene un orden
finito (pues por definicién, su grupo puntual J es finito). Si tenemos una rotaciéon de
orden ¢ € Z™, su representacion matricial seria aquella correspondiente a una rotacion
en sentido antihorario por un angulo de 27/¢, de modo que la matriz

Siendo consistentes con la notacion empleada en el teorema y la definicion
2.1.16] sea @ € R? el vector no nulo de menor norma del conjunto L asociado a
Q. Como A € J y J preserva la red L, entonces Ad € L. Supongamos que g > 6,
entonces 2w /q < 60° y Ad — d es un elemento en L de norma menor a la de @, lo cual
es una contradiccion a la eleccion que hicimos de a@. Para demostrar esta aseveracion,
consideremos sin pérdida de generalidad que @ = (1,0), entonces ||d|| = 1; bajo estas
consideraciones, tenemos que

= (o(Z) () 0= () 1 =(2)).
q q q q
2 2 2
= ||4d —ad||* = (cos (—) — 1) + sin? (—W)

q q
2 2 2

= cos® (l) — 2cos (l) + 1 + sin? (—W)
q q q
=2 — 2608(2—7T> =2 <1 — COS(Q—Tr>) ,

q q

estamos interesados en aquellos valores de ¢ tales que (1 — cos(%)) < 1/2, pues de

esta manera ||Ad — d@||* < 2(1/2) = 1, lo que implicarfa, tomando la raiz cuadrada de
ambos lados de la desigualdad, que ||Ad — @|| < 1 = ||@|| siendo este el resultado que
buscamos. Entonces, despejando ¢ y manteniéndonos en el intervalo angular de 0 a

27, tenemos que
( (27r)) 1 (27r> 1
1 —cos| — < =, = cos| — | > =,
q 2 q 2

2 1 2r o7
— — <arccos | = |, = — < o,
q 2 q 3
2 1
= < -, = 6<gq,
qg 3
en donde hemos empleado el hecho de que la funciéon arccos(z) es decreciente al
cambiar el signo de la desigualdad al aplicar la funcién a ambos lados.
El caso de ¢ = 5 pudiera parecer que es valido dado el argumento anterior, sin

embargo, el mismo problema se presenta en este caso cuando consideramos al elemento
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A?@ + @ pues, al aplicar dos veces la matriz de rotacion A al vector @, el angulo que
se forma entre A%d y —a es igual a 36°; como este dngulo es menor que 60°, estamos
en el mismo caso que en el parrafo anterior sustituyendo Ad por A%d y @ por —a, por
lo que ||A%a + dl|| < ||@]|, cayendo nuevamente en una contradiccion. O

Corolario 2.1.19. El grupo puntual J de cualquier grupo cristalogrdfico plano Q es
generado por una rotacion de un dngulo 6 € {0, 7,27/3,7/2,7/3} mds alguna posible
reflexion.

2.1.2. Las 17 formas de teselar el plano

Antes de continuar con nuestra exposicion, recapitulemos y pongamos en palabras
simples los resultados obtenidos en la seccion anterior. Una isometria, a pesar de lo
rimbombante de su nombre, no es més que la definiciéon formal de aquellas manipu-
laciones que podemos realizar al mover un objeto rigido sobre una superficie plana.
En el contexto de los mosaicos y las teselas, piense en las isometrias como el nombre
matematico para describir los movimientos que se pueden realizar con cada tesela
al acomodarla para formar un mosaico: usted puede desplazar la pieza por todo el
plano, puede girar la pieza por algin angulo e incluso puede “reflejar” su pieza si la
voltea (aunque para realizar esto es necesario que separe la pieza del plano, la gire en
el espacio tridimensional y la vuelva a colocar en el plano). En todos estos ejemplos,
la forma y las dimensiones de la pieza no se ven modificadas, propiedad que se cap-
tura en la definicion formal de isometria al pedir que la distancia entre cualesquiera
dos puntos se preserve. El resto de la secciéon consistié tnicamente en explorar las
caracteristicas y propiedades de las diferentes isometrias.

Entre estas propiedades, destacan las siguientes por su relevancia en la discusion
que estamos construyendo:

» Solo existen 5 categorias (redes de Bravais) en las que se pueden clasificar los
mosaicos que se pueden construir a partir de dos desplazamientos independientes
en el plano, siendo estos: oblicuos, rectangulares, rectangulares centrados en el
vértice, cuadrados y hexagonales. Véase la figura [2.3

» Cualquier mosaico que se construya a partir de dos desplazamientos indepen-
dientes en el plano s6lo aceptara simetrias rotacionales por dngulos de 0, T,
27/3, /2 o m/3 radianes. Estas simetrias rotacionales, salvo la asociada a un
angulo 0 que en realidad es equivalente a no rotar, se corresponden a la simetria
de dos lineas paralelas, un triangulo equildtero, un cuadrado y un hexagono,
respectivamente.

Este ultimo resultado es esencial para entender el rompimiento del paradigma que
ocasionaron los cuasicristales y no es posible exagerar la importancia que tiene para la
presente tesis. Més adelante retomaremos este punto, de momento basta mencionarlo
como uno de los resultados fundamentales en el estudio de las isometrias del plano.

Es a partir de estas 5 redes de Bravais que se derivan los 17 grupos de teselaciones
posibles del plano como resultado de combinar cada una de las distintas categorias
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con sus rotaciones compatibles; asi como la incorporacion (o ausencia) de reflexiones
y reflexiones deslizantes en sus conjuntos de isometrias. Por ejemplo, el primero de
estos grupos (denotado como el grupo p1) esta conformado por las redes generadas
a partir de las celdas unitarias de las 5 redes de Bravais, empleando tnicamente
traslaciones; mientras que el segundo de estos grupos (denotado como el grupo p2)
esta conformado por las redes generadas a partir de estas mismas 5 celdas unitarias,
pero anadiendo rotaciones por un angulo de 7 radianes al conjunto de isometrias
permitidas.

La demostracion formal de esta afirmacion requiere nuevamente del uso de ma-
tematicas no triviales y probar cada uno de los 17 grupos (resultado de combinar
diferentes subconjuntos de redes de Bravais con todos los posibles subgrupos de sus
isometrias compatibles) consumiria demasiado espacio, incluso para un apéndice, por
lo que referimos al lector interesado en estudiar las demostraciones concernientes a
estos casos al capitulo 26 de la referencia [§], asi como a la referencia [9], la cual
contiene miltiples ejemplos de los diferentes grupos en teselados y mosaicos reales.

2.2. Sobre cristales y mosaicos

Hoy en dia, la idea de que las matematicas son parte indispensable e inseparable del
desarrollo cientifico de cualquier rama de la ciencia nos resulta muy natural, sobre todo
en la fisica, en donde hemos sido testigos como humanidad del impresionante poder
de predicciéon que han alcanzado las distintas teorias matematicas al comprobarse
experimentalmente a lo largo de la historia. Galileo Galilei, en su libro “Il Saggiatore”
publicado en 1623, refleja los comienzos de esta corriente de pensamiento en una de
sus citas mas célebres:

La filosofia estd escrita en ese grandisimo libro que tenemos abierto ante los ojos,
quiero decir, el universo, pero no se puede entender si antes no se aprende a entender
la lengua, a conocer los caracteres en los que estd escrito. Estd escrito en lengua
matemdtica y sus caracteres son tridngulos, circulos y otras figuras geométricas, sin
las cuales es tmposible entender ni una palabra; sin ellos es como girar vanamente en
un oscuro laberinto [10].

Esta frase en concreto podria leerse casi como una profecia sobre la manera en
la que describimos a la naturaleza y los fendmenos que en ella ocurren, pues resulta
cuando menos interesante que los resultados mateméticos obtenidos de manera ajena
a cualquier realidad fisica suelan ajustarse bastante bien como modelos descriptivos
de esta ultima. Tal es el caso de la cristalografia clasica, cuya historia comienza en
1781 cuando un sacerdote catolico francés de nombre René Just Haiiy diera comienzo
a una serie de experimentos con minerales, de cuyos resultados se obtendrian las bases
sobre las que se edificaria dicha &rea.

Narran las cronicas sobre la vida y obra de Haiiy [11] que, posterior a presenciar
una conferencia sobre minerales impartida por Louis-Jean-Marie Daubenton (médi-
co, anatomista, mineralogista y naturalista francés), solicito a Jacques de France de
Croisset permiso para examinar su coleccion privada de minerales, sufriendo durante
esta visita uno de los accidentes més felices para el desarrollo de la ciencia al dejar
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Figura 2.4: Fotografia de una muestra de calcita en donde se aprecian sus caras lisas y
planas que la conforman (a). A su derecha, un romboedro, figura tridimensional similar a
un cubo, con la diferencia de que sus 6 caras son rombos en lugar de cuadrados (b).
Imégenes recuperadas de https://es.wikipedia.org/wiki/Calcita y
https://es.wikipedia.org/wiki/Romboedro, respectivamente.

caer al piso un ejemplar de calcita, mismo que resulté segmentado en distintas piezas
a consecuencia del impacto. Seguramente Haiiy no fue la primera persona que de
manera accidental o deliberada haya fragmentado una muestra de algiin mineral, no
obstante, seria la primer persona en observar detenidamente cada una de las piezas
resultantes y dar comienzo a un estudio sistemético de como es que estan conforma-
dos los minerales en su interior. Lo que llamoé la atencion de Haiiy fue el hecho de
que las superficies de los fragmentos del mineral donde la muestra original se separd
eran en todos los casos lisas y con angulos bien definidos, contrario a la superficie
rugosa y més bien cadtica que presentaba inicialmente el mineral. Con el visto bueno
de su anfitrién, Haily pudo conservar los fragmentos de la calcita y, una vez en su
habitacion, comenz6 a remover las capas exteriores de estos hasta conseguir que las
muestras exhibieran caras planas y lisas. En todos los fragmentos sujetos a este senci-
llo experimento el resultado fue el mismo: la muestras exhibian una forma geométrica
conocida como “romboedro”, véase la figura [2.4]

Haiiy eventualmente logré realizar este mismo procedimiento a diferentes mues-
tras de calcita recolectadas en distintas zonas geogréficas a lo largo del mundo, asi
como a diversos minerales. El resultado se mantuvo invariable, al menos en su esen-
cia, pues aunque podia haber cambios en la figura geométrica obtenida al final del
experimento dependiendo del mineral que se analizaba (a veces un tetraedro, en otras
ocasiones un prisma triangular o bien, un paralelepipedo), en todos los casos, para un
mismo mineral, se obtenia una misma figura tridimensional perfectamente definida.
La explicacion més simple a la que pudo llegar fue que, por alguna razén cuyos moti-
vos quedaban fuera de su comprension, los minerales estaban constituidos por algin
bloque béasico (al que llamo “la molécule intégrante”), el cual se repetia a lo largo
de toda su estructura. Estas conclusiones, asi como todos los resultados obtenidos a
lo largo de las iteraciones de su experimento, fueron publicadas en 1801 en su obra
magna titulada “Traité de Minéralogie”.

Esta idea, la existencia de un bloque a partir del cual se va construyendo la estruc-
tura interna de los minerales al acoplar entre si copias de dicho bloque, nos recuerda
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Figura 2.5: Fotografia de un panal de abeja. Notese la estructura hexagonal que forman las
celdas de cera, la cual se mantiene invariante sin importar en qué celda nos fijemos.
Imagen recuperada de https://en.wikipedia.org/wiki/Honeycombl

a los mosaicos y su conjunto de teselas a partir de las cuales, colocando una seguida
de la otra, se va construyendo el teselado del plano. Esta semejanza se ve reforzada
al considerar que no todas las figuras geométricas pueden surgir como bloque funda-
mental en los minerales, similar a la cantidad limitada de posibles redes que aparecen
en el estudio de las isometrias del plano (generalizando los procedimientos realizados
en la seccion anterior, es posible demostrar que para el caso tridimensional existen
230 grupos de maneras de cubrir el espacio, considerando las mismas restricciones
que en el caso de los teselados del plano [1]). A partir de este conjunto de ideas,
experimentos y teorias, se fundo la rama de la fisica conocida como “cristalografia”; la
cual se encargaria de estudiar las propiedades fisicas como la conducciéon térmica, la
conduccién eléctrica, la elasticidad, la dureza, entre otras, de aquellos sistemas cuya
estructura interna estuviera descrita por este “teselado tridimensional”.

2.2.1. Radiografia a un cristal

Tanto si hablamos de teselados en el plano como de su simil en el espacio, una
de las isometrias méas simples que podemos expresar (obviando la isometria trivial
que consiste en no hacer absolutamente nada) es la traslacion por algin vector. Es
precisamente a partir de esta operacion que se derivan las 5 redes de Bravais en el plano
y juegan el mismo papel determinante en el caso tridimensional. La presencia de estas
isometrias es la responsable de que en ambos casos exista una simetria traslacional. En
términos simples, una simetria traslacional (o periodicidad espacial) es la propiedad
de un sistema de repetirse a si mismo al desplazarnos una cierta longitud en algunas
direcciones particulares, piense por ejemplo en el diseno de las hojas de cualquier
libreta cuadriculada o, siendo un poco mas permisivos ante pequenas variaciones
(mismas que discutiremos un poco mas en el siguiente capitulo), en el patron presente
en los panales de abeja (véase la figura .

Al ser la periodicidad espacial una consecuencia directa de las isometrias de tras-
lacion y siendo las isometrias en su conjunto la base sobre la que se construye el
modelo matematico de la cristalografia, resultaba natural el definir a los cristales co-
mo aquellos solidos cuya estructura atémica consiste en un arreglo perioédico de sus
atomos. Esta hipotesis, tomada como un principio fundamental en la teoria crista-
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Figura 2.6: Radiografia de la mano de Anna Bertha Rontgen. Imagen recuperada de
https://en.wikipedia.org/wiki/Radiography.

lografica clasica, fue sumamente fructifera en términos teodricos, pues los resultados
obtenidos a partir de asumirla como cierta generaban predicciones sobre las propie-
dades presentes en los sistemas fisicos reales que se ajustaban bastante bien a las
mediciones experimentales; sin embargo, uno de los puntos criticos que consolidarian
esta vision sobre la estructura interna de los cristales vendria anos més tarde, tras el
descubrimiento en 1895 de los rayos X a manos del fisico aleman Willhelm Conrad
Rontgen (aunque la mano de su esposa, Anna Bertha Rontgen, pasaria igualmente
a la historia tras formar parte de uno de los primeros experimentos realizados sobre
este tema, véase la figura .

En la actualidad, los rayos X nos resultan familiares para la mayoria de las perso-
nas, en gran parte por sus maravillosas aplicaciones en la medicina, area en la que son
utilizados principalmente para poder visualizar los tejidos y huesos del interior del
cuerpo humano. Esta capacidad de “fotografiar” la estructura interna de las personas
tiene su analogo en los solidos, aunque en estos ultimos el principio fisico que hay
detras esta relacionado con la difraccion y no con la absorcién (como es el caso de
las aplicaciones médicas) de estos rayos. La historia sobre el descubrimiento y estudio
de los rayos X es fascinante, lamentablemente incluirla a detalle en esta secciéon nos
desviaria demasiado del tema central, por lo que s6lo haremos mencion de los puntos
maés relevantes con respecto a los cristales (para el lector interesado, el capitulo 3 de
la referencia [12] se dedica completamente a la revision historica de este desarrollo
teorico/experimental).

Hacia 1910, el debate acerca de si los rayos X eran en realidad una onda o un cu-
mulo de particulas se mantenia abierto, con resultados experimentales contradictorios
entre si que apoyaban una u otra postura (hoy dia, a la luz de la teoria cuantica, sabe-
mos que en realidad no hay contradiccion entre los experimentos, siendo los rayos X
tanto ondas como particulas). Fue en 1912 que Max von Laue, fisico de nacionalidad
alemana, cay6 en cuenta de que si los rayos X eran en realidad ondas electromagné-
ticas de longitud de onda muy corta (como algunos experimentos sugerian), entonces
tendrian que difractarse si se hacian pasar por alguna red con espaciamientos entre
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sus elementos del mismo orden de magnitud que dicha longitud de onda, siendo las
supuestas estructuras atémicas de los cristales un candidato ideal. El experimento fue
llevado a cabo ese mismo ano por Muanich Walter Friedrich y Paul Knipping, siendo
un éxito y demostrando la naturaleza como onda electromagnética de los rayos X,
con una longitud de onda entre los 0.01 nm y los 10 nm [12]. Este resultado le valdria
el Premio Nobel a Laue en 1914 por su “descubrimiento sobre la difraccion de rayos
X por cristales” [13].

2.2.2. Breve repaso de estado sélido

Los resultados obtenidos por el experimento de Friedrich y Knipping serian crucia-
les para confirmar la existencia de una estructura atémica periddica en los cristales,
dando comienzo a una metodologia experimental para clasificar a los sélidos de acuer-
do al patron de difraccion generado por ellos. Para poder interpretar dichos resultados,
es necesario contar con algunas herramientas y resultados previos propios del estado
solido y la 6ptica. Demos comienzo a la revision de estos temas con la denominada
“ley de Bragg”.

Ley de Bragg

Supongamos que tenemos un cristal constituido por planos paralelos en los que
se distribuyen sus atomos en una red periddica. A dicho cristal le hacemos incidir
una onda electromagnética plana con cierta longitud de onda A, de modo que al
interactuar con los atomos de cada uno de los planos del cristal, parte de la onda sera
reflejada de manera especular (como si se tratara de un espejo), mientras que la otra
parte continuaré con su trayectoria inicial. Las partes reflejadas por la interacciéon con
cada plano viajaran en trayectorias paralelas entre si pero, a causa de la separacion
entre los planos, el camino 6ptico que habran recorrido cada una de estas ondas
al impactar en una pantalla de visualizacion sera diferente. Por ejemplo, véase la
figura en donde en color rojo se han senalado dos posibles trayectorias para las
ondas electromagnéticas en fase que inciden en el cristal por el lado izquierdo, siendo
reflejadas en el primer y segundo plano. Si consideramos que la separacion entre los
planos es d y que el dngulo que forman las ondas electromagnéticas con los planos
al incidir en estos es 6, podemos observar que la onda reflejada en el segundo plano
recorrerda dos segmentos adicionales con respecto a la onda reflejada en el primer
plano, cada uno de magnitud dsin(#).

Esta distancia adicional que recorrera una onda con respecto a la otra es im-
portante para determinar si la interferencia que generan al llegar a la pantalla de
visualizacidon sera constructiva o destructiva, esto es, si la amplitud de las ondas se
suman (al coincidir los valles y las crestas de una y otra) o si se restan (al coincidir
los valles de una onda con las crestas de la otra). Para el caso de una onda plana,
podemos expresar su evolucion espacio-temporal a través de la siguiente funciéon

F(t,7) = Acos (w(t — to) = k- (7 — 7o) + o ) (2.4)
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Figura 2.7: Visualizacion simplificada de la diferencia en el camino éptico recorrido por dos
ondas electromagnéticas siendo reflejadas por distintos planos de un cristal.

donde t representa el tiempo, T es el vector de posicion, ty y Ty el tiempo y posicion
iniciales, A es la amplitud de la onda, w es la frecuencia angular, k es el vector de
onda y v es la fase inicial de la onda, asociada a ty y Zy. Al conjunto de términos que
se encuentran dentro del argumento del coseno se les denomina “la fase de la onda”.

Para que las ondas interfieran constructivamente, sus fases deben ser tales que se
satisfaga la condicion

cOS <w(t —tg) — Er (X — Toa) + ¢0> = cos (w(t —tp) — ET (& — To2) + 1/11) ,

donde la expresion de la izquierda corresponde a la onda reflejada por el primer plano,
la expresion de la derecha corresponde a la onda reflejada por el segundo plano, ),
corresponde a algiin punto sobre la pantalla de visualizacion y ET hace referencia al
vector de onda tras la reflexion. Notese que la posicion inicial es distinta en cada
expresion pues el sitio en el que se origina la onda reflejada varia entre un caso y el
otro, ademas de que la fase inicial en ambas ondas es diferente, siendo 1, = 1y — A,
con At el desfase producido por el segmento adicional que recorrié la onda que se
refleja en el segundo plano antes de ser reflejada. Debido a que la funcién coseno es
periddica con periodo igual a 27, la igualdad anterior queda expresada como

w(t —to) — Ky - (T, — To1) + o = w(t — to) — ky - (T, — Fo2) + o — Ap + 2mn,

con n € Z*. Agrupando términos, esta igualdad se reduce a

—

kr : (fp - 5072 — fp + ng) + A’(p = 271'717

—

— kr . ([i"o’l — 5072) + A’QZ) = 2mn, (25)
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ahora bien, el vector de onda tiene una direccion igual a la direcciéon de propagacion
de la onda reflejada (cualquiera de las dos, recordemos que ambas siguen trayectorias
paralelas), con una magnitud igual a 27/), mientras que el vector Zp; — Zp2 es un
vector cuya direccion es igual a la del segmento que va del punto donde se origina la
onda que es reflejada en el segundo plano hacia el punto donde se origina la onda que
es reflejada en el primer plano, con una magnitud igual a d. La proyecciéon del vector
To1 — To,2 sobre el vector Er corresponde pues al producto de sus magnitudes por el
coseno del angulo que hay entre ellos, siendo este 7/2 — . Con esta consideracion,
tenemos que la condiciéon se puede expresar como

2TWCZ(:OS (g — 9) + Ay = 2mn,

2
— ;d sin(6) + Ay = 2. (2.6)

Como mencionamos anteriormente, el desfase Ay viene dado por el segmento
adicional que recorre la onda antes de ser reflejada en el segundo plano con respecto
a la trayectoria que sigui6 la onda antes de ser reflejada en el primer plano. De esta
manera, tenemos que este desfase estd dado por

A = k; - AT,

donde l;:; es el vector de onda asociado a la onda incidente al cristal y AZ; es el vector
asociado al segmento adicional recorrido por la onda. En este caso, ambos vectores son
colineales, por lo que su producto punto es tinicamente el producto de sus magnitudes,
quedando asi

Ay = Q;d sin(h),

sustituyendo esta expresion en [2.6] tenemos que

2 2
ity sin(6) + il sin(6) = 2mn,
A A
2d
= —sin(f) = n,
A
= 2dsin(f) = nA, (2.7)

siendo esta la ley de Bragg, la cual nos indica que la diferencia del camino 6ptico entre
dos ondas en fase reflejadas en planos distintos de un cristal debe ser un miltiplo
entero de la longitud de onda para que exista una interferencia constructiva.

Analisis de Fourier

Muchos de los resultados importantes en el estudio de los cristales parten de
la hipotesis de que su distribucién atémica posee simetria traslacional, es decir, es
periodica en el espacio. Esta periodicidad resulta ideal para el uso de herramientas
matematicas tales como el analisis de Fourier, cuyos aspectos clave son expuestos en
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la presente seccion. Para el desarrollo de los siguientes parrafos se ha tomado como
referencia principal el texto de Kittel sobre estado sélido [14].

Por simplicidad, partamos del caso unidimensional. Sea n(x) : R — R una funcion
periodica con periodo a € R que describe alguna propiedad de un cristal en una
dimension, por ejemplo, su densidad de electrones. En una dimension, a contiene la
informacion sobre la red periodica del cristal, pues sélo existe una dimensién en la
cual colocar los atomos que lo conforman. Podemos expresar a la funcién n(x) como
una serie de Fourier de senos y cosenos de modo que

n(z) = no + i {cp cos (272””) 4+ 5, sen (272”")} | (2.8)

donde p € Z* y C,, S, € Rson los coeficientes de Fourier de la expansion. La presencia
del factor 27 /a en los argumentos de las funciones seno y coseno es la que captura
la periodicidad original de la funcién n(x), esto queda de manifiesto al realizar la
siguiente expansion

o )=+ 3 [Cpeos (ZREED) 4 (22

o0
a a
p=1

> 2 2 2 2
= n0+z [C’pcos( pr + ﬂp@) +Spsen( pr + Wp@)} ,

o a a a a
- 2mpx 2mpx
=ng+ Z Cpcos | —— + 27p | + Spsen +2mp ||,
o a a

pero, dada la periodicidad de las funciones seno y coseno cada 27, tenemos que

=ng + Z {C’p cos (@) + Sy, sen (272%)} = n(z),
p=1

= n(z+a) =n(z).

Debido a esta propiedad del factor 27 /a, al conjunto de todos sus multiplos enteros
(es decir, al conjunto de valores 2wp/a con p € Z*) se les denomina la red reciproca
del cristal, pues estos valores son los que reflejan la simetria traslacional en el espacio
real al trabajar en el espacio de Fourier.

La serie de Fourier de la igualdad puede ser expresada como una serie de
exponenciales complejas, de modo que

n(z) = 3 nyexp (1'27””3) | (2.9)

a
PEZ

donde ahora los coeficientes de Fourier n, son nimeros complejos; nétese que al pasar
a esta expresion, el nimero entero p ahora toma valores en Z, en lugar de Z™. Si bien
hemos pasado de una expresion para la funcién n(z) como suma de senos y cosenos
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con coeficientes reales (es decir, funciones de ntmeros reales a nameros reales) a
una expresion de la misma funcién como exponenciales complejas con coeficientes
complejos (esto es, funciones de ntimeros complejos a nimeros complejos), la realidad
fisica que describen ambas expresiones no ha cambiado; en este sentido, necesitamos
imponer a la expresion [2.9 una condicion adicional para garantizar que dicha serie
nos genere una funcion real.
La condicion requerida recae sobre los coeficientes de Fourier y se expresa de la
siguiente manera
nt, =n,, (2.10)

-p
donde el asterisco como superindice denota la operacion de conjugar el nimero com-
plejo (a grandes rasgos, cambiar el signo asociado a la parte imaginaria). Esta restric-
cion es necesaria para asegurar que la suma de los términos asociados a los indices p y
—p sea real. Esta aseveracion es facil de comprobar, para ello sea ¢ = 2mpz/a y recor-
demos que la exponencial compleja puede expresarse como exp(if)) = cos(6) + i sen(f)
para cualquier argumento 6 € R, de esta manera tenemos que

ny, exp(ig) + n_,exp(—i¢p) = n, [cos(¢) + isen(d)] + n_, [cos(p) — isen(¢)],

= (np +n-p) cos(¢) + i(n, — n_,) sen(e),
sustituyendo la restriccion tenemos que

— (0%, +np)cos(9) + i(n*, — n_p) sen(6),
expresando a n_, = a + b con a,b € R, entonces n* , = a —ib, con lo cual
= [(a — ib) + (a + ib)] cos(¢) + i [(a — ib) — (a + ib)] sen(¢),

= (2a) cos(¢) + i(—2ib) sen(¢) = 2a cos(¢) — 2i*bsen(¢),

2

donde, recordando que i = —1, tenemos que

= 2a cos(¢) + 2bsen(o),

—> n,exp(ip) + n_,exp(—i¢) = 2acos(¢) + 2bsen(o),

donde la expresion de la derecha es una funcion que va de los ntmeros reales a
los ntmeros reales. De esta manera, la serie completa nos da una funciéon real si
solicitamos explicitamente que ngy € R.

Bajo estas consideraciones, el caso tridimensional de una funcién periddica n(7)
se generaliza como

n(z) = Zné exp (zé . f) , (2.11)
G

donde G es un elemento de un conjunto de vectores que capturan las simetrias trasla-
cionales presentes en el cristal, es decir, los vectores que conforman a la red reciproca
en tres dimensiones.
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La red reciproca

Supongamos que el cristal que estamos analizando es tal que su estructura atémica
posee simetrias traslacionales en las direcciones de los vectores dy, ds, a3 € R3 Para
construir a los vectores G requerimos de un conjunto de tres vectores bl, bg, bg c R?
(uno por cada simetria traslacional) tales que el producto punto de a@; con b sea igual
a 2w si i = j (por la periodicidad de las funciones seno y coseno) y cero si i # 7, esto
matematicamente se expresa como

b = 2765, (2.12)

donde 0;; es la delta de Kronecker. Este conjunto de tres vectores Z;Z», denominados los
vectores primigenios de la red reciproca, quedan determinados a partir del conjunto
de vectores a; y la condicion de la siguiente manera

- as X a - a, X a

== b= 27%7 by = QW%- (2~13)
ai - ((IQ X (13) as - (CL3 X al) as - (CLl X CLQ)

- 62}(63

De esta manera, cualquier vector G estaré expresado como una combinacion lineal
de los vectores b;, es decir

—

G = mlgl + ?71252 + m353,

para algunos valores mq, mq, mg € Z.

Comprobemos que, definidos de esta manera, la expansion como serie de Fourier
de la funcién n(Z) mantiene la periodicidad requerida. Sea T = U1d1 + Uady + U3
con uy, ug, uz € Z una traslacion sobre los ejes de simetria traslacional del cristal, de
esta manera tenemos que

n(i+T) = Znéexp (2@ (:E—l—f)) = Zn@exp (zé : i") exp (zé . f) . (2.14)
a el
analizando por separado la segunda exponencial tenemos que

exp (Zé . f) = exp < (m1b1 + m2b2 + mgbg) (ulﬁl + UQJQ + U363))

= exXp ( (m1u161 (11 -+ m2u2b2 CLQ + m3u3b3 CL3)>

donde el resto de los términos cruzados de la expansion del producto punto se vuelven
cero por al tener indices diferentes los vectores b; y @;, tenemos entonces que

exp (zé - f) — oxp (i(m1us (27011) + Matis (270a) + maus(27633)))

= exp (2mi(myuy + maous + maus)) = exp (2miu) ,

con u = myuy + Mous + mgug € Z por la cerradura de los niimeros enteros. Pero, por
la periodicidad de las funciones seno y coseno, tenemos que

exp (2miu) = cos (2mu) + isen (27u) =1 +1i0 = 1,
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de modo que exp (zé : f) = 1. Sustituyendo en [2.14| tenemos que

n(@+T) = Zné exp (zé : f) exp (zé : f) = Zn@ exp (lé : f) = n(7),
€ €

con lo que observamos la periodicidad de la funcion n(z).

De esta manera, podemos concluir que todo cristal tiene asociadas dos redes: la
red real (constituida por los sitios donde se localizan sus atomos) y la red reciproca
(definida a partir de la red real a través de las ecuaciones [2.13), la cual existe en el
espacio de Fourier.

Difracciéon de Laue

Finalmente, analicemos como se relaciona la red reciproca de un cristal con la
difraccion observada al hacerle incidir rayos X. Para este proposito, consideremos
nuevamente que nuestro cristal esta constituido por planos paralelos en los que se
distribuyen sus atomos de manera periddica. Al incidir en él una onda electromag-
nética plana, una parte de esta onda se transmitira dentro del cristal manteniendo
su trayectoria inicial, mientras que otra parte seré difractada al interactuar con los
distintos planos que lo conforman. Esta difracciéon cambiara la direcciéon en la que se
propaga la onda difractada con respecto a la direcciéon de propagacion inicial, de modo
que si la onda electromagnética poseia un vector de onda EZ antes de la difraccion,
posterior a esta tendra un vector de onda lgf. Contrario a lo que ocurria en el caso
de una reflexion especular, para una difraccion el dngulo que forma k; con respecto
al plano de difraccion no es igual al &ngulo que forma ];:f con respecto a este mismo
plano, véase la figura [2.8]

Procediendo de manera analoga al analisis realizado para la ley de Bragg, la dife-
rencia entre las fases de dos ondas difractadas en dos planos diferentes separados por
un vector de distancia ¥ esta dado por

Ay = (k— k) - 7.

Suponiendo que la amplitud de la onda difractada por un elemento de volumen
dV del cristal es proporcional a la densidad local de electrones n(Z), entonces la
amplitud total de todas las ondas difractadas al salir del cristal estéa determinada por
la siguiente expresion

Ar = /an(f) exp [z <Ef — Ez) f] ;

donde exp [2 (/;f — l;:;> f] corresponde al desfase entre las ondas, pensando en la

representacion como exponencial compleja de una onda plana. Sustituyendo en la
igualdad anterior a la funcion n(Z) por su serie de Fourier, tenemos que

Ar=3" / dVngexp [Z (é - AE) f} , (2.15)
G
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Figura 2.8: Visualizacion simplificada de la diferencia en el camino éptico recorrido por dos
ondas electromagnéticas siendo difractadas por distintos planos de un cristal.

con Ak = /;:; —k 7. Observamos que cuando Ak =G , la exponencial compleja es igual
a uno y tenemos que Ap = Y~ Vng, mientras que si Ak difiere significativamente de
G , el valor de A7 disminuye drasticamente. Para demostrar esta tltima aseveracion,
revisemos el caso de esta expresion en una dimension (el caso tridimensional se sigue
de aplicar este razonamiento a cada una de las tres dimensiones):

Supoéngase una distribucion espacial de los atomos tal que sus posiciones estéan
dadas por p,, = md, con m € Z y a uno de los ejes de simetria del cristal. En este
caso, la funcion Az se reduce a

Ar = Z Z Ny, exp [z (k;c_i — AE) . md’} = Z Z ng exp (ikmd - @) exp <—imAE . Ei)
k m m

k

—
Y

el término que nos interesa examinar es el correspondiente a exp (—z'mAk . a) de

Ar x Zexp (—imAE : EL’) = Z [exp <—iAl¥- c?)}m,

m

modo que

asumiendo que existen M &tomos en total y que nuestro sistema de referencia es tal
que sus sitios corresponden a los valores desde m = 0 hasta m = M — 1, tenemos
entonces que

B 1 —exp (—iMAE- d’)

Ar zm: [exp (—iAE~ d’)]m =

1—exp <—z’AE~ c?) 7
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en donde se ha hecho uso del resultado

Multiplicando por el complejo conjugado de esta expresion, tenemos que

1 —exp (—iMAE- d’) 1 —exp (zMAE . 6)

A o 1 —exp <—z’Alg- c?) 1—exp (zAE c?)
1 —exp (—iMAl;~ c?) — exp <1MAE Ei) +1
- )—exp(iAE-Ei)—Fl

2 — 2cos (MAE-&')

ST

1—exp <—iAE-

2 — 2cos <AE Ei)
donde hemos utilizado la igualdad

exp(iz) + exp(—iz)
2 9

cos(z) =

finalmente, empleando la identidad trigonométrica cos(2z) = 1 — 2sin?(z), tenemos
que
2 -2+ 4sin? (M4ET)  gin? (U3LT)
|Ar|? = — (2.16)
2 — 2+ 4sin? <Aka> sin? (%)

De la expresion podemos obtener que los valores maximos de la intensidad de
las ondas difractadas aparecerdn cuando Ak -G = 2mn, con n € Z. Nosotros estamos
interesados en calcular cuanto es lo mas que podemos separarnos de esta igualdad
antes de llegar a una intensidad igual a cero, es decir, estamos interesados en conocer
el valor de € tal que si Ak-@=2mn+e tengamos el primer cero en la igualdad |2 -
En otras palabras, queremos resolver la siguiente ecuaciéon para €

sin? (—M@W; il €>> =0,

— sm<w) 0

2

expandiendo el seno de la suma de dos angulos como sin(x + y) = sin(z) cos(y) +
sin(y) cos(z) tenemos que

M M
= sin(Mmn) cos (TE) + sin({) cos(Mmn) =0,
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Figura 2.9: Ejemplo de un patréon de difracciéon obtenido por Friedrich y Knipping en sus
experimentos sobre difraccién de rayos X en cristales. Imagen recuperada de
https://archive.org/details/sitzungsberichte1912knig/page/n415/mode/2up.

como M,n € Z, entonces sin(Mnn) =0y cos(Mnn) = £1, de modo que

- :I:sin(%) =0,

ecuacion que se satisface si Me/2 = wh con h € Z. Como estamos interesados en el
primer cero, esto corresponde a tomar A = 1, de donde al despejar ¢ tenemos

El parametro M esta relacionado con el tamano del cristal, de modo que para un
cristal macroscopico (es decir, un valor de M muy grande) este ancho en la intensidad
visible de las ondas difractadas serd muy angosto.

De esta manera, concluimos que el patron de difraccion de los rayos X tras atra-
vesar un cristal solo sera visible para aquellas ondas tales que el cambio en su vector
de onda Ak coincida con alguno de los vectores de la red reciproca del cristal.

2.2.3. La consolidaciéon de la cristalografia clasica

En la seccion anterior analizamos a detalle la teoria detras del experimento de
la difraccion de rayos X por una estructura cristalina, asumiendo como valida la
hipotesis de que la distribuciéon espacial de los d&tomos en un cristal esta descrita
por una funcién peridédica. Con base en el analisis presentado, se puede inferir que
el patron de difraccion observado al realizar el experimento estard compuesto por
un conjunto de puntos discretos, a partir del cual es posible, haciendo uso de las
relaciones [2.13] construir la red real del cristal, es decir la posiciéon de sus dtomos.
En la figura se puede observar uno de los patrones de difraccién obtenidos por
Friedrich y Knipping en 1912.
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No es de sorprender que dichos resultados fueran galardonados con el Premio No-
bel tan s6lo un par de anos después, ya que no sélo demuestran el comportamiento
ondulatorio de los rayos X, sino que ademés proporcionan evidencia experimental de
la existencia de los dtomos, asi como un método que permite sondear el interior de
los s6lidos para conocer su estructura atéomica. Dotados de esta herramienta, la co-
munidad de cristalografos comenzaria a hacer uso de ella en una amplia variedad de
s6lidos, a fin de poder clasificarlos con respecto a alguno de los 230 grupos cristalo-
graficos posibles. Muchos de los s6lidos analizados generaban un patrén de difraccion
discreto, tal que al analizar la imagen obtenida, esta correspondia con alguna de las
redes predichas por la teoria cristalogréafica clasica; sin embargo, la gran mayoria de
los so6lidos presentaban un patréon de difraccion difuso, compuesto por regiones de
claros y oscuros en lugar de puntos bien definidos. A los solidos cuyos patrones de
difraccion cafan en este ultimo caso se les denominé “amorfos” y se concluyd que su
estructura interna no posefa ningun tipo de orden de largo alcance, similar a lo que
ocurriria si sus atomos estuvieran en posiciones aleatorias.

Hasta este punto la cristalografia clasica parecia haber obtenido un rotundo éxito
en su prueba final, pues para todos aquellos sélidos no amorfos, su estructura atémica
formaba parte de alguno de los grupos cristalograficos predichos de manera teorica
a partir del estudio de las isometrias espaciales, incluyendo en todos los casos la
presencia de las isometrias traslacionales. No seria hasta finales del afio 1984 que
empezarian a resquebrajarse los cimientos de lo que aparentemente era una teoria a
prueba de fallos.



3 Cuasicristales

En el capitulo anterior revisamos los fundamentos de la cristalografia clésica,
partiendo del concepto de isometria traslacional como piedra angular en el desarrollo
de la teoria matematica encargada de estudiar las teselaciones del plano y el espacio,
mismas que servirian como modelo para la estructura interna de los cristales. Con el
descubrimiento de los rayos X y su posterior aplicacion al analisis estructural de los
solidos, se desarroll6 una técnica experimental capaz de comprobar si las hipotesis
empleadas en el estudio teodrico de los cristales eran ciertas, encontrando que la gran
mayoria de los solidos no poseen una estructura ordenada sino més bien aleatoria,
pero validando a su vez que, para aquellos casos en los que la estructura interna de
los solidos si posee un orden, esta se corresponde con alguna de las 230 estructuras
permitidas por la cristalografia.

En el presente capitulo revisaremos los eventos tedricos y experimentales que tu-
vieron lugar en la década de 1980, a partir de los cuales resultaria evidente la necesidad
de generalizar la teorfa cristalografica para conciliarla con la existencia de un nuevo
tipo de soélidos cuya estructura interna estaba explicitamente prohibida por esta: los
cuasicristales. Abordaremos de igual forma algunos de los algoritmos desarrollados
para generar las denominadas estructuras cuasiperiédicas que los describen, finali-
zando con un breve recuento sobre algunas de sus aplicaciones potenciales y areas de
estudio en las que aparecen. Como aclaracion necesaria, gran parte del contenido pre-
sente en las secciones [3.3] y se publico inicialmente en mis tesis de licenciatura
y maestria [15/16], integrandose en el presente documento por temas de completez,
procurando en medida de lo posible aumentar o profundizar en el contenido aqui
replicado.

3.1. Descubriendo un material imposible

Tras los resultados obtenidos por la difraccion de rayos X en el estudio de la
estructura atomica de los cristales, cualquier duda sobre la validez de la hipotesis
cristalografica respecto a la periodicidad de su distribuciéon atémica quedo disipada,
motivo por el que gran parte de las investigaciones en esta area fueron enfocadas
hacia el estudio y clasificacion de los diferentes materiales, con nulas expectativas de
encontrar algin solido ajeno a los cristales periddicos o, en su defecto, a los sélidos
amorfos.

De esta indole fue la tarea encomendada al cientifico israeli Dan Shechtman en

29
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Figura 3.1: Patron de difraccion con simetria decagonal observado en una muestra de
AlgMn, material que posee una simetria icosaédrica. Notese la presencia de pentagonos
perfectos dentro del patréon de difracciéon como se resalta en el diagrama de la derecha.

Imagen recuperada de [13].

los anos de 1982 a 1984, quien por invitacion del cientifico estadounidense John Cahn
(reconocido investigador por su trabajo acerca de los procesos que ocurren a nivel ato-
mico cuando los metales liquidos son enfriados hasta su solidificacion), formaria parte
de un proyecto de investigacion financiado por la Fundacién Nacional de Ciencias y
la Agencia de Proyectos de Investigacion Avanzados de Defensa, cuyo objetivo consis-
tia en sintetizar y clasificar la mayor cantidad de aleaciones de aluminio producidas
al enfriar rdpidamente mezclas liquidas de este metal con otros elementos. Dentro
del equipo de cientificos involucrados en el proyecto, serian Robert Schaefer y Frank
Biancaniello quienes sintetizarian diversas aleaciones de aluminio con manganeso (va-
riando el porcentaje presente de este ultimo elemento) motivados por la resistencia
superior que suelen presentar dichas aleaciones comparadas con el resultado obtenido
al emplear unicamente aluminio [17].

En la manana del 8 de abril de 1982, al estudiar una aleacion de AlgMn (es
decir, una aleacion con seis atomos de aluminio por cada atomo de manganeso),
Shechtman registré la observacion de un patréon de difraccion que no deberia existir:
un conjunto de puntos discretos perfectamente definidos, propios de un cristal, pero
con una simetria rotacional decagonal [1§]. Véase la figura[3.1]

Ante el increible resultado experimental que acababa de presenciar, Shechtman
realiz6 algunas pruebas adicionales para descartar posibles explicaciones menos dras-
ticas que aceptar la existencia de una estructura cristalina prohibida, en particular
corroboré que la muestra que acababa de analizar no resultara ser una macla de algin
tipo (por ejemplo, una macla de penetracion, la cual aparece cuando dos o mas crista-
les interpenetran entre si), pues era un hecho bien conocido el que este caso particular
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de cristales puede producir patrones de difraccién extranos, particularmente un pa-
tron de difraccion pentagonal. Tras descartar cualquier otra explicacion y habiendo
verificado sus experimentos, concluy6 que la aleacion de AlgMn que habia analizado
se trataba en realidad de una estructura cristalina icosaédrica (es decir, con una si-
metria igual a la de un poliedro regular de veinte caras), una estructura que no esta
contemplada dentro de las 230 estructuras que permite la teoria cristalogréfica clésica.
La comunicacion y defensa de este resultado le vali6 una gran cantidad de burlas y
comentarios que buscaban ridiculizarlo, llegando incluso a ser expulsado de su grupo
de investigacion [19]. Afios méas tarde la figura de Dan Shechtman seria redimida al
ser galardonado en el 2011 con el Premio Nobel en Quimica por el descubrimiento de
este nuevo tipo de cristales [20].

3.2. Modelando un nuevo estado de la materia

El descubrimiento de un cristal con una simetria icosaédrica generd un fuerte de-
bate y discusion en la comunidad cientifica, la cual estaba renuente a aceptar que los
cimientos de la cristalografia fuesen falsos o, en el mejor de los casos, que estuviesen
incompletos. Si la evidencia experimental demostraba que las isometrias traslaciona-
les no son las que definen a un cristal entonces ;dénde es que reside la esencia de
los so6lidos cristalinos? Para responder a esta pregunta necesitamos antes describir y
modelar a estos nuevos cristales no peridédicos desde un enfoque tedrico/matemaético,
labor que seria desarrollada por los fisicos estadounidenses Paul Steinhardt y Dov
Levine, quienes desde 1981 comenzaron a estudiar la posibilidad de que un sélido
tridimensional pudiera construirse generando una estructura atémica icosaédrica.

La motivacion detras de esta idea vendria de los resultados obtenidos al simular
computacionalmente el comportamiento de los atomos en un liquido cuando este es
rapidamente enfriado hasta su solidificacién. En un proceso de enfriamiento lento,
los &tomos de un sistema liquido tienden a reconfigurarse desde un estado comple-
tamente aleatorio a un estado ordenado y periodico, sin embargo, este proceso no es
espontaneo y requiere una ventana temporal para llevarse a cabo por lo que surgen
las siguientes preguntas: ;Qué ocurre con la distribucion espacial de los dtomos si no
le damos el tiempo suficiente a estos de ordenarse por completo? ;Llegaremos a un
solido amorfo, carente de cualquier indicio de orden, como si se tratara de una foto-
graffa instantanea de su estado liquido? ;O quizés el sélido amorfo al que lleguemos
tendra en su estructura algin tipo de orden subyacente? Entre las conjeturas de lo
que pudiera ocurrir en este ultimo caso destaca la realizada por David Nelson y su
estudiante John Toner, quienes sostenfan que la distribuciéon espacial de los d&tomos
seria completamente aleatoria, pero que los enlaces entre ellos estarian alineados de
tal forma que, en promedio, describirian una red cubica [17].

Para 1980, Steinhardt, Nelson y Marco Ronchetti habian llevado a cabo estas simu-
laciones sin encontrar indicios contundentes de una estructura cubica en la alineacion
de los enlaces atémicos, obteniendo en su lugar una posible estructura icosaédrica [21].
Estos resultados serfan expuestos por Steinhardt a finales de 1981 en un coloquio de
la Universidad de Pensilvania como un resultado curioso més que como una realidad
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Figura 3.2: (a) Teselado aperiddico construido a partir del uso de triangulos isésceles como
teselas. (b) Teselado periddico construido a partir del mismo conjunto de teselas del caso
anterior. Imagen recuperada de [16]

fisica, pese a ello, Levine emprenderia la busqueda de un modelo atémico compatible
con dichos resultados como su proyecto de investigacion doctoral bajo la tutela de
Steinhardt. Aun y con todo el entusiasmo inicial al abordar el tema, la tarea era
en absoluto sencilla pues se buscaba una manera de cubrir el espacio de modo que
se generara una simetria rotacional icosaédrica prescindiendo del uso de cualquier
isometria traslacional, es decir, un algoritmo para generar un teselado aperiédico en
concreto. Afortunadamente para ambos el problema no era del todo inexplorado, sien-
do Roger Penrose (fisico matematico britanico, ganador del Premio Nobel en Fisica
en el 2020 por su trabajo sobre la formacion de agujeros negros [22]) el autor de una
solucion bastante elegante para construir un teselado similar en dos dimensiones [23].

3.2.1. Teselados aperidédicos

Un teselado aperiddico es aquella manera de cubrir un plano (o espacio) a partir
de un conjunto finito de teselas distintas sin dejar huecos ni superponer una tesela
con otra, anadiendo ademés la restriccién de prescindir de cualquier simetria trasla-
cional en el teselado. Generar teselados aperiddicos no es complicado y existen varios
ejemplos de sistemas que satisfacen estas condiciones, véase por ejemplo la figura [3.2]
(a). El detalle con los teselados aperiddicos de este tipo es que, reordenando la con-
figuracion espacial de las teselas, es posible generar también un teselado periddico,
véase la figura (b). Considerando esta caracteristica, la pregunta que surge es la
siguiente: ;Existe algin conjunto de teselas con las cuales s6lo se pueda construir
un teselado aperiodico? La condicién de construir tinicamente un teselado aperiodico
implica que, a partir de cualquier subconjunto (incluyendo el conjunto completo) de
dichas teselas, no es posible formar un teselado periédico. A un conjunto con estas
caracteristicas, en caso de existir, se le denominé un conjunto aperiédico de teselas.

La buisqueda de una respuesta a esta pregunta se remonta hasta los anos sesenta,
cuando el l6gico chino Hao Wang present6 su investigacion sobre la decidibilidad del
“problema del teselado” en la busqueda de un programa de computadora que fuera
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Figura 3.3: Vecindad local del teselado de Penrose. Senialadas por colores se distinguen las
dos teselas distintas que lo conforman. Imagen recuperada de
https://es.wikipedia.org/wiki/Teselacion_de_Penrose

capaz de realizar demostraciones matematicas . Wang concluyo6 que el problema es
decidible si se niega la existencia de los conjuntos aperiddicos de teselas, conjeturando
a su vez que estos conjuntos son imposibles de construir. Fue en 1966 que su estudian-
te Robert Berger demostré que dicho problema es en realidad indecidible, mostrando
a su vez un conjunto de 20,426 teselas diferentes que solo pueden teselar el plano de
forma aperiddica . Tras la publicaciéon del resultado de Berger, la comunidad ma-
teméatica comenzo a buscar conjuntos aperiddicos de teselas con una menor cantidad
de elementos, siendo uno de los mas conocidos el conjunto encontrado por Penrose
en 1974, estando este conformado por inicamente dos teselas distintas . Actual-
mente, al teselado que se genera con dicho conjunto se le conoce como el teselado de
Penrose, véase la figura [3.3

En su publicaciéon original, Penrose no brinda demasiados detalles acerca de las
propiedades matematicas que posee su teselado, centrandose principalmente en mos-
trar la naturaleza aperiodica de este y proporcionando las reglas de emparejamiento
que deben satisfacer cualesquiera dos teselas adyacentes para que el sistema pueda
crecer de manera arbitraria. Sin el uso de estas reglas es posible ir colocando una
tesela junto a otra sin dejar huecos ni superponerlas, pero eventualmente se llegara a
una configuracion que no permite colocar alguna nueva tesela; como dato curioso, es
justamente la existencia de estas reglas las que motivaron a Penrose a pensar en su
teselado como un rompecabezas que pudiera ser comercializado. Vale la pena mencio-
nar en este punto que el teselado de Penrose es un teselado en toda regla, carente de
simetria traslacional, pero con un orden perfectamente definido el cual da lugar a una
simetria pentagonal, simetria que como mencionamos en la seccion es imposible
de conseguir a partir del uso de isometrias traslacionales.

Tomando al teselado de Penrose como punto de partida para continuar su inves-
tigacion desde una nueva perspectiva, Levine y Steinhardt publicarian hacia finales
de 1984 su teoria sobre los cuasicristales, denominaciéon que le dieron a los sistemas
cristalinos cuya estructura atémica posee un orden traslacional cuasiperidédico en lu-
gar de un orden traslacional periddico, caracteristica que le permite a estos sistemas
poseer una variedad infinita de simetrias rotacionales |26], siendo este nuevo tipo de
estructuras compatibles con la existencia de cristales como el descubierto por Shecht-
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man [27].

Como veremos méas adelante en la seccion [3.4] en la actualidad se conocen algorit-
mos para construir conjuntos aperiodicos de teselas en cualquier espacio de dimensién
M arbitraria (por ejemplo M = 1, siendo el teselado o cadena de Fibonacci el més
conocido de los casos unidimensionales [28|), con cualquier cantidad de teselas dife-
rentes (incluyendo aquellos que estan conformados por tnicamente una tesela, como
el presentado por Smith, Myers, Kaplan y Goodman-Strauss en 2023 [29]) y con cual-
quier simetria rotacional (incluyendo aquellas compatibles con teselados periddicos,
por ejemplo el conjunto presentado por Paredes, Aragon y Barrio en 1998, el cual
posee una simetria hexagonal [30]).

3.3. Orden, periodicidad y cuasiperiodicidad

A lo largo del presente capitulo hemos mencionado en repetidas ocasiones el con-
cepto de “orden” como caracteristica fundamental que separa a los cristales de los
solidos amorfos, pero no nos hemos detenido a definirlo ni precisar detalles sobre él.
El orden es uno de estos conceptos que todos podemos identificar relativamente facil
cuando lo vemos, pero que definirlo formalmente no resulta tan sencillo. De mane-
ra muy general podemos pensar en él como aquella propiedad presente en algunos
entes/conjuntos/sistemas/fendmenos que permite predecirlos en cuanto a su compor-
tamiento futuro o disposicion espacial global a partir de su comportamiento actual
o disposicién espacial local, debido a la existencia de reglas bien definidas entre sus
componentes que permiten identificar patrones en ellos. Esta caracteristica de pre-
dictibilidad hace que muchos de los ejemplos que se nos vienen a la mente al pensar
en fenémenos naturales ordenados sean del tipo peridédico pues jqué puede ser mas
predecible que aquello que se repite a si mismo cada cierto tiempo o distancia?

La asociacion de lo periddico como sindénimo de orden no es reciente, desde muy
temprano en la historia de la humanidad hemos aprendido como especie a dotar de
orden y estructura al mundo que nos rodea, identificando patrones en nuestro entorno
natural como medio de supervivencia, destacando entre ellos el ciclo del dia y la noche,
las fases lunares o las estaciones del ano, los cuales desempenaban un papel esencial
para la caza, la recoleccién y la agricultura. Idealmente estos ciclos satisfacen una
periodicidad temporal tal que, cada cierto tiempo t medido a partir de cualquier
instante tg, el estado observado del sistema (por ejemplo, la posicion del sol en el
cielo o el porcentaje iluminado de la luna) es indistinguible entre los tiempos ¢y y
to + 1.

Matemaéaticamente y para el caso unidimensional, definimos a las funciones perio-
dicas de la siguiente manera:

Definicion 3.3.1. Sea f : R — R una funciéon definida en X C R. Decimos que
la funcién f es periddica con un periodo T # 0 si para cada x € X los nimeros
xr — T y x + T también pertenecen al conjunto X, cumpliendo ademés la igualdad

flx£T) = f(z) [31].

Esta definiciéon es sumamente estricta puesto que no da margen de error a ligeras



3.3. ORDEN, PERIODICIDAD Y CUASIPERIODICIDAD 35

variaciones entre los valores que toma la funcién cada periodo T', en este sentido
ninguno de los ejemplos mencionados anteriormente puede ser catalogado como un
fendémeno periddico, pues todos ellos presentan pequenas irregularidades en el tiempo
. Esto significa entonces que dichos ciclos resultan inservibles para dotar de orden al
mundo en que vivimos? Ciertamente no, pues aunque existan variaciones en la hora
a la que amanece cada dia (en funcion de la posicion relativa de la Tierra al Sol a
lo largo de su 6rbita) dichas variaciones son pequenas, por lo que podemos aspirar a
que existan algunos valores 7 € R para los que la igualdad presente en la definicion
de las funciones periddicas se satisfaga aproximadamente con un grado arbitrario de
precision. A las funciones que satisfacen esta propiedad se les denomina funciones
casiperiodicas (o “almost periodic functions” en inglés), las cuales fueron estudiadas
por el matemético danés Harald Bohr quien cre6 y desarroll6 la teoria matemética
para dichas funciones entre los afios 1923 y 1925 [32].

Para precisar matematicamente el comportamiento de estas funciones pensemos
en una funcién F' : R — R, que si bien no sea periddica, si cumpla la condicion de que
la diferencia entre F'(x) y F(z £ 7) sea pequena para algin valor de 7 € R, es decir,
que los valores F'(z) y F(z 4+ 7) sean casi iguales. El qué tan pequena es la diferencia
que vamos a tolerar entre F(x) y F(x 4+ 7) lo denotamos como € y es justamente
esta cantidad la que va a determinar el valor de 7 a emplear, en ese sentido 7 es una
funcion de e. Acercandonos un poco mas a la definicién formal de este conjunto de
funciones, definamos formalmente la relacién entre 7y e:

Definicién 3.3.2. Sea F': R — R una funciéon continua. Llamamos a 7 = 7(¢) € R
un namero de traslaciéon o casiperiodo de F' asociado a un valor € > 0 si satisface que
|F(xt71)— F(x)] <€ VreR.

La definicién anterior contiene practicamente a la definiciéon formal de una funciéon
casiperiddica, salvo por el hecho de que si € no es lo suficientemente pequena, entonces
el correspondiente valor de 7 podria aumentar mucho, situaciones que buscamos dejar
fuera de nuestra definicion. Para ello requerimos agregar una condiciéon adicional:

Definicion 3.3.3. Sea A C R un subconjunto de los niimeros reales, decimos que A
es relativamento denso en R si existe un namero [ > 0 tal que cualquier intervalo de
longitud [ contiene al menos un nimero de A.

Empleando estas dos definiciones previas, definimos a las funciones casiperiodicas
como:

Definiciéon 3.3.4. Una funcién continua F' : R — R es llamada casiperiodica, si el
conjunto de todos los nimeros de traslacion de F' correspondientes a los diferentes
valores de €, {7(¢€)}, es relativamente denso en R.

En otras palabras, una funciéon continua F' es casiperidédica si dado algin € > 0,
existe [ = I(e) > 0 tal que cualquier intervalo de longitud [ contiene al menos un
namero de traslacion 7 asociado a dicho € [32].

Relacionado con este conjunto de funciones tenemos a las funciones cuasiperiodi-
cas, las cuales encuentran su definicion como una “generalizacion” al concepto de las
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funciones casiperiodicas. Tal y como tuvimos oportunidad de revisar brevemente en
la seccion 2.2.2] toda funcién continua puede ser expresada como una serie infinita
de funciones arménicas con periodos distintos (las funciones senos y cosenos, prin-
cipalmente). Cuando la funcion de interés se obtiene a partir de una suma finita, el
resultado puede ser peridédico o casiperiddico. Generalizando esta idea de funciones
casiperiodicas obtenidas a través de sumas finitas de funciones periodicas (no necesa-
riamente armoénicas) para las cuales los periodos de todas ellas son inconmensurables
entre si, construimos una nueva categoria de funciones, a las cuales denominamos
funciones cuasiperiodicas (“quasiperiodic functions” en inglés). De manera formal, su
definicion seria la siguiente:

Definiciéon 3.3.5. Una funcion f : R — R es cuasiperiddica si satisface que f(t) =
F(t,t,--- ,t) para alguna funcion continua F'(t1,ts,--- ,t,) de n variables reales que
es periodica con respecto a tq,ts, -+ ,t, con periodos wq,ws, - -+ ,w, respectivamente.
Todos los periodos wq,ws, -+ ,w, deben ser estrictamente positivos e inconmensura-
bles entre si.

Una definicion equivalente se puede encontrar en |33].

3.4. Métodos de construccion

Asi como los cristales clasicos toman como modelo matematico para su descripcion
a las redes periodicas, los cuasicristales son modelados a través de teselados cuasipe-
riodicos (siendo el teselado de Penrose un ejemplo de ellos), de modo que los vértices
de las teselas se corresponden con los sitios en los que se localizan los atomos de su es-
tructura interna (es en este sentido que al comienzo del capitulo 2| adelantabamos que
los cuasicristales pueden pensarse como un tipo muy particular de mosaicos). Generar
estos teselados no es tarea trivial, aunque en la actualidad existen multiples algorit-
mos para dicho proposito, entre los que destacan el método de inflacion /deflacion, el
método dual generalizado y el método de corte y proyeccion.

Los sistemas cuasiperidédicos empleados en las simulaciones y célculos del presente
proyecto de investigacion han sido generados a partir de un algoritmo basado en el
método dual generalizado (cuyos detalles se presentan en la seccion , sin embargo,
para el anélisis de algunos de los resultados obtenidos es necesario pensar en estos
sistemas como producto de haber aplicado el método de corte y proyeccion, motivo
por el cual en esta seccion revisaremos algunas de sus generalidades. Cabe senalar
que este salto entre ambos métodos de construccion esta justificado por el hecho de
que el método dual generalizado y el método de corte y proyeccion son equivalentes
bajo ciertas condiciones [34] (hablaremos un poco més sobre estas condiciones en
la seccion [4.3)), siendo el primero un método algebraico que describe, a partir de
una combinacion lineal de vectores, los vértices de las teselas que se obtienen por el
segundo método a partir de una proyeccion ortogonal de un espacio de dimension M
a un subespacio de dimension K < M, con K, M € Z*.
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3.4.1. Meétodo de corte y proyecciéon

Para el alcance de la presente tesis bastard con mencionar la idea general que
sirve de base al método de corte y proyeccion sin entrar en sus detalles matematicos,
el lector interesado en ahondar en estos detalles puede consultar la referencia [35];
una version en espanol puede ser consultada en mi tesis de licenciatura |15], cuyos
siguientes parrafos son una transcripcion de la introduccion al método de corte y
proyeccion ahi expuesta:

De acuerdo a la definicion de funcion cuasiperiodica, podemos pensar en
ellas como el resultado de “reducir” una funcién de multiples variables (periodica en
cada una de ellas con periodos inconmensurables entre si) a una funcién de sélo una
variable. Esta idea nos motiva a pensar que para generar redes cuasiperiodicas en
dos dimensiones podemos definir una red peridédica en dimensiones mayores a dos y
posteriormente proyectarla de alguna manera a un subespacio bidimensional.

Para el caso méas sencillo posible (correspondiente a generar una red cuasiperio-
dica unidimensional a partir de la proyeccion de una red periodica bidimensional)
consideremos una red bidimensional cuadrada y una particula desplazdndose en linea
recta sobre el plano que la contiene. Debido a que la separacion de los puntos que
conforman a la red cuadrada es igual en ambos ejes coordenados, la periodicidad del
movimiento de la particula sobre el plano recae tnicamente en las proyecciones de
la velocidad sobre dichos ejes. De esta manera, si las proyecciones de la velocidad
son inconmensurables entre si, es decir que la pendiente de la recta que describe la
trayectoria de la particula es irracional, podemos pensar en el movimiento que des-
cribe la particula con respecto al vértice mas cercano en la red como la suma de dos
movimientos periddicos con periodos inconmensurables entre si, es decir, una funcién
cuasiperitdica.

Notemos que hasta ahora esto nos generara una funciéon cuasiperiddica continua,
sin embargo, nosotros estamos interesados en generar una funcién cuasiperiddica dis-
creta que describa los sitios de una red. A partir de la funcién cuasiperiédica continua
podemos seleccionar al subconjunto de puntos correspondientes a los minimos locales
de la funcion, este conjunto correspondera a los vértices de nuestra red cuasiperioédica
unidimensional, siendo a su vez equivalente a considerar la proyeccion de los vértices
més cercanos a la linea que describe la particula al desplazarse.

Este método de seleccion de los vértices de la red periddica que proyectaremos a la
trayectoria de la particula es equivalente a considerar a los vértices que conforman a los
centros de los poligonos de Voronoi formados a partir de la red periddica bidimensional
por los cuales pasa la trayectoria de la particula. Esto a su vez es equivalente [36] a
considerar aquellos vértices de la red periddica que caen dentro de una banda formada
por el producto cartesiano de la trayectoria y la proyecciéon de un cuadrado de lado
uno centrado en el origen sobre el espacio ortogonal a la trayectoria de la particula,
véase la figura [3.4]

Podriamos no sélo haber tomado la proyecciéon de los vértices mas cercanos, sino
también considerar a los segundos vértices mas cercanos o incluso generalizar esta
linea de pensamiento a todos aquellos vértices que se encuentren dentro de alguna
banda formada por el producto cruz de la trayectoria y cualquier otra figura en el
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Figura 3.4: Ejemplo de la banda de aceptacion requerida para realizar la proyecciéon de una

red cuadrada peridédica en dos dimensiones a un subespacio unidimensional con pendiente

irracional. La trayectoria de la particula esta senialada por una recta en color rojo, mientras
que la banda de aceptacién esté senalada por dos rectas discontintas en color negro.

espacio ortogonal a dicha trayectoria.

Este algoritmo descrito para el caso de sistemas cuasiperiédicos unidimensionales
puede ser extrapolado al caso de dimensiones mayores, en particular sistemas bidi-
mensionales como resultado de la proyeccion de redes perioddicas de dimension M > 2.

3.5. Estado del arte

Tras los articulos de Shechtman, Levine y Steinhardt, el nimero de publicaciones
reportando diferentes variedades de cuasicristales fue en aumento [37-41], motivo por
el cual la Unién Internacional de Cristalografia (IUC por sus siglas en inglés) modifico
en 1991 la definicién de cristal, quedando de la siguiente manera [42]:

Definiciéon 3.5.1. A partir de ahora, entenderemos por cristal cualquier sélido cuyo
patron de difraccion sea discreto, siendo un cristal aperiodico [entre ellos los cuasi-
cristales| cualquier cristal cuya red tres dimensional carezca de periodicidad.

Notese que, bajo esta definicion, los cuasicristales son casos particulares de los
cristales.

En la actualidad los sistemas cuasiperidédicos no se limitan a la descripcion de
la estructura atémica de los cuasicristales sintetizados en laboratorio a partir de
aleaciones metalicas, sino que han sido tema central en diversas areas, destacando
la optica y la materia condensada blanda. En la presente secciéon mencionaremos
algunas de las publicaciones que hemos considerado mas relevantes en dichas areas y
sus principales resultados.
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3.5.1. Cuasicristales suaves

En el 2004 Zeng et al. [43| reportaron la presencia de una estructura con simetria
rotacional dodecagonal (N = 12) en uno de sus planos (presentando una estruc-
tura periddica con respecto al eje ortogonal a este plano) al estudiar el compuesto
12G3CH,0H, el cual es un sistema conformado por dendrones (moléculas en forma
de arbol) al que catalogaron como un cuasicristal liquido (sistemas que muestran un
orden cuasiperiodico en la disposicion espacial de sus componentes, manteniendo al
mismo tiempo cierta fluidez o flexibilidad dindmica, presentando caracteristicas pro-
pias de los liquidos como viscosidad y adaptabilidad a contenedores). Este ejemplo
forma parte de los denominados “cuasicristales suaves”, estructuras cuasiperiodicas
presentes en los sistemas que son objeto de estudio de la materia condensada blanda
(o “soft matter” por su término en inglés) tales como liquidos, coloides, espumas, geles,
etc. Una de las caracteristicas interesantes sobre los cuasicristales suaves es la escala
de longitud que presentan sus estructuras cuasiperiodicas. La longitud de las celdas
unitarias de las estructuras cuasiperiddicas asociadas a los cuasicristales formados por
aleaciones metélicas es del orden de 0.5 nm, siendo del orden de 2 nm para calcoge-
noides, 10 nm para cuasicristales liquidos formados por supramoléculas dendrimeras
(con forma de arbol) asi como para silices mesoporosas, 20 nm para nanoparticulas
binarias, 50 nm para coloides y entre 50 y 80 nm para polimeros lineales [44].

Varias de las estructuras cuasiperiodicas que pueden producirse en los sistemas
coloidales son gracias al uso de trampas opticas. En el 2005 Roichman y Grier [45] re-
portaron el uso de trampas 6pticas holograficas para obtener cuasicristales coloidales
de microesferas de silicio de 1.53 pm de didmetro dispersas en una solucién acuosa a
partir de la proyecciéon a dos dimensiones de patrones cuasiperiodicos en tres dimen-
siones (en particular reportan la proyeccion de una red cuasiperiodica icosaédrica);
esto con el propoésito de proponer un método experimental para estudiar la dinami-
ca de los cuasicristales coloidales. En el 2008 Mikhael et al. |[46] realizaron estudios
experimentales sobre el comportamiento de fase de monocapas de sistemas coloidales
al interactuar con un sustrato decagonal cuasicristalino creado por la interferencia
de cinco rayos laser. Entre sus conclusiones de los experimentos presentados resalta
la sugerencia de anadir cambios en las fases de los rayos laser que interfieren para
generar la estructura cuasiperidédica con el objetivo de estudiar los modos fasénicos
y fononicos. En el 2010, Mikhael et al. [3] publicaron un articulo referente a algunas
constricciones geométricas que impiden la formacion de cuasicristales coloidales para
ciertas simetrias rotacionales generados a partir de la interferencia de rayos laser. En
el 2011, Fischer et al. [47] reportaron la (auto)formacion de estructuras cuasiperio-
dicas con simetrias rotacionales dodecagonal (N = 12) y octodecagonal (N = 18)
en coloides cuya fase continua fue agua y cuya fase dispersa consisti6é en poli(6xido
de isopreno-b-etileno), PI, — PEO,,, con n y m los diferentes grados de polimeri-
zacion de los polimeros; dichas estructuras se observaron para los casos particulares
Pl3g — PEOqy, PI3g — PEOq94 y Pl3s — PEO;9 a diferentes temperaturas y concen-
traciones. Este fue el primer caso en el que se observd una estructura cuasiperidédica
octodecagonal. A finales del 2012, Schmiedeberg y Stark [5| publicaron un articulo
en el que exploran las posibles causas detras del por qué sélo unas cuantas simetrias
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rotacionales se han logrado observar de manera experimental. Para ello han realiza-
do simulaciones computacionales de cuasicristales coloidales a partir de métodos de
Monte Carlo y concluyeron que para los casos comtnmente observados (cuasicristales
con simetria rotacional N = 5,8,10 y 12) las intensidades de los laseres que inter-
fieren para construir el sistema cuasiperidédico son relativamente bajas comparadas a
aquellas simetrias rotacionales que no se suelen observar. En el 2014, Martinsons et
al. [48] estudiaron las trayectorias de particulas dentro de cuasicristales coloidales de
simetria rotacional N = 14 (rango ¢(N) = 6) para analizar la dependencia de los
flips fasonicos en ellas, observando diferencias en su comportamiento con respecto al
caso en el que el rango del sistema es 4.

En anos maés recientes se siguen estudiando diversos aspectos sobre los cuasicrista-
les suaves, entre los que destacan un analisis sobre su estabilidad termodinamica [49),
nuevos modelos computacionales para simular el crecimiento de cuasicristales bidi-
mensionales tanto en coloides [50] como en estructuras moleculares [51] o simulacio-
nes empleando métodos de Monte Carlo para estudiar, a partir de un potencial de
Lennard-Jones-Gauss con dos minimos locales, la transicion de liquido a sélido en
cuasicristales bidimensionales con simetria decagonal (N = 10) en coloides [52].

3.5.2. Cuasicristales fotonicos

Los cuasicristales fotonicos son un tipo de materiales 6pticos los cuales forman
parte de los denominados “materiales con brecha de banda foténica”, caracterizados
por prohibir la propagacion de la luz para ciertos intervalos de frecuencia, en una o
mas direcciones [53-56]. Los detalles técnicos acerca de la existencia de estas brechas
fotonicas en sistemas cuasiperiodicos pueden encontrarse en los articulos [53.57].

A principios del 2020, Jin et al. [58] describieron un método experimental para
generar cuasicristales fotonicos de simetria octogonal en dos dimensiones. El método
por interferencia de laseres empleado por los autores se basa en el efecto fotorefractivo
presente en algunos materiales, el cual se manifiesta como una variacion del indice de
refraccion del material a causa de una fuente luminosa que incide sobre él. De esta
manera, al emplear multiples laseres coherentes se pueden formar patrones periédicos
o cuasiperiddicos en el indice de refraccion de un material fotorefractivo, dando lugar
a un cuasicristal fotonico.

De manera complementaria al caso cuasiperidédico, es de interés el trabajo de
Rousseau y Felbacq [59], quienes en el 2007 estudiaron la propagacion de la luz en
cristales (periodicos) fotonicos bajo un modelo de gas de Lorentz para el caso en el
que la longitud de onda es mucho menor (al menos en un orden de magnitud) que el
tamano de los componentes que conforman al cristal. Entre sus principales resultados
se encuentra la presencia de trayectorias cadticas para los rayos de luz en el limite de
altas frecuencias, aunque su relevancia para nuestro proyecto de investigacion recae
en el modelo propuesto para estudiar estos sistemas.
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3.5.3. Gases de Lorentz

Como senalamos al final de la subsecciéon anterior, uno de los modelos para estu-
diar la difusion en diversos sistemas es el denominado gas de Lorentz, el cual es un
ejemplo de los llamados billares matematicos |60]. Este modelo fue propuesto por H.
A. Lorentz en 1905 y desde entonces ha servido como base para el estudio de diversos
problemas tanto mateméaticos como fisicos en los cuales se ven involucrados fenéme-
nos de transporte, dispersion, sistemas dinamicos, probabilidad, etc. En sus origenes,
este modelo buscaba explicar los fenémenos de conducciéon en los metales y partia de
las siguientes hipotesis |61]:

= Todos los electrones presentes en el metal son idénticos, con una carga e y una
masa m, los cuales se mueven de manera tal que su energia cinética promedio
estd determinada por a7, donde a es una constante y T es la temperatura
absoluta del metal.

= Las colisiones entre los electrones y los atomos del metal predominan por en-
cima de las posibles colisiones entre electrones, por lo cual estas ultimas son
despreciables para los efectos generales de los fenémenos de conduccion.

= Para los efectos de colision entre atomos y electrones, ambas particulas son con-
sideradas como esferas rigidas, considerando ademés la posicion de los d&tomos
como inamovibles.

En pocas palabras, el modelo de gas de Lorentz contempla una particula puntual
moviéndose a través de un conjunto de obstaculos fijos centrados en los sitios de una
red, donde el potencial de interacciéon entre la particula y los obstéculos corresponde
a un potencial de esferas duras. Una exposicion mas detallada sobre los gases de
Lorentz y los billares se puede consultar en mi tesis de licenciatura [15].

Gases de Lorentz cuasiperiédicos

Uno de los conceptos importantes para estudiar las propiedades de transporte en
los billares (en particular de los gases de Lorentz) es el concepto de horizonte. Si
en una distribucion espacial dada de los obstaculos de un billar, existen trayectorias
de la particulas tales que no colisionan con algtin obstaculo para tiempos de vuelo
arbitrariamente grandes, se dice que dicho billar tiene un horizonte infinito. Por otro
lado, si dada la distribucion espacial de los obstéculos en un billar, toda trayectoria
posible para la particula implica una eventual colision con algtn obstaculo, se dice
que dicho billar tiene un horizonte finito. Para distribuciones espaciales aperidédicas de
los obstaculos en un billar existe una tercera posibilidad: que no existan trayectorias
sin colisiones con obstaculos ni una cota superior para el tiempo de vuelo antes de la
primera colision; a los billares que presentan esta caracteristica se dice que poseen un
horizonte localmente finito [62].

En el 2012, Wennberg realiz6 una simulacién numérica para conocer la distribucion
de vuelos libres en un gas de Lorentz cuasiperiédico unidimensional cuyos obstaculos
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siguen una distribucion de Fibonacci, encontrando que dicha distribucion tiende a t™7
con p = 1.035 siendo ¢t el tiempo de vuelo libre [63]. Un analisis en dimensiones més
altas sobre la existencia y caracteristicas de dicha distribuciéon se puede encontrar
en [64].

En el 2013, Kraemer y Sanders realizaron simulaciones numéricas en las que se
muestra que la difusiéon para un gas de Lorentz cuasiperiddico en dos dimensiones
es normal en el caso en que dicho gas presenta un horizonte finito, ligeramente su-
perdifusivo cuando presenta un horizonte infinito y subdifusivo para tiempos cortos
cuando los obstéculos se traslapan [36].

En el 2014, Marklof y Strémbergsson estudiaron la convergencia de la distribucion
de vuelos libres en el limite de bajas densidades para tiempos tendiendo a infinito en
gases de Lorentz no periédicos formados a partir de una superposicion de C' gases de
Lorentz peridédicos con periodos inconmensurables a pares, similar al efecto presente
en las maclas de penetracion de algunas muestras de cristales. Entre sus resultados
destaca la convergencia de la distribucion a (t92)~1 [65].

En el 2015, Kraemer, Schmiedeberg y Sanders demostraron que para gases de
Lorentz cuasiperiodicos en dos dimensiones, la distribucion de vuelos libres va como
t~3 cuando el sistema presenta canales, mientras que cuando los canales se cierran, el
sistema pasa a tener horizonte localmente finito y la distribuciéon de vuelos libres va
como t° [66].



4 Metodologia y detalles del algorit-
mo

Durante el capitulo[3|sobre cuasicristales y sistemas cuasiperioédicos comentamos al
respecto de una de las caracteristicas mas importantes y esenciales de estos sistemas,
a saber, su infinita variedad de simetrias rotacionales N que pueden presentar. Esta
caracteristica representa el punto de quiebre con los cristales clasicos, los cuales poseen
una limitada cantidad de simetrias posibles como pudimos constatar en el capitulo
[2l Pese a lo anterior, la gran mayoria de las investigaciones en torno a sistemas
cuasiperiddicos se han centrado tinicamente en unas cuantas simetrias, siendo estas
las correspondientes a los valores N = 5, 6, 7, 8, 10 y 12 [3-5,130], con contadas
excepciones para el caso N = 18 [47,/67]. Esta aparente falta de interés en estudiar
simetrias mas altas puede explicarse, en parte, por la propia naturaleza aperiddica
de estos sistemas, pues si bien existen algoritmos deterministas y computables que
permiten su estudio desde un enfoque computacional (como el ya mencionado método
de corte y proyeccion), su implementacion directa para altas simetrias no es factible
en términos de tiempo de computo y memoria de almacenamiento, lo que dificulta la
investigacion orientada a dichos casos.

A causa de estas dificultades, una de las practicas comunes para solucionar par-
cialmente estos problemas consiste en producir una region finita (aunque extensa)
alrededor de un punto particular del sistema (generalmente el origen o centro de
simetria global) de un tamano especifico (que depende del sistema cuasiperiodico a
estudiar y sobre el cual no existe un consenso general acerca de como determinarlo) de
modo que, al aplicar condiciones periddicas a la frontera, los efectos de borde se vean
minimizados al casi hacer coincidir las posiciones reales del sistema cuasiperiédico con
las posiciones de los vértices tras aplicarles la periodicidad [68,69]. No obstante, para
poder estudiar varios fenémenos de los sistemas cuasiperiodicos es necesario generar
sistemas muy grandes, por ejemplo para calcular el espectro de bandas de energia [70],
ademas de que al aumentar el rango del sistema (entendemos por rango al ntmero
minimo de dimensiones necesarias en un espacio hiperdimensional para describir al
sistema cuasiperiodico completamente), lo cual ocurre eventualmente al aumentar
su simetria rotacional, los efectos derivados de usar una aproximaciéon periddica se
vuelven mas notables [69].

Por otro lado, si bien la mayoria de las investigaciones iniciales sobre cuasicris-
tales se limitaron al estudio de sé6lidos producidos a partir de diferentes aleaciones
con una fase icosaédrica [39,/40] (lo cual pudo ser otra posible causa para centrar la

43



44 CAPITULO 4. METODOLOGIA Y DETALLES DEL ALGORITMO

investigacion en dichos sistemas y sus analogos bidimensionales), actualmente existen
multiples publicaciones sobre sistemas cuasiperiédicos en distintos campos tales como
la materia condensada blanda (donde destacan los cuasicristales coloidales [44147,/50])
o la 6ptica (donde se investiga el uso de cuasicristales foténicos en comunicacion 6pti-
ca |71], creacion de dispositivos de filtrado 6ptico |72, 73|, fabricacion de laseres [74],
encubrimiento 6ptico 75|, entre otros). Es precisamente en estos dos campos donde se
hace evidente la necesidad actual de realizar simulaciones eficientes que nos permitan
explorar los sistemas cuasiperiodicos de simetrias rotacionales arbitrarias, pues a tra-
vés del uso de multiples laseres coherentes entre si es posible producir cuasicristales
fotonicos [58] o coloidales [46] de cualquier simetria rotacional, por lo que resulta de-
seable explorar estas posibilidades de manera computacional antes de invertir tiempo
y recursos en su implementaciéon experimental.

Como respuesta a los retos y oportunidades planteadas en los parrafos anteriores,
hemos desarrollado durante los anos recientes un algoritmo computacional basado
en el método dual generalizado capaz de generar una vecindad local alrededor de
cualquier punto en el plano para sistemas cuasiperidédicos con simetria rotacional N
arbitraria. Una presentacion exhaustiva sobre los detalles de este algoritmo, la teoria
en la que se sustenta y algunos algoritmos complementarios empleados en su imple-
mentacion se puede leer en mi tesis de maestria |16] asi como en el correspondiente
articulo derivado de dicha investigacion |76], no obstante, en el presente capitulo hare-
mos una exposicion de los puntos méas importantes contenidos en aquellos documentos
al ser este algoritmo el eje central de las simulaciones con las que hemos obtenido los
resultados de nuestro proyecto de investigacion doctoral.

4.1. Meétodo dual generalizado

El método dual generalizado nace como una generalizacion al método desarro-
llado por De Bruijn para obtener teselados tipo Penrose en dos dimensiones [77].
Destaca entre otros métodos por la facilidad con la que se puede establecer la sime-
tria orientacional del sistema cuasiperiddico, aunque su implementacion directa no
resulta practica para estudiar vecindades locales, pues el método en si brinda un al-
goritmo para generar el teselado cuasiperiddico en su totalidad, no asi alguna regién
en particular del mismo. A grandes rasgos, el método dual generalizado consiste en
los siguientes puntos [26,78]:

1. Sea S = {é},és,---,én | € €R™ N € Z*, m € {2,3}} un conjunto de vecto-
res, denominados vectores estrella, el cual determinara la simetria orientacional
del teselado cuasiperidédico a construir.

2. SeaGy = {7 e R" | Z-¢; = ni+a;+&,; 1 € {1,2,--- N}, m € {1,2}, n; € Z}
un conjunto infinito de planos (o rectas, en el caso 2D) ortogonales a cada
uno de los vectores estrella €;. A este conjunto se le denomina un mallado
en el espacio dual, donde el pardmetro a; € R determina un desplazamiento
respecto al origen para los planos (rectas) ortogonales al vector €; y &,, es una
funcion que establece la separacion entre un plano (recta) y otro, pudiendo tener



4.2. COORDENADAS DE LOS VERTICES DEL TESELADO 45

una distribucién cuasiperiodica en dichas separaciones dependiendo de cémo
sea definida esta funcion. El caso de separacion equidistante unitaria entre sus
elementos corresponde a fijar &,, = 0.

3. El mallado Gy divide al espacio (plano) en regiones abiertas ajenas, a través
de las cuales no pasa ningun plano (recta). Cada una de estas regiones esta
especificada de manera tinica por la eneada de nimeros enteros (ky, ko, -+, kn),
los cuales se obtienen de la siguiente manera: Sea P un punto arbitrario dentro
de alguna region del mallado Gy, el nimero k; corresponde al entero n; que
aparece en la definicion de Gy tal que P se encuentra entre los planos (rectas)
ortogonales al vector €; generados al sustituir los enteros n; y n; 1 en la expresion
matemaética de la definicion de Gy.

4. Finalmente, los vértices de las teselas que constituyen al teselado cuasiperiédico
deseado se obtienen a partir del mapeo dual que transforma cada una de las
regiones abiertas en el espacio dual a un punto en el espacio real donde vive el
teselado cuasiperiodico. Este mapeo esta definido por la funciéon

N
=k, (4.1)
=1

donde # es un vértice de alguna tesela en R? (R?).

Como podemos constatar de las definiciones matemaéticas para los conjuntos S y
Gy, el método dual generalizado nos permite construir sistemas cuasiperiodicos en
dos y tres dimensiones, con o sin simetria rotacional y manteniendo una separacion
equidistante entre sus elementos o no. Para el presente proyecto de investigacion nos
restringiremos a los casos bidimensionales, con simetria rotacional y una separaciéon
unitaria constante entre las rectas que conforman al mallado G .

4.2. Coordenadas de los vértices del teselado

Tal y como se mencion6 anteriormente, el método dual generalizado en su imple-
mentacion original no relaciona de manera directa las coordenadas de los sitios que
constituyen la red cuasiperidédica con los vectores estrella que determinan al mallado
Gy ; sin embargo, es posible obtener dicha relacion a partir de desarrollar la funciéon
[4.1] tomando en cuenta el criterio para determinar la eneada de ntmeros enteros
(k1, k2, -+ ,ky) mencionada en el punto 3 del desglose en puntos del método dual
generalizado. Veamos a continuacién cémo es que se obtiene dicha relacion analitica
siguiendo el algoritmo descrito por Naumis y Aragon [78]:

Sea S = {€1,6,--,én | €& € R?, N € Z*, N > 3} un conjunto de vectores
estrella tales que estos apunten a los vértices de un poligono de N lados inscrito en
el circulo unitario, es decir, los vectores estrella estan dados por la siguiente relacion

e (o () (). as
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con i € {1,2,--- , N}. Definido por este conjunto de vectores estrella, considérese al
mallado Gy descrito por

Gy ={TeR?*|%-¢ =n;+a;n; €L}, (4.3)

con a; € (0,1).

Sea Ty el punto de intersecciéon de dos lineas arbitrarias del mallado Gy ortogo-
nales a los vectores €; y €j. Las coordenadas de este punto estan determinadas por la
solucion al sistema de ecuaciones

f['é}:nj—i‘aj, fl-ék:nk+ak,

el cual, en forma matricial, queda expresado como

€jz  Cjy Try _ n; +a;
€kz Eky Yr ng+oy )

Resolviendo para el vector (z7,yr) tenemos

rr\ 1 ey —Cjy\ [N+ Q;
Yr €jxCly — €jyChe \ Chkx  Ejzx ng + Qg
_ ey (ng + o) — gy (ni + )
- 9
Ajk —CLx (TL]' + CYj) + €z (nk + Oék)
donde Aj, = ejzery — €jyers s el drea del paralelogramo generado por los vectores €;
Y €.
Dado el vector €; = (e, €;,), definimos a su vector ortogonal como €5 = (e;,, —€;;).
Empleando esta notacion podemos expresar al punto de interseccién 7'; como

—

Iy =

Partiendo de la hipétesis de que por cualquier punto de interseccion #; de cua-
lesquiera dos rectas del mallado Gy no pasa una tercera recta, se sigue que dicho
punto serd vértice en comin de la frontera de cuatro regiones abiertas del espacio
dual (véase la figura [4.1)).

Estas cuatro regiones seran mapeadas a los cuatro vértices de alguna tesela en el
espacio real a través del mapeo dual [£.1] Para ello requerimos conocer los valores que
toman las eneadas de enteros (ki, ko, -+ , ky) asociadas a cada region. Cada uno de
los enteros k; puede ser calculado al tomar la proyeccién del punto de intersecciéon
Z1 con el correspondiente vector estrella €;, restarle a dicho niimero el parametro «;
y redondear el valor obtenido a través de la funcién piso al mayor entero menor o
igual que dicho valor. Sustituyendo en la expresion los enteros k; asi calculados,
obtenemos que uno de los vértices de alguna de las teselas del arreglo cuasiperidodico
tiene por coordenadas

N

g — — 1 — — — —

tng,nk = n;€; + nex + g er [(nj + o) & — (ni + o) €] - & — aiJ é. (4.5)
itj#k =
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Figura 4.1: Mallado G construido a partir de un conjunto de vectores estrella €; con
simetria rotacional pentagonal y parametros a; = 0.2 Vi € {1,...,5}. Los colores de las
lineas solidas codifican el vector estrella al que son ortogonales. El punto negro representa
al punto de intersecciéon Iy determinado por el cruce de las lineas rectas ©-€1 =14+0.2y
Z- €y =14 0.2. En colores solidos se muestran las cuatro regiones abiertas asociadas a este
punto.

mientras las coordenadas de los tres vértices restantes estan dadas por las expresiones

tni,nk = t;;_mk — é; — gk, (47)
b e = by — @i (4.8)

4.3. Descentralizando el método dual generalizado

Conociendo las expresiones nos encontramos ahora en condiciones de cons-
truir un algoritmo capaz de generar alguna tesela del arreglo cuasiperiddico, aunque
como veremos un poco mas adelante, atin somos incapaces de determinar qué tesela
en particular deseamos construir. Por el momento, denotemos a este algoritmo para
generar alguna tesela como

f(]> k? nj, nk) = ({n(;,nw g;zi-,nw Fnz,nw 15—;3,%)7 (49)

el cual tiene por parametros de entrada un par de indices j, k (equivalente a selec-
cionar un par de vectores estrella del conjunto S) y un par de nimeros enteros n;,
ny (equivalente a seleccionar un par de lineas ortogonales a €; y €}, cuya interseccion
determina a Z), entregando como salida del algoritmo los cuatro vértices de alguna
tesela.

Como anticipabamos al comienzo de esta seccidon somos incapaces, a través del
algoritmo [1.9) de construir una tesela en especifico puesto que no contamos con algin
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Figura 4.2: Vecindades alrededor del origen de los teselados cuasiperidédicos de simetria
rotacional N =5 y N = 8 generadas a partir de la implementaciéon directa del algoritmo
f(J, k,nj,ni). En ambos casos se utilizaron los parametros a; = 0.2 Vi € {1,...,N}.

otro algoritmo que nos permita identificar los cuatro parametros de entrada asociados
a dicha tesela. Por si solas, las expresiones [4.5H4.8 nos permiten a lo mas generar una
vecindad del teselado cuasiperidédico alrededor del origen, para lo cual es necesario
aplicar el algoritmo f(j, k, nj, ny) considerando todas las posibles parejas de indices j,
k validas (esto es, excluyendo aquellas parejas asociadas a vectores estrella colineales,
en el caso en que estos existan) asi como todos los posibles valores de n;, nj, € [—c¢, c|
con ¢ € ZT, véase la figura

Poder construir vecindades en torno al origen para sistemas cuasiperiodicos de
simetrias rotacionales arbitrarias es un primer paso bastante tutil, sin embargo, lo
deseable es poder generalizar este algoritmo a fin de construir vecindades alrededor
de un punto P e R? arbitrario, dando lugar a un nuevo algoritmo

g(ﬁ):(_’;,_)1317{132,_§), (4.10)

el cual, tomando como parametro de entrada el punto P nos regresa los cuatro vér-
tices t_;g de la tesela del sistema cuasiperiodico que contiene en su interior a dicho
punto. Cabe senalar que un algoritmo como este es construible tnicamente con las
expresiones , iterando multiples veces el algoritmo f(j, k,n;, n;) mientras se
aumenta en cada iteracion el intervalo [—c¢, ¢| que determina las posibles combinacio-
nes de la pareja de enteros n;, ny, lo cual se traduce en vecindades circulares en torno
al origen cada vez mayores; no obstante, dicho algoritmo sera ineficiente para puntos
P alejados del origen debido a que la complejidad computacional en esta alternativa
ira como O(R?), siendo R la distancia al origen del punto P.

Con el objetivo de construir una version eficiente del algoritmo g(ﬁ) requerimos
conocer, a través de algtin otro algoritmo, los valores de los niimeros enteros n; asocia-
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20
arreglo cuasiperiodico de simetria rotacional N = 5. En color sélido estan senaladas las

Figura 4.3: Vecindad alrededor del origen (senalado como un punto en color celeste) de un
teselas que se construyen a partir de las iteraciones de los diferentes algoritmos f; (k,ng).
La banda de teselas por la que pasa la recta intermitente en color rojo corresponde al caso
particular de fi0(k,ny), numerandose las siguientes bandas por los consecutivos niimeros

—

dos a los vectores estrella €; que generan las teselas alrededor del punto P. Para ello,
observemos la forma en la que se distribuyen las teselas dentro del arreglo cuasipe-

riodico cuando fijamos en el algoritmo f(j, k, n;, ni) los parametros j y n;, variando
), las teselas se van ge-

y Nk

k

(

nerando de tal forma que se agrupan formando “franjas ortogonales” al vector estrella

—

3T

al variar los parametros de f;

tro fijo.
Por ejemplo, la primera “franja ortogonal” de teselas a la derecha del origen (el cual

tros k y ng, denotando a este caso particular como f; ., (k, ).
esta senalado por un punto en color cyan) se corresponde con el conjunto de teselas

Como puede observarse en la figura correspondiente a un teselado cuasiperiodico

Y

2

te los parame

2

tando cada una de ellas identificada por el correspondiente nimero entero n;
que se us6 como parame

teselas a su derecha se corresponde al conjunto de teselas generadas por el algoritmo

fi1(k,ng) y su correspondiente recta intermitente esta identificada por el ntmero
entero n; = 1y asi sucesivamente, siendo analogo el caso para las bandas a la izquierda

del origen. Los colores de cada una de las teselas codifican el valor del parametro k

generadas por el algoritmo f o(k,nx), de modo que la recta intermitente en color
rojo esté identificada por el nimero entero n; = 0; la siguiente “franja ortogonal” de

de simetria pentagonal

€j, €8

.

anicamen

ey

2

k=4 — caf

asociados a las teselas que rodean al

teros n;

umeros en

.

“franjas ortogonales” es esencial para definir un algoritmo

que nos permita conocer los n

empleado, siendo estos los siguientes: k = 2 — rojo, k = 3 — verde,
Este agrupamiento en

k = 5 — amarillo.
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punto P ya que, si dichas “franjas” estuvieran separadas entre si por una distancia
promedio y existiera una cota superior para la méxima separaciéon entre dos de estas
“franjas” consecutivas, entonces podriamos aproximar el valor de los niimeros enteros
n; simplemente “contando” cuantas de estas “franjas” se han atravesado desde el ori-
gen hasta llegar al punto P en cada una de las direcciones de los vectores estrella.
Afortunadamente, ambas condiciones se satisfacen para los sistemas cuasiperidédicos
que estamos analizando.

Para demostrar esta aseveracion, lo primero que necesitamos tomar en cuenta es
que los métodos de corte y proyeccion y el método dual generalizado son equivalen-
tes [34]. En un sentido mas estricto, el método dual generalizado es un método de
construccion més general que los métodos de corte y proyeccion pues es capaz de
producir redes cuasiperiédicas que no pueden construirse a partir de estos ultimos
métodos si al momento de definir el mallado Gy en el espacio dual se permite que las
rectas ortogonales a los vectores estrella tengan una distancia no constante entre si,
lo cual es posible gracias a la presencia de la funcion &, |78]; sin embargo, recordemos
que para el presente trabajo estamos considerando tnicamente aquellos casos en los
que &,, = 0, hipotesis que nos permite considerar completamente equivalentes ambos
métodos. Lo anterior es importante puesto que, atn y cuando los teselados cuasipe-
riddicos que construimos provienen del método dual generalizado, podemos pensarlos
como resultado de aplicar un método de corte y proyeccion, de modo que podemos
interpretar a los vértices de las teselas que conforman a nuestros sistemas como un
objeto de dimension N — 2 que pasa a través de un hipercubo de dimension N [36]
(siendo N el namero de vectores estrella requeridos por el método dual generaliza-
do) al cual denominamos el dominio de aceptacion. Bajo esta perspectiva, cambiar
el valor del nimero entero n; significa moverse a algtin hipercubo vecino, de modo
que la distancia entre los dominios de aceptacion estaré acotada por algin valor que
depende de la inclinacién de estos dominios dentro de los hipercubos y de la dimen-
sion N del hiperespacio. Por otro lado, la separaciéon promedio entre estos dominios
de aceptacion existe y esta bien definida dado que dichos dominios de aceptacion son
finitos en su extension. De esta manera, dada la equivalencia entre los métodos, la
distancia entre las “franjas” de teselas que mencionabamos en los parrafos previos
debe tener un promedio bien definido que depende del conjunto de vectores estrella,
asi como una cota maxima para la distancia entre dos “franjas” consecutivas.

Aseguradas las hipotesis que requerimos para aproximar el valor de los niimeros
enteros n;, procedamos a calcular dichas aproximaciones. Una manera de “contar” el
numero de “franjas” que se necesitan atravesar desde el origen para llegar al punto Pes
proyectar dicho punto con el vector unitario é; que apunta en la misma direcciéon que
el vector estrella €; y dividir el resultado por la separacién promedio entre las bandas.
Dado que esta operacién no necesariamente arrojaréd un numero entero, es necesario
redondear dicho valor al entero mas cercano. Expresado en notacién matemaética, esto
es
P-¢

da |’

(4.11)

n; =

donde dy4 es la separacion promedio entre las “franjas” de teselas y |-] es la funcion
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Figura 4.4: Vecindad local de un teselado cuasiperiddico con simetria rotacional N = 5. En
la imagen de la izquierda podemos observar las teselas generadas por el algoritmo g(ﬁ) sin
considerar margen de error al aproximar los enteros n; (8; =0 Vi € {1,2,--- ,N}). En la
imagen de la derecha se muestran las teselas generadas al considerar un margen de error

Bi=1Vie{l1,2,---,N}. El punto P esta sefialado por un punto rojo en ambas imégenes.

que redondea al entero més cercano. Para el caso particular en el que el teselado cua-
siperiodico es simétrico y unitario (es decir, que los vectores estrella que lo producen
corresponden a los vértices de un poligono regular de N lados inscritos en el circulo
unitario), la separacion promedio entre bandas d4 es igual a N/2.

Por dltimo, es importante mencionar que, de manera general, la primera “fran-
ja” asociada al entero m; no pasard por el origen, por lo que, aunado al redondeo
mencionado en el parrafo anterior, puede ser necesario considerar un margen de error
para cada uno de los niimeros enteros aproximados por la expresion [£.11] Debido a
esto, cuando se generen las teselas asociadas al par de vectores estrella €}, €, debemos
considerar el par de enteros m;, my con m; € [n; — f5;,n; + f;] donde 5; € ZT U {0}
es el margen de error a considerar para el entero n;. Este pardmetro ; determina a
su vez el tamano de la vecindad del arreglo cuasiperiédico que se construiré en torno
al punto P:a mayor valor de f;, mayor tamano de la vecindad generada. Véase la

figura [£.4]

Es esta aproximacion la que nos permite, en conjunto con el algoritmo
f(J, k,n;,ng), construir una version eficiente del algoritmo g(ﬁ), pues dado un punto
arbitrario P en el plano, ahora tenemos una manera de conocer los pardmetros de
entrada que requiere el algoritmo f(j, k,n;,ny) para construir tnicamente aquellas

teselas que estan cercanas al punto P.



52 CAPITULO 4. METODOLOGIA Y DETALLES DEL ALGORITMO

4.4. Vecindad principal y teselas aisladas

Una vez que hemos revisado los puntos mas importantes sobre el método dual
generalizado y la manera en la que podemos, a partir de él, generar un algoritmo
eficiente g(ﬁ) para construir una vecindad local del teselado cuasiperiodico alrededor
de cualquier punto arbitrario P en el plano, nos falta revisar una tultima cuestion
sobre su implementacion orientada a los casos de estudio de nuestro proyecto.

[terando el algoritmo g(ﬁ) para todas las combinaciones validas de parejas de
vectores estrella con sus correspondientes pares de nimeros enteros (considerando el
margen de error ;) somos capaces de generar diferentes teselas alrededor del punto
arbitrario P que hayamos elegido de tal forma que dichas teselas seran adyacentes unas
a otras. Llamaremos a dicho conjunto de teselas adyacentes la “vecindad principal”.
Sin embargo, en este mismo proceso se generaran algunas teselas que no forman parte
de este conjunto como se puede apreciar en la imagen de la derecha dentro de la figura
.4 A estas teselas que se encuentran aisladas, ya sea de manera individual o bien,
formando a su vez otros conjuntos de teselas, las denominaremos “teselas aisladas”.
El principal problema que presentan las teselas aisladas es que en su mayoria estan
constituidas por unas cuantas teselas, o incluso por una sola de ellas, de manera que no
son utiles para estudiar la estructura local de los sistemas puesto que no cuentan con
sus primeros vecinos bien definidos o, en el caso de las simulaciones sobre fenémenos
de transporte, al no estar conectadas estas regiones con la vecindad principal, no hay
forma de darle continuidad a la trayectoria de la particula. Por estos motivos, dado
que las teselas aisladas s6lo consumen recursos computacionales y no nos son ttiles,
deseamos eliminarlas.

Para ello, consideremos el teselado de Voronoi que se forma con los centroides de
las teselas generadas por el algoritmo g(ﬁ) El area de las celdas de Voronoi asociadas
a los centroides de las teselas aisladas o bien, a las teselas que conforman la frontera
de algin conjunto de teselas, serd mayor que el area de las celdas de Voronoi de las
teselas que conforman el interior de la vecindad principal, las cuales estdn acotadas
superiormente por un valor A, véase la figura [4.5] Tomando en cuenta esta caracte-
ristica, definimos la magnitud r,,;, como la minima distancia entre el punto P y los
centroides cuyas celdas de Voronoi poseen un area mayor que A. Eliminando todas
aquellas teselas cuyos centroides estdn a una distancia mayor que 7,,; con respec-
to a ]3, conservamos Unicamente un subconjunto circular de la vecindad principal,
desechando en el proceso a todas las teselas aisladas, véase la figura [4.6]

Una implementacion general sobre nuestro algoritmo g(ﬁ) en el lenguaje de pro-
gramacion JULIA puede consultarse y descargarse desde la direccion https://github.
com/AlanRodrigoMendozaSosa/Quasiperiodic-Tiles.


https://github.com/AlanRodrigoMendozaSosa/Quasiperiodic-Tiles
https://github.com/AlanRodrigoMendozaSosa/Quasiperiodic-Tiles
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Figura 4.5: Comparativa entre la vecindad local de un teselado cuasiperiédico de simetria
rotacional N =5 (imagen a la izquierda) y su teselado de Voronoi correspondiente (imagen
a la derecha). En rojo, el punto arbitrario P en torno al cual se construyo la vecindad local
del teselado cuasiperiédico, mientras que en la imagen de la derecha se representan los
centroides de las teselas que dan lugar al teselado de Voronoi a través de pequenos puntos
de color negro.
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Figura 4.6: Vecindad principal de un teselado cuasiperiédico con simetria rotacional
N = 181 alrededor de un punto arbitrario P = (913441.87,118215.02).
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5 Resultados

En el presente capitulo haremos una exposiciéon detallada de los resultados ob-
tenidos a lo largo de nuestra investigacion sobre sistemas cuasiperiodicos de altas
simetrias. Para este punto daremos por hecho que el lector estd familiarizado con el
contenido de los capitulos previos, en particular con el capitulo 4| en el que se pre-
sentan las generalidades del algoritmo computacional que hemos desarrollado para
construir estructuras cuasiperiddicas de manera eficiente.

Los resultados de las secciones y fueron publicados anteriormente en los
articulos [76,[79], mientras que los resultados de la seccion aun no han sido publica-
dos. Los algoritmos empleados para obtener los datos que sustentan estos resultados
estan disponibles en la direcciéon https://github.com/AlanRodrigoMendozaSosa/
Quasiperiodic-Tiles.

5.1. Difusién en gases de Lorentz cuasiperiédicos

—

Uno de los aspectos méas destacables de nuestro algoritmo g(P) para generar sis-
temas cuasiperiodicos es su capacidad de construir vecindades locales alrededor de
cualquier punto en el plano, esto nos permite realizar de manera eficiente simulacio-
nes sobre la dinamica de una particula sujeta a potenciales de corto alcance dentro de
un entorno cuasiperiodico, tan lejos del centro de simetria global y por tiempos tan
largos como sea necesario. Tomando ventaja de esta caracteristica, hemos estudiado
la dinamica de una particula dura y puntual dentro de los denominados “gases de
Lorentz cuasiperiodicos” para dos casos de estudio en concreto: en el primero de ellos
hemos validado el funcionamiento de nuestro algoritmo al reproducir los resultados
publicados previamente por Kraemer, Schmiedeberg y Sanders [66] sobre la transicion
entre los distintos tipos de horizonte presentes en un sistema cuasiperiodico particular;
en el segundo caso hemos analizado la relacion entre la distribucion de la longitud de
vuelos libres y el rango del sistema cuasiperiddico en el limite de Boltzmann-Grad. En
ambos casos hemos empleado un potencial de esferas duras, es decir, la trayectoria de
la particula dentro del gas de Lorentz corresponde al de una particula libre hasta que
esta colisiona con un obstaculo, tras lo cual su trayectoria se modifica considerando
una reflexion especular en el plano tangencial al punto de colisiéon con el obstéculo,
conservando la energia cinética.

Tomando en cuenta lo anterior, el algoritmo para generar estas simulaciones es el
siguiente:
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. Se selecciona, con una probabilidad uniforme, un punto arbitrario P € R dentro

de una regién cuadrada de lado 2 x 10° centrada en el origen.

. Se produce una regién circular de radio R del teselado cuasiperiodico a estudiar

centrada en el punto Pa partir de nuestro algoritmo g(ﬁ) basado en el método
dual generalizado. El valor numérico de R depende de la simetria orientacional
del sistema y del pardametro  de nuestro algoritmo (véase la seccion . Los
valores «; (véase las ecuaciones fueron fijados al valor 0.2 para todos los
Casos.

. Centrados en los vértices de las teselas del teselado cuasiperiédico construido

en el paso anterior se colocan discos de radio r, los cuales se corresponden con
los obstaculos del gas de Lorentz.

. Se verifica que el punto P no esté dentro de algtin obstéculo que conformaré

al gas de Lorentz a estudiar; es decir, se comprueba que la distancia entre P
y cualquiera de los vértices de las teselas del teselado cuasiperiddico generado
en el punto anterior sea mayor al radio de los obstaculos. En caso de que esta
condicién no se satisfaga, se descarta el punto P y se comienza nuevamente el
presente algoritmo.

. Se define una segunda region circular de radio Ry = 0.5R centrada en P. Esta

region circular constituye una zona de seguridad en la cual la particula va a
poder moverse dentro de ella sin preocuparnos por las posibles dificultades que
se presentan en la frontera de la region circular de radio R, tales como la ausencia
de la tesela que contendra a la particula conforme esta avanza en su trayectoria.
Una vez que la particula abandone esta zona de seguridad, sera necesario volver
a generar una nueva vecindad local del sistema cuasiperidédico en torno a la
tltima posicién conocida de la particula.

. Se genera el teselado de Voronoi asociado a los vértices de las teselas producidas

en el paso 2 a través del algoritmo de Fortune [80]. En este punto se localiza la
celda de Voronoi que contiene al punto P en su interior.

. Se definen las condiciones iniciales de una particula dentro del gas de Lorentz,

tomando como posicién inicial al punto P y como velocidad inicial un vector
unitario con un angulo 0, € [0,27) respecto al eje horizontal positivo, siendo
este dangulo elegido de manera aleatoria con una probabilidad uniforme.

. Se calcula el tiempo de vuelo que tardara la particula en colisionar con el obs-

taculo del gas de Lorentz asociado a la celda de Voronoi en donde actualmente
se localiza, asi como el tiempo de vuelo que tardara en abandonar su actual
celda de Voronoi ignorando la presencia de obstaculos.

. Si el menor tiempo calculado en el paso anterior corresponde a un cambio en

la celda de Voronoi, se actualiza la posicion de la particula asumiendo una
trayectoria de particula libre hasta que esta entra a una nueva celda de Voronoi,
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Figura 5.1: Distribucién espacial de los obstaculos que conforman al gas de Lorentz
cuasiperiodico estudiado en el articulo [66]. En la parte inferior de la imagen se muestra un
canal presente en este sistema, asi como algunas posibles trayectorias de la particula en la

misma direccion que el canal. Imagen adaptada de |66] con permiso del autor.

conservando la velocidad de la particula. Si el menor tiempo corresponde a una
colision entre la particula y el obstaculo del gas de Lorentz, se actualiza la
posicion de la particula hasta el punto en donde colisionan y se actualiza la
velocidad de la particula, asumiendo una colisiéon especular.

10. Se iteran los pasos 8 y 9 hasta que el tiempo de vuelo acumulado de la particula
alcanza el valor deseado, tras lo cual se regresa al paso 1. Si en algtin momento
la particula abandona la regién circular de radio R, definida en el paso 5, se
itera el paso 2 sustituyendo a P por la ultima posicién conocida de la particula
y se continiia con el algoritmo.

5.1.1. Horizonte localmente finito

De acuerdo a lo expuesto en [3.5.3] los gases de Lorentz pueden clasificarse de
acuerdo al tipo de horizonte que poseen. Para el caso cuasiperidédico, una misma
distribucion espacial de los obstaculos que conforman al gas de Lorentz puede dar
lugar a los tres tipos de horizontes, siendo el tamano de dichos obstaculos lo que
determine cuél de estos se hard presente. Para el caso de un horizonte infinito, la
distribucion de la longitud de vuelos libres sigue una ley de potencias con un exponente
—3, mientras que para el caso de un horizonte localmente finito, la distribuciéon de la
longitud de vuelos libres sigue una ley de potencias con un exponente —5 [66].

En la publicacién original de Kraemer, Schmiedeberg y Sanders, el gas de Lorentz
cuasiperiddico estudiado por los autores fue construido a partir del método de corte y
proyeccion, definiendo una red periddica en un espacio tridimensional (con los respec-
tivos obstaculos del gas definidos en este espacio) dentro de la cual una particula se
desplaza sobre un subespacio bidimensional. En la figura se muestra una vecindad
local de dicho sistema.
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Para generar esta misma distribuciéon espacial de obstaculos a través del método
dual generalizado requerimos un conjunto de 3 vectores estrella, los cuales deben
ser ortogonales a las proyecciones de los vectores v; que generan la red periodica en
R? |34]. En concreto estos vectores estrella son

wy = (0.12861712428405658, —0.8851314226378474),

Wy = (—0.961044638791549, 0.0),
wy = (0.24464430831499137,0.46534112719498627).

Empleando este conjunto de vectores estrella obtendremos un sistema idéntico al
producido por el método de corte y proyeccion, salvo una rotaciéon y un factor de
escala (véase la figura[5.2).

Debido a este factor de escala, el radio critico para los obstaculos a partir del cual
el sistema presenta un horizonte localmente finito seré distinto al reportado origi-
nalmente, pero el comportamiento deberia mantenerse invariante para cada régimen.
Para estimar el factor de escala k requerimos conocer el valor del radio critico, es de-
cir, el radio para el cual la distribucion de la longitud de vuelos libres p(l) presenta un
comportamiento de ley de potencias con exponente —5. Con el objetivo de disminuir el
ruido presente en los datos, se analiza tanto la funcion p(l) como la funcion de distribu-
cion cumulativa (o CDF por sus siglas en inglés) definida como CDF(l) = fol p(x)dz;
notese que si p(l) = exp(—Al), entonces 1 — CDF(l) o exp(—Al), mientras que si
p(l) = al™, entonces 1 — CDF(l) < I==Y con lo cual, el radio critico correspon-
dera a aquel valor para el cual la funcion 1 — CDF(l) se comporta como una ley de
potencias con exponente —4.
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1 — CDRI)

Figura 5.3: Distribucion de vuelos libres p(l) (izquierda) y 1 — CDF(l) (derecha) como
funcion de la longitud del vuelo libre [ para los radios de obstaculos r = 0.03 (rojo),

r = 0.34 (verde) y r = 0.4 (azul). Las lineas intermitentes corresponden a las leyes de
potencias con exponentes —3 (rojo oscuro) y —5 (verde oscuro) en la imagen de la

izquierda, asi como —2 (rojo oscuro) y —4 (verde oscuro) en la imagen de la derecha.

Para esta simulacién hemos considerado 10° vuelos libres para cada uno de los
radios de los obstaculos en el intervalo [0.01,0.5] tomando una separacion de 0.01
entre cada uno de ellos. Una vez identificado el candidato a radio critico, hemos
incrementado el nimero de vuelos libres a 107 para los radios cercanos a dicho valor.
Encontramos que el radio critico r. ~ 0.34. Dividiendo este valor por el radio critico
calculado en [66] (r. ~ 0.309) obtenemos k ~ 1.10032362. La figura muestra la
distribucion de vuelos libres p(1) y la funcion 1-C' D F (1) para los radios r = 0.03,0.034
y 0.4. Para el valor de r = 0.03 se analizaron 3 x 10° vuelos libres, mientras que para
los valores r = 0.034 y r = 0.4 se analizaron 107 vuelos libres. Estos tres radios son
los equivalentes a los radios analizados en la publicacion original. Como ayuda visual
hemos anadido en lineas intermitentes las leyes de potencias con exponentes —3 y
—5 en la grafica de p(l), asi como aquellas con exponentes —2 y —4 en la grafica de
1 — CDF(1). Los resultados obtenidos coinciden con los reportados en la publicacion
original.

5.1.2. Limite de Boltzmann-Grad

Dentro del contexto de los gases de Lorentz, el limite de Boltzmann-Grad (también
conocido como el limite de baja densidad) consiste en reducir el radio de los obstéculos
que conforman al gas mientras se “ajusta” el niimero de obstaculos de manera que el
nimero promedio de colisiones que experimenta una particula en un periodo de tiempo
dado permanece constante. Este “ajuste” al ntimero de obstaculos es equivalente a un
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re-escalamiento en la longitud de los vuelos libres, de modo que si » — 0, entonces la
longitud de los vuelos libres escala por un factor proporcional a r?~!, siendo r el radio
de los obstaculos y d la dimension del espacio en el que existe el gas de Lorentz [81].

Estudiar la distribucion de la longitud de vuelos libres en el limite de Boltzmann-
Grad es relevante no sélo por su importancia matematica, sino también por su papel
en la resolucion de la ecuacion cinética de Boltzmann, asi como su conexion (en el
caso de los gases de Lorentz periodicos) con la distribucion de los “gaps” energéticos
en el oscilador armoénico cuéntico bidimensional [82]. Si bien esta distribucion se
ha estudiado de manera exhaustiva en los casos periddicos [81,83-89], su analogo
cuasiperiodico ha recibido menos atencion [63,|64} 66|, debido en parte a la dificultad
para generar simulaciones numeéricas donde se evite el uso de aproximantes [36,63].

Para los gases de Lorentz cuasiperiodicos que no poseen simetria rotacional (como
el estudiado en la seccion anterior), se ha mostrado la existencia de canales en los
cuales las particulas pueden tener vuelos libres de longitud infinita [36], similar a los
canales presentes en el caso periddico. Estos canales pueden bloquearse si se aumenta
el tamano de los obstaculos hasta un radio critico, como se mostré en las graficas
contenidas en la figura [5.3] dando paso a una transicion en el tipo de horizonte
que presenta el sistema. Sin embargo, para los gases de Lorentz cuasiperiddicos con
simetria rotacional cabe la posibilidad de que s6lo presenten horizontes finitos y/o
localmente finitos [36], escenarios para los cuales no se conoce su distribucion [64].

En el caso de los gases de Lorentz cuasiperidédicos con simetria rotacional /V, se ha
demostrado que estos pueden ser construidos por la proyecciéon de una red periddica
definida en RY [90]. Esta manera de pensar a este subconjunto de los gases de Lorentz
cuasiperiddicos como resultado de la aplicacion del método de corte y proyeccion
nos resulta fundamental para poder entender el comportamiento esperado en sus
distribuciones de la longitud de vuelos libres, pues nos permite pensar a la particula
que se desplaza dentro de nuestro sistema cuasiperiédico como la “sombra” de otra
particula moviéndose en un espacio de dimensiéon mayor dentro de una distribucién
periddica de obstaculos, con lo que es factible pensar que la distribucion de la longitud
de vuelos libres se comportarad de manera similar a la distribucion presente en un gas
de Lorentz periddico [81]; no obstante, la analogia entre ambos casos no es tan directa
y es necesario tomar en cuenta algunas diferencias de fondo entre el gas de Lorentz
periddico y su anédlogo cuasiperiédico para que esta hipotesis sea justificable.

En el caso periodico, la distribucion de la longitud de vuelos libres puede ser
calculada a partir de conocer la probabilidad de que un cilindro, apuntando en alguna
direccion arbitraria, de la misma dimension d que la dimensién del espacio donde vive
el gas de Lorentz, de longitud [ (la longitud del vuelo libre) y radio r contenga un punto
de la red periddica. Esto es equivalente a la probabilidad de que un vértice de la red
periddica, al rotarse el sistema de manera aleatoria, intersecte a un cilindro centrado
en el eje X. En el caso cuasiperiodico, cada trayectoria de la particula esté constrenida
a moverse en un plano completamente irracional al espacio de dimension N que lo
contiene (pensando en los métodos de corte y proyeccion), lo cual es equivalente a
considerar que la particula se mueve en una celda unitaria con condiciones periédicas
a la frontera [36]. En este caso, los cilindros no apuntan en alguna direccion, sino que
cubren toda la celda periddica.
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Por lo anterior, en lugar de medir la probabilidad de que un punto de la red esté
contenido dentro del cilindro, para el caso cuasiperiddico debemos considerar un po-
litopo (esto es, una generalizacion a cualquier dimension del poligono bidimensional)
de dimension N — d centrado en los vértices de la red periddica de dimensiéon N y
ortogonal al plano de movimiento de la particula. Este politopo es la proyeccion del
hipercubo unitario en el espacio ortogonal, el cual esté acotado interior y exteriormen-
te por dos bolas. Entre mayor sea la dimensiéon del hipercubo, mas cercanos estaran
los valores de los radios de las dos bolas entre si, de modo que si N > 1, los politopos
pueden aproximarse por esferas de dimension N — d. La cuestion es ahora calcular la
probabilidad de que un cilindro de longitud [ atraviese una esfera de dimensién N —d
centrada en los sitios de la red periddica de dimensiéon N. Debido a que el plano de
movimiento de la particula es completamente irracional y las esferas son “planas” (de
dimension N — d), es de esperar un comportamiento similar en las distribuciones de
vuelos libres a pesar de las diferencias senialadas entre ambos casos.

En un gas de Lorentz periddico, la cola de la distribucion de la longitud de vuelos
libres se ajusta a una ley de potencias con exponente —3, siendo dominante este com-

portamiento para probabilidades menores a d(dff_)zw) (teorema 1.14 de [81]), donde
d es la dimension en la que vive el gas de Lorentz periédico y ((d) = > =4 es la

funciéon zeta de Riemann, la cual es aproximadamente 1 para d > 2. Si bien mencio-
namos anteriormente que los gases de Lorentz cuasiperiédicos con simetria rotacional
N pueden ser generados a partir de la proyeccién de una red periédica en RY, esto no
implica que en la expresion anterior podamos sustituir directamente d por N, pues
los métodos de corte y proyeccién permiten emplear una dimensién mayor a la mini-
ma requerida para producir diferentes redes cuasiperiddicas. Este valor mimino de la
dimensién necesaria para producir una red cuasiperidédica en particular es conocido
como el rango ¢(IV). Es este valor ¢(N) y no la simetria rotacional N el que determina
la dimensién equivalente del gas de Lorentz cuasiperidédico visualizado como un gas
de Lorentz periddico en altas dimensiones. De esta manera, en los gases de Lorentz
cuasiperiddicos con simetria rotacional N, esperamos que la cola de la distribucién
de la longitud de vuelos libres siga un comportamiento como ley de potencias con

exponente —3 para probabilidades menores a ) (5(2 1:/;)51)) GO

La razon detrés de este comportamiento como ley de potencias en la cola de
la distribucion se debe a la existencia de canales (u horizontes principales) dentro
del sistema [91]. El ancho del canal (de dimensién d — 1 para sistemas periédicos
o ¢(N) — 1 para sistemas cuasiperiodicos) es lo que delimita esta probabilidad. Un
menor ancho del canal significa una cota superior menor para la probabilidad a partir
de la cual domine el comportamiento de la ley de potencias. Como mencionamos un
par de parrafos atras y con la aclaracion referente al uso de ¢(N) en lugar de N,
para el caso cuasiperidédico estamos interesados en calcular la probabilidad de que un
cilindro intersecte un politopo de dimension ¢(NN) —d, por lo que al considerar valores
de ¢(N) mayores, el ancho de estos canales se ird reduciendo, y por consecuencia, la
probabilidad a partir de la cual el comportamiento de la ley de potencias se vuelve
dominante. Mas atun, en el limite en el que d tiende a infinito, la cola de la distribucién
de vuelos libres para el caso periddico tiende a una distribuciéon exponencial segin se
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reporta en [92]. Debido a esto, esperamos encontrar este comportamiento en el limite
de N — oo para el caso cuasiperiodico si para un ¢(N) bajo encontramos una ley de
potencias con exponente —3.

Hasta este punto, todos los argumentos y resultados mencionados son validos
unicamente para vuelos largos, por lo que no tenemos informacion acerca del compor-
tamiento de la distribuciéon para vuelos cortos. Para el caso periddico bidimensional,
la distribucién de vuelos libres para vuelos cortos sigue un comportamiento constan-
te [82,183], algo que no se mantiene al incrementar la dimension del gas de Lorentz.
De acuerdo a la revision bibliografica que hemos realizado, no sabemos de resultados
analiticos para vuelos cortos en sistemas de dimension diferente a dos.

Para obtener qué tipo de distribuciéon obtendremos para probabilidades mayores
a 5 (;(2 ]:,?r;)) o) ©8 necesario realizar simulaciones. Llegados a este momento vale
la pena mencionar que el uso de la notacién ¢(N) para el rango del sistema cuasipe-
riédico no es fortuito y obedece al hecho de que este valor puede calcularse a partir
de la funciéon phi de Euler aplicada a la simetria rotacional del sistema cuasiperiédico
N. Teniendo esto en cuenta, para los gases de Lorentz cuasiperiédicos con simetria
rotacional N =5, 8 y 12 (¢(IV) = 4) esperamos observar el mismo comportamiento en
la cola de sus distribuciones, donde la ley de potencias deberia hacerse visible a partir
de 2472 .4 .5 = 80 vuelos libres. Sin embargo, para una simetria rotacional N = 7
(¢(N) = 6), esperarfamos encontrar la ley de potencias a partir de 2672 -6 -7 = 672
vuelos libres, mientras que para una simetria rotacional N = 13 (¢(NN) = 12) esta
deberia verse a partir de 21272 - 12 - 13 = 159744 vuelos libres. Asi, a pesar de tener
una simetria rotacional muy cercana en los arreglos cuasiperidédicos con N = 7 y
N = 8, asi como en aquellos con N = 12 y N = 13, esperamos un comportamiento
notablemente diferente en sus distribuciones de vuelos libres.

Hemos llevado a cabo simulaciones en sistemas cuasiperiddicos de simetria rota-
cional N =5,7,12, 13, 17 y 73, asi como en los sistemas peridédicos de simetria N = 3
y N = 4, analizando en cada caso 10° vuelos libres entre obstaculos, excepto en el
caso de simetria rotacional N = 13 para el cual obtuvimos 6 x 10° vuelos libres (esto
con el objetivo de observar mejor la desviacion al decaimiento exponencial en la dis-
tribucion de la longitud de vuelos libres). En todos los casos el radio de los obstéculos
fue r = 5 x 107*. Debido a que la distribucién de la longitud de vuelos libres p(l)
presenta mucho ruido, lo cual complica la visualizaciéon en una misma grafica de los
datos correspondientes a todos los casos analizados, hemos empleado en su lugar la
funcion de distribucion cumulativa CDF(1); en la grafica de la izquierda contenida en
la figura 5.4 mostramos 1 — C'DF(I) con una escala logaritmica en el eje Y, mientras
que en la grafica de la derecha presentamos las mismas distribuciones pero con una
escala logaritmica en ambos ejes. Cada una de las curvas se ha ajustado a una funcién
de la forma a; exp(asl) + azl=2, donde a1, ay y az son los pardmetros de ajuste.

El conjunto de los parametros correspondientes al mejor ajuste en cada una de las
diferentes simetrias rotacionales representativas de cada grupo se muestra en la tabla
Notese que en general los valores de los parametros as y az disminuyen conforme
el rango del sistema aumenta, volviéndose dominante el comportamiento exponencial.
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Figura 5.4: Graficas de la funcion de distribucién cumulativa 1 — CDF(I) como funcion de
la longitud de vuelo libre [ para gases de Lorentz cuasiperiddicos de diferentes simetrias
rotacionales. Las graficas en rojo corresponden directamente a 1 — CDF (), mientras que a
aquellas por encima de estas se les aplico un factor de 10, 15, 21, 102, 103, 10? y 10° para

una mejor visualizacion.

N aq as as
5 10474+0.06 | —1.60 & 0.05 0.09 £0.01
7 1200£0.64 | —1.99£0.12 0.114£0.01
131 0.89+0.01 | —1.31 +£0.01 0.01 & 0.01
17 | 0.91 £0.04 | —1.29+0.02 | —1.33 x 10> £ 0.00221

Tabla 5.1: Valores de los parametros a1, as y a3 del ajuste realizado a las distribuciones
1 — CDF(I) por la funciéon a; exp(asl) + agl~2.
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De hecho, para la mayor parte de los datos correspondientes a sistemas con un rango
mayor o igual a 12 (esto es, simetrias rotacionales N = 13, 17 y 73), la distribucién
se ajusta bastante bien empleando tinicamente una funcién exponencial.

Con base en estos resultados, observamos que al incrementar el rango de los sis-
temas cuasiperiodicos, la region donde la parte exponencial de la distribucion de la
longitud de vuelos libres domina también se ve incrementada, de modo que la distribu-
cion completa tiende a ser una distribucion exponencial en el limite donde ¢p(N) — oo,
similar a las distribuciones obtenidas para gases de Lorentz desordenados con una dis-
tribucion de Poisson para sus obstaculos. Estos resultados son contrarios a los que
se han observado anteriormente en simulaciones numéricas de gases de Lorentz cua-
siperiddicos en el limite de Boltzmann-Grad [63|, y parecen estar en desacuerdo con
los resultados expuestos en [64], donde cualquier arreglo cuasiperiodico de obstéculos
muestra una distribuciéon no exponencial en el limite en que [ — oo. Esta aparen-
te contradiccién no lo es en realidad, puesto que para cualquier rango ¢(N) < oo
esperamos que la cola de la distribucion de la longitud de vuelos libres presente un
comportamiento de ley de potencias con exponente —3 en el limite [ — oo, sin embar-
go, el valor de [ a partir del cual este comportamiento de ley de potencias se vuelve
dominante crece de manera muy rapida conforme ¢(/N) aumenta. Estos resultados
dejan abiertas varias preguntas: En el limite de altas simetrias rotacionales ;Qué
distribucién espacial poseen los sitios de una red cuasiperiédica? ;Es similar a una
distribucion de Poisson? ;O quizas forman un estado atascado? [93}94].

5.2. Analisis estructural local en cuasicristales

Motivados por las preguntas generadas a partir de los resultados obtenidos en la
seccion anterior, hemos estudiado la estructura local de los sistemas cuasiperiédicos
de simetria rotacional N para valores en los que N > 5. Conocer las caracteristicas
de los entornos locales de estos sistemas, en términos de la organizacion espacial de
sus atomos o moléculas, es importante no sélo en la busqueda de las respuestas a
las preguntas mencionadas anteriormente, sino también como punto de partida en el
estudio de algunas propiedades de estos materiales tales como la estructura de bandas
electronica o fotonica, la conductividad térmica o eléctrica, la dureza del material, su
elasticidad, entre otras.

Para este propoésito nos servimos una vez mas de la propiedad que presenta nues-
tro algoritmo g(ﬁ) para generar vecindades locales de los sistemas cuasiperiddicos
alrededor de puntos arbitrarios en el plano. Esta caracteristica es esencial para poder
llevar a cabo estudios referentes a la estructura de los sistemas cuasiperiodicos de alta
simetria rotacional pues, contrario a lo que ocurre en los sistemas de baja simetria
rotacional, la estructura local que presentan estos sistemas en torno al centro de si-
metria global difiere completamente de la estructura local presente alrededor de un
punto arbitrario lejos de dicho centro, situacion que puede apreciarse en la figura [5.5]
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Figura 5.5: Comparativa entre vecindades locales de sistemas cuasiperioédicos cerca y lejos
del centro de simetria global. (a) Teselado cuasiperiodico de simetria rotacional N =5
alrededor del centro de simetria global (0,0) y alrededor del punto (878356, 957863). (b)
Teselado cuasiperiddico de simetria rotacional N = 63 alrededor de los mismos puntos que
en (a) y (b). Los colores codifican el area de las teselas.

En concreto, hemos estudiado dos propiedades de las redes cuasiperidédicas como
funcién de su simetria rotacional N, siendo estas la distribucion de la distancia al
vecino més cercano y la distribucion del area de sus celdas de Voronoi. Ambas distri-
buciones se presentan desde un enfoque analitico basado en argumentos geométricos,
asi como en un anélisis estadistico de un gran nimero de vecindades generadas de
manera computacional.

5.2.1. Distribuciéon de la distancia al vecino mas cercano

Para comenzar, consideremos un teselado cuasiperiodico de simetria rotacional
N =5, construido mediante el método dual generalizado a partir de un conjunto
de vectores estrella unitarios, como el que se puede observar en la figura (a).
Este sistema esta compuesto por dos tipos diferentes de teselas, una “delgada” y una
“gorda” [95]. Si la longitud de sus aristas estd normalizada, entonces estas teselas
pueden ser catalogadas a partir de la longitud de su eje menor a, siendo estos valores

a, = \/(5—+v5)/2 =~ 1.175 y @, = 1/¢ ~ 0.618, donde ¢ denota la proporcion
aurea. Estos valores s6lo permiten dos posibles distancias al vecino mas cercano para

cualquier sitio de la red, la distancia unitaria 1 y la distancia de 1/¢ =~ 0.618.
Al incrementar la simetria rotacional de los sistemas cuasiperiodicos, el numero de
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teselas diferentes que componen al sistema aumenta, por lo que la distribucién de la
distancia al vecino més cercano también se vera modificada. Considerando lo anterior
resulta natural realizarse las siguientes preguntas: ;Cuéntas teselas diferentes existen
para una simetria rotacional N7 ;Cuél es la probabilidad de encontrar cada una de
dichas teselas a lo largo del sistema? ;Como se ve modificada la distribuciéon de la
distancia al vecino més cercano en funciéon de la simetria rotacional N7 ;Existe una
distribucion limite cuando N — 00?

Con el fin de responder a estas preguntas, primero calcularemos de manera ana-
litica la probabilidad asociada a cada una de las diferentes teselas que conforman al
sistema cuasiperidodico de simetria rotacional /N; posteriormente, a partir del resulta-
do previo y asumiendo que cualquier arreglo de teselas es posible (siempre y cuando
no se solapen entre si ni dejen espacios vacios), aproximaremos la funcion de distri-
bucién de frecuencias de la distancia al vecino mas cercano. Finalmente, se detallaran
los calculos numéricos con los cuales se construyo la distribucion de la distancia al
vecino mas cercano de manera computacional y se mostrara la comparativa con el
calculo analitico.

Antes de comenzar, vale la pena hacer una aclaracién importante: la hipotesis
referente a la posibilidad de tener cualquier arreglo de teselas alrededor de cualquier
punto de la red cuasiperiodica es claramente falsa para simetrias rotacionales bajas,
donde dependiendo de la clase de isomorfismo local, algunas configuraciones estan
prohibidas [96], no obstante, como podremos constatar con los resultados numéricos,
para simetrias rotacionales altas, los datos se ajustan a la expresion analitica derivada
a partir de esta hipotesis.

Distribucion de las teselas

Como revisamos en la seccion [4.2] a partir del método dual generalizado es posible

obtener las expresiones analiticas para los cuatro vértices by CON G € {0,1,2,3}
de alguna tesela del sistema, siendo estas expresiones:

N

b = M€ + M€l + E {—k [(nj +a;) & — (ne+ o) €5 ] - € — OéiJ €3
i#j#k =Y
by = toong — €0 bopme = bnyng — € — €y by e =ty — €, (5.1)

donde los vectores €}, corresponden a los N vectores estrella que definen la simetria
rotacional del teselado cuasiperidédico, los ntimeros enteros n; corresponden a los N
pardametros que determinan qué tesela en concreto se genera, los parametros oy €
(0,1) estan relacionados con la clase de isomorfismo presente en el sistema, el valor
Ajr = ejzery — €jy iy esta relacionado con el area formada por los vectores €; y €,
siendo €j,, €rz ¥ €5y, €ry las componentes x y y, respectivamente; el vector et denota
el vector ortogonal a €, y |z] es la funcion piso que regresa el mayor entero menor o
igual que z.

Si bien estas expresiones no imponen alguna restriccion a los vectores estrella, en la
presente secciéon trabajaremos bajo la suposiciéon de que los vectores €}, son aquellos
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vectores que apuntan a los vértices de un poligono regular de N lados inscrito en
el circulo unitario. Esta eleccion de vectores estrella es la que nos garantiza que el
sistema cuasiperiddico a estudiar posea una simetria rotacional V.

Tomando en cuenta estas consideraciones, si N es un ntimero par, existen N/2
vectores estrella que seréan anti paralelos a algtin otro vector del restante conjunto de
N/2 vectores estrella. En este caso, para cada par anti paralelo de vectores €;, €; que
cumpla la condicién de que «o; = «;, las ecuaciones produciran el mismo teselado
independientemente de cual de los dos vectores se emplee en dichas expresiones. Lo
anterior implica que si N es de la forma 2(2n — 1) =4n —2, con n € Ny «; = a para
todo valor de 7, entonces las ecuaciones[5.1] produciran el mismo sistema cuasiperiodico
que si so6lo se considera un conjunto de N/2 vectores estrella no colineales; por ejemplo,
los casos con simetria rotacional N =5 y N = 10 produciran la misma red si todos
los pardmetros «; son iguales, sin embargo, si no todos los parametros «; toman el
mismo valor, entonces los teselados producidos en cada caso seran diferentes.

Aunado a lo anterior y como consecuencia de solicitar que el poligono regular de
N lados que determina a los vectores estrella esté inscrito en el circulo unitario, los
lados de las teselas que conforman a los sistemas cuasiperiédicos tendréan una longitud
unitaria. Dada esta restriccion, las diferentes teselas s6lo se distinguiran unas de otras
a partir de sus dngulos internos. Notese que los sitios de las redes cuasiperiddicas que
estamos interesados en estudiar se corresponden a los vértices de las teselas que cons-
tituyen al teselado cuasiperiodico. Esto implica que la distancia d entre cualquier sitio
de la red cuasiperiddica y su vecino més cercano estaré acotada superiormente por 1,
de manera que d = min(1, ay, as, - - ,ay), siendo a; las longitudes de las diagonales de
las v teselas que comparten como vértice al sitio de la red cuasiperidédica de interés.

Estas teselas poseen la forma de rombos equilateros con angulos opuestos iguales
0y~ =m—4¢, siendo § < /2 el menor de ambos. Tal y como se puede comprobar
de las ecuaciones estos rombos son producidos por la combinacién de dos vectores
estrella arbitrarios €} y €y, siendo el angulo que se forma entre ellos el que determina
los angulos internos del rombo. En el contexto del método dual generalizado, cada
region poligonal en el espacio dual representa un vértice ¢’ en el espacio real, mientras
que cada vértice en el espacio dual corresponde a una tesela en el espacio real. De
esta manera, un poligono con n vértices en el espacio dual se transforma en un vértice
en el espacio real compartido por n teselas. Para ejemplificar esto, pensemos en la
situacion presentada en la figura [5.6] donde se muestra la transformacion de una
region triangular en el espacio dual (indicada en color amarillo a la izquierda de
la imagen) a un vértice ¥ en el espacio real (senalado por un punto amarillo a la
derecha de la imagen), rodeado por tres rombos. Notese como los dngulos externos
(7i;) del poligono en el espacio dual se corresponden a los dngulos internos de las
teselas alrededor del vértice v.

De manera general, cada par de vectores estrella formara un angulo ' = ir/N,
con i € [2,4,--- N —2] si N es un ntmero par o bien, con i € [2,4,--- /N — 1]
si N es un numero impar; en consecuencia, el otro angulo tomara los valores +' =
jrm/N con j € [N—2, N —4,--- 2] si N es un namero par o, en su defecto, con
JEIN—=2,N—4,--- 1] si N es un ntimero impar.

Para el caso de simetrias rotacionales pares, dado que los indices ¢ y j comparten
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Figura 5.6: Esquema de la transformacién dual empleada en el método dual generalizado.
L4 / / / / / /o .z } : }
Los angulos 7;;, iy, Vit Oij: Ui v ij son los angulos que se forman al intersecarse a pares
las lineas ortogonales a los vectores estrella €;, €; y €, que delimitan un area triangular en
el espacio dual. Estos angulos se corresponden a los angulos internos de las tres teselas que
comparten un mismo vértice en el espacio real.

el mismo conjunto de posibles valores, basta con considerar inicamente la mitad de
ellos, lo cual nos produce un total de | N/4] teselas diferentes. Por otro lado, para
simetrias rotacionales impares, necesitamos obtener los dngulos # = min(6’,v) para
todos los posibles valores que toman ambos dngulos primados, lo que se traduce en
conservar la mitad de los posibles valores para ¢ y la mitad de los posibles valores
para j, de donde obtendremos un total de | N/2] teselas diferentes.

Indistintamente del caso, la longitud del eje menor de un rombo estéa dado por

a=+/2—2cos(h), (5.2)

donde @ es el menor de los dos angulos internos del rombo. Esta funcién es biyectiva
si nos restringimos al intervalo 6 € [0, /2], por lo que los valores de @ obtenidos seran
todos diferentes; debido a esto, dado cualquier par de vectores estrella €; y €} con
sus respectivos enteros n; y ny, la probabilidad de obtener cualquiera de las posibles
teselas es uniforme, a excepcion de los casos en donde N es un multiplo de 4, pues en
ellos la tesela cuadrada generada al considerar § = 7/2 posee una probabilidad igual
a la mitad de la probabilidad del resto de las teselas.

Lo anterior implica que la probabilidad de producir una tesela en particular es
igual a LN_l/ZJ si N es impar, mientras que dicha probabilidad es ﬁ si N es par, pero
no un multiplo de 4. Si N es un multiplo de 4, la probabilidad para una tesela no
cuadrada es ﬁ, mientras que si la tesela es cuadrada tiene una probabilidad de %
Salvo que se indique explicitamente lo contrario, en el resto de la secciéon omitiremos
este caso especial.

Dentro del intervalo # € [0,7/2] la funcion puede tomar valores mayores
que la unidad, no obstante, recordemos que la distancia al vecino més cercano esta
acotada superiormente por 1, por lo que para calcular el numero de diferentes valores
posibles para la distancia al vecino més cercano necesitamos considerar tnicamente

aquellos valores de @ que no superen dicho valor. Esta consideracion adicional se
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traduce en solicitar que ' < 7/3 o 7' < 7/3, lo cual nos arroja un total de [N/6] +
[mod(N,3)/N|y |N/3]+[mod(N,3)/N] valores distintos para a (incluyendo el valor
a =1) en el caso en que N sea par o impar, respectivamente.

Tras las observaciones anteriores, estamos en condiciones de abordar la siguiente
cuestion: Dada una posicion aleatoria en el espacio real de nuestro sistema cuasipe-
riodico §Cuél es la probabilidad de encontrar en dicha posicién un tipo de tesela en
particular? Puesto que la probabilidad de producir una tesela en particular es cons-
tante para todas las teselas, la probabilidad de encontrar en alguna posiciéon arbitraria
del plano un tipo de tesela en particular es proporcional al drea del tipo de tesela que
nos interesa. Esta area, dado que las teselas tienen aristas de longitud unitaria, es
igual a sin(f); asi, la probabilidad de encontrar una tesela con un angulo 6 dado es
igual a

p(0) = sin(f) = 2tan (i> sin(0),
> 21 sin(2im/N) 2N

(5.3)

si N es impar. Si N es par, pero no un multiplo de 4, esta probabilidad esta dada por

sin(0) T .
p(0) = ST sV, 2 tan (N) sin(6). (5.4)

De manera alternativa, estas probabilidades pueden expresarse en términos de a.
Si invertimos la ecuacion obtenemos que 6(a) = arccos(1 — a*/2), de modo que
las ecuaciones [5.3] y [5.4] quedan expresadas como

pi(a) = Asin (arccos (1 — @*/2)) , (5.5)
donde
A= L = 2tan <i> si IV es impar
> 27 sin(2im/N) 2N/’

? 1

_ T

A= = 2tan (—> , si IV es par.

ZLN{M sin(2imw /N) N

i=

Los datos numeéricos se aproximan cada vez mas a la funcién de probabilidad p;(a)
conforme se incrementa la simetria rotacional del sistema cuasiperiddico (y por tanto,
la cantidad de teselas diferentes que lo conforman); véase la figura para observar
la comparativa entre ambas probabilidades en el caso N = 1009.

Distancia al vecino mas cercano

Como consecuencia de que cada sitio en nuestra red cuasiperiodica se corresponde
con algun vértice de las teselas que constituyen al teselado cuasiperiédico y dado
que en general cada vértice serd compartido por v teselas, la distancia al vecino més
cercano d asociada a cada uno de estos sitios estd determinada por la menor de las
longitudes de los v ejes menores de las teselas que comparten dicho vértice. En el
caso en el que todos estos ejes tengan una longitud mayor a 1 (lo cual puede ocurrir
si algin vértice se encuentra rodeado unicamente por teselas “gordas” en las que
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Figura 5.7: Probabilidad de aparicion de las diferentes teselas como funcién de la longitud

de su semieje menor a para un teselado cuasiperidédico con simetria rotacional N = 1009 .

El histograma se obtuvo a partir de una muestra de 1 x 10° teselas, mientras que la linea
discontinua corresponde a la funcion @

ambas diagonales son mayores que 1 y por teselas “delgadas” cuyo eje mayor pasa
por el vértice en cuestion), entonces la distancia al vecino mas cercano tomaré el
valor unitario. Esta caracteristica nos permite aproximar la densidad de probabilidad
asociada a la distancia al vecino mas cercano a partir de asumir diferentes valores
para v.

Una primera aproximacion consiste en asumir que v = 1, es decir, que cada vér-
tice pertenece tnicamente a una tesela. En este escenario serd suficiente calcular la
densidad de probabilidad de obtener un valor a € [0, 1) considerando la distribucion
completa de los posibles valores para las diagonales de las teselas, no soélo aquellos
menores a la unidad. Esta densidad de probabilidad, en términos del angulo 6, esta

dada por
p1(0)dd = A (sin(6)) d6, (5.6)

donde A es una constante de normalizacion.

Deseamos expresar esta densidad de probabilidad en términos de a, para lo cual
necesitamos relacionar a df con da. De la ecuacion diferenciando ambos lados de
la igualdad tenemos

da = = (2 — 2cos(#)) ™* (2sin(8)) d6,

N | —
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de donde, al despejar df y expresar a 6 en términos de a, nos queda

49 = ¢ da. (5.7)

sin (arc cos (1 — a?/2))

Sustituyendo en la expresion y expresando nuevamente todo en términos
de a, tenemos

a

p1(0)dd = A (sin (arccos (1 —a*/2))) (sin (arccos (1 C_12/2>)d&) = Aada,

1 1
f02 ada 2’
donde los limites de integracion en la definiciéon de A corresponden a los valores de
los ejes del caso degenerado en el que la tesela tiende a una linea recta.

Queda claro que la anterior no es una buena aproximacion, pues la hipotesis en
la que se basa (que cada vértice pertenezca a tnicamente a una tesela) no es valida
ya que en cualquier teselado cuasiperiodico siempre existirdn al menos tres teselas
que compartan un mismo vértice. Para llegar a una mejor aproximacion, veamos qué
ocurre si asumimos ahora un valor v = 2, es decir, que cada vértice es comparti-
do tnicamente por dos teselas. Para este escenario vamos a suponer que cualquier
configuracion espacial de dos teselas alrededor de un mismo vértice es posible y cal-
cularemos la probabilidad de que la diagonal que pasa por el vértice de la segunda
de las teselas tenga una longitud a, dado que la diagonal de la primera de las teselas
tiene una longitud a;. En este punto queremos resaltar una vez mas el hecho de que
en un cuasicristal perfecto no siempre es posible encontrar cualquier configuracion
espacial de sus teselas, siendo esta condicién satisfecha en su lugar por un teselado
aleatorio; sin embargo, la distribucion de teselas que estamos considerando es la de
un cuasicristal perfecto, por lo que no esperamos que los resultados siguientes sean
validos para teselados mas generales.

Pensemos para este caso donde v = 2 en el espacio dual de nuestro teselado cuasi-
periddico y consideremos un segmento s de algin poligono en dicho espacio formado
por la interseccion de una linea [; con las lineas [; y [i, ortogonales cada una de ellas
a su respectivo vector estrella €;, €; y €;. Este poligono no es intersectado por ningtn
otra linea del mallado en el espacio dual. Denominemos al punto de interseccion de
las lineas [; y [; como z;; y al punto de interseccién de las lineas [; y [ como x ;. Si
fijamos las rectas I; y [, mientras que desplazamos a la linea [ con respecto a x;
en la direccion de €, la longitud de s va a verse modificada. Dado que la distancia
entre dos lineas paralelas consecutivas en el espacio dual es constante e igual a 1,
el maximo desplazamiento de cualquier linea [; estd acotada por este valor unitario.
En el caso limite en el que N — oo, la maxima longitud de s es 1, puesto que, en
caso contrario, este segmento seria intersectado por algin otra linea del mallado casi
ortogonal a s. Esto impone un valor maximo al desplazamiento de [; igual a sin(%).
Analogamente, si fijamos [; y [;, desplazando ahora a [;, el maximo desplazamiento
para esta tltima linea sera igual a sin(#;, ). Por consiguiente, de todos los posibles des-
plazamiento d; y dj, de las lineas [; y [i, s6lo aquellos que satisfacen que d; < sin (QQJ»)

— pi(a)da = Aada; A = (5.8)
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y dj, < sin(#,) pueden producir un segmento del poligono consistente con los angulos
internos ¢, y ;. En consecuencia, podemos aproximar la probabilidad de producir
un poligono con un segmento s como Sin(%) sin(#},) o, de manera equivalente, la
probabilidad de tener dos teselas alrededor de un vértice con dngulos 0;; y 0} es igual
a sin(0;) sin(6},,) = sin (arc cos (1 — a3/2)) sin (arc cos (1 — a3/2)).

Por lo anterior, una segunda aproximacion a la densidad de probabilidad de la
distancia al vecino mas cercano de un sitio arbitrario de alguna red cuasiperiodica,
considerando el caso en el que cualquier sitio es compartido por v = 2 teselas, es

_ 2 2 2
p2(a) =~ Asin (arc cos (2 2(1 )) / sin <arccos (2 2x >) dz, (5.9)

1
fo fa sin(arc cos(1 — @2/2)) sin(arc cos(1 — 22/2))dzda’

es la constante de normalizacion.

Aplicar este mismo argumento para el caso en el que v > 3 no es tan directo
pues, contrario a lo que ocurre en el caso de v = 2, los distintos angulos 6,,0s,--- ,0,
no son todos independientes, lo cual se ve reflejado en el hecho de que tres o mas
teselas, elegidas aleatoriamente, no siempre serdn compatibles, pudiendo solaparse o
dejar huecos al momento de imponer la condiciéon de que compartan un vértice. Sin
embargo, debido a que los casos donde 6; =~ 0 y 6, =~ 0 son demasiado improbables,
podemos aproximar la densidad de probabilidad para v = 3 asumiendo que las teselas
son independientes, de modo que

ps(d) ~ Asin (arccos (2 _262)) Uj sin (arccos (2 _2:”2)) dxr, (5.10)

donde la constante de normalizacién esta dada por

1
f02 sin (arc cos(1 — a2/2)) (f; sin (arc cos(1 — 22/2)) d:v>2 dd'

donde

A:

Notese que para valores de a cercanos a cero, donde al menos una de las teselas
posee un angulo interno 6’ ~ 0, la probabilidad de que tres teselas seleccionadas al
azar se solapen no es despreciable, de tal forma que py(a) puede ser una mejor apro-
ximacion que ps(a). Para el resto de valores de a, la aproximacion ps(a) generara
una mejor aproximacion con respecto a los casos anteriores. En particular, la propor-
cion de vecinos mas cercanos a una distancia igual a 1 estarda mejor aproximada por
fl ps(a)da ~ 0.274 que por fl p2(a)da ~ 0.4223.

Por ultlmo debido a que la dlstanma al vecino més cercano d esta determinada por
d = min(1, ay, as, - -+ , a,), podemos aproximar la distribucion de frecuencias usando
d ~ min(1,a, as, az) obteniendo

o(d) ~ Asin (arc;os (%)) [f;sin (arccos( ))dxr sid<1, (5.11)
6(d—1) [} ps(x)da sid>1,
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donde 0(x) es la funcion delta de Dirac.

En este punto merece la pena mencionar que las siguientes mejoras a la aproxima-
cion de la densidad de probabilidad de la distancia al vecino més cercano considerando
valores de v > 3 representa una tarea bastante complicada. En primer lugar, necesi-
tariamos calcular la probabilidad p,(a) de tener exactamente n teselas alrededor de
un vértice como funcién de la longitud de la diagonal méas corta que pasa por dicho
vértice. Una vez obtenidas dichas probabilidades, la densidad de probabilidad estaria
aproximada por la funcion

)= s ncos (257 ) ) [ [ (e (257 )]

para valores de n > 3. No obstante, este calculo queda fuera del alcance de la presente
tesis, debido principalmente a que los resultados numéricos muestran un excelente
ajuste a la aproximacion obtenida en la funcién como se muestra a continuacion.

Para construir de manera numérica la distribuciéon de la distancia al vecino més
cercano hemos analizado un total de 1 x 10° sitios de cada una de las redes cua-
siperiddicas de simetria rotacional N = 5,7,9,11,13,15,75,307,467,643 y 1009. El
algoritmo para obtener los datos de estas distribuciones es el siguiente:

1. Un punto arbitrario Penel plano es seleccionado con una probabilidad uniforme
dentro de una regién cuadrada de lado 2 x 10° centrada en el origen.

2. Se produce una region circular de radio R del teselado cuasiperiddico de simetria
rotacional N centrada en el punto P a partir de nuestro algoritmo g(f’) basado
en el método dual generalizado. El valor numérico de R depende de la simetria
rotacional del sistema y del pardmetro 8 de nuestro algoritmo (véase la secciéon
. Los valores «; (véase las ecuaciones fueron fijados al valor 0.2 para
todos los casos.

3. Se define una region circular de radio Ry = 0.7R centrada en el punto P. Los
sitios de la red cuasiperiddica que se toman en cuenta para construir la distribu-
cion de la distancia al vecino més cercano son aquellos que se encuentran dentro
de estas regiones circulares, esto con el objetivo de evitar sitios correspondientes
a las teselas que constituyen la frontera de la region circular de radio R del paso
anterior, los cuales pueden no tener a todos sus vecinos.

4. Se produce el teselado de Voronoi asociado a todos los sitios de la red cua-
siperiddica dentro de la region circular de radio R a través del algoritmo de
Fortune [80]. A partir del teselado de Voronoi, se obtiene la lista de los vecinos
mas cercanos a cada uno de los sitios de la red cuasiperiédica que caen dentro
de la region circular de radio Rj.

5. Se calcula la distancia entre cada uno de los sitios de la red cuasiperiddica
y sus primeros vecinos, manteniendo el menor de dichos valores. Este valor
corresponde a la distancia al vecino mas cercano d.
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Figura 5.8: Probabilidad de encontrar un sitio cuyo vecino mas cercano esté a una
distancia d para redes cuasiperidédicas de simetria rotacional N = 5,7,9,11 y 13. Las
figuras enmarcadas en cuadrados dentro de la grafica corresponden a ejemplos sobre la
distribucién espacial genérica que tienen las teselas que comparten a un vértice cuya
distancia al vecino més cercano es d.

6. Se iteran los pasos anteriores hasta que se alcance un total de 1 x 10° sitios
analizados.

Para simetrias rotacionales bajas, la distribucién de la distancia al vecino més
cercano esta conformada tnicamente por unos cuantos valores caracteristicos para
cada valor de NV, véase la figura [5.8] en donde se muestran las probabilidades de que
un sitio arbitrario de las redes cuasiperiodicas esté a una distancia d de su primer
vecino, ademas hemos incluido algunos ejemplos sobre la distribucion espacial de
las teselas que comparten un vértice cuya distancia al vecino méas cercano es d. Por
ejemplo, para N = 5, el vecino més cercano de cualquier sitio de la red cuasiperiodica
esté localizado a una distancia de 1 o bien, a una distancia de 1/7 ~ 0.618, que
corresponde al eje menor de una tesela “delgada”, por lo que en la figura[5.§ podemos
observar que su histograma posee tnicamente dos barras.

Para simetrias rotacionales altas, N > 5, observamos una distribucién bimodal en
la distancia al vecino més cercano, con un pico bastante pronunciado en la distancia
d = 1 y una distribuciéon de picos de menor tamano para todas las distancias restantes
d < 1, la cual se vuelve densa en el limite N — oo. La distribucion limite de la
densidad de probabilidad de la distancia al vecino méas cercano para N — oo esta
aproximada por la funcién [5.11] véase la linea discontinua en color azul de la figura
5.9(a). Algunos ejemplos de esta densidad de probabilidad para las distancias d < 1
se muestran en la figura [5.9(b). El hecho de que la densidad de probabilidad para
distancias d < 1 alcance su méaximo alrededor del valor d = /2 /2 se corresponde con
la presencia de una tesela cuyo angulo menor interno es cercano a /4 radianes.
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Figura 5.9: (a) Densidad de probabilidad de la distancia al vecino mas cercano para una
red cuasiperiodica de simetria rotacional N = 1009. La linea discontinua azul corresponde
a la funciéon (b) Densidad de probabilidad de la distancia al vecino més cercano para
distancias d < 1. Para los casos N = 15y N = 75, se presentan las barras correspondientes

a los distintos valores de d, mientras que para los casos N > 75 se presenta una curva
continua para facilitar la visualizacion.

Como se puede apreciar en el pico correspondiente a d = 1 en la grafica (a),
hay una frecuencia de aparicion de la distancia al vecino méas cercano d = 1 mucho
mayor con respecto a cualquier otro valor d < 1. Esta frecuencia de apariciéon parece
converger al valor 0.277 conforme N — 0o, como se observa en la gréafica [5.10, Este
valor se aproxima bastante a nuestra prediccion ff p(a)da ~ 0.274 a partir de la
expresion La grafica contenida en [5.10] muestra un comportamiento oscilatorio
de periodo 6 en la probabilidad p como funcién de N que se amortigua a medida que
N crece; este comportamiento oscilatorio se mantiene como una pregunta abierta.

5.2.2. Distribuciéon del area de Voronoi

Los resultados obtenidos en la secciéon anterior senalan tres puntos interesantes:
() parece que no existe correlacion entre los diferentes tipos de teselas que comparten
un mismo vértice en un teselado cuasiperiodico de simetria rotacional alta, (ii) existe
una distribucién no constante y bien definida para las distancias d < 1 al vecino més
cercano de los sitios de una red cuasiperiddica en el limite de altas simetrias y (iii) la
proporciéon de aparicion de la distancia d = 1 con respecto a los valores d < 1 tiende
a un valor aproximado de 0.277 conforme N — oo.

El punto (i) es inesperado debido al hecho de que para simetrias rotacionales bajas,
dependiendo de la clase de isomorfismo local que presente el teselado cuasiperiodico,
existen configuraciones de teselas alrededor de un vértice que estan prohibidas [97].
Con respecto al punto (iii), si el angulo interno menor de las teselas que comparten
un vértice ¢ supera el valor de 7/3 radianes (teselas “gordas”), la distancia al vecino
més cercano asociada a dicho vértice serd d = 1; en este sentido, aproximadamente
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Figura 5.10: Probabilidad p de que la distancia al vecino méas cercano de un sitio arbitrario
en alguna red cuasiperiddica de simetria rotacional N sea exactamente d = 1. La linea
horizontal azul representa el valor limite de 0.277 cuando N — oc.

el 27.7% de todos los vértices estan rodeados por teselas “gordas” y/o forman parte
de los ejes mayores de algunas teselas delgadas. Lo anterior es relevante ya que, pese
a que al incrementar el valor de N se pueden producir vecinos tan cercanos entre si
como se desee, la proporcion de sitios “aislados” de sus vecinos se mantiene constante.
Para entender de mejor manera como estos sitios “aislados” se distribuyen en el siste-
ma cuasiperiddico hemos calculado la distribucion del area de las celdas de Voronoi
generadas por la red cuasiperiddica. El algoritmo para producir esta distribucion es el
mismo que el indicado en [5.2.1] para calcular la distribuciéon de la distancia al vecino
més cercano, con una pequena modificacion a los pasos 4 y 5, omitiendo la obtenciéon
de la lista de primeros vecinos de cada celda de Voronoi y cambiando el calculo de
la distancia entre cada sitio y sus vecinos por el calculo del area de cada celda de
Voronoi.

Similar a lo observado en la secciéon anterior al estudiar la distribucion de la
distancia al vecino mas cercano, la distribucién del area de las celdas de Voronoi para
simetrias rotacionales bajas no muestra tendencia alguna, véase la figura [5.11j(a), es
hasta que la simetria rotacional N toma valores mucho mayores a 5, que se comienza
a hacer presente una distribucién bimodal con un minimo local alrededor del valor
A~ 0.87, véase la figura [5.11](c) y [p.11](e).

Este comportamiento probablemente esté relacionado con el hecho de que existen
dos tipos de primeros vecinos, aquellos que se encuentran a una distancia d = 1 y
aquellos que se encuentran a una distancia d < 1. El area de las celdas de Voronoi
asociadas a aquellos sitios de la red con su vecino méas cercano a una distancia d = 1
esté acotada por A € (7/4, 1], donde la cota superior corresponde al caso en el que el
sitio esta rodeado por 4 teselas cuadradas, mientras que la cota inferior se corresponde
con el caso limite en el que el sitio esta rodeado por “teselas” que se han degenerado
a lineas rectas, por lo que su eje menor tiene longitud cero. En contraste, el drea de
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Figura 5.11: Distribucion del area de las celdas de Voronoi asociadas a los sitios de las
redes cuasiperiddicas de simetria rotacional N =5,7,9,11 y 13 (a), N =51 (¢) y
N =169(e). En la columna de la derecha se muestran ejemplos de los teselados de Voronoi
para los casos N = 5(b), N =51(d) y N = 169(f).
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las celdas de Voronoi asociadas a aquellos sitios de la red con su vecino mas cercano a
una distancia d < 1 estd acotada por A € (0,+/3/4) = (0,0.87), donde la cota inferior
se corresponde con el caso en el que el sitio estd rodeado tinicamente por dos “teselas”
que se han degenerado a lineas rectas, mientras que la cota superior corresponde al
caso en el que el sitio esta rodeado por tres teselas cuyo eje menor tiene longitud
unitaria. Las gréaficas [5.11|(b), (d) y (f) muestran un ejemplo genérico del teselado
de Voronoi para las redes cuasiperiddicas con simetria rotacional N =5, N =51y
N = 169, respectivamente.

5.3. Analisis estructural global en cuasicristales

Tanto los resultados obtenidos al estudiar la distribucion de la longitud de vuelos
libres en el limite de Boltzmann-Grad como los correspondientes a la distribucion de
la distancia al vecino mas cercano nos sugieren que, dentro de alguna vecindad finita,
los sistemas cuasiperiddicos de altas simetrias rotacionales son indistinguibles de un
sistema desordenado. Esta sugerencia se ve reforzada al observar a simple vista una
vecindad local, lejos del centro de simetria global, de cualquier teselado cuasiperidodico
con simetria rotacional N > 5, donde la distribucion espacial de las teselas parece
ser completamente aleatoria (véase la figura .

Con el objetivo de corroborar la validez de dicha hipoétesis, asi como de determinar
el tamano de la vecindad local donde el sistema cuasiperiédico es indistinguible de
un sistema desordenado (en caso de que la hipotesis sea valida), hemos estudiado la
varianza en el nimero de sitios de las redes cuasiperiddicas que caen dentro de una
ventana circular como funciéon del radio de dicho circulo. La forma funcional en la que
se presentan estas varianzas esta relacionada con qué tan uniforme es la distribucion
espacial de los sitios, idea que se formaliza bajo el concepto de hiperuniformidad.

5.3.1. Hiperuniformidad

Decimos que un sistema conformado por multiples particulas, definido en R para
alguna d € Z*, es hiperuniforme si las fluctuaciones en su densidad son completa-
mente suprimidas a escalas de longitud muy grandes, lo cual implica que su factor
de estructura S(k) (con k el nimero de onda asociado al sistema) tiende a cero en
el limite |k| — 0 [94]. Este concepto proporciona un marco general para clasificar y
caracterizar cristales, cuasicristales y algunos sistemas desordenados [98].

Entre los sistemas hiperuniformes se encuentran todos los sistemas peridédicos, asi
como multiples sistemas cuasiperiodicos [94]. Dentro de esta altima categoria tenemos
algunos ejemplos de sistemas cuasiperiédicos unidimensionales construidos a partir
del método de corte y proyeccion [99] asi como un conjunto de patrones cuasiperio-
dicos de puntos obtenidos por el método de inflacion-deflacion [100]. Pensando en la
presencia de un orden orientacional de largo alcance en los sistemas cuasiperiodicos
bidimensionales de simetria rotacional N, es plausible suponer que todos los cuasicris-
tales perfectos también son hiperuniformes, no obstante, hasta donde nuestra revision
bibliogréafica nos permite conocer, s6lo unos cuantos cuasicristales en dos dimensiones
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han sido estudiados bajo este concepto. De manera numérica se ha demostrado que
los cuasicristales con simetria rotacional N = 5 (asi como sus diferentes clases de
isomorfismo) son hiperuniformes [97,[101], obteniéndose la misma conclusion para el
caso de simetria octogonal [101].

Pensando en el caso bidimensional, los sistemas hiperuniformes estéan caracteriza-
dos por poseer una varianza del nimero de sitios contenidos en una ventana circular,
o?(R) = (N(R)?) — (N(R))? con N(R) el ntimero de sitios, que crece como el pe-
rimetro de dicha superficie, es decir 0?(R) ~ R; para el caso tipico de los sistemas
desordenados, esta varianza crece como el area de la superficie, 0?(R) ~ R? [94].
En general, la varianza en los sistemas hiperuniformes en dos dimensiones puede ser
expresada como 0%(R) = A (R)R+ O(R), donde Ao (R) es una funcion acotada que
fluctua alrededor de un valor promedio y O(R) denota los términos de orden menor
a R [97].

Para calcular numéricamente la varianza en el nimero de particulas dentro de una
region circular de radio R en nuestros sistemas cuasiperidodicos, hemos implementado
el siguiente algoritmo:

1. Se selecciona, con una probabilidad uniforme, un punto arbitrario P € R? dentro
de una regién cuadrada de lado 2 x 10° centrada en el origen.

2. Se produce una region circular de radio Ry = 500 del teselado cuasiperiédico
a estudiar centrada en el punto P a partir de nuestro algoritmo g(ﬁ) basado
en el método dual generalizado. Los valores «; (véase las ecuaciones fueron
fijados al valor 0.2 para todos los casos.

3. Las teselas producidas en el paso anterior se decoran dependiendo del caso a
analizar. Algunos de los diferentes decorados empleados en el presente trabajo
fueron: Un punto por cada vértice de todas las teselas, un punto en el centroide
de todas las teselas, un punto en el centroide de las teselas de menor area, etc.

4. El conjunto de puntos obtenidos tras la decoracion de las teselas ({Pp}) es or-
denado, de menor a mayor distancia, con respecto al centro de la region circular

P.
5. Se define una region circular C'(R) centrada en P de radio R = 0.005.

6. Se cuenta el nimero de elementos del conjunto {Pp} que caen dentro de C(R)
y se almacena dicho valor en un arreglo N(R).

7. Elradio de la region circular C'(R) se incrementa, R — R+AR, con AR = 0.005.
8. Se iteran los pasos 6 y 7 hasta llegar al valor R = Ry.

9. Se iteran los pasos del 1 al 8 un total de 1 x 10* veces para obtener una muestra
estadistica del sistema cuasiperiodico.

10. Se promedian todos los arreglos N(R) y se calcula el arreglo N?(R) definido
como el promedio del cuadrado de los arreglos N(R)).
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11. Se calcula 0?(R) = N?(R) — (N(R))%

12. Se escala el tamanio de los radios por un factor Fp = 2,/mp siendo p =
N(Rr)/(7R2) la densidad de puntos del sistema cuasiperiédico. Este escala-
miento es necesario para mantener constante la densidad de todos los sistemas
cuasiperiodicos [102].

Decorado en vértices

La primera de las decoraciones que hemos analizado corresponde a colocar un
punto por cada vértice de las teselas de nuestros sistemas. Hemos calculado la varianza
0?(R) para sistemas cuasiperiodicos de simetrfa rotacional impar N con N € [5, 31].
En la figura se muestran las grificas de 0?(R)/R para los casos N = 5,15 y
31, con su respectivo parametro A, mientras que en la grafica [5.13] se muestra la
relacion que existe entre Ao, como funcién de la simetria rotacional N. Los valores
de los parametros A, estan contenidos en la tabla Reportamos que todos los
sistemas cuasiperiodicos aqui estudiados son sistemas hiperuniformes al cumplir con

la relacion 0%(R) = AR + O(R).

N Ao N Ao

5 | 0.148550 | 19 | 0.538099
7 1 0.206372 | 21 | 0.560993
9 | 0.205032 | 23 | 0.694849
11 | 0.288182 | 25 | 0.780302
13 | 0.349506 | 27 | 0.797848
15 | 0.351440 | 29 | 0.936224
17 1 0.462932 | 31 | 1.046886

Tabla 5.2: Valores del parametro Ao, para los diferentes sistemas cuasiperiodicos de
simetria rotacional N con un decorado en los vértices de las teselas.

Para validar el uso de nuestro algoritmo en el calculo de la varianza o?(R) hemos
comparado la grafica de 0?(R) y el valor de A, obtenidos para el caso particular de
N =5 con los presentados en el articulo de Lin, Steinhardt y Torquato [97]. Nuestros
resultados son consistentes con los ahi reportados.

Observamos de las graficas correspondientes a N = 15y N = 31 contenidas en[5.12]
la presencia de un comportamiento oscilatorio con algin periodo A¢(V), este mismo
comportamiento estéd presente en todos los casos (aunque si la simetria rotacional
N es muy pequena, el periodo asociado puede ser muy pequeno y no apreciarse
correctamente, como en el caso de N = 5). Lo anterior nos indica que las fluctuaciones
del sistema alcanzan un minimo si R es un multiplo entero de A;(V); en otras palabras,
As(N) define una escala de longitud para la cual las variaciones en el ntmero de
particulas son minimas. Para obtener los diferentes valores de A;(N) hemos aplicado
una transformada de Fourier a la funcién %(R)/R, definiendo a A\(N) = 1/kpnaq,
siendo k., €l valor en el cual la transformada de Fourier alcanza su maximo global,
véase la graficafp.14] La tabla[p.3muestra los valores de A;(V) para todas las simetrias
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Figura 5.12: Varianza 0?(R) en el ntimero de particulas dentro de una regién circular de
radio R como funcién de dicho radio para el caso de un decorado en los vértices de las
teselas. Las lineas continuas corresponden a los datos de o?(R)/R, mientras que las lineas
intermitentes corresponden al valor de A, que mejor ajusta a los datos.
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Figura 5.13: Parametro A, como funcién de la simetria rotacional N de los sistemas
cuasiperiodicos con un decorado en los vértices de las teselas.
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Figura 5.14: Transformada de Fourier de la funcién o?(R)/R para los casos de un decorado
en los vértices de las teselas. En cada grafica se ha sefialado con un punto el maximo global
de la funcién que determina el valor de As(NV). Para facilitar la visualizacion, las graficas
estdn desplazadas verticalmente.

analizadas, mientras que en la figura[5.15) se presenta de manera grafica esta relacion,

4 2 2
comparandola con la funcion Tcos(2n/N) -

N As N As

) — 19 | 117.5129
7 | 15.6148 | 21 | 142.7238
9 | 25.8415 | 23 | 166.537
11 | 38.3304 | 25 | 199.8683

13 | 53.9222 | 27 | 222.0968
15 | 71.2978 | 29 | 285.5745
17 1 90.7795 | 31 | 333.1907

Tabla 5.3: Valores del parametro A para los diferentes sistemas cuasiperiédicos de simetria
rotacional N con un decorado en los vértices de las teselas. El caso de N = 5 es demasiado
ruidoso para obtener un valor fiable de ;.

Podemos observar del ajuste presentado en que la funcion ﬁ’éw/m describe
bastante bien el comportamiento del parametro A\s(/N), donde el peor ajuste se da
para los casos con N = 27,29 y 31, discrepancias que pudieran deberse al tamano
del radio maximo Ry empleado en el célculo de N(R) puesto que el niimero de ciclos
que completa la funcién o(R)/R va disminuyendo conforme la simetria rotacional
aumenta. En la figura[5.16|se muestran las gréficas de 0*(R) /R para N = 15y N = 31,
indicando a través de lineas intermitentes en color rojo los distintos multiplos de As(N)
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Figura 5.15: Parametro As(/V) como funciéon de la simetria rotacional N del sistema
cuasiperiodico con un decorado en los vértices de las teselas. Se muestra el ajuste entre los

datos simulados y la curva W

calculados a partir de la funcion 27 5 Se observa que el ajuste es bastante bueno.

1—cos(2m/N

Decorado en centroides

La segunda de las decoraciones que analizamos se corresponde a colocar un punto
en el centroide de cada una de las teselas de nuestros sistemas. Una vez mas hemos
calculado la varianza o ( R) para sistemas cuasiperiodicos de simetria rotacional impar
N, en esta ocasion considerando a N € [5,23]. En la figura se muestran las
graficas de 0?(R)/R para los casos N = 5,15 y 23, con su respectivo parametro A,
mientras que en la grafica[5.18 se muestra la relacion que existe entre A, como funcion
de la simetria rotacional N. Los valores de los parametros A, estdn contenidos en
la tabla [5.4l Reportamos que todos los sistemas cuasiperiddicos aqui estudiados son
sistemas hiperuniformes al cumplir con la relacion ¢%(R) = Ao (R)R + O(R).

N Ao N Ao

5 | 0.151895 | 15 | 0.342967
7 1 0.200393 | 17 | 0.453697
9 10.194694 | 19 | 0.529176
11 | 0.278937 | 21 | 0.548171
13 | 0.340331 | 23 | 0.688013

Tabla 5.4: Valores del parametro Ao, para los diferentes sistemas cuasiperiodicos de
simetria rotacional N con un decorado en los centroides de las teselas.

De las graficas contenidas en [5.17] observamos nuevamente un comportamiento
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Figura 5.16: Graficas de 0?(R)/R como funcién de R para los casos (a) N = 15y (b)
N = 31 con un decorado en los vértices de las teselas. En ambos casos se ha senalado con

lineas intermitentes en color rojo los distintos multiplos de As(IV) =

0.75

27
1—cos(2w/N) "

— N=5 |
— —— Ay = 01519
—— N=15
——— Ay = 0.343
—— N=23
——— A, = 0.688

0 500 1000 1500 2000

R

Figura 5.17: Varianza 0?(R) en el ntimero de particulas dentro de una regién circular de

radio R como funcién de dicho radio para los casos con un decorado en los centroides de

las teselas. Las lineas continuas corresponden a los datos de o(R)/R, mientras que las
lineas intermitentes corresponden al valor de Ao, que mejor ajusta a los datos.

oscilatorio en 0?(R)/R alrededor de un valor constante para todos los casos. Este

comportamiento presenta el mismo periodo A¢(N) =

m que en el decorado

anterior como lo senalan las gréaficas contenidas en .

Una de las caracteristicas que presenta el decorado en centroides que no esta pre-
sente en el decorado en vértices es la capacidad de tomar en cuenta Gnicamente algin
subconjunto de las teselas para realizar la decoracion del sistema. Tomando en cuenta
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Figura 5.18: Parametro Ao, como funcion de la simetria rotacional N de los sistemas
cuasiperiédicos con un decorados en los centroides de las teselas.

esta caracteristica hemos calculado las varianzas o?(R)/R para el caso N = 23 con-
siderando los siguientes decorados: Un punto en el centroide tnicamente de (a) las
teselas de menor area, (b) las teselas con la segunda menor area, (c) las teselas con
la tercer menor area y asi sucesivamente. El caso de simetria rotacional N = 23 tiene
11 teselas diferentes, de las cuales en la figura [5.20] mostramos las graficas correspon-
dientes a las cuatro teselas de menor area. Destaca el comportamiento oscilatorio de
o?(R)/R en todos los subconjuntos de teselas (incluidos aquellos que no se muestran
en la figura), manteniendo el mismo periodo A\s(V) en el caso de las teselas de menor
area, pasando a tener un periodo de A\s(IN)/2 en el caso de las teselas de segunda
menor area, un periodo de A\;(N)/3 para el caso de las teselas de tercera menor area
y asi sucesivamente. Este comportamiento se observo de igual forma en el resto de las
simetrias rotacionales impares N con N € [5,23]. Estos resultados nos sugieren que
es la distribucion espacial de las teselas de menor area la que determina el periodo
As(N) del sistema completo.

Si bien en todos los sistemas cuasiperiédicos que hemos analizado (tanto en el de-
corado de los vértices como en el decorado de los centroides de las teselas) hemos en-
contrado que su varianza o%(R) esta descrita por la relacion 02(R) = Ay (R)R+O(R)
para valores de R muy grandes (validando asi que los sistemas son hiperuniformes de
manera global), el comportamiento de esta funcién de manera local no es compatible
con lo esperado en sistemas hiperuniformes, presentando una tendencia oscilatoria
con una amplitud y periodo que tienden a crecer conforme la simetria rotacional
N del sistema aumenta. Dentro de la escala espacial en la que la varianza crece, el
sistema se asemeja mas a un sistema desordenado que a un sistema hiperuniforme.
Esta escala espacial estd determinada por la magnitud As(V), siendo esta cantidad
la que nos permite calcular el tamano minimo de una vecindad local de los sistemas
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Figura 5.19: Graficas de 0?(R)/R como funcién de R para los casos (a) N = 15y (b)
N = 23 con un decorado en los centroides de las teselas. En ambos casos se ha senalado

con lineas intermitentes en color rojo los distintos multiplos de As(N) = W

cuasiperiddicos necesario para observar el orden de largo alcance que los caracteriza.



5.3. ANALISIS ESTRUCTURAL GLOBAL EN CUASICRISTALES 87

\ / _ — \ ~ -
= 1y —
v N _ N - ‘. N N~
I / / ) S (W
' - 7 S X N7
- , 1 _
\\/ 7/ ;ooN N N O - /\‘ 1\)
N N - / - _ - N
- | . /\ - Iy o, W (s
/- _ _ _, - / ~
\ o/ _ -~ N >/\ P SN Vi
- P — / /1 N
hy \ " / N -/ TN ’y 7
N T z = | \
s s T N, ~ _- v Cor
_ - T ON_ Ty £\
/Ny ~s 0 - / / N /-\K\\ L _=Ih= s o
N~ < \ L A -
AN / N~ Soo- /
— P X - - -~
/</\ \\\/\\ ! : L = AR
- VNS - A N /
_ — -\ -
N ya — = - - N , //\\/ \\
(- \\ / ~ . \ / N e | Lo~
v / ~
/') ~ =~ ~/ ! \~///\ , ~
\ (e P , ~- M
\ N ~ D | VY
| I N Ny S ~ N
\ s - AN
\ [NVAN | ‘o - N

_ _ -/
s, e < , \' ya' o \\‘\i, < .7 A YA P < S
ReX SENSVEN . S 20 SV T Y
] \,"o (A \:/,\‘ \ \\o“,’ A/i\‘ e <, T
\ —a Y- vy~ s / \ _ Q/ - 3 ~ e Yalkd
_ -7 22 ~a \ s=fnNs N s )<
/ \ N \ o\ / SN N NN ’ ~ \
/o ;N N S - \ Y\, ) -
3 e [ AN , =, 2 VAR G
\ SRS \ YR Y Z " [ " /
7/ N -7 N
N ~ \ [P ARN N N NS "”4 < '
froqn IRV N 7S o) TN - -\ =
" NN P AN \ s LA L* I~ w0 Ny
e ’\\’, - ¥ P S - \/:\ \ ?\‘ ’/’) -~ N\ v /I”‘ s
P -2 Yo ‘\" /\/ ~ >0 Y ~ N \/
', () / ~ Y s NP ~ VN
=77\~ 1\ Y SN \ z = 7, ~ \
ARSI N ~ e ‘a’\""‘,ui\',\f(/)"
\ ~ /N v oo >" - Vi ~ LN~ ) ~‘. ¢
- L
/ < - /N 7 \ (9 TN
\\ 14y Z A - 4y - .‘N A\(” -
. o~ Sy _ (v \ ~ A, <) 7 Y] /
O IR NS ;"‘ ~ 7 "\/\\
/=77 N\ _ / -
N P Vy- (7 PR N ae, N o ‘.,”I’ - “./
<™\ _ N - ~ | ' - [N \ N N7 o~
PR NP VAR N oS- AR
ERGAVA NNV TN O P R B B e
N Vs / \ ~ \ \ ’ \ \4 -
N R N Y - ~) N\ (B
\ N < ' N ~ 2 T VAL N

o2/R

05

0.0

Figura 5.20: Vecindad local de un teselado cuasiperiédico de simetria rotacional N = 23
mostrando en color tnicamente a las teselas (a) de menor area, (b) de segunda menor area,
(c) de tercera menor area y (d) de cuarta menor area. En la imagen (e) se muestran las
correspondientes gréficas de o?(R)/R como funcién de R para cada uno de los casos
previos, respetando la codificaciéon en color, para un decorado en los centroides de las
teselas. Estas gréificas han sido desplazadas verticalmente para facilitar su visualizacién.
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6 Conclusiones

A lo largo de esta tesis se ha presentado desde un enfoque histérico, teodrico y
computacional una visién general sobre los sistemas cuasiperiddicos, la cual abarca
desde las bases matematicas de una teoria incapaz de concebirlos como una realidad
fisica hasta los resultados obtenidos por nuestro proyecto doctoral, mismo que se ha
enfocado en estudiar el comportamiento de dichos sistemas en el limite de simetrias
rotacionales altas, tanto a nivel estructural como en los fenémenos de transporte que
en ellos ocurren.

Con respecto a nuestros resultados, hemos validado nuestro algoritmo computacio-
nal g(ﬁ) para construir vecindades locales de sistemas cuasiperiédicos con simetria
rotacional N como una alternativa eficiente para calcular la distribucién de la distan-
cia de vuelos libres de una particula neutra en gases de Lorentz cuasiperiddicos. Esta
validacion es presentada al replicar los resultados obtenidos por Kraemer, Schmiede-
berg y Sanders |66] sobre la transicion entre distintos tipos de horizontes presentes
dentro de un sistema cuasiperidodico concreto.

Una vez validado el uso de nuestro algoritmo hemos calculado, a partir de ar-
gumentos geométricos asi como de simulaciones computacionales, la distribucion de
la longitud de vuelos libres en el limite de Boltzmann-Grad para distintos gases de
Lorentz cuasiperiodicos con diferentes simetrias rotacionales, observando que dichas
distribuciones tienden a un comportamiento exponencial conforme el rango (no la
simetria rotacional) de los sistemas aumenta. Esta tendencia a una distribucion ex-
ponencial es similar a lo observado en sistemas desordenados.

En lo que concierne a la estructura local de los sistemas cuasiperiddicos, calcula-
mos la distribucion de la distancia al vecino més cercano a partir de consideraciones
geométricas sobre la distribucion de teselas en el espacio real de nuestro sistema y
las condiciones en el espacio dual que dan lugar a estas; posteriormente comparamos
dicha distribucién con los datos simulados para multiples sistemas cuasiperiddicos de
diferentes simetrias rotacionales, cubriendo un intervalo desde N = 5 hasta N = 1009,
encontrando un excelente ajuste entre ambas conforme la simetria rotacional aumen-
ta. Este comportamiento nos senala la existencia de una distribucion limite para estos
sistemas conforme N — oo, la cual presenta un comportamiento inesperado: aproxi-
madamente un 27.7% del total de los sitios de la red cuasiperiddica se encuentran a
una distancia d = 1 de su vecino més cercano, mientras que el 72.3 % restante poseen
una distancia d < 1. Para los casos de simetria rotacional baja no es posible discernir
estas caracteristicas.

Partiendo del resultado anterior, analizamos la distribucion del area de las celdas
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de Voronoi como funciéon de la simetria rotacional N de los sistemas cuasiperiddicos,
encontrando una distribuciéon bimodal con un minimo local alrededor del valor A ~
0.87 en el limite en que N — oo. Este comportamiento tampoco es discernible para
los sistemas cuasiperiodicos de baja simetria rotacional.

Finalmente, hemos estudiado la varianza en el ntimero de sitios de las redes cua-
siperiodicas que caen dentro de una ventana circular como funcion del radio de dicho
circulo. Las redes cuasiperiodicas se obtuvieron a partir de considerar diferentes de-
corados en las teselas de los teselados cuasiperiddicos de simetria rotacional N pro-
ducidos por nuestro algoritmo g(ﬁ) En todos los casos analizados encontramos un
comportamiento oscilatorio en torno a un valor constante para la funcién o%(R)/R
siendo 0?(R) = (N(R)?)—(N(R))? con N(R) el ntimero de sitios dentro de la ventana
circular. Esto nos indica que, de manera global (para R >> 1), las redes cuasiperiodicas
son hiperuniformes, no obstante, el periodo A¢(N) y la amplitud de las oscilaciones
aumentan conforme la simetria rotacional N aumenta, con lo que la magnitud As(V)
define una escala de longitud que separa el comportamiento de los sistemas cuasi-
periodicos en dos: un regimen local en el que el sistema cuasiperiddico se asemeja
a un sistema desordenado y un regimen global donde el orden de largo alcance que
caracteriza a los sistemas cuasiperiodicos se hace presente. Esta cantidad As(NV) esta
determinada tnicamente por las teselas de menor area del sistema y sigue la relacion
A(N) = 5w

A partir de estos resultados es factible suponer que los sistemas cuasiperiodicos
de alta simetria rotacional pueden ser usados como modelo para sistemas amorfos
que compartan la misma distribucion de la distancia al vecino mas cercano, siempre
y cuando no se consideren posibles interacciones o propiedades del sistema a largo
alcance. Esto es deseable ya que, contrario a un sistema desordenado, un sistema
cuasiperiddico como los estudiados en la presente tesis puede ser obtenido de manera
determinista, con lo que en principio todos los grados de libertad y excitaciones del
sistema son conocidos.

6.1. Trabajo a futuro

Siguiendo la misma linea de investigacion presentada en esta tesis, quedan como
trabajo a futuro los siguientes puntos:

» Estudiar la difusiéon de particulas neutras dentro de gases de Lorentz cuasiperio-
dicos considerando la interaccién entre particulas. Para realizar esta simulacion
se propone definir a los obstaculos que conforman a los gases de Lorentz como
esferas duras capaces de rotar sobre su propio eje, de manera que al colisionar
una particula con algin obstaculo se permita el intercambio energético entre
ambos, cambiando la velocidad lineal de la particula, asi como la velocidad
angular del obstaculo. Asumiendo que no hay pérdida de energia en estas co-
lisiones, la interaccién entre particulas estaria siendo mediada a través de los
rotores. Este modelo nos permitiria estudiar las excitaciones térmicas de los
cuasicristales, con particular interés en los fasones.
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6.2.

—

Generalizar el algoritmo g(P) basado en el método dual generalizado para aque-
llos sistemas en los que los vectores estrella del conjunto S no son simétricos
ni unitarios, eliminando la constricciéon presente a lo largo de todo este trabajo
respecto a la simetria rotacional de los sistemas cuasiperiddicos. Esta generaliza-
cion nos permitiria modificar los mallados Gy en el espacio dual asociados a un
mismo orden orientacional, lo que a su vez modificara la distribucion espacial y
estadistica de las teselas en el espacio real de los sistemas cuasiperiodicos. Esta
posibilidad resulta interesante puesto que podria habilitar el diseno de sistemas
cuasiperiddicos con distribuciones de teselas especificas.

Dando continuidad al punto anterior, otra generalizacién deseable al algoritmo
g(ﬁ) consiste en permitir separaciones no unitarias entre las rectas que con-
forman al mallado Gy en el espacio dual, incluyendo en particular aquellas
funciones &, que permitan espaciados cuasiperiédicos entre las rectas. Es este
punto el que nos permitiria construir sistemas cuasiperiodicos que no pueden
ser producidos por el método de corte y proyeccion.

Generalizar los algoritmos aqui expuestos a su analogo en el caso tridimensional.
Las expresiones analiticas de los vértices de las teselas que conforman a los
teselados cuasiperiodicos en 2D que se expusieron en el capitulo [ tienen su
expresion anéloga al caso 3D, estas expresiones juegan un papel fundamental
en el desarrollo de nuestro algoritmo g(ﬁ), por lo que en principio resulta posible
construir un algoritmo similar que nos permita estudiar sistemas cuasiperiddicos

tridimensionales.

Por ultimo, de acuerdo con lo expuesto al inicio del capitulo [4, una manera
usual de estudiar a los sistemas cuasiperidédicos desde un enfoque experimental
consiste en el uso de elementos 6pticos para producir una estructura espacial
cuasiperiddica a partir del haz de luz de uno o mas laseres. El haz de luz resul-
tante, ahora con una estructura espacial determinada, se hace interactuar con
sistemas materiales para inducir un arreglo cuasiperidodico de los elementos de
dichos sistemas. Con base en esto, resulta deseable medir de manera experimen-
tal la difusion de particulas neutras dentro de un arreglo cuasiperiédico coloidal
que nos permita corroborar nuestros resultados computacionales.
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A Teoremas sobre isometrias del plano

Las demostraciones de algunos de los teoremas presentados en el capitulo [1f son
demasiado largas para ser incluidas en el cuerpo del texto principal sin que esto
represente una ruptura al ritmo de exposicién de las ideas que lo conforman. El
proposito de dicho capitulo es brindar una introducciéon amigable a los lectores sobre
la teoria cristalografica clasica, propoésito que se veia eclipsado por parrafos y parrafos
de manipulaciones algebraicas propias de toda demostracién mateméatica rigurosa, sin
embargo, la importancia de estos resultados en el desarrollo del tema desde un punto
de vista formal es alta, por lo que se ha optado por incluirlos en el presente apéndice.

Teorema A.0.1. El conjunto de todas las isometrias del plano, Eo, forman un grupo
bajo la composicion usual de funciones. A dicho grupo se le conoce como el grupo
Euclideano.

Demostracion. Necesitamos mostrar que se satisfacen las propiedades de cerradura,
asociatividad, la existencia de un elemento neutro y la existencia de un elemento
inverso para cada elemento de nuestro conjunto. Revisemos cada una de estas pro-
piedades.

i) Cerradura: Sean 7,4 € R? dos puntos arbitrarios en el plano y g,h € E, dos
isometrias del plano arbitrarias. Aplicando la composicion de funciones gh a estos dos
puntos, tenemos que la distancia entre gh(¥) y gh(y) satisface que

lgh(Z) = gh(F)I| = [l9(h(Z)) = (RG] = [[1(Z) = h(H)]],

puesto que g es una isometria del plano. Ademas, dado que h es también una isometria
del plano, se satisface que

1A (Z) — h()I] = [|Z = 7I.
Por transitividad de los ntimeros reales, tenemos que

lgh(Z) — gh()I| = |7 = 71|,

con lo cual concluimos que la composicion gh es a su vez una isometria del plano. Es
decir, gh € Es,.

i1) Asociatividad: La composicion de funciones es una operacion asociativa para
cualesquiera tres funciones definidas de R? a R?, en particular para las funciones de
E,. Sean ¥ € R? un punto arbitrario en el plano y f : R? — R?, g : R? - R? y
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h : R? — R? tres funciones arbitrarias (no necesariamente isometrias del plano). Por
un lado tenemos que

(f(gh)(Z) = f(gh(Z)) = f(g(h(Z))),

mientras que, por otro lado se satisface que

(fg)h)(Z) = fg(h(Z)) = f(g(h(T))).

Con esto concluimos que (f(gh))(Z) = ((fg)h)(Z) para cualquier ¥ € R?, con lo que
se cumple que f(gh) = (fg)h, demostrando la asociatividad de la composicion de
funciones en general.

iii) Ezistencia del elemento neutro: Sea I : R? — R? la funcién identidad en el
plano que se define como I(¥) = ¥ para todo Z € R% Sean 7,7 € R? dos puntos
arbitrarios en el plano y sea g € Ey una isometria del plano arbitraria.

Primero, demostremos que I es una isometria del plano. Por la definicién de I al
actuar sobre cualquier punto en el plano, tenemos que

(@) = L) = [|7 = 91,

la cual es la condicién necesaria y suficiente para ser considerada una isometria del
plano, por lo que I € Es.

Analicemos ahora el comportamiento de las composiciones g y gl sobre el punto
arbitrario . Por un lado tenemos que

1g(7) = I(g(7)) = g(7),

mientras que por otro lado tenemos que

91(Z) = g(I(2)) = g(7),
de modo que
I9(Z) = gI(¥) = (7).
Puesto que el punto Z es un punto arbitrario en el plano, se satisface que Ig = gl = g
para toda g € E,. Como la isometria g es arbitraria, concluimos que la funcion I € E,
es un elemento neutro del conjunto de isometrias.

Finalmente, concluyamos demostrando que I es el tinico elemento neutro que
existe en Es. Para ello, supongamos que existe otro elemento neutro N € E, distinto
de I. Por ser N un elemento neutro, se satisface que Ng = g/N = ¢ para cualquier
funcion g € Es, en particular para g = I. Debido a que I es un elemento neutro, se
cumple que IN = NI = N, mientras que, por ser N un elemento neutro, tenemos
que NI = IN = I. Puesto que en ambos casos tenemos que NI = I y NI = N,
concluimos entonces que N = I, lo cual contradice la hipotesis de que N es distinto
de I. Por lo tanto, I es el tinico elemento neutro que existe en Es.

iv) Ezistencia de un elemento inverso: Sea g € E, una isometria arbitraria del
plano y sea & € R? un punto arbitrario en el plano. Notemos que podemos expresar
a la accion de g sobre Z de la siguiente manera

=, -,

9(%) = 9(0) + (9(7) — g(0)) = g(0) + H(Z), (A1)
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donde definimos H(Z) = g(Z) — ¢(0).

Veamos que H(Z) es una isometria del plano que mantiene fijo al origen y que
preserva la norma de los puntos en el plano. Para ello, consideremos Z, % € R? dos
puntos arbitrarios en el plano; por definicion de H(Z) se cumple la siguiente igualdad

1H(T) = H@DI| = 11(9(@) — 9(0)) = (9(7) — 9(0))I| = [lg() — 9@l
pero, como por hipotesis ¢ es una isometria del plano, entonces se cumple que
l9(Z) = gl = |7 = ¥1l,
con lo que podemos concluir que H € E, al satisfacer que
1 (Z) = H(@)|| = |7 =4l (A.2)

La propiedad de que H(Z) mantiene fijo al origen se observa de la siguiente igualdad

—,

H(0) = g(0) — g(0) =0, (A.3)

~—

y, finalmente, observamos que H(¥) preserva la norma al satisfacer que
HH(@)|] = [lg(Z) — g(0)|| = [|Z = Of| = [[]]. (A4)

Aunado a lo anterior, H(Z) preserva el producto interno entre dos puntos del
plano, esto es (H (%), H(y)) = (7, ¥) para toda 7,4 € R?. Para ver esto, consideremos
la propiedad de H, asi como el hecho de que la norma al cuadrado de cualquier
punto puede expresarse como el producto interno de dicho punto consigo mismo; bajo
estas consideraciones tenemos que

1H(Z) = H(G)|| = [|7 = 41,

= [[H(@) — H@)|* = ||I7 - 41",
= (H(7) = H(y), H(7) = H(y)) = (T = 4,7 = y),

por ser el producto interno un operador bilineal, al expandirlos en la igualdad anterior
obtenemos la siguiente igualdad

(H(Z), H(T)) = 2(H(T), H(Y)) + (H(y), H(Y)) = (T, T) = 2(Z,9) + (4,1),

donde hemos empleado que (Z,7) = (¥, ) para cualesquiera par de puntos en el
plano. Continuando con la manipulaciéon algebraica de estas igualdades, tenemos que

1 H(@)|]* = 2(H (&), H() + [H@|[* = [|12]]* = 2(&, ) + 171",

pero como vimos anteriormente, la funcion H(Z) preserva la norma (propiedad [A.4]),
por lo que

121* — 2(H (), H(@)) + 191> = ||2]]* — 2(2, ) + |91,
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cancelando términos iguales y multiplicando por un factor de —2 ambos lados de la
igualdad, concluimos que

(H(@), () = (7, 7). (A5)
A partir de estas propiedades, mostremos que la funcion H (%) es lineal, es decir,
que cumple las siguientes igualdades

H(Z+7v9)=H(Z)+ H(Y), (A.6)

H(\T) = AH (%), (A7)

siendo Z, 7 € R? dos puntos arbitrarios en el plano y A € R un ntimero real arbitrario.
Para la primera de estas dos igualdades, consideremos la siguiente expansion al-
gebraica

|H(Z +9) - (H(Z) + H@G))II" =
(H(T+y) — (H(@) + H()), H({T@ +9) — (H(@) + H(y))) =
(H(Z+9), H(7 + )>—2<H(f+H),H(f)+H(37)>+<H(f)+H(§),H(f)+H(37)>:
1H (@ +9)I]* —2(H

17+ 4||> — 2(H(Z+ ¢), H(Z) + H(Y ( )
7+ g1° + (12> + |911° = 2[(H (Z + 9), H(Z) + H()) — <H(f)
1Z + g1 + 121> + 191° = 2[(H (Z + §), H(Z)) + (H(Z + §), H(7)
1Z + 17 + 121> + [|91° = 21(Z + 4, %) + (T + 4,9) —
17+ g1° + (12> + [|91]° = 2[(Z + 4,7 + 9) — (7, 9)] =
127 + 11> + |21 + 9117 = 2117 + 91° + 2(Z,9)] =
=12+ F11* + |21 + 2(2, 9) + |7]]* =
—||Z+ gl + (T + 9,7 +9) =
—[|Z+F11* + ||+ 71]* = 0,

_I_

donde hemos utilizado la propiedad de H(Z) de preservar la norma (propiedad -
y el producto interno (propiedad [A.5)). Puesto que ||H(Z+ %) — (H(Z)+ H(§))||> = 0,
concluimos entonces que H(Z+¥) = H(Z)+ H(y), para todo par de puntos arbitrarios
en el plano.

Para la segunda de las igualdades, sea A € R un ntimero real arbitrario. Tenemos

' |H(\T) — AH()|]* =
(H(\T) — NH(T), H(\T) — NH(T)) =
(H(AT), HT)) — 2(H(\D), \H(T)) + (\H(Z), \H(T)) =
(H(\T), H\T)) — 2\MH(AF), H(T)) + \(H(T), H(Z)) =
NUE, F) =
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donde hemos utilizado la propiedad de H(Z) de preservar el producto interno (pro-
piedad [A.F)), asf como la bilinealidad del producto interno. Puesto que ||H(A\Z) —
MH (Z)|]? = 0, concluimos entonces que H(AT) = AH(Z), para todo niimero real \ y
cualquier punto ¥ € R2.

Debido a la linealidad de H(Z), podemos expresar esta funcién como la accion de
una matriz M € Myyo, de modo que H(Z) = MZ. Apliquemos la funcion H(Z) al
vector unitario é; de la base canénica de R?

siendo M, la i-ésima columna de la matriz M.
Puesto que la funcion H (%) preserva el producto interno (propiedad [A.5]), tenemos
que

(M;, My) = (H(é;), H(é;)) = (&, ¢;) = i,

siendo 9, ; la delta de Kronecker. Debido a esto, tenemos que M es una matriz orto-
gonal, esto es

M*M =MM" =1, (A.8)

con M7 la matriz transpuesta de M e I la matriz identidad. Esta condicién que
satisface la matriz M7 es la condicion que satisface la matriz inversa de M, con lo
que concluimos que existe la matriz inversa de M, la cual denotamos por M~!, y es
igual a MT.

Regresando a la expresion podemos expresarla como

9(&) = g(0) + M7,
de modo que la funcion inversa de g(¥) existe, siendo esta
g (@) = MT(7 — 9(0)).

Una vez mostrada la existencia del elemento inverso, demostremos que este es una
isometria del plano. Sean 7,4 € R? dos puntos arbitrarios en el plano, dado que g()
es una isometria del plano, se satisface que

lg™ (@) — g @)l =1lg(g~" (@) — glg "Il = 17 — 41l

con lo cual concluimos que g~!(F) existe y pertenece al conjunto E, de las isometrias
del plano.

Dado que hemos probado que se cumplen las propiedades de cerradura, asocia-
tividad, la existencia de un elemento neutro y la existencia de un elemento inverso
para cada elemento de nuestro conjunto, hemos demostrado que E5 es un grupo [l

Teorema A.0.2. El conjunto de todas las traslaciones forman un subgrupo T de E,.

Demostracion. Mostremos en una primera instancia que una traslacién arbitraria
7(Z) es una isometria del plano. Para ello, sean #,% € R? dos puntos arbitrarios en
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el plano y sea v € R? el vector que determina a la traslaciéon 7. Asi, tenemos por
definicion
I7(Z) = 7| = [[(V+ L) = (@+ )| = [|Z = 7I,

con lo cual observamos que 7 € Es.

Asegurando que las traslaciones son isometrias del plano, tenemos entonces que el
conjunto de todas las traslaciones T es un subconjunto de Es, de modo que haremos
uso del denominado criterio del subgrupo [8] para demostrar que T es un subgrupo
de Es bajo la composicion usual de funciones. Este criterio nos asegura lo siguiente:

Un subconjunto no vacio A de un grupo B es un subgrupo si y sdélo si para todo
a,b € A también se cumple que a-b=' € A, siendo - la operacion binaria bajo la cual
B es un grupo.

Sean 11,75 € T dos traslaciones arbitrarias determinadas por los vectores u, v €
R2, esto es

La funcién inversa de 75, denotada como 7, 1(3?), esta dada por

siendo W = (@ — v) € R?. Asf, podemos concluir que la composicién de traslaciones
717, © es una traslacion determinada por el vector ), con lo que concluimos que
75 ' € T, lo que a su vez demuestra que el conjunto T es un subgrupo de Ey. [

Teorema A.0.3. En el plano, toda matriz ortogonal corresponde a una rotacion
alrededor del origen o bien, a una reflexion con respecto a una recta que pasa por el
origen.

Demostracion. Por definiciéon, las matrices ortogonales ) € My, son aquellas que
cumplen la siguiente igualdad

Q"Q=0Q" =1,

siendo MT la matriz transpuesta de M e I la matriz identidad. Para el caso particular
del plano podemos expresar a @Q, QT e I de la siguiente manera

a b a ¢ 10
(0o =08 -0
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donde a, b, ¢, d € R son niimeros reales, hasta este momento, arbitrarios. Sustituyendo
estas expresiones en la igualdad que define a las matrices ortogonales tenemos que

(o)D)= a)-67)

. a?+c ab+cd\  [(a*+b ac+bd\ (1 0
ab+cd V*+d?*)  \ac+bd A+d*)  \0 1)°

de modo que tenemos el siguiente sistema de ecuaciones

ad+F=a*+b =1, (A.9)
ab+ cd = ac+bd =0, (A.10)
V4+d=c+d*=1. (A.11)

De la ecuacion [A 9|y |A.11|observamos que a, b, ¢, d € [0, 1], ademas de que la suma
de los cuadrados de algunos de estos pares suman uno, pero no todas las posibles
combinaciones de pares aparecen en estas igualdades, en particular no tenemos las
igualdades a? + d> = 1 ni b*> + ¢*> = 1. Esto en conjunto nos permite proponer la
existencia de un parametro 6 € [0, 27) tal que

a = cos(0) = +d,

b =sin(f) = +c.
Sustituyendo esta propuesta en las ecuaciones @-@, tenemos que
cos?(6) + sin?(f) = (A.12)
(cos(0))(sin(0)) + (£ sin(0))(+ cos(6)) = 0, (A.13)
(cos(f))(Esin(f)) + (sin(0)) (£ cos(8)) = 0, (A.14)
sin?(0) + cos*(f) = 1, (A.15)

donde he separado en las igualdades y [A14] la igualdad [A.10] Notemos que las
igualdades [A.12] y [A.15] son una tautologia, por lo cual podemos eliminarlas. De las
igualdades (ab+cd = 0) y (ac + bd = 0) observamos que ¢ y d deben
tener signos opuestos para que las igualdades se sostengan, de modo que si elegimos
¢ = sin(f), entonces d = — cos(f), con lo cual las ecuaciones [A.13|y |A.14] se satisfacen
siempre, para cualquier valor de 6. Esta eleccion de signos para las Varlables ¢y dnos
indica que las matrices ortogonales () son aquellas que pueden expresarse como

~ [cos(f)  sin(6)
Q= (sin(@) —cos(&)) , 0€l0,2m). (A.16)

Por otro lado, si elegimos ¢ = —sin(6), entonces d = cos(#), lo cual mantiene a
las ecuaciones y como tautologias, pero cambia la forma que tienen las
matrices ortogonales (), quedando ahora como

B cos(#) sin(6)
Q= (—sin(@) cos(Q)) , 0€0,2m). (A.17)
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Estas dos posibilidades para expresar a las matrices ortogonales corresponden a
una reflexion respecto a una recta que pasa por el origen con un angulo 6/2 con
respecto al eje positivo de las z o una rotaciéon en el plano, alrededor del
origen, en sentido horario por un angulo 6 . O]

Teorema A.0.4. El conjunto Os de todas las transformaciones ortogonales del plano
es un subgrupo de Es.

Demostracion. Comencemos demostrando que toda transformaciéon ortogonal w €
O, es una isometria del plano. Para este propésito, demostremos primero que estas
transformaciones preservan la norma.

Sea w € O, una transformaciéon ortogonal arbitraria y sea £ € R? un punto
arbitrario en el plano. Utilizando una notacién matricial, podemos expresar a la norma
de 7 de la siguiente manera

1Z]] = vXTX,
donde denotamos por X = <z) a la matriz de 2 x 1 que representa al punto & y por

X" = (z y) ala matriz transpuesta de X.
Con esta notacion, podemos expresar a la accion de w sobre el punto Z como

w(r) = Q¥ = QX,

donde 2 € Mo es la matriz ortogonal asociada a w. Con esta aclaracion, tenemos

la siguiente igualdad
lw(@)] = V(QX)T(QX), (A.18)

utilizando la propiedad de la transpuesta de un producto de matrices, tenemos

VOQXT(OQX) = /(XTQT)(QX) = /XT(QTQ)X, (A.19)

donde se ha utilizado la propiedad de asociatividad del producto de matrices. Como
la matriz ) es una matriz ortogonal, por definicion se satisface que Q7€) = I, siendo
I € Myyo la matriz identidad. Sustituyendo esto en las igualdades y [AI§]

tenemos que

lw(@)|] = VXTIX = VXTX = ||Z]|, (A.20)

de donde concluimos que las transformaciones ortogonales preservan la norma.
Sean ahora 7,7 € R? dos puntos arbitrarios en el plano con X,Y sus representa-
ciones como matrices de 2 x 1. Tenemos que

|w(@) —w @] = 19X - QY] = [[AX = Y)[| = [[w(Z = D] = |7 — 4],

donde hemos utilizado propiedad de distribucién bajo la suma del producto de matri-
ces y la propiedad de las transformaciones ortogonales de preservar la norma. Debido
a que se satisface que ||w(Z) —w(¥)|| = ||¥ — ]|, concluimos que las transformaciones
ortogonales son isometrias del plano, con lo cual O; es un subconjunto de E,.
Haciendo uso del criterio del subgrupo enunciado en la demostracion de [A.0.2]
demostraremos que Os es un subgrupo de E; al mostrar que si wy,wy € Oy son dos
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transformaciones ortogonales arbitrarias, entonces la composicién de wiw, ' es a su
vez una transformaciéon ortogonal.

Primero, mostremos la existencia de la transformacion inversa de ws. Sea ¥ € R?
un punto arbitrario en el plano. Por ser ws € Os una transformaciéon ortogonal del
plano, su accién sobre I esta determinada por

WQ(f> = Q2f7

donde 5 € Msys es una matriz ortogonal. Por definiciéon de matriz ortogonal se
satisface que
donde Qg es la matriz transpuesta de 2y e I € My es la matriz identidad. Esta
igualdad que satisface la matriz QI es la condicién que define a la matriz inversa de
Qs, de modo que ;' = Q7.

Conociendo la existencia y forma de la matriz inversa de €25, construimos la trans-
formacién inversa de wy como

wyN(F) = = Qi T (A.22)

Verifiquemos que esta definicion para w, ' es efectivamente la transformacion in-
versa de wo, es decir, verifiquemos que la composicién de estas dos transformaciones
satisface las siguientes igualdades

wa(wy (7)) = wy (wn(¥)) = & (A.23)

para todo punto arbitrario Z en el plano.
Por un lado tenemos, haciendo uso nuevamente de la notaciéon matricial, que

wo(wy H(Z)) = wa (X)) = W(UX) = (LOHX =IX =X =17,

donde hemos empleado la igualdad y la propiedad asociativa del producto de
matrices. Por otro lado, tenemos que

Wy N (wa (7)) = wy (X)) = Q2 (X)) = (UL W)X =1X =X =17,

donde hemos empleado nuevamente la igualdad y la asociatividad del producto
de matrices. Concluimos entonces que la transformacion w; ' (#) propuesta en es
la transformacion inversa de ws ().

Mostremos ahora que w; ' (%) es una transformacion ortogonal, esto es, mostrar
que I es una matriz ortogonal. Por un lado, tenemos que

% (%) =% () =1, (A.24)

donde hemos empleado la igualdad y la propiedad de que para toda matriz A
se satisface que (AT)T = A.
Por otro lado tenemos, de manera anéloga al caso anterior, que

(Q1)7QF = ()0 = 1. (A.25)
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A partir de los resultados y concluimos que la matriz Q2 es una matriz
ortogonal y por lo tanto w; ' € O, es una transformacién ortogonal.

Por tltimo, demostremos que la composicién ww;, ' es una transformacién ortogo-
nal. Aplicando la composicién sobre un punto Z € R? arbitrario en el plano, tenemos
que

wi(wy (D)) = wi (D) = wi (3 X) = (U X) = (U)X = Q1 X,

donde hemos definido a la matriz 215 € My como el producto de matrices 215 =
Qng. Si logramos demostrar que €215 es una matriz ortogonal, habremos concluido
la demostraciéon deseada inicialmente.

Por un lado tenemos que

Qo Qfp = (0 23)(003)7, (A.26)

usando la propiedad de la transpuesta sobre el producto de matrices y la propiedad
de la transpuesta de una matriz transpuesta, tenemos que

()" = ()"0 = %Ly, (A.27)
sustituyendo este resultado en tenemos que
Qo Qfp = () (0Q1) = N )Y = U(D)Q =%Q) =1, (A.28)

donde hemos empleado la definiciéon de que las matrices €2y, {25 son ortogonales.
Por otro lado, tenemos que

Q2 = (1 23) T (), (A.29)
sustituyendo el resultado en la igualdad anterior tenemos que
Qa2 = (D07 (01923) = (U ) = Q) = B, =1, (A.30)

donde nuevamente hemos hecho uso de la ortogonalidad de las matrices 24, €25.
A partir de las igualdades obtenidas en N concluimos que

con lo que demostramos que la matriz {25 es una matriz ortogonal y, por lo tanto,
la composiciéon wiw, ' € Oy es una transformacion ortogonal. Este tltimo resultado
demuestra que el conjunto O5 es un subgrupo de Es. m

Corolario A.0.5. Toda isometria del plano puede expresarse, de manera unica, como
una de las siguientes composiciones:

» Una rotacion alrededor del origen sequida por una traslacion.

= Una reflexion con respecto a una recta que pasa por el origen sequida por una
traslacion.
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Demostracion. En la demostracion del teorema [2.1.2, al demostrar la existencia de
un elemento inverso para toda isometria del plano (punto iv) se llega al resultado de
que toda isometria g € Ey puede expresarse como

9() = 9(0) + M7 = 7(w(@)),

siendo 7 € T una traslaciéon determinada por el vector g(@) y w € Oy una transfor-
macion ortogonal del plano determinada por la matriz ortogonal M € Myy5. Como se
demuestra en el teorema[A.0.3] las transformaciones ortogonales corresponden tnica-
mente a rotaciones alrededor del origen o a reflexiones con respecto a una recta que
pasa por el origen, con lo cual se cumple alguno de los dos escenarios planteados.

Para demostrar la unicidad, sea ¢(Z) € E, una isometria del plano arbitraria, sean
71,2 € T dos traslaciones del plano diferentes y sean wq,ws € Oy dos transformacio-
nes ortogonales del plano diferentes. Supongamos que a partir de estos elementos se
satisface la siguiente igualdad

9(%) = 11 (w1(T)) = Ta(w2(7)),

es decir, para una isometria del plano existen dos representaciones diferentes de ella
como una composicion de una transformacion ortogonal seguida de una traslacion. A
partir de esta ultima igualdad tenemos las siguientes igualdades entre composiciones

TiW1 = ToWa,

— 7'2_1(T1w1) = 7'2_1(7'2(JJ2),
= 7 (nw)wy ! =75 (Tawe)wi

= (1 ') (wiwy ) = (15 ' 72) (wawy ),
— 7'2_17'1 = wafl,
al ser T y Oy grupos, esta igualdad implica que 7, 'y € T N Oy, asi como wow; ' €
T N O,. Sin embargo, el tnico elemento que existe en T N Oy es la funciéon identidad,
pues toda traslacion no trivial (i.e. el desplazamiento por el vector 0) desplaza al
origen mientras que toda transformaciéon ortogonal mantiene fijo al origen. De esta
manera tenemos que
oin =1, wwit =1,

= T1 = T2, W1 = Wa,

lo cual contradice la hipotesis de que son traslaciones y transformaciones ortogonales
diferentes; por lo tanto, la representacion es tnica. O
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