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Introduccion

Los anos han visto el desarrollo, por momentos vertiginoso, de la matematica y la
geometria. Desarrollo que ha concatenado siglos de nociones geométricas en un
lenguaje técnico y compacto que gran parte del tiempo consideramos elegante.
A su vez, la simpleza del lenguaje moderno nos a llevado por caminos nuevos
que, a pesar de ser claros, muchas veces se nos presentan sin una caracteristica
geométrica visible, dicho en un lenguaje coloquial, sin un dibujo al cual recurrir
que arroje luz sobre la informacién de los enunciados y ecuaciones que se tienen
en manos.

Uno de los objetivos de las caracterizaciones en geometria de subvariedades
es el de conocer distintas caras de una misma condicién geométrica sobre alguna
subvariedad, y asf rescatar nociones geométricas de una ecuacién o conjunto de
ecuaciones que de otra forma podrian parecernos territorios yermos. El logro de
esta tesis es el de ahondar y describir algunos de los pormenores de la condicién
VA¢ =0 que define a las superficies paralelas en un ambiente lorentziano.

La motivacién de esta tesis encuentra su punto de arranque en el siguien-
te resultado, mostrado en [5] por Luis Herndndez Lamoneda y Gabriel Ruiz
Hernéndez.

Teorema. Sea M una superficie inmersa en un espacio modelo riemanniano de
dimensién 3. Si por cada punto p de M pasan tres curvas diferentes tales que
las superficies normales a ellas son minimas, entonces M es isoparamétrica.

El objetivo del trabajo aqui presentado es llevar esta caracterizacién a espa-
cios ambientes lorentzianos, puntualmente al espacio de Minkowski R}, donde
se encontrara que la caracteristica de las tres curvas es en realidad una carac-
teristica de las superficies paralelas y no de las superficies isoparamétricas, como
se mostré en [5].

El capitulo 1 de esta tesis introduce la herramienta bésica para entender
los restantes capitulos. Se empieza por desarrollar brevemente el formalismo
expuesto por Krishan L. Duggal y Aurel Bejancu en [3] para describir las curvas
tipo luz en un espacio lorentziano de dimensién 3; posteriormente se demuestran
algunas propiedades del operador de forma de una superficie en un ambiente
lorentziano; se desarrolla la herramienta necesaria para entender las superficies
tipo B-scroll y se termina por describir las superficies paralelas de R3.

Al final del capitulo 1 la discusién se centra en la relacién que existe entre las
superficies paralelas y las superficies isoparamétricas del espacio de Minkowski.
Esta relacion es de particular interés para el desarrollo de esta tesis ya que,
de ser R3 el espacio ambiente, ambas clases de superficies serfan congruentes
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por isometrias a planos, cilindros y esferas. Dicho de otra forma, ambas clases
coinciden por completo en R3. Atin m4s, ambas clases de superficies coinciden
en cualquier espacio modelo riemanniano de dimensién 3; esta coincidencia es
la que permite en [5] caracterizar las superficies isoparamétricas de cualquier
espacio modelo riemanniano sin detenerse demasiado en las superficies paralelas
de dichos espacios ambientes. Este no sucede en el espacio de Minkowski R3;
en dicho espacio ambiente toda superficie paralela es isoparamétrica pero no
toda superficie isoparamétrica serd paralela. Esto sucede gracias a la familia de
superficies B-scroll que no tiene una contraparte riemanniana.

El capitulo 2 sigue de cerca el desarrollo hecho en [5] para demostrar una
caracterizacién de superficies paralelas en el espacio de Minkowski. Para esto se
empieza por definir con claridad qué es una superficie normal a lo largo de una
curva ya que es a través de estos objetos que se logra dicha caracterizacion.

Definicién. Sea M una superficie en R} y v una curva en M. Se define la
superficie normal 3., como la superficie reglada que es ortogonal a M a lo largo
de v y que se encuentra descrita por la siguiente parametrizacion:

¢(s,t) = v(s) + t€(s)

donde & es el campo normal unitario de M y t se encuentra en el intervalo
(—g,¢), para alguna € > 0.

Eventualmente se encontrardn diferencias con los resultados expuestos en
[5]; de estas diferencias resalta la siguiente proposicién.

Proposicion. Sea v una geodésica de una superficie M tipo tiempo o espacio.
Entonces la superficie normal ¥, es una superficie extrema de R} si y sélo si v
es una curva de las siguientes clases:

e 7y es una linea de curvatura de M con 7 = 0.
e 7 es una curva con curvatura y torsion constantes tal que 7 # 0.

La principal diferencia es que ahora se trata de una equivalencia y para que
esta se cumpla ha sido necesario cambiar una de las clases de curvas mencionadas
en la Proposicién 2 original en [5]. En ella las clases de curvas mencionadas son
lineas de curvatura y hélices, en este caso se cambian las hélices por curvas de
curvatura y torsion constantes tal que la torsion es diferente de cero. Entonces,
lo que se ha hecho para obtener la equivalencia es relajar la condiciéon sobre
la curvatura de las curvas mencionadas en la proposicién original, ya que una
hélice tiene curvatura y torsion constantes diferentes de cero.

Lo anterior tiene una fuerte consecuencia; el trabajo aqui presentado desa-
rrolla dos caracterizaciones de superficies paralelas en R} en vez de una y esto
es posible al considerar una clase de curvas mas grande que la de las hélices.
Con esto, el primer teorema de caracterizacion queda de la siguiente manera.

Teorema. Sea M una superficie tipo tiempo o espacio de R$. Entonces por
cada punto p de M pasan dos geodésicas diferentes de M que no son tipo luz
con curvatura y torsién constantes si y solo si M es una superficie paralela de
RS,
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El capitulo 2 cierra con el sequndo teorema de caracterizacion que es la
generalizacién buscada del Teorema 1 mostrado en [5]. Esta generalizacién se
obtiene al cambiar el espacio ambiente euclidiano R? por el espacio de Minkowsi
R$ y cambiando superficies isoparamétricas por superficies paralelas, mostrando
asi que la caracteristica de las tres curvas siempre fue una caracteristica de esta
ultimas.

Teorema. Sea M una superficie tipo tiempo o espacio en R$. Entonces, por
cada uno de sus puntos pasan tres curvas, tipo tiempo o espacio, tales que sus
superficies normales son maximas o minimas si y sélo si M es paralela.

Si bien esta forma de caracterizar superficies comenzé en [7] y siguié en [5],
fue el Teorema de Bonnet en R3 un punto de partida para estas caracterizacio-
nes. Dicho teorema sigue siendo cierto en el espacio de Minkowski.

Teorema de Bonnet. Sea -y una curva tipo tiempo o espacio contenida en una
superficie M tipo tiempo o espacio de R} y sea ¥, la superficie normal a M a lo
largo de . Entonces, v es una linea de curvatura de M si y sélo si 3, es plana.

Las caracterizaciones buscadas en esta tesis surgen de cambiar linea de cur-
vatura por geodésica y curvatura por curvatura media. Sin embargo, al intentar
aplicar este teorema de Bonnet a curvas tipo luz se encuentra rapidamente la
dindmica entre superficies, curvas y superficies normales que permite ahondar
en la caracterizacién de superficies paralelas en R3.

Asi, el capitulo 3 de esta tesis empieza por escudrinar ain mas la relaciéon
entre la geometria de las curvas contenidas en una superficie y la geometria de
la superficie que las contiene, particularmente en el caso que la curva sea tipo
luz. Esto permite demostrar el siguiente resultado.

Teorema de Bonnet tipo luz. Sea M una superficie tipo tiempo de R y v
una curva en M. Entonces los siguientes enunciados son equivalentes:

(a) 7 es una es una recta tipo luz de R$.
(b) ~v es una linea de curvatura tipo luz de M.

(c) X4 es un plano tipo luz.

)
)
)
(d) X, es una superficie tipo luz.

Este teorema que se ha decido nombrar Teorema de Bonnet tipo luz mantiene
la condicién de linea de curvatura sobre 7y pero ha cambiado la curvatura de 3,
por su causalidad. Esto hace ver una rigidez insospechada entre la causalidad
de la superficie normal X, y la curva 7 que sirve de base.

Ma4s adelante en el capitulo 3 se demostrard una versiéon del Teorema de
Bonnet tipo luz en los espacios modelos lorentzianos S5 (r) y H3(r). Este teorema
es una ligera generalizacién del Teorema de Bonnet tipo luz, donde N7 (K)
denota a cualquier espacio modelo lorentziano, es decir, Ni(K) es localmente
congruente a S3(r), R 6 Hi(r) si K >0, K =0 6 K < 0, respectivamente.

Teorema. Sea M una superficie en el espacio modelo Ni(K) y v una curva en
M. Entonces los siguientes enunciados son equivalentes:
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(a) v es una geodésica tipo luz del ambiente.
(b) v es una linea de curvatura tipo luz de M.
(c) X, es una superficie tipo luz.

Una consecuencia directa de estos resultados serd una caracterizacion de
todas las superficies umbilicales en los espacios modelos lorentzianos de dimen-
siones 3. Esta seccién del capitulo cierra con un intento de llevar estas ideas a las
hipersuperficies de cualquier espacio ambiente lorentziano de dimensién n. El
enunciado resultante consta sélo de dos enunciados equivalentes, suficientes pa-
ra caracterizar a las hipersuperficies umbilicales de cualquier espacio ambiente
lorentziano.

Teorema. Sea M una hipersuperficie en el espacio modelo NJ"™(K) y v una
curva en M. Entonces los siguientes enunciados son equivalentes:

(a) v es una linea de curvatura tipo luz de M.
(b) X, es una superficie tipo luz.

Del teorema de Bonnet tipo luz se desprende lo siguiente; si una curva « tipo
luz en una superficie M no es linea de curvatura, la superficie normal ¥, no
serd tipo luz. Atn asi, si la curva 7 es tipo luz, la superficie normal X, serd tipo
luz en la interseccién con M. Es por esta razén que al avanzar en la tesis se ha
propuesto analizar la geometria de la superficie normal X, por sus componentes,
que se encuentran a un lado y otro de la interseccién con la superficie M. Si se
denota a estas componentes por los simbolos Zj y 2, el desarrollo de la tesis
lleva al siguiente resultado.

Proposicién. Sea vy una curva tipo luz en una superficie M tipo tiempo de R3.
Si Ef{ 6 X7 es no degenerada se obtiene lo siguiente:

(a) Si Efyr es tipo tiempo entonces X7 es tipo espacio
(b) Si Efj es tipo espacio entonces X7 es tipo tiempo

Este dltimo resultado hace ver que, si la causalidad de la curva v es tipo
luz, las causalidades de las componentes Ej y X no pueden variar de manera
arbitraria. Y no sélo eso; la geometria de ambas componentes estd fuertemente
relacionada.

Lema. Sea v una curva tipo luz en una superficie M tipo tiempo tal que Ej‘
es no degenerada. Entonces H+ = 0 si y sélo si H~ = 0.

Esto permite analizar tan solo una de las componentes con la herramien-
ta desarrollada en el capitulo 2 y asi obtener resultados importantes sobre la
geometria de curva v que sirve de base a las componentes Z;“ y 2.

Proposicion. Sea v una curva tipo luz en una superficie M tipo tiempo tal que
E:Y“ es no degenerada. Entonces HT = 0 si y s6lo si 7y tiene curvaturas constantes
tal que k1 # 0.
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Mientras que una curva tipo tiempo o espacio tiene curvatura y torsién, una
curva tipo luz tiene una primera curvatura y una segunda curvatura. Asi, sin
importar la causalidad de la curva v en M, mientras una de las componentes
de la superficie normal 3, tenga una métrica no degenerada y cumpla que su
curvatura media H sea idénticamente cero, las funciones que determinan la
geometria de v seran constantes. Esto tltimo permite englobar el trabajo de los
capitulos 2 y 3 en nociones bastante simples.

El capitulo 3, y esta tesis, concluyen con una reedicién del primer teorema de
caracterizaciéon en términos de curvas tipo luz, dando asi una buena idea sobre
cémo el trabajo aqui realizado se podria sintetizar en una serie de enunciados
maés generales.

Teorema. Sea M una superficie tipo tiempo de R$. Entonces por cada punto
p de M pasan dos geodésicas tipo luz de M con curvaturas constantes si y sélo
si M es paralela.

Son muchos los caminos que se pueden seguir con el material labrado en
esta tesis; cambiar los espacios ambiente, aumentar las dimensiones o permitir
superficies tipo luz M como punto de partida. En buena medida ya hay tra-
bajo en esta direccion, basta con leer el trabajo de Josué Meléndez con Mario
Hernandez en [8] y con Eduardo Rodriguez en [9], donde se trabaja el concepto
de superficie normal 3, con mayor generalidad en ambientes riemannianos.
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Capitulo 1

Superficies en el espacio de
Minkowski

El trabajo hecho en esta tesis se desarrolla en el contexto de la geometria de
subvariedades semiriemannianas donde los objetos principales son variedades
C* acompanados de un tensor métrico no degenerado de indice arbitrario. Un
desarrollo més profundo de las bases de esta drea se puede consultar en [10].
Atn asi, vale la pena puntualizar los siguientes conceptos.

Definiciéon 1.1. Una métrica lorentziana g sobre R™ es una forma bilineal
simétrica no degenerada que tiene indice 1. Asi, se define el espacio de Minkowski
R? de dimensién n como el espacio vectorial R" acompaniado de una métrica

lorentziana g, es decir:
(R",g) =R}

Buena parte de la geometria desarrollada en esta tesis tendra al espacio de
Minkowski como escenario principal, particularmente se trabajara con superfi-
cies en el espacio R} y se especificardn en su momento los cambios de espacio
ambiente que se lleven a cabo.

Por otro lado, si {e1, €2, e3} es la base canénica de R$, la métrica de Lorentz
g adquiere la siguiente representacion matricial en dicha base:

-1.0 0
g= 010 |,
00 1

Esta representacion estd asociada también a las coordenadas (¢, x,y) inducidas
por la base candnica. En general, una variedad C'*° es una variedad lorentziana
si cada espacio tangente es similar al espacio de Minkowski.

Definicién 1.2. Sea M una variedad C™ y § un campo tensorial sobre M.
Se dice que M es una wvariedad lorentziana si en cada punto p de M el campo
tensorial g induce una métrica lorentziana sobre cada espacio tangente T, M

Las condiciones suficientes para la existencia de una métrica lorentziana en
una variedad C*° se pueden consultar en [10, Cap. 5]. Por otro lado, siempre
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que se hable en abstracto de la métrica de un espacio se usara el simbolo g para
hablar de ella, sin embargo, el producto de dos campos vectoriales X y Y se
denotard de la siguiente manera:

9(X,Y)=(X,Y) .

El cardcter causal de un vector u en R} es uno de los conceptos funda-
mentales de la geometria lorentziana y este queda definido en términos de la
métrica.

Definicién 1.3. Todo vector u en R} tiene un cardcter causal bien definido y
este se determina de la siguiente manera:

e Se dice que u es tipo tiempo o temporal si (u,u) < 0.
e Se dice que u es tipo luz o nulo si (u,u) =0y u # 0.

e Se dice que u es tipo espacio o espacial si (u,u) >0 6 u = 0.

Figura 1.1: Cono de luz en R$: El cono representa a los vectores tipo luz de
R3; los vectores tipo tiempo se encuentran al interior del cono mientras que
los vectores tipo espacio se encuentran al exterior del cono. El eje vertical esta
asociado a la coordenada t.

La causalidad aqui definida est4 relacionada con la relacién causal que existe
entre eventos fisicos en el marco de la teoria de la relatividad especial. Ademds,
este caracter causal se puede llevar a los subespacios vectoriales del espacio de
Minkowski.

Definicién 1.4. Sea V un subespacio vectorial de R}:

e V es tipo tiempo o temporal si la métrica inducida gy, es una métrica de
Lorentz.

e V es tipo luz o degenerado si la métrica inducida gy es degenerada.



e I/ es tipo espacio o espacial si la métrica inducida g,y es una métrica
riemanniana.

La Definicién 1.4 permite aplicar el concepto de cardcter causal a subvarie-
dades M de cualquier espacio ambiente lorentziano M, tomando en cuenta que
Tpﬁ es una copia de R} para todo p en M y que 1), M es un subespacio vectorial
de TpM.

Definicién 1.5. Sea M una subvariedad de un espacio ambiente lorentziano
M y sea p un punto de M:

e Se dice que M es tipo tiempo o temporal si T, M es tipo tiempo para todo
pen M.

e Se dice que M es tipo luz o degenerada si T, M es tipo luz para todo p en
M.

e Se dice que M es tipo espacio o espacial si T, M es tipo espacio para todo
pen M.

La siguiente observacion es necesaria para no caer en ambigiiedades.

Observacion 1.6. Si una superficie o subvariedad es tipo tiempo o tipo espacio,
se dird que es no degenerada.

Aunque R} serd el espacio ambiente predilecto en esta tesis, también se
trabajard en espacios modelos lorentzianos.

Definicién 1.7. Se dice que N} (K) es un espacio modelo lorentziano si es
simplemente conexo, geodésicamente completo y tiene curvatura K constante.

Si M es una subvariedad de M y la métrica inducida ¢ = g del ambiente
sobre M es no degenerada, se obtiene la siguiente descomposicién para el espacio
tangente del ambiente:

TMyy=TM&TM™*,

donde TM+ es el haz normal de M. Asi, considerando la conexién de Levi-
Civita V de M se definen las siguientes férmulas béasicas de la geometria de
subvariedades:

Definicién 1.8. Sean X y Y campos tangentes a una subvariedad no degene-
rada M en un ambiente lorentziano M. La siguiente descomposicién se conoce
como la formula de Gauss :

VxY =VxY +h(X)Y),

donde la parte normal h(X,Y) :(7vXY)L es la sequnda forma fundamental de
M y la parte tangente VxY = (VxY)T la conerion inducida, y por tanto la
conexién de Levi-Civita, de M.

La misma idea de la definicién anterior se puede aplicar a campos vectoriales
normales a M en alguna direccién tangente.
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Definicién 1.9. Sea M una subvariedad no degenerada de M y N un cam-
po vectorial ortogonal a M en M La formula de Weingarten se escribe de la
siguiente manera:

VxN=—-AyX + VN,

para cualquier campo tangente X a M. La conexién VﬁgN = (VxN)* se conoce
como conexion normal de M mientras que Ay = (VXN)T es conocido como el
operador de forma de M respecto de N.

Notacion 1.10. Es importante establecer la siguiente notacién para el resto de
la tesis:

e D representara la conexién de Levi-Civita del espacio R} é R} en caso
que el indice se mayor que 1.

e V representarad la conexién de Levi-Civita de un espacio ambiente arbi-
trario M.

e M representara un superficie o hipersuperficie, segin sea el caso.
e V representard la conexion inducida de M.

Las curvas serdn uno de los objetos geométricos mas comunes a tratar en
este trabajo. Al ser estas subvariedades de dimensién 1 se les puede asociar un
caracter causal determinado.

Definicién 1.11. Sea a : I — R$ una curva C'°, entonces:
e « es tipo tiempo o temporal si o/ (¢) es tipo tiempo para toda ¢ en I.
e « es tipo luz o nula si &/(t) es tipo luz para toda ¢ en I.
e « es tipo espacio o espacial si o/(t) es tipo espacio para toda t en I.

Con esto se ha dado un panorama bésico de los objetos que abundarin en
esta tesis, asi como de los simbolos que los representaran. Se cerrard esta breve
introduccién con una ultima definicién:

Definiciéon 1.12. Sea V la conexién de Levi-Civita de una variedad semirie-
manniana M. Se dice que una curva 7 contenida en M es una geodésica de M
si:

V' =0

Mas adelante se verd en esta tesis que la cualidad de ser geodésica de una
curva 7y en un espacio M depende fuertemente del pardmetro con el cudl se
describe la curva.

Convenciones 1.13. Para terminar con esta introduccién es prudente estable-
cer ciertas nociones comunes:

e Todas las curvas serdn curvas regulares del espacio en el cual estén defi-
nidas.

e Todas las curvas tipo tiempo o espacio estardan parametrizadas por longi-
tud de arco.
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e Todos los espacios se consideraran C'*° y conexos.

e Se considerard que todas las variedades estdn orientadas. Si M es una
subvariedad de codimensién 1 se usara el simbolo ¢ para denotar a su
campo normal unitario.

e Que una subvariedad sea no degenerada implica que su métrica es no
degenerada, es decir, una subvariedad no degenerada es tipo tiempo o
tipo espacio.

En caso de tratar con curvas o subvariedades nulas se utilizard el formalismo
desarrollado por K. Duggal, el cual se encuentra expuesto de manera clara en
(3].

1.1. Curvas tipo luz

Sin importar la métrica del espacio ambiente las curvas son algunos de los
objetos geométricos bésicos de la geometria diferencial. Muchas veces es a través
de estos objetos que se puede entender mejor el espacio tangente a una variedad
e incluso derivar funciones respecto de una.

El siguiente trabajo, como buena tesis en geometria diferencial, no prescinde
de tales objetos, al contrario se abusa de estos y, dado que el espacio ambiente
siempre serd lorentziano, la causalidad de las curvas entrard en juego. Asi, en
caso que la curva a estudiar sea tipo tiempo se puede aplicar un formalismo
similar al del caso riemanniano. Los casos tipo espacio y tipo luz requieren de
mayor atencién y no se discutiran aqui.

Dadas las necesidades de esta tesis se desarrollara a continuacion el forma-
lismo necesario para estudiar las curvas tipo luz de un espacio lorentziano M.
Ademas, todas las curvas seran regulares y se usara la Definicién 1.11 como pun-
to de partida, es decir, que si o es una curva nula o tipo luz de M se cumplird
lo siguiente a lo largo de toda la curva a:

a#0 5 (,d)=0.

Asi, que el vector tangente o’ sea ortogonal a s{ mismo es una de las principales
diferencias a notar respecto del caso riemanniano; esto dificulta la construcciéon
del marco de Frenet para una curva tipo luz « en un ambiente lorentziano. El
siguiente lema ilustra bastante bien esta situacién.

Lema 1.14. El espacio ortogonal V+ de un subespacio vectorial degenerado V'
de RT es un subespacio vectorial degenerado de R} de dimensién complemen-
taria a V. Ademaés la interseccién de V con V= es diferente del vacio.

La demostracién del Lema 1.14 se sigue de los preliminares en [10] y [3].
Aun asi, cabe notar que si u es un vector tipo luz en un subespacio vectorial
degenerado V este es ortogonal a si mismo y, por tanto, la interseccién de V' con
su espacio ortogonal V= consta del espacio generado por el vector u, es decir:

Vvt =(u),
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ya que en un espacio lorentziano dos vectores tipo luz son ortogonales si y sélo
si estos son muiltiplos escalares entre si. Entonces, una implicacién directa del
Lema 1.14 es que la suma V + V= no es directa y no genera al espacio R}. En
términos de una curva tipo luz esto iltimo se puede plantear de la siguiente
manera.

Proposicién 1.15. Sea o una curva tipo luz en un espacio lorentziano M y p
un punto sobre la curva. Entonces el espacio ortogonal Tpal al espacio tangente
T, es un plano degenerado en T), M que contiene a T),« para todo punto p sobre
la curva.

Esto sugiere que en caso que a sea una curva tipo luz de M no se puedan
tomar dos vectores linealmente independientes en el espacio ortogonal a o’ para
formar, junto con o/, una base del espacio tangente 7, M en cada punto sobre
la curva.

Para construir una base de Tpﬂ que contenga al vector o en cada punto p
sobre la curva a se puede empezar por tomar cualquier vector W en el espacio
ortogonal TpaL que no esté en la direccién de o. Asi, el vector W serd espacial
ya que cualquier espacio complementario a T, en T,,ozL es tipo espacio. Esto
le da sentido a la siguiente definicién.

Definicién 1.16. Sea o una curva tipo luz en M y p un punto sobre a. Se
define el subespacio screen S(T,at) de T,a® como cualquier subespacio com-
plementario de Tj,a en TpaJ-. Esto implica la siguiente relacion:

T,at =Tha® S (TpaL) .

Ademés, se define el haz vectorial screen S(Ta™) sobre a como el haz vectorial
cuyas fibras en cada punto son espacios screen de Tpoﬂ-, es decir:

Tat :TaEBS(ToH‘) ,
a nivel de haces vectoriales.

De aqui en adelante se asumird que el haz screen S(Ta™’) para cualquier
curva tipo luz a serd C*°. Esta suposicion se hace sin temor alguno ya que el
enfoque de la tesis tiene una naturaleza local y C'° en todos sus aspectos. Por
otro lado cabe mencionar que las fibras del haz screen S(T'al) siempre serdn
tipo espacio en cada espacio tangente del ambiente.

La Definicién 1.16 formaliza la manera en que se puede construir un marco a
lo largo de una curva tipo luz «, sin embargo aun falta un tercer campo vectorial
sobre « para alcanzar dicho objetivo.

Proposicién 1.17. Sea « una curva tipo luz de M y S(Tat) un haz screen
de a. Entonces existe un tinico haz vectorial ntr(a) de rango 1 tal que existe
localmente una seccién N de nir(a) que cumple lo siguiente para cualquier
seccién X del haz screen S(Tat):

(@’/,Ny=1; (N,N)=0; (N,X)=0.

El haz vectorial ntr(a) que aparece en la Proposicién 1.17 es conocido como
haz transversal nulo de a.. Su construccién no requiere de mucho y vale la pena
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bosquejar dicha construccion en estas paginas. Una prueba més detallada de la
Proposicién 1.17 se puede consultar en [3].

Por hipétesis se tiene un haz screen S(Ta™’) para la curva tipo luz a y se
puede pensar en el haz ortogonal S(Tat)* al haz screen dado; el haz vectorial
S(Tat)* es C> por construccién. Ademds, las fibras del haz vectorial ortogonal
S(Tat)* son planos tipo tiempo en cada espacio tangente TpM y contienen al
espacio Tpa.

Entonces, tomando un haz vectorial H cuyas fibras sean complementarias a
Ty en S(T,at)*t existe, al menos localmente, una seccién Z de H que cumple
lo siguiente:

(o, 2) £0.

Condicién que se puede asegurar para cualquier haz complementario de T en
S(Tat)* dado que el rango de este tiltimo es 2.

Es con estos elementos a la mano que a partir de un método similar al de
Gram-Schmidt, donde se proyecta al campo Z sobre el campo o para obtener
la condicién deseada, que se obtiene la siguiente expresién local para el cam-
po vectorial N, campo vectorial que cumple con las condiciones dadas en la
Proposicién 1.17:

1 (2.2)

N = 7 — .
o, 2)" " 2, 22"

La construccion local de N que se acaba de elaborar es la que permite jus-
tificar la existencia del haz vectorial ntr(a) sobre la curva «. Por lo tanto,
tomando en cuenta el resultado de la Proposicién 1.17 se puede descomponer el
haz tangente TM de la siguiente manera a lo largo de la curva:

TM|, =Ta @ ntr(a) ® S(Tat) , (1.1)

descomposicion necesaria para poder construir un marco que genere el espacio
tangente T,,M en cada punto p sobre la curva a.

Cabe mencionar que para determinar el haz ntr(a) se asumié la existencia o
eleccion del haz S(T'at). Este procedimiento para determinar la descomposicion
que aparece en la Ecuacién (1.1) no es dinico ya que se puede asumir la existencia
del haz ntr(«) y determinar a partir de este haz y del haz tangente T« el haz
screen S(Tat). En muchos ejemplos suele ser més sencillo determinar primero
el haz transversal nulo.

La descomposicién en la Ecuacién (1.1) permite construir el marco de Frenet
para cualquier curva tipo luz « en un espacio lorentziano M arbitrario.

Definicién 1.18. Sea o una curva tipo luz en M. Un marco de Frenet sobre «
es un marco C'* compuesto por los campos vectoriales:

{al, N? W} )

tal que estos campos, acorde a la ecuacién (1.1), son secciones C*° de los si-
guientes haces vectoriales:

o €T(Td)) ; NeT(ntr(e)) ; WeT (S(Ta™h)) .
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Estos campos vectoriales cumplen con las siguientes ecuaciones:

(o/,a/y=(N,Ny=0 ; (a/,Ny=1. (1.2)
(!, W)=(N,W)=0 ; (WW)=1. '
A los campos o/, N y W se les conoce como los campos tangente, transversal
nulo y normal, respectivamente.

Como se puede leer de las Ecuaciones (1.2), los campos vectoriales o« y N
son tipo luz y tienen orientaciones temporales diferentes mientras que W es un
campo vectorial tipo espacio ortogonal a los anteriores.

Ademas, siguiendo con el anélisis de la curva « a partir del marco de Frenet
en la Definicién 1.18 se puede notar que, si V es la conexién de Levi-Civita del
ambiente M, al derivar el producto (a/,a’) en la direccién de « se obtiene lo
siguiente:

(Va/o/, Oé,> =0.
Esto implica que el campo Vo' se encuentra en el haz Ta’. Ademds, en
términos del marco de Frenet {a/, N,W}, el campo Vo' se puede expresar
como una combinacién lineal de o' y W.

Continuando un andlisis similar sobre los demés productos que aparecen en
las Ecuaciones (1.2) se pueden determinar los coeficientes en la combinacién
lineal que representa a V. o' respecto del marco de Frenet, probando asi la
siguiente proposicién.

Proposicién 1.19. Sea o una curva tipo luz de M y {a/, N, W} un marco de
Frenet para . Entonces los elementos de dicho marco cumplen las siguientes
ecuaciones:

Voo = fa +eW.
Vo N = —fN+4+cW. (1.3)
VoW = —ca/ —¢1N .

Donde las funciones ¢; y ¢o se conocen como la primera y segunda curvatura de
« respectivamente.

La funcién f en las Ecuaciones (1.3) carece de un nombre en la Proposicién
1.19 ya que ésta se puede remover de las Ecuaciones (1.3) mediante una para-
metrizacién adecuada. Para darle sentido a esto ultimo es necesario formalizar
el siguiente concepto.

Definicién 1.20. Se dice que una curva a en M es pregeodésica si cumple con
la siguiente ecuacién:
Voo = fo,

donde f es una funciéon C'*° sobre a.

Entonces, si o es una pregeodésica tipo luz de M con marco de Frenet
{a/, N, W} se obtiene lo siguiente:

Voo = fao,

implicando que ¢; = 0, como era de esperarse.
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Que « sea una pregeodésica de M significa que el trazo de a en la variedad
es el de una geodésica, con la diferencia que la pregeodésica no recorre el trazo
a velocidad constante. Sin embargo, de la Proposicién 17 en [11] se sigue que
para toda pregeodésica « existe un cambio de pardmetro g tal que:

y=aoq = V.9 =0,

es decir, siempre se puede parametrizar una pregeodésica como una geodésica
del espacio M. Es este comportamiento el que lleva a pensar que la funcién f
en las Ecuaciones (1.3) pueda ser la funcién constante cero al parametrizar la
curva a de la manera adecuada.

Observacion 1.21. Que toda pregeodésica admita un cambio de pardmetro
tal que la curva reparametrizada cumpla con la ecuaciéon geodésica conocida
por todos resalta dos cosas. En primera instancia que el concepto de geodésica
en geometria diferencial recae fuertemente sobre el parametro de la curva como
funcidn; en segunda instancia que existe una familia de pardmetros distinguidos
que hacen que la curva cumpla con la ecuacién geodésica.

Esta ltimo lleva a la siguiente definicién.

Definicién 1.22. Cualquier pardmetro de una curva tipo luz en M respecto del
cual se cumpla que f = 0 en las ecuaciones (1.3) es conocido como un pardmetro
afin para la curva en cuestién.

El evidente problema de la existencia de dicho pardmetro afin se resuelve en
la siguiente proposicién.

Proposicién 1.23. Sea « una curva tipo luz con marco de Frenet {o/, N, W}
en el espacio M. Entonces existe un cambio de pardmetro ¢(s) tal que la curva
7 := a o q cumple con las siguientes ecuaciones respecto del marco de Frenet

{,n,w}:

Vi = kw,
Y’Y'n = hRaW, (14)
Vyw = —koy —k17,

donde:

d -1
n:= |:dZ] (Nog) ; w:=Wogq.

Las curvaturas en las Ecuaciones de Frenet (1.3) se relacionan con las nuevas
curvaturas de las Ecuaciones (1.4) de la siguiente manera:

2
n:@ (c1oq) ; kKa=cg0
1 ds 104 ; 2 204 .

Demostracion. Sea J el intervalo de definicién de una curva tipo luz « arbitraria
en M y ¢(s) el cambio de pardmetro:

q:ICR—J.

Entonces si v := a o ¢ es la curva después del cambio de parametro, el vector
tangente a la curva v adquiere la siguiente representacién:

706 = | 3 ate (15)
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que estd bien definida a lo largo del intervalo I ya que, al ser ¢ un cambio de
parametro, la derivada de g es diferente de cero en todo el intervalo 1.

Para saber si puede existir un cambio de pardmetro g que cumpla lo que se
afirma en la Proposicién 1.23 es necesario saber como cambia el campo tangente
~" en la direccién de la misma curva bajo el cambio de pardmetro, es decir, se
requiere expresar ﬁy’y’ de tal forma que, tomando en cuenta la Ecuacién (1.5),
se pueda encontrar una condicién sobre el cambio de pardmetro que permita
determinarlo por completo.

Tomando en cuenta que la derivada de ¢(s) es una funcién del mismo pardme-
tro se obtiene lo siguiente:

v , /! — 7V , -1
it ds <ds

dg |( , dq dg=

= — ||« Voo

ds [( ds o + ds
Antes de seguir adelante es prudente mencionar que « viene acompanada del
marco de Frenet {a/, N,W}, asi que se pueden usar las Ecuaciones (1.3) para
seguir adelante con la busqueda de una condicién clara para determinar a ¢(s).

Ademds hay que recordar que a partir del cambio de variable ¢(s) se pueden
definir los siguientes campos vectoriales sobre la curva y(s) = a(g(s)):

o) =[] M) 5 e = W)

Asi, la conexién del espacio M sobre el campo 7/ se puede escribir de la siguien-

te manera recordando que todos los elementos de la expresién anterior estan
compuestos por ¢(s):

_ d d d
S T

dq , dq\ , [dd]*, .,
<ds ds)a+ I (fa' +cw)

dq dq dq?
/ / 9
<7 ds)a Iy M e |

y tomando en cuenta que el campo tangente 7’ actiia derivando respecto del
parametro s:

— d q dq dq 2

A\ o + Y+ aw.

VT f ds !

Con esto s6lo queda el campo o’ del marco de Frenet original pero este se puede
cambiar por 4" despejando la Ecuacién 1.5 de manera conveniente. Finalmente
se obtiene lo siguiente:

— dq -t d?q dq dq 2
V,y/’y/ = |:ds:| E’}/ + £'yl =+ % C1WwW

dq d?q dq 2
<|:d8:| E +f > + |:d8:| 1w .
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Por lo tanto la condicién buscada para determinar el cambio de pardmetro g(s)
estd dada por el primer sumando de la ecuacién anterior y se puede expresar de
la siguiente manera:

-1 -~ = 1.6
ds? ds| ds ’ (16)
para asi obtener la primera ecuacion de Frenet que aparece en las Ecuaciones
(1.4) respecto del nuevo marco de Frenet {7, n,w}.

La solucién ¢(s) a la Ecuacién (1.6) no es dificil de encontrar. Sea t = ¢(s)

y F(t) la funcién que a continuacién se define:

d*q {qu] dg 0

P = [ e = G0 = flal) o)

Entonces:
dgq
ds
y el cambio de pardmetro buscado esta determinado por la siguiente integral:

(s) = Age Flats)) |

S
o) = [ Ao T,
0

que coincide con lo encontrado en [3], como era de esperarse.

Aun asi no hacfa falta encontrar la solucién explicita de la Ecuacién (1.6)
para demostrar la Proposicién 1.23 ya que, al tratarse de una ecuacién diferencial
ordinaria, la solucién ¢(s) que cumple con lo deseado siempre existe. Por otro
lado, las definiciones que se han hecho de los campos vectoriales  y w, que
forman parte del nuevo marco de Frenet para la curva -y, aseguran que al hacer
variar éstos en la direccién del campo vectorial 7/ se cumplirédn las Ecuaciones
(1.4) restantes, determinando al mismo tiempo las relaciones buscadas para las

curvaturas k1 y ke de la curva ~.
O

Cabe mencionar que en la pasada demostracién se considerd el mismo haz
screen para ambas curvas y por tanto el mismo haz transversal, razén por la
cual los elementos del marco de Frenet {7',n,w} son multiplos escalares de los
elementos del marco de Frenet anterior. En caso de cambiar de haz screen se
tendrian que considerar transformaciones tensoriales entre los marcos de Frenet
como se hace en [3].

Antes de terminar con esta seccién no se dejara pasar la oportunidad de
hacer notar que una consecuencia de la Proposicién 1.23 es que las curvaturas
de una curva tipo luz en un espacio lorentziano no son invariantes en general.
La excepcion viene dada por las geodésicas y pregeodésicas tipo luz del espacio
ambiente.

Corolario 1.24. Las curvaturas de cualquier curva geodésica o pregeodésica
tipo luz de un espacio lorentziano M son invarientes ante cualquier cambio de
parametro afin.

Demostracion. Sea o una pregeodésica tipo luz de M. Entonces:

Voo = fa',
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implicando, por las Ecuaciones (1.3), que ¢; = 0.

Tomando un cambio de pardmetro afin ¢(s), la curva v que resulta después
de aplicar dicho cambio de pardmetro cumple las relaciones que aparecen en la
Proposicion 1.23, particularmente aquellas que se ocupan de las curvaturas x;
y ko de 7. Por lo tanto:

k1=c1=0 ; ka=cy,

mostrando que el valor de las curvaturas se mantiene invariante ante cualquier
cambio de pardmetro afin entre geodésicas y pregeodésicas.
O

Cualquier cambio de parametro entre geodésicas es afin. Basta con mirar de
nuevo la Ecuacién (1.6) y tomar en cuenta que, de antemano, f es la funcién
constante cero. Esto implica que entre geodésicas los cambios de pardmetro ¢(s)
cumplen que:

d?q —0

ds?
implicando que ¢(s) es una funcién affn de una variable y que la Proposicién
1.24 se cumple entre geodésicas de manera trivial.

Observacion 1.25. De aqui en adelante se asumird que todas las curvas tipo
luz de cualquier espacio ambiente lorentziano se encuentran descritas con un
parametro afin; esto con la clara intenciéon de usar las ecuaciones de Frenet
(1.4) cuya expresién es mas sencilla. Ademds, siempre que la curva tipo luz a
estudiar v no sea una geodésica o pregeodésica del ambiente se puede tomar al
campo V.Y/'y' como una seccién del haz screen a elegir; esto también lleva a un
parametro afin de la curva ~ y el procedimiento es sustancialmente diferente al
mostrado en la Proposicion 1.23.

Es prudente cerrar esta seccién mencionando que la primera curvatura i de
una curva tipo luz v encierra la misma informacién geométrica que la curvatura
de una curva no degenerada, es decir, la curvatura x; indica qué tanto una curva
tipo luz dista de ser una geodésica del espacio ambiente, como se puede deducir
de las Ecuaciones (1.4). Sin embargo la informacién geométrica que trae consigo
la segunda curvatura ks no coincide con la informaciéon dada por la torsién de
una curva no degenerada, esto porque la condicién k2 = 0 no implica, en caso
que el espacio ambiente sea R}, que la curva sea plana. El siguiente ejemplo
arroja un poco de luz sobre esto.

Ejemplo 1.26. Considere la siguiente curva tipo luz en R$:
~(s) = (333 + s, %53 — s, 252>

A continuacién se mostrard que, a pesar de ser v una curva plana, su segunda
curvatura ko es idénticamente cero.

Si se piensa en el siguiente marco de Frenet para +:

v(s) = (48 +1,4s* —1,4s) ,

1) = (-5-30)

w(s) = (2s,28,1) ,
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se cumpliran las siguientes ecuaciones de Frenet a lo largo de la curva:

Dy~ = +'(s) = 4w(s),
Dyn = 17'(s) = 0,
Dyw = wls) = —dns),

las cuales implican que las curvaturas de v adquieren los siguientes valores:

El siguiente lema arroja ain mas luz sobre este problema.

Lema 1.27. Una curva tipo luz v en R$ es plana si y sélo si 7 es una recta tipo
luz de R3.

Demostracion. Si -y es una recta tipo luz de R se puede construir ficilmente un
plano en R$ que contenga a «y, demostrando con esto una parte del Lema 1.27.

En caso que la curva tipo luz v sea plana se puede proceder por casos toman-
do en cuenta la causalidad del plano IT que contenga a la curva, descartando de
inicio los planos tipo espacio ya que estos no contienen ninguna direccién tipo
luz.

e II tipo luz.

Los planos degenerados de R$ estdn generados por una sola direccién tipo luz.
Esto implica que el movimiento de cualquier curva tipo luz en II esta restringido
a una direccién. Por lo tanto cualquier curva tipo luz en II es una linea recta.

e II tipo tiempo.

En este caso existen dos direcciones tipo luz linealmente independiente en II.
Asi, cualquier cambio de direccién de una curva tipo luz en II es una pérdida de
continuidad de la curva misma. Por lo tanto cualquier curva tipo luz en el plano
IT debe mantenerse en una sola direccién dado que todas las curvas consideradas
en esta tesis son C'°, es decir, toda curva tipo luz en II es una recta.

O

Entonces, regresando al Ejercicio 1.26, como la curvatura x; de -y es diferente
de cero se puede asegurar que la curva es diferente de una linea recta. Por lo
tanto, el Lema 1.27 asegura que vy no serd una curva plana de RS.

1.2. El operador de forma para superficies

El operador de forma para cualquier subvariedad se define a partir de la
férmula de Weingarten, como se vio en la Definicion 1.9, y a su vez este depende
de la eleccién de un campo normal a la subvariedad en cuestién. Asi, mientras
mayor sea la codimensién de la subvariedad mayor serd la cantidad de operadores
de forma que se puedan definir para una misma subvariedad.

Como en esta tesis se trabajard especificamente el caso de codimension 1,
y de manera aun més particular el caso de superficies, se volvera a definir el
operador de forma de la siguiente manera:
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Definicién 1.28. Sean M una hipersuperficie orientada en un ambiente lorent-
ziano M y £ un campo normal unitario de M. Se define el operador de forma
A¢ como la transformacion:

A : T,M — TyM  tal que A X, = —Dx¢, ,
para cualquier campo vectorial X tangente a M y p en M.

La siguiente proposicién concatena una serie de resultados conocidos en el
drea respecto del operador de forma que se pueden consultar en [10].

Proposicién 1.29. El operador de forma A¢ es una transformacién lineal en ca-
da espacio tangente T, M de la hipersuperficie en la cual esta definido. Ademds,
A¢ es un operador autoadjunto respecto de la métrica inducida sobre M.

La linealidad de A¢ se sigue de la férmula de Weingarten mientras que la
propiedad de ser un operador autoadjunto se sigue de la simetria de la segunda
forma fundamental de la superficie en la férmula de Gauss.

Antes de seguir adelante con las propiedades del operador de forma vale la
pena enunciar el siguiente resultado sobre marcos ortonormales.

Proposicién 1.30. Sea {ej, es} un marco ortonormal sobre una superficie se-
miriemanniana M. Entonces se cumplen las siguientes relaciones:

Veer = efer ; Ve, 62 = —eafer,
Ve,e1 = —e€1g9€2 ; Ve,€2 = €ager,

donde f y g son funciones C* sobre M y €; = {(e;, e;).

La Proposicién 1.30 se ha redactado de esta manera para incluir los casos en
que la superficie M sea tipo tiempo o tipo espacio. Ademads, se ha omitido su
demostracion ya que la idea detrds de la prueba se aplicard mas adelante para
demostrar la Proposicion 1.32, que describe un comportamiento similar pero
para marcos con vectores tipo luz.

Definicién 1.31. Una base tipo luz normalizada en un espacio vectorial lorent-
ziano de dimensién dos es una base {ej, e2} tal que:

(e1,€1) = (e2,€2) =0 ; (er,ea) =1.

En este sentido, un marco {ej, e} tipo luz normalizado sobre una superficie
tipo tiempo M es un marco que en cada punto p de M determina una base tipo
luz normalizada en T}, M.

La siguiente proposicion puede resultar muy tutil para simplificar célculos.

Proposiciéon 1.32. Sea {ej,e2} un marco tipo luz normalizado en una su-
perficie tipo tiempo M. Entonces se cumplen las siguientes relaciones para los
elementos del marco:

Veer =  fer ; Ve, ea = —fea,
Ve,€1 = —ger ; Ve, €2 gea ,

donde f y g son funciones C'*° sobre M.
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Demostracion. Dado que el marco {e,es} sobre M es tipo luz los productos
escalares (e;, e;) se mantendrdn constantes en la regién de M donde dicho marco
esté bien definido. Entonces:

erfeie;) =0,
desprendiéndose de esto ultimo las siguientes dos ecuaciones:

(Vepeisei) = 0, (1.7)
(Vepeise;) = —(Veeej,e) . (1.8)

Dado que el campo V., e; se puede expresar en términos del marco tipo luz
como se muestra a continuacion:

Vekei = F,lﬂvel —+ Fiieg y
la Ecuacién (1.7) implica que:

— 711 . — 12
Ve er = TI'pe ; Ve ea = Tigen,

1.9
ve261 = F%lel ; VEQ €y = F%Qt’fg ; ( )

resultado que se asemeja mucho al esperado, donde las funciones I‘ii que apare-
cen en las Ecuaciones (1.9) son C*°. Sin embargo, las funciones Fii no guardan
alguna relacion entre ellas en principio.

Las relaciones buscadas entre las funciones Fii se siguen de la Ecuacién (1.8):

1—‘%1 = <V6161,€2> = —<V6162,€1> = _F%Q ’
F%2 = <v6262’61> = 7<v6261a62> = 7F%1 .

Asi, las funciones f =T, y g = I'4, cumplen con el resultado deseado.
O

Dejando de lado las propiedades que pueden tener distintos tipos de marcos
sobre una superficie, conviene entrar en la discusion de las distintas represen-
taciones matriciales que puede tomar el operador de forma en cada espacio
tangente.

Fl siguiente Lema es una versién particular de un resultado mas general que
se puede consultar en [10].

Lema 1.33. Un operador autoadjunto T en el espacio de Minkowski R? se
puede representar por una de las siguientes formas candnicas:

donde \; € R tal que A\ # Ay y [T] estd

o [T]= < )\01 ())\ > ;  representado en términos de una base (1.10)
2 ortonormal.

. [T]= A0 ~ donde A € Ry [T] esta representado en (1.11)
L0 A ’ términos de una base ortonormal. '

. [T]= A 0\ _  donde [T] esta representado en términos (1.12)
RE= D ’ de una base tipo luz normalizada. '

. [T]= a B ~ tal que 8 # 0y [T] estd representado en (1.13)
T\ B« ’ términos de una base ortonormal. ’



16 Capitulo 1: Superficies en el espacio de Minkowski

Demostracion. Un operador autoadjunto T' en R? tiene una representacién ma-

tricial:
[T] = ( (CL Z ) ; (1.14)

respecto de la base candnica {e1, e2}. Ademés, en dicha base la métrica n de R?
se representa por la matriz diagonal n = diag(—1, 1) de tal forma que, al ser T'
un operador autoadjunto, se cumple la siguiente relaciéon matricial:

[T n=nT] ,

implicando, a partir de la representacién (1.14), la siguiente igualdad:
-a ¢\ _ ([ —a —b
-b d ) c d )
a b
[T] - ( b d ) )

en la base candnica {e1,es}. Esto implica que el polinomio caracteristico de T'
es:

Por lo tanto:

Pr(t)=t"—(a+d)t+ (ad + V) ,

mostrando que los valores propios A; de T estan determinados por la siguiente
relacién:

/\i:% {(aﬂl)i (ad)24b2]

El discriminante D = (a—d)?—4b? determina, junto con el polinomio minimo
pr del operador T', qué forma candnica representa a T'. Cabe recordar que el
polinomio minimo de un operador T es el polinomio ménico de menor grado que
divide a Pr y que cumple la relacién pr(T) = 0, es decir, ur(T) es el operador
trivial.

El resto de la demostracién proseguira en casos.

e D<O

En este caso los valores propios A; son nimeros complejos con parte imaginaria
diferente de cero. Si dichos valores propios son de la forma \; = a=444, existe una
base ortonormal de R? en la que T se representa como se muestra a continuacion:

m=( %) wrt)=¢ 20t + (> +5) .

-8 «

En este caso el polinomio minimo es igual al polinomio caracteristico.
e D=0

En este caso T tiene un unico valor propio A de multiplicidad 2 y T se puede
representar de dos maneras diferentes.

La primera representacion se da si la dimensién de ker(T" — Aid) es igual a
2. En consecuencia, el polinomio minimo es de grado 1 y en cualquier base de
R? el operador T se representa de la siguiente manera:

m=(3 %) 5 mtr=e-x,
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es decir, T es un multiplo de la identidad. Ademads, el polinomio minimo es
distinto del polinomio caracteristico y el caso A = 0 es de poco interés.

La segunda representacién se da si la dimensién de ker(7T' — Aid) es igual
1. Esto implica que el polinomio minimo es igual al polinomio caracteristico y
existe una base tipo luz normalizada de R? tal que en ella T se representa como
se muestra a continuacién:

A0 2
1= () %) 5o =07
En esta representacién el caso A = 0 si es de interés y, como se vera mas adelante,
representard al operador de forma de una superficie paralela en R3.
e D>0

En este caso T tiene dos valores propios reales diferentes A; y As. Por lo tanto el
polinomio minimo de T es igual al polinomio caracteristico y T" es diagonalizable,
es decir, existe una base ortonormal de R? tal que en esta base T se representa
de la siguiente manera:

m= (% 5, ) ===

O

Las representaciones (1.10) y (1.11) para el operador T en el Lema 1.33
suelen enunciarse como un mismo caso, como se hace en [10], sin embargo al
dividir esa representacién en dos casos diferentes se gana claridad al momento
de caracterizar ciertos tipos de puntos de relevancia geométrica.

Corolario 1.34. El operador de forma A¢ de una superficie M en un ambiente
lorentziano M admite alguna de las representaciones listadas en el Lema 1.33.

El Corolario 1.34 es una consecuencia directa de la Proposicién 1.29 en el
caso que M sea una superficie en un ambiente lorentziano M de dimensién 3.

Estas representaciones del operador de forma A¢ permiten distinguir dos
clases excluyentes de puntos en una superficie M de R} que serdn de suma
importancia en el desarrollo de esta tesis.

Definicién 1.35. Un punto p de una superficie M es umbilical si el operador
de forma A¢ es un multiplo de la identidad en T, M.

Ag Ip = )\(p)id|p .
Asi, una superficie es umbilical si todos sus puntos son umbilicales.

Si M es una superficie umbilical de R}, A\ es una funcién C> sobre M.
Ademas, se sigue de la ecuacion de Codazzi:

(VxAe) (Y) = (VyAe) (X)),

que A es una funcién constante sobre M.
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Definicion 1.36. Un punto p de una superficie M es cuasiumbilical si las di-
recciones principales del operador de forma A¢ son tipo luz y multiplos escalares
entre si. Esto es:

A X, =A\p)X, ; (X, X,)=0.

Una superficie es cuasiumbilical si todos sus puntos son cuasiumbilicales.

La Definicién 1.35 es la misma que en el caso riemanniano y, aunque las
superficies umbilicales en R} son distintas a las de R?, el comportamiento es
similar. El caso que especifica la Definicién 1.36 no tiene contraparte rieman-
niana y trae a la luz una clase de superficies que son propias de los ambientes
lorentzianos.

Observacién 1.37. En [2] Jeanne N. Clelland define los puntos cuasiumbilicales
como aquellos en los que el operador de forma no tiene una representacion
diagonal en C.

La definicién hecha por Clelland en [2] es equivalente a la Definicién 1.36
hecha aqui. El Lema 1.33 es vital para entender dicha equivalencia ya que, de las
representaciones candnicas que aparecen en dicho lema, la celda de Jordan en la
Ecuacién (1.12) es la dnica que no es diagonalizable en los nimeros complejos.

Observacion 1.38. Las superficies umbilicales y cuasiumbilicales cumplen que
H? = K en todos sus puntos. Sin embargo, los puntos de una superficie no
pueden ser umbilicales y cuasiumbilicales a la vez. A continuacién se listan
algunas de las diferencias entre estas dos clases de puntos:

e En un punto p umbilical las direcciones principales tipo luz del operador
de forma pueden ser linealmente independientes. Ademds, A¢ se puede
representar inicamente por la forma canénica (1.11) que aparece en el
Lema 1.33 y su polinomio minimo toma la siguiente forma:

MAg(t) =t—H.

e En un punto p cuasiumbilical las direcciones principales del operador de
forma son tipo luz y multiplos escalares entre si. Ademas, A¢ se puede
representar unicamente por la forma canénica (1.12) que aparece en el
Lema 1.33 y su polinomio minimo toma la siguiente forma:

pag(t) = (t— H)? .

Mas adelante en la tesis se encontraran distintas formas de caracterizar estos
puntos pero por ahora se dejard esta discusion de lado.

1.3. Superficies regladas y la clase B-Scroll

Las superficies regladas son superficies foliadas por geodésicas del espacio
ambiente. Esto hace de las superficies regladas una clase muy 1til en el ambito
de la geometria de superficies ya que su descripcién puede ser bastante sencilla.
En [12] se demuestra que toda superficie reglada en R3 se puede describir usando
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una curva parametrizada por longitud de arco y una familia de rectas ortogonales
a la curva base. Como en esta tesis se trabajara usando parametrizaciones para
describir distintos objetos geométricos conviene definir este tipo de superficies
por medio de una parametrizacion.

Definicién 1.39. Una superficie reglada M en un espacio ambiente M es una
superficie descrita por la siguiente parametrizacion:

1/’(5775) = @a(e) (tﬁ(s)) )

donde a(s) es una curva parametrizada por longitud de arco en M, 9(s) es un
campo unitario C'*° ortogonal a la curva «, €xp es la transformacién exponencial
del espacio ambiente M y t € (—¢, &) para alguna & > 0.

Dado que la transformacién exponencial €XPg(s) €S U difeomorfismo local
alrededor de cada punto «(s) sobre la curva, toda superficie reglada construida
con la parametrizaciéon que aparece en la Definiciéon 1.39 estara bien definida
alrededor de «, es decir, toda superficie reglada asi descrita serd regular para ¢
suficientemente pequena.

Como ya se ha hecho notar, el espacio de Minkowski R} serd uno de los
espacios ambientes donde mas se trabajard a lo largo de esta tesis, espacio
cuyas geodésicas son lineas rectas sin importar la causalidad de las mismas.
Asfi, una superficie reglada en R$ es una superficie foliada por rectas del espacio
ambiente.

Proposicién 1.40. Una superficie reglada M en R$ con reglas que no son tipo
luz se parametriza de la siguiente manera:

P(s,t) = a(s) +td(s) ,

donde a(s) es una curva parametrizada por longitud de arco en R}, 9(s) es un
campo unitario C* ortogonal a la curva o y t € (—¢,¢) para alguna & > 0.

La parametrizacion que aparece en la Proposicién 1.40 permite tener una
descripcién explicita del marco coordenado {ts, 1} para la superficie reglada:

s =’ (s) +t9'(s) 5 Yy =9(s) ,

que a su vez permite dar una representacion local de la métrica g de la superficie
reglada como se muestra a continuacién:

g:< <w56ws> i01 ) .

Recordando que A¢ representa el operador de forma de M respecto de un
campo normal unitario &, se puede enunciar el siguiente resultado sobre la cur-
vatura de superficies regladas en el espacio de Minkowski.

Proposicién 1.41. Sea M una superficie reglada y orientada de R con reglas
no degeneradas. Entonces, la curvatura K de M cumple la siguiente relacion:

<A5¢S7 ’(/)t>2
(s, s)

donde €; = (W, U), € = (£,€) v {15, %1} es el marco coordenado de M.

K = —¢¢;
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Demostracion. Sea {s,1:} el marco coordenado de la superficie reglada M y
considérese la siguiente combinacién lineal:

A§¢s = a"/}s + b¢t .

Si se hace el producto de la cantidad anterior con los elementos del marco
coordenado {151} se obtiene lo siguiente:

<AE¢saws> = a<wsvws> 5
<A5wsa¢t> = &b,

donde €t = <wt7¢t> = +1.

Por otro lado:
A§¢t = C’L/)s + d¢t )

y repitiendo el procedimiento anterior se obtiene lo siguiente:
<A§¢ta¢s> = c(¥s,Ps)
<A5¢t7 ¢t> = &d.

Ademsés, recordando la definicién del operador de forma se obtiene un valor
especifico para el coeficiente d:

d =€ (Acthr, ) = —€(Dy, &, 01) = €€, 0u) =0 .

Entonces, usando que A¢ es autoadjunto se llega a la siguiente representacién

matricial:
(Acvs,s) (Agths, i)
= (s,9s) (Vs,s)

6t<A§wsth> 0

Por lo tanto, el Teorema Egregio de Gauss asegura que la siguiente relacién

es valida: A )
K — _€€t< 51/)571/1t> 7
(s, ¥s)
donde € adquiere el signo adecuado segin sea la causalidad de la superficie.

O

Un ejemplo clésico de superficie reglada es el cilindro circular, que se puede
descomponer en términos de una circunferencia plana S*(r) horizontal y reglas
ortogonales al plano que contiene a la circunferencia. Sin embargo, los cilindros
de R} tienen més estructura que cualquier superficie reglada ya que también se
pueden describir como productos semiriemannianos. Asi, parece natural pregun-
tarse si existen superficies regladas que no puedan ser descritas como esta clase
de productos, dicho de otra manera, cémo se pueden describir las superficies
regladas cuyas reglas son geodésicas tipo luz del ambiente.

La siguiente definicién hecha por L. K. Graves en [4] permite explorar a
profundidad el caso de reglas tipo luz en una superficie tipo tiempo.

Definicién 1.42. Sea 7 una curva tipo luz en R} tal que su marco de Fre-
net {7',n,w} cumple con las Ecuaciones (1.4). Entonces, la superficie reglada
definida por la parametrizacion:

Y(s,t) = (s) +tn(s) ,

es una superficie tipo B-scroll.
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De la Definicién 1.42 se sigue que las reglas de un B-scroll son tipo luz
y por tanto estas superficies no pueden ser descritas como un producto semi-
riemanniano, esto porque en dichos productos los factores son variedades no
degeneradas.

Ademsds, la Definicién 1.42 permite calcular la siguiente expresiéon para el
marco coordenado {ts, 1} de un B-scroll:

s = ’V/(S) + tn/(s) ;Y= 77(8) )

expresién que se puede reescribir en términos del marco de Frenet {v',n,w}
de la misma curva ~, haciendo uso de las Ecuaciones (1.4) como se muestra a
continuacion:

e =7'(s) +tra(s)w(s) 5 e =n(s). (1.15)

La Ecuacién (1.15) es la expresién mas comun para el marco coordenado
{ts,¥:} de un B-scroll y es la que se usard para dicho marco a lo largo de
esta tesis. Ademads, al hacer los productos de los elementos del marco con la
métrica inducida se obtiene la siguiente expresiéon matricial para la métrica de

un B-scroll:
t?k3 1

que evidentemente es no degenerada y, ya que uno de los elementos del marco
es tipo luz como muestra la Ecuacién (1.16), se concluye facilmente que todo
B-scroll es tipo tiempo.

Establecida la causalidad de este tipo de superficies queda claro que, al estar
definidas por una parametrizacién, los B-scroll son superficies orientables y que
cualquier seccién de su haz normal serd un campo vectorial tipo espacio. Usando
la Ecuacién (1.15) para describir el marco coordenado de un B-scroll se puede
mostrar facilmente que la siguiente expresién es la de un campo normal unitario
¢ para cualquier B-scroll:

E(s,t) = w(s) — tra(s)n(s) , (1.17)

donde £ se expresa como combinacién lineal de los elementos del marco de Frenet
de v al igual que los campos s y ¥ del marco coordenado de la superficie.

Partiendo de la Ecuacién (1.17) se puede calcular una representacién matri-
cial para el operador de forma A¢ de cualquier B-scroll en el espacio R3. Para
el elemento s del marco coordenado se obtiene lo siguiente:

Agps = —Dy§
=Dy w+ Dy tron

—w' + trhn + tran’
= Koy + ki + trhn + triw

es decir, que el valor de A¢ en el campo ¥, es:

Aeths = Koths + (K1 + thy) y (1.18)
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Aplicando un proceso similar para 1);:

Ay = —Dyg
= _Dth‘FDwtt’fﬂ?

ka1,

implicando que el valor de A¢ en el campo v, es:

Agthe = Koty (1.19)

Por lo tanto, de las Ecuaciones (1.18) y (1.19) se sigue que el operador de forma
A¢ de cualquier B-scroll adquiere la siguiente representacién matricial:

A5:< 2 0 ) , (1.20)

K1+ 1tk ke

respecto del marco coordenado {vs,1:}, asegurando que el polinomio carac-
teristico P4 del operador de forma tiene la siguiente expresion:

Py(t)
Py(t)

12 — 2Kot + /15 ,
(t —Ke)? |

(1.21)

de la cual se sigue, por el Lema 1.33 y la Observacién 1.38, que todos los puntos
de un B-scroll son umbilicales o cuasiumbilicales.

Proposicién 1.43. Un punto p = 9(s,t) en un B-scroll es umbilical si y sélo
si en p = 9(s,t) se cumple que:

K1(s) +troy(s) =0 .

Demostracion. Si un operador es un multiplo de la identidad seguira siendo el
mismo miiltiplo de la identidad en cualquier base en la que se le represente. Eso
prueba la proposicién, tomando en cuenta la representaciéon matricial que ya se
obtuvo para el operador A¢ en la Ecuacién (1.20).

O

Entonces, si p es un punto umbilical de un B-scroll se puede pensar en los
siguientes dos casos.

o i £0

En este caso se puede despejar la variable ¢ de la ecuacién que aparece en la
Proposicion 1.43 para obtener la siguiente relacién:

_ kl (S
Kb (s

~—

t=

, (1.22)

~—

en el punto p = (s, t).

Si existe un conjunto de puntos umbilicales en el B-scroll que cumplen con
esta condicién, la Ecuacién (1.22) implica que ¢ es una variable que depende
suavemente de s, es decir, el conjunto de puntos umbilicales del B-scroll es una
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curva C* en la superficie. Esto coincide con el teorema de caracterizacion de
superficies cuasiumbilicales mostrado por J. N. Clelland en [2].

o kh=0

Este caso proporciona una condicion mucho més sencilla para caracterizar
a los puntos umbilicales y, al igual que en el caso anterior, se pueden presentar
curvas de puntos umbilicales en el B-scroll. Ademds, si p = 1(s,t) es umbilical,
se sigue por la Proposicién 1.43 que k1(s) = 0.

Sin embargo el caso k5 = 0 implica atin méds ya que, si k1 = 0, y es una recta
tipo luz de R} y el B-scroll en cuestién es una superficie umbilical.

Asi, si se considera una recta tipo luz v con pardametro afin se sigue que
4" = 0 y lo natural serfa tomar un marco de Frenet {7',n,w} constante, es
decir, uno que cumpla con las ecuaciones:

=0 ; =0.

En este caso el B-scroll es un plano tipo tiempo que, por supuesto, es una
superficie umbflica de R$. Sin embargo, se puede decir un poco més respecto de
la eleccion del marco de Frenet.

Dado que 7" = 0, no se puede determinar de manera tinica al campo vectorial
w y, por ende, tampoco se puede determinar de manera unica al campo trans-
versal nulo 7. Esto permite construir un marco de Frenet que no sea constante
sobre cualquier recta tipo luz v en R$ pero, {qué otra superficie umbilical en R$
permite una parametrizacién tipo B-scroll ademas de los planos tipo tiempo?

Ejemplo 1.44. El espacio de De Sitter unitario S? en R} admite una parame-
trizacién tipo B-scroll.

El espacio de De Sitter unitario en R} es una superficie cuadrética que se
define de la siguiente manera:

St:={peRi|{pp) =1},

asi que cualquiera que sea la parametrizacion tipo B-scroll que se construya para
la superficie S? debe satisfacer dicha definicién.

Si v es la recta tipo luz con parametro afin en R} que se muestra a conti-
nuacién:

v(s) = (s,1,5) ,
se puede construir sobre esta recta v el siguiente marco de Frenet {7, n, w}:
7/(3) = (L 0, 1) )
Lo Lo
77(8) = -5 (S +1)7_57_7 (S _1> )
2 2
w(s) = (-s,-1,—3) .

Evidentemente este marco de Frenet no es constante e implica que las ecuaciones
de Frenet para este marco no seran triviales y que las curvaturas de v no seran
idénticamente cero:
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Figura 1.2: Espacio de De Sitter: La recta roja representa la recta tipo luz
~ sobre la cual se construye la parametrizacion tipo B-scroll. El vector verde
representa la direccion de las reglas.

Asi, de las pasadas ecuaciones se sigue que los valores de las curvaturas de
son los siguientes:
ki(s) =0 ; ka(s)=1.

Entonces, la superficie B-scroll definida respecto de este marco de Frenet para
la recta v estd dada por la siguiente parametrizacion:

P(s,t) = (s—%(82—1-1),1—155,3—%(52—1)) ,

y haciendo el producto escalar de los vectores de posicién 1 (s, t) consigo mismos
se obtiene la siguiente expresion:
t 2 t 2
(W) = — [5—5(524-1)] +[1—t3]2—|— [5—5(52—1)]
2 o 2 2 2 2, 2
= ts(s +1)_Z(8 +1)" + (1 —ts)” —ts (s _1)+Z( -1)",

expresion que se puede simplificar al notar que los primeros dos términos de
la suma en la expresién anterior son similares a los dos ultimos términos de la
misma. Finalmente se obtiene la siguiente expresién:

() = 2s— 12>+ (1—ts)* |
() = 1.
mostrando que, en efecto, la superficie S7 se puede describir como un B-scroll.

Proposiciéon 1.45. Un B-scroll es una superficie cuasiumbilical si y s6lo si en
todos sus puntos p = (s, t) se cumple que:

k1(8) +trh(s) #0 .
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Demostracion. Si las curvaturas de la curva tipo luz 7y con la que se construye
el B-scroll cumplen con la condicién:

K1 +tky #0, (1.23)

la representacién matricial de A¢ que aparece en la Ecuacién (1.20) no sera
diagonalizable y, por tanto, el operador de forma A del B-scroll no tendrd una
representaciéon diagonal en ninguno de sus puntos. Esto permite construir el
siguiente marco tipo luz normalizado sobre el B-scroll:

1 t?K3
e = s — i eg = /K1 + trhY . 1.24
Y e AN A G AU

Para saber como se representa el operador A¢ en este marco se puede em-
pezar por valuar el operador A¢ en el campo vectorial e;. Entonces:

1 t2k3

Acer = —=Apy — —F——
. K1+ tRh Vs 2\/K1 + tKh

Ko (k1 + tKY) t2K3
—1hs + —1hy — =t
\ K1+ tRy \/ K1+ tRy 2/ K1 + tKh

de donde se obtiene la siguiente expresién:

Agiy

A§61 = Ko€] + €2 .

Por otro lado, aplicando el operador A¢ al campo vectorial es se obtiene lo
siguiente:

Aces = /K1 +ErGA:
= Ko/ K1+ trHY: ,

mostrando que:
A562 = Kg€9 .

Por lo tanto, en términos del marco tipo luz {e1, e2} la representacién matricial
que adquiere el operador de forma A¢ serd la siguiente:

Ae = ( ”12 0 ) . (1.25)

K2

Esta es la representacién canénica del operador A¢ para superficies B-scroll
que cumplen con la Ecuacién (1.23). Adem4s, la Observacién 1.38 asegura que
todos los puntos del B-scroll en los cuales el operador A¢ tiene la representacién
canénica mostrada en la Ecuacién (1.25) son cuasiumbilicales.

O

El siguiente corolario es bastante evidente y para demostrarlo bastaria con
seguir el argumento en la demostracién de la Proposicién 1.45 de manera pun-
tual, es decir, restringiendo todo a un espacio tangente particular.

Corolario 1.46. Un punto p = (s, t) en un B-scroll es cuasiumbilical si y sélo
si en p = 9(s,t) se cumple que:

k1(s) +tr5y(s) #0 .
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1.4. Superficies paralelas

Nada mas prudente que empezar por definir la nocién de superficie paralela
que se usara lo largo de esta tesis.

Definiciéon 1.47. Se dice que M es una superficie paralela si su operador de
forma es paralelo, es decir, que Vx A¢ = 0 para todo campo vectorial X tangente
a M.

Las superficies paralelas son el tema central de esta tesis y a continuacién se
hara un recorrido por algunas de las propiedades que seran mas ttiles a lo largo
de este trabajo. También se hablara de su relaciéon con la clase de superficies
isoparamétricas y de los cambios que en esta relacién produce reemplazar un
espacio ambiente riemanniano por uno lorentziano.

Afortunadamente las superficies paralelas en R} se encuentran clasificadas y
dicha clasificacion, realizada por Bang-Yen Chen y Joeri Van der Veken, se puede
consultar en [1]. Antes de pasar a dicha clasificacién presentaremos las superficies
paralelas que fungen como representantes de cada clase de equivalencia descrita
en el Teorema 1.54, a excepcién de los planos.

e Plano hiperbdlico en R$.

El plano hiperbélico H?(r) en el espacio de Minkowski R} es una superficie
que es modelo del espacio hiperbdlico de dimensién 2. Esta superficie es una de
las componentes conexas del hiperboloide de dos ramas en R que est4 determi-
nado por la ecuacién cuadratica (p,p) = —r2. Es esta tltima condicién la que
determina que la causalidad de H?(r) sea espacial.

Definicién 1.48. La superficie H?(r) se define de la siguiente manera como
subconjunto de R3:

H?(r):={p € R} | (p,p) = —r* ; con p orientado al futuro y r >0} ,

y es a partir de esta definicién que H?(r) se puede parametrizar como se muestra
a continuacion:

Y(u,v) = r (coshu coshv, coshusenhwv,senhu) ; tal que >0 .

Si P es el vector posicién de cualquier punto p en H2(r) y X cualquier campo
vectorial tangente a H?(r), se obtiene que X (P, P) = 0y, dado que la conexién
es compatible con la métrica, se obtiene lo siguiente:

<DXP7P>:<X7P>:O7

implicando que el campo de vectores posicién P es normal a la superficie H2(r).
Entonces basta con normalizar el vector P para obtener el campo normal uni-
tario £ a esta superficie cuadratica, es decir, el campo & obtiene la siguiente
expresion en términos de la parametrizacién:

() = - P =~ (u,v)

r
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Figura 1.3: Modelo del plano hiperbélico H?(r) en RY.

Tomando de nuevo un campo tangente arbitrario X a la superficie H?(r),
es posible demostrar que el operador de forma de ésta es un multiplo de la
identidad en cada espacio tangente:

1 1
AgX = —Dx{=—-DxP=-—X, (1.26)

mostrando que H?(r) es una de las dos superficies umbilicas listadas en el Teo-
rema 1.54.

e Cilindro hiperbdlico plano tipo espacio

El cilindro hiperbdlico plano tipo espacio toma el nombre de cilindro porque
se trata de un producto riemanniano sobre una curva plana, que ademas esta
encajado en el espacio de Minkowski.

Definicién 1.49. El cilindro hiperbélico plano tipo espacio H'(r) x R en R es
un producto riemanniano sobre la hipérbola tipo espacio H!(r), y se parametriza
de la siguiente manera:

Y(u,v) = (rcoshu,rsenhwu,v) ; donde r >0.

Figura 1.4: Cilindro hiperbélico tipo espacio H!(r) x R.
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Dado que los cilindros en general son superficies producto donde uno de
los factores es R, entonces al menos un elemento del marco coordenado serd
constante como se muestra a continuacion:

¥y, = (rsenhu,rcoshu,0) ; 1, =e3, (1.27)

donde e3 es uno de los elementos espaciales de la base canénica de R}, y es
precisamente en esta direccion en la que se extienden las rectas que dan forma al
cilindro, razén por la cual el campo normal unitario £ carece de una componente
en la direcciéon es como lo muestra la siguiente expresién de & en términos de la
parametrizacion dada en la Definicién 1.49:

E(u,v) = %'L/}uu = (coshu,senhu,0) . (1.28)

Por tltimo, la expresién mostrada en la Ecuacién (1.28) permite calcular la
representacién matricial de A¢ para este cilindro en términos del marco coorde-
nado en la Ecuacién (1.27):

A = ( -

El espacio de De Sitter S?(r) es un hiperboloide de revolucién en el espacio
de Minkowski que estd determinado por la ecuacién cuadratica (p,p) = r%. De
esta condicién se sigue que S7(r) es una superficie temporal de R3.

O 3=
o O
N——

(1.29)

e Espacio de De Sitter

Definicién 1.50. La superficie S?(r) se define de la siguiente manera como
subconjunto de R$:

Si(r):={peR}| (pp)=7r*; conr >0},

y es a partir de esta definicién que S?(r) se puede parametrizar como se muestra
a continuacion:

Y(u,v) = r (senh u, coshu cosv,coshusenv) ; tal que >0 .

Figura 1.5: Espacio de De Sitter S7(r) en R3.
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De manera similar al caso de H?(r), el vector posicién P de los puntos p
en S2(r) es ortogonal a la superficie misma de tal manera que el campo normal
unitario £ se encuentra descrito como se muestra a continuacién:

1
§(U/, ’U) = %P = ;¢(U,’U> )

en términos de la parametrizacién ¢ que aparece en la Definicién 1.50. Asi,
dado que la definicién del operador de forma no depende de la causalidad de
la superficie, se procede de manera anédloga como se hizo en la Ecuacién (1.26).
Por lo tanto:

1
Ag=—1, (1.30)

en todo M, es decir, el espacio de De Sitter S?(r) es una superficie umbilical de
R3 y la segunda superficie de este tipo en la lista del Teorema 1.54.

e Cilindro circular plano tipo tiempo

En este caso, el cilindro circular plano tipo tiempo es el cilindro usual de la
geometria euclidiana, sélo que en este caso se encuentra encajado en R como
una superficie temporal.

Definicién 1.51. El cilindro circular plano tipo tiempo Ry x S'(r) es un pro-
ducto lorentziano sobre la circunferencia plana tipo espacio S(r), que se para-
metriza de la siguiente manera:

¥(u,v) = (u,rcosv,rsenv) ; donde r >0,

Figura 1.6: Cilindro circular tipo tiempo Ry x S(r).

En este caso la notacién R; aparece en el producto para denotar el caracter
lorentziano, no sé6lo del producto, sino de la componente misma; componente
en cuya direccién se extienden las rectas temporales de este cilindro. Entonces,
partiendo de la parametrizacién que aparece en la Definicién 1.51 para este
cilindro circular, los elementos del marco coordenado de este cilindro son:

Yy =e1 ; W, =(0,—rsenv,rcosv) , (1.31)
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donde e; es el elemento temporal de la base canénica de R$. Como se puede
observar, el campo 9, es constante en esta ocasién siguiendo el comportamiento
usual de los cilindros. Ademads, como es usual entre éstos, las segundas derivadas
de 1) se anularan con excepcién de una que a su vez coincidird con la direccion
del campo normal unitario &:

&(u,v) = %ww = (0, — cosv, —senw) . (1.32)

La Ecuacién (1.32) hace posible expresar al operador A; en términos del
marco coordenado del cilindro que se describe en la Ecuacién (1.31):

Ac = <8 J ) . (1.33)

T

e Cilindro hiperbélico plano tipo tiempo

Este cilindro es similar al cilindro hiperbdlico plano tipo espacio en la Defi-
nicién 1.49, siendo el cardcter causal la principal diferencia.

Definicién 1.52. El cilindro hiperbdlico plano tipo tiempo St(r) x R es un pro-
ducto lorentziano sobre la hipérbola plana tipo tiempo Si (), que se parametriza
de la siguiente manera:

Y(u,v) = (rsenhu,rcoshu,v) ; tal que r>0.

Figura 1.7: Cilindro hiperbélico tipo tiempo Si(r) x R.

El cilindro Si(r) x R es similar al cilindro H!(r) x R en el sentido de que
ambos cilindros extienden las rectas que los determinan sobre hipérbolas, con
la diferencia, queda claro, que tanto las hipérbolas como las superficies poseen
un caracter causal diferente.

El marco coordenado del cilindro S1(r) x R respecto de la parametrizacién
1 en la Definicion 1.52 no es muy diferente a los marcos coordenados de los
cilindros anteriores, como se puede observar a continuacién:

Yy = (rcoshu, rsenhu,0) ; 1, =e3, (1.34)
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de donde se deduce la siguiente expresién para el campo normal unitario &:
1
&(u,v) = =thyy = (senhu, coshu,0) . (1.35)
T

De la Ecuacién (1.35) se sigue la siguiente representacién matricial para el

operador Ag: )
-2 0
Ae = ( 6 0 ) , (1.36)

en términos del marco coordenado que aparece en la Ecuacién (1.34) para este
cilindro.

e Superficie minima y plana de Chen-Van der Veken

La superficie minima y plana de Chen-Van der Veken M, es una superficie
tipo B-Scroll y por tanto una superficie reglada de R} cuyo comportamiento,
como se verd mas adelante en el Ejemplo 2.24, no difiere mucho al de un cilindro.

Definicién 1.53. La superficie minima y plana de Chen-Van der Veken estéa
determinada por la siguiente ecuacién cuadratica en términos de las coordenadas
candnicas (t,xz,y) del espacio de Minkowski:

1

yzi(t—x)Q :

Ademds, esta superficie se puede describir a partir de la siguiente parametriza-
cién:

P(u,v) = <(15(u —0)% +u, %(u —v)3 4+, %(u — 11)2) . (1.37)

Figura 1.8: Superficie minima y plana My de Chen-Van der Veken con una
geodésica tipo tiempo.

De la parametrizacién ¥ en la Definicién 1.53 se puede observar que el marco
coordenado de My se expresa de la siguiente manera:

Yy = (;(u—v)2 +1, ;(u—v)z,u—v) ,

X (1.38)

b= (-5l PGl o - 0))
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tal que:
<¢ua77[}u> =-1; <7/}u7wv> =0 ; <wv7¢v> =1,

es decir, el marco coordenado {t,,, ¥, } en (1.38) es un marco ortonormal en toda
la superficie. Atin més, el campo normal unitario £ a la superficie M, adquiere
una sencilla expresion en términos de la parametrizacién de la superficie, como
se muestra a continuacién:

f(u,v) :{lpuu = (u—v,u—v,l) ; (139)

implicando que el operador A¢ para My se puede representar por la siguiente
matriz respecto del marco coordenado en la Ecuacién (1.38):

Ag = < 1 j ) . (1.40)

Por otro lado, la superficie M, también es una superficie reglada de R$ que
admite una parametrizacién tipo B-scroll. Sea 7 la siguiente curva tipo luz:

4 4
v(s) = (333 + s, 533 — s, 232> ,

sobre la cual se construye el siguiente marco de Frenet {7/, n,£}:

Y(s) = (48 +1,4s* —1,4s) ,

1 1
= a8 o O )
0 = (-3-30)
£(s) = (2s,2s,1) ,
donde &(s) es el campo normal unitario de My restringido a . Cabe recordar que
esto ultimo sucede porque la curva v es una geodésica tipo luz de la superficie

My y, en ese caso, su vector normal en R} es ortogonal a la superficie M.
Ademds, este marco de Frenet cumple con las siguientes ecuaciones:

7'(s) = 48(s),
n'(s) = 0,
§(s) = —dn(s),
mostrando que las curvaturas de v adquieren los siguientes valores a lo largo de

la curva:
ki(s)=4 ; ka(s)=0.

Asi, el marco de Frenet {7/,n, £} sobre vy permite parametrizar a la superficie
My como un B-Scroll de R} de la siguiente manera:

4
@(s,t) =(s) +tn(s) = (353 ts—g5gs =53, 252) ; (1.41)

y haciendo uso de las ecuaciones de Frenet (1.4) el campo coordenado asociado
a esta parametrizacién adquiere la siguiente representacién:

s = (s)+tn(s) = (45> +1,4s° — 1,4s) ,
1 1
Pt = 77(5) = (_27_2a0> .
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Para cerrar esta seccién, cabe mencionar que una consecuencia de la Propo-
sicién 1.45 es que la superficie de Chen-Van der Veken Mj estd constituida sélo
por puntos cuasiumbilicales, es decir, M es una superficie cuasiumbilical de R$
ya que la siguiente ecuacién se cumple para todos los puntos de Mj:

Ra(s) + tr(s) =4 40 |

respecto de la parametrizacion (1.41). Ademds, esto tltimo implica que el ope-
rador A tiene la siguiente representacion:

A5=<(1) 8) , (1.42)

en términos del marco tipo luz descrito en la Ecuacién (1.24) para superficies
tipo B-scroll cuasiumbilicales.

Con esto se estd es posicién de enunciar el teorema de clasificacién de super-
ficies paralelas en el espacio de Minkowski.

Teorema 1.54. [1] Una superficie paralela no degenerada de R es localmente
congruente a una de las siguientes clases de superficies:

Plano tipo espacio.

Plano hiperbélico en R3.

Cilindro hiperbdlico plano tipo espacio.

Plano tipo tiempo.

Espacio de De Sitter.

Cilindro circular plano tipo tiempo.

Cilindro hiperbdlico plano tipo tiempo.

Superficie minima y plana de Chen-Van der Veken.

De ahora en adelante, para verificar alguna propiedad de esta clase de su-
perficies, bastara con hacerlo para cada representante de las distintas clases de
equivalencia listadas en el Teorema 1.54, donde la congruencia se da por medio
de isometrias.

Proposicién 1.55. Toda superficie paralela de R} tiene al menos una direccién
principal en cualquiera de sus puntos.

Demostracion. Sea M una superficie paralela en R} y p un punto en M. En-
tonces existe un abierto alrededor de p tal que, en ese abierto, M es isométrica
a alguna de las superficies listadas en el Teorema 1.54.

Si M es una superficie umbilical de R} se sigue que M es congruente a un
plano tipo espacio, un plano tipo tiempo, al plano hiperbélico H2(r) en R$ o
al espacio de De Sitter S?(r). En todos estos casos el operador de forma de M
serd un multiplo de la identidad. Por lo tanto, en un punto p de M cualquier
vector en T, M serd un vector propio de Ag.
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Si M es congruente con alguno de los siguientes cilindros:
H'Y(r)yxR ; Ry xS'(r) ; Si(r) xR,

su operador de forma A¢ tiene una representacién diagonal en cualquier punto
p de M. Por lo tanto, A¢ tiene al menos dos vectores propios en cada espacio
tangente T, M.
Si M es congruente con la superficie minima y plana de Chen-Van der Veken,
M se ve localmente como un B-scroll constituido exclusivamente por puntos
cuasiumbilicales. Por lo tanto, la Definicién 1.36 de punto cuasiumbilical asegura
que en cada punto p de M existe un vector propio tipo luz de Ag.
O

El tnico caso en que el operador de forma A¢ no tiene direcciones principales
en un punto p de M es el caso en que A¢ esta representado en 7, M por la forma
candnica que aparece en la Ecuacién (1.13). Esto es equivalente a que los valores
propios de A¢ sean numeros complejos con parte imaginaria diferente de cero
en T, M y es la razén por la cual no se considera, en este contexto, que M tenga
curvaturas principales en p. Dicho de otra forma, sin direcciones principales no
puede haber curvaturas principales.

Corolario 1.56. Toda superficie paralela M en R} tiene curvaturas principales
constantes.

Demostracién. Sea M una superficie paralela de R3. La Proposicién 1.55 ase-
gura que en cualquier punto de M la superficie tendra al menos una direcciéon
principal. Esto implica a su vez que en cualquier punto de M la superficie tendré
al menos una curvatura principal k.

Entonces, si M es congruente con alguna de las superficies umbilicales que
aparecen en el Teorema 1.54, el operador A¢ de M es un miultiplo constante
de la identidad. Si la congruencia se da con alguno de los planos el multiplo
es cero y las curvaturas principales de M son k; = 0. Por otro lado, si la
congruencia se da con H2(r) 6 S2(r) se sigue de las Ecuaciones (1.26) y (1.30)
que las curvaturas principales de M son k; = f% en ambos casos. Por lo tanto,
si M es paralela y congruente con una superficie umbilical, M tiene curvaturas
principales constantes.

Si M es congruente a alguno de los cilindros:

H'(r) xR ; Ry xSY(r) ; Si(r)xR,

que se mencionan en el Teorema 1.54, se sigue de las Ecuaciones (1.29), (1.33)

y (1.36) que las curvaturas principales son constantes. En todos estos casos una
de las curvaturas es cero mientras que la otra es un multiplo de %

Si M es congruente con la superficie de Chen-Van der Veken M, se sigue

de la Ecuacién (1.42) que la curvatura principal de M es k = 0 en todos lados.

O

Existe una clase de superficies en R que vale la pena definir no sélo por
su importancia en la geometria de subvariedades sino por la relaciéon que estas
guardan con las superficies paralelas.
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Definicién 1.57. Se dice que una superficie en R$ es isoparamétrica si el po-
linomio minimo de A¢ es constante en toda la superficie.

La siguiente proposicién proporciona una buena cantidad de ejemplos de
superficies isoparamétricas en R3.

Proposicién 1.58. Sea M una superficie B-scroll en R$ sobre una curva tipo
luz ~. Entonces, si M es isoparamétrica la segunda curvatura ko de vy serd
constante.

Demostracion. Si una superficie B-scroll M en R} es isoparamétrica se sigue,
por la Definicién 1.57, que el polinomio minimo de M es constante. Esto quiere
decir, por la Ecuacién (1.21), que el polinomio minimo de A¢ en M adquiere
una de las siguientes representaciones en todo M:

palt) =t —ro ; pat)=(t—r2)’ ,

y en cada uno de estos casos los coeficientes del polinomio minimo w4 deberan
ser funciones constantes sobre M. Esto implica que la segunda curvatura de -+,
la funcién k9, es constante en ambos casos.
)
O

Existen dos casos excluyentes entre si en los que se puede enunciar el recipro-
co de la Proposicién 1.58. El primer caso se da cuando k1 # 0 a lo largo de todo
7, haciendo de M una superficie cuasiumbilical de R$. El segundo caso se da
cuando k1 es idénticamente cero a lo largo de «, haciendo de M una superficie
umbilical de R$.

El siguiente lema también es cierto en R? y acota la relacién que existe entre
superficies paralelas e isoparamétricas.

Lema 1.59. Toda superficie paralela en R$ es isoparamétrica.

Demostracion. Una vez mds, al mirar las representaciones canénicas de los ope-
radores de forma de cada una de las superficies que aparecen en el Teorema
1.54 se sigue el resultado. Esto porque dichas representaciones se mantienen
constantes a lo largo de las superficies.

O

Observacién 1.60. Como se puede leer en [5], las superficies paralelas e iso-
paramétricas coinciden en R3. A saber, ambas clases de superficies se pueden
clasificar en planos, esferas y cilindros circulares. Dicha identidad deja de ser
cierta en el espacio de Minkowski.

El siguiente ejemplo muestra que no toda superficie isoparamétrica en R es
una superficie paralela.

Ejemplo 1.61. Considere la superficie Ny en R? dada por la parametrizacion:
U(s,t) =~v(s) +tn(s) ; tal que s >0,

donde v es una curva tipo luz parametrizada de la siguiente manera:

oG 352
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y donde 7 es el siguiente campo vectorial tipo luz sobre +:
n(s) =(-1,-1,0) .

La superficie Ny es una superficie isoparamétrica de R} que no es paralela.

Figura 1.9: Superficie Ny con su curva base ~ resaltada en negro.

A partir de la definicién de la superficie Ny que se muestra en el Ejemplo
1.61, se puede ver que Ny es una superficie reglada de R} que admite una
parametrizacién tipo B-scroll respecto del marco de Frenet {+',n,w} que se
muestra a continuacién:

3
—
VA
N~—
I
—
|
—_
|
(SRS
S
S~—

y que cumple con las siguientes ecuaciones:
V'(s) = sw(s),
n'(s) = 0,
w(s) = —sn(s).
Asi, las curvaturas de la curva tipo luz v son las siguientes:
ki(s)=s ; ka(s)=0,

resultado que permite expresar el marco coordenado {ts, ¢} de Ny de la si-
guiente manera:

Ys(s,t) =7'(s) 5 Wi(s,t) =n(s) . (1.43)
Ademas, de la Proposicién 1.45 se sigue que Ny es una superficie cuasiumbilical
de R} ya que para todo punto de esta superficie se cumple que:

K1(s) +try(s) =s#0 ;sis>0. (1.44)
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Entonces, partiendo de las Ecuaciones (1.20) y (1.44), el operador de forma A, de
Ny tiene la siguiente representacion matricial en términos del marco coordenado

{1/)5,7/%}1
0 0
w=(1a)

mostrando que el polinomio minimo p4 de A¢ para la superficie Ny es el si-
guiente:
palt) =t*,

para todos los puntos de la superficie. Esto quiere decir que la superficie Ny es
una superficie isoparamétrica de R3.

Por otro lado, el marco coordenado de Ny que aparece en la Ecuacién (1.43)
cumple con las siguientes ecuaciones respecto de la conexién inducida:

T T
vws ws = (1/%@) = (Sw) =0,
T
Ve = (Ws) =) =0,
tomando en cuenta que el campo w(s) siempre es ortogonal a Ny. Entonces, de

la representacién de A¢ en términos del marco coordenado {ts,:} se obtiene
lo siguiente:

(Vg Ag) (s) = Vi, Acths — Ae (Vy,0s) = Vi, (s¢)
= (¢9 : 5) Y + SVQZ,J/H,
Py

Por lo tanto, dado que (Vy, A¢) (1) # 0 la superficie Ny no es una superficie
paralela de R3.

Observacion 1.62. El Ejemplo 1.61 muestra que las superficies paralelas e
isoparamétricas de R$ son clases diferentes de superficies.






Capitulo 2

Superficies normales no
degeneradas

En el capitulo anterior se introduce, en la Definicién 1.39, la nocién de super-
ficie reglada en cualquier espacio ambiente M por medio de su parametrizacién.
Estos objetos son parte fundamental de este trabajo ya que es en términos de
estas superficies regladas que se irdn encontrando y construyendo todas las pro-
piedades necesarias para llegar a buen puerto, a saber, el Teorema 2.37. Sin
embargo, las condiciones que se irdn desarrollando a lo largo del capitulo seran
consecuencia de tomar en cuenta cierto tipo de superficies regladas; las superfi-
cies normales.

Definicién 2.1. Sea M una superficie orientada en un espacio ambiente M de
dimension 3 y sea -y una curva regular contenida en M. Si £ es un campo normal
unitario de M en M, se define la superficie normal a M a lo largo de v, ¥
como la imagen de la siguiente parametrizacién:

¥

¢(57 t) - %fy(s) (tf(s)) )

donde t € (—¢,¢) para algun € > 0 y donde exp es la transformacién exponencial
de M.

La Definicién 2.1 construye las superficies normales 3, como superficies
compuestas por geodésicas del espacio ambiente M que tienen condicién inicial
sobre 7 en la direccién ortogonal a la superficie M. Estas condiciones iniciales
permiten relacionar la geometria de M y X, con la geometria de v por medio
del marco de Frenet de la curva -, siempre que esta se comporte bien.

Por ultimo, Luis Hernandez Lamoneda y Gabriel Ruiz Hernandez demues-
tran en [5] que, dada una superficie M en un espacio modelo riemanniano M de
dimension 3, M es isoparamétrica si por cada uno de sus puntos pasan 3 curvas
diferentes ; tales que sus respectivas superficies normales ¥, son minimas. El
objetivo de este capitulo es el de llevar este resultado al espacio de Minkowski
R$ como espacio ambiente, esto conlleva una exploracién més profunda de la
hipétesis de las tres curvas y de la geometria de las superficies normales >,
que desemboca en la Proposicion 2.18 y el Teorema 2.25, que se ha decidido
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nombrar primer teorema de caracterizacion; estos resultados representan una
mejora respecto de las proposiciones correspondientes mostradas en [5]. El Teo-
rema 2.37, que se ha decidido nombrar segundo teorema de caracterizacion, es la
consecuencia de la hipdtesis de las 3 curvas buscada en un ambiente lorentziano;
la diferencia es que el Teorema 2.37 caracteriza superficies paralelas y muestra
que en R$ las superficies paralelas e isoparamétricas no coinciden.

2.1. Superficies normales regladas

A lo largo de este capitulo se tomard M = R$, lo cual simplifica la parame-
trizacién de las superficies normales.

Proposicién 2.2. Sea M una superficie en R} y v una curva en M. Se define
la superficie normal 3, como la superficie reglada que es ortogonal a M a lo
largo de v y que se encuentra descrita por la siguiente parametrizacién:

P(s,t) = () +1£(s) , (2.1)

donde ¢ es el campo normal unitario de M y ¢ estd en el intervalo (—e¢,¢), para
alguna € > 0.

La Proposiciéon 2.2 se sigue directamente de la Definicién 2.1 ya que las
geodésicas de R son lineas rectas. Ademés, la direccién de las reglas de >, estd
bien definida por la orientacién de M y el valor de ¢ dependera de cada punto
v(s) sobre la curva ~.

El marco coordenado {¢s, ¢;} de la superficie normal ¥, queda descrito por
las siguientes expresiones:

$s(s,) =7 (s) + €' (s) 5 duls,t) =&(s) (2.2)

mientras que la métrica g> de > queda representada por la siguiente matriz:

g = ( <¢s6¢>s> 0 ) 7 (2.3)

€t

donde e; = (¢, P¢), cuyo valor serd 1 6 -1 dependiendo de la causalidad de M
ya que esta superficie siempre serd considerada tipo tiempo o tipo espacio.

Tomando en cuenta que la interseccién de M y ¥, es la curva -, las Ecua-
ciones (2.2) aseguran que la superficie normal ¥, siempre estard bien definida
alrededor de v desde el punto de vista topoldgico. Esto porque en + se tiene que
el conjunto {7/, £} es base del espacio tangente T, %,.

Dado que el espacio ambiente es lorentziano, la causalidad de las superficies
y las curvas siempre son importantes.

Lema 2.3. Sea M una superficie no degenerada de R} y ~ una curva regular
en M. Entonces, ¥, es una superficie no degenerada si y sélo si v no es tipo luz.

Demostracion. Como M es una superficie orientada que no es tipo luz, su campo
vectorial normal unitario £ siempre estard bien definido y:

er = (1, de) = (£,6) = £1 .
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Ademés, a lo largo de v se cumple lo siguiente para el marco coordenado de ¥:
¢s = ’7/ ;o o =¢§.

Por lo tanto, el determinante de la métrica ¢g* tiene la siguiente expresién a lo
largo de 7:
3 _ 1o
det gi, = e (7', 7")

de acuerdo con la Ecuacién (2.3).

Esto quiere decir que la métrica g* es no degenerada a lo largo de « si y
sélo si v no es tipo luz. Ademsds, la continuidad de la métrica implica que la
superficie ¥, no es tipo luz si y sélo si su métrica g* es no degenerada sobre .

Esto concluye la demostracién.
O

Como ¥, es una superficie reglada en la direccién de &, los vectores velocidad
de dichas reglas son paralelos en la direccion de las mismas reglas. Entonces:

Gre =Dy, s =0 = V5 ¢ =h" (¢, ) =0,

donde V¥ es la conexién inducida sobre iy h* es su segunda forma fun-
damental. Esto implica la siguiente identidad para curvatura media H* de la
superficie normal a lo largo de ~:

2H> = hz(qssv ¢s) = hz(’/ﬁ/) ) (24)

La informacién geométrica codificada en esta iltima ecuacion se puede leer en
el siguiente enunciado.

Lema 2.4. Sea v una curva de M en R$. Entonces, v es una geodésica de M
siy sélo si H* = 0 a lo largo de 7.

Demostracion. Si~y es una geodésica de M se tiene que v”(s) L M. Por lo tanto
7" (s) estd en el espacio tangente T 5% y por la férmula de Gauss se obtiene
que:

V' =Dy =V,

implicando a su vez lo siguiente:

h2<’7/7’yl) = hz(d)sad)s)h = 0 .

Entonces, de la Ecuacién (2.4) se sigue que H* = 0 a lo largo de ~.

Si la curvatura media de X es cero sobre el trazo de la curva «y se obtiene,
por medio de la Ecuacién (2.4), que h*(¢s, ¢s) = 0 sobre v. Entonces, usando
la férmula de Gauss para las superficies M y ¥, se obtiene la siguiente relacién:

V' =V =V +h(Y ) (2.5)

Como la férmula da Gauss se estd aplicando sobre la interseccién de las su-
perficies M y ¥, el campo V%,’y’ debe ser una combinacién lineal de {7, ¢}
mientras que h(y',~’) es un miiltiplo de £. Por lo tanto, la Ecuacién (2.5) obliga
al campo V.7 a ser un miltiplo de 7/, es decir:

/

VoY =M = V=0,
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ya que se estd suponiendo que todas las curvas se encuentran descritas por un
parametro afin.
O

Si 7 es una geodésica en M, el campo D.' siempre serd ortogonal a la
superficie M, es decir, D+’ serd paralelo a £. Esto quiere decir que, bajo la
definicién usual de campo normal para una curva en R3, el campo ¢ restringido
a -y coincide con el campo normal de y al ser £ unitario. Esto motiva la siguiente
definicion.

Definicién 2.5. Sea 7y una geodésica de M. El marco de Frenet de v adaptado a
M es el marco {v/,&,w}, donde ¢ es el campo normal unitario de M restringido
a7y y w es un campo unitario que completa el marco.

Las causalidades de cada uno de los vectores en {7/,&,w} dependerédn de
las causalidades de v y M. Por esta razon vale la pena definir las siguientes
cantidades.

Definiciéon 2.6. Se definen las cantidades ¢; para el marco de Frenet de
adaptado a M como se muestra a continuacién:

a=00""); =8 ; a=(ww). (2.6)

Al ser {7/, €,w} un marco ortonormal, las cantidades ¢; tomaran los valores 1 6
—1 de manera constante a lo largo de ~.

El marco adaptado, al igual que los marcos de Frenet en general, sigue un
comportamiento bastante especifico que se encuentra codificado en un sistema
de ecuaciones diferenciales ordinarias bastante simple. Antes de dar con dicho
sistema de ecuaciones, vale la pena recalcar el siguiente comportamiento del
marco adaptado.

Observacién 2.7. Sea v una geodésica de M y {+',&,w} su marco de Frenet
adaptado a M. Es importante recalcar que en este caso el conjunto {7/ ,w} es
una base ortonormal del espacio tangente de M a lo largo de 7, es decir, {7/, w}
genera a T, M.

Ahora si se esté en condiciones de enunciar las ecuaciones de Frenet para el
marco adaptado de v en M.

Proposicion 2.8. Sea v una geodésica no degenerada de M. Entonces el marco
de Frenet de v adaptado a M cumple las siguientes ecuaciones:

(a) Dy =7" =KE.
(b) Dy&=¢ = —cr1ea57 + €2€3Tw.
(¢) Dyw=w =—7€.

Estas Ecuaciones se conocen como las ecuaciones de Frenet para la curva =,
donde k y 7 son funciones C'°° sobre 7y que se conocen como la curvatura y la
torsion de ~y, respectivamente.



2.1 Superficies normales regladas 43

Demostracion. Como 7y es una geodésica de M:
v =Dyy =h(v',7) = k¢,

para alguna funcién suave k a lo largo de la curva. Esto demuestra la ecuaciéon

(a).
Por otro lado, (w,w) y {w,7’) son constantes. Entonces, derivando los pro-
ductos en la direccién de ' se obtiene:

(Vyw,w)=0 ; (Vyw,y)=0,

ya que v es geodésica. Por lo tanto Vyw = 0y Dyw = h(y,w) = —7¢ para
alguna funcién suave 7 sobre 7. Esto demuestra la ecuacién (c).

Por ultimo, de la definicién de operador de forma y las Ecuaciones (a) y (c)
se sigue que:

(Dy&7) = (A4, Y) =—(h(7,7),€) = —e2r .
(Dy§,w) (—A¢y,w) = —(h(7,w),§) = eo7 .

Por lo tanto, dado que D./& es tangente a M se sigue que la Ecuacién (b) es
cierta.

O

La torsién definida por la Ecuacién (c) no es la torsién usual que se define
para curvas en R3. La restriccién de estar contenida en una superficie M y tomar
el campo normal unitario de M como campo normal para la curva hace de ésta
una torsién ligeramente diferente.

Ejemplo 2.9. El helicoide tipo tiempo descrito por la siguiente parametriza-
cién:
Y(s,u) = (s,ucos(s),usen(s)) ,

contiene una recta con torsién diferente de cero respecto de su marco de Frenet
adaptado al helicoide.

Figura 2.1: Helicoide con vector normal.



44 Capitulo 2: Superficies normales no degeneradas

Los helicoides son superficies regladas y la parametrizacién del helicoide tipo
tiempo en la Ejemplo 2.9 se puede descomponer de la siguiente manera:

Y(s,u) = a(s) +ud(s) = (s,0,0) + u(0, cos(s), sen(s)) ,

en términos de una curva base «a y la direccién 9 de sus reglas.
Se puede verificar sin mucha dificultad que el campo normal unitario ¢ de
M adquiere la siguiente representacion al restringirlo a la curva «:

&(s) = (0, —sen(s), cos(s)) .

Entonces, el marco de Frenet {¢/,&,w} de o adaptado a M queda descrito de
la siguiente manera:

a(s) = (1,0,0),
5(8) - (07 - sen(s),cos(s)) ’ (27)
w(s) = (0,—cos(s), —sen(s)) .

Por lo tanto:
Dyw = w' = (0,sen(s), — cos(s)) ,

y la Ecuacién (c) de la Proposicién 2.8 asegura que la torsién de « es 7(s) = —1,
que es un resultado que en otras circunstancias se podria considerar errado ya
que « es una recta y por tanto una curva plana.

La siguiente proposicién muestra un conjunto de ecuaciones que pueden ser
muy utiles para entender la dindmica que siguen las superficies M y X, entre
si.

Proposicion 2.10. Sea v una geodésica no degenerada de M. Entonces se
cumplen las siguientes ecuaciones a lo largo de la curva:

a) Ay = e162ky — e2e3Tw.
b) hE(V,€) = ezezTw.

(c
d

(Aew, ') = —€aT.
WP (',y) = h*(€,€) = 0.
(e) VA =h(¥,v).

Demostracion. La ecuacién (a) es tan sélo otra forma de expresar la ecuacién
(b) de la Proposicién 2.8 en términos del operador de forma de M y la ecuacién
(c) es una consecuencia directa de ello.

Las ecuaciones (d) y (e) son consecuencia del Lema 2.4, como se puede ver
en la demostracién del mismo y en la Ecuacién (2.5).

Para demostrar la ecuacién (b) considérese lo siguiente. Como h* es ortogo-
nal a ., h* se encuentra en la direccién de w a lo largo de . Entonces, usando
la Ecuacién (b) de la Proposicién 2.8 se obtiene lo siguiente:

<h2(’y/7£)7w> = <D’Y’§7w> = €27 ,

obteniendo asi la ecuacion restante.

(
(b)

)
(d)
)



2.1 Superficies normales regladas 45

Lema 2.11. Sea M una superficie en R y v una curva no degenerada en M. Si
¥, es la superficie normal a M a lo largo de «, la curvatura K* de la superficie
normal adquiere la siguiente expresion:

2 _ = <Z7D¢s¢t>2
R

donde ¢ es el campo normal unitario a ., {@s, ¢;} es el marco coordenado de

Sy, €=(8) y e = (dr, br).

Figura 2.2: Cilindro circular tipo tiempo con sus lineas de curvatura.

Demostracién. Como la superficie normal Y., es una superficie reglada de R},
de la Proposicién 1.41 se sigue que la curvatura K> de >, se puede expresar de
la siguiente manera:

<A§¢s, ¢t>2
(@s: &s)

Utilizando la definicién de operador de forma para X, se obtiene que:

(AFbss d1) = —(Dg.E 1) = (€, Dy, ) .

KE = —EGt

demostrando asi la expresién propuesta para la curvatura de la superficie nor-

mal.
O

El Lema 2.11 permite hacer una demostraciéon del Teorema de Bonnet en el
espacio de Minkowski. Esto da pie a una futura generalizacién de este resultado
clasico en ambientes lorentazianos.

Teorema 2.12. Sea 7 una curva no degenerada de M y 3, la superficie normal
a M a lo largo de . Entonces, v es una linea de curvatura de M si y sélo si 3,
es plana.

Demostracion. Tomando en cuenta el Lema 2.11, basta con considerar el pro-
ducto (£, Dy, @) para llegar al resultado. Recordando que la variacién Dy, ¢,
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es la segunda derivada parcial ¢;s de la parametrizaciéon de 3., se llega a lo
siguiente:

(€, Dy, 1) = (€, b1s) = (£,€) - (2.8)

Como el campo ¢, = £ es constante a lo largo de las reglas de 2., su variacién
en la direccién del campo ¢, siempre coincidira con el valor de £, que a su vez
es igual al valor de —A¢4" a lo largo de la curva . Esto no quiere decir que
¢1s(s,t) sea igual a —Agy ya que para t # 0 los campos vectoriales mencionados
ni siquiera se encuentran definidos en los mismos espacios tangentes, tan sélo se
trata de una coincidencia propia de las superficies regladas.

Si K* =0 el producto (&, ¢:s) = 0, particularmente sobre v. Entonces:

<E, ¢ts>’¥ = <g7 £/>’Y = _<Ea AE’Y/>’Y =0.

Como & y Agy/ son campos vectoriales en T, M y £ es ortogonal a la curva v,
se puede concluir que:

Ay =N,

es decir, v es una linea de curvatura de M.
Por otro lado, si v es una linea de curvatura de la superficie M se cumple
que:

gl = *AEW/ = 7/\’7/ )

sobre 7. Entonces:

ps =7+t =" —tM = (1—-tA)y,

y como & es ortogonal a >y se cumple lo siguiente:

(E¢)=0 = (1-tA\(EA)=0.

Esto tltimo implica, por continuidad, que (£,7') = 0 en una vecindad de ~y
en . Por lo tanto, como el valor de ¢(s,t) coincide con el valor de £’(s) en
todos los puntos ¢(s,t) de X, la siguiente igualdad es valida:

(€ des) = (6,€') = =A({E,7) =0,

en todos los puntos de X,. Finalmente, haciendo buen uso del Lema 2.11 se
concluye que K> = 0.
O

El Teorema 2.12 es el teorema de Bonnet cuando el espacio ambiente es R?
y, aunque es el punto de partida e inspiracion de los articulos que dan vida a
esta tesis, no es el objetivo avanzar por el camino que traza este resultado. En
el siguiente capitulo se volvera a esta idea pero con una ligera modificacion,
mientras tanto, v cambiara de ser una linea de curvatura a una geodésica de M
y se pasard a considerar la curvatura media de 3, en vez de curvatura gaussiana.
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2.2. Superficies normales extremas

Definicién 2.13. Sea M una superficie en R? tal que su curvatura media H es
igual a cero. Entonces:

e Se dice que M es minima si M es tipo tiempo.
e Se dice que M es maxima si M es tipo espacio.

Considérese el campo ¢ del marco coordenado de X, descrito en la Ecuacién
(2.2). Usando el marco de Frenet de v adaptado a M se puede describir al campo
¢s en términos de la curvatura y la torsion de la curva base ~:

Gs(s,t) = [1 — ereatr(s)] 7' (s) + e2estr(s)w(s) . (2.9)

Esto permite describir, en una notacién mas simplificada, el campo ¢4 en térmi-
nos del marco de Frenet {7/, £, w} al usar las ecuaciones de Frenet establecidas
en la Proposicién 2.8:

hss = —€16atr’y + [1 — ereatk® — €2€3t7'2] £+ exestt’w . (2.10)

Las Ecuaciones (2.9) y (2.10) permiten establecer condiciones sobre la cur-
vatura media de la superficie normal, como se muestra a continuacién.

Lema 2.14. La superficie ¥, es maxima o minima si y sélo si el campo ¢s; es
tangente a X,,.

Demostracion. En todo X, se cumple que hz((bt, ¢+) = 0 ya que se trata de una
superficie reglada. Entonces:

x _ 1 P
H - 2<¢s7¢s>h (d)sa(z)s) 9

implicando que H* = 0 si y sélo si h*(¢s, ¢s) = 0. Ademas, la férmula de Gauss
aplicada a X, para el campo ¢, afirma lo siguiente:

¢ss = D¢S¢s = visﬁbs + hz(ﬁbs; ¢s) P

asegurando a su vez que h¥(¢s, ¢s) = 0 si y s6lo si ¢ss es tangente a 3. Esto
concluye la demostracién.
O

Observacién 2.15. Ambas superficies en la Definicién 2.13 son extremos del
funcional de area. Es por esta razén que el término superficie extrema se puede
aplicar en ambos casos.

Una consecuencia evidente del Lema 2.14 es que la superficie ¥, serd extrema
si y sélo si cualquier campo normal a X, es ortogonal al campo ¢,. Esta forma
de repensar el Lema 2.14 resulta muy util para determinar la geometria de 3,
a partir de la geometria de la curva base . El siguiente resultado representa un
primer paso en esta direccion.
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Lema 2.16. Sean {7',£,w} el marco de Frenet de v adaptado a M y 3, la
superficie normal a lo largo de . Entonces, el campo Y definido sobre ¥.:

Y(s,t) = —try — [e3 + th]w , (2.11)
es C'°, ortogonal a ¥, y diferente de cero en una vecindad alrededor de .

Demostracion. Para demostrar que la Ecuacién (2.11) es la expresién de un
campo ortogonal a X, es conveniente recordar que:

¢(s,t) = v(s) +1£(s) ,

es la parametrizacién de ¥, y que de esta, junto con la Proposicién 2.8, se
deducen las siguientes expresiones para su marco coordenado:

bs(8,t) = [1 — ereatr(s)] V' (s) + eaestT(s)w(s) 5  oi(s,t) =E&(s),

donde {7/, &, w} es el marco de Frenet de v adaptado a M.
Como ¢y = ¢ se sigue que (Y, ¢;) = 0 en todo X,. Por otro lado:

(Y,ps) = [1—ereatcl(Y,7) + eaestr(Y,w)
= [1 — ereatk](—€1tT) + eaestT(—eses + tk])
= —etT + ext’ kT — eatT[es + tK]
= —€1tT — eg€3tT
-0,

ya que €1ea€3 = —1 para cualquier marco ortonormal en un espacio lorentziano,
mostrando que Y es ortogonal a la superficie 3.

La definicién de Y en la Ecuacién (2.11) se da en términos de funciones y
campos vectoriales C*°, de donde se sigue que el campo Y asi definido es C'™
sobre ¥. Por tltimo, las identidades:

—€r€6a[es +tk] =1 — €reatk 3  —eges(—1T) = egestt

junto con las Ecuaciones (2.9) y (2.11) implican que el campo Y = 0 si y sélo
si ¢s = 0. Esto prueba que Y # 0 en la misma regién alrededor de v en la que
¢s # 0, dicho de otra manera, Y = 0 cuando la diferencial de ¢ deja de ser
inyectiva.

O

Hasta aqui se han experimentado las ventajas de usar el marco de Frenet de
~v adaptado a M, pero aiin més ventajoso sera usar la curvatura y torsién de y
respecto de su marco adaptado ya que estas cantidades pueden decir mucho de
la geometria de la superficie normal X, . El siguiente ejemplo clarifica bastante
esta idea.

Ejemplo 2.17. Considérese el helicoide tipo tiempo descrito en el Ejemplo 2.9
y la recta o contenida en él que coincide con el eje temporal en R$. La superficie
normal ¥, a lo largo de a es minima.
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Figura 2.3: Helicoide acompanado de su superficie normal a lo largo del eje ¢.

Las Ecuaciones (2.7) describen el marco de Frenet de o adaptado al helicoide
descrito en el Ejemplo 2.9. De ellas se pueden inferir los valores para la curvatura
y torsién de o que a continuacién se muestran:

k(s)=0 : 7(s)=-1.

Entonces, la Ecuacién (2.10) asegura que el campo vectorial ¢, definido sobre
Y« adquiere la siguiente representacion:

¢ss:[1_t]§:[1_t]¢t-

Por lo tanto, el Lema 2.14 asegura que la superficie normal ¥, es minima ya
que el campo ¢, es tangente a X,.

El resultado mostrado en el Ejemplo 2.17 no es de sorprenderse ya que X,
es a su vez un helicoide tipo tiempo de R3. Lo sorprendente aqui es que dicho
resultado se puede probar apelando de manera exclusiva a la geometria de la
curva en la interseccién de la superficie normal con la superficie base.

El siguiente resultado generaliza el comportamiento visto en el Ejemplo 2.17
con los helicoides.

Proposicién 2.18. Sea v una geodésica de M. Entonces la superficie normal
¥, es una superficie extrema de R$ si y s6lo si v es una curva de las siguientes
clases:

e 7 es una linea de curvatura de M con 7 = 0.
e v es una curva con curvatura y torsién constantes tal que 7 # 0.

Demostracion. Tomando en cuenta la expresién (2.11) para algiin campo normal
Y a X, y la expresion (2.10) para ¢, se obtiene lo siguiente:

<Y7 ¢ss> = _t7—<’7/7 ¢ss> - [53 + t’f] <w7 ¢ss>
—t7 (—eatr’) — [e3 + tr] (eatT’) (2.12)
= et?K'T — eaestt! — eot?kT’ .
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Si la superficie 3, es extrema el Lema 2.14 asegura que (Y, ¢s5) = 0, es decir,
que ¢ s es tangente a la superficie ... Entonces, de la ecuacién (2.12) se sigue
que:

7' = est [k — K'T] . (2.13)

Derivando la ecuacién (2.13) respecto de t se obtiene:
k' —K'T=0,

con solucién:
’ 1
™« =0 ; 7 =0.

Esto implica que 7 siempre es constante. Ademads, si 7 = 0 la geodésica v es
una curva plana y, por la ecuacién (a) de la Proposicién 2.10, una linea de
curvatura de M. Si 7 # 0, las pasadas ecuaciones implican que ' = 0 y, por
consecuencia, x es una funcién constante a lo largo de . Esto demuestra una
de las implicaciones de la Proposicién 2.18.

Que v sea una geodésica por hipdtesis me permite usar el Lema 2.14, que
dice mucho en cualquiera de los dos casos que quedan por analizar para obtener
la equivalencia.

Si 7y es una linea de curvatura plana de M se sigue que 7 = 0 y las expresiones
(2.9) y (2.10) se modifican de la siguiente manera:

¢s = [1—ereatr]y
2.14
Pss = —e€16atk’y + [1 — elegtﬁﬂ £. ( )

Dado que X, es una superficie bien definida en una vecindad de v, el campo
vectorial ¢4 debe ser diferente de cero en dicha vecindad. Esto quiere decir que
la funcién que multiplica a 4/ en la expresion de ¢ en (2.14) debe ser diferente
de cero y, como consecuencia de esto, se puede reescribir la expresién para ¢
en (2.14) como se muestra a continuacion:

—6162t/€/

¢ss ¢s + [1 — 61€2t’€2] ¢t ’

C1-— €16tk
donde ¢ = £. Por lo tanto ¢4 es una combinacion lineal del marco coordenado
de X, que, a su vez, implica que el campo ¢, es tangente a la superficie normal
.

Por otro lado, si v en una curva con curvatura y torsion constantes tal que
7 # 0, la expresién (2.10) para ¢ss se modifica de la siguiente manera:

Gss = [1 — 616215/12 — 6263t7'2] Ot .

Por lo tanto, de manera similar al caso anterior, ¢ss es tangente a X,,.
O

Evidentemente se tiene un gran interés en que las superficies normales X,
sean maximas o minimas. Ademads, las superficies ¥, son regladas y esto reduce
la cantidad de superficies en R? a las cuales >, pueda ser congruente. Es por
esta razén que vale la pena conocer las clasificaciones hechas para este tipo
de superficies en [13] y [6] para asi entender mejor el comportamiento de las
superficies normales.
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Las superficies listadas en los Teoremas 2.19 y 2.20 se encuentran bien defi-
nidas en los articulos [6] y [13], respectivamente, y no esté en el interés de este
trabajo definir con cuidado dichas superficies ya que no se trabajara directa-
mente con ellas.

Teorema 2.19. [6] Toda superficie maxima reglada del espacio de Minkowski
R$ es localmente congruente a una de las siguientes superficies:

(a) Plano tipo espacio.

(b) Helicoide de la primera clase.

(c¢) Helicoide de la segunda clase.
)

(d) Superficie conjugada de Enneper de la segunda clase.

Toda superficie maxima reglada M de R$ se puede describir por una para-
metrizacién como la que se muestra en la Proposiciéon 1.40:

P(s,t) = a(s) +td(s) ,

donde los campos vectoriales o y ¥ son campos espaciales unitarios sobre «
y ortogonales entre si. Entonces, si k y 7 denotan la curvatura y torsién de o
respectivamente, se puede determinar por medio de los valores de xk y 7 a qué
tipo de superficie es congruente M segun el Teorema 2.19.

e La superficie es congruente con el helicoide de la primera clase si:

|| > |7] > 0.

e Congruente con el helicoide de la segunda clase si:

|7] > || > 0.

e Congruente con la superficie conjugada de Enneper de la segunda clase si:
Ikl = || £ 0.

Si k = 7 = 0 la superficie es congruente con un plano tipo espacio.

Teorema 2.20. [13] Toda superficie minima reglada del espacio de Minkowski
R$ es localmente congruente con una de las siguiente superficies:

(a) Plano tipo tiempo.
Helicoide de la primera clase.
Helicoide de la segunda clase.

)
)
(d) Helicoide de la tercera clase.
) Superficie conjugada de Enneper de la segunda clase.
)

Un B-Scroll plano.
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Tomando en cuenta que las superficies regladas en el Teorema 2.20 son tipo
tiempo, las causalidades de « y ¢ en la parametrizacion:

'(/](S’t) = a(s) + tﬁ(s) )

pueden ser diferentes entre si. Ademads, como la Proposicion 1.40 es vélida cuan-
do las reglas de una superficie no son tipo luz, este tipo de parametrizacién con-
templa solo dos posibles casos; cuando ¥ es tipo espacio o tipo tiempo. En los
restantes casos la superficie deberd admitir una parametrizacién tipo B-scroll.

(a) Si ¥ es espacial y ortogonal a «, la curva deberd ser tipo tiempo. Entonces,
si Kk y 7 denotan la curvatura y torsién de « respectivamente, se obtiene lo
siguiente:

e La superficie es congruente con el helicoide de la primera clase si:
|7| > || > 0.

e Congruente con el helicoide de la segunda clase si:
|k| > || > 0.

e Congruente con la superficie conjugada de Enneper de la segunda clase
si:

Wl =7l #£0.

(b) Si®¥ es temporal y ortogonal a «, la curva deberd ser tipo espacio y, en este
caso, se obtiene que la superficie es congruente con el helicoide de la tercera
clase.

(c) Por dltimo, si el campo ¥ es tipo luz la curva « también serd tipo luz. En
esta caso la curva «a y el campo ¥ no serdn ortogonales y la superficie sera
congruente con un B-Scroll minimo y plano.

Una vez mas, si k = 7 = 0, la superficie es congruente con un plano tipo tiempo.

2.3. Primer teorema de caracterizacion

El objetivo de esta tesis es el de caracterizar las superficies paralelas del
espacio de Minkowski, objetivo que se alcanzara de dos maneras diferentes. Esta
seccion desarrolla la primera via para la caracterizacion de tales superficies.

Lema 2.21. Si una geodésica v de M es una curva con curvatura y torsién
constantes, el operador de forma de M cumple que (V. A¢) (7') = 0 a lo largo
de .

Demostracion. Como ~y es una geodésica de M se sigue de la Proposicién 2.10
que:
Ay = e16257 — e2e3Tw .
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Entonces, derivando la expresién del operador de forma en la direccién de v/ a
lo largo de la curva se obtiene lo siguiente:

(VyAe) (V) = VyAey' + A (V)

V. (e16357" — €2€37w)

y como las funciones k y 7 son constantes a lo largo de la curva:
(VyAe) (V) = €126V — e2e37Vyw .

La ecuacién (c) de la proposicién 2.8 implica que Dy w = w’ es normal a M,
es decir, w’ es paralelo al campo normal . Esto implica que la parte tangente
a M de w' es cero y, como 7 es una geodésica de M, se obtiene finalmente que
(VyAe)(v') = 0 alo largo de 7.

O

Se sabe de la teoria de subvariedades semiriemannianas que el operador
de forma A¢ de una subvariedad M siempre es autoadjunto en cada espacio
tangente T, M. Esta es una propiedad que se desea herede su derivada VA¢ y
que afortunadamente lo hace.

Lema 2.22. Sea X un campo tangente a una superficie M. Entonces el operador
VxA¢ es autoadjunto en cada espacio tangente de M.

Demostracion. Sean Y y Z dos campos vectoriales cualesquiera sobre M. En-
tonces:

(VxAe) (Y), Z) = (VxAY,Z) — (A¢ (VxY), Z)

= X(AY,Z)— (AY,VxZ) — (VxY, A Z)
X (Y, AcZ) — (Y, A (Vx Z)) —(VxY, AcZ)
(Y, VxAcZ) = (Y, Ae (Vx 2))
= (V,(Vx4) (2)) -

Por lo tanto, en cada espacio tangente T, M el operador V x A¢ es autoadjunto.
O

Cuando las hipétesis de un enunciado especifican que dos curvas 1 y 7o
contenidas en una superficie M son diferentes en un punto p de M, lo que en
realidad se estd diciendo es que el conjunto de vectores tangentes {71, v4} a las
curvas y; ¥ 2 es una base del espacio tangente T}, M.

Corolario 2.23. Si dos geodésicas diferentes en M con curvatura y torsiéon
constante se encuentran en un punto p, se cumple que VAg p = 0.

Demostracion. Sean 71 y 72 dos geodésicas diferentes de M con curvatura y tor-
sién constantes. Si v} y ¥4 son los vectores tangentes de 1 y 2, respectivamente,
se cumplen las siguientes igualdades:

(Vo Ae) () =0 5 (Vo Ae) (14) =0,

a lo largo de las respectivas curvas, como afirma el Lema 2.21.
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Anadiendo la hipétesis de que las geodésicas ~y; son diferentes y se encuentran
en un punto p de M, se sigue que {7{,75}, es una base de T,M y, particular-
mente en p, las ecuaciones anteriores son validas. Esto quiere decir que para
mostrar que en p el operador de forma es paralelo sélo queda por verificar el
valor de los factores:

(Vs Ae) ) v (VyAe) (D1 »

del operador VA¢, aunque en realidad basta con calcular cualquiera de los fac-
tores anteriores ya que su valor es el mismo por la ecuacién de Codazzi.

Como el Lema 2.22 asegura que el operador V x A¢ es autoadjunto para cual-
quier campo vectorial X sobre M, a partir de esta propiedad se puede calcular
el factor restante del operador VA,. Atn mas, dado que la base {7{,75} consta
de vectores no degenerados, se puede calcular el factor restante al multiplicarlo
por cada uno de los elementos de la base. Empezando por «] se obtiene:

(V1 4¢) ():71), = (12: (Vo Ae) (1)), =0

Por otro lado, usando ahora la ecuaciéon de Codazzi se obtiene lo siguiente al
multiplicar por ~:

(VaiAe) (12),72), = (Vg Ae) (11):72), = (11, (Vg de) (7)), =0 .

Por lo tanto, en la base {],v5} de T,,M todos los factores de VA son cero,
mostrando que VAg = 0.
O

Ejemplo 2.24. Cualquier geodésica no degenerada de una superficie paralela
en R? tiene curvatura y torsién constantes.

Para demostrar el Ejemplo 2.24 es prudente ir visitando cada una de las
superficies no triviales que aparecen en el Teorema 1.54, para asi conocer de cerca
la geometria de cada una de las clases de superficies paralelas que conforman la
clasificacién de Chen y Van der Veken en [1].

e Plano hiperbdlico en R}

Como se puede ver en (1.26), el operador de forma de H?(r) es un multiplo
de la identidad y por tanto una superficie umbilica de R}. Entonces, si 7 es una
geodésica de H2(r) se cumple que:

1
Ay = —;'y' , (2.15)

mostrando, por la ecuacién (a) en la Proposicién 2.10, que toda geodésica de
H?(r) es una linea de curvatura plana de la superficie, es decir, que toda geodési-
ca de H?(r) tiene torsién constante 7 = 0. Ademds, de la misma ecuacién en
la Proposicion 2.10 se puede obtener el valor de la curvatura x de -, curvatura
que resulta ser constante. Por lo tanto para toda geodésica en H?(r) se cumple
que:

W)= 5 T(5)=0,

es decir, que todas las geodésicas de esta superficie son lineas de curvatura
planas con curvatura constante.
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e Cilindro hiperbdlico plano tipo espacio
Las geodésicas v de H'(r) x R tienen la siguiente parametrizacién affn:

u(s) = AMs+ug

v(s) =Aas+wvy (2.16)

7(6) = 0 (ule),o(e)) donde {
donde las constantes ); estdn en R. Ademads, dado que el vector tangente v’ de
la geodésica se puede expresar como:

'7/ = u/wu + Ul¢v » (217)

se sigue de la expresién del marco coordenado en (1.27) y de la parametrizacién
afin en (2.16) que:

()=t W) + () = =1

Ademas, como los espacios tangentes de este cilindro tienen una métrica positiva
definida y el valor de las constantes \; representa cualquier posible direccién en
los espacios tangentes de H'(r) x R, las constantes ); se pueden expresar como
sigue:
1
A =—cosf ; Ay=senb, (2.18)
T
donde 0 < 0 < 27.
Por otro lado, de la parametrizacién afin (2.16) se sigue que u” = v"” = 0.
Asi que derivando la expresién de 4/ en (2.17) se sigue que el campo vectorial
~" se escribe de la siguiente manera:

’YN = (ul)Q Yuu + 2ulvl¢uv + (U/)2 Yoo

aunque se puede simplificar atin més. De (1.27) y (1.28) se sigue que las segundas
derivadas de la parametrizacién del cilindro adquieren los siguientes valores:

Dd)u wu = wuu = Tg )
D"/"u Yy = Y = 0,
Dd)v Py Yoo = 0,

obteniendo asf la siguiente expresién para "

de donde se deduce, por la ecuacién (a) en la Proposicién 2.8, el siguiente valor
constante para la curvatura de 7:

k(s) = %cos2 0. (2.19)

Para conocer la torsién 7 de 7y es necesaria una expresiéon del campo binormal
w sobre v con la cual trabajar. La siguiente expresion:

w(s) = (sen B senh u, sen 6 coshu, — cos ) . (2.20)
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es de gran ayuda ya que completa el marco de Frenet {7,&,w} y basta con
saber cémo varfa w a lo largo de v en la direccién de ' para obtener el valor de
7. Tal variacién w’ se muestra a continuacién:

W'(s) = (u'senfcoshu,u senfsenhu,0)

= u'senf £(s) = %cos@sen@ &(s)

y por la ecuacién (c) de la Proposicién 2.8, se obtiene finalmente el siguiente
valor constante para la torsion de la geodésica:

T(s) = —% cosfsenf . (2.21)

Por lo tanto todas las geodésicas del cilindro H(r) x R tienen curvaturas y

torsiones constantes, pero no sélo eso. Las expresiones para las constantes \;

en (2.18) asi como la expresién para la curvatura en (2.19) y para la torsién

en (2.21) de una geodésica dada, hacen evidente que las geodésicas del cilindro

son lineas de curvatura planas con curvatura constante siempre que 6 tome los
siguientes valores:

0 = 0,7 ; es una hipérbola espacial de radio r
) ) )
0 = 37, 37“ ; 7y es una recta espacial.

Para los restantes valores que pueda tomar 6 las geodésicas del cilindro son
hélices del ambiente.

e Espacio de De Sitter

Dado que el espacio de De Sitter S?(r) es una superficie umbilica de R?,
su operador de forma es un miltiplo de la identidad y se expresa de la misma
forma en que se expresa el operador de forma de H?(r) en (1.26). Esto implica,
de manera similar al caso de H%(r), que todas las geodésicas de S?(r) son lineas
de curvatura planas de S7(r), es decir, que la torsién de cualquier geodésica en
esta superficie es constante e igual a cero.

Sin embargo, aunque la ecuacién (a) de la Proposicién 2.10 ayuda a deter-
minar el valor de la curvatura de una geodésica v en S?(r), el signo de esta
dependerd de la causalidad de la geodésica v que se tome en cuenta.

Entonces, si v es una geodésica espacial de S?(r) se obtienen los siguiente
valores para su curvatura y torsién:

y en caso de ser v una geodésica temporal de S?(r) se obtienen los siguientes
valores para su curvatura y torsién:

Por lo tanto las geodésicas no degeneradas de S?(r) tienen curvatura y tor-
sién constantes, de tal forma que son lineas de curvatura planas con curvatura
constante.
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e Cilindro circular plano tipo tiempo

A partir de la parametrizacién ¢ (u,v) que aparece en la Definicién 1.51
para el cilindro circular Ry x S*(r), las geodésicas v de esta superficie estdn
parametrizadas, en términos de las variables u y v, como sigue:

u(s) = s+ug ; v(s)=Xas+wo . (2.22)

Ademsds, de las ecuaciones (1.31) se sigue que el marco coordenado es ortogonal
y cumple las siguientes ecuaciones:

(huy ) = =1 5 (uythy) =0 5 (W, 0hy) =72 .

Entonces, dado que toda geodésica del cilindro circular se describe en térmi-
nos de la parametrizaciéon como ~(s) = ¥ (u(s),v(s)), el vector tangente v de
cada geodésica queda descrito por la ecuacién (2.17), implicando la siguiente
relacién cuadratica entre las constantes \;:

Y =M+t 5 (V) =N+ =

Para representar todas las direcciones no degeneradas de Ry x S1(r), las
constantes \; no se pueden representar de la misma manera en que se represen-
taron para el caso de H(r) x R debido a la causalidad de las superficies. Asi, en
caso que y sea una geodésica temporal:

1
A1 =coshy ; Ay==x-senhyp, (2.23)
T
y en caso de ser v una geodésica espacial:
1
A1 =senhy ; Ay ==E-coshyp, (2.24)
r

para cualquier valor real de ¢. En el caso que v sea una geodésica temporal,
el signo que corresponda a Ay dependerd de la orientacién temporal que +/
tenga en R; x S*(r). Cuando la geodésica v sea espacial, los diferentes signos
en Ao corresponden a las diferentes componentes conexas en las cuales se pueda
encontrar v'; cabe recordar que sélo en el caso de las superficies el conjunto de
vectores espaciales en el espacio tangente consta de dos componentes conexas.

Asi, en términos de las constantes \; los elementos del marco de Frenet
{v,&,w} para la geodésica vy se describen de la siguiente manera:

Y (s) = (A1,—rAasenv,rlzcosv) ,
&(s) = (0,—cosv,—senv) ,
w(s) = (rAg,—Aisenwv, A\ cosv) ,

y derivando las expresiones para 7' y w se obtienen, a partir de las ecuaciones
de Frenet en la Proposicién 2.8, valores para la curvatura y torsién de cada
geodésica no degenerada en Ry x S1(r). Por lo tanto, si:

7"(s) = (0,—rA}cosv,—rA]senv) ,
w'(s) = (0,=A1A2cosv,—A1Aasenv) ,
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se obtiene lo siguiente:
k(s)=rA2 5 7(s) = =Ai\a,

es decir, que la curvatura y torsién son constantes para cada geodésica no de-
generada del cilindro circular.

Entonces, usando las ecuaciones (2.23) para las expresiones de las constantes
i, la curvatura x y la torsién 7 de una geodésica temporal se ven de la siguiente
manera:

1 1
#(s) = —senh®’p ; 7(s) =+~ coshpsenhyp ,
r T

mostrando que, cuando ¢ = 0, la geodésica es una linea de curvatura plana que
ademds es una linea recta, mientras que para los demas valores de ¢ la geodésica
es una hélice del ambiente. De manera andloga, si v es una geodésica espacial
del cilindro circular, las ecuaciones (2.24) hacen que la curvatura y torsién de
cada geodésica tengan las siguientes expresiones:

1 1
Kk(s) = = cosh? ¢ ; 7(s)==x=coshpsenhp ,
r r

mostrando que, cuando ¢ = 0, la geodésica es una linea de curvatura plana y
una circunferencia de radio r. En los demés casos la geodésica es una hélice del
ambiente.

e Cilindro hiperbdlico plano tipo tiempo

No es de sorprender que, respecto de la parametrizacién 1 en la Definicién
1.52, las geodésicas y(s) = ¥ (u(s),v(s)) del cilindro hiperbélico S}(r) x R de-
pendan del pardmetro afin s de la siguiente manera:

u(s) =Ais+ug 5 v(s) = Aes+p . (2.25)

Después de todo se trata de un cilindro en cuyo marco coordenado (1.34) observa
un comportamiento andlogo al de los demas cilindros que aqui se han estudiado.
Asi, de las ecuaciones (1.34) se siguen las siguientes propiedades para el marco
coordenado de este cilindro:

<7/1ua¢u> = 77ﬂ2 ; <¢ua1/}v> =0 ; <7/}v7wv> =1 ;

implicando, junto con la expresién (2.17) para cada vector tangente 7/, la si-
guiente relacion cuadratica entre las constantes \;:

V=Nt Xty 5 () =R =

que a su vez justifica la siguiente representacién para las constantes \; cuando
la geodésica v es temporal:

1
A1 =—coshy ; Ao ==£senhyp, (2.26)
r
y la siguiente representacién cuando la geodésica -y es espacial:

1
A =—senhyp ; My =xcoshp. (2.27)
T
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Con esto, los elementos del marco de Frenet {7/, £,w} obtienen las siguientes
expresiones en términos de las constantes A; sin importar la causalidad de la
geodésica dada:

v'(s) = (rAicoshu,rA;senhu, ) ,
&(s) = (senhwu,coshu,0) ,
w(s) (A2 coshu, Ao senhu, A1)

y a partir de esta expresiones se obtienen las siguientes para los campos v y

w':
7"(s) = (rA}senhu,rA}coshu,0) ,

w'(s) = (ArAgsenhu, \Azcoshu,0) .

Por lo tanto, la curvatura x y torsién 7 de cualquier geodésica no degenerada
en Si(r) x R adquieren la forma:

K(s) = 7’)\% ;o T(s8) = —AiAe,

tal que, siy es una geodésica temporal, las expresiones (2.26) para las constantes
A; hacen que k y 7 se reescriban de la siguiente manera:

1 1
k(s) = - cosh2§0 ;o oT(s) = :I:; coshsenh ¢ ,

mostrando que las geodésicas temporales de este cilindro son hélices del ambien-
te, salvo que ¢ = 0 ya que en este caso la geodésica es una linea de curvatura
plana y una hipérbola de radio r. En el caso que v sea una geodésica espacial,
las expresiones en (2.3) para las constantes \; hacen que x y 7 adquieran la
siguiente forma:

1 1
k(s) = —senh®p ; T(s) =+ coshysenhep ,
T T

mostrando, similarmente, que las geodésicas espaciales de este cilindro son héli-
ces del ambiente, salvo en el caso que ¢ = 0 ya que en este caso la geodésica es
una linea de curvatura plana que, ademas, es una linea recta del ambiente.

e Superficie minima y plana de Chen-Van der Veken

Las geodésicas v(s) = 1(u(s),v(s)) de la superficie de Chen-Van der Veken
My dependen del un pardametro afin s, respecto de la parametrizaciéon 1 para
My que aparece en (1.37), como se muestra a continuacion:

u(s) = Mis+ug 5 v(s) = Aas+ o, (2.28)

dependencia similar a la que tienen las geodésicas en todos los cilindros ante-
riores respecto de su pardmetro afin. Entonces, como v = u/v,, + v'1, se sigue
lo siguiente:

Y= My Aty 5 (V)= AT+ A =€,

ya que el marco coordenado (1.38) de My es ortonormal. Esto tltimo hace que la
representacién de las constantes A; difiera poco de la representacién introducida
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para estas constantes en los diferentes cilindros ya que, para My, si la geodésica
v es temporal se obtiene la siguiente representacion:

A1 =coshy ; Ay ==senhyp, (2.29)
y en caso que -y sea una geodésica espacial se obtiene la siguiente representacion:
A1 =senhg ; Ay==£coshy, (2.30)

Por otro lado, se sigue del marco coordenado (1.38) que todas las segundas
derivadas de la parametrizacién (1.37) de M, son normales y unitarias a My:

wuu = wv'u = _wu'u )

y dado que en (1.39) se escogié como campo normal unitario £ a ¥, la expresién
para 7" queda como sigue:

’7//(8) = (u)z "/}uu + 2’11//'0/1[)1“) + (U)Q wvv = ()\1 - )\2)2§ .

Entonces, si se define el campo binormal como w(s) := Agt),, + A\1¢,, de manera
analoga se obtiene que:
W'(s) = —(A1 — A2)%¢ .

Por lo tanto la curvatura y torsiéon de cualquier geodésica no degenerada de My
es constante. Esto quiere decir que la curvatura y la torsién de una geodésica
temporal en My, segin las expresiones (2.29), toman los siguientes valores:

k(s) = (cosh £senhp)® ; 7(s) = — (cosh + senh ¢)? |

mientras que, segin las expresiones (2.30), la curvatura y torsién de una geodési-
ca espacial toman los siguientes valores:

k(s) = (senh + cosh )’ ; 7(s) = — (senh =+ coshp)® |

mostrando que todas las geodésicas no degeneradas de My son hélices del am-
biente ya que las funciones cosh y senh nunca toman los mismos valores para
una misma variable .

Ahora si, el Ejemplo 2.24 allana el camino para poder enunciar el primer
teorema de caracterizacion de superficies paralelas.

Teorema 2.25. Sea M una superficie no degenerada de R3. Entonces por cada
punto p de M pasan al menos dos geodésicas diferentes de M con curvatura y
torsién constantes si y s6lo si M es una superficie paralela de R3.

Demostracién. Cualquier superficie paralela no degenerada en R es isométrica
a una de las superficies listadas en el Teorema 1.54, mientras que el Ejemplo
2.24 muestra que por cada punto de cualquiera de las superficies paralelas en
la lista del Teorema 1.54 pasan una infinidad de geodésicas no degeneradas con
curvatura y torsién constantes. Esto quiere decir que por cada punto de una
superficie paralela de R} pasan al menos dos geodésicas no degeneradas con
curvatura y torsién constantes.

Para finalizar la doble implicacion, el Corolario 2.23 afirma que en cada uno
de los puntos p de M en los que se crucen dos geodésicas no degeneradas de



2.4 Segundo teorema de caracterizacién 61

M que cumplan con las hipétesis de este teorema, el operador de forma serd
paralelo, es decir, que en p se cumple que:

Vae, =0,

y como esto pasa en todo punto p de M, se deduce que la superficie M es
paralela, o dicho de otra forma, se deduce que que el operador de forma de M
es paralelo:

VAEZO.

2.4. Segundo teorema de caracterizaciéon

Para desarrollar la segunda caracterizacion de superficies paralelas en el
espacio de Minkowski es necesario introducir nueva herramienta y, para ello,
cabe recordar que el polinomio caracteristico del operador de forma A, de una
superficie M se puede escribir de la siguiente manera:

Py (t) =12 — trAe  t + det Ag |, (2.31)

en cualquier espacio tangente 7, M cuando la dimensién de M es 2. Esta expre-
sién es conveniente ya que tanto la traza como el determinante de A¢ son inva-
riantes respecto de cualquier cambio de base en los espacios tangentes. Ademds,
la expresién en la Ecuacién (2.31) permite expresar las curvaturas principales
de M en el punto p como:

ki) =

)

2
trAe  + \/ (trAE ‘p) — 4det A¢

cuando estas son funciones con valores en R, donde el discriminante:
2
(tI‘Ag \p) — 4det Ag Ip

es de gran ayuda al determinar la representacién candnica que le corresponde al
operador de forma A¢ en T, M, como se vio en la demostracién del Lema 1.33.

La Ecuacién (2.4) y el Lema 1.33 son la fuente de inspiracién para la siguiente
definicién.

Definicién 2.26. Sea M una superficie en un espacio ambiente lorentziano. Se
define la funcién discriminante D : M — R como la funciéon que en cada punto
p de M toma el siguiente valor:

2
D(p) = (trAg ‘p> —4det Ag |, ,

donde trAg Y det A p SON los valores de la traza y el determinante del ope-
rador de forma en 7}, M.
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La funcién discriminante recién definida coincide, por construccién, con el
discriminante del polinomio caracteristico de A¢ en cada espacio tangente de la
superficie M. Asi, las curvaturas principales de M en cada punto p se pueden
reescribir de la siguiente manera:

a(p) = % [trA¢,, + VD) -

cuando estas son funciones con valores en R. Esta ultima acotacion es de suma
importancia ya que en el caso lorentziano existen puntos p en M donde D(p) < 0,
haciendo que las curvaturas principales k;(p) sean funciones con valores en C.
Desde el punto de vista de la geometria diferencial que se aborda en esta tesis se
dice que no existen las curvaturas principales en p cuando D(p) < 0, sin embargo
la funcién discriminante D(p) s estd bien definida en toda la superficie M y es
esta la razon principal para trabajar con esta funcién.

Lema 2.27. La funcién discriminante D : M — R esta bien definida y es C'*
en todo M.

Demostracion. Como el valor de la traza y el determinante de A¢ en T, M no
depende de la base en la cual se represente al operador Ag, los valores de trA, Ip
y det Ag |, estardn bien definidos.

Por otro lado, dado un marco ortonormal {ey, e5} alrededor de un punto p en
M, los valores de trAg PR det A¢ 1q S¢ pueden expresar de la siguiente manera:

tl”Ag la = 61<A5€1,€1>q + €2<A§€2762>q R
det A& g = <A561,€2>2 — <A§€1,€1>q<145€2,62>q ,

para todo ¢ alrededor de p en M. Estds expresiones para trA¢ y det A¢ se
encuentran en términos de funciones C*° de M, mostrando que las funciones
trAe y det A¢ son C™ sobre M. Por lo tanto, la funcién discriminante:

2
D(p) = (trAE |p) —4det A¢

es C* sobre M.
O

La funcién discriminante permite pensar de una mejor manera las conse-
cuencias del Lema 1.33 en una superficie M respecto del operador de forma.

Proposicion 2.28. Sea p un punto de una superficie M en un ambiente lorent-
ziano. Entonces se cumple lo siguiente:

e Sien p la superficie M tiene dos curvaturas principales diferentes entre si,
entonces existe un abierto alrededor de p en M tal que en todos los puntos
de ese abierto A¢ admite una representaciéon diagonal como la mostrada
en (1.10).

e Si en p el polinomio caracteristico de A¢ no tiene raices reales, entonces
existe un abierto alrededor de p en M tal que en todos los puntos de ese
abierto A¢ admite una representacién como la mostrada en (1.13).



2.4 Segundo teorema de caracterizacién 63

e El conjunto de todos los punto umbilicales y cuasiumbilicales de M es un
conjunto cerrado de M.

Demostracién. Como la funcién discriminante D es C'°° sobre M, también serd
continua en todo M. Asi, los enunciados son una consecuencia directa de la
continuidad de la funcién D.

O

Ademiés de todo lo dicho hasta ahora, la funcién discriminante D tiene un
comportamiento bastante regular sobre las superficies paralelas.

Lema 2.29. La funcién discriminante D es constante sobre cualquier superficie
paralela M en R3.

Demostracion. Queda claro que si trd; y det A¢ son constantes en cualquier
superficie paralela M, la funcién discriminante también serd constante. Asi,
se procederd a calcular la traza y el determinante de A¢ para cada superficie
paralela que aparece en el Teorema 1.54.

e Plano hiperbdlico en R}

En este caso, al ser H?(r) una superficie umbilical de R}, el operador de forma
Ag serd un multiplo de la identidad, como se ha mostrado en la Ecuacién (1.26).
Entonces, los valores de la traza y el determinante de A¢ serdn los siguientes:

2 1
trde = —= 5 det Ae = — .
PE ’I"’ (§] £ 7"2

En este caso D(p) = 0 en todo H?(r).
e Cilindro hiperbdlico plano tipo espacio

El operador de forma A del cilindro H L(r) x R se puede representar por
una matriz diagonal en todos sus puntos. Dicha representacion se muestra en la
Ecuacién (1.29) y de ella se pueden inferir los siguientes valores para la traza y
el determinante de Ag:

1
trAe=—= ; detA:=0.
r

En este caso se obtiene que D(p) = % en todo el cilindro.
e Espacio de De Sitter

La superficie S?(r) también es una superficie umbilical de R} y su operador
de forma, descrito en la Ecuacién (1.30), también es un multiplo de la identidad.
Asi, la traza y el determinante de A toman los siguientes valores:

2 1
trde = —— ; det Ae = — .
I‘g 7”‘7 (§] '3 7”‘2

En este caso D(p) = 0 en todo S7(r).

e Cilindro circular plano tipo tiempo
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El cilindro Ry x S'(r) tiene un operador de forma A¢ diagonalizable en todos
sus puntos, como se puede observar en la Ecuacién (1.33). Entonces, los valores
de la traza y el determinante de A¢ deben ser los siguientes:

1
tI‘Ag =— ; det Af =0.
r
Entonces, D(p) = % en todo Ry x S*(r).

e Cilindro hiperbdlico plano tipo tiempo

El cilindro H!(r) x R, al igual que el resto de los cilindros, tiene un operador
de forma diagonalizable cuya traza y determinante se pueden inferir a partir de
la representacién mostrada en la Ecuacién (1.36):

1
trag = ; detAg =0.

En este caso D(p) = -5 en todo el cilindro H'(r) x R.
e Superficie minima y plana de Chen-Van der Veken

La superficie de Chen-Van der Veken M es un B-scroll cuasiumbilical cuyo
operador de forma A, se pude representar como se muestra en las Ecuaciones
(1.40) y (1.42). En ambos casos se puede ver facilmente que:

trde =0 detAfzo.

Esto implica que D(p) = 0 en todo My y que la superficie misma es minima y
plana.

En caso que la superficie paralela M sea congruente a alguno de los planos,
su operador de forma siempre se podra representar por el operador trivial. En
dicho caso tanto la traza como el determinante de A serdn cero en todo M.
Por lo tanto D(p) = 0 en toda la superficie.

O

La continuidad de la funcién discriminante D permite definir los siguientes
conjuntos y verificar algunas de sus caracteristicas que serdan de suma impor-
tancia en el resto del capitulo.

Definicion 2.30. Considere los siguientes subconjuntos de R:
Rt={zeR|z>0} ; R ={zeR|z<0},

y considere la funcién discriminante D : M — R. Se definen los subconjuntos
U*t, Bo y U™ de M de la siguiente manera:

o Ut = D1 (RY).
e By = Dil(O)
« U~ =D (R

El siguiente resultado es una consecuencia directa de la Proposicion 2.28.
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Corolario 2.31. Los conjuntos UT y U~ definidos en la Definicién 2.30 son
subconjuntos abiertos de M, mientras que el conjunto By es un subconjunto
cerrado de M. Ademds:

M=UTUByUU™ .

Demostracion. Que los conjuntos UT y U~ sean abiertos en M y By cerrado
en M se sigue de la continuidad de la funcién D.
O

La Definicion 2.30 estd pensada para hablar de manera mas sencilla de las
posibles representaciones que A¢ pueda obtener sobre alguna superficie, asi como
de las distintas clases de puntos que puedan existir en la superficie.

Observacion 2.32. El subconjunto cerrado By de M consiste de todos los
puntos umbilicales o cuasiumbilicales de M.

De las Definiciones 1.35 y 1.36 se sigue que una condicién necesaria para que
un punto p de M sea umbilical o cuasiumbilical es que D(p) = 0. Sin embargo,
el Lema 1.33 hace de la condicién D(p) = 0 una condicién suficiente para de-
terminar si p es umbilical o cuasiumbilical, esto porque los tinicos dos casos en
el Lema 1.33 asociados a la condicién D(p) = 0 son los de las representaciones
(1.11) y (1.12) que, aplicadas al operador de forma en T, M, implican que p es
umbilical o cuasiumbilical. Por lo tanto un punto p de M es umbilical o cuasi-
umbilical si y s6lo si D(p) = 0. Dicho de otra forma, un punto p de M no es
umbilical o cuasiumbilical si p es elemento de UT 6 U~.

En [5], la demostracién del teorema principal que caracteriza las superficies
isoparamétricas en espacios modelos riemannianos usa las curvaturas principales
de las superficies para llegar a su objetivo. En caso que el espacio ambiente sea
lorentziano no se puede confiar en la misma técnica ya que los valores propios
de A¢ podrian ser complejos.

Proposicién 2.33. Sea M una superficie en R?. Si por cada uno de los puntos
de M pasan tres curvas no degeneradas tales que sus superficies normales son
maximas o minimas entonces el abierto U~ es el conjunto vacio.

Demostracion. Por hipdtesis en cada punto p del abierto U™ pasan tres curvas -y;
no degeneradas tales que las superficies X, son extremas, propiedad que implica
que las curvas 4; son en realidad geodésicas de M. Ademds, como D(p) < 0,
el Lema 1.33 asegura que el operador de forma A¢ tendrd una representacién
candnica como la que se muestra en la Ecuacién (1.13) en todos los puntos de
U~, representacién que carece de vectores propios reales. Esto quiere decir que
los vectores tangentes 7/ no pueden ser direcciones principales de M en p y, a
su vez, esto impide que las geodésicas ~; sean lineas de curvatura de M.

Asi, de la Proposicién 2.18 se sigue que las tres curvas 7y; que pasan por p
son geodésicas de M con curvatura y torsién constantes tal que 7 # 0 y por el
Corolario 2.23 se sigue que VA b= 0. Por lo tanto, como U~ es un abierto de
M, se sigue que U~ es una superficie paralela de R3.

Sin embargo, el Lema 1.55 asegura que toda superficie paralela de R$ tiene
al menos una direccion principal en cualquiera de sus puntos, caracteristica que
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no cumple U~. Con esto se concluye que el abierto U~ debe ser el conjunto
vacio.
O

La Proposicién 2.33 es un primer paso en la buisqueda de una generalizacién
del teorema principal demostrado en [5], y uno muy importante ya que el enun-
ciado estd asegurando que con las hipdtesis de las tres curvas nunca apareceran
valores propios complejos del operador de forma A¢. Dicho de otra forma, la
hipétesis de las tres curvas asegura que en todo punto p de M siempre habra al
menos una direccién principal.

Definicién 2.34. Sea M una superficie en R3$. Se definen los siguientes sub-
conjuntos de M:

e IV como el conjunto de puntos umbilicales de M.
e IV como el conjunto de puntos cuasiumbilicales de M.

En general no es claro cuando los conjuntos V' y W pueden ser abiertos o
cerrados, sin embargo lo que conocemos hasta ahora de los puntos umbilicales y
cuasiumbilicales si nos permite decir algunas cosas relevantes de estos conjuntos.

Proposicién 2.35. Sea M una superficie en R$. Los conjuntos V' y W de
puntos umbilicales y cuasi umbilicales de M cumplen las siguientes relaciones:

VUW =By, ; VnW=90. (2.32)

Demostracion. Ambas relaciones se siguen de las Definiciones 1.35 y 1.36, asi
como de la Observacion 1.38. A grandes rasgos, p es umbilical o cuasiumbilical
si y sélo si D(p) = 0, mientras que p no puede ser umbilical y cuasiumbilical al
mismo tiempo ya que el polinomio minimo de A¢ en p es tnico.

O

La siguiente Proposiciéon ahonda en el caso M = By. La apariciéon de los
puntos cuasiumbilicales en el mundo lorentziano obliga a prestar atencién a las
sutilezas de este caso.

Proposicién 2.36. Sea M una superficie en R} que consta de puntos umbilica-
les y cuasiumbilicales. Si por cada uno de los puntos de M pasan tres curvas no
degeneradas tales que sus superficies normales son méximas o minimas entonces
M es una superficie paralela de R3.

Demostracion. Siguiendo la notacién introducida en la Definicién 2.34 se puede
empezar por suponer que W es un conjunto no vacio y tomar un punto p en W.

La hipdtesis en la Proposicion 2.36 dice que en p pasan tres curvas no de-
generadas 7y; tal que las superficies normales Y., son extremas, es decir, son
méaximas o minimas dependiendo de su causalidad. Con esto, el Lema 2.4 ase-
gura que cada curva -y; es una geodésica de M mientras que la Proposicién 2.18
afirma que las curvas -; son lineas de curvatura planas de M o geodésicas con
curvatura y torsién constante tal que 7 # 0.

Por otro lado, como p es un punto cuasiumbilical de M las direcciones prin-
cipales de A¢ son tipo luz y multiplos escalares entre si en T, M. Esto implica
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que ninguna de las curvas 7; puede ser una linea de curvatura ya que, si alguna
de estas curvas lo fuera, el vector ’y;- seria una direccion principal no degenerada
en T, M, contradiciendo la suposicién de que p sea un punto cuasiumbilical de
M.

Por lo tanto las tres curvas ; de la hipdtesis que pasan por p son geodésicas
de curvatura y torsiéon constante tal que 7 # 0, y por el Corolario 2.23, se sigue
que VA = 0. Entonces, hasta aqui se ha demostrado que:

VAg =0,

pero se puede extender un poco mas este resultado. Dado que el campo tensorial
VA¢ es C en todo M, en particular es continuo; esto permite extender el
resultado anterior a la cerradura de W:

VA¢ =0, (2.33)

permitiendo que el resto de la demostracion transcurra en dos casos diferentes
que dependeréan del interior de V.

o intV =10

En este primer caso, si ¢ es un punto de V' cualquier abierto de M alrededor
de q contendrd un punto cuasiumbilical de M, es decir, que en cualquier abierto
alrededor de ¢ existiran puntos de W. Por lo tanto, todos los puntos umbilicales
de M se encuentran en la cerradura de W, y de las relaciones en (2.32) se sigue
que W = M. Esto implica, por la ecuacién (2.33), que M es una superficie
paralela de R$.

o intV #£ 0

Sea ¢ un punto en intV. Entonces existe un abierto alrededor de g tal que
todos los puntos en ese abierto son puntos umbilicales de M. Esto permite
considerar un marco ortonormal {ej, es} alrededor de q tal que, en este marco,
el operador de forma A¢ se puede representar de la siguiente manera:

Ae = AL,

en todo un abierto alrededor de g tal que A es constante. Por lo tanto:

(Ve, Ae) (ej) = Ve, Acej — Ae (Veiej)
= (6,‘ . )\) e; + /\Ve,iej — )\Veiej

en dicho abierto. Esto prueba que:
VAg V= 0,

y por las relaciones en (2.33), se sigue que VA¢ = 0 en todo M, es decir, M es
una superficie paralela de R$.
O
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Con esto se tienen listas las herramientas necesarias para enunciar y de-
mostrar una version lorentziana del teorema principal mostrado en [5] por Luis
Hernandez Lamoneda y Gabriel Ruiz Herndndez. Version que se centrara sobre
las superficies paralelas de R} y no sobre las superficie isoparamétricas, como se
hizo en [5]. Esto por las diferencias mostradas en la Observacién 1.62.

Teorema 2.37. Sea M una superficie no degenerada en R$. Entonces, por cada
uno de sus puntos pasan tres curvas no degeneradas tales que sus superficies
normales son maximas o minimas si y sélo si M es paralela.

Demostracion. Si por cada punto p de M pasan tres curvas -; tales que las
superficies normales 3., son extremas, la Proposicién 2.33 afirma que el abierto
U~ es el conjunto vacio. Esto implica que todo punto p en M que no es umbilical
o cuasiumbilical estd contenido en el abierto U™, es decir, que para todo p en
M se cumple D(p) =0 6 D(p) > 0. Por lo tanto:

M=U"UBy . (2.34)

Por otro lado, de la Proposicion 2.18 y el Lema 2.4 se obtiene que las curvas
v; son geodésicas de M. Entonces:

vv{’}/z{ =0,

y cada ~y; puede pertenecer a una de dos clases de curvas distintas en M; o bien
v; es una linea de curvatura plana de M o -; es una curva de M con curvatura
y torsién constantes tal que 7 # 0.

Como la interseccién de los conjuntos Ut y By es vacia se empezard a traba-
jaren el caso en que p es un punto en M contenido en el abierto U™ sin pensar
de momento en el conjunto By. Este caso se dividira en casos mas especificos
que se irdn puntualizando conforme se avance en la demostracién, descartando
de antemano la posibilidad de que las tres curvas 7; sean lineas de curvatura
ya que, de ser asi, p serfa un punto umbilical de M y no estaria contenido en el
abierto U™.

e Dos de las curvas ; que se cruzan en p son lineas de curvatura de M

Como U™ es un subconjunto abierto de M, existe una vecindad alrededor
de p en donde A tiene dos valores propios distintos. Esto permite construir un
marco ortonormal {e1, es} alrededor de p tal que los elementos e; del marco son
direcciones principales de M. Entonces, las lineas de curvatura v y 2 que se
cruzan en p satisfacen lo siguiente:

! . /o
Y1 = €1y Y2 = 2y,
y al ser geodésicas de M cumplen las siguientes relaciones:
Veiej‘pzo ) Veie,»:0.

Si k; es la curvatura principal asociada a la direccion principal e;, se obtienen
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las siguientes relaciones para el operador VA¢ en el punto de interseccién p:

(2.35)

a partir de las cuales se llega a la siguiente ecuacion:
(e1-k2)ez), = (e2-ki)er, ,

haciendo uso de la ecuacién de Codazzi. Ademas, dado que los elementos de un
marco son linealmente independientes, se llega a la siguientes identidades:

(61 ~k2)‘p:0 ] (€2~k51)|p:0 . (236)

Hasta aqui se ha probado que dos de las igualdades en las Ecuaciones (2.35)
son cero; falta demostrar que las restantes dos también son cero. Para ello se
fijara la atencion en la tercer curva de la hipotesis.

Si 3 es la geodésica de M que pasa por p con curvatura y torsién constante
tal que 7 # 0, su vector tangente 4 se puede expresar alrededor de p como se
muestra a continuacion:

Y5(5) = Ai(s)er + Aa(s)ea

de tal forma que las funciones \;(s), con ¢ = 1,2, cumplen que A;(s) # 0 a lo
largo de 73 en un abierto alrededor de p ya que las tres geodésicas en cuestion
son diferentes y 3 no es una linea de curvatura plana. Entonces:

Vs, = Ai(pler + Aa(p)ea =0,
implicando que:
AN(p) =AM, =0 3 X)) =752, =0. (2.37)

Ademis, por el Lema 2.21, se sabe que (V.; A¢)(v3) = 0 alo largo de la geodésica
v3. Entonces:

(V’Yé Aﬁ) (’Yé) |

= ng (/\1(8)](3161)‘1) + V’Yé (/\Q(S)kigeg)

P
lp >
y utilizando las ecuaciones (2.37) para las funciones A;(s) en p, se obtiene la

siguiente igualdad:

(Va5 Ae) (8)1p = M (D)KS (p) €1y + Ao (p)R2(D) €2 =0 -

Esto implica que las derivadas en p de las curvaturas principales k; en la di-
reccién 4 deben anularse ya que A;(p) # 0. Asi, ki(p) = 0 y, considerando las
siguientes expresiones:

ki(p) = (V3 - k1), = A1 (e - k), + Az (e2 - k1), = A (ex - ka), =0,

(2.38)
ky(p) = (V3 - k2)y, = A1 (ex - ko), + Az (e2 - k2) ), = A2 (e2 - k2), =0,
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se llega al resultado deseado. Por lo tanto, las ecuaciones (2.36) junto con las
ecuaciones (2.38) muestran que las derivadas de las curvaturas principales de M
en p son cero en cualquier direccién de T, M y, substituyendo esta informacién
en las ecuaciones (2.35), se puede concluir finalmente que:

(Ve A¢) (€5), =0 5 coni=1,2.
Dicho de otra forma, VA, b= 0.
e Una de las curvas «; que se cruzan en p es linea de curvatura de M

Si sélo una de las tres curvas 7; que pasan por p es una linea de curvatura
plana de M, las restantes dos curvas son geodésicas de M con curvatura y
torsion constante. El Corolario 2.23 afirma que VA, b= 0.

e Ninguna de las curvas 7; que se cruzan en p es linea de curvatura de M

Esto quiere decir que las tres curvas «; que se cruzan en p son geodésicas
de M con curvatura y torsién constante. De manera analoga al caso anterior, el
Corolario 2.23 asegura que VAg = 0.

Estos son todos los casos posibles considerando que p estd contenido en U™ .
Por lo tanto, VA, = 0 para todo p en M contenido en Ut.

Esto 1ltimo tiene atin més consecuencias. Como U1 es un abierto de M, en
realidad se ha demostrado que U™ es una superficie paralela de R$. Entonces,
del Lema 2.29 se sigue que la funcién discriminante D es constante en todo U™
y por la Definicién 2.30 se puede concluir lo siguiente:

Dy+(p) = cte. > 0 para todo pen UT .

Finalmente, la continuidad de la funcién discriminate asegura que Ut = M ya
que, de existir puntos umbilicales o cuasiumbilicales en M, la funcién D dejaria
de ser continua en todo M.

Por otro lado, si se empieza por suponer que p es un punto de M contenido
en By, la definicién 2.30 asegura que D(p) = 0. Es més:

Dp,(p) =0 para todo p en By .

Asi, la continuidad de la funcién D asegura que el abierto U debe ser el con-
junto vacio ya que la hipdtesis de las tres curvas se cumple en todo M. Es asi
que se llega a la siguiente conclusion:

e SiUT £, entonces M = UT.
e Si Ut =0, entonces M = By.

Por lo tanto, si p esta contenido en By se sigue que M = By y, haciendo uso de
la. Proposicién 2.36, se puede concluir que M es una superficie paralela de R3.
Esto concluye la primera parte de la demostracién.

El resto de la prueba es una consecuencia directa del Ejercicio 2.24 y de la
Proposicién 2.18 ya que, al asumir que M es una superficie paralela de R3, el
Ejercicio 2.24 afirma que cualquier geodésica v de M tienen curvatura y torsion
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constantes. Esta es una condicién suficiente, por la Proposicion 2.18, para que
la, superficie normal ¥, sobre cualquier geodésica «y sea extrema. Por lo tanto,
por cada punto p de una superficie paralela M pasan una infinidad de curvas
tales que la curvatura media de las superficies normales a lo largo de ellas es
cero.

O

Figura 2.4: Superficie de Chen-Van der Veken Mj acompanada de una superficie
normal maxima (azul) sobre una geodésica tipo espacio.

El Teorema 2.37 prueba que la condicién de las tres superficies normales
siempre fue una caracteristica de las superficies paralelas, incluso en los espacios
modelos riemannianos donde las nociones de superficie paralela e isoparamétrica
coinciden. Sin embargo, el Lema 1.59, que relaciona ambos tipos de superficies
en R3, permite rescatar parte del resultado mostrado en [5].

Corolario 2.38. Sea M una superficie no degenerada de R3$. Si por cada uno
de los puntos de M pasan tres curvas no degeneradas tales que sus superficies
normales son méaximas o minimas, entonces M es isoparamétrica.

Aunque el Corolario 2.38 es claro, a primera instancia no es evidente que el
enunciado reciproco sea falso. El siguiente ejemplo arroja un poco de luz sobre
este problema.

Ejemplo 2.39. La superficie isoparamétrica Ny en el Ejemplo 1.61 no cumple
con la hipétesis de las tres curvas 7y; que aparece en el Teorema 2.37.

Sea « la curva tipo luz en R} descrita por la siguiente parametrizacion:

- (3 (50 3 (51) %)

y n el siguiente campo tipo luz sobre a:

n(u) = (-1,-1,0) .
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Esta informacién basta para construir el B-scroll Ny del Ejemplo 1.61 haciendo
uso de la siguiente parametrizacion:

(u,v) = a(u) + vy(u) .

Entonces, el marco coordenado {t,,1,} de Ny se encuentra descrito de la si-

guiente manera:
da
,l/]u = % ; {lpv =n,

y el campo normal unitario £ a la superficie Ny como se muestra a continuacién:

g(uvv) = (1;271;271) .

Con esta informacién se puede verificar que las geodésicas v del B-scroll Ny que
no son tipo luz cumplen las siguientes relaciones:

v(s) = (u(s),v(s)) 5 (V) =¢,
donde:
u(s) =Ais+ug 5 v(s) = Aas+ g .

Esta dltima dependencia explicita de la variable afin es la que permite escribir
lo siguiente:

7/(5) = )\11% + /\27/)11 5 <'7/,"}//> =2\ Ay =€ s

y afirmar que \; # 0, ya que € = +1. Esto permite dar una expresién en términos
del marco coordenado de Ny para el campo w, elemento restante del marco de
Frenet de v adaptado a M:

W(S) == Alwu - )\Qwv N <W,UJ> = —2)\1>\2 = —€,
Estimando la variacién del campo w en la direccién 4’ se obtiene lo siguiente:

w'(s) = )\1 (Alwuu + >\27/}uv) - )\2 (Alwvu + >\21/}’U'U)
= A%wuu + A%wvv
= )‘%wuu
,d*a
Vau?
Un célculo rdpido muestra que la segunda derivada de « respecto de su variable
u es un multiplo escalar del campo normal £ de Ny. Asi:
d*a
du?
Por lo tanto, la torsiéon 7 de cualquier geodésica no degenerada v adquiere el
siguiente valor:

—u(w,0) = W(s) = u(s)A3E(s) |

7(s) = —u(s))ﬁ ,

mostrando que cualquier geodésica v de Ny que no es tipo luz tiene torsion
no constante. De la Proposicién 2.18 se sigue que las superficies normales X,
a dichas geodésicas no seran maximas ni minimas. Esto prueba lo que se ha
afirmado en el Ejemplo 2.39 y permite hacer la siguiente observacién.



2.4 Segundo teorema de caracterizacién 73

Observacién 2.40. En una superficie isoparamétrica M de R} pueden exis-
tir puntos por los cuales pasen menos de tres curvas tales que las superficies
normales a dichas curvas sean maximas o minimas.

Esto termina por verificar que el Teorema 2.37 es en realidad un caracte-
rizacién completa de las superficies paralelas del espacio de Minkowski R?, es
decir, que la propiedad de las tres curvas ; y sus superficies normales siempre
ha sido una caracteristica de las superficies paralelas mas no una caracteristica
de las superficies isoparamétricas.






Capitulo 3

Superficies normales sobre
curvas tipo luz

En el capitulo anterior se restringié la causalidad de las curvas contenidas en
una superficie M de tal manera que estas siempre fueran tipo tiempo o espacio.
Esto se hizo para asegurar que la superficie normal X, no se degenerara en una
vecindad de 7, como se muestra en el Lema 2.3, permitiendo asi aplicar a la
superficie normal las herramientas clasicas de la geometria de subvariedades.

A lo largo de este capitulo se seguird explorando la dindmica, como se hizo en
el capitulo anterior, entre una superficie M, sus curvas y y sus superficies nor-
males Y, pero con la hipdtesis adicional de que las curvas « sean tipo luz. Dicho
de otra forma, se quiere explorar que sucede con la geometria de la superficie
normal ¥, cuando la curva base vy es tipo luz. Esta eleccién en la causalidad de
la curva base se abordard de dos maneras diferentes; cuando X, es degenerada
en una vecindad de v y cuando ¥, es no degenerada fuera de la interseccién con
M.

Uno de los resultados sobresalientes de este capitulo se construye al analizar
qué sucede con el Teorema de Bonnet 2.12 cuando la curva base de la superficie
normal es nula. El Teorema de Bonnet tipo luz 3.10 que resulta de este andlisis
establece una conexién entre la curva 7 y la superficie normal ¥, a través
de su causalidad, a saber, v serd una linea de curvatura tipo luz de M si y
sélo si 3, es a su vez una superficie tipo luz de R3. Este resultado devela
un comportamiento acotado por parte de la superficie normal 3., debido a su
caracter causal, comportamiento que permanece restringido incluso cuando el
espacio ambiente es un espacio modelo N7 (K) diferente al espacio de Minkowski.

Por 1ltimo, que la curva base v de una superficie normal ¥, sea nula no
asegura la degeneracién de la iltima en una vecindad de la curva, aunque la
degeneracién de 3, s esté asegurada a lo largo de 7. Esto permite pensar en
los casos que X, sea no degenerada a un lado y otro de M; del andlisis de estos
casos se establecen relaciones geométricas que dirigen los esfuerzos de esta tesis
a un ultimo teorema de caracterizacién para superficies paralelas tipo tiempo
en el espacio de Minkowski.

Todo esto se logra por medio del marco de Frenet y las curvaturas k1 y ko
definidas para una curva nula en el capitulo 1 de esta tesis, sin embargo, el marco
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de Frenet se debe adaptar a la superficie M para poder conectar la geometria
de esta superficies con las geometria de Y., de manera andloga a como se hizo
en el capitulo anterior.

3.1. Curvas tipo luz en superficies

La construccién de un marco de Frenet para una curva tipo luz en cualquier
espacio ambiente lorentziano depende de la elecciéon de un haz screen o de un
haz transversal nulo para la curva; una vez tomada esa eleccién el marco de
Frenet se puede construir de manera tnica. En caso que la curva se encuentre
inmersa en una superficie tipo tiempo M se cuenta con un candidato natural
para servir de haz screen de la curva ya que, al estar la superficie M orientada,
existe un campo normal unitario £ definido globalmente sobre M.

Definiciéon 3.1. Sea M una superficie tipo tiempo en un espacio ambiente
lorentziano M y sea -y una curva tipo luz en M. Se dice que el marco de Frenet:

m &},

para la curva v es un marco de Frenet adaptado a M si se toma por campo
normal de v al campo normal unitario £ de M restringido a la curva ~.

Dicho de otra forma, lo que se hace en la Definicién 3.1 es restringir el haz
normal TM+* de la superficie M a la curva tipo luz v y tomar dicha restriccién
como el haz screen de la curva, es decir:

S(Ty*) =TMp .

Esta es una forma de relacionar la geometria de la curva con la geometria
de la superficie que la contiene. Por un lado, el campo normal transversal 7 serd
tangente a la superficie implicando que, en cada punto sobre la curva tipo luz
7, el conjunto {7/,n} serd una base del espacio tangente de la superficie. Por
otro lado, las ecuaciones de Frenet para ~:

Y’Y',y/ = Hlf )
Y’)’/n = HQ& s (31)
Vy€ = —kray —kin,

se relacionaran con el operador de forma de manera similar a como sucedié en
el capitulo anterior. Asi, la tercera ecuacién en las Ecuaciones (3.1) se puede
reescribir de la siguiente manera:

Aey = koY + kam . (3.2)

Observacién 3.2. Una consecuencia de la Definicién 3.1 y la elecciéon de un
parametro afin para todas las curvas tipo luz en esta tesis se puede observar
en la primera relacién de las Ecuaciones (3.1). Asi, todas las curvas tipo luz
contenidas en una superficie serdn geodésicas de la superficie en cuestién.

Como se verd mas adelante, las curvaturas de una curva tipo luz en una
superficie tienen un papel muy importante a lo largo de este capitulo ya que es en
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términos de éstas que se pueden dar condiciones que determinen la geometria de
la superficie que las contiene. El caso de geodésicas tipo luz del espacio ambiente
contenidas en una superficie es de particular interés.

Ejemplo 3.3. Sea « la siguiente curva tipo tiempo en el espacio de Minkowski:
a(u) = (senh u, coshu,0)
y ¢ el campo de direcciones tipo luz mostrado a continuacién:
PH(u) = (1,cosu,senu) .
Entonces la superficie M descrita por la siguiente parametrizacién:
P(u,v) = a(u) + vd(u) ,

es una superficie reglada de R} con reglas tipo luz tal que la segunda curvatura
de sus reglas es constante.

Las reglas de la superficie reglada M definida en el Ejemplo 3.3 son los
trozos de lineas rectas y completamente contenidas en la superficie M y que
estan parametrizadas de la siguiente manera:

v(v) = P (uo,v) = a(uo) + v¥(uo) ,

para cada valor constante ug. Evidentemente las reglas v de M son tipo luz ya
que:
V() =9w) 5 )= =0,

para cualquier valor u en la parametrizacién v de M.

Evidentemente se estd buscando, como ya se ha mencionado, entender cémo
las geometrias de la curva y la superficie se conjugan entre si, razén por la cual
se usara el marco de Frenet adaptado a M para todas las reglas v de la superficie
y se calcularan las curvaturas de cada recta ~y respecto de dicho marco. Para
esto es necesario conocer el campo normal unitario £ a la superficie.

Antes de seguir adelante con el cédlculo que se desea efectuar es prudente
hacer una pausa para conocer un poco mejor a la superficie M cuyo marco
coordenado se muestra a continuacién:

by = ' (u) + v’ (u) = (coshu,senhu — vsenu,vcosu) ; ¥, =J(u) .

Dado que {(¢,,%,) = 0, el determinante de la métrica g de M adquiere el
siguiente valor en términos del marco coordenado:

det g = —(thy, ¥y)? = — [~ coshu + senh u cos u]” |
implicando que det g depende sdlo de la variable u. Por lo tanto:
det Jlu=0 <0 R

esto quiere decir que la superficie M estd bien definida en una vecindad del
punto a(0) a lo largo de a, que M es una superficie temporal de R$ y que las
reglas v de M se extienden indefinidamente en el espacio ambiente.
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Una vez mostrado que la superficie M esta bien definida se puede empezar
con el calculo propuesto en el Ejemplo 3.3. En esta direccion, se puede notar
que el siguiente campo vectorial é , determinado a partir del marco coordenado
de M, es ortogonal a la superficie en el espacio ambiente:

& = (v —senhusenu,vcosu — coshusenu,vsenu + coshucosu — senhu)
sin embargo este campo no es unitario como se muestra a continuacion:
£ 2
(€,€) = cosh(2u) — senh(2u) cos u — senh”® usen® u . (3.3)

Entonces, si se define la funcién A(u,v) sobre la superficie M de la siguiente
manera:

A(uv U) = <£7 é> ) (34)

se puede construir la siguiente expresién local para el campo normal unitario £
de la superficie:

E(u,v) = mf(u,v) .

Ademds, como se sigue de la Ecuacién (3.3), la funcién A(u,v) no depende de
v en todo M. Esto implica que en cada regla v de M la cantidad A(u) definida
en la Ecuacién (3.4) permanecerd constante a lo largo de la misma ya que cada
~ depende exclusivamente de la variable v. Por lo tanto, la variacién de £ a lo
largo de las rectas v queda expresada como sigue:

¢ 1 dé 1 1,

dv  A(u)dv  Alu) (u) = m7 ’ (3:5)

siempre que la expresion local de & esté bien definida.

Como la Ecuacién (3.5) es una de las ecuaciones de Frenet de 7 respecto del
marco adaptado a M se sigue, como era de esperarse, que la primera curvatura
de cada regla v es k1 = 0 mientras que la segunda curvatura es:

para cada regla de M, es decir, la segunda curvatura de cada regla es constante
aunque diferente de recta en recta.

El comportamiento mostrado en el Ejemplo 3.3 es més comun de lo que se
podria esperar en un principio a pesar de que ya se vislumbré dicho comporta-
miento en las superficies B-scroll.

Antes de seguir adelante vale la pena detenerse a hacer la siguiente observa-
cion.

Observacién 3.4. Siempre que se trate con curvas tipo luz contenidas en una
superficie se usara el marco de Frenet adaptado a dicha superficie para describir
a la curva, sin importar en qué espacio ambiente se esté trabajando.

Aclarado este punto se puede continuar con el siguiente resultado.

Proposicién 3.5. Sea M una superficie reglada tipo tiempo de R$ cuyas reglas
son rectas tipo luz del espacio ambiente. Entonces, la segunda curvatura ko de
cada regla de M es constante.
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Demostracion. Se M una superficie reglada tipo tiempo de R$. Entonces M se
puede describir por la siguiente parametrizacién:

P(u,v) = a(u) + vd(u) ,

donde « es la curva base y 9 es la direccién tipo luz de cada una de las reglas
v de M. Ademsds, las reglas de M se parametrizan de la siguiente manera:

(v) =aw) +viu) = +'(v) =0(u),

evidenciando que dichas reglas son en efecto rectas tipo luz de R} ya que 7" = 0
para cualquier valor de la variable u que se considere.

Por otro lado, si £ es el campo normal unitario de M se sigue que el marco de
Frenet {7/, n,£} para cada regla v de M cumple con las siguientes ecuaciones:

,.y// — 0
= K, (3.6)
5/ = _"{‘27/ )

y en términos del operador de forma de M se obtiene que:
Ay = k2,

es decir, las reglas de M son lineas de curvatura.

Se sabe que para cada recta 7y el campo 7 estd completamente determinado
por &, sin embargo no queda claro a primera vista que la coleccién de campos 7
de cada una de las rectas v forme un campo vectorial C'> sobre M. Asi, para
proseguir con esta demostracién es necesario que se pueda justificar la existencia
de un campo 7 sobre M que coincida con el campo vectorial determinado por &
en cada una de las reglas de la superficie.

De la parametrizacion de M se sigue que el marco coordenado de la superficie
se puede expresar de la siguiente manera:

wu = a/(u) + vﬁ’(u) ) "/}v = 19(“) y

resaltando que (¢,,%,) = 0 en todo M. Esto implica que el determinante de
la métrica g de M adquiere la siguiente representaciéon en términos del marco

coordenado {t,, ¥, }:
detg = —<¢u,1/)v>2 )

y dado que (¢,%') = 0 por la causalidad de ¥(u), se concluye que:
(Vs Po) = <O/,’L9> #0, (3.7)

ya que por hipétesis M es una superficie no degenerada. Desde un punto de vista
geométrico la Ecuacién (3.7) implica, dado que ¥ = 4/, que en una superficie
reglada tipo tiempo cuyas reglas sean tipo luz, estas no pueden ser ortogonales
a la curva base.

Por otro lado, como el campo de vectores +' tangentes a las reglas de la
superficie estd bien definido a lo largo de M, es posible pensar en la existencia
de un campo vectorial n a lo largo de la superficie que cumpla las siguientes
condiciones:

(mm)y =0 ; n)=1, (3.8)



80 Capitulo 3: Superficies normales sobre curvas tipo luz

es decir, un campo vectorial que en cada punto de M determine un vector tipo
luz que esté normalizado respecto de +'. Para este fin considérense las funciones
A1 ¥ A sobre M que a continuacién se muestran:

)\1 = )

Ay = *WWMJ/’M )
las cuales estdn bien definidas dado que la Ecuacién (3.7) asegura que el pro-
ducto escalar (o/,+’) es diferente de cero. Entonces, en términos del marco
coordenado {1, 1, } se obtiene que el campo vectorial:

N = My + Aoty , (3'9)

asi definido cumple con las condiciones planteadas en la Ecuacién (3.8). Por lo
tanto, al restringir n a cada regla de M se obtiene el campo vectorial determinado
por & que completa el marco de Frenet de cada regla v de M. Esto permite darle
sentido a la conexién V,~" alrededor de cada regla de la superficie al valuarla
en dichos campos.

La necesidad de saber cémo se comporta la conexién de M respecto de los
elementos del marco {7/, n} nace de la posibilidad de dar alguna condicién sobre
la segunda curvatura de las reglas al hacer variar el operador de forma en estas
direcciones. Asi, la Proposicién 1.32 permite conocer los valores de la conexién
de M respecto de los elementos de este marco tipo luz:

Vyy' =0 S =

3.10
VY = -y 5 VY = g, (3.10)

donde g es una funcién C'* sobre M. Los particulares valores que se aprecian
en las Ecuaciones (3.10) son consecuencia de que las reglas v de la superficie
sean geodésicas del ambiente.

Con esto se estd en condiciones de calcular las siguientes variaciones del
operador de forma de la superficie:

(V“/’Af) (n) = Vo Agn — Ag (VM)
VWAEU 5
(Vade) (V) = VyAey — A (Vi)

Voo + gAey
= (n-r2)y + r2Vyy' + gr2y'
= (n-K2)Y,

y haciendo uso de la ecuacion de Codazzi se obtiene que:
Vo Aen = (n-r2)y" . (3.11)

La expresién que se encuentra al costado izquierdo de la igualdad mostrada
en la Ecuacién (3.11) es tangente a la superficie M y se puede expresar como
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una combinacién lineal del marco {7’,n}. Los coeficientes de dicha combinacién
lineal se pueden encontrar facilmente como se muestra a continuacién:

(VyAen,') = ' (Aen,v') — (Aen, V')
= ' (n,Aey) =+ (n,k27")
= ’7’.[{2’

(VyAen,m) = ~'(Aen,n) — (Aen, Voyn)

= 2 (h(n,n),6) ,

donde h es la segunda forma fundamental de M. Entonces:

Vo Aen = [y (h(n,n), )17 + (v - K2) 7,

y la igualdad en la Ecuacién (3.11) lleva a la siguiente combinacién lineal de los
elementos del marco:

(Y (h(n,m), &) — (- K2)]Y + (v - K2)n =0,

que, dada la independencia lineal de dichos elementos, implica las siguientes
identidades:

n-ke =~"(h(n,n),& ;3 v -k2=0. (3.12)

Por lo tanto se cumple que v’ - ko = 0 para cualquier regla de M, es decir,
la segunda curvatura de cada regla v de la superficie se mantiene constante en

la direccién de la regla v correspondiente.
O

Del teorema egregio de Gauss se sigue que la curvatura intrinseca K de una
superficie temporal M se puede expresar como el determinante del operador de
forma:

K:detAE .

Ademsds, dado que las hipétesis que se plantean en la Proposicién 3.5 implican,
como se vio en la demostracién de dicha proposicion, que las direcciones de las
reglas de la superficie M seran direcciones principales de la misma, se concluye
que la segunda curvatura ko de las reglas tendra que aparecer en la expresion
del determinante det A¢, es decir, que la segunda curvatura xo de cada regla de
M aparecera en la expresién de la curvatura K de M. Asi, las Ecuaciones (3.12)
contienen informacién relevante de la curvatura de la superficie.

Corolario 3.6. Sea M una superficie reglada de R} cuyas reglas son rectas tipo
luz del espacio ambiente. Entonces la superficie M tiene curvatura constante si
y solo si todas las reglas de M tienen el mismo valor en su segunda curvatura.

Demostracion. Que las reglas v de M sean rectas tipo luz del ambiente implica
que cada regla v cumplird con las ecuaciones de Frenet (3.6) respecto del marco
de Frenet adaptado {v',7,£}, donde & es el campo normal unitario de M y 7
es el campo vectorial definido en la Ecuacién (3.9), ambos restringidos a cada
regla . Esto implica lo siguiente:

Ay =Koy,
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es decir, las reglas de M son lineas de curvatura tipo luz con curvatura principal
Ka.

Si A¢ posee una direccién principal tipo luz se sigue del Lema 1.33 y la Ob-
servacion 1.38 que el operador A¢ solo puede tomar una de las representaciones
canénicas que se muestran en las Ecuaciones (1.11) y (1.12). Cualquiera que sea
el caso se sigue lo siguiente:

K =det A¢ = K3, (3.13)

es decir, que la curvatura de M depende por completo de de la segunda curvatura
ko de las reglas v de M.

Entonces, si M tiene curvatura constante se sigue de inmediato, por la Ecua-
cién (3.13), que todas las reglas de M tienen la misma curvatura.

La implicacion reciproca se demuestra anilogamente como consecuencia de
la Ecuacién (3.13). Sin embargo, las Ecuaciones (3.12) dicen un poco més al
respecto ya que las condiciones del Corolario 3.6 implican el resultado de la
Proposicion 3.5, es decir, la segunda curvatura ko de cada regla es constante
en la direccion de la regla misma pero, tomando en cuenta el marco adaptado
{7',n} de M, se tiene también la siguiente igualdad:

- k2 =7"(h(n,n),) .

Esto quiere decir que si ko es constante en la direccién de 7, la segunda forma
fundamental h de M valuada en 7 serd constante en la direccién de cada regla
v de la superficie.

Por lo tanto, dado que ya se tiene que k9 es constante en la direccién de ~/,
se sigue que K es constante si y sélo si la segunda forma fundamental h valuada
en 7 es constante en la direccién de cada regla de M, es decir, que el valor de
h(n,n) puede variar de regla en regla pero se mantiene constante a lo largo de
una regla dada.

O

Un ejemplo de esto tltimo es el caso del espacio de De Sitter unitario S?
que, como se vio en Ejemplo 1.44, se puede describir como una superficie tipo
B-scroll y por tanto como una superficie reglada de R} con reglas tipo luz. La
parametrizacién de S? como B-scroll es la siguiente:

Y(u,v) = a(u) + vd(u)

donde la curva base a y la direccién ¢ de las reglas dependen del parametro u
de la siguiente manera:

(’U/, 1au) )

Iu) = (—;(u2+1),—u7—;(u2—1)),

2
£
I

haciendo que el marco coordenado de S? respecto de esta parametrizacion se
exprese de la siguiente forma:

Yy = (1 —wv,—v, 1 —wv) ; 1, =9(u) .
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Asi, en términos del marco coordenado {t,,1,} de S? se puede expresar el
marco de Frenet {7, 7n, &} de cada regla v como:

/

U2

Y= Yy,

n o= - 7#’1} )
5 = ¢uv - ’UQ/JU .

Por lo tanto, un calculo directo lleva a la siguiente expresién:
Dy = Vyn = —on ,

que a su vez implica que:
h(n,m) =0,

es decir, la segunda forma fundamental de S7 se anula al evaluarla en la direccién
de 1 y, en términos de las Ecuaciones (3.12), la segunda curvatura de cada regla
7 de S? obtiene el mismo valor constante. Dicho de otra forma:

n-ke=7~"(h(n,n),6) =0 ;5 ~ -ke=0.

La condicién de que una superficie esté foliada por rectas tipo luz del am-
biente, como se menciona en la Proposicién 3.5, es crucial para que la segunda
curvatura de cada regla sea constante en la direccién de la regla. El siguiente
ejemplo es una muestra de ello.

Ejemplo 3.7. La superficie M descrita por la siguiente parametrizacion:
P(u,v) = (u(l + 2v),u(l + vcosu), uvsenu) , (3.14)

en R} contiene una recta tipo luz del ambiente cuya segunda curvatura no es
constante.

Si se toma v = 0 en la Ecuacién (3.14) se puede verificar ficilmente que la
superficie M contiene una recta tipo luz -y descrita a partir de la parametrizacion
misma de la superficie M. Entonces, si:

v(u) = ¥(u,0) = (u,u,0),
se verifica que la curva 7 es en realidad una recta del espacio ambiente:
7Y =(110) ; (¥,7)=0 ; ¥"=0.

Una manera de calcular la segunda curvatura ko de la recta v es derivando el
campo normal unitario £ de M en la direccién de v, y para conocer una expresion
de ¢ es prudente describir el marco coordenado {1, 1, } de M. De la Ecuacién
(3.14) se sigue que:

Y, = (142v,14+vcosu—uvsenu,vsenu + uvcosu) ,

vy, = (2u,ucosu,usenu) ,
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y en v = 0, que es la ecuacién que caracteriza a la recta -y, se obtiene la siguiente
expresion para el marco coordenado de la superficie:

wu |'u:0 = (171u0) 9
Yujp=o = (2u,ucosu,usenu) .

Asi, el campo normal unitario de M a lo largo de la recta  se expresa de la

siguiente manera:
sen u sen u
§(u) = < 1) :

2—cosu’ 2—cosu’

Por lo tanto, el campo £ varia en la direccién de v como se muestra a conti-
nuacion:

f,_(200511—1 2cosu — 1 _ 2cosu—1
N (

2 —cosu)?’ (2 — cosu)?’ chosu)ﬂ ’

implicando que la segunda curvatura de v es:

1—2cosu

w2 = e

que evidentemente no es constante.

3.2. Superficies normales tipo luz

El teorema de Bonnet [12], como ya se ha establecido, relaciona la geometria
de la superficie normal X, con las propiedades de la curva v en M cuando
el espacio ambiente es R3. El objetivo de esta seccién es demostrar que en el
espacio de Minkowski se puede demostrar un resultado similar en términos de
la causalidad de >,.

El siguiente lema es un primer paso que resultard de mucha utilidad en
la discusion posterior. Ademads, se debe notar que en el siguiente enunciado
no es necesario hacer alguna suposicién sobre la causalidad de la curva en la
interseccién de M y 3.

Lema 3.8. Sea M una superficie tipo tiempo en R} y v una curva en M. La
superficie 3, es tipo luz alrededor de vy en R3 si y s6lo si (¢, ¢ps) = 0.

Demostracion. Si ¢(s,t) es la parametrizacion de la superficie normal a lo largo
de v lamétrica g de X, en términos del marco coordenado {5, ¢: }, se representa
por la siguiente matriz:

_ <¢57 ¢s> <¢57 ¢t>
] _< (01, Ds) (D, Dt) ) ’ (3.15)

entonces, basta con calcular los productos escalares de los elementos del marco
coordenado para saber cuando la métrica serd degenerada. Usando las expresio-
nes en (2.2) para el marco coordenado se obtiene que:

(65, 0s) = (7', 7') + 260y, &) +£2(¢", ')
<¢Sa¢t> =0 5 <¢t7¢t> =1 )



3.2 Superficies normales tipo luz 85

implicando que det g = (@5, ps). De esto ultimo se sigue que la métrica g es
degenerada si y solo si (¢s, ¢s) = 0.
O

En la interseccién entre M y ¥ se halla la curva v y como consecuencia, el
elemento ¢s del marco coordenado de la superficie normal es igual a 7’ en dicha
interseccién. Asi, una consecuencia directa del pasado Lema 3.8 es el siguiente
corolario.

Corolario 3.9. Sea M una superficie tipo tiempo en R} y v una curva en M
tal que la superficie X, es tipo luz alrededor de v en R$. Entonces la curva 7 es
tipo luz.

Se ha decidido nombrar Teorema de Bonnet tipo luz al siguiente resultado
por su increible semejanza con el Teorema 2.12. El Teorema de Bonnet tipo
luz es una primera muestra de la rigidez entre los objetos geométricos que han
capturado mi atencién a lo largo de esta tesis cuando la curva base es tipo luz.
Una muestra de ello es lo siguiente: basta que v se una recta tipo luz de R}
contenida en una superficie M para que X, se vea obligada a ser un plano.

Teorema de Bonnet tipo luz 3.10. Sea M una superficie temporal de R} y
~ una curva en M. Entonces los siguientes enunciados son equivalentes:

(a) 7 es una es una recta tipo luz de R}.

)
(b) ~ es una linea de curvatura tipo luz de M.
(c) X4 es un plano tipo luz.

(d) 3, es una superficie tipo luz.

Demostracion. Empezaré por suponer que -y es una recta tipo luz del ambiente.
Entonces:

<¢sv ¢s> =1 [2<’7I7£/> + t<§lvf/>] .

Como 7y es una recta tipo luz del ambiente, el Corolario 1.24 me asegura que su
primera curvatura es igual a cero sin importar la parametrizacion de . Tomando
a & como parte del marco de frenet de v, de las ecuaciones (3.1) se sigue que:

é-/ = _’%2’}/ )

asegurando que, (7', &) = (¢/,£) = 0. Por lo tanto {(¢s, ds) = 0y, por el Lema
3.8, se obtiene que la superficie ¥, tiene una métrica degenerada. Entonces (a)
implica (d).

Para ver que (a) implica (c) basta recordar que un plano cuya métrica indu-
cida es degenerada se encuentra completamente determinado como el comple-
mento ortogonal de una direccién tipo luz en R$, a pesar de que dicha direccién
sea parte del mismo plano. Entonces, como 7 es una recta tipo luz del ambiente,
esta siempre se puede parametrizar de tal forma que 7' = ug sea un vector tipo
luz constante en R3. Con esto, si pp es un punto de M por el cual pasa la recta
v, la siguiente expresién es una parametrizaciéon de dicha recta:

Y(s) = po + sug ,



86 Capitulo 3: Superficies normales sobre curvas tipo luz

de tal forma que la parametrizacién de X, se expresa de la siguiente manera:
d(s,t) = po + sug + t&(s) - (3.16)

Como ug es una direccién tipo luz constante de R} y py es un punto sobre
7, los puntos ¢ en R} que se encuentran en el plano tipo luz del espacio de
Minkowski que contiene a la direccién generada por ug y pasa por py cumplen
con la ecuacién (ug, pp — ¢y = 0. Entonces, usando la expresion (3.16) se obtiene
que:

(uo, po — ¢(s,t)) = (uo,po — po — suo — t&(s))
—s(uo, uo) — t(uo,&(s))
=0,

ya que ug es tipo luz y tangente a M. Por lo tanto ¥, es un plano degenerado
de R3.

Que (c) implica (d) es evidente ya que cualquier conjunto abierto de un plano
degenerado de R} es una superficie tipo luz del espacio de Minkowski.

Si se empieza por suponer (b), v es una linea de curvatura tipo luz de M y
se sigue que:

Ay =My (V) =0,
entonces:
(h(v',7),6) = (A7, 7) = (M, 9) =0,

implicando que h(vy',v") = 0y, a su vez, que D, = V.+'. Por otro lado, como
7 es una curva tipo luz:

YY) =2(Dyy ) =0 = (Vyv',4)=0.

Entonces, dado que dim M = 2 y que 7' es un vector tipo luz en cada espacio
tangente T,,M, se obtiene que la conexién V.7 es un multiplo escalar de ~'.
Ast:

Dy =V = [y,

para alguna funcién f de clase C*° sobre v, implicando que 7y es una pregeodésica
de M y del ambiente R3. Al inicio de esta tesis se estableci6 que todas las curvas
tendran un pardametro afin, esto permite concluir que f = 0 y por tanto que la
curva v es en realidad una geodésica de M y R3. Asf, como las tinicas geodésicas
del ambiente son rectas, v debe ser una recta tipo luz de R$ demostrando asf
que (b) implica (a).

Por tltimo, si ¥, es tipo luz alrededor de v, existe € > 0 tal que:

<¢sv¢s>(t) =0,
para toda ¢ € (—¢,¢). Asi:
(b5, 05) = (7,7") + 2ty &) +12(€,€") = 0, (3.17)

para t suficientemente pequena. Esta expresion de (¢, ¢s) es un polinomio en
t ya que los coeficientes son funciones que sélo dependen de s y, junto con la
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ecuacién (3.17), esto implica que los coeficientes son funciones constantes igual
a cero. Es decir:

() =(¢) =€) =0.
Entonces 7 es una curva tipo luz y £ es un campo vectorial tipo luz sobre +.
Ademis, &' es un multiplo escalar de ~/, es decir, que £’ = g7’ para alguna
funcién g que es C'*° sobre . Por lo tanto, de la férmula de Wiengarten se
obtiene la siguiente relacién:

§=DyE=-Ar" =97 .

Dicho de otra forma, A¢y" es un multiplo de 4" a lo largo de la curva. Esto

demuestra que v es una linea de curvatura tipo luz de M y que (d) implica (b).
O

Figura 3.1: Por cada punto de la superficie S?(r) pasan dos rectas nulas com-
pletamente contenidas en la superficie.

El Teorema 3.10 permite caracterizar las superficie tipo tiempo de R$ cuyos
puntos son umbilicales. Esto es posible gracias a que en cada punto de estas
superficies pasan dos geodésicas tipo luz que también son lineas de curvatura.

Antes de enunciar el siguiente corolario vale la pena recordar que cuando
las hipétesis de un enunciado especifican que dos curvas «; son diferentes en un
punto p de una superficie M, lo que se esta tratando de decir es que el conjunto
de vectores tangentes {7} a las curvas 7; en p es una base del espacio tangente
T,M.

Corolario 3.11. Sea M una superficie temporal de R$. Entonces, por cada
punto p de M pasan dos curvas diferentes 7; tales que las superficies ., son
superficies tipo luz en una vecindad de +y si y s6lo si M es una superficie umbilical
de R3.

Demostracion. Sean 1 y 2 dos curvas diferentes en M que pasan por un punto
p. Por hipétesis se tiene que las superficies normales ¥, son degeneradas en
una vecindad de cada curva ;. Entonces, por el Teorema 3.10 las curvas v1 y 72
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son lineas de curvatura de la superficie M y, por tanto, sus vectores tangentes
son direcciones principales de M en p. Finalmente, como los vectores 7| y 74
son linealmente independientes en T, M, la Observacién 1.38 me asegura que el
punto p es umbilical. Como esto sucede para cualquier punto p de M se sigue
que M es una superficie umbilicales de RS.

Si M es umbilical, A¢ = Aid en T, M para toda p en M. Esto quiere decir
que cualquier curva tipo luz de M es una linea de curvatura de la superficie vy,
por el Teorema 3.10, 3, es un plano degenerado del ambiente.

O

Un lugar comun en la geometria de subvariedades es preguntarse por los
diferentes espacios ambientes donde un resultado sigue siendo vélido. El pasado
Teorema 3.10 es cierto en el espacio de Minkowski R$ y una versién de él sigue
siendo vélida en espacios modelo N (K) no planos, es decir, espacios con curva-
tura K # 0, simplemente conexos y geodésicamente completos. Estos espacios

son:
Si(r) siK=%

N} (K) = R} siK=0
H}(r) siK=-%

El espacio de De Sitter S3(r) y el espacio anti De Sitter H3(r) son las
cubiertas universales de las siguientes subvariedades cuadraticas de codimension
1, respectivamente:

Si) ={peRi|(pp)=r2} ; H(r)={peRi|(pp)=—1"}

es decir, estos espacios modelos lorentzianos se pueden describir localmente como
subvariedades hipercuadraticas de codimensién 1 en los ambientes R} y Rj.
Con esto, la Definicién 2.1 implica que las superficies normales ¥, en dichos
ambientes se pueden parametrizar localmente usando las geodésicas de cada
espacio ambiente correspondiente.

Proposicién 3.12. Sea M una superficie en Nj(K) con K # 0 y 7 una curva
contenida en M. La superficie ¥, normal a M a lo largo de v se encuentra
descrita por la parametrizacion:

p:UCR* =R} ; s NJK)=Si(r)
p:UCR*=RY ; si NYK)=H(r)
donde U es un abierto de R? y:
¢(s,t) = F(t)v(s) + G(t)&(s) (3.18)

con t € (—e,¢) para alguna € > 0 y £(s) un campo normal unitario de M en
N3 (K) restringido a v. Ademas, las funciones:

F:(—e)=R ; G:(—ee) =R,

adquieren las siguientes expresiones segiin sea el espacio ambiente N} (K) en el
que se encuentre M:

) en S}(r),
LYy en H}(r).
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Se avanzard sin demostrar la pasada Proposiciéon 3.12 pero se instiga al
lector verificar que las funciones F' y G parametrizan geodésicas de N7 (K) en
la direccién £(s) con condicién inicial y(s). Se trata de una cuenta sencilla si se
toma en cuenta que 7' debe ser ortogonal a la superficie M y al mismo tiempo
un campo vectorial tangente a N7 (K).

La descripcién que se hace de las superficies X, en la Ecuacién (3.18) permite
expresar el marco coordenado {¢s, ¢;} de una superficie normal como:

s F(t)y'(s) + G()€'(s)
¢ = F(t)r(s) + G(t)E(s) -
Por dltimo, cabe recordar que la segunda forma fundamental de los espacios
hipercuadraticos en ambientes planos tiene una expresién bastante sencilla:
_ 1 B 1 -

(3.19)

Lema 3.13. Sea M una superficie tipo tiempo en Nj(K) y 7 una curva en
M. La superficie normal ¥, es tipo luz alrededor de v en N{(K) si y sélo si

<¢sa ¢s> = 0.

Demostracion. En la demostraciéon del Lema 3.8 se vio que la métrica g de X,
estd completamente determinada por los productos escalares de los elementos
del marco coordenado. Asi, bastard con probar que det g = (¢, @) para lograr
el resultado previsto.

Segtin las ecuaciones (3.19) el producto (¢s, ¢;) tiene la siguiente expresion:

(¢s, ¢1) = FE(Y 7y + FG(y, &) + GE(E' ,v) + GG(E',€) .

Como 7 es el vector de posicién de la curva en M desde R} 6 R} y £ es normal
a M en N}(K), se sigue que:

(Vo) =08 =)=, =0,
=0.

mostrando que el producto (@5, @)
Por otra parte:

(6000 = [F0] o + [0] (68

ya que (7,£&) = 0. Entonces, si K =

(G, 00) = %SGHZ <;> (7,7) + cos® (i) (&€

t t
sen? <) + cos? () =1,
r r

va que (v,7) =72 y (£,€) = 1 por la causalidad de M. De manera similar, si
_ 1

(Pe, ) = %senh2 (i) (7,7) + cosh? (;) (&,8)

— senh? (t> + cosh? (t) =1,
r r
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por la causalidad de M y porque (v,7) = —r2.
Por lo tanto (¢4, ¢¢) = 1 en ambos casos y, representando la métrica g de X,
en el marco coordenado {¢s, ¢s}, se obtiene finalmente que:

detg = <¢sa¢s> .

La equivalencia propuesta se demuestra facilmente a partir de la pasada
ecuacion de manera similar a como se hizo en el Lema 3.8.
O

El siguiente teorema también es un teorema de Bonnet tipo luz en el mismo
sentido que el Teorema 3.10 lo es.

Teorema de Bonnet tipo luz 3.14. Sea M una superficie en el espacio
modelo N7(K) y v una curva en M. Entonces los siguientes enunciados son
equivalentes:

(a) v es una geodésica tipo luz del ambiente.
(b) ~ es una linea de curvatura tipo luz de M.
(c) X, es una superficie tipo luz.

Demostracion. La demostracion abarcard los casos en que K # 0 ya que el caso
plano se ha tratado en el Teorema 3.10.

Asi, empecemos por suponer que v es una geodésica tipo luz del ambiente.
Entonces se cumple que ﬁvlv’ = 0 y, usando las ecuaciones de Frenet (3.1) de
~ con el marco adaptado a M, se sigue que k1 = 0. Por lo tanto, la Ecuacion

(3.2) asegura lo siguiente:
Ay = ray'

es decir, que y es una linea de curvatura de M tipo luz. Con esto se ha demos-
trado que (a) implica (b).

Por otro lado, se sabe que {7/, £) = 0. Entonces, usando las Ecuaciones (3.20)
se sigue que:

é‘l = D,Y/g = ﬁ,ylf = —Ag"}// .

Si ahora se asume que 7y es una linea de curvatura tipo luz de M, se obtiene lo
siguiente:

{=—-Aq'=-X,
es decir, £’ es un miltiplo de . Por lo tanto:
(V) =€) = &) =0,
y finalmente:

(65, 0s) = [GO)]* (V) + 2F()G(t)(7 . €) + [GW)]* (¢,€) =0,

que por el Lema 3.13 implica que 3, es una superficie degenerada. Esto demues-
tra que (b) implica (c).
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Por ultimo, si ¥, es una superficie degenerada del ambiente se sigue que
(¢s, ¢s) = 0 en toda la superficie 3. Esto es cierto particularmente en ¢ = 0,
donde las funciones F' y GG adquieren los siguientes valores:

F0)=1; G(0)=0.
Esto sucede en todos los casos donde K # 0. Entonces:

<¢Sa¢s> = <'}/a7/> =0,

en los puntos ¢(s,0) de ¥, implicando que 7 es una curva tipo luz de N3 (K)
contenida en M. El producto (¢, ¢s) se puede expresar ahora de la siguiente
manera;

(95, 0s) = G(t) [F(t)(7', &) + G(t)(€', €)= 0.

Tomando en cuenta las diferentes expresiones que la funcién G puede tomar
segln sea el espacio ambiente en el que se encuentre M, se sigue que:

P, &) +G)(E,€) =0 ; para todo t € (—,¢) |
por continuidad. Por lo tanto:
(. &) =0,
en t = 0 y usando las ecuaciones de Frenet:
¢ =Dy€ =V =—roy — ki,
se obtiene finalmente que:
€)==k =0 = T/ =0,

demostrando que (c¢) implica (a).
O

Como se estd asumiendo que todas las curvas tipo luz estan bien parametri-
zadas, cualquier recta tipo luz en R$ es una geodésica del espacio de Minkowski.
Con esto debe quedar claro que el Teorema 3.14 es una generalizacion del Teo-
rema 3.10.

De manera similar a como se hizo en el caso de un espacio ambiente plano,
el Teorema 3.14 permite establecer una caracterizacién de las superficies umbi-
licales de los espacios modelo N} (K).

Corolario 3.15. Sea M una superficie temporal de N7 (K). Por cada punto p
de M pasan dos curvas -; tales que las superficies 3, son tipo luz si y sélo si
M es una superficie umbilical de N3 (K).

Demostracion. Dado que los enunciados del Teorema 3.14 tienen la misma infor-
macion que los enunciados correspondientes en el Teorema 3.10, la demostracién
de este corolario es analoga a aquella del Corolario 3.11.

O
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Con esto se obtiene finalmente una caracterizacién geométrica de las super-
ficies umbilicales en los espacios modelo lorentzianos.

A continuacién se atisba un posible camino para llevar estas ideas a mayor
dimension.

Teorema 3.16. Sea M una hipersuperficie en el espacio modelo N{LH(K) vy
una curva en M. Entonces los siguientes enunciados son equivalentes:

(a) v es una linea de curvatura tipo luz de M.
(b) X, es una superficie tipo luz.

Demostracidn. Como X., sigue siendo una superficie, los puntos ¢(s,t) en la
superficie se pueden describir por las mismas parametrizaciones que se usaron
en los casos pasados. Entonces se sigue cumpliendo que la superficie ¥, es
degenerada alrededor de « si y sélo si (¢s, ps) = 0.

Si 7y es una linea de curvatura de la hipersuperficie M se cumple lo siguiente:

Ay =M = €=V, 6=-N,

donde V representa la conexién del espacio ambiente en cualquiera de los casos
en que K =06 K # 0. Ademas, v es una curva tipo luz:

W,y =(,&)=(,&)=0.

Por lo tanto, (¢s, ¢s) = 0 en una vecindad de v y la superficie ¥, serd degenerada
en consecuencia.

Si se empieza por suponer que la superficie normal X, es degenerada se
puede asumir que (¢s, ¢s) = 0, particularmente sobre la curva . Entonces, en
cualquier parametrizaciéon de 3., se cumple lo siguiente:

<¢sa¢s>'y = <7/>'7/> =0 )
es decir, v es una curva tipo luz contenida en la hipersuperficie M. Entonces:

(9s:05) = t[2(y,&) +(£,¢)] =0 ; SiK=0,
(9s,05) = G@)R2FO)(Y,&) + GO =0 5 SIK#0.

Ambas ecuaciones implican que (y/,¢) = (¢/,£) = 0 por continuidad. Por lo
tanto, £ = Ay’ que a su vez implica que v es una linea de curvatura.
O

Los enunciados del Teorema 3.16 bastan para volver a dar con una carac-
terizaciéon de puntos umbilicales, que ahora serd un poco diferente dado que se
estd tratando con hipersuperficies.

Corolario 3.17. Sea M una hipersuperficie temporal de N7 (K). Entonces,
por cada punto p de M pasan n curvas diferentes ; tales que las superficies ¥,
son degeneradas si y sélo si M es umbilical.
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Demostracion. Sea p un punto de M por el cual pasan n curvas diferentes ~y;
tales que cada una de las superficies ., son degeneradas, entonces el Teorema
3.16 asegura que cada una de las curvas «; cumple lo siguiente:

Aevi=Xivi 5 (W11 =0.

Por lo tanto, dado que el conjunto {7}, es una base de T,,M, el operador de
forma A¢ de M tiene una representacién diagonal en p. Como se puede ver en
[10, p. 261], si A¢ tiene una representacién diagonal siempre existe una base
ortonormal en la cual hacer una representacién de este tipo. Entonces, dado
que {7/} estd compuesto por vectores tipo luz la representacién de A¢ en ambas
bases debe ser un multiplo de la identidad, es decir, p es un punto umbilical de
M.

Si M es de antemano una hipersuperficie umbilical de N7 (K), todas las
direcciones posibles en M son direcciones principales. El Teorema 3.16 da el
resto del resultado.

O

Esto completa la caracterizaciéon de puntos umbilicales en subvariedades tipo
tiempo de codimensién 1.

3.3. Superficies paralelas tipo tiempo

Regresando la direccién de esta tesis hacia las superficies en el espacio de
Minkowski R, se puede observar del trabajo hecho hasta ahora que, si M es
una superficie temporal, la métrica g de una superficie normal 3, cumple lo
siguiente:

det g = (¢s, bs)

y como el marco coordenado {¢s, ¢;} siempre es ortogonal, el determinante de
g determina la causalidad de ¥, alrededor de la curva 7.

Observacion 3.18. Sea - una curva regular en una superficie tipo tiempo M
en R$. Entonces:

e Si (¢s,¢s) >0 en v, X, es tipo espacio.
o Si(¢s,¢s) <0en~y, X, es tipo tiempo.
e Si (¢s, ps) = 0 alrededor de v, X, es degenerada.

Como se puede observar, en los primeros dos enunciados basta con conocer
la causalidad de ¢, sobre v para determinar la causalidad de 3., alrededor de de
la curva . Sin embargo, en el tercer enunciado hace falta conocer la causalidad
de ¢, en un abierto de X, para determinar la causalidad de ésta. Esto quiere
decir que X, podria cambiar de causalidad alrededor de « si la curva es tipo
luz. Para abordar esta discusiéon de la manera adecuada es prudente hacer la
siguiente definicién.
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Definiciéon 3.19. Sea ~ una curva contenida en una superficie M del espacio
ambiente R3. Se definen las superficies normales Efyr y X a lo largo de v a
partir de las siguientes parametrizaciones:

E;r : ¢t (s, t) =(s) +t&(s) ; parat>0,
X000 ¢ (s,t)=~(s) +t&(s) ; parat<O.

Las superficies ©* son conjuntos abiertos dentro de X, ya que las restric-
ciones t > 0 y t < 0 son condiciones abiertas dentro del intervalo de definicién
de ¢ para 3.

Proposicion 3.20. Sea - una curva tipo luz en una superficie M tipo tiempo
de R3. Si ¥+ 6 ¥ es no degenerada se obtiene lo siguiente:

(a) Si Efyr es tipo tiempo entonces X7 es tipo espacio.
(b) Si E,Jyr es tipo espacio entonces X7 es tipo tiempo.

Demostracion. Sea  una curva tipo luz de M tal que la superficie normal Ej‘
es no degenerada. El Lema 3.8 asegura que (¢, ¢5) # 081 0 < t < € para alguna
e > 0. Ademads, si la superficie normal Z:Y“ es temporal, se obtiene que:

<¢S7 ¢S> = t [2<’y/7£l> + t<§’7£/>] < 0 )
implicando a su vez:
2(+,¢) + ¢, &) <0,
para t € (0,¢). Entonces:

M 20y, )+, E) <0 = () <0

Como & = —A¢7/, el producto (7/,£’) no puede ser cero ya que de serlo & seria
un multiplo escalar de 7’ y, por el Teorema 3.10, ¥, serfa un plano degenerado
del ambiente en una vecindad de . Asi, (v/,¢&') <0 y:

20,8+, &) <0 ; sit e (—e,0) paraalgunae >0,
por continuidad. Por lo tanto, para —e < t < 0 se cumple:

(8s,05) =120+, &) +¢(£,€N] >0,

que a su vez implica que la superficie normal X7 es tipo espacio, demostrando
el primer enunciado de esta proposicion. El segundo enunciado se demuestra de

manera analoga con los cambios de signo adecuados.
O

La Proposicién 3.20 asegura que la causalidad de las superficies normales
no puede variar de manera arbitraria. Asi mismo, el siguiente corolario a la
Proposicién 3.20 nos habla de la rigidez de la condicién de nulidad sobre las
superficies normales.

Corolario 3.21. La superficie E:Y“ es degenerada si y sdlo si la superficie X es
degenerada.
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Figura 3.2: Cilindro circular con superficie normal sobre geodésica tipo luz. En
este caso Ej‘ es tipo espacio mientras que X7 es tipo tiempo.

Los siguientes resultados son un esfuerzo de rescatar diversos resultados del
capitulo 2 en este contexto donde « es una curva nula y las superficies Efj y Xy
no son degeneradas. El objetivo es caracterizar de nuevo las superficies paralelas
M de R? sin restringir la causalidad de las curvas v en M.

Lema 3.22. Sea v una curva tipo luz de M tal que Ef; es no degenerada.
Entonces H* = 0 si y sdlo si ¢, es tangente a ¥

Demostracion. Antes que nada cabe recordar que ¢, es la restriccién de ¢s5 a
la superficie ©F y que H* es la curvatura media de ¥F.Ademds, como X7 es
una superficie no degenerada se cumple que H™ = 0 si y s6lo si AT (ds, ¢ps) = 0,
donde h es la segunda forma fundamental de X7

Entonces, si HT = 0 se sigue que h™ (¢s,¢s) = 0 y usando la férmula de
Gauss para E:Y* se obtiene lo siguiente:

(b:_s = D¢j ¢:—

= Vb4t (6F,01)

= V+S+ T .
Por lo tanto ¢f; es tangente a X1

Por otro lado, si ¢f; es tangente a ¥F, ¢, debe ser ortogonal a cualquier

campo normal a dicha superficie. Entonces si Y # 0 es un campo ortogonal a
¥ se cumple que:
(Y, ot +0* (65,07))

= (V,h' (¢f,0])) =0.
Como E:’; no es degenerada, el vector Y no es tipo luz. Entonces, dado que Y

y hT apuntan en la misma direccién, la ecuacién (Y, h' (¢F, ¢F)) = 0 implica
que ht (¢f,¢F) = 0. Por lo tanto, ¢, es tangente a X

(Y, ¢5,)
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O

Si una curva tipo luz 7 se encuentra contenida en una superficie tipo tiempo
M de R} y esta bien parametrizada, ésta sera una geodésica de M. Esto facilita
el uso del marco de Frenet de v ya que se encontrard adaptado a la superficie
M. Entonces:

7= mE,
77/ = "326 ’
¢ = —rY —ran.

Ast, el marco coordenado {¢s, ¢:} de X, se puede reescribir en términos del
marco de Frenet {7v/,7n,&} de v como se muestra a continuacién:

s = [l —tro]y —trin,
oy = .

Esto permite dar la siguiente expresién del campo normal Y siempre que Ej‘
no sea degenerada:

(3.21)

Y(s,t) = [1 — tha]y + tr1n . (3.22)

Hasta aqui no es claro que la expresién que aparece en la Ecuacién (3.22) para
Y sea diferente de cero pero basta con observar la Ecuacién (3.21) para caer en
cuenta que Y = 0 si y sdlo si ¢ = 0, es decir, siempre que Z;“ esté bien definida
la expresion dada para Y sera diferente de cero.

El siguiente lema refuerza ain mas la nocién de que la dindmica entre las
superficies E,Jyr y 2 es mucho mds rigida de lo se podria suponer en un principio.

Lema 3.23. Sea 7 una curva tipo luz de M tal que Zj es no degenerada.
Entonces HT = 0 si y s6lo si H~ = 0.

Demostracion. Para empezar, la Proposicién 3.20 asegura que si E:Y*‘ no es de-
generada X7 tampoco lo serd. Asi, la curvatura media H~ de X7 estd bien
definida.

Por otro lado, la Ecuacién (3.21) permite describir al marco coordenado de
>, en términos del marco de Frenet de v adaptado a M, obteniendo asf la
siguiente expresién para el campo ¢, sobre X, :

tss = thoy — tkim + [k1 — 2tk1ka] € . (3.23)
Entonces, usando la Ecuacién (3.22):

<}/a ¢ss> = [1 - tﬂ?] <’717 ¢ss> + tk1 <777 ¢ss>
—tr] [1 — the] + try [tKS]

—tK] + 2K, Ko + 2K KD

= —rht+ [KKe + k1K) 2

(3.24)

obteniendo asi una ecuacién que relaciona la curvatura media de Ef; y X con
la geometria de 7.

Entonces, si se empieza por suponer que HT = 0, del Lema 3.22 se sigue
que:

(Y, 02,) (Y,ss) =0 ; para t >0,

= —rit+ [KiK2 +R1RLIE2 =0 parat >0,
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que a su vez implica las siguientes relaciones:
Ky =0 ; [Kjk2+KiKks] =0. (3.25)

Como estos valores no dependen de t, de la Ecuacién (3.24) se sigue que el
producto (Y, ¢ss) = 0 en X.,.Por lo tanto (Y, ¢;,) =0y H- =0.

Si por otro lado se asume de inicio que ¥7 es mdxima o minima, el resto
de la demostracion sigue un camino analogo. La clave estd en que la Ecuacion
(3.24) es viélida a ambos lados de 7.

O

Hasta ahora, la Proposicién 3.20 ha ensenado que E:‘/‘ no es degenerada si y
solo si X7 tampoco lo es, pero el pasado Lema 3.23 permite ver ain mds lejos.

Corolario 3.24. Sea v una curva tipo luz en una superficie tipo tiempo M
de R$. Entonces, siempre que las superficies Z;“ y 25 sean no degeneradas se
cumple lo siguiente:

e La superficie E,Jyr es mdxima si y sélo si X7 es minima.
e La superficie Zj es minima si y sélo si ¥ es méaxima.

Esto permite abreviar las hipotesis referentes a la curvatura media de las
superficies E,JYF y X5 . Con esto se busca simplificar este tipo de hipdtesis al
expresarlas solamente en términos de la superficie normal Z:Y". El siguiente lema
es una muestra de esta simplificacion.

Proposicion 3.25. Sea v una curva tipo luz de M tal que Ej es no degenerada.
Entonces H' = 0 si y sélo si v tiene curvaturas constantes tal que k1 # 0.

Demostracion. En la demostracién del Lema 3.23 se obtuvo que, en caso de
cumplirse la hipétesis H+ = 0 sobre Efyr , se cumplen las Ecuaciones (3.25). Esto
quiere decir que £} = 0 y que las Ecuaciones (3.25) se pueden resumir de la
siguiente manera:

K1 =0 ; kKikhb=0. (3.26)

Las Ecuaciones (3.26) aseguran que la primera curvatura de 7 es constante,
lo cual lleva a contemplar dos posibles casos.

Si k1 = 0, v es una recta tipo luz de R} y el Teorema de Bonnet 3.10
asegura que X es una superficie degenerada del ambiente, saliendo del caso que
delimitan las hipétesis de la proposicién. Por lo tanto, k1 # 0 y las Ecuaciones
(3.26) aseguran a su vez que kg es constante.

De regreso, si las curvaturas x; de -y son constantes y x1 # 0, la expresion
del campo ¢¢s que se muestra en la Ecuacién (3.23) se modifica de la siguiente
manera:

Qbss = [K/l - 2t"{/1’{2] g )
Gss = [K1— 2tKika] Py .

Por lo tanto ¢4 es tangente a X, para t > 0, implicando que H' = 0.
O

Como se ha dicho antes, la Proposicién 3.25 es vélida para la superficies ¥
con su respectiva hipdtesis sobre su curvatura media.
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3.4. Curvas tipo luz y superficies paralelas

Ahora es posible enunciar resultados de caracterizacién similares a los del
capitulo anterior, con la restriccion de que las superficies sean tipo tiempo y
tomando en cuenta curvas degeneradas.

Lema 3.26. Sea ~ una geodésica tipo luz de M. Si v tiene curvaturas constantes
entonces:

(VyAg) (7)) =0, (3.27)
a lo largo de 7.

Demostracion. Que v sea una geodésica tipo luz de M implica que su marco de
Frenet adaptado {7/,n,£} cumple con las siguientes ecuaciones:

'Y// - "ilg )
N = k€,
¢ = —koy —rim,

que en términos del operador de forma de M se expresan de la siguiente manera:
Aey' = koY + Fam

Entonces, si las curvaturas de v son constantes a lo largo de la misma se sigue
que:

(vv’Ai) ('Y/) = V“/’Af'V/ — A (V“/"Y/)
= Vo (k27 + K1n)
kaVyy + K1V
= 0 B

ya que 7y es una geodésica de la superficie y D./7 esta en la direccién del campo

I3
O

Esto deja claro cudl es el camino que se ha decidido recorrer en las siguientes
péginas.

Corolario 3.27. Sean 71 y 72 dos geodésicas tipo luz diferentes en M que se
cruzan en un punto p y tienen curvaturas constantes. Entonces se cumple que
VAg ), =0.

Demostracion. Que dos geodésicas tipo luz v, y 72 de M sean distintas entre
ellas en p quiere decir que el conjunto {7],75} es una base de T, M. Asi, para
mostrar que A¢ es paralelo en p basta con calcular el valor de VA; en los
elementos de la base {v{,v5} en T, M.

Del Lema 3.26 se sigue que:

(Vyude) () =0 3 (Vyude) (45) =0,

alo largo de las curvas 7; y 72, respectivamente. En particular, ambas igualdades
se cumplen en el punto de interseccion p.
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Como el operador Vx A, es autoadjunto para cualquier campo vectorial X
sobre M, se obtiene lo siguiente en T}, M:

(Vg Ae) (%)) = (b, (Vg Ae) (1))

0
((VyAe) (n),5) = ((VpAe) (1))
(71> (Va3 A¢) (3))
- 0.

Por lo tanto, las relaciones anteriores junto con la ecuacién de Codazzi implican
que:

(Vg Ae) (1) = 0= (Vo Ac) (1)
en T, M. Esto muestra que VA = 0, es decir, que el operador de forma de

M es paralelo en p.
O

Hasta aqui es evidente hacia donde se estan dirigiendo los esfuerzos de esta
tesis. Asi, para poder enunciar un resultado similar al Teorema 2.25 usando
curvas tipo luz es necesario apuntalar los siguientes resultados sobre geodésicas
tipo luz en superficies paralelas del espacio de Minkowski.

Ejemplo 3.28. Sea M una superficie paralela tipo tiempo de R}. Entonces,
cualquier geodésica tipo luz de M tiene curvaturas constantes

e Espacio de De Sitter

De la Definicion 1.50 se sigue que el operador de forma del espacio de De Sitter
S2(r), al ser una superficie cuadréitica de R, es un miiltiplo de la identidad:

1

Por lo tanto, si v es una geodésica tipo luz de S?(r) y € es el campo normal
unitario de la superficie, se cumple lo siguiente:

1
Ay’ == = k27,

que, en concordancia con el Teorema 3.10, implica que los valores de las curva-

turas de y son:

1
kK1 =0 ; kKo=——.
r

El valor de 7 hace recordar que al ser y una linea de curvatura de S%(r) también
es una linea recta del ambiente.

e (ilindro circular plano tipo tiempo

Las geodésicas tipo luz del cilindro circular Ry x S*(r) siguen estando des-
critas por la parametrizacién que se muestra en la Ecuacién (2.22), aunque la
causalidad de las geodésicas anade la siguiente restriccion:

Ao = i% (3.28)
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para cualquier A\; # 0. Asi, tomando el valor \; = 1 para facilitar los calculos,
se sigue de la paramaterizaciéon de Ry x S1(r) que aparece en la Definicién 1.51
que toda geodésica tipo luz ~ del cilindro cumple lo siguiente:

1
7’=¢ui;wv ;o (V) =0,

de tal manera que el campo transversal nulo 7 a la geodésica v esta descrito en
términos del marco coordenado como sigue:

1 1
= -3 ui7v7
n=TgteE gy

siempre que los signos en el coeficiente que acompana al campo 1, coincidan,
esto para evitar que 4’ y 1 sean miltiplos escalares.

Por otro lado, se sabe que el campo normal unitario £ del cilindro se describe
en términos de la prametrizaciéon como se muestra a continuacién:

e=Ly,.
T

Entonces, sin importar que signo se escoja en la Ecuacién (3.28) se obtiene
la siguiente expresion para la derivada de £ en la direccion de la geodésica en
cuestién:

1 1 1
! !
S)=t=t,=——~v ——-n.
€'(s) r2 o or T
Por lo tanto, las curvaturas de v obtienen los siguientes valores constantes:

1 1

K1 = — M Ko — —

1 2 ) 2 r )

en el caso particular que A; = 1. Basta con observar el proceso que se sigui
hasta aqui para caer en cuenta que si se toma un valor arbitrario para A; las
curvaturas de vy seguirédn siendo constantes.

e Cilindro hiperbélico plano tipo tiempo

De manera anéloga al caso del cilindro circular, las geodésicas tipo luz ~ del
cilindro hiperbélico St (r) x R se describen por la parametrizacién mostrada en
la Ecuacién (2.25) al agregar la siguiente restriccion:

)\2::|:7’)\1 .

Entonces, si se establece que A\; = 1, en términos de la paramaterizacién de
S1(r) x R que aparece en la Definicién 1.52 se sigue que:

'Y/ =ty £TYy ,
de tal forma que el campo transversal nulo 7 a la geodésica 7y se expresa como:

1 1
= —— :t —_ y
77 27"2 w’u 27' ¢v
siempre que los coeficientes que acompanan al campo v, en las expresiones de
~" y m tengan el mismo signo, evitando asi que estos ultimos sean multiplos

escalares.
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El campo normal unitario ¢ del cilindro S1(r) x R se encuentra descrito en
términos de la parametrizacién de la siguiente manera:

gzldjuuy
T

descripcién que lleva de inmediato a la siguiente expresion para la variacién de
& en la direccién de cualquier geodésica tipo luz del cilindro, salvo un factor

constante: 1

1

§'=ty=7"~m.
r 2r

Por lo tanto, los valores para las curvaturas de una geodésica tipo luz en el caso

que A\; = 1 son los siguientes:

mostrando que las geodésicas tipo luz del cilindro hiperbélico St (r) x R tienen
curvaturas constantes. En caso que A\; tenga un valor constante arbitrario, el
valor de las curvaturas de -y diferird del encontrado por un factor constante.

e Superficie minima y plana de Chen-Van der Veken

Las geodésicas tipo luz v de la superficie de Chen-Van der Veken M se
encuentran descritas por la parametrizacién que aparece en la Ecuacién (2.28),
anadiendo la siguiente restriccion:

Ao =£A .

Asi, eligiendo una vez mas el valor A\; = 1 para facilitar los cédlculos, el campo
tangente a las geodésicas tipo luz de My se describe como:

7I:wui1/}va

en términos de la parametrizacién (1.37) de My. Esto hace que para cada
geodésica tipo luz se obtenga la siguiente expresiéon para el campo transver-
sal nulo:

1 1
= -3 u:t*'u7
n 5 ¥Yud ¥

siempre que los coeficientes del campo ), tengan el mismo signo en las expre-
siones de v' y ), para evitar asi que estos campos sean multiplos escalares entre
si.

Ademas, la expresion del campo normal unitario £ de My en términos de la
parametrizacion es:

5:7/)uu7

que a su vez implica que la derivada de £ en la direccién de la geodésica tipo
luz que se escoja se expresa de la siguiente manera:

6/ =Yy + Py £ (_ql}u —%) .
Por lo tanto, en caso que A\s = 1 se sigue que:

=0,
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implicando que las curvaturas de v adquieren los siguientes valores constantes:
k1 =0 ; kKo=0.
Mientras tanto, en el caso que Ao = —1 se sigue que:

leQ(wu+¢v):_4n;

implicando a su vez que las curvaturas de v adquieren los siguientes valores
constantes:

Considerando la geometria de las geodésicas tipo luz en las superficies para-
lelas tipo tiempo de R3, se estd en posicién de enunciar el siguiente teorema de
caracterizacién para superficies paralelas.

Teorema 3.29. Sea M una superficie tipo tiempo de R}. Entonces por cada
punto p de M pasan dos geodésicas tipo luz de M con curvaturas constantes si
y sélo si M es paralela.

Demostracion. Si por cada punto p de una superficie temporal M pasan dos
geodésicas tipo luz con curvaturas constantes, el Corolario 3.27 asegura que en
cada punto p el operador de forma de M es paralelo, es decir, se cumple que
VAg b= 0. Por lo tanto:

VA: =0,

en todo M, o dicho de otra manera, la superficie temporal M es paralela.

Por otro lado, en el Ejemplo 3.28 se puede notar que todas las superficies
temporales que aparecen en el la clasificacion a cargo de Bang-Yen Chen y
Joeri Van der Veken, en el Teorema 1.54, cumplen que las curvaturas de todas
sus geodésicas tipo luz son constantes. Por lo tanto, como en todo punto p de
una superficie temporal M pasan dos geodésicas tipo luz diferentes, se llega al
resultado buscado.

O

La relacién entre una superficie M y sus superficies normales ¥, a lo largo
de una curva v contenida en M ha sido el tema central de esta tesis. En este
capitulo se ha permitido que la causalidad de dicha curva - sea nula y esto ha
dejado ver que las posibles formas en que estos objetos se pueden relacionar,
aunque nutridas, son bastante rigidas. La dindmica que se ha mostrado en este
caso abre una ventana a un mundo que sin duda se seguird explorando. Una
invitacion a regresar.



Conclusion

Sin mayor problema se puede afirmar que el viaje no acaba aqui. Adn falta
llevar los resultados del capitulo 2 a espacios modelo lorentzianos, trabajo que
discretamente ya se empezd a hacer en el capitulo 3 pero que de momento toméd
otro rumbo. Ademads, los esfuerzos vistos al final de esta tesis por traer de vuelta
los resultados del capitulo 2 con la novedad de las curvas nulas pueden llegar
atin més lejos. Asi, no es descabellado pensar en una versién del Teorema 2.37,
teorema principal de este trabajo, que no requiera de alguna restriccién sobre
la causalidad las tres curvas en la hipdtesis principal.

Por otro lado, si bien se discutié el caso de hipersuperficies en espacios mo-
delos lorentzianos de dimensiéon n en el capitulo 3, no se llegd muy lejos ni se
ahondé més en las nuevas posibilidades que se abren al aumentar la dimensién
del espacio ambiente y mantener la condicién de codimensién 1. Dicho de mane-
ra més puntual, no se respondié el por qué el Teorema de Bonnet tipo luz 3.14
no se cumple de la misma manera al aumentar la dimension; es mas, tampoco
se respondi6 por qué el Teorema de Bonnet tipo luz 3.10 en R} tiene més equi-
valencias que el Teorema de Bonnet tipo luz 3.14 en espacios modelos N3} (K)
con K # 0. Claramente hay mucho espacio para seguir trabajando y pulir los
resultados aqui trabajados.

Por dltimo, una vez que se decidié en el capitulo 3 quitar la condicién de
nulidad sobre la superficie normal 3., se estableci6 la nueva hipétesis de que las
componentes Z:Y" y X7 de la superficie normal fueran no degeneradas. Aunque
esta es una hipotesis razonable por donde se le vea, atin se puede debilitar esta
dltima condicién.

Los caminos de la geometria estéan lejos de agotarse y esta tesis es un testigo
claro de ello.

En algtin punto de largo camino que el doctorado representé para mi, y esto
ultimo lo escribo a titulo personal, Gabriel me compartié la siguiente imagen:
mientras que el trabajo de algunos matematicos es equivalente al diseno de
ciudades enteras con sus calles e infraestructura, otros matematicos se dedican
al diseno y construcciéon de todas las estructuras que en ellas habitan para
que asi, los restantes miembros de este gremio se puedan dedicar a dibujar
mapas del territorio explorado y de las construcciones que los deméas han legado;
nosotros somos parte estos 1ltimos, con la particularidad de que nuestro trabajo
es el de pintar casas y estructuras, nos hacemos cargo de darles color y vida al
tiempo que exploramos cada minimo detalle de las obras construidas por otros.
El trabajo que aqui presento es mi personal esfuerzo por dotar de color y vida a
una parte muy pequena de la geometria que tanto tiempo he explorado, visién
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que fue tomando forma gracias a las lecturas y comentarios que Gabriel Ruiz,
Didier Solis y Oscar Palmas hicieron sobre mi trabajo.

Aprovechando este desliz emocional también quiero agradecer a mis sino-
dales Matias Navarro, Josué Meléndez y Adriana Ortiz por las atenciones que
siempre tuvieron conmigo, particularmente le agradezco a Adriana Ortiz sus
muchos comentarios sobre el texto preliminar, comentarios que enriquecieron el
resultado final que aqui se muestra.
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