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Introduccion

Sea D una digrafica. Un subconjunto N de V(D) es un nicleo si F(D[N]) = {)
y si para cualquier vértice u en V(D) — N existe v en N tal que (u,v) € F(D). El
concepto de nicleo tiene su origen en la Teoria de Juegos y fue introducido por von
Neumann y Oskar Morgenstern en [10], sin embargo, originalmente recibié el nombre
de solucion. Posteriormente, Berge noté que este concepto podia ser aplicado no solo
a la Teoria de Juegos, si no también a otros campos de la matematica. Asi, con una
pequena redefiniciéon de su parte, Berge definié lo que es el nicleo de una digrafica.

Dentro de la Teoria de Digraficas, la teoria de nticleos resulta de gran importancia
debido a sus diversas aplicaciones en areas afines, como lo son: la Teoria de Juegos
[10], Teoria de las Decisiones [1], Légica [9], por nombrar algunas.

En [2] Chvétal demostré que el problema de determinar cuando una digrafica
tiene nucleo es un problema NP-completo. Es por esta razon que varios autores
han buscado condiciones suficientes para garantizar la existencia de al menos un
nicleo. Entre los pioneros de esta linea de investigacion se encuentran von Neumann,
Morgenstern, Richardson, Berge, Koning, Duchet, Meyniel, Galeana-Sanchez, Jacob,
entre otros.

Los primeros resultados que exhibieron condiciones suficientes para la existencia
de al menos un nicleo en una digrafica principalmente exhiben condiciones sobre
los ciclos dirigidos de dicha digréfica. Tal es el caso de Duchet [4], quien demostrd

que si una digrafica D cumple con que todos sus ciclos dirigidos tienen al menos



una flecha simétrica, entonces D tiene ntcleo. Este resultado serd esencial para el
desarrollo de esta tesis.

Existen varias generalizaciones del concepto de nicleo y una de ellas se de-
be a Hortensia Galeana Sénchez, quien introdujo en [5] el concepto de nicleo por
trayectorias dirigidas monocromadticas en digraficas con sus aristas coloreadas. Dada
una digrafica m-coloreada, decimos que un subconjunto N de V(D) es un ntcleo
por trayectorias dirigidas monocromaéticas si para cualquier par de vértices u y v
de N no existe una trayectoria dirigida monocromatica entre v y v, y ademas para
todo x en V(D) — N existe una trayectoria dirigida monocromética de z hacia algin
elemento de N.

Una generalizacion del concepto de nicleo por trayectorias monocromaticas, y
por lo tanto del concepto de nicleo, fue introducido por Hortensia Galeana Sanchez
y Prieta Delgado Escalante en [3]. Dada una digréfica posiblemente con lazos H y
una digrafica D, decimos que D es H-coloreada si a las flechas de D les asignamos
mediante una funcién un vértice de H. Un subconjunto N de V(D) es un H-nicleo
si para cualquier par de vértices u y v de N no existe una H-trayectoria dirigida
entre ellos, y ademds para todo x en V(D) — N existe una H-trayectoria dirigida de
x hacia algin elemento de N. Cuando la digrafica H tiene un lazo en cada vértice,
entonces un H-nicleo es un nicleo por trayectorias dirigidas monocromaticas, y
cuando H es una digréafica vacia, un H-nucleo es simplemente un ntcleo.

En [6], Hortensia Galeana Sénchez y Eugenia O’Reilly Regueiro exhibieron re-
sultados que garantizan la existencia de nticleos por trayectorias dirigidas mono-
cromaticas en digraficas asimétricas m-coloreadas 3-cuasitransitivas, dando condi-
ciones sobre los ciclos dirigidos de longitud 3 y 4 en D. Posteriormente, en [11], Carlos
Cedillo Ponce y Rocio Sdnchez Lépez se encargaron de generalizar dichos resultados

a través de la H-coloracion. Sin embargo, ellos observaron que uno de los lemas



fundamentales que se utiliza para mostrar la existencia de ntcleos por trayectorias
dirigidas monocromaticas no se podia extender al contexto de la H-coloracién para
torneos bipartitos con ciertas propiedades, lo que deja abierto el problema de en-
contrar condiciones suficientes para garantizar la existencia de H-ntcleos en torneos
bipartitos H-coloreados.

Esta tesis estd motivada por el problema que quedé abierto en [11] y por lo tanto
vamos a exhibir condiciones suficientes que garantizan la existencia de H-nticleos en
torneos bipartitos H-coloreados. La estructura de este trabajo queda dividida como
sigue:

El primer capitulo esta dividido en dos secciones, en la primera veremos las de-
finiciones bésicas de la teoria de digraficas, junto con algunos resultados que son
esenciales para el desarrollo de este trabajo. En la segunda seccion introducimos la
definicion de digrafica m-coloreada, asi como resultados de coloracién que se necesi-
taran para demostrar el teorema que nos da condiciones suficientes para la existencia
de nicleos por trayectorias dirigidas monocromaticas presentado en el capitulo 2.

En el segundo capitulo, Ntcleos por Trayecectorias dirigidas monocromaticas en
Torneos Bipartitos m-coloreados, exponemos los resultados mostrados en [7], por
Hortensia Galeana Sanchez y Rocio Rojas Monroy sobre ntcleos por trayectorias
dirigidas monocromaticas en torneos bipartitos m-coloreados.

Finalmente, en el tercer capitulo, H-Ntcleos en Torneos Bipartitos H-coloreados,
explicamos el concepto de H-coloracion junto con el de H-nicleo, para asi culminar
con la extencién a la H-coloracién de los resultados expuestos en [7]. Cabe mencionar

que todos los resultados obtenidos en este capitulo son originales.



Capitulo 1

Preliminares

Este capitulo esta dividido en dos secciones, en la primera vemos las definiciones
de teoria de digraficas , asi como algunos ejemplos y propiedades basicas que estare-
mos usando a lo largo de este trabajo. En la segunda seccién vemos todo lo referente
a teoria cromdtica que nos compete, al igual que resultados que nos serviran para

demostrar teoremas mas adelante.

1.0.1. Definiciones basicas de digraficas

Una digrafica D, consiste en un conjunto finito no vacio de objetos llamados
vértices, denotado por V(D), y un conjunto de pares ordenados de elementos de
V(D), llamados flechas o arcos, y que denotamos por F(D). Decimos que dos
vértices u y v son adyacentes si existe una flecha entre ellos. Dada una flecha
(u,v) en D, llamamos a u y v extremos de (u,v) y méas especificamente decimos
que u es un vértice inicial y que v es un vértice final, también decimos que
la flecha va de u hacia v, que u es adyacente hacia v o bien, que v es adyacente
desde el vértice u. Ademas, si u = v, entonces a la flecha la llamamos lazo. De
aqui en adelante se asumira que todas las digraficas no contienen lazos, a menos

de que se especifique lo contrario. A una digrafica D que acepta mas de una fle-



cha (en la misma direccién) entre dos vértices la llamamos multidigrafica.Toda
digrafica D tiene una representaciéon geomeétrica en el plano como sigue: a ca-
da vértice v de la digrafica se le asigna un punto distinto en el plano y cada
flecha, digamos (u,v), es representada por una flecha que va del punto asocia-
do wu hacia el punto asociado v. Como ejemplo podemos considerar a la digrafi-
ca D con conjunto de vértices V(D) = {vy,v9,v3,04,v5} y conjunto de flechas
F(D) = {(v1,v2), (va,v1), (va,v3), (v3,04), (v4, V5), (v5,v4), (vs,v3), (v3,01)}, cuya re-
presentacion geométrica se encuentra en la Figura 1.1.

D :

V9 Us

U3

V1 V4

Figura 1.1: Representacion geométrica de una digréfica.

En una digréfica D, definimos para un vértice u a los vecinos exteriores de
u como el conjunto de los vértices de D que son adyacentes desde u, es decir, al
conjunto {v € V(D) : (u,v) € F(D)}, y lo denotamos por N*(u). De manera andlo-
ga, definimos a los vecinos interiores de u como el conjunto de los vértices de
D que son adyacentes hacia u, es decir, al conjunto {v € V(D) : (v,u) € V(D)},
y lo denotamos por N~ (u). Dado un subconjunto S de los vértices de D, defini-
mos al conjunto de los invecinos de S, denotado por N~(S), como el conjunto

U N~ (v) y andlogamente definimos al conjunto de los exvecinos de S, denotado
veS
por NT(S), como el conjunto U N7 (v). Definimos el exgrado de u como el nime-

vES
ro |[N*(u)|, y lo denotamos por 6% (u), también definimos el ingrado de u como el

nimero [N~ (u)| y lo denotamos por §~(u). Si ademds la digrafica no tiene lazos,
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entonces definimos el grado de u como el niimero 6% (u) 4+ ¢~ (u) y lo denotamos por
d(u). Si u es un vértice de D tal que §*(u) = 0, entonces a u le llamamos pozo y si
0~ (u) = 0, entonces a u le llamamos fuente.

Dadas dos digréficas Dy y Ds, decimos que son iguales si V(Dy) = V(Dsy) y
F(Dy) = F(Ds). Por otra parte decimos que las digraficas son isomorfas, denotado
por D; = Dy, si existe una funcién biyectiva ¢ : V(D) — V(Ds) tal que (u,v) €
F(Dy) siy solo si (¢(u), p(v)) € F(Ds).

Decimos que una digrafica sin lazos D es semicompleta si para cualesquiera par
de vértices u y v, sucede que {(u,v), (v,u)} NF(D) # 0, y si {(u,v), (v,u)} C F(D),
entonces decimos que D es completa. El complemento de D, denotado por D,
es la digrafica con conjunto de vértices V(D) = V(D) y (u,v) € F(D) si y solo
si (u,v) ¢ F(D). Decimos que H es una subdigrafica de D si V(H) C V(D)
y F(H) C F(D); si ocurre que V(H) = V(D), entonces decimos que H es una
subdigrafica generadora de D. Por otra parte, dado un subconjunto no vacio S
de los vértices de D, definimos a la subdigrafica inducida por S, denotada por
D[S], como la subdigrafica con conjunto de vértices V(D[S]) = S y con conjunto
de flechas F(D[S]) = {(u,v) € F(D) : {u,v} C S}. Dada una flecha (u,v) en D,
decimos que es simétrica si (v, u) también es una flecha de D y decimos que (u, v)
es asimétrica si (v,u) no es una flecha de D. Definimos a la parte simétrica de
D, denotada por Sim(D), como la subdigrafica generadora de D tal que sus flechas
son las flechas simétricas de D. Analogamente definimos a la parte asimétrica de
D, denotada por Asim(D), como la subdigrafica generadora de D tal que sus flechas
son las flechas asimétricas de D. Decimos que una digrafica T es un torneo si 1" es
semicompleta y asimétrica. En la Figura 1.2 tenemos la parte simétrica y asimétrica

de la digrafica D de la Figura 1.1.

Sea D una digraficay W = (vg, vy, . . ., vx) una sucesion de vértices de D. Decimos



Asim(D) : Sim(D) :

V9 Vs (%] Us
(%] J V3

(%% . U4 U1

V4

Figura 1.2: Parte simétrica y asimétrica de la digrafica D del ejemplo anterior.

que W es un camino dirigido si (v;,v;11) € F(D) para cada i en {0,1,...,k—1}.
Si ademas todos los vértices de W son distintos, entonces al camino lo llamamos
trayectoria dirigida. Denotamos por (1) al nimero k y lo llamamos longitud

de W. Si tenemos {i,5} C {0,1,...,k}, con i < j, denotamos por (v;, W,v;) al

subcamino de W, (v;, v;11,...,0,_1,v;). Dados dos caminos Wi = (uy,us,...,u,
) ) Vit » V=1 %y ) ) )

y Wy = (v1,v9,...,0,) tales que u, = vy, definimos la concatenacién de W; con

Ws, v la denotamos como Wy U Wy, como el camino (uq, ug, ..., U, = U1, Vg, . .., Vs).

Llamamos camino cerrado dirigido a un camino dirigido que empieza y termina
en el mismo vértice y si ademés dicho camino dirigido no repite vértices (salvo
el primero y el dltimo) y es de longitud al menos 2, entonces a éste lo llamamos
ciclo dirigido. Si W es un camino (trayectoria) dirigida que empieza en u y termina

en v, entonces decimos que W es un uv-camino (trayectoria) dirigido.

Teorema 1.0.1. Sean D una digrdfica y u y v vértices distintos de D. Todo uv-

camino dirigido contiene una uv-trayectoria dirigida.

Demostracion. Sea W = (u = xg, 21, T2, ..., T = v) un uv-camino dirigido. Proce-
demos por induccion sobre k.

Paso base. Para k = 1, tenemos que W ya es una uv-trayectoria, pues u # v. Asi W
es la uv-trayectoria dirigida buscada.

Hipdtesis inductiva. Supongamos que si W' es un uv-camino dirigido de longitud I,
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con [ < k, entonces W' contiene una uv-trayectoria dirigida.

Paso inductivo. Sea W = (u = xo,21,%2,...,Tx = v) un wv-camino dirigido de
longitud k. Tenemos los siguientes casos.

Caso 1: Todos los vértices en W son distintos.

En este caso W es una uv-trayectoria dirigida.

Caso 2: Existe un vértice en W que se repite, es decir, existen iy j en {0,1,...,k},
con i # j, tales que z; = x;.

Como i # j, podemos suponer sin pérdida de generalidad que ¢ < j. Asi, W se ve
de la forma (v = o, 21,..., T, Tit1, Tito, - -, Tj, Tjg1, Tjto, - .-, Tk = v) vy de aqui
que obtenemos el uv-camino dirigido W' = (u, W, z;) U (z;, W, v) el cual tiene una
longitud menor a k (pues ¢ < j), de donde por la hipdtesis de induccién tenemos
que W’ contiene una uwv-trayectoria dirigida. Pero como W' estd contenido en W,
entonces se sigue que W contiene una uwv-trayectoria dirigida, que es lo que se queria

demostrar. [

Teorema 1.0.2. Sea D una digrdafica. Todo camino cerrado dirigido contiene un

ciclo dirigido.

Demostracion. Sea W = (uq,us, ..., ug, u;) un camino cerrado dirigido en D. Pro-
cedemos por inducciéon sobre k.

Paso base: Para k = 2, tenemos que W es un ciclo dirigido de longitud 2.

Hipdtesis inductiva: Supongamos que para cualquier camino cerrado dirigido W' de
longitud [, con 2 < [ < k, se tiene que W' contiene un ciclo dirigido.

Paso inductivo: Sea W = (uy,us, ..., ug, uy) un camino cerrado dirigido de longitud
k. Si para cualquier todos los vértices de W son distintos, salvo el primero y el 1lti-
mo, entonces W es el ciclo dirigido buscado. Supongamos entonces que existen ¢ y
jen {2,3,...,k}, con i < j, tales que u; = u;. Luego tenemos que W’ = (u;, W, u;)

es un camino cerrado dirigido tal que ¢(W) < k, de donde por la hipétesis inductiva

11



tenemos que W’ contiene un ciclo dirigido, pero como W' estd contenido en W,

entonces podemos concluir que W contiene un ciclo dirigido. |

Teorema 1.0.3. Sea D una digrdfica. Todo camino cerrado dirigido de longitud

impar en D contiene un ciclo dirigido de longitud impar.

Demostracion. Sea W = (v, vy, ..., vV, vg) un camino cerrado dirigido en D de
longitud impar. Procedemos por induccion sobre k.

Paso base. Para k = 1, tenemos que W = (uvg,v1,v9,v9) es un ciclo dirigido de
longitud 3 y éste es el ciclo buscado.

Hipdtesis inductiva. Supongamos que si W’ es un camino dirigido cerrado de longitud
impar menor a 2k + 1, entonces W’ contiene un ciclo dirigido de longitud impar.
Paso inductivo. Sea W = (vg, vq, . .., Uy, ¥p) un camino dirigido cerrado de longitud
impar. Si W no repite vértices, salvo el primero y el ultimo, entonces W es el ciclo
dirigido de longitud impar buscado. Supongamos ahora que W repite un vértice
distinto del primero y el ultimo, es decir, existen i y j en {1,2,...,2k}, con i # j,
tales que v; = v;. Suponiendo sin pérdida de generalidad que ¢ < j, tenemos que
el camino W se ve de la forma (vg, vy, ..., 0, Vis1, ..., V), Ujt1, Vjta, - - ., Uk, Vp). De
aqui que obtenemos los caminos dirigidos cerrados Wy = (v, W, v;) U (vj, W, vg) y
Wy = (v;, W,v;). Observemos que como (W) = £(W,) + £(W,) y ¢(W) es impar,
entonces debemos tener que ¢(W7) es impar, o bien, que ¢(W3) lo es. Supongamos sin
pérdida de generalidad que W; es de longitud impar, que ademas por construccion
cumple con ser de longitud a lo més 2(k — 1) + 1, que es menor a 2k + 1. Asi,
por hipdtesis de induccién tenemos que W; contiene un ciclo dirigido de longitud
impar, pero como W esta contenido en W, entonces se sigue que W contiene un

ciclo dirigido de longitud impar. ]

Teorema 1.0.4. Si D es una digrdfica que cumple que para todo vértice v de D se

tiene que N~ (v) # 0, entonces D tiene al menos un ciclo dirigido.
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Demostracion. Sea W = (vg, vy, ..., v;) una trayectoria dirigida de longitud maxima
en D. Como N~ (vg) # 0, tenemos que existe un vértice u de D tal que (u,vy) €
F(D). Resulta que u = v; para alguna i en {1,2,... k}, pues en caso contrario
(u,v0) U (v, W, v serfa una trayectoria de longitud mayor a la de W contradiciendo

nuestra eleccién de W. Asi, (u,vy) U (vo, W, v; = u) es un ciclo dirigido en D. [

Decimos que un subconjunto I de los vértices de una digrafica D es independiente
si F(D[I]) = 0, por otra parte decimos que un subconjunto A de V(D) es absorbente
si para cualquier u en V(D) — A, existe un vértice v en A tal que (u,v) € F(D).
Si N es un subconjunto de los vértices de D que es independiente y absorbente,
entonces le decimos niicleo. Decimos que D es una digrafica nicleo-perfecta si

cada subdigrafica inducida H de D tiene nucleo.

D :

V2 (%2
< @
4 'U3

Figura 1.3: El conjunto {vg,vs5} es un nicleo de la digrafica D.

Teorema 1.0.5. S7 D es una digrdfica tal que cada ciclo dirigido de D contiene al

menos una flecha simétrica, entonces D tiene nicleo.

Demostracion. Consideremos la subdigrafica Asim(D) de D y observe que en ésta
no hay ciclos dirigidos, pues en caso contrario, como solo tenemos las flechas de D que
son asimétricas, entonces esto implicaria que hay un ciclo dirigido en D que no tiene
flechas simétricas, contradiciendo la hipétesis. Asi, por el Teorema 1.0.4, tenemos

que existe una fuente en Asim(D). Procedemos por induccién sobre |V (D)| = n.
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Paso base: Para n =1, V(D) es un ntcleo para D.

Para n = 2, tenemos las siguientes posibilidades:
e |F(D)| =0, en este caso D no tiene flechas y asi V(D) es un nicleo para D.

e |F(D)| =1, en este caso D tiene una flecha asimétrica, digamos (u,v) € F(D).
Tenemos que N = {v} es un conjunto independiente y absorbente, es decir, es

un nucleo para D.

e |F(D)| =2, en este caso D tiene una flecha simétrica, esto es, {(u,v), (v,u)} =

F(D), de donde N = {v} es un nicleo para D.

Hipdotesis inductiva: Supongamos que para cualquier digrafica H de orden n que
cumpla con que todos sus ciclos dirigidos tienen al menos una flecha simétrica, se
tiene que H tiene ntcleo.

Paso inductivo: Sea D una digrafica de orden n + 1. Por la observacion anterior
tenemos que la digrafica Asim(D) tiene una fuente, digamos w. Consideremos ahora
a la digrafica H = D — w que es de orden n y ademéas cumple que todos sus ciclos
dirigidos contienen al menos una flecha simétrica, pues si w pertenecia a algun ciclo
de D, entonces en H dicho ciclo ya no esta y todos los demas ciclos no se vieron
afectados. Asi, de la hipdtesis inductiva tenemos que H tiene ntcleo, digamos N’,
para el cual tenemos los siguientes casos respecto a la digrafica D.

Caso A: Existe un vértice u en N’ tal que (w,u) € F(D), en este caso N’ es un
nucleo para D.

Caso B: Para todo u en N, no existe la flecha (w, u).

Observemos que en este caso no puede ocurrir que tengamos alguna flecha de la forma
(u,w) con u en N', pues en dado caso, como w es una fuente en Asim(D), entonces
esta flecha serfa simétrica y por tanto existiria la flecha (w, u) en D lo cual contradice

nuestra hipétesis. Por lo tanto, N = N’ U {w} es un conjunto independiente en D
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que ademas ya era absorbente, esto es, N es un ntcleo para D.

Por tanto, en cualquier caso concluimos que D tiene nticleo. |

Corolario 1.0.5.1. §i D es una digrafica tal que cada ciclo dirigido de D contiene

al menos una flecha simétrica, entonces D es nicleo-perfecta.

Demostracion. Sea H una subdigrafica inducida de D. Como H es inducida, preserva
las flechas de la digrafica D y asi cualquier ciclo dirigido que haya en H tendra al
menos una flecha simétrica, de donde por Teorema 1.0.5 tenemos que H tiene nicleo.

Por lo tanto, D es ntcleo-perfecta. ]

Decimos que una digrafica D es bipartita si existe una particiéon {V;,V52} de
V(D) en conjuntos independientes. Si ademds D cumple que para todo u en Vj
y para todo v en Va, [{(u,v), (v,u)} N F(D)| = 1, entonces decimos que D es un
torneo bipartito. Escribimos D = (V},V5) para indicar la particién del torneo en

dos conjuntos independientes.

T :
z
i Yy
v w
U

Figura 1.4: La digrafica T" es un torneo bipartito.

Teorema 1.0.6. Sea D un digrafica. St D es bipartita, entonces D no tiene ciclos

dirigidos de longitud impar.
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Demostracion. Supongamos que D es una digrafica bipartita. Si D no contiene ci-
clos dirigidos, entonces en particular no contiene ciclos dirigidos de longitud impar.
Supongamos ahora que D tiene al menos un ciclo dirigido y sea Cy, = (v, ..., Ug, V1)
un ciclo dirigido arbitrario. Basta probar que k es par. Efectivamente, como D es
bipartita, podemos tomar {V}, V4} una particién de V(D) en conjuntos independien-
tes. Como VUV, = V(D), podemos suponer sin pérdida de generalidad que v; € V;.
Luego, del hecho que (vy,v2) € F(D) y que Vi y V3 son conjuntos independientes,
se sigue que vy pertenece a V5. Con un razonamiento analogo obtenemos que vg
pertenece a Vi y que vy pertenece a V,. De forma general, v; € V5 si y solo si i es
par. Finalmente, como vxv; € F(D) y vy € Vi, se sigue que vy, pertenece a Vs, por
lo que k es par, que es lo que queriamos demostrar. Por lo tanto, en D no hay ciclos

de longitud impar. [ ]

Lema 1.0.7. Sean D = (V3, V) un torneo bipartito y W = (vg,vq, ..., v,) un camino
dirigido en D. Para cada subconjunto {i,j} de {0,1,....n}, {(vi,v;), (vj,v)} N

F(D)#0 siysolosij—i=1 (mdd 2).

Demostracion. Sea {i,j} un subconjunto de {0,1,...,n}, con i < j.

(=) Supongamos sin pérdida de generalidad que (v;,v;) € F(D). Como D es un
torneo bipartito, un extremos de la flecha (v;,v;) debe estar en el conjunto V; y el
otro en el conjunto V5. Supongamos sin pérdida de la generalidad que v; € V; y
que v; € Vo, Como (v;,v41) € F(D) y v; € Vi, tenemos que v;41 € V2. Con un
argumento similar vemos que como v 1 € Vo y (vig1,vi40) € F(D), entonces se
debe tener que v; 12 € V;. Siguiendo de una manera recursiva podemos observar que
si k es par, entonces v;, € V1 y si k es impar, entonces v, € V. De aqui, como
v; € V3, tenemos que j = i+ [ para algin [ impar y asi j —i = (i +1) —i = [, donde
=1 (mdd 2), por lo que j —i =1 mdd 2.

(«<=) Supongamos que j —i =1 (mdd 2) y supongamos sin pérdida de generaliad
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que v; € Vj. Por un razonamiento analogo al anterior, tenemos que v;11 € V5, v;490 €
Vi, viv3 € Vo y de esta manera como j —i =1 (mdd 2), entonces se debe tener que
v; € Va. Luego, como D es torneo bipartito, tenemos que {(v;, v;), (v;, v;) N F(D) #

0. |

Lema 1.0.8. Sea D = (V1,Va) un torneo bipartito. Todo camino dirigido cerrado

W de longitud a lo mds 6 en D, es un ciclo dirigido en D.

Demostracion. Sea W = (v, vs, ..., v, v1) un camino dirigido cerrado de longitud
a lo mas 6. Por los Teoremas 1.0.3 y 1.0.6, k£ ¢ {3,5}, ya que todo camino dirigido
cerrado de longitud impar contiene un ciclo dirigido de longitud impar y D al ser
bipartita no contiene ciclos dirigidos de longitud impar. El caso en el que k = 2
tampoco es posible debido a que D no tiene flechas simétricas.

Veamos el caso en que k = 4. Supongamos sin pérdida de generalidad que v, € V.
De este modo tenemos que {vy,v3} C Vi y {vg,v4} C Vi, para que W sea un ciclo
basta ver que vy # vz y vy # vy. Efectivamente, v; # wv3, pues en caso contrario,
tendrfamos que {(v1,vs), (v, v1)} C F(D), lo cual contradice el hecho de que D es
un torneo bipartito. De manera similar ocurre que vy # vy, pues en caso contrario
tendriamos que {(vq,v3), (v3,v2)} C F(D) contradiciendo también el hecho de que
D es un torneo bipartito. Por lo tanto, W es un ciclo de longitud 4.

Finalmente veamos el caso k = 6. Supongamos nuevamente sin pérdida de generali-
dad que v; € Vi, de este modo tenemos que {vy,v3,v5} C Vi 'y {vg, v4,v6} C Va. Para
que W sea un ciclo dirigido, basta mostrar que todos los vértices de W son diferentes
(salvo el primero y el tltimo). Efectivamente, con un razonamiento andlogo al del
caso k = 4 tenemos que v, # v3 y vy # v4. Ahora vy # vs, pues en caso contrario,
como (vyg,v5) € F(D), tenrfamos que {(vs,v4), (v4,v3)} C F(D), lo cual contradice
el hecho de que D es un torneo bipartito. Luego v; # vs5, pues en caso contrario,

como (vs,v) € F(D) y (vg,v1) € F(D), tendriamos que {(vy,vg), (v, v1)} C F(D),
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lo cual también contradice el hecho de que D es un torneo bipartito.

Ahora vy # vg, pues en caso contrario, como (vg,vs) € F(D) y (vs,v5) € F(D), se
sigue que {(v4,vs), (vs,v4)} € F(D), lo cual contradice el hecho que D es un tor-
neo bipartito. Finalmente vy # vg, pues en caso contrario, como (vy,v9) € F(D) y
(v, v1) € F(D), tendriamos que {(vy,v3), (ve,v1)} C F(D) contradiciendo el hecho

que D es un torneo bipartito. Por lo tanto, W es un ciclo dirigido de longitud 6. W

1.0.2. Coloraciones

Sea D una digrafica sin lazos. Definimos una m-coloracion por flechas como
una funcién ¢ : F(D) — {1,2,...,m}, donde al conjunto {1,2,..., m} le llamamos
conjunto de colores. De ahora en adelante diremos m-coloracién en lugar de “m-
coloracion por flechas’. Decimos que D es m-coloreada si tiene una m-coloracién.
En una digrafica m-coloreada D, un camino (ciclo) dirigido es monocromatico si
todas las flechas del camino (ciclo) dirigido tienen el mismo color. También deci-
mos que un ciclo dirigido C, de longitud al menos 3, es casi monocromatico si,
con a lo méas una excepcion, todas las flechas de C tienen el mismo color. Si D es
una digréfica m-coloreada y N es un subconjunto de V(D) que satisface (i) entre
cualquier par de vértices distintos v y v de N no existe una uv-trayectoria dirigi-
da monocromadtica y (ii) para cada x en V(D) — N existe un vértice v en N tal
que existe una xv-trayectoria dirigida monocromatica; entonces decimos que N es
un nucleo por trayectorias dirigidas monocromaticas. Ademas, definimos la
cerradura de D, denotado por €' (D), como la multidigrafica coloreada con conjunto
de vértices V(€' (D)) = V(D) y conjunto de flechas F(€ (D)) = {(u,v) con color i :
existe una wuv-trayectoria dirigida monocromatica de color i contenida en D}. Es
facil notar que € (D) = € (€ (D)).

En la Figura 1.5 vemos una digrafica D, 2-coloreada bajo la funcién ¢ : F(D) —
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{1,2} definida por:
1 sia=(vs,vr)

2 en otro caso

y su cerradura € (D).

D : ¢ (D) :

U1 V2 Ul‘/\vg
". > m1

~—

Uy U3 V4 U3

Figura 1.5: Digréfica D y su cerradura € (D).

Teorema 1.0.9. Una digrdfica m-coloreada D tiene nicleo por trayectorias dirigidas

monocromdticas si y solo si € (D) tiene nicleo.

Demostracion. (=) Supongamos que D tiene un nicleo por trayectorias dirigidas
monocrométicas, digamos N. Afirmamos que N es un nicleo de € (D).

Primero veamos que N es un conjunto independiente en €(D). Sean u y v vértices
distintos en N, como N es nucleo por trayectorias dirigidas monocromaticas en D,
entonces no existen uv-trayectorias dirigidas monocromaéticas en D, por lo que de la
definicién de F(€'(D)) se sigue que (u,v) no es una flecha en ¢’ (D). Veamos ahora
que N es un conjunto absorbente, para ello sea x un vértice en V(%' (D)) — N. Como
V(€ (D)) = V(D), entonces x es un vértice en V(D) — N, y como N es ntcleo
por trayectorias dirigidas monocrométicas de D, tenemos que existe un vértice v
en N tal que existe una xv-trayectoria dirigida monocromética en D, de donde por
definicién de F/(¢(D)), sucede que (x,v) es una flecha de (D). Por lo tanto, N es

un nicleo de €(D)).
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(«<=) Supongamos que € (D) tiene niucleo, digamos N. Afirmamos que N es un
nucleo por trayectorias dirigidas monocromaticas de D.

Primero veamos que entre cualquier par de vértices de N no hay trayectorias dirigidas
monocromaticas. Sean u y v dos vértices distintos en N, de existir una uv-trayectoria
dirigida monocromatica en D, de la definicién de F(%¢' (D)) tendriamos que (u,v)
es una flecha en € (D), pero esto no puede pasar debido a que N es un ntcleo
en ¢ (D) y por lo tanto es un conjunto independiente. Por lo tanto, no existen
uv-trayectorias dirigidas monocromaticas en D. Veamos ahora que para cualquier
vértice x en V(D) — N, existe un vértice v en N tal que existe una zv-trayectoria
dirigida monocromética en D. Sea x un vértice en V(D) — N, como V(€ (D)) =
V(D), entonces x es un vértice en V(€' (D)) — N, y como N es niicleo de €' (D),
existe un vértice v en N tal que (x,v) es una flecha de €(D). Asi, de la definicién de
F(% (D)), sucede que existe una zv-trayectoria dirigida monocromatica contenida

en D. Por lo tanto, N es un nucleo por trayectorias dirigidas monocromaticas en

D. |

Teorema 1.0.10. Sea D una digrdfica m-coloreada. Todo wv-camino dirigido mo-

nocromatico contiene una uv-trayectoria dirigida monocromdtica.

Demostracion. Sea W un uv-camino dirigido monocromatico. Por el Teorema 1.0.1,
W contiene una uv-trayectoria dirigida, digamos 1. Como 7' esta contenido en W'y
W es un camino dirigido monocromatico, tenemos que 7' también es monocromaético.

Por lo tanto, W contiene una wv-trayectoria dirigida monocromatica. ]

Lema 1.0.11. Sea D=(Vi,Vs) un torneo bipartito m-coloreado tal que cada ciclo
dirigido de longitud 4 es casi monocromdatico y cada ciclo de longitud 6 es mono-
cromatico. St para algunos u y v vértices de D existe una uv-trayectoria dirigida
monocromdtica y no existe vu-trayectoria dirigida monocromdtica, entonces alguna

de las siguientes condiciones se cumple:
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(1) (uv) € F(D)
(i1) Existe una uv-trayectoria dirigida de longitud 2.

(111) Existe una uv-trayectoria dirigida monocromdtica de longitud 4.

Demostracion. Sean u y v vértices de D tales que existe una uwv-trayectoria dirigi-
da monocromatica y no existe una vu-trayectoria dirigida monocromatica. Obser-
ve que si existe una uv-trayectoria dirigida de longitud impar, entonces del Lema
1.0.7 se sigue que (u,v) € F(D) o bien (v,u) € F(D), pero no puede ocurrir que
(v,u) € F(D), ya que tendriamos una vu-trayectoria dirigida monocromética, con-
tradiciendo la hipdtesis, por lo tanto, (u,v) € F(D) y asi el punto (i) del Lema
1.0.11 se satisface. Asumamos que toda uwv-trayectoria dirigida monocromatica W
tiene longitud par y procedemos por induccién sobre ¢(W).

Sea W = (u = xy, . .., xs = v) una uv-trayectoria dirigida monocromética y supon-
gamos sin pérdida de generalidad que las flechas de W tienen asignado el color 1.
Paso base: Para r = 1, W ya es una uv-trayectoria dirigida de longitud 2 y el punto
(77) del Lema 1.0.11 se cumple.

Para r = 2, tenemos que W ya es una uv-trayectoria dirigida monocromatica debi-
do a que D no contiene ciclos dirigidos de longitud impar y tampoco tiene flechas
simétricas, por lo que se cumple el punto (#ii) del Lema 1.0.11.

Para r = 3, por el Lema 1.0.7, como 5 = 1 (mdd 2), tenemos que (u,x5) € F(D)
o bien (z5,u) € F(D). De manera andloga, como 6 — 1 =5y 5 =1 (mdd 2), se
sigue que (z1,v) € F(D) o bien (v,x1) € F(D). Observemos que si (u,x;5) € F(D)
o (x1,v) € F(D), entonces (u,xs5,v) o (u,z1,v) son uv-trayectorias dirigidas de
longitud 2, respectivamente, de donde el punto (i7) del Lema 1.0.11 se satisface. Su-
pongamos que {(zs5,u), (v,z1)} C F(D), de aqui que obtenemos los ciclos dirigidos
de longitud 6 (u, W, z5)U (x5, u) vy (1, W,v)U (v, x1), los cuales por hipéteis son mo-

nocromaticos y ademads de color 1, pues (3, x3) es una flecha en ambos ciclos que es
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de color 1. Asi obtenemos en particular que las flechas (x5, u) y (v, z1) son de color 1
y por lo tanto la trayectoria dirigida (v, x1) U (21, W, x5) U (25, u) es monocromética,
contradiciendo el hecho de que no hay vu-trayectoria dirigida monocromatica, por
lo que este caso no puede pasar. De esta manera, concluimos que (u,z5) € F(D) o
(x1,v) € F(D).

Hipdotesis inductiva: Supongamos que si en D existe una uv-trayectoria dirigida mo-
nocromética de longitud s, con 6 < s < 2r, y no existe vu-trayectoria dirigida

monocromatica, entonces alguna de las siguientes condiciones se cumple.
(i) (u,v) € F(D)
(ii) Existe una wv-trayectoria dirigida de longitud 2.
(iii) Existe una wv-trayectoria dirigida monocromética de longitud 4.

Paso inductivo: Sea W = (u = g, 21, ..., Zar41) = v) Una uv-trayectoria dirigida
monocromatica de longitud 2(r + 1) y supongamos sin pérdida de generalidad que
tiene color 1. También supongamos sin pérdida de generalidad que u pertenece a V5.
Observemos que para cada i en {0,1,...,2(r+1)—5}, como (i+5)—i =1 (mdd 2),
entonces del Lema 1.0.7 tenemos que (z;, x;15) o bien (x;15, ;) € F(D), de aqui que

obtenemos los siguientes casos.

Caso A: Para todaien {0,1,...,2(r +1) — 5}, (z445,25) € F(D).
En este caso para cada i en {0, 1,...,2(r+1)—5}, tenemos que (x;, Tit1, . . ., Tits, T;)
es un ciclo dirigido de longitud 6 y por tanto, de la hipdtesis, tenemos que éste es
monocromatico y ademas de color 1, pues comparte flechas de la trayectoria W
que tienen el color 1. Asi, en particular para cada i en {0,1,...,2(r + 1) — 5},
la flecha (x;,5,2;) es de color 1. Tomemos ahora k en {1,2,3,4,5} tal que k =

2(r +1) (mdd 5), asi tenemos al camino dirigido (v = Ta(r41); To(r4+1)—55 T2(r+1)—10,
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o xp)U (g, W)U (x5, 29 = u) que es una vu-trayectoria dirigida monocromaética,

contradiciendo la hipétesis. Por lo tanto, este caso no puede ocurrir.

Vi Va

Lo(r41) =V

Figura 1.6: Caso A.

Caso B: Para alguna i en {0,1,...,2(r+1) — 5} tenemos que (z;, z;45) € F(D).

Consideremos las siguientes observaciones:

Observacion 1: Por Lema 1.0.7, como 2(r +1) —1 =1 (mdd 2) y (2r +1) —
0 = 1 (mdd 2), tenemos que {(z1,v = Zap41)), (V,21)} N F(D) # 0y {(x0 =
U, Tori1), (Tori1,u) }NF(D) # (). Nuevamente, en el caso en el que (u, x9,11) € F(D)
o bien (x1,v) € F(D), podemos construir las uv-trayectorias dirigidas de longitud
2, (u, xory1,v) y (u,x1,v), respectivamente, por lo que el punto (ii) del Lema 1.0.11

se cumple. Supongamos que {(xa41,u), (v,21)} C F(D).

Observacion 2: Si para alguna j en {0,1,...,2(r +1) — 5}, (v,z;) € F(D)y
las flechas (v,z;) y (2,41, u) tienen asignado el color 1, entonces tenemos que la

trayectoria dirigida (v, ;) U (z;, W, Z9,41) U (22,41, 1), es una vu-trayectoria dirigida
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monocromatica, contradiciendo nuestra hipétesis. Por lo tanto, si para alguna j en
{0,1,...,2(r+1) =5}, (v,z;) € F(D), entonces debemos tener que la flecha (v, x;)

no tiene color 1, o bien la flecha (29,11, u) no tiene color 1.

De la Observacion 2 surgen los siguientes dos casos.

Caso B.1: (2,11, u) no tiene color 1.
Por la suposicién del Caso B sabemos que para alguna i en {0,1,...,2(r+1) — 5}
sucede que (x;, x;45) € F(D). Tomamos {ig, jo} € {0,1,...,2(r+1)} de tal manera
que jo —io =max{j —i:{3,5} C{0,1,...,2(r+ 1)} v (x;,x;) € F(D)}, los cuales
sabemos que son tales que jo —ip > (i +5) — ¢ = 5. Consideremos las siguientes

posibilidades para ig y para jo.

Caso B.1.1: 19 > 2y jo < 2r.
Como (z;,, xj,) € F(D), entonces del Lema 1.0.7 se sigue que jo—ip = 1 (mdd 2), lo
que implica que (jo+2)—(ip—2) = 1 (mdd 2). Asi, por el Lema 1.0.7, {(z,—2, Tjy+2),
(o425 Tig—2) JNF (D) # 0, pero por la eleccién de ig y jo obtenemos que (42, Tip—2)
€ F(D). Por lo tanto, (zi,—2, Tiy—1, Tig, Tjos Tjo+1s Tjo+2, Tig—2) €S un ciclo dirigi-
do de longitud 6, que por hipdtesis es monocromatico y ademas de color 1, pues
(iy—2,%i—1) es una flecha de la trayectoria W que es de color 1. En particu-
lar la flecha (z;,,2;,) es de color 1 y por lo tanto la trayectoria dirigida (u =
To, W, x3,) U (x5, Tjy) U (x50, W, a1y = v) es una uv-trayectoria dirigida mono-
cromatica de longitud a lo més ¢(W) — 4, de donde por la hipétesis inductiva se

satisface el Lema 1.0.11.

Caso B.1.2: ig = 0.
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Como u = z;, es un vértice en Va y (x;,,xj,), tenemos que xj, es un vértice en Vi,
esto es jp es un nimero impar.

Supongamos que jo < 2r —3. Como jo—ig =1 (mdd 2), tenemos que (jo+4) —0 =
1 (mdd 2), y por el Lema 1.0.7 se sigue que {(xo,Zjo+4), (Tjo+4,T0)} N F (D) #
(0, pero de la eleccién de ig y jo obtenemos que (xj,44,70) € F(D). Asi, (u =
L0, Tjo, Tjot1s Tjo+2s Tjot+3, Tjo+4, Lo = ) es un ciclo dirigido de longitud 6 que por
hip6tesis es monocromético y ademas de color 1, pues (x,11, Zj,+2) es una flecha de
la trayectoria W que es de color 1. En particular la flecha (z;,,x;,) es de color 1y
por lo tanto la trayectoria dirigida (v = xo, z;,) U (xj,, W, v) es una wv-trayectoria
dirigida monocromética de longitud a lo mas ¢(W) — 4, de donde por la hipétesis

inductiva se satisface el Lema 1.0.11.

Figura 1.7: Caso B.1.2 donde jy < 2r — 3.

Supongamos ahora que jo > 2r — 1. Por la asimetria de D, notemos que no puede
ocurrir que jo = 2r + 1, pues estamos suponiendo que (zo,z;,) es una flecha de D
y también estamos en el caso en que (x9,41, %) es una flecha de D. Asi, obtenemos
que jo = 2r — 1 y por lo tanto (u = xg, T, = Tor_1, T2, Tar+1, u) €s un ciclo dirigido

de longitud 4, que por hipdtesis es casi monocromatico. Como la flecha (w911, u)
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no es de color 1 (por la suposicién del Caso B.1), entonces en particular la flecha
(w55, 4,) es de color 1. Por lo tanto, (u = o, %j, = Tar—1, Tar, Tar41, Tar41) = V) €8
una uwv-trayectoria dirigida monocromatica de longitud 4, por lo que se satisface el

punto (i7i) del Lema 1.0.11.

Caso B.1.3: iy = 1.

Como u es un vértice en Vs, entonces z;, = x; es un vértice en V; y como (z;,, xj,)
es una flecha en D, tenemos que z;, es un vértice en V5, esto es, jo es un nimero
par.

Supongamos que jo < 2r — 2. Notemos que jo — ig = 1 (mdd 2), por lo que
(Jo+4) —ip =1 (mdd 2), por Lema 1.0.7 tenemos que {(2j,+4,%1), (X1, Tjo+4)} N
F(D) # 0, pero por la eleccién de ig y jo debe ocurrir que (xj,44,21) € F(D). Asi,
(T1 = Tiy, Tjg, Tjo+1, Tjot+2, Tjo+3s Tijo+d, 1) €s un ciclo dirigido de longitud 6 que por
hipdtesis es monocromatico y ademéds de color 1, pues (2,41, Zj,+2) es una flecha de
la trayectoria W que es de color 1. En particular la flecha (x;,,z;,) es de color 1 y
por tanto, (u,x1 = T4, Tj,) U (25, W, Za41) = v) es una uv-trayectoria dirigida de
longitud a lo mas ¢(W) — 4, de donde por la hipétesis inductiva se satisface el Lema
1.0.11.

Supongamos ahora que jo > 2r. Por la suposicion final de la Observacion 1y por la
asimetria de D, no puede ocurrir que jo = 2(r+ 1), pues de otra manera tendriamos
que {(Ta(r41y, 1), (T1 = Tiy, Tar1y) = 25) } € F(D), lo que es imposible. Asi, obtene-
mos que jo = 2r y por lo tanto (r; = x;,, Tj, = Tay, Tor41, U, T1) €s un ciclo dirigido
de longitud 4 que por hipdtesis es casi monocromatico. Como la flecha (w941, u)
no es de color 1 (por la suposicién del Caso B.1), entonces en particular la flecha
(w45, 74,) es de color 1. Por lo tanto, (u, z1 = 4, Tj, = Tor, Tor41, To(r+1) = V) €S UNA

uv-trayectoria dirigida monocromatica de longitud 4, por lo que se satisface el punto
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(i7i) del Lema 1.0.11.

Caso B.1.4: jo=2r+1.

Como 2r + 1 es impar, tenemos que z;, es un vértice en V; y por tanto, dado que
(xiy, z5,) € F(D), tenemos que x;, es un vértice en Vs, esto es, 7y es un nimero par.
Supongamos que iy > 4. Como jo — ip = 1 (mdd 2), también ocurre que j, —
(ip —4) = 1 (mdd 2), de donde, por el Lema 1.0.7, tenemos que {(z2,11,Ziy—4),
(Xig—a, Torp1) } N F(D) # 0, pero por la eleccion de iy y jo sucede que (22,41, Tip—4) €
F(D). Ast, (xiy, Tj, = Tart1, Tig—a, Tig—3, Tig—2, Tig—1, Tip) €s un ciclo dirigido de lon-
gitud 6 que por hipdtesis es monocromatico y ademés de color 1, pues (x;,_4, Tiy—3)
también es una flecha de la trayectoria W que es de color 1. En particular, la flecha
(xiy,%j,) es de color 1y por lo tanto (u, W, z;,) U (2, Tj, = Tar41,v) €8 una uv-
trayectoria dirigida monocromatica de longitud a lo més ¢(W) — 4, de donde por la
hipdtesis inductiva se satisface el Lema 1.0.11.

Supongamos ahora que ig < 2. Notemos que no puede suceder que iz = 0, pues
tendriamos que {(xq, 2,41), (2,41, 7o)} C F(D), contradiciendo la asimetria de D.
Asi, iy = 2 y por lo tanto (z3 = ;,, Tj, = Tor41, To, 1, T2) s un ciclo dirigido de lon-
gitud 4, que por hipétesis es casi monocromético. Como la flecha (z9,41, 29 = u) no
es de color 1 (por la suposicién del Caso B.1.), tenemos que la flecha (z;,, x;,) es de
color 1. Por lo tanto, (u,x1,xs = T4, Tj, = Tor+1, To(r41) = v) es una wuv-trayectoria
dirigida monocromatica de longitud 4, por lo que se satisface el punto (iii) del Lema

1.0.11.
Caso B.1.5: jo=2(r+1).

Como 2(r 4+ 1) es par, tenemos que xj, es un vértice en V5 y por tanto x;, es un

vértice en V7, esto es, igp es un nimero impar.
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Figura 1.8: Caso B.1.4 donde 7y < 2.

Supongamos que ig > 5. Como jo—ip = 1 (mdd 2), también sucede que jo—(i9—4) =
1 (méd 2),y por Lema 1.0.7 tenemos que {(@a(r11), Tig—a), (Tig—a, Tor41)) JOF (D) #
0, pero por la eleccién de iy y jo debe ocurrir que (Za(r41), Tip—a) € F(D). Asi,
(Tigs Tjy = To(r41), Tig—4s Tig—3s Tig—2, Tig—1, x;,) es un ciclo dirigido de longitud 6 que
por hipétesis es monocromatico y ademds de color 1, pues (z;,_4, T;,—3) también es
una flecha de la trayectoria W que es de color 1. En particular la flecha (z;,, xj,) es
de color 1 y por lo tanto (u, W, z;,) U (x;,,z;, = v) es una uv-trayectoria dirigida
monocromatica de longitud a lo més ¢(W) — 4, de donde por la hipédtesis inductiva
se satisface el Lema 1.0.11.

Supongamos ahora que iy < 3. Notemos que no puede ocurrir que ig = 1, pues en
caso contrario tendriamos que {(z1, Za(r11)), (T2¢41), 1)} € F(D), contradiciendo
la asimetria de D. Asi, igp = 3 y por lo tanto (z3 = 4, 2j, = Za@t1), L1, L2, T3)
es un ciclo dirigido de longitud 4 que por hipdtesis es casi monocromatico. Si la
flecha (v, 1) no es de color 1, entonces la flecha (3, Za(-11)) es de color 1 y por lo
tanto (u = xg, x1, T2, T3, To(r41) = v) es una wv-trayectoria dirigida monocromaética

de longitud 4, cumpliendose asi el punto (iii) del Lema 1.0.11. Supongamos que la
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flecha (3, Za(r41)) DO es de color 1, lo que implica que la flecha (v, z;) si es de color

1. Consideremos las siguientes observaciones.

Observacion A : Si para alguna i’ en {3,4,...,2r + 1} tenemos que (zy,u) es
una flecha de D, entonces ésta no es de color 1, pues en caso contrario (v,z;) U
(x1, W, zy) U (x4, u) es una vu-trayectoria dirigida monocromatica, contradiciendo

nuestra hipotesis.

Observacion B : (u,x5) es una flecha de D, pues de no ser asi, como 5 — 0 =
1 (mdd 2), tendriamos por Lema 1.0.7 que (z5,u) € F(D) y por tanto (u, x1, T2, T3,
x4, Ts,u) es un ciclo dirigido de longitud 6 que es monocromético por hipétesis y
ademds de color 1, puesto que (u, 1) es también una flecha de la trayectoria W que
es de color 1. En particular la flecha (x5, u) es de color 1, ques es una contradiccién

a la Observacion A.

De la Observacion B tenemos que el conjunto {i’ € {5,6,...,2r—1} : (u,xy) €
F(D)} es no vacio. Tomemos ky = max{i' € {5,6,...,2r — 1} : (u,zy) € F(D)}.
Asi, (u,zy,) € F(D), por lo que kg — 0 = 1 (mdd 2) y también tenemos que
(ko+2)—0=1 (mdd 2), de donde por el Lema 1.0.7, {(xg,+2, ©), (4, Tp,12) }NF (D) #
(). Por la eleccién de kg tenemos que (2,12, u) es una flecha de D que no es de color 1
(por la Observacion A). Ahora, (u, Txy, Tkyt1, Ther2, 1) €s un ciclo dirigido de longitud
4 que por hipédtesis es casi monocromético. Como la flecha (g, 42, u) no es de color
1, tenemos que la flecha (u, z,) si es de color 1. Por lo tanto, (u, W, zg,) U (xg,, W, v)
es una uv-trayectoria dirigida monocromética de longitud a lo més ¢(W) — 4, de

donde por la hipotesis inductiva se satisface el Lema 1.0.11.
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Caso B.2: (xg,41,u) tiene color 1.

De la Observacion 2sabemos que si para alguna i’ en {1,2,...,2(r+1)=5}, (v, x;)
es una flecha de D, entonces ésta no es de color 1.

Observemos que (Za(r+1)—5, v) es una flecha de D, pues en caso contrario, como 2(r +
1)=(2(r4+1)=5) =1 (mdd 2), se sigue del Lema 1.0.7 que (v, To(;+1)—5) es una flecha
de D, pero por otra parte (372(r+1)—5, To(r41)—4, T2(r+1)=3 L2(r+1)—2> L2(r+1)—15 L2(r4+1) =
v, Ta(r41)—5) €s un ciclo dirigido de longitud 6 que por hipétesis es monocromético y
ademas de color 1, pues (Za(r11)-5, Ta(r1+1)—4) €s también una flecha de la trayectoria
W que tiene color 1. Asi, en particular (v, Zs(41)—5) es también de color 1, contradi-
ciendo nuestra suposicién. Ahora, como (v, z1) es una flecha de D, se sigue que ésta
no es de color 1, por lo que en particular el conjunto {i" € {0,1,...,2(r +1) — 7} :
(v,2y) € F(D)} es no vacio. Sea ip = max{i' € {0,1,...,2(r+1) =7} : (v,xy) €
F(D)} y notemos que por la eleccién de i tenemos que {(v, z;,), (i, 12,v)} C F(D),
con la flecha (v,x;,) coloreada de un color distinto a 1. Asi, (v, z;,, Tig+1, Tig+2, V)
es un ciclo dirigido de longitud 4, que por hipdtesis es casi monocromatico. Como
(v,24,) no es de color 1, tenemos que la flecha (x;,.2,v) si es de color 1. Por lo
tanto (u, W, z;,) U (24, Tig+1, Tig+2, V) €s una uv-trayectoria dirigida monocromatica
de longitud a lo més ¢(W) — 4, de donde por la hipdtesis inductiva se satisface el

Lema 1.0.11. ]
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Capitulo 2

Nicleos por trayectorias dirigidas
monocromaticas en torneos

bipartitos m-coloreados

En este capitulo presentamos el resultado principal del articulo Monochromatic
paths and quasi-monochromatic cycles in edge-coloured bipartite tournaments escri-
to por Hortensia Galeana Sanchez y Rocio Rojas Monroy [7], en el cual se dan
condiciones suficientes para asegurar la existencia de al menos un ntcleo por trayec-
torias dirigidas monocromaticas en torneos bipartitos m-coloreados. De igual manera
mostramos que algunas de las hipdtesis de dicho teorema son suficientes y mas atn,
justas. Para ello, definimos al torneo bipartito ﬁ; como la digrafica coloreada con el

siguiente conjunto de vértices y flechas:
V(fg) ={u,v,w,z,y,z}.

F(T5) = {(w,w), (v,w), (w,2), (w, 2), (z,9). (y,0), (y.0), (,)}.

Donde cada flecha del conjunto {(u,w), (w,z), (y,u),(z,y)} tiene color 1 y cada

flecha del conjunto {(v,w), (w,z2), (z,y), (y,v)} tiene color 2. En la Figura 2.1 se
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encuentra la digrafica fﬁ, donde el color 1 es el color rojo y el color 2 es negro.

.I" Y n 2

Figura 2.1: Torneo bipartito 2-coloreado fﬁ.

Teorema 2.0.1. Sea D = (Vi, Va) un torneo bipartito m-coloreado. Si D cumple las

siguientes condiciones:
1. Cada ciclo dirigido de longitud 4 en D es casi monocromdtico.
2. Cada ciclo dirigido de longitud 6 en D es monocromdtico.
3. D no contiene subtorneos 2-coloreados isomorfos T;;.

Entonces € (D) es una digrdfica nicleo-perfecta.

Demostracion. Debido al Corolario 1.0.5.1, basta probar que cualquier ciclo dirigido
en € (D) tiene al menos una flecha simétrica. Procediendo por contradiccion, su-
pongamos que existe un ciclo dirigido, digamos C' = (xg, 21, ..., X, Zo), contenido
en € (D) que no tiene flechas simétricas, esto es, C' estd contenido en Asim(% (D))
y por lo tanto, n > 2. De aqui en adelante, consideramos a los subindices del ciclo

C médulo n + 1. Debido a la definicién de las flechas de la multidigrafica €' (D),
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sucede que para cada i en {0,1,...,n}, existe una x;x; 1-trayectoria dirigida mo-
nocromatica en D y no existe x;12;-trayectoria dirigida monocromatica, donde por

Lema 1.0.11 se satisface al menos uno de los siguientes enunciados:
(1) (z4,zi+1) € F(D).
(ii) Existe una x;z;1-trayectoria dirigida de longitud 2.
(iii) Existe una x;z;1-trayectoria dirigida monocromatica de longitud 4.

Para cada i en {0,1,...,n}, tomamos T; como sigue: T; = (x;, x;11), si (z;, xi11) €
F(D); T; es una z;x;i-trayectoria dirigida de longitud 2, si (x;,z;41) ¢ F(D) y
dicha trayectoria existe; o T; es una x;x;,-trayectoria dirigida monocromatica de
longitud 4, en otro caso.
n

Definimos ahora C' = U T;, que claramente es un camino cerrado dirigido en D
que empieza y termina ie:Ii) xg. Digamos que C" = (2o, 21, - - ., 2k, 20), donde zy = xq.
Para relacionar los vértices del camino cerrado dirigido C” con los vértices del ciclo
dirigido C, observemos que cada trayectoria dirigida 7; se ve de la forma (z; =
Zigs Zig41s - - - s Zig+r; = Tit1) donde r; € {1,2,4}. Asi, definimos ¢ : {0,1,...,k} —
{zg,x1,...,2,} como la funcién que a cada indice lo manda al primer vértice de
la trayectoria dirigida 7; donde se encuentra el vértice con dicho indice, es decir,
©(7) = 2, para cada j en {ig,7o + 1,...,7 + (r; — 1)}. Decimos que el indice j del
vértice z; es un indice principal si existe un ¢ en {0,1,...,n} tal que z; = z; y
denotamos por I, al conjunto de los indices principales.

Observacion % : Como cada trayectoria dirigida 7} tiene longitud a lo mas 4, obte-
nemos que para cada j en {0, 1,...,k} se satisface que {j,j+1,7+2,j+3}N1, # 0.
Por otra parte, debido a que xy = 2y, tenemos que 0 € [,,. De ahora en adelante los

indices de los vértices de C’ los consideramos médulo k -+ 1.

Notemos que, debido al Lema 1.0.8, todos los caminos dirigidos cerrados de longitud
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a lo mas 6 en D son en realidad ciclos dirigidos. Por otra parte, como C’ es un
camino cerrado dirigido en un torneo bipartito, es de longitud par, de donde k es
un nimero impar y ademas es al menos 3, pues n > 2 . Veamos los siguientes casos

para k.

Caso A: k= 3.
En este caso C’ es de la forma (2, 21, 22, 23, 20) y es un ciclo dirigido de longitud
4, que por hipotesis es casi monocromatico. Notemos que no puede ocurrir que Tj
sea una trayectoria dirigida monocromatica de longitud 4, pues en dado caso, Tj es
C"y asi xg = 29 = 11, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, Ty es la flecha
(o, 1) o bien, es una zoz;-trayectoria dirigida de longitud 2; donde z; € {z1, 22 }.
De igual manera, T,, puede ser la flecha (z,, z() o bien una x,zo-trayectoria dirigida

de longitud 2; donde x,, € {z3, 22} De lo anterior surgen los siguientes casos:

Caso A.1. 11 =21y Tp, = 2o.
Tenemos que C' = (xg,x1,T, = T2,23,79) y como el ciclo dirigido es casi mono-
cromatico, se sigue que alguna de las flechas esta coloreada de un color distinto.
-Si la flecha de color distinto es la flecha (zg, 1), entonces (z1,x,, 23, Z9) es una
xr1xo-trayectoria dirigida monocromatica, lo cual es una contradiccion.
-Si la flecha de color distinto es la flecha (x4, x,), entonces (z,, = x9, 23, o, 1) €S
una zoxi-trayectoria dirigida monocromatica, lo cual es una contradiccion.
-Si la flecha de color distinto es la flecha (z,, z3) o bien la flecha (z3, (), entonces
(20, 21, xy,) €8 una xor,-trayectoria dirigida monocromaética, lo cual es una contra-
diccion.
En cualquier caso se llega a una contradiccion, por lo que este Caso A.1 no puede

ocurrir.
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Zo Z1

<3 2 = Tp
Figura 2.2: Caso A.1 donde (z1,z,) es la flecha de color distinto.

Caso A.2. ©v1 =21y x, = 23.
Asi, C" = (xg, 21, 29, Tn, To) y como el ciclo es casi monocromatico, alguna de las
flechas esta coloreada de un color distinto.
-Si la flecha de color distinto es la flecha (z, 1), entonces (z1, 22, Z,, ) €s una
xr1xo-trayectoria dirigada monocromatica, lo cual es una contradiccion.
-Si la flecha de color distinto es la flecha (1, 22), entonces puede ocurrir que z = x5
y en dado caso (z2 = @3, Ty, Tg, T1) €s una rox-trayectoria dirigida monocromaética,
lo cual es una contradiccion. Por otra parte puede ocurrir que z, = x5 y en dado
caso, (x, = xq,To,x1) es una ryxi-trayectoria dirigida monocromatica, lo cual es
una contradiccion.
-Si la flecha de color distinto es la flecha (z,z,), nuevamente puede ocurrir que
zg = x9 y en dado caso x, = x3, donde (x, = x3,T0,%1,22 = T3) €S UNa T3To-
trayectoria dirigida monocromatica, lo cual es una contradicciéon. Por otra parte,
puede ocurrir que x, = x5 y en dado caso (x, = g, xg,T1) €S una roz-trayectoria
dirigida monocromatica, lo cual es una contradiccion.
-Si la flecha de color distinto es la flecha (x,,x¢), entonces (x¢,x1, 22, 2,) €s una
xrox,-trayectoria dirigida monocromatica, lo cual es una contradiccion.

En cualquier caso se llega a una contradiccion, por lo que este Caso A.2 no puede
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ocurrir.

O

Lo T

23 — Tp Z9

Figura 2.3: Caso A.2 donde (zg, 1) es la flecha de color distinto.

Caso A.3. ©1 =20y x,, = 23.
Asi, C" = (zg, 21,21, T = T2,%) y como el ciclo es casi monocromético, alguna de
las flechas esta coloreada de un color distinto.
-Si la flecha de color distinto es la flecha (xg, 2z1) o bien la flecha (z1, 1), entonces
(21, Tn, o) €s una xjxo-trayectoria dirigada monocromdtica, lo cual es una contra-
diccion.
-Si la flecha de color distinto es la flecha (x1,z, = x2), entonces (xs, xg, 21, 1) €S
una zoxi-trayectoria dirigida monocromaética, lo cual es una contradiccion.
-Si la flecha de color distinto es la flecha (x,,xo), entonces (xg, z1, Z1,x,) €s una
Tox,-trayectoria dirigida monocromatica, lo cual es una contradiccion.
En cualquier caso se llega a una contradiccion, por lo que este Caso A.3 no puede
OCUITIr.

En cada caso llegamos a que existe una z;,x;-trayectoria dirigida monocromati-
ca para alguna i en {0,1,...,n}, lo cual es una contradiccién a nuestra suposiciéon

y por lo tanto, el C'aso A no puede ocurrir.

Caso B: k£ =5.
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X0 zZ1

23 = Inp z1
Figura 2.4: Caso A.3 donde (z,, %) es la flecha de color distinto.

En este caso C' es un ciclo dirigido de longitud 6, que por hipdtesis es monocrométi-
co, donde es claro que particularmente existe una zgx,-trayectoria dirigida mono-
cromatica, lo cual es una contradicciéon a nuestra suposiciéon. Por lo tanto, este

Caso B no puede ocurrir.

Caso C: k> T.
Para demostrar que este caso tampoco puede ocurrir, primero mostraremos algunas

afirmaciones.

Afirmacion 1(C). Para cada j en I, se satisface que (z;,2j45) € F(D).
Efectivamente, dada j en I, arbitraria, como (j +5) —j =1 (mdd 2), tenemos del
Lema 1.0.7 que {(2;, zj+5), (215, 2;) } N F(D) # 0. No puede suceder que (2;45, 2j) €
F(D), pues en dicho caso, (2;, zj11, Zj+2, Zj+3, Zj+4, Zj+5, 2) €s un ciclo dirigido de
longitud 6, que por hipotesis es monocroméatico. Ademas, como j es un indice prin-
cipal, existe una ¢ en {0, 1,...,n} tal que x; = z;, de donde ;41 € {241, Zj+2, Zj+4},
dependiendo de si ¢(T;) es 1, 2 o 4. Asi, claramente existe una z;,,z;-trayectoria
dirigida monocromatica, lo cual no puede ocurrir debido a nuestra suposicién. Por

lo tanto, (2, zj45) € F(D).
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Afirmacion 2(C). Para cada j en {0,1,...,k} tal que j+5 es un indice principal,
se satisface que (zj, z;45) € F(D).
Efectivamente, dada j en {0, 1, ...k}, tal que j+5 es un indice principal, como (j+
5)—j =1 (mdd 2), tenemos del Lema 1.0.7 que {(z;, zj45), (2j+5, 2;)} N F(D) # 0.
No puede suceder que (zj45,2;) € F(D), pues en dicho caso, (2, 2j41, Zj+2, 2j+3, Zj+4,
Zj+s,2j) es un ciclo dirigido de longitud 6, que por hipdtesis es monocromatico.
Ademas, como j + 5 es un indice principal, existe una ¢ en {0,1,...,n} tal que
r; = zj45, de donde z;_1 € {zj14, 243, zj11}, dependiendo de si ¢(T;_1) es 1, 2 0 4.
Asi, claramente existe una x;x;_;-trayectoria dirigida monocromatica, lo cual es una

contradiccién. Por lo tanto, (2, z;+5) € F(D).

Afirmacion 3(C). Para cada j en {5,6,...,k — 2} tal que j = 1 (mdd 4), se
satisface que (2o, 2;) € F(D).
Notemos que consideramos el conjunto {5,6, ...,k — 2} ya que por un lado el inico
nimero menor a 5 que es congruente a 1 modulo 4 es el 1 mismo, para el cual ya
se cumple (zo, z1) € F(D). Por otro lado, como en D no hay flechas simétricas y ya
tenemos que (z, 29) € F(D), por lo que debemos considerar niimeros menores a k,
pero como k es impar y queremos una flecha de la forma (zy, z;), se sigue que j debe
ser menor o igual a k£ — 2. Una vez que sabemos la razén de escoger este conjunto
de indices, procedemos la demostracion de esta afirmacién por contradiccion.
Supongamos que existe un indice j en {5,6,... k — 2} tal que j = 1 (mdd 4) y
cumple que (zg, z;) ¢ F(D). Del Lema 1.0.7, como j —0 =1 (mdd 2), tenemos que
{(25,20), (2, 20) }NF (D) # 0, y asi, (25, 20) € F(D). De la Afirmacion 1(C) tenemos
que (zq,25) € F(D), lo que implica, al ser D una digrafica asimétrica, que j debe

ser distinto de 5. Asi, como j = 1 (mdd 4), obtenemos que 7 > 9. En el caso en
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que k <9, la Afirmacion 3(C) ya se satisface y no hay nada mas que hacer, asi que
supongamos que k > 9, esto es, k > 11.

De lo anterior y de nuestra suposicién tenemos que el conjunto {i € {5,6,...,k—6} :
i=1 (mdd 4) y (2i+4,20) € F(D)} es no vacio, sea ip = min{i € {5,6,...,k—6} :
i=1 (mdd 4) y (zi44,20) € F(D)}. De la eleccién de iy tenemos que {(z,+4, 20),
(20, 2i0)} € F(D).

Definimos ahora C? = (20, 2y, Zig 11, Zig+2, Zig+3, Zio+d, 20), €l cual es un ciclo dirigido
de longitud 6, que por hipdtesis es monocromatico, supongamos sin pérdida de ge-

neralidad que tiene el color 1. Consideramos ahora las siguientes posibilidades:

3(C).1. ig € I,
En este caso existe un i € {2,3,...,n} tal que x; = z;,, de donde x; 1 € {211, Zigt+2,
Zig+4} dependiendo de si £(T;) es 1, 2 0 4. Asi, claramente existe una x;, 1 x;-trayectoria

dirigida monocromaética en D, lo cual es una contradiccion.

Notemos que si iy € {5,9}, entonces (zg,z;,_4) € F(D) y también si i > 9,
entonces ig — 4 > 5, de donde por la eleccién de iy tenemos que (2, z;y—4) € F(D);

en cualquier caso también tenemos que (2o, z;,—4) € F(D).

3(C).2. ig ¢ 1,
En este caso, de la Observacidn %, se satisface que {ig—1,i9—2,i9—3}N1, # 0. Sea
se{ig—1,i0—2,ip—3}N I, y sea z; el vértice del ciclo C' tal que z; = z,. Luego, de
la Afirmacion 1(C) se cumple que (2, 2545) € F(D), con zsy5 € {zig+4, Zig+3, Zig+2 -
Asi, CF = (23,4, C", 25) U (25, 2s15) U (2515, C7, 2igra) U (Zig 145 20, Zig—a) €8 un ciclo di-
rigido de longitud 6 (en cualquiera de los casos), que por hipétesis es monocromatico

y ademés de color 1, pues (z;,14, 20) también es una flecha del ciclo dirigido C? ques
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es de color 1. Asi, W = (z;,,C?, 2z0) U (29, C?, 2z, = z;) es un camino dirigido mono-
cromatico.

Por otra parte sabemos que x;1 € {2511, 2512, 2s+4} (pues £(7T;) puede ser 1, 2 0 4),
pero {211, Ze2, Zs4a ) C {Zig—2, Zig—1» Zig, Zig+1s Zig+2; Zig+3)-

Como {Zi(n Zig+1s Rig+25 zio+3} - V(W)7 si Tit+1 € {Zim Zig+1s Fig+2s Zio+3}a entonces es
claro que existe una x;,x;-trayectoria dirigida monocromética contenida en W, lo
cual es una contradiccién a nuestra suposiciéon. Supongamos que ;1 € {2j,—2, Zig—1}
y sea iy € {ig — 1,99 — 2} tal que ;41 = z;,. Asi, i; es un indice principal y de la
Afirmacion 1(C) tenemos que (2;,, zi,45) € F(D), con 2,15 € {Zigt4, Zig+3 - Luego,
C* = (2iy-4,C", 2i,) U (21, 2iy25) U (24145, C, Zigra) U (Zig 145 20, Zig—4) €8 un ciclo diri-
gido de longitud 6 (en cualquiera de los casos), que por hipé6tesis es monocromatico
y ademas de color 1, pues (2, z;,_4) €s también una flecha del ciclo C? que es de
color 1; pero esto es una contradiccién debido a que z; es también un vértice de este
ciclo y por lo tanto existiria una x;,x;-trayectoria dirigida monocromatica. Por lo

tanto, este caso no puede suceder y asi la Afirmacion 3(C) es verdadera.

2 Zig—4
m1
Zig—3 Zig—2 = s = Ij
H 2
Lit+l = Zig— Zig
Zio+ Fio+2
Zs45 = Zig+ <ig+4

Figura 2.5: Caso 3(C).2 donde x; = z;,_2 y ¢(T;) =1
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Afirmacion 4(C). Para cada j en {3,4,...,k — 4} tal que j = k (mdd 4), se
satisface que (z;, z0) € F(D).
Sea jen {3,4,...,k—4} tal que j = k (mdd 4). Notemos que como k es un nimero
impar, se tiene que k = 1 (mdd 2). Asi, también tenemos que j — 0 =1 (mdd 2),
donde por el Lema 1.0.7 obtenemos que {(zo, zj), (25, 20)} N F(D) # 0. Supongamos
en busca de una contradiccién que (2o, z;) € F(D).
Notemos que para k = 7 tendriamos que (zg,z23) € F(D), pero en dicho caso
C? = (20,23, 2, 25, %6, 27, 20) €s un ciclo dirigido de longitud 6 que por hipdtesis
es monocromatico. Ademds, como xz,, € {27, 25, 24} (dependiendo de si ¢(T},) es 1, 2
o 4), tenemos que {zg,z,} C V(C?) y por lo tanto existe una xz,-trayectoria
dirigida monocromadtica, lo cual es una contradiccién a nuestra suposicion. Asi,
(z3,20) € F(D) y por lo tanto la Afirmacion 4(C) se satisface en este caso.
Por otra parte, no puede ocurrir que k = 9, pues en dado caso, de la Afirmacion 1(C)
tenemos que (zp,25) € F(D). Asi, C? = (z, 25, 26, 27, 28, 20, 20) €s un ciclo di-
rigido de longitud 6 que por hipdtesis es monocromatico. Ademds, sabemos que
x, € {29, 28,26} dependiendo de si ¢(T,) es 1, 2 o 4, pero en cualquier caso ob-
tenemos que {zg,r,} C V(C?) y por lo tanto existe una zox,-trayectoria dirigida
monocromatica, lo cual es una contradiccion a nuestra suposicion. Supongamos que
k > 11 y veamos que se cumple la afirmacion.
Como 0 € I,, de la Afirmacion 2(C) tenemos que (z—4,20) € F(D) y como D
es asimétrica, j < k — 8. De aqui que el conjunto {i € {7,8,... .k —4} : i =
k (mdd 4) v (20,2i—4) € F(D)} es no vacio, y sea ig = max{i € {7,8,...,k —4}:
i=k (mdd 4) y (20,2i—a) € F(D)}. De la eleccion de iy tenemos que {(zo, 2i,—4),
(zi0,20)} € F(D). Notemos que si ig = k — 4, entonces (zx, 29) € F(D) y también
si ig < k — 8, entonces 19 + 4 < k — 4, de donde por la eleccion de 75 tenemos que

(Zig+4, 20) € F(D); en cualquier caso también tenemos que (2,44, 20) € F(D).
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Definimos ahora C? = (29, Zi, 4, Zig—3, Zig—2, Zig—1, Zin> 20), €l cual es un ciclo dirigido
de longitud 6, que por hipdtesis es monocromatico, supongamos sin pérdida de ge-

neralidad que tiene color 1. Consideramos ahora las siguientes posibilidades.

4(0)1 19 € Ip.
En este caso existeuni € {2,3,...,n—2} tal que x; = z;,, donde x; 1 € {z;,_1, 2i,_2,
2zi,—4} dependiendo de si £(T;_1) es 1, 2 o 4. Asi, claramente existe una z;z;_1-

trayectoria dirigida monocromatica en D, lo cual es una contradiccion.

4(C).2. iy ¢ I,.

En este caso, de la Observacidn %, se satisface que {ig—1,ip—2,i9—3} N1, # . Sea
s € {ip—1,ip—2,ip—3} N1, y sea x; el vértice del ciclo C tal que x; = z,. Luego, de
la Afirmacidn 1(C) se cumple que (zs, zs45) € F(D), con zsi5 € {Zig+4, Zig+3s Zig+2}-
Asi, C® = (25,4, C", 25) U (25, 2515) U (2515, C's Zig14) U (Zig 4, 20, 2ig—a) €8 un ciclo
dirigido de longitud 6 (sin importar qué valor tome s), que por hipdtesis es mo-
nocromético y ademés de color 1, pues (2, z;,—4) también es una flecha del ciclo
dirigido C? que es de color 1.

Por otra parte sabemos que x;1 € {2511, 2512, 2s+4} (pues £(7T;) puede ser 1, 2 0 4),
pero {211, Zet2, Zs4a ) C {Zig—2, Zig—1» Zin, Zig+1s Zig+2, Zig+3)-

Como {zi,_2, ziy_1, 21y} C V(C?), si xiy1 € {ziy_2, 2ig_1, %iy |, entonces claramen-
te existe una x;,ix;-trayectoria dirigida monocromatica, lo cual es una contra-
diccién a nuestra suposicién. Supongamos que X1 € {Zi i1, Zigr2, Zigr3} Y Sea
iy € {ip + 1,90 + 2,49 + 3} tal que z;41 = 2;,. Asi, 4; es un indice principal y de
la Afirmacion 2(C) tenemos que (z;, -5, 2i,) € F(D), con z;, 5 € {2iy—4, 2ig—3 Zig—2}-
Luego, C* = (2;,_4,C", 21, _5)U(2i; 5, 21, )U (211, €7, 2igra) U (214, 20, Zig—4a) €8 un ciclo

dirigido de longitud 6 (para cualquiera de los tres valores de i), que por hipétesis es
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monocromatico y ademds de color 1, pues (2, 2;,—4) es también una flecha del ciclo
C? que es de color 1. Finalmente, W = (2,11 = 2;,, C*, ziy_4) U (244, C?, 25 = 1;)
es un camino dirigido monocromatico que contiene una x;ix;-trayectoria dirigida
monocromatica, lo cual es una contradiccion a nuestra suposicion. Por lo tanto, este

caso no puede suceder y asi la Afirmacion 4(C) es verdadera.

Z Zig—4

Zip—3 Zio—2

2042

Li+1 = Rig+ Rig+4 = Rs+5

Figura 2.6: Caso 4(C).2 donde z; = 2,1 y {(T;) = 4

Analizamos ahora dos posibilidades para k.

Caso C.1. k=1 (mod 4).
En este caso, como 0 es un indice principal, tenemos de la Afirmacion 2(C) que
(zk—4,20) € F(D). Por otra parte, como k = 1 (mdd 4), tenemos que k — 4 =
1 (mdd 4) con k—4 € {5,6,...,k—2}, donde por la Afirmacion 3(C) tenemos que

(20, 2zk—4) € F(D), pero esto es una contradiccién, pues D es una digrafica asimétrica.

Caso C.2. k=3 (mdd 4).

Para este caso primero mostraremos algunas afirmaciones.
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Afirmacion 5(C.2). Para cada j en {0,1,...,k} tal que j =3 (mdd 4) tenemos
que (z;, z0) € F(D).
En efecto, dado j en {0,1,...,k} tal que j =3 (mdd 4), como 3 =k (mdd 4), te-
nemos que j =k (mdd 4) y asi de la Afirmacidn 4(C) se sigue que (z;, z9) € F(D).
Recordemos que la Afirmacion 4(C) era vélida para s € {0,1,...,k — 4}, por lo
que faltarfa cubrir los casos para cuando s € {k — 3,k — 2,k — 1,k}, pero como
k = 3(mdd 4)(debido a la suposiciéon del Caso C.2), obtenemos que dichos casos

estan cubiertos al ya tener la flecha (2, 2o).

Afirmacion 6(C.2). Para cualquier subconjunto {i,j} de {0,1,...,k} que satis-
face quei € I, y j —i =1 (mdd 4), se cumple que (z;, z;) € F(D).
Sea {7, j} un subconjunto de {0, 1, ..., k} que satisface que i € I,y j—i =1 (mdd 4)
ysearen{0,1,...,n} tal que z, = z;. Renombramos a los vértices del ciclo C' de tal
manera que ahora empiecen en z,. Asi, al unir las trayectorias Ty correspondientes
obtenemos un camino cerrado dirigido C’ que también es un renombramiento de
los vértices del ciclo C’, digamos que C" = (2, 21, . . ., %k, Z), donde para cada t en
{0,1,...,k} el renombramiento viene dado por Z; = z;;; (de esta manera z, = z;).
Ahora como j —i = 1 (mdd 4),i € I, y por la Afirmacion 3(C) tenemos que
(20, Zj—i) € F(D), pero 2y = 2; ¥ Zj—i = Zit(j—i) = ;. Por lo tanto, (z;,2;) € F(D).
Recordemos que la Afirmacion 3(C) era valida para s € {0,1,...,k — 1}, asi que el
unico caso que faltaria cubrir es para cuando s = j —i = k, pero este caso no cumple
las hipétesis de la Afirmacion 6(C.2), pues k = 3(mdd 4)(esto tltimo debido a la

suposicién del Caso C.2).

Afirmacion 7(C.2). Para cualquier subconjunto {i,7} de {0,1,...,k} que satis-
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face que i € I, y j —i =3 (mdd 4), se cumple que (z;,2;) € F(D).

Efectivamente, sea {i,j} un subconjunto de {0,1,...,k} que satisface que i € I,
y i —i = 3 (mdd 4). Usando la misma construccién de C’ que hicimos en la
Afirmacion 6(C.2) obtenemos de la Afirmacion 5(C.2) que (z;_;, z0) € F(D), pero

Zi—i = Z(j—i+i = %j ¥ %0 = % Por lo tanto, (z;,2) € F(D).

Afirmacion 8(C.2). Para cada j en {0,1,..., k} tenemos que (z;,z;_3) € F(D).
Procediendo por contradiccién, supongamos que existe un j en {0,1,...,k} tal
que (zj_3,2;) € F(D). Por una parte, como j — (j — 3) = 3 (mdd 4), de la
Afirmacion 7(C.2) podemos concluir que j—3 ¢ I,,, pues en caso contrario tendriamos
que {(zj_s, 2j), (2, 2j—3)} € F(D), contradiciendo la asimetria del torneo. Por otra
parte, como (7 —3) — j = 1 (mdd 4), de la Afirmacion 6(C.2) podemos concluir
que j ¢ I,, pues en caso contrario tendriamos que {(zj_3,2;), (2, 2;—3)} C F(D),
contradiciendo la asimetria del torneo. Asi, de la Observacion v obtenemos que

{j—2,j—1} N1, #0, de donde surgen los dos siguientes casos.

Caso 8(C.2).1. j—2¢€ I,
Seaien{0,1,...,n} tal que z; = z;_5. Como (j+1)—(j—2) =3 (mod 4),con j—2 €
IL,, de la Afirmacion 7(C.2) obtenemos que (241, 2j—2) € F(D), y de manera similar,
como (j—5)—(j—2) =1 (mod 4) con j—2 € I,, de la Afirmacion 6(C.2) obtenemos
que (zj_2,2j-5) € F(D). Asl, C? = (x; = zj_2,2j-5,2j—4, 2j—3, Zj» Zj 41, Zj—2 = Tj)
es un ciclo dirigido de longitud 6, que por hipodtesis es monocromatico, suponga-
mos sin pérdida de generalidad que es de color 1. Sabemos ademas que z;_; €
{zj_3,%j_4,%j_¢} dependiendo de si ¢(T;_1) es 1, 2 o 4, pero como j — 3 & I,
tenemos que x;_1 € {zj_4,zj_6}. Siz;mq = Zj_4, entonces claramente existe una

x;7,_1-trayectoria dirigida monocromética contenida en C?, contradiciendo nuestra
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suposicién. Supongamos que ;_1 = zj_g y observemos que como (j +1) — (j — 6)
3 (mdd 4) con j — 6 € I, de la Afirmacion 7(C.2) obtenemos que (241,256 =
zi—1) € F(D). Asl, C® = (Ti—1 = 2j-6,2j—5, Zj—4s Zj—3, 2, Zj+1, Zj—6 = Ti—1) €S un
ciclo dirigido de longitud 6, que por hipoétesis es monocromético y ademas de color
1, pues (z;_3,2;) es también una flecha del ciclo C? que es de color 1. Por lo tanto,
(i = 2j-2,C? zj41) U (2j41, 2j—6 = T;—1) €s una x;x;_-trayectoria dirigida mono-
cromatica, lo cual es una contradiccion a nuestra suposicion, de donde podemos

concluir que el Caso 8(C.2).1 no puede suceder.

Figura 2.7: Caso 8(C.2).1 donde z;_1 = zj_g

Caso 8(C.2).2. j—1¢€ I,
Seaien {0,1,...,n} tal que z; = z;_1. Como (j+2)—(j—1) =3 (mdd 4) conj—1 €
I,, de la Afirmacion 7(C.2) obtenemos que (242, zj—1) € F(D), y de manera similar,
como (j—4)—(j—1) =1 (mod 4) con j—1 € I,, de la Afirmacion 6(C.2) obtenemos
que (zj-1,2j-4) € F(D). Asl, C? = (x; = 2j_1, 2j—1, Zj—3, Zj, Zj41, Zj4+25 Zj—1 = Tj) €8
un ciclo dirigido de longitud 6, que por hipdtesis es monocromatico, supongamos sin
pérdida de generalidad que es de color 1. Sabemos ademas que z;41 € {zj, zj11, 2j43}

dependiendo de si £(7;) es 1, 2 0 4, pero como j ¢ I, entonces z;41 € {zj11,2j+3}. Si
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Tit1 = Zj+1, entonces claramente existe una ;4 ;-trayectoria dirigida monocromati-
ca contenida en C?, contradiciendo nuestra suposicién. Supongamos entonces que
Tiy1 = Zj13 y observemos que como (j —4) — (j+3) =1 (mod 4) con j+3 € I,, de
la Afirmacion 6(C.2) obtenemos que (z;41 = zj13,zj—4) € F(D). Asi, C% = (241 =
Zis3, Zimds Zim3y 2y 211, Zj42, Zj4+3 = Tip1) €s un ciclo dirigido de longitud 6, que por
hipétesis es monocromético y ademds de color 1, pues (z;j_3, z;) es también una flecha
del ciclo C? que es de color 1. Por lo tanto, (2,41 = zj43, 2j-4) U (2j-4, C?, 2,1 = ;)
es una x;,qx;-trayectoria dirigida monocromatica, lo cual es una contradicciéon a

nuestra suposiciéon, de donde podemos concluir que el Caso 8(C.2).2 no puede su-

ceder.
25 —4
m 1
25— 25 —2
m 2
Ti= Zj—1 2
Zj+1 <j+2

Li+1 = Zj+3

Figura 2.8: Caso 8(C.2).2 donde ;41 = zj43

En cualquier caso llegamos a una contradiccién, por lo que la Afirmacion 8(C.2)

es verdadera.

Afirmacion 9(C.2). Si para alguna j en {0,1,...,k} tenemos que (z;_1,%2;) ¥y
(2, 2j41) tienen diferente color, entonces j € I,,.

Sabemos de la Observacion % que {j — 3,7 — 2,7 — 1,j} N I, # (. Tomamos
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ro = min{r € {0,1,2,3} : j —r € I,}, esto es, consideramos al indice mas gra-
de que es principal, también tomamos ¢ en {0, 1,...,n} tal que z;_,, = z;. Ademas
sabemos que Z;i11 € {Zj_ro41, Zj—rot+2, Zj—ro+4 ) dependiendo de si ((T;) es 1, 2 o 4,
PEro {Zj_rot+1, Zj—ro+2s Zj—ro+4} C {Zj—2,Zj—1, Zj, Zj+1, Zj+2, Zj+3, Zj+a . Ahora toma-
mos sog € {j —ro+1,j —ro+2,j — 1o+ 4} tal que z,, = z;41. Notemos que
so ¢ {j — 2,7 —1,j}, pues en caso contrario, como sy € I, tendriamos que z;_,, =
x; < Ty = 2, contradiciendo la eleccion de ro. Asi, sg € {j+1,7+2,j+3,7+4}.

Hagamos casos respecto a la longitud de T;.

e ((T;) = 1. En este caso T; es la flecha (2j_,, Zj—ry+1 = Zs,), DETO COMO zy, €

{211, 2j42, Zjt+3, 2j4a}, sucede que x; = 2; y T;41 = zj41. Por lo tanto, j € I,.

e ((T;) = 2. En este caso, como x;11 = zs, € {2j+1, Zj+2, Zj+3, Zj+4}, tenemos que
z; € {zj_1,%;}. Necesariamente ocurre que z; = z;, pues en caso contrario,
x; = zj_1, de donde x;41 = zj41 y por la Afirmacion 8(C.2) tenemos que
(2j1+1,2j—2) € F(D). Luego, C? = (zj_9,2j_1 = Ti, 2}, Zj+1 = Tit1,2j_2) €S
un ciclo dirigido de longitud 4, que por hipdtesis es casi monocromatico, pero
como (2j_1,%;) ¥ (2, 2j4+1) tienen diferente color por hipétesis, se sigue que
(Tit1 = Zj41, Zj—2, Zj—1 = ;) €S una x,;412;-trayectoria dirigida monocromética,
lo cual es una contradicciéon a nuestra suposicién. Por lo tanto, x; = z; y con

esto, j € I,.

e ((T;) = 4. En este caso T; es una trayectoria dirigida monocromadtica, por
lo que {(zi-1,2), (21, zi41)} € V(T;) y la tinica manera en que esto ocurra
considerando que z5, € {211, Zj12, Zj+3, Zj+a} €s cuando x; = 2; ¥ Tiy1 = Zj44.

Por lo tanto, j € I,,.

En cualquier caso concluimos que la Afirmacion 9(C.2) es verdadera.
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Afirmacion 10(C.2). Existe una j en {0,1,...,k} tal que (z;_1,2;) v (25, 2j+1)
tienen color distinto.
Efectivamente, pues de lo contrario C’ serfa un camino cerrado dirigido mono-
cromatico y por ende, existiria un zyz,-camino dirigido monocromatico, de donde
por el Teorema 1.0.10 se sigue que existe una zyx,-trayectoria dirigida monocromati-

ca, una contradiccion.

Fijamos j en {0,1,...,k} tal que (z;_1,2;) ¥ (2}, 2j41) tienen color distinto. Su-
pongamos ademds sin pérdida de generalidad que (z;_1, 2;) tiene color 1y (zj, 2j4+1)

tiene color 2.

Afirmacion 11(C.2). j € I,.
Esta afirmacién se sigue de la Afirmacion 9(C.2), pues (z;j_1,%;) tiene color 1 y

(2, 2j41) tiene color 2, es decir, hay un cambio de color en el vértice z;.

Fijemos también i en {0,1,...,n} tal que z; = z;.

AﬁTMGCiO/TL 12(02) {(Zj+3, Zj), (Z]’+27 ijl), (Zj+1, Zj,2>, (Zj, Zj,3)} - F(D)

Esta afirmacion se sigue directamente de la Afirmacion 8(C.2).

Afirmacion 13(C.2). (zj41,%j+2) ¥ (242, zj—1) tienen el mismo color, digamos a,
con a € {1,2}.
Consideramos a C? = (z;_1, 2; = Z;, 2j11, Zj12, Zj—1) que por la Afirmacién 12(C.2)
es un ciclo dirigido de longitud 4, el cual por hipo6tesis es casi monocromatico, pero
como (zj_1,2;) tiene color 1y (z;, zj+1) tiene color 2, obtenemos que (zj11,2j42) ¥

(212, 2j—1) tienen el mismo color, digamos a. Ademés a € {1, 2}, pues C? solo tiene

49



dos colores, a saber 1y 2.

Afirmacion 14(C.2). (zj41,%j—2) ¥ (2j—2, zj—1) tienen el mismo color, digamos b,
con b € {1,2}.
Consideremas a C? = (2;_2,2j_1,2; = T, Zj41, 2j—2) que por la Afirmacién 12(C.2)
es un ciclo dirigido de longitud 4, el cual por hipo6tesis es casi monocromatico, pero
como (zj_1,z;) tiene color 1y (z;, zj+1) tiene color 2, obtenemos que (zj11,2j-2) ¥
(2j—2, ;1) tienen el mismo color, digamos b. Ademéds b € {1,2}, pues C? solo tiene

dos colores, a saber 1y 2.

Afirmacion 15(C.2). {j — 1,5+ 1} NI, =0.
Supongamos en busca de una contradiccién que {j — 1,7+ 1} N1, # (). Tenemos dos

Cas0os:

Caso 15(C.2).1. j—1€ I,
Como x; = zj, es decir, j es un indice principal, y j—1 € I,,, tenemos que £(7;_1) = 1,
esto es, x;_1 = zj_1. Ademads, de la Afirmacion 13(C.2), (zj+1, 2j+2) ¥ (%42, Zj—1)
tienen el mismo color a. Si a = 2, (x; = 2j, 2j41, Zjt+2, Zj—1 = Ti—1) €S UNA T;T;_1-
trayectoria dirigida de color 2 (debido a que de la Afirmacion 11(C.2), la flecha
(2, zj41) tiene color 2), lo cual es una contradiccién a nuestra suposicién. Suponga-
mos ahora que a = 1. Asi, de la Afirmacion 11(C.2), la flecha (z;, zj11) tiene color
2 y la flecha (z;41, zj+2) tiene color 1, por lo que de la Afirmacion 9(C.2) se sigue
que j + 1 € I, pero como z; = z;, entonces ¢(T;) = 1 y por lo tanto x;11 = 2;4+1.
De este modo, (xit1 = 2j+1, Zj1+2, Zj—1, 2j = ¥;) €S Una x;41%;-trayectoria dirigida de
color 1 (debido a que de la Afirmacion 11(C.2), la flecha (z;_1, z;) tiene color 1), lo

cual es una contradiccién a nuestra suposicién. Por lo tanto, este caso 15(C.2).1 no
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puede ocurrir.

Caso 15(C.2).2. j+1¢€ I,

Como z; = z; y j+1 € I, tenemos que ((T;) = 1, es decir, z;41 = zj11. Ademads, de
la Afirmacion 14(C.2), (zj41,2j—2) v (2j—2,2j—1) tienen el mismo color b. Si b = 1,
entonces (i1 = 2j41, Zj—2, Zj—1,2; = T;) €8 Una T;1x;-trayectoria dirigida de color
1 (debido a que de la Afirmacion 11(C.2), la flecha (z;_1, ;) tiene color 1), lo cual
es una contradiccién a nuestra suposicion. Supongamos ahora que b = 2. Asi, de
la Afirmacion 11(C.2), la flecha (z;_1, z;) tiene color 1 y la flecha (z;_, zj_1) tiene
color 2, por lo que de la Afirmacion 9(C.2) se sigue que j — 1 € I,, pero ya vimos
en el caso 15(C.2).1 que esto nos lleva a una contradiccién. Por lo tanto, este caso
15(C.2).2 no puede ocurrir.

En cualquier caso llegamos a una contradiccién, por lo que la Afirmacion 15(C.2)

es verdadera.

Afirmacion 16(C.2). (zj41,zj4+2) es de color 2.
En efecto, recordemos que de la Afirmacion 13(C.2), la flecha (241, 2j42) tiene co-
lor a, con a € {1,2}. En caso de que a = 1, de la Afirmacion 9(C.2) tenemos que
j+ 1 € I, (pues de la Afirmacion 10(C.2), la flecha (z;, zj+1) es de color 2), pero
esto es una contradiccion a la Afirmacion 15(C.2). Por lo tanto, la flecha (241, 2j42)

tiene color 2.

Afirmacion 17(C.2). (zj—2,2;—1) es de color 1.
Recordemos que de la Afirmacion 14(C.2), la flecha (z;_s,2;_1) tiene color b, con
b € {1,2}. En caso de que b = 2, de la Afirmacion 9(C.2) tenemos que j — 1 € I,

(pues de la Afirmacion 10(C.2) la flecha (z;_1, 2;) es de color 1), pero esto es impo-
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sible, debido a la Afirmacion 15(C.2). Por lo tanto, la flecha (z;_s, 2;_1) tiene color 1.

Afirmacion 18(C.2). (zj42,%;-1) es de color 2.
Efectivamente, de la Afirmacion 13(C.2) tenemos que las flechas (zj11,2j42) ¥
(2j42, 2j—1) tienen el mismo color, pero de la Afirmacion 16(C.2), laflecha (241, 2j42)

tiene color 2. Por lo tanto, la flecha (z;42,2;_1) es de color 2.

Afirmacion 19(C.2). (241, 2j—2) es de color 1.
Efectivamente, de la Afirmacion 14(C.2) tenemos que las flechas (zj11,2,-2) ¥
(zj—2, zj—1) tienen el mismo color, pero de la Afirmacion 17(C.2), la flecha (z;_2, zj_1)

tiene color 1. Por lo tanto, la flecha (2,41, 2;_2) es de color 1.

Zj—2 <51
m 1
n2
Zj+2

Figura 2.9: Coloraciones de D que sabemos hasta la Afirmacion 19(C.2)

Analizamos ahora dos posibles casos, j+2€ [, 075 +2 ¢ I,

Caso C.2.1. j+2 ¢ I,.
De la Afirmacion 15(C.2) sabemos que j + 1 ¢ I, por lo que en este caso tenemos
que ((T;) =4. Asi, j+4 € I, y x;11 = 2j+4. Para llegar a una contradiccién veamos

primero que se cumplen las siguientes afirmaciones.

Afirmacion 1(C.2.1). Las flechas (2j42, zj+3) ¥V (2j+3, 2j+4) tienen color 2.
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En efecto, como T; = (z; = Zjy Zj41y Zj42s Zj43y Zjra = T;+1) es una trayectoria di-
rigida monocromética que ademds es de color 2, pues de la Afirmacion 10(C.2) la

flecha (z;, zj+1) es de color 2, entonces se sigue la Afirmacion 1(C.2.1).

Afirmacion 2(C.2.1). (zj44,2j-3) € F(D).
Como (j—3)—(j+4) =1 (mdd 4) y j+4 € I,, de la Afirmacion 6(C.2) obtenemos

que (zj14,2j-3) € F(D).

Afirmacion 3(C.2.1). (zj—1,zj+4) € F(D).
Como (j—1)—(j+4) =3 (mdd 4)y j+4 € I, de la Afirmacion 7(C.2) obtenemos

que (zj-1, 2j+4) € FI(D).

Afirmacion 4(C.2.1). {(zj44,2j+1), (zj+3,2;)} € F(D).

Esta afirmacion se sigue directamente de la Afirmacion 8(C.2).

Afirmacion 5(C.2.1). La flecha (214, 2j+1) Do tiene color 1.
Supongamos en busca de una contradiccién que la flecha (zj14, zj11) s tiene color
1. Asi, de las Afirmaciones 17(C.2),19(C.2) y 10(C.2), obtenemos que (z;41 =
Zjsd, Zit1, Zj—2, Zj—1, Zj = X;) €S Una ;41 2,-trayectoria dirigida de color 1, lo cual es
una contradiccién a nuestra suposiciéon. Por lo tanto, la flecha (2,44, 2j41) no tiene

color 1.

Afirmacion 6(C.2.1). La flecha (z;_1, zj+4) tiene color 1.
Consideremos el ciclo dirigido (zj41, 2j—2, zj—1, Zj+4, Zj+1) que es de longitud 4, el
cual por hipétesis es casi monocromatico. Tenemos que de la Afirmacion 19(C.2)

la flecha (241, 2j—2) es de color 1, de la Afirmacion 17(C.2) la flecha (z;_2, z;_1) €s
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de color 1y de la Afirmacion 5(C.2.1) la flecha (zj14, zj+1) no tiene color 1. Por lo

tanto, podemos concluir que la flecha (z;_1, zj44) también tiene color 1.

Afirmacion 7(C.2.1). La flecha (244, 2j4+1) tiene color 2.
Consideremos el ciclo dirigido (zj41, Zj+2, Zj—1, Zj+4, Zj+1) que es de longitud 4, el
cual por hipétesis es casi monocromético. Tenemos que de la Afirmacion 16(C.2) la
flecha (2,41, zj12) es de color 2, de la Afirmacion 18(C.2) la flecha (2;42, zj_1) es de
color 2 y de la Afirmacion 6(C.2.1) la flecha (z;_1, zj+4) tiene color 1. Por lo tanto,

podemos concluir que la flecha (z;14, 2j41) también tiene color 2.

Zj42

LTitl = Zj+44

Figura 2.10: Coloraciones de D que sabemos hasta la Afirmacion 7(C.2.1)

Afirmacion 8(C.2.1). (zj_3, zj+2) € F(D).
Como (j —3) — (j +2) =1 (mdd 2), del Lema 1.0.7 tenemos que {(zj12,2;-3),
(2j—3, 2j4+2) }NF(D) # (. Supongamos en busca de una contradiccién que (zj42, zj_3)
€ F(D). Entonces (zj42, 2j_3, 2j—2, Zj—1, Zj, Zj+1, Zj+2) €s un ciclo dirigido de longi-
tud 6, que por hipétesis deberia ser monocromaético, pero de la Afirmacion 10(C.2)
tenemos que la flecha (z;_1, 2;) es de color 1 y la flecha (2, zj1+1) es de color 2, una

contradiccién. Por lo tanto, (z;_3, zj+2) € F(D).

Afirmacion 9(C.2.1). (zj_2,2j43) € F(D).
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Como (j —2) — (j+3) =1 (mdd 2), del Lema 1.0.7 tenemos que {(zj13,2;—2),
(zj—2, zj+3) YN F (D) # 0. Supongamos en busca de una contradiccién que (z;43, 2j-2)
€ F(D). Se sigue que (zj13, Zj—2, Zj—1, Zj, Zj+1, Zj+2, Zj+3) €s un ciclo dirigido de lon-
gitud 6, que por hip6tesis deberfa ser monocromaético, pero de la Afirmacién 10(C.2)
tenemos que la flecha (z;_1, z;) es de color 1 y la flecha (2, z;+1) es de color 2, una

contradiccién. Por lo tanto, (2;_2, zj13) € F(D).

Afirmacion 10(C.2.1). La flecha (z;43, z;) no es de color 2.
Supongamos en busca de una contradiccién que la flecha (2,43, z;) si es de color 2.
De esta suposicién y de las A firmaciones 16(C.2),1(C.2.1) y 7(C.2.1) se sigue que
(Tit1 = Zj1a, Zj41, Zj42, Zj43, 25 = T;) €8 una x;+1x;-trayectoria dirigida de color 2, lo
cual es una contradiccién a nuestra suposicon. Por lo tanto, la flecha (z;43, 2;) no es

de color 2.

Afirmacion 11(C.2.1). Las flechas (2;_2, zj+3) ¥ ()43, #j) tienen color 1.
Consideremos el ciclo dirigido (zj13, 2j, Zj+1, 2j—2, Zj+3) que es de longitud 4, y por
hipétesis casi monocromatico. Recordemos que de la Afirmacion 10(C.2) la flecha
(2, 2j+1) es de color 2, y de la Afirmacion 19(C.2) la flecha (2,41, zj_2) es de color
1. Asi, las flechas (zj_2, 2j43) ¥ (2j+3,2;) deben ser ambas de color 1 o color 2, pero
de la Afirmacion 10(C.2.1), la flecha (z;43, z;) no es de color 2, por lo que podemos

concluir que las flechas (2;_2, 2j+3) v (%j43, 2;) tienen color 1.

Afirmacion 12(C.2.1). Las flechas (zj14, zj—_3) v (2j_3, 2j_2) tienen el mismo color
¢, con ¢ en {1,2}.
Consideremos el ciclo dirigido (22, Zj+3, Zj+4, Zj—3, Zj—2) que es de longitud 4, el cual

por hipdtesis es casi monocromético. Recordemos que de la Afirmacion 11(C.2.1)
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la flecha (zj_, z;43) tiene color 1, y de la Afirmacion 1(C.2.1) la flecha (zj13, 2j+4)
tiene color 2. Asi, las flechas (zj14, 2j_3) ¥ (2j_3, 2j—2) tienen el mismo color, digamos

¢, con ¢ en {1,2}.

Por un lado, si las flechas (2;44,2;-3) y (zj_3,2j—2) tienen color 1, entonces
(Tis1 = Zj1a,2j-3, Zj—2, Zj—1,%; = ;) €s una x;;12;-trayectoria dirigida de color 1
(debido a la Afirmacion 10(C.2)), lo cual es una contradiccién a nuestra suposicién.
Por otro lado, si las flechas (z;14, 2j—3) ¥ (2j_3, 2j—2) tienen color 2, entonces el ciclo
dirigido de longitud 4, (z;_1, zj14, 2j_3, 2j—2, zj—1) es tal que las flechas (244, 2j_3) ¥
(2j_3.2j_2) tienen color 2 y las flechas (z;_1, zj+4) ¥V (2j—2, zj—1) tienen color 1 (de-
bido a las Afirmaciones 6(C.2.1) y 17(C.2)), lo cual es una contradiccién a nuestra
hipdtesis, pues este ciclo dirigido deberia ser casi monocromatico. En cualquier caso

llegamos a una contradiccion, por lo que el Caso C.2.1 no puede suceder.

“j+

Figura 2.11: Caso (C.2.1) en el que las flechas (2;44, 2j—3) v (2j_3, zj_2) son de
color 2.
Caso C22. j+2¢l,
Como j + 1 ¢ I,, tenemos que ¢(T;) = 2, esto es, z;41 = 2;42. Para llegar a una
contradiccién veamos primero que se cumplen las siguientes afirmaciones.
Afirmacion 1(C.2.2). (zj42,2;—5) € F(D).
Como (j—5)—(j+2) =1 (mdd 4) y j+2 € I,, de la Afirmacion 6(C.2) obtenemos

que (42, 2j-5) € F(D).
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Afirmacion 2(C.2.2). (zj_s,2j42) € F(D).
Como (j—3)—(j+2) =3 (mdd 4)y j+2 € I,, de la Afirmacion 7(C.2) obtenemos

que (zj_3, zj4+2) € F(D).

Afirmacion 3(C.2.2). (zj_4,2j+1) € F(D).
Como (j —4) — (j+ 1) =1 (mdd 2), del Lema 1.0.7 tenemos que {(zj_4,2;+1),
(2j41, 2j—a) YN F (D) # 0. Supongamos en busca de una contradiccion que (241, 2j-4)
€ F(D). Asi, (zj_4, 2j—3, Zj—2, Zj—1, %j, Zj+1, Zj—4) €s un ciclo dirigido de longitud 6,
que por hipdtesis deberia ser monocromaético, pero de la Afirmacion 10(C.2) tene-
mos que la flecha (z;_1,2;) es de color 1 y la flecha (z;,2;11) es de color 2, una

contradiccién. Por lo tanto, (2;_4, zj11) € F(D).

Afirmacion 4(C.2.2).(zj-1,z;—4) € F(D).

Esta afirmacion se sigue directamente de la Afirmacion 8(C.2).

Afirmacion 5(C.2.2).(zj_s, z;) € F(D).
Como (j —5)—j =3 (mdd 4) y j € I,, de la Afirmacion 7(C.2) obtenemos que

(Zj_5, Zj) S F(D)

Afirmacion 6(C.2.2).(zj—2, zj—5) € F(D).

Esta afirmacion se sigue directamente de la Afirmacion 8(C.2).
Afirmacion 7(C.2.2). Las flechas (z;, zj_3) v (2;_3, zj+2) tienen color 2.

Consideremos el ciclo dirigido (z;_1, 2j, 2j—3, Zj+2, 2j—1) que es de longitud 4, el cual

por hipdtesis es casi monocromdtico. Recordemos que de la Afirmacion 10(C.2) la

o7



flecha (z;_1, 2;) es de color 1, y de la Afirmacion 18(C.2) la flecha (2;42, zj_1) es de
color 2. Asi, las flechas (zj, z;_3) y (2j_3, 2zj42) tienen el mismo color, digamos d, con
d en {1,2}. Supongamos en busca de una contradicciéon que d = 1 y consideremos el
ciclo dirigido (2;42, 2j_1, Zj—4, Zj—3, Zj+2) que es de longitud 4, el cual por hipdtesis es
casi monocroméatico. Como la flecha (z;42, zj_1) es de color 2 y estamos suponiendo
que la flecha (z;_3, z;12) es de color 1, entonces las flechas (zj_1,2j-4) ¥ (2j_4, 2j—3)

son ambas de color 1, o bien de color 2. Analicemos ambas posibilidades.

Caso 7(C.2.2)A. Las flechas (2;_1, zj_4) ¥ (2_4, zj_3) son de color 1.
Recordemos que de la Afirmacion 15(C.2), j—1 ¢ I,, asi que x;_1 € {zj_2, zj_4} de-
pendiendo de si £(7;_1) es 2 0 4. Notemos ademads que la flecha (z;_3, z;_3) no es de co-
lor 1 (digamos que es de color 3), pues en caso contrario (x; = 2, 2j_3, Zj_2, Zj—1, Zj—4)
es un camino dirigido de color 1 que contiene a x;_; (debido a la Afirmacion 17(C.2)),
existiendo asi una x;x;_i-trayectoria dirigida monocromatica, contradiciendo nues-
tra suposicién. Ahora, como en los vértices z;_3 y zj_» hay un cambio de color, de
la Afirmacion 9(C.2) tenemos que {j — 3, j — 2} C I,, donde al tener que j — 1 ¢ I,
se sigue que =1 = 2j_2 ¥ Ti—2 = zj_3. Asl, (,01 = 2j_2, Zj_1, Zj_4, Zj—3 = Ti_2) €S
una x;_1x;_o-trayectoria dirigido de color 1, lo cual es una contradiccion a nuestra
suposicién. Por lo tanto, este caso 7(C.2.2) A no puede ocurrir.

Caso 7(C.2.2)B. Las flechas (2;_1, 2j—4) ¥ (%4, 2j—3) son de color 2.
Consideremos al ciclo dirigido (2j_1, 2j_4, 2j_3, Zj—2, 2j—1) que es de longitud 4, el cual
por hipétesis es casi monocromatico. Recordemos que de la Afirmacion 17(C.2) la
flecha (zj_3,2j_1) es de color 1 y estamos suponiendo que las flechas (z;_1, zj_4) ¥
(2j_4, 2j—3) son de color 2, por lo que podemos concluir que la flecha (z;_3,2j_2)
también es de color 2. Asi, la flecha (zj_3,z;_2) es de color 2 y la flecha (z;_9,2;_1)

es de color 1, por lo que de la Afirmacion 9(C.2) se sigue que j —2 € I, y
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<5—1
m1
Ty = Zj
n2
Zj+2
m3

Figura 2.12: Caso 7(C.2.2)A.

de la Afirmacion 15(C.2) j — 1 ¢ I, obtenemos que ;-1 = xj_5. Finalmente,
(@i = 25, Zj41, Zj+2, Zj—1, Zj—a, Zj—3, Zj—2 = T;_1) €8 Una x;x;_1-trayectoria dirigida de
color 2 (debido a las A firmaciones 10(C.2), 16(C.2)y 18(C.2)), lo cual es una con-
tradiccién a nuestra suposiciéon. Por lo tanto, este caso 7(C'.2.2) B no puede ocurrir.
En cualquier caso llegamos a una contradiccion, por lo necesariamente debe ocurrir

que d = 2, asi la Afirmacidn 7(C.2.2) es verdadera.

Afirmacion 8(C.2.2). La flecha (z;_3, zj_2) tiene color 1.
Consideremos al ciclo dirigido (zj_9, 2j_1, 2}, 2j_3, 2j—2) que es de longitud 4, el cual
por hipétesis es casi monocromatico. Recordemos que de la Afirmacion 7(C.2.2) la
flecha (2, z;_3) tiene color 2 y de las Afirmaciones 17(C.2) y 10(C.2) las flechas
(zj—2,2j-1) ¥ (2j-1, 2;) tienen color 1, por lo que necesariamente ocurre que la flecha

(zj_3, 2j—2) también tiene color 1.

Afirmacion 9(C.2.2). Las flechas (22, zj_5) v (2j—5, zj) tienen color 1.
Consideremos al ciclo dirigido (z;, zj_3, zj—2, 2j—5, 2j) que es de longitud 4, el cual

por hipétesis es casi monocromatico. Recordemos que de la Afirmacion 7(C.2.2) la
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flecha (z;, z;_3) tiene color 2 y de la Afirmacion 8(C.2.2) la flecha (z;_3, z;_2) tiene
color 1. Asi, las flechas (zj_2,2;_5) v (2j_5,%;) tienen el mismo color, digamos d,
con d en {1,2}. Supongamos en busca de una contradiccién que d = 2. Denotemos
por a al color de la flecha (zj19,2;_5) y observemos que a # 2, pues en caso contra-
rio (it1 = Zj19, 2j_5, 2j = X;) €8 una ,41x;-trayectoria dirigida de color 2, lo cual
es una contradiccién a nuestra suposicién. Por otra parte, las flechas (z;_5,2,_4) ¥y
(zj—4, zj—3) son ambas de color 1, o bien de color 2 (debido a que el ciclo dirigido
(2j—5, 2j—4, Zj—3, Zj—2, Zj—5) €s casi monocromatico y la flecha (z;_3, z;_2) es de color

1, y la flecha (z;_2, 2j_5) es de color 2). Analicemos ambas posibilidades.

Caso 9(C.2.2)A. las flechas (2;_5, 2j—4) ¥ (%4, 2j—3) son de color 1.
Consideremos el ciclo dirigido (zj42, 2j_5, 2j_4, Zj—3, Zj+2) que es de longitud 4, el cual
por hipétesis es casi monocromatico. De la Afirmacion 7(C.2.2) la flecha (z;_3, 2j4+2)
es de color 2 y estamos suponiendo que las flechas (zj_5,2j_4) ¥ (24, 2j—3) son
de color 1, por lo que debe ocurrir que la flecha (2,42, 2;_5) es de color 1. Asi,
(Tit1 = Zjto, Zj—b, Zj—4, Zj—3, Zj—2, Zj—1, % = T;) €S una x,41x;-trayectoria dirigida de
color 1 (debido a las Afirmaciones 8(C.2.2), 17(C.2) y 10(C.2)), lo cual es una

contradicciéon a nuestra suposicion.

Caso 9(C.2.2)B. las flechas (zj_5,2j_4) ¥ (2j_4, 2j—3) son de color 2.
En este caso la flecha (z;_4, 2;_3) es de color 2 y por la Afirmacion 8(C.2.2) la flecha
(zj—3, zj—2) es de color 1, por la Afirmacién 9(C.2) podemos concluir que j —3 es un
indice principal, pero como j—1 ¢ I, (por la Afirmacion 15(C.2)) y ¢(T;_1) debe ser
1, 2 0 4; debe ocurrir que j — 2 € I, y de este modo x;_9 = 2,3y T;—1 = zj_2. Asi,
(i1 = 2j_2,%j_5,%j_4,%j—3 = T;_2) €S Una x;_T,_o-trayectoria dirigida de color 2,

lo cual es una contradicciéon a nuestra suposicién.
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Ty = Zzj

Figura 2.13: Caso 9(C.2.2)B.

En cualquier caso llegamos a una contradiccién, por lo necesariamente debe ocu-

rrir que d = 1, asi la Afirmacion 9(C.2.2) es verdadera.

Afirmacion 10(C.2.2). La flecha (z;42, zj—5) tiene color 2.
Consideremos el ciclo dirigido (2, zj11, Zj+2, 2j—5, 2;) que es de longitud 4, el cual
por hipdtesis es casi monocromatico. Recordemos que de la Afirmacion 10(C.2) y
la Afirmacion 16(C.2), las flechas (2;, 2j+1) ¥ (241, 2j+2) son de color 2, ademéds de
la Afirmacion 9(C.2.2) la flecha (z;_5, z;) es de color 1, por lo que necesariamente

debe ocurrir que la flecha (zj19, 2z;_5) tiene color 2.

Afirmacion 11(C.2.2). La flecha (zj_4, z;_3) no tiene color 2.
Supongamos en busca de una contradiccién que la flecha (z;_y4, z;_3) si tiene color 2.
De la Afirmacion 8(C.2.2) tenemos que la flecha (z;_3, 2;_2) es de color 1, podemos
concluir de la Afirmacion 9(C.2) que j — 3 € I,,.
Consideremos por otra parte al ciclo dirigido (zj_5, 2j_4, 2j_3, 2j_2, 2j—5) que es de
longitud 4, el cual es casi monocromatico por hipétesis. Recordemos que de la
Afirmacion 8(C.2.2) tenemos que la flecha (z;_3,2j_2) es de color 1 y de la

Afirmacion 9(C.2.2) la flecha (zj_9,2j_5) es también de color 1 y estamos supo-
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niendo que la flecha (z;_4, zj_3) es de color 2, por lo que podemos conluir que la
flecha (zj_5, zj_4) es de color 1 y nuevamente de la Afirmacion 9(C.2) obtenemos
que j—4 € I,. Searen {0,1,...,n} tal que z, = z;_4. Como j—3 € I,, tenemos que
((T,) = 1, por lo que x,41 = zj_3. Finalmente, (r,11 = 2j_3, zj_2, Zj_5, Zj—a = Ty)
es una x,1x,-trayectoria dirigida de color 1, lo cual es una contradiccién a nuestra

suposicién. Por lo tanto, la flecha (z;_4, 2;_3) no tiene color 2.

Afirmacion 12(C.2.2). La flecha (z;_5, z;_4) tiene color 2.
En efecto, consideremos el ciclo dirigido (2j_s, 2j_4, 2j_3, Zj+2, Zj—5) que es de longitud
4, el cual por hipotesis es casi monocromatico. Recordemos que por las Afirmaciones
7(C.2.2) y 10(C.2.2) las flechas (z;_3,2j42) ¥ (2j42,2j—5) son de color 2 y por la
Afirmacion 11(C.2.2) la flecha (z;_4, zj_3) no tiene color 2, por lo que podemos con-

cluir que la flecha (z;_s5, z;_4) tiene color 2.

Afirmacion 13(C.2.2). La flecha (z;_4, zj1+1) tiene color 1.
Efectivamente, consideremos el ciclo dirigido (2j+1, zj—2, Zj—5, Zj—4, 2Zj4+1) que es de
longitud 4, el cual por hipdtesis es casi monocromatico. Recordemos que por las
Afirmaciones 19(C.2) y 9(C.2.2) las flechas (zj41,2j-2) ¥ (2j-2, 2j—5) son de color 1
y por la Afirmacion 12(C.2.2) la flecha (z;_5, zj_4) es de color 2, por lo que podemos

concluir que la flecha (2;_4, 2;+1) también tiene color 1.

Afirmacion 14(C.2.2) La digréfica D[S], generada por el conjunto de vértices
S =12, 2j+1, Zj+2, Zj—5, Zj_a, Zj—2 } €s isomorfa a la digrafica 2-coloreada Te.
Considera la funcién ¢ : S —s V(T) dada por ¢(z;) = z,0(zj41) = ¥, 0(zj42) =
v, 9(2j—5) = w, p(2j—4) = 2, (zj_2) = u, la cual claramente es biyectiva, en la Figu-

ra 2.14 se muestra que preserva adyacencias y ademas tiene la misma coloracién del
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torneo bipartito Ty debido a las Afirmaciones 10(C.2), 16(C.2), 19(C.2), 9(C.2.2),

10(C.2.2),12(C.2.2) y 13(C.2.2).

2= Zj—4
e Y m
n 2
v = Zj_|_2‘ Zj—5 =W

u = ZJQ./V

Figura 2.14: Subdigrafica D[S] de D.

La Afirmacion 14(C.2.2) contradice nuestra hipétesis, por lo que el Caso C.2.2
no puede ocurrir y en consecuencia el C'aso C.2 tampoco puede suceder. Por lo

tanto, el Teorema 2.0.1 se satisface.

D :
u X
|1
v y m2
m 3
w z

Figura 2.15: Torneo bipartito 3-coloreado D.




Observaciéon 2.0.1. La hipdtesis de que todo ciclo dirigido de longitud 6 debe ser

monocromdtico en el Teorema 2.0.1 es justa.

Demostracion. En efecto, consideremos el torneo bipartito 3-coloreado D que se pue-
de ver en la Figura 2.15 dado por el conjunto de vértices V(D) = {u, v, w,z,y, 2},
el conjunto de flechas F'(D) = {(u, x), (z,v), (v,y), (y,w), (w, ), (z,u), (z,w), (y, u),
(z,v)} y en donde las flechas (x,w), (w, z) y (z,u) tienen color 1; las flechas (y,u),
(u,z) y (x,v) tienen color 2; y las flechas (z,v),(v,y) y (y,w) tienen color 3.
Notemos que en D tunicamente hay tres ciclos dirigidos de longitud 4, a saber,
Cl' = (u,z,v,y,u),C?* = (u,z,w, z,u),C?® = (v,y,w, 2,v), los cuales son todos casi
monocromaticos. Ademéas en D hay un tnico ciclo dirigido de longitud 6, a saber,
C = (u,z,v,y,w, z,u), el cual no es monocroméatico. Por iltimo, D no contiene
subtorneos bipartitos isomorfos a YN’G, pues en ’f(j hay un conjunto independiente de
cardinalidad 4 y en D el conjunto independiente de cardinalidad méaxima es 3. Final-

mente, (D) (Figura 2.16) resulta ser una multidigrafica que no tiene nicleo. W

m1

m 2

m3

Figura 2.16: Cerradura del torneo bipartito 3-coloreado D.

Observacién 2.0.2. La hipdtesis de que todo ciclo dirigido de longitud 6 en un
torneo bipartito D es monocromdtico no implica que todo ciclo dirigido de longitud

4 en D es cast monocromdtico.
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Demostracion. Consideremos al torneo bipartito 2-coloreado T' = (U, W) (Figura
2.17), definido por la biparticiéon U = {u,v,w,z,y} vy W = {a,b,¢,d,e}. Las fle-
chas de T y su coloracién estdn dadas como sigue: C!' = (u,a,v,b,w,c,u) es un
6-ciclo dirigido de color 1; C* = (x,d,y, e, z) es un 4-ciclo dirigido donde las flechas
(x,d), (y,e) son de color 1 y las flechas (d, y), (e, z) son de color 2; las flechas que se
forman del conjunto U N V(C') al conjunto W N V(C?) tienen color 1; las flechas
que se forman del conjunto W N V(C?) al conjunto U NV (C?) tienen color 1 y por
ultimo, 7" contiene las flechas (u, b), (a,w) y (¢, v) coloreadas de color 1. Observemos
que C* es el tinico 6-ciclo dirigido en Ty que C? es el tinico 4-ciclo dirigido contenido
en T' que no resulta ser casi monocromatico, pues tiene dos flechas de color 1 y dos

flechas de color 2. [}

T:

Figura 2.17: Todo ciclo dirigido de longitud 6 es monocromético y sin embargo no
todo ciclo dirigido de longitud 4 es casi monocromatico.
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Capitulo 3

H-ntucleos en torneos bipartitos

H-coloreados

En este capitulo presentamos el resultado principal de esta tesis, el cual es una
generalizaciéon el Teorema 2.0.1 del capitulo anterior. Para ello primero presentamos
la definicion y algunos resultados basicos de la H-coloracién, asi como la generaliza-

cion del Lema 1.0.11 que utilizaremos para demostrar nuestro resultado principal.

Dada una digrafica H posiblemente con lazos y una digrafica D sin lazos, defi-
nimos una H-coloracién de la digrafica D como una funcién ¢ : F(D) — V(H),
esto es, vamos a colorear las flechas de la digrafica D con los vértices de la digrafi-
ca H. Llamamos al conjunto V' (H) paleta de colores y a sus elementos colores.
Decimos que un camino dirigido W = (vg,v1,...,v;) en D es un H-camino si
(c(vi, vis1), c(Vig1,Vite)) es una flecha en H para cada i en {0,1,...,k — 2}, esto es,
los colores consecutivos del camino W son flechas en H. Si W es una trayectoria,
decimos que es una H-trayectoria y si W es un ciclo donde los colores de la ultima
flecha y la primera flecha son vértices adyacentes en H, entonces decimos que W es

un H-ciclo. Por otra parte, decimos que W tiene una H-obstruccién en el vértice
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v; si (e(vi_1,v;), ¢(vs, vi41)) no es una flecha en H paraien {1,2,...,k— 1}, y en el
caso en que W es un camino cerrado, es decir, vg = vy, v es una H-obstruccién si
(c(vk—1,vk), c(vk, v1)) no es una flecha en H. En la Figura 3.1 tenemos una digréfica
H-coloreada D, bajo la funcién ¢ : F(D) — V(H), cuya regla de corresponden-
cia es la siguiente: c(u,v) = 2,¢(v,x) = 3 = ¢(x,y) y ¢(y,v) = 1. En D, tenemos a
(u,v,x,y) como ejemplo de una H-trayectoria dirigida y a y como una H-obstruccién
en el camino dirigido (v, z,y,v) .

H : D :

2 ) x

Figura 3.1: Digrafica H-coloreada D.

Consideremos H una digrafica que consta unicamente de vértices aislados que
tienen lazos y sea D una digrafica H-coloreada. Observemos que si consideramos un
H-camino en D, entonces las flechas de dicho camino constan de un tnico vértice
en H, es decir, tendran asignado el mismo vértice de H, por lo que podriamos con-
siderarlo como un camino monocromatico. Asi, esta definicion extiende la definicion
de m-~coloracién cuando H consta de m vértices aislados con lazos en cada vértice.
Veamos ahora algunos resultados y algunas diferencias que hay con respecto a la co-
loracion usual que resultan bésicos en la teoria de la H-coloracion y que estaremos

utilizando en lo que resta de este trabajo.

Teorema 3.0.1. Sea D una digrafica H-coloreada. Si Wi y Wy son H-caminos tales
que la ultima flecha del camino Wy es la primera flecha del camino Wy, entonces la

concatenacion de Wi con Wy es un H-camino.

Demostracion. Sean Wi = (vg,vq,...,08) vy Wa = (ug,uq,...,u;), H-caminos ta-
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les que (vk—1,vx) = (ug,u1). Veamos que W = (vg, Wi, vx) U (v = ug, Wo,uy) =
(xo, 1, ..., Tpy—1) es H-camino. Como W; es un H-camino ya tenemos que se satis-
face la definicién para cada i en {0, 1, ...,k —2}, por lo que resta ver que se satisface
para cada i en {k — 1,k,..., k+ 1 — 3}, pero esto ya se cumple, pues si i estd en
{k—=1,k,....,k+1—3}, entonces x; = u;_ (1), por lo que obtenemos el camino W,

que por hipotesis es H-coloreado. Por lo tanto, W es un H-camino. |
Observacion 3.0.1. La hipdtesis de que se debe compartir una flecha es necesaria.

Demostracion. En efecto, consideremos las digraficas en la Figura 3.2, es decir,
a la digrafica H cuyo conjunto de vértices es V(H) = {1,2,3} y conjunto de
flechas es F(H) = {(1,2),(2,3),(3,2)}. Por otra parte definimos a D como la
digréfica con conjunto de vértices V(D) = {u,v,z,y}, conjunto de flechas F(D) =
{(u,v), (v,2), (z,y), (y,v)} y consideramos la H-coloracién ¢ que viene dada por la
siguiente regla de correspondencia: c¢(u,v) = 1 = ¢(y,v), c(v,z) = 2, ¢(z,y) = 3. No-
temos que las trayectorias dirigidas Wy = (u, v, z,y) y W = (y,v) son H-trayectorias
que cumplen que el iltimo vértice de Wi es el primer vértice de W5 y sin embargo,

W1 UWs, no es una H-trayectoria, pues (c¢(z,y), c(y,v)) = (3,1) que no es una flecha

de la digrafica H. [ ]
H : D :
2 3 v x
1 U, Yy

Figura 3.2: Las trayectorias dirigidas W, = (u,v,x,y) y Wo = (y,v) son H-
trayectorias y sin embargo W7 U W5 no lo es.

Observacion 3.0.2. Sea D una digrdfica H-coloreada y sean u y v dos vértices

distintos de D. No todo uv-H-camino dirigido contiene una wv-H-trayectoria dirigida.
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Demostracion. En la Figura 3.3, (u,w,z,y,w,v) es un uv-H-camino contenido en
D, que contiene una unica wv-trayectoria dirigida, a saber (u,w,v), sin embargo,

ésta no resulta ser una uv-H-trayectoria. |

H: D:

2 3 U X
w

Figura 3.3: No todo uv-H-camino contiene una uv-H-trayectoria.

Como lo que buscamos es llevar el resultado del Teorema 2.0.1 en términos de la
H-coloracion, veamos lo que vendria siendo el analogo de alginas definiciones de la

coloracion usual en la H-coloracion.

Dada una digrafica H posiblemente con lazos y una digrafica H-coloreada D,
decimos que un subconjunto N de los vértices de D es un H-nucleo si safisface
que:

(7) Entre cualesquiera par de vértices u y v de N no existe una uv-H-trayectoria.
(17) Para cada z en V(D) — N existe un vértice en v en N tal que existe una zv-H-
trayectoria.

Definimos también la H-cerradura de D, denotada por €y (D), como la multi-
digrafica con conjunto de vértices V(€g (D)) = V(D) y conjunto de flechas F(€y (D))
= {(u,v) : existe una wv-H-trayectoria contenida en D}. Es facil notar que al igual
que con la m-coloracién, con esta definicién también sucede que €g (D) = €y (Cx(D)).
Por otra parte el Teorema 1.0.9 y el Lema 1.0.11 en este nuevo contexto de la H-

coloracion se siguen cumpliendo, es decir, se satisfacen el Teorema 3.0.2 y el Lema

3.0.3.
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Teorema 3.0.2. St H es una digrdfica posiblemente con lazos y D una digrdfica

H-coloreada. Entonces D tinene H-niicleo si y solo si €y(D) tiene nicleo.

Demostracion. (=) Supongamos que D tiene un H-nicleo, digamos N. Afirmamos
que N es un nucleo de €4 (D).

Primero veamos que N es un conjunto independiente en €x (D). Sean u y v vértices
distintos en NV, como N es H-ntucleo en D, no existen uv-H-trayectorias contenidas
en D, por lo que de la definicién de F(€y (D)) se sigue que (u,v) no es una flecha en
€y (D). Veamos ahora que N es un conjunto absorbente, para ello sea z un vértice
en V(€x(D)) — N. Como V(€y(D)) =V (D), x es un vértice en V(D) — N, y como
N es H-nucleo de D, existe un vértice v en N tal que existe una xv-H-trayectoria
contenida en D, por lo que de la definicién de F(€g (D)), (x,v) es una flecha de
¢y (D). Por lo tanto, N es un nucleo de €x(D)).

(«<=) Supongamos que €y (D) tiene nicleo, digamos N. Afirmamos que N es un
H-ntcleo de D.

Primero veamos que entre cualquier par de vértices de N no hay H-trayectorias.
Sean u y v dos vértices distintos en IV, de existir una uv-H-trayectoria contenida en
D, de la definicién de F (€ (D)) tendriamos que (u,v) es una flecha en €4 (D), pero
esto no puede pasar debido a que N es un nucleo en €5 (D) y, por lo tanto es un
conjunto independiente. Asi, no existen uv-H-trayectorias contenida en D. Veamos
ahora que para cualquier vértice x en V(D) — N, existe un vértice v en N tal que
existe una zv-H-trayectoria contenida en D. Sea x un vértice en V(D) — N, como
V(€y(D)) = V(D), tenemos que = es un vértice en V(€x (D)) — N, y como N es
nicleo de € (D), existe un vértice v en N tal que (z,v) es una flecha de €x (D). Asi,
de la definicién de F(€y (D)) obtenemos que existe una xv-H-trayectoria contenida

en D. Por lo tanto, N es un H-ntucleo en D. |
Lema 3.0.3. Sean H una digrifica posiblemente con lazos y D=(Vy, V1) un torneo
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bipartito H-coloreado tal que todo ciclo dirigido de longitud a lo mds 6 es un H-
ciclo. St para u y v vértices de D existe una uv-H-trayectoria dirigida y no existe
una vu-H-trayectoria dirigida en D, entonces alguno de los siguientes enunciados se

satisface:

(i) (u,v) € F(D).
(11) Existe una uv-trayectoria dirigida de longitud 2.
(111) Existe una uv-H-trayectoria dirigida de longitud 4.

Demostracion. Sean u'y v vértices de D tales que existe una uwv-H-trayectoria diri-
gida en D y no existe una vu-H-trayectoria dirigida. Observemos que si existe una
uv-H-trayectoria dirigida de longitud impar, entonces del Lema 1.0.7 se sigue que
(u,v) € F(D) o bien (v,u) € F(D), pero no puede ocurrir que (v,u) € F(D), ya que
tendriamos una vu- H-trayectoria dirigida, contradiciendo la hipétesis. Por lo tanto,
(u,v) € F(D) y asi el punto (i) del Lema 3.0.3 se satisface. Asumamos que toda
uv-H-trayectoria dirigida W tiene longitud par y procedemos por induccién sobre
W),

Sea W = (u = xg, 1, ..., Ty = v) una uv-H-trayectoria dirigida.

Paso base: Para r = 1, W es en particular una uv-trayectoria dirigida de longitud 2
y el punto (27) del Lema 3.0.3 se cumple.

Para r = 2, tenemos que W ya es una uv-H-trayectoria dirigida de longitud 4, por
lo que se cumple el punto (iii) del Lema 3.0.3.

Para r = 3, por el Lema 1.0.7, como 5—0 =1 (mdd 2), tenemos que (u,z5) € F(D)
o bien (z5,u) € F(D). De manera andloga, como 6 —1 =1 (mad 2), (x1,v) € F(D)
o bien (v, x;) € F(D). Observemos que si (u,z5) € F(D) o (z1,v) € F(D), entonces
(u, z5,v) o (u,x1,v) son uv-trayectorias dirigidas de longitud 2, respectivamente, de

donde el punto (i7) del Lema 3.0.3 se satisface. Supongamos que {(z5,u), (v,21)} C

71



F(D), de aqui que obtenemos los ciclos dirigidos de longitud 6 (u, W, z5) U (z5,u) y
(1, W,v)U (v, x1), los cuales por hipdtesis son H-ciclos. Asi obtenemos en particular
que las trayectorias dirigidas (v = xg, 1, 22) y (x1, W, x5, 29 = u) son H-trayectorias
que comparten una flecha, de donde, por Teorema 3.0.1 (v, 1, o, T3, 4, T5, u) €s una
vu- H-trayectoria, contradiciendo el hecho de que no hay vu- H-trayectorias dirigidas,
por lo que este caso no puede pasar. De esta manera, concluimos que (u, x5) € F(D)
o (x1,v) € F(D).

Hipotesis inductiva: Supongamos que si en D existe una uv-H-trayectoria dirigida
de longitud s, con 8 < s < 2r, y no existe vu- H-trayectoria dirigida, entonces alguna

de las siguientes condiciones se cumple.
(i) (u,v) € F(D).
(ii) Existe una wv-trayectoria dirigida de longitud 2.
(iii) Existe una uv-H-trayectoria dirigida de longitud 4.

Paso inductivo: Sea W = (u = xg, 1, . . . s To(rg1) = v) una uv- H-trayectoria dirigida
de longitud 2(r 4 1) y supongamos sin pérdida de generalidad que u pertenece a Vj.
Observemos que para cada i en {0,1,...,2(r+1) =5}, como (i+5)—i =1 (mdd 2),
del Lema 1.0.7 tenemos que (z;, z;15) o bien (x;45,2;) € F(D), de aqui que obtene-

mos los siguientes casos.

Caso A: Para toda i en {0,1,...,2(r +1) =5}, (xi5,2;) € F(D).
En este caso para cada i en {0, 1,...,2(r+1)—5}, tenemos que (x;, i1, . . ., Tits, T;)
es un ciclo dirigido de longitud 6, que por hipétesis es un H-ciclo. De este modo, para
cadaien {4,5,...,2(r+1) =5}, (i, Tiv1,. - Tits, i) Y (Timdy Tigy -y Tig1, Tig)
son dos H-ciclos que comparten la flecha (x;, z;41), de donde por Teorema 3.0.1 ob-

tenemos que (x5, T;, Tiy1, Ti—4) €8 una H-trayectoria. Ahora, como 2(r + 1) es par

72



y con r > 3, tenemos que r = 3 + 2k o bien, r = 4 + 2k para algin nimero natural

k. Veamos ambos casos.

Caso A.1: r = 3 + 2k para algun k natural.
En este caso 2(r + 1) = 2(3+ 2k + 1) = 2(4 + 2k) = 8 4+ 4k, de donde (v =
T84 dk, T34k, it dks Tak—1, Tdks - - - Tg, T3, Tg, T, To = u) €s una vu-H-trayectoria diri-

gida, contradiciendo nuestra hipotesis. Por lo tanto, este Caso A.1 no puede ocurrir.

D :

T844k = VU

Figura 3.4: Caso A.1.

Caso A.2: r =4 + 2k para algiun k natural.
En este caso 2(r + 1) =2(4 + 2k + 1) = 2(5 + 2k) = 10 + 4k.
Supongamos que k = 0, es decir, 2(r + 1) = 10. De la suposicién del Caso A te-
nemos entonces que (v, zs), (g, x4), (rs, x3), (x7,22), (T, 1) ¥ (5, u) son flechas de
D. También tenemos que (v,x3) es una flecha de D, pues en caso contrario, como

10 =3 =1 (mdd 2), del Lema 1.0.7 tendriamos que (z3,v) es una flecha de Dy
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por lo tanto (v, zs5, u, z1, T2, r3,v) es un ciclo dirigido de longitud 6 que por hipétesis
es un H-ciclo, de donde (v, x5, u) es una vu-H-trayectoria, contradiciendo nuestra
hipétesis. Por lo tanto, (v,z3) es una flecha de D. De manera similar, (v,x7) es
una flecha de D, pues en caso contrario, como 10 — 7 =1 (mdd 2), del Lema 1.0.7
tendrfamos que (z7,v) es una flecha de D y por lo tanto C' = (v, x3, 24, x5, Ts, T7, V)
es un ciclo dirigido de longitud 6 que por hipdtesis es un H-ciclo. Observemos de
esta manera que los H-ciclos C'y C) = (u,x1, Ta, X3, x4, T5,u) comparten la flecha
(x3,24) y de este modo, se sigue del Teorema 3.0.1 que (v, x3, 24, x5, u) €s una vu-
H-trayectoria, lo cual es una contradiccién a nuestra hipétesis. Por lo tanto, (v, x7)
es una flecha de D. Finalmente consideremos a los ciclos Cy,Cy = (v, z7, X3, Tg, V)
y C3 = (w3, x4, Ts5, 6, X7, T3, 3) los cuales son H-ciclos por hipdtesis (debido a que
son de longitud 4 y 6), y observemos que Cy comparte la flecha (x7,z5) con Cs y a
su vez (3 también comparte flecha con C}, a saber, (z3,x4), por lo que del Teore-
ma 3.0.1 se sigue que (v, x7, Ts, T3, T4, Ts, u) €s una vu-H-trayectoria, lo cual es una
contradiccidon a nuestra hipdtesis. Por lo tanto, no puede ocurrir que k& = 0.
Supongamos que k > 1, de este modo 2(r + 1) > 10 + 4 = 14. En este caso,
(U = 1044k, T544k; T6+4ks 144k - - - T105 T11, T12, T7, Ts, T3, Ta, T, To = U) €8 UNA VU~
H-trayectoria, lo cual es una contradiccion a nuestra hipotesis. Por lo tanto, este
Caso A.2 no puede ocurrir.

En cualquier caso llegamos a una contradiccién, por lo que podemos concluir que el

Caso A no sucede.

Caso B: Para alguna i en {0,1,...,2(r+1) — 5} tenemos que (z;, z;15) € F(D).

Consideremos las siguientes observaciones:

Observacion 1: Por Lema 1.0.7, como 2(r +1) —1 =1 (mdd 2) y (2r +1) —

74



0 = 1 (mdd 2), tenemos que {(z1,v = Top41)), (v,21)} N F(D) # 0y {(zo =
U, Topy1), (Tor1,u)} N F(D) # 0. En el caso en el que (u,x9.11) € F(D) o bien
(x1,v) € F(D), podemos construir las uv-trayectorias dirigidas de longitud 2, (u,
Tory1,0) ¥ (u,x1,v), respectivamente, por lo que el punto (i) del Lema 3.0.3 se

cumple. Supongamos entonces que {(z2,41,u), (v,21)} C F(D).

Observacion 2: Si para alguna i’ en {0,1,...,2(r+1) =5}, (v,zy) € F(D) y las
trayectorias dirigidas Py = (v, xyr, Ty41) y Py = (29, Top 41, u) son H-trayectorias, en-
tonces tenemos del Teorema 3.0.1 que la trayectoria dirigida (v, 2 )U (24, W, e, 41)U
(T2r41,u), es una vu-H-trayectoria, contradiciendo nuestra hipétesis. Por lo tanto,
si para alguna ¢’ en {0, 1,...,2(r+1)—5}, (v,zy) € F(D), entonces debemos tener

P, no es una H-trayectoria, o bien P, no es una H-trayectoria.

De la Observacion 2 surgen los siguientes dos casos.

Caso B.1: P; no es una H-trayectoria.
Por la suposicion del Caso B sabemos que para alguna i en {0,1,...,2(r +1) — 5}
sucede que (x;, x;45) € F(D). Tomamos {ig, jo} € {0,1,...,2(r+1)} de tal manera
que jo —io =max{j —i:{3,5} C{0,1,...,2(r+ 1)} v (x;,x;) € F(D)}, los cuales
sabemos que son tales que jo —ip > (i +5) — ¢ = 5. Consideremos las siguientes

posibilidades para ig y para jo.

Caso B.1.1: 10> 1y jo <2r+ 1.
Como (x;y,zj,) € F(D), del Lema 1.0.7 se sigue que jo —ig = 1 (mdd 2), lo que
implica que (jo +1) — (o — 1) =1 (mdd 2). Asi, por el Lema 1.0.7, {(zj,—1, Zjo+1),

(@jo41, Tig—1) JNF (D) # 0, pero por la eleccién de ig y jo obtenemos que (2,41, Tig—1)

1)



€ F(D). Por lo tanto, (x;y—1, Tiy, Tjy, Tjo+1, Tig—1) €s un ciclo dirigido de longitud
4, que por hipétesis es un H-ciclo. Notemos que este H-ciclo comparte las flecha
(Tig—1,%iy) ¥ (2o, Tjy+1) con la H-trayectoria W, por lo que del Teorema 3.0.1 se
sigue que (u = xo, W, ig—1) U (Tig—1, TigTjo, Tjo41) U (Tjg+1, W, Tari1) = v) es una
uv-H-trayectoria de longitud a lo mas ¢(W) —4, de donde por la hipétesis inductiva

se satisface el Lema 3.0.3.

Caso B.1.2: ig = 0.

Como u = x;, es un vértice en Vy y (24, xj,) € F(D), tenemos que z;, es un vértice
en Vi, esto es jp es un numero impar. Primero notemos que no puede ocurrir que
Jo > 2r — 1.

En efecto, en caso contrario, por la asimetria de D, debe ocurrir que jo = 2r — 1, de
otro modo jy = 2r+1 y ademads estamos suponiendo que (xg, z;,) es una flecha de D
y también estamos en el caso en que (22,41, o) es una flecha de D, lo que es imposi-
ble. Asi, obtenemos que jo = 2r — 1 y por lo tanto (v = xo, Tj, = Tar—1, Tar, Tor41, U)
es un ciclo dirigido de longitud 4, que por hipétesis es un H-ciclo. Luego, como P,
esta contenido en dicho ciclo, tenemos que P, es una H-trayectoria, lo cual es una
contradiccién a nuestra suposicién del Caso B.1.

Supongamos que jo < 2r — 3. Como jo—ig = 1 (mdd 2), también tenemos que (jo+
2)—ip =1 (mdd 2), de donde por el Lema 1.0.7 se sigue que {(zo, Zj,+2), (Zjo+2, o) }N
F(D) # 0, pero de la eleccién de ig y jo obtenemos que (zj,42,70) € F(D). Asi,
(u = g, 2y, Tjo+1, Tjo+2, ) es un ciclo dirigido de longitud 4 que por hipétesis
es un H-ciclo. Observemos que este H-ciclo comparte la flecha (xj,,xj,1+1) con
la H-trayectoria W, por lo que del Teorema 3.0.1 la trayectoria dirigida (u =
Zo, xj,) U (xj,, W,v) es una wv-H-trayectoria de longitud a lo mas (W) — 4, de

donde por la hipétesis inductiva se satisface el Lema 3.0.3.
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Caso B.1.3: jo=2(r +1).

Como 2(r + 1) es par, zj, es un vértice en Vj y por tanto z;, es un vértice en Vi,
esto es, 7y es un nimero impar. Ademads, es claro que iy # 1, pues en caso contrario
{(z1,v), (v,21)} € F(D), contradiciendo la asimetria de D.

Supongamos que iy > 3. Como jo—ig =1 (mdd 2), también tenemos que jo — (ig —
2) = 1 (mdd 2), de donde por el Lema 1.0.7 se sigue que {(z;,—2,v), (v, Tjy—2)} N
F(D) # 0, pero de la eleccién de ig y jo obtenemos que (v,z;,_2) € F(D). Asi,
(Tig—2, Tig—1, Tigs Tjy = U, Tiy—2) es un ciclo dirigido de longitud 4 que por hipdtesis
es un H-ciclo. Observemos que este H ciclo comparte la flecha (x;,-1,x;,) con la H-
trayectoria W, por lo que del Teorema 3.0.1 se sique que la trayectoria (u, W, x;,) U
(wiy, xj, = v) es una uv-H—trayectoria de longitud a lo més ¢(WW') —4, de donde por

la hipétesis inductiva se satisface el Lema 3.0.3.

Caso B.2: P, es una H-trayectoria.
De la Observacion 2 tenemos que si para alguna i en {1,2,...,2(r+1)—=5}, (v,xy)
es una flecha de D, entonces la trayectoria Py = (v, 7, #41) no es una H-trayectoria.
Observemos que (Z2(41)—5,v) es una flecha de D, pues en caso contrario, como 2(r +
1)—(2(r+1)=5) =1 (mdd 2), se sigue del Lema 1.0.7 que (v, Z3(r11)—5) es una flecha
de D, pero por otra parte (Za(r11)—5, To(r+1)—4> L2(r4+1)—3> L2(r4+1)—25 L2r+1)—15 L2(r+1) =
v, Ta(r41)—5) €s un ciclo dirigido de longitud 6 que por hipdtesis es un H-ciclo. Luego,
como P; esta contenido en dicho ciclo (con ¢ = 2(r+ 1) —5), tenemos que P; es una
H-trayectoria, lo cual es una contradiccién a nuestra suposicion del Caso B.2. Como
(v, 21) es una flecha de D, el conjunto {i' € {0,1,...,2(r+1)—=7}: (v,zy) € F(D)}
es no vacio. Sea ip = max{s' € {0,1,...,2(r+1)=7}: (v,zy) € F(D)} y notemos que

por la eleccién de iy tenemos que {(v,x;, ), (iy42,v)} € F(D), donde (v, z;,, Tig+1)

7



no es una H-trayectoria. Pero, (v, T, Tiy+1, Tig12, V) €s un ciclo dirigido de longitud
4, el cual por hipotesis es un H-ciclo, sin embargo, éste contiene a la trayectoria
(v, iy, Tigr1) que no es una H-trayectoria, una contradiccién. Por lo tanto, este

Caso B.2 no puede ocurrir.

Observacién 3.0.3. La hipdtesis de que todo ciclo dirigido de longitud 4 debe ser

un H-ciclo en el Lema 3.0.3 es justa.

H: 1

@ @

Figura 3.5: Digrafica H.

Demostracion. En efecto, consideremos a la digrafica H, dada por el conjunto de
vértices V(H) = {1,2,3,4} y el conjunto de flechas F(H) = {(1,2),(2,1),(2,2),
(2,3),(4,2)}. También consideremos al torneo bipartito H-coloreado D definido por
el conjunto de vértices {zg,x1,...,Z10} y conjunto de flechas como se muestra en la
Figura 3.6. Finalmente tomamos la H-coloracién ¢ : F(D) — V(H) dada por la

siguiente regla de correspondencia:

( 1 si (x;, ;) € {(z10, 25), (x5, %0) },

3 si (x4, 75) € {(x10,21), (10, T3), (10, 27) },
C(Jl'i,.%j) =

4 si (ZEZ',ZL‘]‘) S {(553,1‘0), (ZE77ZL‘0), (l’g,l‘o)},

2 en otro caso.
\
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Para verificar que todos los ciclos dirigidos de longitud 6 son H-ciclos y que to-
dos los ciclos dirigidos de longitud 4 tienen a lo mas una H-obstruccién, definimos
al subconjunto S = {(x19,x5), (5, z0), (T10, 1), (T10, X3), (10, T7), (3, T0), (27, X0),
(xg9,x0)} de las flechas de D. Como la mayoria de las flechas de la digrafica D tienen
asignado el color 2 y la digrafica H tiene un lazo en dicho vértice, basta ver que
cada ciclo que contenga alguna flechas del conjunto S sea un H-ciclo o tenga a lo

mas una H-obstruccién, segun sea el caso.

Figura 3.6: Existe una uv-H-trayectoria, no existe una vu-H-trayectoria y sin em-
bargo (u,v) no es una flecha de D, no existe una uv-trayectoria dirigida de longi-
tud 2 y tampoco existe una uv-H-trayectoria de longitud 4.

Primero, las flechas (x19, z1), (10, 23), (9, o) ¥ (27, 7o) no estan en ningtn ciclo
de longitud 6, ni 4, por lo que no importa que asignacién tengan bajo c. Luego, las
flechas (w19, x5) ¥ (x5, z0) pertenecen cada una a un unico ciclo dirigido de longitud
6, a saber, (v = x19, Ts5, Tg, T7, Tg, Tg, V) ¥ (T5,u = Tg, X1, Te, T3, Ty, T5), respectiva-

mente, los cuales si resultan ser H-ciclos, pues (1,2,2,2,2,2, 1) si es un camino en H.
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Finalmente, las flechas (x19,27) y (3, %0) estdn cada una en un tnico ciclo dirigido
de longitud 4, a saber, C' = (v, z7, 3, T9,v) y C? = (u, 71, T2, T3, u) respectivamen-
te. C! tiene solamente una H-obstruccién en el vértice z7, y C? también tiene una
sola, H-obstruccién en el vértice x3, por lo que tanto C! como C? son ciclos dirigidos

de longitud 4 con a lo mas una H-obstruccién.

Ahora bien, para los vértices u = oy y v = 19 existe la uv-H-trayectoria
W = (u = zg,21,...,2190 = v), no existe una vu-H-trayectoria (debido a que
(3,2),(3,4),(2,4) y (1,1) no son caminos en H) y sin embargo no se satisface el
Lema 3.0.3, es decir, (u,v) no es una flecha de D, no existe una uwv-trayectoria

dirigida de longitud 2 y tampoco existe una uv-H-trayectoria de longitud 4. |

Observacién 3.0.4. La hipdtesis de que todo ciclo dirigido de longitud 6 debe ser

un H-ciclo en el Lema 3.0.3 es justa.

Demostracion. Consideremos a la digrafica H de la Figura 3.5 y al torneo bipartito
H-coloreado G definido por el conjunto de vértices V(G) = {xo, ..., xs} y el conjunto
de flechas como se muestra en la Figura 3.7. Finalmente tomamos la H-coloracién

¢: F(G) — V(H) dada por la siguiente regla de correspondencia:

)
1si (@, ;) € {(z6,23), (23, 70)},
3 si (w4, 25) = (w6, 21),

c(zi,x;) =

4 si (l’i,ill'j) = (%5,1’0),

2 en otro caso.

\

Para verificar que todos los ciclos dirigidos de longitud 6 tienen a lo mas una
H-obstruccion y que todos los ciclos dirigidos de longitud 4 son H-ciclos, definimos
al subconjunto S = {(x¢, x3), (x¢, 1), (x5, x0), (x5, 70)} de las flechas de G. Como la

mayoria de las flechas del torneo bipartito GG tienen asignado el color 2 y la digrafica
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H tiene un lazo en dicho vértice, basta ver que cada ciclo que contenga alguna flechas

del conjunto S sea un H-ciclo o tenga a lo mas una H-obstruccién, segin sea el caso.

Figura 3.7: Existe una uv-H-trayectoria, no existe una vu-H-trayectoria y sin em-
bargo (u,v) no es una flecha de G, no existe una uv-trayectoria dirigida de longi-
tud 2 y tampoco existe una uv-H-trayectoria de longitud 4.

Por un lado, las flechas (xg,z3) v (23,70) se encuentran cada una en un unico
ciclo dirigido de longitud 4, a saber, (4, x3, 4, 5, %¢) v (¥3, To, T1, To, T3), respecti-
vamente, los cuales si resultan ser H-ciclos, pues (1,2,2,2,1) si es un camino en H.
Por otro lado, las flechas (x5, z9) y (26, 21) estan cada una en un unico ciclo dirigido
de longitud 6, a saber, C' = (x5, xg, T1, 1o, 73, 24, T5) y C? = (26, T1, To, T3, Ty, T, Tg)
respectivamente. El ciclo C! tiene solamente una H-obstruccién en el vértice x5, y
C? también tiene una sola H-obstruccién en el vértice z;, por lo que tanto C'* como

C? son ciclos dirigidos de longitud 6 con a lo més una H-obstruccion.

Ahora bien, para los vértices u = xg y v = xg existe la uv-H-trayectoria W =
(u = xg,x1,...,T6 = v), N0 existe una vu-H-trayectoria (debido a que (3,2),(2,4)

y (1,1) no son caminos en H) y sin embargo no se satisface el Lema 3.0.3, es decir,
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(u,v) no es una flecha de G, no existe una uv-trayectoria dirigida de longitud 2 y

tampoco existe una uv-H-trayectoria de longitud 4. |

Observacién 3.0.5. La hipotesis de que todo ciclo dirigido de longitud 4 en un
torneo bipartito D es un H-ciclo no implica que todo ciclo dirigido de longitud 6 en

D es un H-ciclo.

Demostracion. Definimos la digrafica H como la digréfica con conjunto de vértices
V(H) = {1,2} y conjunto de flechas F(H) = {(1,1),(1,2)}. Definamos ahora al
torneo bipartito H-coloreado 7' = (U, W) dado por la biparticiéon U = {u,v,w} y
W = {x,y, 2} en el cual las flechas y su coloacién estdn dadas como sigue: C! =
(u, z,v,y,w, z,u) es un ciclo dirigido de longitud 6 que tiene todas sus flechas de
color 1, a excepcion de la flecha (v,y) que es de color 2 y las flechas (u,y), (z,w) y

(v, 2) tienen asignado el color 1.

H: T :

S
S

Figura 3.8: Todo ciclo dirigido de longitud 4 es un H-ciclo y sin embargo no todo
ciclo dirigido de longitud 6 es un H-ciclo.

El torneo bipartito 7" contiene 3 ciclos dirigidos de longitud 4, a saber, (u,y,w,
z,u), (z,w,z,u,z)y (v,zu,x,0),los cuales son todos H-ciclos y sin embargo el ci-
clo dirigido de longitud 6 C'* no resulta ser un H-ciclo, pues tiene una H-obstruccién

en y. ]
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Teorema 3.0.4. Sean H una digrdfica posiblemente con lazos y D = (Vy, V1) un
torneo bipartito H-coloreado. Si todo ciclo dirigido de longitud a lo mds 6 contenido

en D es un H-ciclo, entonces €y (D) es una digrdfica nicleo perfecta.

Demostracion. Debido al Corolario 1.0.5.1, basta probar que cualquier ciclo dirigi-
do en €x(D) tiene al menos una flecha simétrica. Procediendo por contradiccion,
supongamos que existe un ciclo dirigido, digamos C' = (¢, 1, . . . , Ty, To), contenido
en €y (D) que no tiene flechas simétricas, esto es, C' esta contenido en Asim(€y (D))
y por lo tanto, n > 2. De aqui en adelante, consideramos a los subindices del ciclo
C' médulo n + 1. Debido a la definicién de las flechas de la multidigrafica € (D),
sucede que para cada i en {0,1,...,n}, existe una x;z,1-H-trayectoria contenida
en D y no existe x;12;- H-trayectoria, donde por Lema 3.0.3 se satisface al menos

uno de los siguientes enunciados:
(i) (x4, xi11) € F(D).
(ii) Existe una x;r;,1-trayectoria dirigida de longitud 2.
(iii) Existe una x;z;1-H-trayectoria de longitud 4.

Para cada i en {0,1,...,n}, tomamos T; como sigue: T; = (x;,x;+1), si (z;, i) €
F(D); T; es una x;x; 1-trayectoria dirigida de longitud 2, si (z;,z;11) ¢ F(D) y di-
cha trayectoria existe; o T; es una z;x;1- H-trayectoria de longitud 4, en otro caso.
n
Definimos ahora C' = UT“ el cual claramente es un camino cerrado dirigido
en D que empieza y te;?noina en xg. Digamos que C' = (zo,21,-.., 2k, 20), don-
de zy = xo. Para relacionar los vértices del camino cerrado dirigido C’ con los
vértices del ciclo dirigido C, observemos que cada trayectoria dirigida T; se ve de
la forma (x; = 2z, Zig41,- - Ziger, = Tiy1) donde r; € {1,2,4}. Asi, definimos

¢ {0,1,...,k} — {zo,21,...,2,} como la funcién que a cada indice lo man-

da al primer vértice de la trayectoria dirigida T; donde se encuentra el vértice con
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dicho indice, es decir, ¢(j) = z;, para cada j en {ig,ig+1,...,i9+ (r; —1)}. Decimos
que el indice j del vértice z; es un indice principal si existe un i en {0,1,...,n} tal
que x; = z; y denotamos por I, al conjunto de los indices principales.

Observacion % : Como cada trayectoria dirigida 7; tiene longitud a lo més 4, obte-
nemos que entonces para cada j en {0,1,...,k} se satisface que {j,7+ 1,7 +2,j +
3} NI, # 0. Por otra parte, debido a que xy = 2o, tenemos que 0 € I,. De ahora en
adelante los indices de los vértices de C’ los consideramos médulo k + 1.

Notemos que, debido al Lema 1.0.8, todos los caminos dirigidos cerrados de longitud
a lo mas 6 en D son en realidad ciclos dirigidos. Por otra parte, como C’ es un
camino cerrado dirigido en un torneo bipartito, es de longitud par, de donde k es
un numero impar y ademas es al menos 3, pues n > 2 . Veamos los siguientes casos

para k.

Caso A: k = 3.
En este caso C' es de la forma (zo, 21, 29, 23, 20) y es un ciclo dirigido de longitud
4, que por hipétesis es un H-ciclo. No puede ocurrir que ¢(7j) = 4, pues en dado
caso rg = 29 = x1, lo cual es una contradiccién al hecho de que Tj es en particular
una trayectoria. De este modo, ¢(Tp) es 1 0 2, por lo que x; € {21, 22}, pero esto
es una contradiccon, pues (21, 22, 23, 20 = Tg) es una H-trayectoria que contiene una

xr1x9-H-trayectoria. Por lo tanto, este Caso A no puede ocurrir.

Caso B: k = 5.
En este caso € es un ciclo dirido de longitud 6, que por hipdtesis es un H-ciclo,
donde es claro que particularmente existe una xqx,-H-trayectoria, lo cual es una
contradiccion a nuestra suposicién. Por lo tanto, este Caso B tampoco no puede

ocurrir.
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Caso C: k> T.
Para demostrar que este caso tampoco puede ocurrir, primero mostraremos algunas

afirmaciones.

Afirmacion 1(C). Para cada j en I, se satisface que (z;, 2j45) € F/(D).
Efectivamente, dada j en I, arbitraria, como (j +5) —j =1 (mdd 2), tenemos del
Lema 1.0.7 que {(2;, zj+5), (2j15, 2;) } N F(D) # 0. No puede suceder que (z;45, 2j) €
F(D), pues en dicho caso, (2;, zj11, Zj+2, Zj+3, Zj+4, Zj+5, 2) €s un ciclo dirigido de
longitud 6, que por hipétesis es un H-ciclo. Ademads, como j es un indice principal,
existe una 7 en {0,1,...,n} tal que x; = z;, de donde ;1 € {241, Zj+2, Zj+a}, de-
pendiendo de si £(7T;) es 1, 2 0 4. Asi, claramente existe una x;,1x;-H-trayectoria,

lo cual no puede ocurrir debido a nuestra suposicién. Por lo tanto, (z;, zj15) € F(D).

Afirmacion 2(C). Para cada j en {0,1,...,k} tal que j+5 es un indice principal,
se satisface que (zj, zj15) € F(D).
Efectivamente, dada j en {0, 1, ..., k}, tal que j+5 es un indice principal, como (j+
5)—j =1 (mdd 2), tenemos del Lema 1.0.7 que {(2;, zj+5), (2j45, 2;) } N F(D) # 0.
No puede suceder que (zj45,2;) € F(D), pues en dicho caso, (2, 2j41, Zj+2, Zj+3, Zj+4,
Zj+5,%;) es un ciclo dirigido de longitud 6, que por hipdtesis es un H-ciclo. Ademas,
como j + 5 es un indice principal, existe una ¢ en {0,1,...,n} tal que z; = 2,435,
de donde w;_1 € {Zjt4, Zj13, 2j+1}, dependiendo de si £(T;_1) es 1, 2 o 4. Asi, cla-
ramente existe una x;x;_1-H-trayectoria, lo cual es una contradiccion. Por lo tanto,

(25, 2345) € F(D).

Afirmacion 3(C). Para cada j en {5,6,...,k — 2} tal que 7 = 1 (mdd 4), se
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satisface que (2o, z;) € F(D).

Notemos que consideramos el conjunto {5,6, ...,k — 2} ya que por un lado el inico
nimero menor a 5 que es congruente a 1 modulo 4 es el 1 mismo, para el cual ya
se cumple (zp, z1) € F(D). Por otro lado, como en D no hay flechas simétricas y ya
tenemos que (zg, z0) € F(D), entonces debemos considerar nimeros menores a k,
pero como k es impar y queremos una flecha de la forma (z, z;), entonces j debe
ser menor o igual a k — 2. Una vez que sabemos la razén de escoger este conjunto
de indices, procedemos la demostracion de esta afirmacién por contradiccion.
Supongamos que existe un indice j en {5,6,...,k — 2} tal que j = 1 (mdd 4) y
cumple que (2o, z;) ¢ F(D). Del Lema 1.0.7, como j —0 =1 (mdd 2), tenemos que
{(2j,20), (25, 20) }NF(D) # 0, y asi, (zj,z0) € F(D). De la Afirmacion 1(C) tenemos
que (zg,25) € F(D), lo que implica, al ser D una digrafica asimétrica, que j debe
ser distinto de 5. Asi, como j = 1 (mdd 4), obtenemos que j > 9. En el caso en
que k <9, la Afirmacion 3(C) ya se satisface y no hay nada mas que hacer, asi que
supongamos que k > 9, esto es, k > 11.

De lo anterior y de nuestra suposicién tenemos que el conjunto S = {i € {5,6,..., k—
6} :i=1 (mdd 4) y (2i44,20) € F(D)} es no vacio, y sea ig = min S. De la elec-
ci6én de ig tenemos que {(z;,14, 20), (20, 2i,)} C F(D).

Definimos ahora C? = (2, 2y, Zig 11, Zig+2, Zig+3, Zin+4, 20), €l cual es un ciclo dirigido
de longitud 6, que por hipétesis es un H-ciclo. Consideramos ahora las siguientes

posibilidades:

3(C).1. iy € 1,
En este caso existe un i € {2,3,...,n} tal que x; = z;,, de donde x; 1 € {211, Zig1+2,
Zig+4} dependiendo de si ¢(T;) es 1, 2 o 4. Asi, claramente existe una x;,12;-H-

trayectoria contenida en C?, lo cual es una contradiccién a nuestra suposicion.
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3(C).2. iy ¢ 1,

En este caso, de la Observacidn %, se satisface que {ig—1,i9—2,i9—3}N1, # 0. Sea
se{ig—1,i0—2,i9—3}N I, y sea z; el vértice del ciclo C' tal que z; = z,. Luego, de
la Afirmacion 1(C) se cumple que (2, 2545) € F(D), con zsy5 € {zig+4, Zig+3, Zig+2 -
Asi, CF = (23,4, C", 25) U (25, 2515) U (2515, C's Zig14) U (Zig 14, 20, 2ig—a) €8 un ciclo
dirigido de longitud 6 (sin importar cual sea el valor de s), que por hipdtesis es un
H-ciclo que comparte la flecha (2,44, 29) con el H-ciclo C?. Asi, del Teorema 3.0.1
tenemos que W = (2, C?, 20) U (20, C?, z, = ;) es una H-trayectoria.

Por otra parte sabemos que ;1 € {2511, 2512, 2514} dependiendo de si ((T;) es 1, 2
0 4, pero {zei1, 2512, Zsra} © {Zig—2s Zig—15 Zigs Zig+15 Zig+2s Zig 43} -

Como {ziy, Zigt1s Zigt2s Zigrsyr © VW), si x40 € {2y, Zig+1, Zig+2, Zig+3 ), €ntonces
es claro que existe una x;1x,;-H-trayectoria contenida en W, lo cual es una con-
tradiccién a nuestra suposicién. Supongamos entonces que ;11 € {Zjy—2, Zig—1} ¥
sea i1 € {ip — 1,i9p — 2} tal que x;41 = z;,. Asi, i; es un indice principal y de la
Afirmacion 1(C) tenemos que (z;,, zi,45) € F(D), con 2,15 € {ziy+4, zip+3}. Luego,
C* = (2iy-4,C", 2,) U (241, 2i45) U (Ziy 15, C' Zig1a) U (2ig14, 205 Zig—4) €8 un ciclo di-
rigido de longitud 6 (sin importar el valor de i;), que por hipdtesis es un H-ciclo,
pero esto es una contradiccion debido a que x; es también un vértice de este ciclo
y por lo tanto existiria una x;,,x;- H-trayectoria. Por lo tanto, este caso no puede

suceder y asi la Afirmacion 3(C) es verdadera.

Afirmacion 4(C). Para cada j en {3,4,...,k — 4} tal que j = k (mdd 4), se
satisface que (z;,20) € F(D).
Sea jen {3,4,...,k—4} tal que j = k (mdd 4). Notemos que como k es un niimero

impar, k =1 (mdd 2). Asi, también tenemos que j — 0 =1 (mdd 2), donde por el
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Lema 1.0.7 obtenemos que {(zo, 2;), (25, 20)} N F(D) # (). Supongamos en busca de
una contradiccién que (zo, ;) € F(D).

Notemos que para k = 7 tendriamos que (zg,z23) € F(D), pero en dicho caso
C? = (20, 23, 24, 25, 26, 27, 20) €s un ciclo dirigido de longitud 6, el cual por hipétesis
es un H-ciclo y ademds, como z,, € {27, 2, 24} dependiendo de si ¢(T},) es 1, 2 o 4,
tenemos entonces que existe una xgz,-H-trayectoria, lo cual es una contradiccion a
nuestra suposicién. Asi, (z3,29) € F(D) y por lo tanto la Afirmacion 4(C) se satis-
face en este caso.

Por otra parte, no puede ocurrir que k = 9, pues en dado caso, de la Afirmacion 1(C)
tenemos que (29,25) € F(D). Asi, C? = (2, 25, 26, 27, 28, 29, 20) €s un ciclo dirigido
de longitud 6 que por hipdtesis es un H-ciclo. Ademads, sabemos que x,, € {zo, 2s, 26 }
dependiendo de si ¢(T},) es 1, 2 0 4, pero en cualquier caso obtenemos que {xg, z,} C
V(C?) y por lo tanto existe una zqx,-H-trayectoria, lo cual es una contradiccién a
nuestra suposicién. Supongamos entonces que k > 11 y veamos que se cumple la
afirmacion.

Como 0 € I, de la Afirmacion 2(C) tenemos que (z,_4, z0) € F(D) y como D es
asimétrica, se sigue que j < k — 8. De aqui que el conjunto {i € {7,8,...,k — 4} :
i=k (mdod 4) y (z0,2i—4) € F(D)} es no vacio, sea ip = max{i € {7,8,...,k—4} :
i=k (mdd 4) y (20,2i—4) € F(D)}. De la eleccién de iy tenemos que {(2o, zi,—4),
(2i0,20)} € F(D). Notemos que si ig = k — 4, entonces (zx, 29) € F(D) y también
si g < k — 8, entonces ig +4 < k — 4, de donde por la elecciéon de iy tenemos que
(Zig+4, 20) € F(D); en cualquier caso también tenemos que (2,14, 20) € F'(D).
Definimos ahora C? = (o, Zio—ds Zig—3s Zig—2s Zig—15 Zig, 20), €l cual es un ciclo dirigido
de longitud 6, que por hipétesis es un H-ciclo. Consideramos ahora las siguientes

posibilidades.
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4(0)1 19 € ]p-
En este caso existe uni € {2,3,...,n—2} tal que z; = z;,, donde x;_; € {21, 2Ziy—2,
zio—4} dependiendo de si £(T;_1) es 1, 2 o 4. Asi, claramente existe una x;x; 1-H-

trayectoria contenida en C?, lo cual es una contradiccién.

4(C).2. ig ¢ I,.

En este caso, de la Observacidn %, se satisface que {ip— 1,79 —2,79—3} N1, # . Sea
s € {ip—1,ip—2,i0—3} N1, y sea x; el vértice del ciclo C' tal que x; = z,. Luego, de
la Afirmacidn 1(C) se cumple que (zs, 2s45) € FI(D), con zsi5 € {Zig+4, Zig+3s Zig+2}-
Asi, CF = (234, C", 25) U (25, 2s15) U (2515, C7 Zigra) U (Zig 14, 20, 2ig—a) €s un ciclo di-
rigido de longitud 6 (sin importar qué valor tome s), que por hipdtesis es un H-ciclo.
Por otra parte sabemos que x;1 € {2511, 2512, 2s+4} (pues £(7T;) puede ser 1, 2 0 4),
pero {211, Ze2, Zs4at C {Zig—2, Zig—1» Zig, Zig+1s Zig+2, Zig+3)-

Como {zi,_2, ziy_1, 21y} C V(C?), si xiy1 € {ziy_2, 2ig_1, %iy |, entonces claramen-
te existe una x;4x;-H-trayectoria contenida en C?, lo cual es una contradiccién a
nuestra suposicion. Supongamos que ;1 € {211, Zigr2, Zigr3} y sea iy € {ig+1,i0+
2,19 + 3} tal que x;11 = z;,. Asi, i; es un indice principal y de la Afirmacion 2(C)
tenemos que (z;,_5,2;,) € F(D), con z;, 5 € {ziy_4,2ig_3, 2ig_2}. Luego, C* =
(Zig—a, C" ziy—5) U (24,5, 21y ) U (2iy, O, Zig+a) U (Zig 14, 20, 2ig—a) €s un ciclo dirigido
de longitud 6 (sin importar cual valor tome i), que por hipdtesis es un H-ciclo, el
cual ademds comparte la flecha (2o, 2;,_4) con el H-ciclo C?. Asi, del Teorema 3.0.1 se
sigue que W = (2,41 = 2, C*, 2, _4) U (244, C?, 2, = ;) es una H-trayectoria que
contiene una x;,1x;- H-trayectoria, lo cual es una contradicciéon a nuestra suposicién.

Por lo tanto, este caso tampoco puede suceder y asi la Afirmacion 4(C) es verdadera.

Analizamos ahora dos posibilidades para k.
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Caso C.1. k=1 (mod 4).
En este caso, como 0 es un indice principal, tenemos de la Afirmacion 2(C) que
(2k—4,20) € F(D). Por otra parte, como k = 1 (mdd 4), tenemos que k — 4 =
1 (mdd 4) con k—4 € {5,6,...,k—2}, donde por la Afirmacion 3(C) tenemos que

(20, 2zk—4) € F(D), pero esto es una contradiccién, pues D es una digrafica asimétrica.

Caso C.2. k=3 (mdd 4).

Para este caso primero mostraremos algunas afirmaciones.

Afirmacion 5(C.2). Para cada j en {0,1,...,k} tal que j =3 (mdd 4) tenemos
que (24, z0) € F(D).
En efecto, dado j en {0,1,...,k} tal que 7 = 3 (mdd 4), como 3 = k (mdd 4),
entonces j =k (mdd 4) y ast de la Afirmacion 4(C) tenemos que (z;,29) € F(D).
Recordemos que la Afirmacion 4(C) era vélida para s € {0,1,...,k — 4}, por lo
que faltarfa cubrir los casos para cuando s € {k — 3,k — 2,k — 1,k}, pero como
k = 3(madd 4)(debido a la suposicién del Caso C.2), dichos casos estan cubiertos al

ya tener la flecha (zy, 2).

Afirmacion 6(C.2). Para cualquier subconjunto {i,j} de {0,1,...,k} que satis-
face quei € I, y j —i =1 (mdd 4), se cumple que (z;, z;) € F(D).
Sea {7, j} un subconjunto de {0, 1, ..., k} que satisface que i € I,y j—i =1 (mdd 4)
y sea r en {0,1,...,n} tal que x, = z;. Renombramos a los vértices del ciclo C' de
tal manera que ahora empiecen en x,.. Asi, al unir las trayectorias T, correspondien-
tes obtenemos un camino cerrado dirigido C’ que también es un renombramiento

de los vértices del ciclo C’, digamos que C" = (%, 71, .., %, %), donde para ca-
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da t en {0,1,...,k} el renombramiento viene dado por z; = z;,; (de esta manera
Zp = %;). Ahora como j—i =1 (mdd 4) yi € I,, de la Afirmacion 3(C) tenemos que
(20, Zj—i) € F(D), pero 2y = 2; ¥ Zj—i = Zit(j—i) = ;. Por lo tanto, (z;,2;) € F(D).

Recordemos que la Afirmacion 3(C) era valida para s € {0,1,...,k — 1}, asi que el
unico caso que faltaria cubrir es para cuando s = j —i = k, pero este caso no cumple
las hipétesis de la Afirmacion 6(C.2), pues k = 3(mdd 4)(esto tltimo debido a la

suposicion del Caso C.2).

Afirmacion 7(C.2). Para cualquier subconjunto {i, 7} de {0,1,...,k} que satis-
face que i € I, y j —i =3 (mdd 4), se cumple que (z;,z;) € F(D).
Efectivamente, sea {i,j} un subconjunto de {0,1,...,k} que satisface que i € I,
y i —i = 3 (mdd 4). Usando la misma construccién de C’ que hicimos en la
Afirmacion 6(C.2) obtenemos de la Afirmacion 5(C.2) que (z;_;, z0) € F(D), pero

Zi—i = Z(j—i)+i = %j ¥ %0 = % Por lo tanto, (z;,%) € F(D).

Afirmacion 8(C.2). Para cada j en {0,1,..., k} tenemos que (z;,z;_3) € F(D).
Procediendo por contradiccién, supongamos que existe un j en {0, 1,...,k} tal que
(2j,2j—3) ¢ F(D). Notemos que j — (j —3) =1 mdd 2, por lo que del Lema 1.0.7,
{(2j,2j-3), (2j-3,2)} N F(D) # 0 y asi obtenemos que (zj_s3,z;) € F(D). Por una
parte, como j— (j —3) =3 (mdd 4), de la Afirmacion 7(C.2) podemos concluir que
j—3 ¢ I,, pues en caso contrario tendriamos que {(z;_3, 2;), (25, zj—3)} € F(D), con-
tradiciendo la asimetria del torneo. Por otra parte, como (j—3)—j =1 (madd 4), de
la Afirmacion 6(C.2) podemos concluir que j ¢ I, pues en caso contrario tendriamos
que {(zj_3,%;), (2j,2j—3)} € F(D), contradiciendo la asimetria del torneo. Asi, de
la Observacion % obtenemos que {j — 2,j — 1} N I, # 0, de donde surgen los dos

siguientes casos.
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Caso 8(C.2).1. j—2¢€ I,
Sea i en {0,1,...,n} tal que z; = zj_5. Como (j —5) — (j —2) = 1 (mdd 4)
con j —2 € I,, de la Afirmacion 6(C.2) obtenemos que (z;j_2,2j-5) € F(D). Asi,
C? = (x; = Zj_9, Zj—5, Zj—a, Zj—3, Zj—2 = x;) es un ciclo dirigido de longitud 4, que por
hipétesis es un H-ciclo. Sabemos ademds que x;_1 € {zj_3, 2j_4, 2j_¢} dependiendo
de si (T;_1) es 1, 2 0 4, pero como j — 3 ¢ I,, tenemos que x;_1 € {zj_4,2j_6}. Si
Ti—1 = Zj_4, entonces claramente existe una x;x;_,-H-trayectoria contenida en 02,
contradiciendo nuestra suposiciéon. Supongamos que x;_; = zj_¢ Y observemos que
como (j—3)—(j—6) =3 (mod 4) con j—6 € I,, de la Afirmacion 7(C.2) obtenemos
que (zj_3,2j—6 = x;—1) € F(D). Asl, C® = (2,1 = zj_6,2j_5, 2j—4, 2j—3, 2j—6 = Ti_1)
es un ciclo dirigido de longitud 4, que por hipdtesis es un H-ciclo y ademéas comparte
la flecha (2;_4, zj_3) con el H-ciclo C?. Por lo tanto, del Teorema 3.0.1 obtenemos que
(r; = 2j_9,C?% 2;_3) U (2_3,2j—¢ = Ti_1) es una x;r, ;- H-trayectoria, lo cual es una
contradiccién a nuestra suposicion, de donde podemos concluir que el Caso 8(C'.2).1

no puede suceder.

Caso 8(C.2).2. j—1¢€ I,
Sea i en {0,1,...,n} tal que z; = z;_1. Como (j +2) — (j — 1) = 3 (mdd 4)
con j —1 € I, de la Afirmacion 7(C.2) obtenemos que (2;42,%;-1) € F(D). Asi,
C? = (zi = zj-1,2j, Zj+1, Zj42, Zj—1 = ;) es un ciclo dirigido de longitud 4, que por
hipétesis es un H-ciclo. Sabemos ademds que ;41 € {2, zj41, 2j+3} dependiendo
de si /(T;) es 1, 2 o0 4, pero como j ¢ I, tenemos que z;41 € {zj11,2j43}. Si
Tit1 = Zj41, entonces claramente existe una x;x;- H-trayectoria contenida en C’Q,
contradiciendo nuestra suposicién. Supongamos que ;1 = 2j13 y observemos que

como j— (j+3) =1 (mdd 4) con j+ 3 € I, de la Afirmacion 6(C.2) obtenemos
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que (Tit1 = 2j43,2) € F(D). Asl, C® = (@41 = 2Zj13, Zj, Zj4+1s Zj4+25 Zj13 = Tiy1) €8
un ciclo dirigido de longitud 4, que por hipotesis es un H-ciclo y ademés comparte
la flecha (z;,2;11) con el H-ciclo C%. Por lo tanto, del Teorema 3.0.1 obtenemos
que (T;41 = zj43, 2j) U (25, C?, zj_1 = x;) es una x;,1x;-H-trayectoria, lo cual es una
contradiccién a nuestra suposicién, de donde podemos concluir que el Caso 8(C.2).2
no puede suceder.

En cualquier caso llegamos a una contradiccién, por lo que la Afirmacion 8(C.2)

es verdadera.

Finalmente, de la Afirmacion 8(C.2), tenemos en particular que {(zo, zx_2),
(Zk,zk—s)} C F(D) Asi, ct = (iL“o = Zo,Zk—Q,Zk—th,Zo) y C? = (Zkazk—S,Zk—%
2k—1, 2) son dos ciclos dirigidos de longitud 4, los cuales por hipdtesis son H-ciclos.
Notemos que C' y C? comparten la flecha (2;_1, 21), por lo que del Teorema 3.0.1
se sigue que W = (xg = 29, C', 2;) U (2x, 2x_3) es una H-trayectoria. Ademds, sabe-
mos que z,, € {zx, zx_1, 2k—3} dependiendo de si £(T},) es 1, 2 0 4, pero en cualquier
caso x, es un vértice en la H-trayectoria W, una contradiccién. Por lo tanto, este

Caso (.2 tampoco puede ocurrir y asi, el Teorema 3.0.4 se satisface.

Observacion 3.0.6. La hipdtesis de que todo ciclo dirigido de longitud 4 debe ser

un H-ciclo en el Teorema 3.0.4 es justa.

Demostracion. En efecto, consideremos a la digrafica H definida por el conjunto de
vértices V(H) = {1,2,3,4,5} y el conjunto de flechas F'(H) = {(1,2), (3,4), (4,3)}.
También consideremos al torneo bipartito H-coloreado T" definido por el conjunto de
vértices V(T') = {u,v,w, z,y, 2z} y el conjunto de flechas F(T') = {(u,x), (u, 2), (z, w),
(z,0), (z,v), (z,w), (w,y), (v,y), (y,u)}, donde las flechas (u,z) y (u, z) tienen asig-

nado el color 1; las flechas (z,w) y (z,v) tienen asignado el color 2; las flechas (z, v)
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Figura 3.9: Todo ciclo dirigido de longitud 6 en 7" es un H-ciclo y no todo ciclo
dirigido de longitud 4 es un H-ciclo.

y (2, w) tienen asignado el color 3; las flechas (w,y) y (v,y) tienen asignado el color

4 y la flecha (y,u) tiene asignado el color 5 (Figura 3.9).

Notemos que la digrafica T" no tiene ciclos dirigidos de longitud 6, por lo que
se cumple por vacuidad que todos los ciclos dirigidos de longitud 6 son H-ciclos y
ademas se cumple que no todos los ciclos dirigidos de longitud 4 son H-ciclos, como
por ejemplo el ciclo (u, x,v,y,u).

Finalmente en la Figura 3.10 se encuentra la H-cerradura de 7', en la cual es
sencillo corroborar que no existe un nicleo, por lo que del Teorema 3.0.2 se sigue

que T no tiene H-nucleo.

Corolario 3.0.4.1. Sea D un torneo bipartito m-coloreado. Si todo ciclo dirigido
de longitud a lo mds 6 es monocromdtico, entonces € (D) es una digrdfica nicleo-

perfecta.

Demostracion. Sea D un torneo bipartito m-coloreada bajo la funcién ¢ : F(D) —
{1,2,...,m}, tal que todo ciclo dirigido de longitud a lo més 6 es monocromaético.

Definimos a la digrafica H como la digréfica con conjunto de vértices V(H) =
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Figura 3.10: H-cerradura de 7' sin nucleo.

{1,2,...,m} y conjunto de flechas F(H) = {(j,7) : 7 € V(H)}. Observemos que de
esta manera D es una digrafica H coloreada bajo la misma funcién ¢, que ademas
cumple que todo ciclo dirigido de longitud a lo mas 6 es un H-ciclo. Asi, por el

Teorema 3.0.4, tenememos que €x (D) es nicleo perfecta, pero €y (D) = € (D). M
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Conclusiones

Comenzamos nuestro estudio sobre la existencia de nucleos por trayectorias di-
rigidas monocromaticas en torneos bipartitos m-coloreados, trabajo de Hortensia
Galeana Sanchez y Rocio Rojas Monroy. En un primer articulo [8], Hortensia Ga-
leana Sanchez y Rocio Rojas Monroy demostraron que con la hipétesis de que todo
ciclo dirigido de longitud 4 de un torneo bipartito m-coloreado fuera monocromati-
co, aseguraban la existencia de un ntcleo por trayectorias dirigidas monocromaticas.
Posteriormente en [7] debilitaron dicha hipétesis permitiendo que a lo més una flecha
fuera de un color distinto en cada ciclo dirigido de longitud 4, pero a la vez agregaron
la hipétesis de que todo ciclo dirigido de longitud 6 ahora fuera monocromético. Hi-
cimos un andlisis de las condiciones que se exponen en [7] para asegurar la existencia
de al menos un nicleo por trayectorias dirigidas monocromaticas en tales digréaficas
para posteriormente dar una generalizacion de estas condiciones en torneos biparti-
tos H-coloreados, lo cual no fue posible debido a que el Lema 1.0.11 no se cumple
para torneos bipartitos H-coloreados y la Figura 4.12 es prueba de ello, pues todo
ciclo dirigido de longitud 4 tiene a lo méds una H-obstruccién (bajo la digrafica H de
la Figura 4.11), todos los ciclos dirigidos de longitud 6 son H-ciclos y no se satisface

la conclusién.

Lema (1.0.11). Sea D=(V},V3) un torneo bipartito m-coloreado tal que cada ciclo
dirigido de longitud 4 es casi monocromdtico y cada ciclo de longitud 6 es mono-

cromdtico. Si para algunos u y v vértices de D existe una uv-trayectoria dirigida
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monocromdtica y no existe vu-trayectoria dirigida monocromdtica, entonces alguna

de las siguientes condiciones se cumple.
(1) (u.v) € F(D).
(11) Existe una uv-trayectoria dirigida de longitud 2.

(111) Eziste una uwv-trayectoria dirigida monocromdtica de longitud 4.

H: 1

@ @

Figura 4.11: Digrafica H.

Debido a esto tuvimos que agregar la hipdtesis de que los ciclos dirigidos de
longitud 4 debian ser H-ciclos, lo cual nos condujo a analizar los resultado expuestos
en [8] que tienen como tnica hipétesis que los ciclos dirigidos de longitud 4 sean
monocromaticos, sin embargo uno de los resultamos que se necesitan para asegurar
la existencia de ntucleos por trayectorias dirigidas monocromaticas, el Lema 4.0.5,

no se cumple para torneos bipartitos H-coloreados.

Lema 4.0.5. Sea D=(V},V3) un torneo bipartito m-coloreado tal que cada ciclo di-
rigido de longitud 4 es monocromadtico. Si para algunos u y v vértices de D eziste
una wv-trayectoria dirigida monocromdtica y no existe vu-trayectoria dirigida mono-

cromdtica, entonces alguna de las siguientes condiciones se cumple.
(1) (uv) € F(D).
(11) Existe una uv-trayectoria dirigida de longitud 2.
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Figura 4.12: Existe una uv-H-trayectoria, no existe una vu- H-trayectoria y sin
embargo (u,v) no es una flecha de D, no existe una uv-trayectoria dirigida de lon-
gitud 2 y tampoco existe una uv-H-trayectoria de longitud 4.

En la Figura 4.13 tenemos que la digrafica mostrada cumple con que todos sus
ciclos dirigidos de longitud 4 son H-ciclos y sin embargo no se satisface la conclusién
del Lema 4.0.5.

Esto nos condujo a obtener un resultado original en esta tesis, el Teorema 3.0.4,

el cual afirma lo siguiente:

Teorema (3.0.4). Sean H wuna digrdfica posiblemente con lazos y D un torneo
bipartito H-coloreado tal que todo ciclo dirigido de longitud a lo mds 6 contenido en

D es un H-ciclo. Entonces €y (D) es una digrdfica nicleo perfecta.

Por 1ltimo, con base en este trabajo, nos podemos formular las siguientes pregun-
tas: Con base a los resultados expuestos en [8], jqué condiciones le podemos pedir a

la digrafica H-coloreada para garantizar la existencia de un H-ntcleo ademas de que
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Figura 4.13: Existe una wv-H-trayectoria, no existe una vu-H-trayectoria y sin
embargo (u,v) no es una flecha de Gy tampoco existe una wv-trayectoria dirigida
de longitud 2

todos sus ciclos dirigidos de longitud 4 sean H-ciclos? Dado que en la digrafica de la
Figura 4.13 no se satisface el Lema 4.0.5, pero aun asi ésta cuenta con un H-nucleo,
jexistira alguna otra manera de garantizar la existencia de un H-nucleo sin pasar

por dicho lema o pedir tales hipdtesis?
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