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Introducción

Sea D una digráfica. Un subconjunto N de V (D) es un núcleo si F (D[N ]) = ∅

y si para cualquier vértice u en V (D) −N existe v en N tal que (u, v) ∈ F (D). El

concepto de núcleo tiene su origen en la Teoŕıa de Juegos y fue introducido por von

Neumann y Oskar Morgenstern en [10], sin embargo, originalmente recibió el nombre

de solución. Posteriormente, Berge notó que este concepto pod́ıa ser aplicado no solo

a la Teoŕıa de Juegos, si no también a otros campos de la mátematica. Aśı, con una

pequeña redefinición de su parte, Berge definió lo que es el núcleo de una digráfica.

Dentro de la Teoŕıa de Digráficas, la teoŕıa de núcleos resulta de gran importancia

debido a sus diversas aplicaciones en áreas afines, como lo son: la Teoŕıa de Juegos

[10], Teoŕıa de las Decisiones [1], Lógica [9], por nombrar algunas.

En [2] Chvátal demostró que el problema de determinar cuándo una digráfica

tiene núcleo es un problema NP-completo. Es por esta razón que varios autores

han buscado condiciones suficientes para garantizar la existencia de al menos un

núcleo. Entre los pioneros de esta ĺınea de investigación se encuentran von Neumann,

Morgenstern, Richardson, Berge, Köning, Duchet, Meyniel, Galeana-Sánchez, Jacob,

entre otros.

Los primeros resultados que exhibieron condiciones suficientes para la existencia

de al menos un núcleo en una digráfica principalmente exhiben condiciones sobre

los ciclos dirigidos de dicha digráfica. Tal es el caso de Duchet [4], quien demostró

que si una digráfica D cumple con que todos sus ciclos dirigidos tienen al menos
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una flecha simétrica, entonces D tiene núcleo. Este resultado será esencial para el

desarrollo de esta tesis.

Existen varias generalizaciones del concepto de núcleo y una de ellas se de-

be a Hortensia Galeana Sánchez, quien introdujo en [5] el concepto de núcleo por

trayectorias dirigidas monocromáticas en digráficas con sus aristas coloreadas. Dada

una digráfica m-coloreada, decimos que un subconjunto N de V (D) es un núcleo

por trayectorias dirigidas monocromáticas si para cualquier par de vértices u y v

de N no existe una trayectoria dirigida monocromática entre u y v, y además para

todo x en V (D)−N existe una trayectoria dirigida monocromática de x hacia algún

elemento de N .

Una generalización del concepto de núcleo por trayectorias monocromáticas, y

por lo tanto del concepto de núcleo, fue introducido por Hortensia Galeana Sánchez

y Prieta Delgado Escalante en [3]. Dada una digráfica posiblemente con lazos H y

una digráfica D, decimos que D es H-coloreada si a las flechas de D les asignamos

mediante una función un vértice de H. Un subconjunto N de V (D) es un H-núcleo

si para cualquier par de vértices u y v de N no existe una H-trayectoria dirigida

entre ellos, y además para todo x en V (D)−N existe una H-trayectoria dirigida de

x hacia algún elemento de N . Cuando la digráfica H tiene un lazo en cada vértice,

entonces un H-núcleo es un núcleo por trayectorias dirigidas monocromáticas, y

cuando H es una digráfica vaćıa, un H-núcleo es simplemente un núcleo.

En [6], Hortensia Galeana Sánchez y Eugenia O’Reilly Regueiro exhibieron re-

sultados que garantizan la existencia de núcleos por trayectorias dirigidas mono-

cromáticas en digráficas asimétricas m-coloreadas 3-cuasitransitivas, dando condi-

ciones sobre los ciclos dirigidos de longitud 3 y 4 enD. Posteriormente, en [11], Carlos

Cedillo Ponce y Roćıo Sánchez López se encargaron de generalizar dichos resultados

a través de la H-coloración. Sin embargo, ellos observaron que uno de los lemas
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fundamentales que se utiliza para mostrar la existencia de núcleos por trayectorias

dirigidas monocromáticas no se pod́ıa extender al contexto de la H-coloración para

torneos bipartitos con ciertas propiedades, lo que deja abierto el problema de en-

contrar condiciones suficientes para garantizar la existencia de H-núcleos en torneos

bipartitos H-coloreados.

Esta tesis está motivada por el problema que quedó abierto en [11] y por lo tanto

vamos a exhibir condiciones suficientes que garantizan la existencia de H-núcleos en

torneos bipartitos H-coloreados. La estructura de este trabajo queda dividida como

sigue:

El primer caṕıtulo está dividido en dos secciones, en la primera veremos las de-

finiciones básicas de la teoŕıa de digráficas, junto con algunos resultados que son

esenciales para el desarrollo de este trabajo. En la segunda sección introducimos la

definición de digráfica m-coloreada, aśı como resultados de coloración que se necesi-

tarán para demostrar el teorema que nos da condiciones suficientes para la existencia

de núcleos por trayectorias dirigidas monocromáticas presentado en el caṕıtulo 2.

En el segundo caṕıtulo, Núcleos por Trayecectorias dirigidas monocromáticas en

Torneos Bipartitos m-coloreados, exponemos los resultados mostrados en [7], por

Hortensia Galeana Sánchez y Roćıo Rojas Monroy sobre núcleos por trayectorias

dirigidas monocromáticas en torneos bipartitos m-coloreados.

Finalmente, en el tercer caṕıtulo, H-Núcleos en Torneos Bipartitos H-coloreados,

explicamos el concepto de H-coloración junto con el de H-núcleo, para aśı culminar

con la extención a laH-coloración de los resultados expuestos en [7]. Cabe mencionar

que todos los resultados obtenidos en este caṕıtulo son originales.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

Este caṕıtulo está dividido en dos secciones, en la primera vemos las definiciones

de teoŕıa de digráficas , aśı como algunos ejemplos y propiedades básicas que estare-

mos usando a lo largo de este trabajo. En la segunda sección vemos todo lo referente

a teoŕıa cromática que nos compete, al igual que resultados que nos servirán para

demostrar teoremas más adelante.

1.0.1. Definiciones básicas de digráficas

Una digráfica D, consiste en un conjunto finito no vaćıo de objetos llamados

vértices, denotado por V (D), y un conjunto de pares ordenados de elementos de

V (D), llamados flechas o arcos, y que denotamos por F (D). Decimos que dos

vértices u y v son adyacentes si existe una flecha entre ellos. Dada una flecha

(u, v) en D, llamamos a u y v extremos de (u, v) y más espećıficamente decimos

que u es un vértice inicial y que v es un vértice final, también decimos que

la flecha va de u hacia v, que u es adyacente hacia v o bien, que v es adyacente

desde el vértice u. Además, si u = v, entonces a la flecha la llamamos lazo. De

aqúı en adelante se asumira que todas las digráficas no contienen lazos, a menos

de que se especifique lo contrario. A una digráfica D que acepta más de una fle-
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cha (en la misma dirección) entre dos vértices la llamamos multidigráfica.Toda

digráfica D tiene una representación geométrica en el plano como sigue: a ca-

da vértice v de la digráfica se le asigna un punto distinto en el plano y cada

flecha, digamos (u, v), es representada por una flecha que va del punto asocia-

do u hacia el punto asociado v. Como ejemplo podemos considerar a la digráfi-

ca D con conjunto de vértices V (D) = {v1, v2, v3, v4, v5} y conjunto de flechas

F (D) = {(v1, v2), (v2, v1), (v2, v3), (v3, v4), (v4, v5), (v5, v4), (v5, v3), (v3, v1)}, cuya re-

presentación geométrica se encuentra en la Figura 1.1.

Figura 1.1: Representación geométrica de una digráfica.

En una digráfica D, definimos para un vértice u a los vecinos exteriores de

u como el conjunto de los vértices de D que son adyacentes desde u, es decir, al

conjunto {v ∈ V (D) : (u, v) ∈ F (D)}, y lo denotamos por N+(u). De manera análo-

ga, definimos a los vecinos interiores de u como el conjunto de los vértices de

D que son adyacentes hacia u, es decir, al conjunto {v ∈ V (D) : (v, u) ∈ V (D)},

y lo denotamos por N−(u). Dado un subconjunto S de los vértices de D, defini-

mos al conjunto de los invecinos de S, denotado por N−(S), como el conjunto⋃
v∈S

N−(v) y análogamente definimos al conjunto de los exvecinos de S, denotado

por N+(S), como el conjunto
⋃
v∈S

N+(v). Definimos el exgrado de u como el núme-

ro |N+(u)|, y lo denotamos por δ+(u), también definimos el ingrado de u como el

número |N−(u)| y lo denotamos por δ−(u). Si además la digráfica no tiene lazos,
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entonces definimos el grado de u como el número δ+(u)+ δ−(u) y lo denotamos por

δ(u). Si u es un vértice de D tal que δ+(u) = 0, entonces a u le llamamos pozo y si

δ−(u) = 0, entonces a u le llamamos fuente.

Dadas dos digráficas D1 y D2, decimos que son iguales si V (D1) = V (D2) y

F (D1) = F (D2). Por otra parte decimos que las digráficas son isomorfas, denotado

por D1
∼= D2, si existe una función biyectiva φ : V (D1) −→ V (D2) tal que (u, v) ∈

F (D1) si y solo si (φ(u), φ(v)) ∈ F (D2).

Decimos que una digráfica sin lazos D es semicompleta si para cualesquiera par

de vértices u y v, sucede que {(u, v), (v, u)}∩F (D) ̸= ∅, y si {(u, v), (v, u)} ⊆ F (D),

entonces decimos que D es completa. El complemento de D, denotado por D,

es la digráfica con conjunto de vértices V (D) = V (D) y (u, v) ∈ F (D) si y solo

si (u, v) /∈ F (D). Decimos que H es una subdigráfica de D si V (H) ⊆ V (D)

y F (H) ⊆ F (D); si ocurre que V (H) = V (D), entonces decimos que H es una

subdigráfica generadora de D. Por otra parte, dado un subconjunto no vaćıo S

de los vértices de D, definimos a la subdigráfica inducida por S , denotada por

D[S], como la subdigráfica con conjunto de vértices V (D[S]) = S y con conjunto

de flechas F (D[S]) = {(u, v) ∈ F (D) : {u, v} ⊆ S}. Dada una flecha (u, v) en D,

decimos que es simétrica si (v, u) también es una flecha de D y decimos que (u, v)

es asimétrica si (v, u) no es una flecha de D. Definimos a la parte simétrica de

D, denotada por Sim(D), como la subdigráfica generadora de D tal que sus flechas

son las flechas simétricas de D. Análogamente definimos a la parte asimétrica de

D, denotada por Asim(D), como la subdigráfica generadora de D tal que sus flechas

son las flechas asimétricas de D. Decimos que una digráfica T es un torneo si T es

semicompleta y asimétrica. En la Figura 1.2 tenemos la parte simétrica y asimétrica

de la digráfica D de la Figura 1.1.

SeaD una digráfica yW = (v0, v1, . . . , vk) una sucesión de vértices deD. Decimos
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Figura 1.2: Parte simétrica y asimétrica de la digráfica D del ejemplo anterior.

que W es un camino dirigido si (vi, vi+1) ∈ F (D) para cada i en {0, 1, . . . , k− 1}.

Si además todos los vértices de W son distintos, entonces al camino lo llamamos

trayectoria dirigida. Denotamos por ℓ(W ) al número k y lo llamamos longitud

de W . Si tenemos {i, j} ⊆ {0, 1, . . . , k}, con i < j, denotamos por (vi,W, vj) al

subcamino de W, (vi, vi+1, . . . , vj−1, vj). Dados dos caminos W1 = (u1, u2, . . . , ur)

y W2 = (v1, v2, . . . , vs) tales que ur = v1, definimos la concatenación de W1 con

W2, y la denotamos como W1 ∪W2, como el camino (u1, u2, . . . , ur = v1, v2, . . . , vs).

Llamamos camino cerrado dirigido a un camino dirigido que empieza y termina

en el mismo vértice y si además dicho camino dirigido no repite vértices (salvo

el primero y el último) y es de longitud al menos 2, entonces a éste lo llamamos

ciclo dirigido. Si W es un camino (trayectoria) dirigida que empieza en u y termina

en v, entonces decimos que W es un uv-camino (trayectoria) dirigido.

Teorema 1.0.1. Sean D una digráfica y u y v vértices distintos de D. Todo uv-

camino dirigido contiene una uv-trayectoria dirigida.

Demostración. Sea W = (u = x0, x1, x2, . . . , xk = v) un uv-camino dirigido. Proce-

demos por inducción sobre k.

Paso base. Para k = 1, tenemos que W ya es una uv-trayectoria, pues u ̸= v. Aśı W

es la uv-trayectoria dirigida buscada.

Hipótesis inductiva. Supongamos que si W ′ es un uv-camino dirigido de longitud l,

10



con l < k, entonces W ′ contiene una uv-trayectoria dirigida.

Paso inductivo. Sea W = (u = x0, x1, x2, . . . , xk = v) un uv-camino dirigido de

longitud k. Tenemos los siguientes casos.

Caso 1: Todos los vértices en W son distintos.

En este caso W es una uv-trayectoria dirigida.

Caso 2: Existe un vértice en W que se repite, es decir, existen i y j en {0, 1, . . . , k},

con i ̸= j, tales que xi = xj.

Como i ̸= j, podemos suponer sin pérdida de generalidad que i < j. Aśı, W se ve

de la forma (u = x0, x1, . . . , xi, xi+1, xi+2, . . . , xj, xj+1, xj+2, . . . , xk = v) y de aqúı

que obtenemos el uv-camino dirigido W ′ = (u,W, xi) ∪ (xj,W, v) el cual tiene una

longitud menor a k (pues i < j), de donde por la hipótesis de inducción tenemos

que W ′ contiene una uv-trayectoria dirigida. Pero como W ′ está contenido en W ,

entonces se sigue que W contiene una uv-trayectoria dirigida, que es lo que se queŕıa

demostrar. ■

Teorema 1.0.2. Sea D una digráfica. Todo camino cerrado dirigido contiene un

ciclo dirigido.

Demostración. Sea W = (u1, u2, . . . , uk, u1) un camino cerrado dirigido en D. Pro-

cedemos por inducción sobre k.

Paso base: Para k = 2, tenemos que W es un ciclo dirigido de longitud 2.

Hipótesis inductiva: Supongamos que para cualquier camino cerrado dirigido W ′ de

longitud l, con 2 < l < k, se tiene que W ′ contiene un ciclo dirigido.

Paso inductivo: Sea W = (u1, u2, . . . , uk, u1) un camino cerrado dirigido de longitud

k. Si para cualquier todos los vértices de W son distintos, salvo el primero y el últi-

mo, entonces W es el ciclo dirigido buscado. Supongamos entonces que existen i y

j en {2, 3, . . . , k}, con i < j, tales que ui = uj. Luego tenemos que W ′ = (ui,W, uj)

es un camino cerrado dirigido tal que ℓ(W ) < k, de donde por la hipótesis inductiva
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tenemos que W ′ contiene un ciclo dirigido, pero como W ′ está contenido en W ,

entonces podemos concluir que W contiene un ciclo dirigido. ■

Teorema 1.0.3. Sea D una digráfica. Todo camino cerrado dirigido de longitud

impar en D contiene un ciclo dirigido de longitud impar.

Demostración. Sea W = (v0, v1, . . . , v2k, v0) un camino cerrado dirigido en D de

longitud impar. Procedemos por inducción sobre k.

Paso base. Para k = 1, tenemos que W = (v0, v1, v2, v0) es un ciclo dirigido de

longitud 3 y éste es el ciclo buscado.

Hipótesis inductiva. Supongamos que siW ′ es un camino dirigido cerrado de longitud

impar menor a 2k + 1, entonces W ′ contiene un ciclo dirigido de longitud impar.

Paso inductivo. Sea W = (v0, v1, . . . , v2k, v0) un camino dirigido cerrado de longitud

impar. Si W no repite vértices, salvo el primero y el último, entonces W es el ciclo

dirigido de longitud impar buscado. Supongamos ahora que W repite un vértice

distinto del primero y el último, es decir, existen i y j en {1, 2, . . . , 2k}, con i ̸= j,

tales que vi = vj. Suponiendo sin pérdida de generalidad que i < j, tenemos que

el camino W se ve de la forma (v0, v1, . . . , vi, vi+1, . . . , vj, vj+1, vj+2, . . . , v2k, v0). De

aqúı que obtenemos los caminos dirigidos cerrados W1 = (v0,W, vi) ∪ (vj,W, v0) y

W2 = (vi,W, vj). Observemos que como ℓ(W ) = ℓ(W1) + ℓ(W2) y ℓ(W ) es impar,

entonces debemos tener que ℓ(W1) es impar, o bien, que ℓ(W2) lo es. Supongamos sin

pérdida de generalidad que W1 es de longitud impar, que además por construcción

cumple con ser de longitud a lo más 2(k − 1) + 1, que es menor a 2k + 1. Aśı,

por hipótesis de inducción tenemos que W1 contiene un ciclo dirigido de longitud

impar, pero como W1 está contenido en W , entonces se sigue que W contiene un

ciclo dirigido de longitud impar. ■

Teorema 1.0.4. Si D es una digráfica que cumple que para todo vértice v de D se

tiene que N−(v) ̸= ∅, entonces D tiene al menos un ciclo dirigido.
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Demostración. SeaW = (v0, v1, . . . , vk) una trayectoria dirigida de longitud máxima

en D. Como N−(v0) ̸= ∅, tenemos que existe un vértice u de D tal que (u, v0) ∈

F (D). Resulta que u = vi para alguna i en {1, 2, . . . , k}, pues en caso contrario

(u, v0)∪(v0,W, vk) seŕıa una trayectoria de longitud mayor a la de W contradiciendo

nuestra elección de W . Aśı, (u, v0) ∪ (v0,W, vi = u) es un ciclo dirigido en D. ■

Decimos que un subconjunto I de los vértices de una digráficaD es independiente

si F (D[I]) = ∅, por otra parte decimos que un subconjuntoA de V (D) es absorbente

si para cualquier u en V (D) − A, existe un vértice v en A tal que (u, v) ∈ F (D).

Si N es un subconjunto de los vértices de D que es independiente y absorbente,

entonces le decimos núcleo. Decimos que D es una digráfica núcleo-perfecta si

cada subdigráfica inducida H de D tiene núcleo.

Figura 1.3: El conjunto {v2, v5} es un núcleo de la digráfica D.

Teorema 1.0.5. Si D es una digráfica tal que cada ciclo dirigido de D contiene al

menos una flecha simétrica, entonces D tiene núcleo.

Demostración. Consideremos la subdigráfica Asim(D) de D y observe que en ésta

no hay ciclos dirigidos, pues en caso contrario, como solo tenemos las flechas deD que

son asimétricas, entonces esto implicaŕıa que hay un ciclo dirigido en D que no tiene

flechas simétricas, contradiciendo la hipótesis. Aśı, por el Teorema 1.0.4, tenemos

que existe una fuente en Asim(D). Procedemos por inducción sobre |V (D)| = n.
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Paso base: Para n = 1, V (D) es un núcleo para D.

Para n = 2, tenemos las siguientes posibilidades:

• |F (D)| = 0, en este caso D no tiene flechas y aśı V (D) es un núcleo para D.

• |F (D)| = 1, en este caso D tiene una flecha asimétrica, digamos (u, v) ∈ F (D).

Tenemos que N = {v} es un conjunto independiente y absorbente, es decir, es

un núcleo para D.

• |F (D)| = 2, en este caso D tiene una flecha simétrica, esto es, {(u, v), (v, u)} =

F (D), de donde N = {v} es un núcleo para D.

Hipótesis inductiva: Supongamos que para cualquier digráfica H de orden n que

cumpla con que todos sus ciclos dirigidos tienen al menos una flecha simétrica, se

tiene que H tiene núcleo.

Paso inductivo: Sea D una digráfica de orden n + 1. Por la observación anterior

tenemos que la digráfica Asim(D) tiene una fuente, digamos w. Consideremos ahora

a la digráfica H = D − w que es de orden n y además cumple que todos sus ciclos

dirigidos contienen al menos una flecha simétrica, pues si w pertenećıa a algún ciclo

de D, entonces en H dicho ciclo ya no está y todos los demás ciclos no se vieron

afectados. Aśı, de la hipótesis inductiva tenemos que H tiene núcleo, digamos N ′,

para el cual tenemos los siguientes casos respecto a la digráfica D.

Caso A: Existe un vértice u en N ′ tal que (w, u) ∈ F (D), en este caso N ′ es un

núcleo para D.

Caso B: Para todo u en N ′, no existe la flecha (w, u).

Observemos que en este caso no puede ocurrir que tengamos alguna flecha de la forma

(u,w) con u en N ′, pues en dado caso, como w es una fuente en Asim(D), entonces

esta flecha seŕıa simétrica y por tanto existiŕıa la flecha (w, u) en D lo cual contradice

nuestra hipótesis. Por lo tanto, N = N ′ ∪ {w} es un conjunto independiente en D
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que además ya era absorbente, esto es, N es un núcleo para D.

Por tanto, en cualquier caso concluimos que D tiene núcleo. ■

Corolario 1.0.5.1. Si D es una digráfica tal que cada ciclo dirigido de D contiene

al menos una flecha simétrica, entonces D es núcleo-perfecta.

Demostración. SeaH una subdigráfica inducida deD. ComoH es inducida, preserva

las flechas de la digráfica D y aśı cualquier ciclo dirigido que haya en H tendrá al

menos una flecha simétrica, de donde por Teorema 1.0.5 tenemos que H tiene núcleo.

Por lo tanto, D es núcleo-perfecta. ■

Decimos que una digráfica D es bipartita si existe una partición {V1, V2} de

V (D) en conjuntos independientes. Si además D cumple que para todo u en V1

y para todo v en V2, |{(u, v), (v, u)} ∩ F (D)| = 1, entonces decimos que D es un

torneo bipartito. Escribimos D = (V1, V2) para indicar la partición del torneo en

dos conjuntos independientes.

Figura 1.4: La digráfica T es un torneo bipartito.

Teorema 1.0.6. Sea D un digráfica. Si D es bipartita, entonces D no tiene ciclos

dirigidos de longitud impar.
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Demostración. Supongamos que D es una digráfica bipartita. Si D no contiene ci-

clos dirigidos, entonces en particular no contiene ciclos dirigidos de longitud impar.

Supongamos ahora que D tiene al menos un ciclo dirigido y sea Ck = (v1, . . . , vk, v1)

un ciclo dirigido arbitrario. Basta probar que k es par. Efectivamente, como D es

bipartita, podemos tomar {V1, V2} una partición de V (D) en conjuntos independien-

tes. Como V1∪V2 = V (D), podemos suponer sin pérdida de generalidad que v1 ∈ V1.

Luego, del hecho que (v1, v2) ∈ F (D) y que V1 y V2 son conjuntos independientes,

se sigue que v2 pertenece a V2. Con un razonamiento análogo obtenemos que v3

pertenece a V1 y que v4 pertenece a V2. De forma general, vi ∈ V2 si y solo si i es

par. Finalmente, como vkv1 ∈ F (D) y v1 ∈ V1, se sigue que vk pertenece a V2, por

lo que k es par, que es lo que queŕıamos demostrar. Por lo tanto, en D no hay ciclos

de longitud impar. ■

Lema 1.0.7. Sean D = (V1, V2) un torneo bipartito y W = (v0, v1, . . . , vn) un camino

dirigido en D. Para cada subconjunto {i, j} de {0, 1, . . . , n}, {(vi, vj), (vj, vi)} ∩

F (D) ̸= ∅ si y solo si j − i ≡ 1 (mód 2).

Demostración. Sea {i, j} un subconjunto de {0, 1, . . . , n}, con i < j.

(=⇒) Supongamos sin pérdida de generalidad que (vi, vj) ∈ F (D). Como D es un

torneo bipartito, un extremos de la flecha (vi, vj) debe estar en el conjunto V1 y el

otro en el conjunto V2. Supongamos sin pérdida de la generalidad que vi ∈ V1 y

que vj ∈ V2. Como (vi, vi+1) ∈ F (D) y vi ∈ V1, tenemos que vi+1 ∈ V2. Con un

argumento similar vemos que como vi+1 ∈ V2 y (vi+1, vi+2) ∈ F (D), entonces se

debe tener que vi+2 ∈ V1. Siguiendo de una manera recursiva podemos observar que

si k es par, entonces vi+k ∈ V1 y si k es impar, entonces vi+k ∈ V2. De aqúı, como

vj ∈ V2, tenemos que j = i+ l para algún l impar y aśı j − i = (i+ l)− i = l, donde

l ≡ 1 (mód 2), por lo que j − i ≡ 1 mód 2.

(⇐=) Supongamos que j − i ≡ 1 (mód 2) y supongamos sin pérdida de generaliad
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que vi ∈ V1. Por un razonamiento análogo al anterior, tenemos que vi+1 ∈ V2, vi+2 ∈

V1, vi+3 ∈ V2 y de esta manera como j − i ≡ 1 (mód 2), entonces se debe tener que

vj ∈ V2. Luego, como D es torneo bipartito, tenemos que {(vi, vj), (vj, vi)}∩F (D) ̸=

∅. ■

Lema 1.0.8. Sea D = (V1, V2) un torneo bipartito. Todo camino dirigido cerrado

W de longitud a lo más 6 en D, es un ciclo dirigido en D.

Demostración. Sea W = (v1, v2, . . . , vk, v1) un camino dirigido cerrado de longitud

a lo más 6. Por los Teoremas 1.0.3 y 1.0.6, k /∈ {3, 5}, ya que todo camino dirigido

cerrado de longitud impar contiene un ciclo dirigido de longitud impar y D al ser

bipartita no contiene ciclos dirigidos de longitud impar. El caso en el que k = 2

tampoco es posible debido a que D no tiene flechas simétricas.

Veamos el caso en que k = 4. Supongamos sin pérdida de generalidad que v1 ∈ V1.

De este modo tenemos que {v1, v3} ⊆ V1 y {v2, v4} ⊆ V2, para que W sea un ciclo

basta ver que v1 ̸= v3 y v2 ̸= v4. Efectivamente, v1 ̸= v3, pues en caso contrario,

tendŕıamos que {(v1, v2), (v2, v1)} ⊆ F (D), lo cual contradice el hecho de que D es

un torneo bipartito. De manera similar ocurre que v2 ̸= v4, pues en caso contrario

tendŕıamos que {(v2, v3), (v3, v2)} ⊆ F (D) contradiciendo también el hecho de que

D es un torneo bipartito. Por lo tanto, W es un ciclo de longitud 4.

Finalmente veamos el caso k = 6. Supongamos nuevamente sin pérdida de generali-

dad que v1 ∈ V1, de este modo tenemos que {v1, v3, v5} ⊆ V1 y {v2, v4, v6} ⊆ V2. Para

que W sea un ciclo dirigido, basta mostrar que todos los vértices de W son diferentes

(salvo el primero y el último). Efectivamente, con un razonamiento análogo al del

caso k = 4 tenemos que v1 ̸= v3 y v2 ̸= v4. Ahora v3 ̸= v5, pues en caso contrario,

como (v4, v5) ∈ F (D), tenŕıamos que {(v3, v4), (v4, v3)} ⊆ F (D), lo cual contradice

el hecho de que D es un torneo bipartito. Luego v1 ̸= v5, pues en caso contrario,

como (v5, v6) ∈ F (D) y (v6, v1) ∈ F (D), tendŕıamos que {(v1, v6), (v6, v1)} ⊆ F (D),
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lo cual también contradice el hecho de que D es un torneo bipartito.

Ahora v4 ̸= v6, pues en caso contrario, como (v4, v5) ∈ F (D) y (v5, v6) ∈ F (D), se

sigue que {(v4, v5), (v5, v4)} ⊆ F (D), lo cual contradice el hecho que D es un tor-

neo bipartito. Finalmente v2 ̸= v6, pues en caso contrario, como (v1, v2) ∈ F (D) y

(v6, v1) ∈ F (D), tendŕıamos que {(v1, v2), (v2, v1)} ⊆ F (D) contradiciendo el hecho

que D es un torneo bipartito. Por lo tanto, W es un ciclo dirigido de longitud 6. ■

1.0.2. Coloraciones

Sea D una digráfica sin lazos. Definimos una m-coloración por flechas como

una función c : F (D) −→ {1, 2, . . . ,m}, donde al conjunto {1, 2, . . . ,m} le llamamos

conjunto de colores. De ahora en adelante diremosm-coloración en lugar de “m-

coloración por flechas”. Decimos que D es m-coloreada si tiene una m-coloración.

En una digráfica m-coloreada D, un camino (ciclo) dirigido es monocromático si

todas las flechas del camino (ciclo) dirigido tienen el mismo color. También deci-

mos que un ciclo dirigido C, de longitud al menos 3, es casi monocromático si,

con a lo más una excepción, todas las flechas de C tienen el mismo color. Si D es

una digráfica m-coloreada y N es un subconjunto de V (D) que satisface (i) entre

cualquier par de vértices distintos u y v de N no existe una uv-trayectoria dirigi-

da monocromática y (ii) para cada x en V (D) − N existe un vértice v en N tal

que existe una xv-trayectoria dirigida monocromática; entonces decimos que N es

un núcleo por trayectorias dirigidas monocromáticas. Además, definimos la

cerradura deD, denotado por C (D), como la multidigráfica coloreada con conjunto

de vértices V (C (D)) = V (D) y conjunto de flechas F (C (D)) = {(u, v) con color i :

existe una uv-trayectoria dirigida monocromática de color i contenida en D}. Es

fácil notar que C (D) ∼= C (C (D)).

En la Figura 1.5 vemos una digráfica D, 2-coloreada bajo la función c : F (D) −→
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{1, 2} definida por:

c(a) =

 1 si a = (v3, v1)

2 en otro caso

y su cerradura C (D).

Figura 1.5: Digráfica D y su cerradura C (D).

Teorema 1.0.9. Una digráfica m-coloreada D tiene núcleo por trayectorias dirigidas

monocromáticas si y solo si C (D) tiene núcleo.

Demostración. (=⇒) Supongamos que D tiene un núcleo por trayectorias dirigidas

monocromáticas, digamos N . Afirmamos que N es un núcleo de C (D).

Primero veamos que N es un conjunto independiente en C (D). Sean u y v vértices

distintos en N , como N es núcleo por trayectorias dirigidas monocromáticas en D,

entonces no existen uv-trayectorias dirigidas monocromáticas en D, por lo que de la

definición de F (C (D)) se sigue que (u, v) no es una flecha en C (D). Veamos ahora

que N es un conjunto absorbente, para ello sea x un vértice en V (C (D))−N . Como

V (C (D)) = V (D), entonces x es un vértice en V (D) − N , y como N es núcleo

por trayectorias dirigidas monocromáticas de D, tenemos que existe un vértice v

en N tal que existe una xv-trayectoria dirigida monocromática en D, de donde por

definición de F (C (D)), sucede que (x, v) es una flecha de C (D). Por lo tanto, N es

un núcleo de C (D)).

19



(⇐=) Supongamos que C (D) tiene núcleo, digamos N . Afirmamos que N es un

núcleo por trayectorias dirigidas monocromáticas de D.

Primero veamos que entre cualquier par de vértices deN no hay trayectorias dirigidas

monocromáticas. Sean u y v dos vértices distintos en N , de existir una uv-trayectoria

dirigida monocromática en D, de la definición de F (C (D)) tendŕıamos que (u, v)

es una flecha en C (D), pero esto no puede pasar debido a que N es un núcleo

en C (D) y por lo tanto es un conjunto independiente. Por lo tanto, no existen

uv-trayectorias dirigidas monocromáticas en D. Veamos ahora que para cualquier

vértice x en V (D) − N , existe un vértice v en N tal que existe una xv-trayectoria

dirigida monocromática en D. Sea x un vértice en V (D) − N , como V (C (D)) =

V (D), entonces x es un vértice en V (C (D)) − N , y como N es núcleo de C (D),

existe un vértice v en N tal que (x, v) es una flecha de C (D). Aśı, de la definición de

F (C (D)), sucede que existe una xv-trayectoria dirigida monocromática contenida

en D. Por lo tanto, N es un núcleo por trayectorias dirigidas monocromáticas en

D. ■

Teorema 1.0.10. Sea D una digráfica m-coloreada. Todo uv-camino dirigido mo-

nocromático contiene una uv-trayectoria dirigida monocromática.

Demostración. Sea W un uv-camino dirigido monocromático. Por el Teorema 1.0.1,

W contiene una uv-trayectoria dirigida, digamos T . Como T está contenido en W y

W es un camino dirigido monocromático, tenemos que T también es monocromático.

Por lo tanto, W contiene una uv-trayectoria dirigida monocromática. ■

Lema 1.0.11. Sea D=(V1, V2) un torneo bipartito m-coloreado tal que cada ciclo

dirigido de longitud 4 es casi monocromático y cada ciclo de longitud 6 es mono-

cromático. Si para algunos u y v vértices de D existe una uv-trayectoria dirigida

monocromática y no existe vu-trayectoria dirigida monocromática, entonces alguna

de las siguientes condiciones se cumple:
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(i) (u,v) ∈ F(D)

(ii) Existe una uv-trayectoria dirigida de longitud 2.

(iii) Existe una uv-trayectoria dirigida monocromática de longitud 4.

Demostración. Sean u y v vértices de D tales que existe una uv-trayectoria dirigi-

da monocromática y no existe una vu-trayectoria dirigida monocromática. Obser-

ve que si existe una uv-trayectoria dirigida de longitud impar, entonces del Lema

1.0.7 se sigue que (u, v) ∈ F (D) o bien (v, u) ∈ F (D), pero no puede ocurrir que

(v, u) ∈ F (D), ya que tendŕıamos una vu-trayectoria dirigida monocromática, con-

tradiciendo la hipótesis, por lo tanto, (u, v) ∈ F (D) y aśı el punto (i) del Lema

1.0.11 se satisface. Asumamos que toda uv-trayectoria dirigida monocromática W

tiene longitud par y procedemos por inducción sobre ℓ(W ).

Sea W = (u = x0, . . . , x2r = v) una uv-trayectoria dirigida monocromática y supon-

gamos sin pérdida de generalidad que las flechas de W tienen asignado el color 1.

Paso base: Para r = 1,W ya es una uv-trayectoria dirigida de longitud 2 y el punto

(ii) del Lema 1.0.11 se cumple.

Para r = 2, tenemos que W ya es una uv-trayectoria dirigida monocromática debi-

do a que D no contiene ciclos dirigidos de longitud impar y tampoco tiene flechas

simétricas, por lo que se cumple el punto (iii) del Lema 1.0.11.

Para r = 3, por el Lema 1.0.7, como 5 ≡ 1 (mód 2), tenemos que (u, x5) ∈ F (D)

o bien (x5, u) ∈ F (D). De manera análoga, como 6 − 1 = 5 y 5 ≡ 1 (mód 2), se

sigue que (x1, v) ∈ F (D) o bien (v, x1) ∈ F (D). Observemos que si (u, x5) ∈ F (D)

o (x1, v) ∈ F (D), entonces (u, x5, v) o (u, x1, v) son uv-trayectorias dirigidas de

longitud 2, respectivamente, de donde el punto (ii) del Lema 1.0.11 se satisface. Su-

pongamos que {(x5, u), (v, x1)} ⊆ F (D), de aqúı que obtenemos los ciclos dirigidos

de longitud 6 (u,W, x5)∪ (x5, u) y (x1,W, v)∪ (v, x1), los cuales por hipóteis son mo-

nocromáticos y además de color 1, pues (x2, x3) es una flecha en ambos ciclos que es
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de color 1. Aśı obtenemos en particular que las flechas (x5, u) y (v, x1) son de color 1

y por lo tanto la trayectoria dirigida (v, x1)∪ (x1,W, x5)∪ (x5, u) es monocromática,

contradiciendo el hecho de que no hay vu-trayectoria dirigida monocromática, por

lo que este caso no puede pasar. De esta manera, concluimos que (u, x5) ∈ F (D) o

(x1, v) ∈ F (D).

Hipótesis inductiva: Supongamos que si en D existe una uv-trayectoria dirigida mo-

nocromática de longitud s, con 6 ≤ s ≤ 2r, y no existe vu-trayectoria dirigida

monocromática, entonces alguna de las siguientes condiciones se cumple.

(i) (u, v) ∈ F (D)

(ii) Existe una uv-trayectoria dirigida de longitud 2.

(iii) Existe una uv-trayectoria dirigida monocromática de longitud 4.

Paso inductivo: Sea W = (u = x0, x1, . . . , x2(r+1) = v) una uv-trayectoria dirigida

monocromática de longitud 2(r + 1) y supongamos sin pérdida de generalidad que

tiene color 1. También supongamos sin pérdida de generalidad que u pertenece a V2.

Observemos que para cada i en {0, 1, . . . , 2(r+1)−5}, como (i+5)−i ≡ 1 (mód 2),

entonces del Lema 1.0.7 tenemos que (xi, xi+5) o bien (xi+5, xi) ∈ F (D), de aqúı que

obtenemos los siguientes casos.

Caso A: Para toda i en {0, 1, . . . , 2(r + 1)− 5}, (xi+5, xi) ∈ F (D).

En este caso para cada i en {0, 1, . . . , 2(r+1)−5}, tenemos que (xi, xi+1, . . . , xi+5, xi)

es un ciclo dirigido de longitud 6 y por tanto, de la hipótesis, tenemos que éste es

monocromático y además de color 1, pues comparte flechas de la trayectoria W

que tienen el color 1. Aśı, en particular para cada i en {0, 1, . . . , 2(r + 1) − 5},

la flecha (xi+5, xi) es de color 1. Tomemos ahora k en {1, 2, 3, 4, 5} tal que k ≡

2(r + 1) (mód 5), aśı tenemos al camino dirigido (v = x2(r+1), x2(r+1)−5, x2(r+1)−10,
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. . . , xk)∪(xk,W, x5)∪(x5, x0 = u) que es una vu-trayectoria dirigida monocromática,

contradiciendo la hipótesis. Por lo tanto, este caso no puede ocurrir.

Figura 1.6: Caso A.

Caso B: Para alguna i en {0, 1, . . . , 2(r+1)− 5} tenemos que (xi, xi+5) ∈ F (D).

Consideremos las siguientes observaciones:

Observación 1: Por Lema 1.0.7, como 2(r + 1) − 1 ≡ 1 (mód 2) y (2r + 1) −

0 ≡ 1 (mód 2), tenemos que {(x1, v = x2(r+1)), (v, x1)} ∩ F (D) ̸= ∅ y {(x0 =

u, x2r+1), (x2r+1, u)}∩F (D) ̸= ∅. Nuevamente, en el caso en el que (u, x2r+1) ∈ F (D)

o bien (x1, v) ∈ F (D), podemos construir las uv-trayectorias dirigidas de longitud

2, (u, x2r+1, v) y (u, x1, v), respectivamente, por lo que el punto (ii) del Lema 1.0.11

se cumple. Supongamos que {(x2r+1, u), (v, x1)} ⊆ F (D).

Observación 2: Si para alguna j en {0, 1, . . . , 2(r + 1) − 5}, (v, xj) ∈ F (D) y

las flechas (v, xj) y (x2r+1, u) tienen asignado el color 1, entonces tenemos que la

trayectoria dirigida (v, xj)∪ (xj,W, x2r+1)∪ (x2r+1, u), es una vu-trayectoria dirigida
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monocromática, contradiciendo nuestra hipótesis. Por lo tanto, si para alguna j en

{0, 1, . . . , 2(r+1)−5}, (v, xj) ∈ F (D), entonces debemos tener que la flecha (v, xj)

no tiene color 1, o bien la flecha (x2r+1, u) no tiene color 1.

De la Observación 2 surgen los siguientes dos casos.

Caso B.1: (x2r+1, u) no tiene color 1.

Por la suposición del Caso B sabemos que para alguna i en {0, 1, . . . , 2(r+ 1)− 5}

sucede que (xi, xi+5) ∈ F (D). Tomamos {i0, j0} ⊆ {0, 1, . . . , 2(r+1)} de tal manera

que j0 − i0 = máx{j − i : {i, j} ⊆ {0, 1, . . . , 2(r+ 1)} y (xi, xj) ∈ F (D)}, los cuales

sabemos que son tales que j0 − i0 ≥ (i + 5) − i = 5. Consideremos las siguientes

posibilidades para i0 y para j0.

Caso B.1.1: i0 ≥ 2 y j0 ≤ 2r.

Como (xi0 , xj0) ∈ F (D), entonces del Lema 1.0.7 se sigue que j0−i0 ≡ 1 (mód 2), lo

que implica que (j0+2)−(i0−2) ≡ 1 (mód 2). Aśı, por el Lema 1.0.7, {(xi0−2, xj0+2),

(xj0+2, xi0−2)}∩F (D) ̸= ∅, pero por la elección de i0 y j0 obtenemos que (xj0+2, xi0−2)

∈ F (D). Por lo tanto, (xi0−2, xi0−1, xi0 , xj0 , xj0+1, xj0+2, xi0−2) es un ciclo dirigi-

do de longitud 6, que por hipótesis es monocromático y además de color 1, pues

(xi0−2, xi0−1) es una flecha de la trayectoria W que es de color 1. En particu-

lar la flecha (xi0 , xj0) es de color 1 y por lo tanto la trayectoria dirigida (u =

x0,W, xi0) ∪ (xi0 , xj0) ∪ (xj0 ,W, x2(r+1) = v) es una uv-trayectoria dirigida mono-

cromática de longitud a lo más ℓ(W ) − 4, de donde por la hipótesis inductiva se

satisface el Lema 1.0.11.

Caso B.1.2: i0 = 0.
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Como u = xi0 es un vértice en V2 y (xi0 , xj0), tenemos que xj0 es un vértice en V1,

esto es j0 es un número impar.

Supongamos que j0 ≤ 2r−3. Como j0− i0 ≡ 1 (mód 2), tenemos que (j0+4)−0 ≡

1 (mód 2), y por el Lema 1.0.7 se sigue que {(x0, xj0+4), (xj0+4, x0)} ∩ F (D) ̸=

∅, pero de la elección de i0 y j0 obtenemos que (xj0+4, x0) ∈ F (D). Aśı, (u =

x0, xj0 , xj0+1, xj0+2, xj0+3, xj0+4, x0 = u) es un ciclo dirigido de longitud 6 que por

hipótesis es monocromático y además de color 1, pues (xj0+1, xj0+2) es una flecha de

la trayectoria W que es de color 1. En particular la flecha (xi0 , xj0) es de color 1 y

por lo tanto la trayectoria dirigida (u = x0, xj0) ∪ (xj0 ,W, v) es una uv-trayectoria

dirigida monocromática de longitud a lo más ℓ(W ) − 4, de donde por la hipótesis

inductiva se satisface el Lema 1.0.11.

Figura 1.7: Caso B.1.2 donde j0 ≤ 2r − 3.

Supongamos ahora que j0 ≥ 2r−1. Por la asimetŕıa de D, notemos que no puede

ocurrir que j0 = 2r + 1, pues estamos suponiendo que (x0, xj0) es una flecha de D

y también estamos en el caso en que (x2r+1, x0) es una flecha de D. Aśı, obtenemos

que j0 = 2r− 1 y por lo tanto (u = x0, xj0 = x2r−1, x2r, x2r+1, u) es un ciclo dirigido

de longitud 4, que por hipótesis es casi monocromático. Como la flecha (x2r+1, u)
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no es de color 1 (por la suposición del Caso B.1), entonces en particular la flecha

(xi0 , xj0) es de color 1. Por lo tanto, (u = x0, xj0 = x2r−1, x2r, x2r+1, x2(r+1) = v) es

una uv-trayectoria dirigida monocromática de longitud 4, por lo que se satisface el

punto (iii) del Lema 1.0.11.

Caso B.1.3: i0 = 1.

Como u es un vértice en V2, entonces xi0 = x1 es un vértice en V1 y como (xi0 , xj0)

es una flecha en D, tenemos que xj0 es un vértice en V2, esto es, j0 es un número

par.

Supongamos que j0 ≤ 2r − 2. Notemos que j0 − i0 ≡ 1 (mód 2), por lo que

(j0 + 4) − i0 ≡ 1 (mód 2), por Lema 1.0.7 tenemos que {(xj0+4, x1), (x1, xj0+4)} ∩

F (D) ̸= ∅, pero por la elección de i0 y j0 debe ocurrir que (xj0+4, x1) ∈ F (D). Aśı,

(x1 = xi0 , xj0 , xj0+1, xj0+2, xj0+3, xj0+4, x1) es un ciclo dirigido de longitud 6 que por

hipótesis es monocromático y además de color 1, pues (xj0+1, xj0+2) es una flecha de

la trayectoria W que es de color 1. En particular la flecha (xi0 , xj0) es de color 1 y

por tanto, (u, x1 = xi0 , xj0) ∪ (xj0 ,W, x2(r+1) = v) es una uv-trayectoria dirigida de

longitud a lo más ℓ(W )− 4, de donde por la hipótesis inductiva se satisface el Lema

1.0.11.

Supongamos ahora que j0 ≥ 2r. Por la suposición final de la Observación 1 y por la

asimetŕıa de D, no puede ocurrir que j0 = 2(r+1), pues de otra manera tendŕıamos

que {(x2(r+1), x1), (x1 = xi0 , x2(r+1) = xj0)} ⊆ F (D), lo que es imposible. Aśı, obtene-

mos que j0 = 2r y por lo tanto (x1 = xi0 , xj0 = x2r, x2r+1, u, x1) es un ciclo dirigido

de longitud 4 que por hipótesis es casi monocromático. Como la flecha (x2r+1, u)

no es de color 1 (por la suposición del Caso B.1), entonces en particular la flecha

(xi0 , xj0) es de color 1. Por lo tanto, (u, x1 = xi0 , xj0 = x2r, x2r+1, x2(r+1) = v) es una

uv-trayectoria dirigida monocromática de longitud 4, por lo que se satisface el punto
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(iii) del Lema 1.0.11.

Caso B.1.4: j0 = 2r + 1.

Como 2r + 1 es impar, tenemos que xj0 es un vértice en V1 y por tanto, dado que

(xi0 , xj0) ∈ F (D), tenemos que xi0 es un vértice en V2, esto es, i0 es un número par.

Supongamos que i0 ≥ 4. Como j0 − i0 ≡ 1 (mód 2), también ocurre que j0 −

(i0 − 4) ≡ 1 (mód 2), de donde, por el Lema 1.0.7, tenemos que {(x2r+1, xi0−4),

(xi0−4, x2r+1)}∩F (D) ̸= ∅, pero por la elección de i0 y j0 sucede que (x2r+1, xi0−4) ∈

F (D). Aśı, (xi0 , xj0 = x2r+1, xi0−4, xi0−3, xi0−2, xi0−1, xi0) es un ciclo dirigido de lon-

gitud 6 que por hipótesis es monocromático y además de color 1, pues (xi0−4, xi0−3)

también es una flecha de la trayectoria W que es de color 1. En particular, la flecha

(xi0 , xj0) es de color 1 y por lo tanto (u,W, xi0) ∪ (xi0 , xj0 = x2r+1, v) es una uv-

trayectoria dirigida monocromática de longitud a lo más ℓ(W )− 4, de donde por la

hipótesis inductiva se satisface el Lema 1.0.11.

Supongamos ahora que i0 ≤ 2. Notemos que no puede suceder que i0 = 0, pues

tendŕıamos que {(x0, x2r+1), (x2r+1, x0)} ⊆ F (D), contradiciendo la asimetŕıa de D.

Aśı, i0 = 2 y por lo tanto (x2 = xi0 , xj0 = x2r+1, x0, x1, x2) es un ciclo dirigido de lon-

gitud 4, que por hipótesis es casi monocromático. Como la flecha (x2r+1, x0 = u) no

es de color 1 (por la suposición del Caso B.1.), tenemos que la flecha (xi0 , xj0) es de

color 1. Por lo tanto, (u, x1, x2 = xi0 , xj0 = x2r+1, x2(r+1) = v) es una uv-trayectoria

dirigida monocromática de longitud 4, por lo que se satisface el punto (iii) del Lema

1.0.11.

Caso B.1.5: j0 = 2(r + 1).

Como 2(r + 1) es par, tenemos que xj0 es un vértice en V2 y por tanto xi0 es un

vértice en V1, esto es, i0 es un número impar.
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Figura 1.8: Caso B.1.4 donde i0 ≤ 2.

Supongamos que i0 ≥ 5. Como j0−i0 ≡ 1 (mód 2), también sucede que j0−(i0−4) ≡

1 (mód 2), y por Lema 1.0.7 tenemos que {(x2(r+1), xi0−4), (xi0−4, x2(r+1))}∩F (D) ̸=

∅, pero por la elección de i0 y j0 debe ocurrir que (x2(r+1), xi0−4) ∈ F (D). Aśı,

(xi0 , xj0 = x2(r+1), xi0−4, xi0−3, xi0−2, xi0−1, xi0) es un ciclo dirigido de longitud 6 que

por hipótesis es monocromático y además de color 1, pues (xi0−4, xi0−3) también es

una flecha de la trayectoria W que es de color 1. En particular la flecha (xi0 , xj0) es

de color 1 y por lo tanto (u,W, xi0) ∪ (xi0 , xj0 = v) es una uv-trayectoria dirigida

monocromática de longitud a lo más ℓ(W )− 4, de donde por la hipótesis inductiva

se satisface el Lema 1.0.11.

Supongamos ahora que i0 ≤ 3. Notemos que no puede ocurrir que i0 = 1, pues en

caso contrario tendŕıamos que {(x1, x2(r+1)), (x2(r+1), x1)} ⊆ F (D), contradiciendo

la asimetŕıa de D. Aśı, i0 = 3 y por lo tanto (x3 = xi0 , xj0 = x2(r+1), x1, x2, x3)

es un ciclo dirigido de longitud 4 que por hipótesis es casi monocromático. Si la

flecha (v, x1) no es de color 1, entonces la flecha (x3, x2(r+1)) es de color 1 y por lo

tanto (u = x0, x1, x2, x3, x2(r+1) = v) es una uv-trayectoria dirigida monocromática

de longitud 4, cumpliendose aśı el punto (iii) del Lema 1.0.11. Supongamos que la
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flecha (x3, x2(r+1)) no es de color 1, lo que implica que la flecha (v, x1) śı es de color

1. Consideremos las siguientes observaciones.

Observación A : Si para alguna i′ en {3, 4, . . . , 2r + 1} tenemos que (xi′ , u) es

una flecha de D, entonces ésta no es de color 1, pues en caso contrario (v, x1) ∪

(x1,W, xi′) ∪ (xi′ , u) es una vu-trayectoria dirigida monocromática, contradiciendo

nuestra hipótesis.

Observación B : (u, x5) es una flecha de D, pues de no ser aśı, como 5 − 0 ≡

1 (mód 2), tendŕıamos por Lema 1.0.7 que (x5, u) ∈ F (D) y por tanto (u, x1, x2, x3,

x4, x5, u) es un ciclo dirigido de longitud 6 que es monocromático por hipótesis y

además de color 1, puesto que (u, x1) es también una flecha de la trayectoria W que

es de color 1. En particular la flecha (x5, u) es de color 1, ques es una contradicción

a la Observación A.

De la Observación B tenemos que el conjunto {i′ ∈ {5, 6, . . . , 2r− 1} : (u, xi′) ∈

F (D)} es no vaćıo. Tomemos k0 = máx{i′ ∈ {5, 6, . . . , 2r − 1} : (u, xi′) ∈ F (D)}.

Aśı, (u, xk0) ∈ F (D), por lo que k0 − 0 ≡ 1 (mód 2) y también tenemos que

(k0+2)−0 ≡ 1 (mód 2), de donde por el Lema 1.0.7, {(xk0+2, u), (u, xk0+2)}∩F (D) ̸=

∅. Por la elección de k0 tenemos que (xk0+2, u) es una flecha de D que no es de color 1

(por laObservación A). Ahora, (u, xk0 , xk0+1, xk0+2, u) es un ciclo dirigido de longitud

4 que por hipótesis es casi monocromático. Como la flecha (xk0+2, u) no es de color

1, tenemos que la flecha (u, xk0) śı es de color 1. Por lo tanto, (u,W, xk0)∪ (xk0 ,W, v)

es una uv-trayectoria dirigida monocromática de longitud a lo más ℓ(W ) − 4, de

donde por la hipótesis inductiva se satisface el Lema 1.0.11.
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Caso B.2 : (x2r+1, u) tiene color 1.

De la Observación 2 sabemos que si para alguna i′ en {1, 2, . . . , 2(r+1)−5}, (v, xi′)

es una flecha de D, entonces ésta no es de color 1.

Observemos que (x2(r+1)−5, v) es una flecha de D, pues en caso contrario, como 2(r+

1)−(2(r+1)−5) ≡ 1 (mód 2), se sigue del Lema 1.0.7 que (v, x2(r+1)−5) es una flecha

de D, pero por otra parte (x2(r+1)−5, x2(r+1)−4, x2(r+1)−3, x2(r+1)−2, x2(r+1)−1, x2(r+1) =

v, x2(r+1)−5) es un ciclo dirigido de longitud 6 que por hipótesis es monocromático y

además de color 1, pues (x2(r+1)−5, x2(r+1)−4) es también una flecha de la trayectoria

W que tiene color 1. Aśı, en particular (v, x2(r+1)−5) es también de color 1, contradi-

ciendo nuestra suposición. Ahora, como (v, x1) es una flecha de D, se sigue que ésta

no es de color 1, por lo que en particular el conjunto {i′ ∈ {0, 1, . . . , 2(r + 1)− 7} :

(v, xi′) ∈ F (D)} es no vaćıo. Sea i0 = máx{i′ ∈ {0, 1, . . . , 2(r + 1) − 7} : (v, xi′) ∈

F (D)} y notemos que por la elección de i0 tenemos que {(v, xi0), (xi0+2, v)} ⊆ F (D),

con la flecha (v, xi0) coloreada de un color distinto a 1. Aśı, (v, xi0 , xi0+1, xi0+2, v)

es un ciclo dirigido de longitud 4, que por hipótesis es casi monocromático. Como

(v, xi0) no es de color 1, tenemos que la flecha (xi0+2, v) śı es de color 1. Por lo

tanto (u,W, xi0)∪ (xi0 , xi0+1, xi0+2, v) es una uv-trayectoria dirigida monocromática

de longitud a lo más ℓ(W ) − 4, de donde por la hipótesis inductiva se satisface el

Lema 1.0.11. ■
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Caṕıtulo 2

Núcleos por trayectorias dirigidas

monocromáticas en torneos

bipartitos m-coloreados

En este caṕıtulo presentamos el resultado principal del art́ıculo Monochromatic

paths and quasi-monochromatic cycles in edge-coloured bipartite tournaments escri-

to por Hortensia Galeana Sánchez y Roćıo Rojas Monroy [7], en el cual se dan

condiciones suficientes para asegurar la existencia de al menos un núcleo por trayec-

torias dirigidas monocromáticas en torneos bipartitosm-coloreados. De igual manera

mostramos que algunas de las hipótesis de dicho teorema son suficientes y más aún,

justas. Para ello, definimos al torneo bipartito T̃6 como la digráfica coloreada con el

siguiente conjunto de vértices y flechas:

V (T̃6) = {u, v, w, x, y, z}.

F (T̃6) = {(u,w), (v, w), (w, x), (w, z), (x, y), (y, u), (y, v), (z, y)}.

Donde cada flecha del conjunto {(u,w), (w, x), (y, u), (z, y)} tiene color 1 y cada

flecha del conjunto {(v, w), (w, z), (x, y), (y, v)} tiene color 2. En la Figura 2.1 se
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encuentra la digráfica T̃6, donde el color 1 es el color rojo y el color 2 es negro.

Figura 2.1: Torneo bipartito 2-coloreado T̃6.

Teorema 2.0.1. Sea D = (V1, V2) un torneo bipartito m-coloreado. Si D cumple las

siguientes condiciones:

1. Cada ciclo dirigido de longitud 4 en D es casi monocromático.

2. Cada ciclo dirigido de longitud 6 en D es monocromático.

3. D no contiene subtorneos 2-coloreados isomorfos T̃6.

Entonces C (D) es una digráfica núcleo-perfecta.

Demostración. Debido al Corolario 1.0.5.1, basta probar que cualquier ciclo dirigido

en C (D) tiene al menos una flecha simétrica. Procediendo por contradicción, su-

pongamos que existe un ciclo dirigido, digamos C = (x0, x1, . . . , xn, x0), contenido

en C (D) que no tiene flechas simétricas, esto es, C está contenido en Asim(C (D))

y por lo tanto, n ≥ 2. De aqúı en adelante, consideramos a los sub́ındices del ciclo

C módulo n + 1. Debido a la definición de las flechas de la multidigráfica C (D),
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sucede que para cada i en {0, 1, . . . , n}, existe una xixi+1-trayectoria dirigida mo-

nocromática en D y no existe xi+1xi-trayectoria dirigida monocromática, donde por

Lema 1.0.11 se satisface al menos uno de los siguientes enunciados:

(i) (xi, xi+1) ∈ F (D).

(ii) Existe una xixi+1-trayectoria dirigida de longitud 2.

(iii) Existe una xixi+1-trayectoria dirigida monocromática de longitud 4.

Para cada i en {0, 1, . . . , n}, tomamos Ti como sigue: Ti = (xi, xi+1), si (xi, xi+1) ∈

F (D); Ti es una xixi+1-trayectoria dirigida de longitud 2, si (xi, xi+1) /∈ F (D) y

dicha trayectoria existe; o Ti es una xixi+1-trayectoria dirigida monocromática de

longitud 4, en otro caso.

Definimos ahora C ′ =
n⋃

i=0

Ti, que claramente es un camino cerrado dirigido en D

que empieza y termina en x0. Digamos que C ′ = (z0, z1, . . . , zk, z0), donde z0 = x0.

Para relacionar los vértices del camino cerrado dirigido C ′ con los vértices del ciclo

dirigido C, observemos que cada trayectoria dirigida Ti se ve de la forma (xi =

zi0 , zi0+1, . . . , zi0+ri = xi+1) donde ri ∈ {1, 2, 4}. Aśı, definimos φ : {0, 1, . . . , k} −→

{x0, x1, . . . , xn} como la función que a cada ı́ndice lo manda al primer vértice de

la trayectoria dirigida Ti donde se encuentra el vértice con dicho ı́ndice, es decir,

φ(j) = zi0 para cada j en {i0, i0 + 1, . . . , i0 + (ri − 1)}. Decimos que el ı́ndice j del

vértice zj es un ı́ndice principal si existe un i en {0, 1, . . . , n} tal que xi = zj y

denotamos por Ip al conjunto de los ı́ndices principales.

Observación ⋆ : Como cada trayectoria dirigida Ti tiene longitud a lo más 4, obte-

nemos que para cada j en {0, 1, . . . , k} se satisface que {j, j+1, j+2, j+3}∩Ip ̸= ∅.

Por otra parte, debido a que x0 = z0, tenemos que 0 ∈ Ip. De ahora en adelante los

ı́ndices de los vértices de C ′ los consideramos módulo k + 1.

Notemos que, debido al Lema 1.0.8, todos los caminos dirigidos cerrados de longitud
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a lo más 6 en D son en realidad ciclos dirigidos. Por otra parte, como C ′ es un

camino cerrado dirigido en un torneo bipartito, es de longitud par, de donde k es

un número impar y además es al menos 3, pues n ≥ 2 . Veamos los siguientes casos

para k.

Caso A: k = 3.

En este caso C ′ es de la forma (z0, z1, z2, z3, z0) y es un ciclo dirigido de longitud

4, que por hipótesis es casi monocromático. Notemos que no puede ocurrir que T0

sea una trayectoria dirigida monocromática de longitud 4, pues en dado caso, T0 es

C ′ y aśı x0 = z0 = x1, lo cual es una contradicción. Por lo tanto, T0 es la flecha

(x0, x1) o bien, es una x0x1-trayectoria dirigida de longitud 2; donde x1 ∈ {z1, z2}.

De igual manera, Tn puede ser la flecha (xn, x0) o bien una xnx0-trayectoria dirigida

de longitud 2; donde xn ∈ {z3, z2}. De lo anterior surgen los siguientes casos:

Caso A.1. x1 = z1 y xn = z2.

Tenemos que C ′ = (x0, x1, xn = x2, z3, x0) y como el ciclo dirigido es casi mono-

cromático, se sigue que alguna de las flechas está coloreada de un color distinto.

-Si la flecha de color distinto es la flecha (x0, x1), entonces (x1, xn, z3, x0) es una

x1x0-trayectoria dirigida monocromática, lo cual es una contradicción.

-Si la flecha de color distinto es la flecha (x1, xn), entonces (xn = x2, z3, x0, x1) es

una x2x1-trayectoria dirigida monocromática, lo cual es una contradicción.

-Si la flecha de color distinto es la flecha (xn, z3) o bien la flecha (z3, x0), entonces

(x0, x1, xn) es una x0xn-trayectoria dirigida monocromática, lo cual es una contra-

dicción.

En cualquier caso se llega a una contradicción, por lo que este Caso A.1 no puede

ocurrir.
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Figura 2.2: Caso A.1 donde (x1, xn) es la flecha de color distinto.

Caso A.2. x1 = z1 y xn = z3.

Aśı, C ′ = (x0, x1, z2, xn, x0) y como el ciclo es casi monocromático, alguna de las

flechas está coloreada de un color distinto.

-Si la flecha de color distinto es la flecha (x0, x1), entonces (x1, z2, xn, x0) es una

x1x0-trayectoria dirigada monocromática, lo cual es una contradicción.

-Si la flecha de color distinto es la flecha (x1, z2), entonces puede ocurrir que z2 = x2

y en dado caso (z2 = x2, xn, x0, x1) es una x2x1-trayectoria dirigida monocromática,

lo cual es una contradicción. Por otra parte puede ocurrir que xn = x2 y en dado

caso, (xn = x2, x0, x1) es una x2x1-trayectoria dirigida monocromática, lo cual es

una contradicción.

-Si la flecha de color distinto es la flecha (z2, xn), nuevamente puede ocurrir que

z2 = x2 y en dado caso xn = x3, donde (xn = x3, x0, x1, z2 = x2) es una x3x2-

trayectoria dirigida monocromática, lo cual es una contradicción. Por otra parte,

puede ocurrir que xn = x2 y en dado caso (xn = x2, x0, x1) es una x2x1-trayectoria

dirigida monocromática, lo cual es una contradicción.

-Si la flecha de color distinto es la flecha (xn, x0), entonces (x0, x1, z2, xn) es una

x0xn-trayectoria dirigida monocromática, lo cual es una contradicción.

En cualquier caso se llega a una contradicción, por lo que este Caso A.2 no puede
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ocurrir.

Figura 2.3: Caso A.2 donde (x0, x1) es la flecha de color distinto.

Caso A.3. x1 = z2 y xn = z3.

Aśı, C ′ = (x0, z1, x1, xn = x2, x0) y como el ciclo es casi monocromático, alguna de

las flechas está coloreada de un color distinto.

-Si la flecha de color distinto es la flecha (x0, z1) o bien la flecha (z1, x1), entonces

(x1, xn, x0) es una x1x0-trayectoria dirigada monocromática, lo cual es una contra-

dicción.

-Si la flecha de color distinto es la flecha (x1, xn = x2), entonces (x2, x0, z1, x1) es

una x2x1-trayectoria dirigida monocromática, lo cual es una contradicción.

-Si la flecha de color distinto es la flecha (xn, x0), entonces (x0, z1, x1, xn) es una

x0xn-trayectoria dirigida monocromática, lo cual es una contradicción.

En cualquier caso se llega a una contradicción, por lo que este Caso A.3 no puede

ocurrir.

En cada caso llegamos a que existe una xi+1xi-trayectoria dirigida monocromáti-

ca para alguna i en {0, 1, . . . , n}, lo cual es una contradicción a nuestra suposición

y por lo tanto, el Caso A no puede ocurrir.

Caso B: k = 5.

36



Figura 2.4: Caso A.3 donde (xn, x0) es la flecha de color distinto.

En este caso C ′ es un ciclo dirigido de longitud 6, que por hipótesis es monocromáti-

co, donde es claro que particularmente existe una x0xn-trayectoria dirigida mono-

cromática, lo cual es una contradicción a nuestra suposición. Por lo tanto, este

Caso B no puede ocurrir.

Caso C: k ≥ 7.

Para demostrar que este caso tampoco puede ocurrir, primero mostraremos algunas

afirmaciones.

Afirmación 1(C). Para cada j en Ip se satisface que (zj, zj+5) ∈ F (D).

Efectivamente, dada j en Ip arbitraria, como (j + 5)− j ≡ 1 (mód 2), tenemos del

Lema 1.0.7 que {(zj, zj+5), (zj+5, zj)}∩F (D) ̸= ∅. No puede suceder que (zj+5, zj) ∈

F (D), pues en dicho caso, (zj, zj+1, zj+2, zj+3, zj+4, zj+5, zj) es un ciclo dirigido de

longitud 6, que por hipótesis es monocromático. Además, como j es un ı́ndice prin-

cipal, existe una i en {0, 1, . . . , n} tal que xi = zj, de donde xi+1 ∈ {zj+1, zj+2, zj+4},

dependiendo de si ℓ(Ti) es 1, 2 o 4. Aśı, claramente existe una xi+1xi-trayectoria

dirigida monocromática, lo cual no puede ocurrir debido a nuestra suposición. Por

lo tanto, (zj, zj+5) ∈ F (D).
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Afirmación 2(C). Para cada j en {0, 1, . . . , k} tal que j+5 es un ı́ndice principal,

se satisface que (zj, zj+5) ∈ F (D).

Efectivamente, dada j en {0, 1, . . . , k}, tal que j+5 es un ı́ndice principal, como (j+

5)− j ≡ 1 (mód 2), tenemos del Lema 1.0.7 que {(zj, zj+5), (zj+5, zj)} ∩ F (D) ̸= ∅.

No puede suceder que (zj+5, zj) ∈ F (D), pues en dicho caso, (zj, zj+1, zj+2, zj+3, zj+4,

zj+5, zj) es un ciclo dirigido de longitud 6, que por hipótesis es monocromático.

Además, como j + 5 es un ı́ndice principal, existe una i en {0, 1, . . . , n} tal que

xi = zj+5, de donde xi−1 ∈ {zj+4, zj+3, zj+1}, dependiendo de si ℓ(Ti−1) es 1, 2 o 4.

Aśı, claramente existe una xixi−1-trayectoria dirigida monocromática, lo cual es una

contradicción. Por lo tanto, (zj, zj+5) ∈ F (D).

Afirmación 3(C). Para cada j en {5, 6, . . . , k − 2} tal que j ≡ 1 (mód 4), se

satisface que (z0, zj) ∈ F (D).

Notemos que consideramos el conjunto {5, 6, . . . , k− 2} ya que por un lado el único

número menor a 5 que es congruente a 1 módulo 4 es el 1 mismo, para el cual ya

se cumple (z0, z1) ∈ F (D). Por otro lado, como en D no hay flechas simétricas y ya

tenemos que (zk, z0) ∈ F (D), por lo que debemos considerar números menores a k,

pero como k es impar y queremos una flecha de la forma (z0, zj), se sigue que j debe

ser menor o igual a k − 2. Una vez que sabemos la razón de escoger este conjunto

de ı́ndices, procedemos la demostración de esta afirmación por contradicción.

Supongamos que existe un ı́ndice j en {5, 6, . . . , k − 2} tal que j ≡ 1 (mód 4) y

cumple que (z0, zj) /∈ F (D). Del Lema 1.0.7, como j − 0 ≡ 1 (mód 2), tenemos que

{(zj, z0), (zj, z0)}∩F (D) ̸= ∅, y aśı, (zj, z0) ∈ F (D). De la Afirmación 1(C) tenemos

que (z0, z5) ∈ F (D), lo que implica, al ser D una digráfica asimétrica, que j debe

ser distinto de 5. Aśı, como j ≡ 1 (mód 4), obtenemos que j ≥ 9. En el caso en
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que k ≤ 9, la Afirmación 3(C) ya se satisface y no hay nada más que hacer, aśı que

supongamos que k > 9, esto es, k ≥ 11.

De lo anterior y de nuestra suposición tenemos que el conjunto {i ∈ {5, 6, . . . , k−6} :

i ≡ 1 (mód 4) y (zi+4, z0) ∈ F (D)} es no vaćıo, sea i0 = mı́n{i ∈ {5, 6, . . . , k− 6} :

i ≡ 1 (mód 4) y (zi+4, z0) ∈ F (D)}. De la elección de i0 tenemos que {(zi0+4, z0),

(z0, zi0)} ⊆ F (D).

Definimos ahora C2 = (z0, zi0 , zi0+1, zi0+2, zi0+3, zi0+4, z0), el cual es un ciclo dirigido

de longitud 6, que por hipótesis es monocromático, supongamos sin pérdida de ge-

neralidad que tiene el color 1. Consideramos ahora las siguientes posibilidades:

3(C).1. i0 ∈ Ip.

En este caso existe un i ∈ {2, 3, . . . , n} tal que xi = zi0 , de donde xi+1 ∈ {zi0+1, zi0+2,

zi0+4} dependiendo de si ℓ(Ti) es 1, 2 o 4. Aśı, claramente existe una xi+1xi-trayectoria

dirigida monocromática en D, lo cual es una contradicción.

Notemos que si i0 ∈ {5, 9}, entonces (z0, zi0−4) ∈ F (D) y también si i0 ≥ 9,

entonces i0 − 4 ≥ 5, de donde por la elección de i0 tenemos que (z0, zi0−4) ∈ F (D);

en cualquier caso también tenemos que (z0, zi0−4) ∈ F (D).

3(C).2. i0 /∈ Ip.

En este caso, de la Observación ⋆, se satisface que {i0−1, i0−2, i0−3}∩Ip ̸= ∅. Sea

s ∈ {i0−1, i0−2, i0−3}∩ Ip y sea xi el vértice del ciclo C tal que xi = zs. Luego, de

la Afirmación 1(C) se cumple que (zs, zs+5) ∈ F (D), con zs+5 ∈ {zi0+4, zi0+3, zi0+2}.

Aśı, C3 = (zi0−4, C
′, zs)∪ (zs, zs+5)∪ (zs+5, C

′, zi0+4)∪ (zi0+4, z0, zi0−4) es un ciclo di-

rigido de longitud 6 (en cualquiera de los casos), que por hipótesis es monocromático

y además de color 1, pues (zi0+4, z0) también es una flecha del ciclo dirigido C2 ques
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es de color 1. Aśı, W = (zi0 , C
2, z0) ∪ (z0, C

3, zs = xi) es un camino dirigido mono-

cromático.

Por otra parte sabemos que xi+1 ∈ {zs+1, zs+2, zs+4} (pues ℓ(Ti) puede ser 1, 2 o 4),

pero {zs+1, zs+2, zs+4} ⊆ {zi0−2, zi0−1, zi0 , zi0+1, zi0+2, zi0+3}.

Como {zi0 , zi0+1, zi0+2, zi0+3} ⊆ V (W ), si xi+1 ∈ {zi0 , zi0+1, zi0+2, zi0+3}, entonces es

claro que existe una xi+1xi-trayectoria dirigida monocromática contenida en W , lo

cual es una contradicción a nuestra suposición. Supongamos que xi+1 ∈ {zi0−2, zi0−1}

y sea i1 ∈ {i0 − 1, i0 − 2} tal que xi+1 = zi1 . Aśı, i1 es un ı́ndice principal y de la

Afirmación 1(C) tenemos que (zi1 , zi1+5) ∈ F (D), con zi1+5 ∈ {zi0+4, zi0+3}. Luego,

C4 = (zi0−4, C
′, zi1)∪ (zi1 , zi1+5)∪ (zi1+5, C

′, zi0+4)∪ (zi0+4, z0, zi0−4) es un ciclo diri-

gido de longitud 6 (en cualquiera de los casos), que por hipótesis es monocromático

y además de color 1, pues (z0, zi0−4) es también una flecha del ciclo C3 que es de

color 1; pero esto es una contradicción debido a que xi es también un vértice de este

ciclo y por lo tanto existiŕıa una xi+1xi-trayectoria dirigida monocromática. Por lo

tanto, este caso no puede suceder y aśı la Afirmación 3(C) es verdadera.

Figura 2.5: Caso 3(C).2 donde xi = zi0−2 y ℓ(Ti) = 1
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Afirmación 4(C). Para cada j en {3, 4, . . . , k − 4} tal que j ≡ k (mód 4), se

satisface que (zj, z0) ∈ F (D).

Sea j en {3, 4, . . . , k−4} tal que j ≡ k (mód 4). Notemos que como k es un número

impar, se tiene que k ≡ 1 (mód 2). Aśı, también tenemos que j − 0 ≡ 1 (mód 2),

donde por el Lema 1.0.7 obtenemos que {(z0, zj), (zj, z0)} ∩F (D) ̸= ∅. Supongamos

en busca de una contradicción que (z0, zj) ∈ F (D).

Notemos que para k = 7 tendŕıamos que (z0, z3) ∈ F (D), pero en dicho caso

C2 = (z0, z3, z4, z5, z6, z7, z0) es un ciclo dirigido de longitud 6 que por hipótesis

es monocromático. Además, como xn ∈ {z7, z6, z4} (dependiendo de si ℓ(Tn) es 1, 2

o 4), tenemos que {x0, xn} ⊆ V (C2) y por lo tanto existe una x0xn-trayectoria

dirigida monocromática, lo cual es una contradicción a nuestra suposición. Aśı,

(z3, z0) ∈ F (D) y por lo tanto la Afirmación 4(C) se satisface en este caso.

Por otra parte, no puede ocurrir que k = 9, pues en dado caso, de la Afirmación 1(C)

tenemos que (z0, z5) ∈ F (D). Aśı, C2 = (z0, z5, z6, z7, z8, z9, z0) es un ciclo di-

rigido de longitud 6 que por hipótesis es monocromático. Además, sabemos que

xn ∈ {z9, z8, z6} dependiendo de si ℓ(Tn) es 1, 2 o 4, pero en cualquier caso ob-

tenemos que {x0, xn} ⊆ V (C2) y por lo tanto existe una x0xn-trayectoria dirigida

monocromática, lo cual es una contradicción a nuestra suposición. Supongamos que

k ≥ 11 y veamos que se cumple la afirmación.

Como 0 ∈ Ip, de la Afirmación 2(C) tenemos que (zk−4, z0) ∈ F (D) y como D

es asimétrica, j ≤ k − 8. De aqúı que el conjunto {i ∈ {7, 8, . . . , k − 4} : i ≡

k (mód 4) y (z0, zi−4) ∈ F (D)} es no vaćıo, y sea i0 = máx{i ∈ {7, 8, . . . , k − 4} :

i ≡ k (mód 4) y (z0, zi−4) ∈ F (D)}. De la elección de i0 tenemos que {(z0, zi0−4),

(zi0 , z0)} ⊆ F (D). Notemos que si i0 = k − 4, entonces (zk, z0) ∈ F (D) y también

si i0 ≤ k − 8, entonces i0 + 4 ≤ k − 4, de donde por la elección de i0 tenemos que

(zi0+4, z0) ∈ F (D); en cualquier caso también tenemos que (zi0+4, z0) ∈ F (D).
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Definimos ahora C2 = (z0, zi0−4, zi0−3, zi0−2, zi0−1, zi0 , z0), el cual es un ciclo dirigido

de longitud 6, que por hipótesis es monocromático, supongamos sin pérdida de ge-

neralidad que tiene color 1. Consideramos ahora las siguientes posibilidades.

4(C).1. i0 ∈ Ip.

En este caso existe un i ∈ {2, 3, . . . , n−2} tal que xi = zi0 , donde xi−1 ∈ {zi0−1, zi0−2,

zi0−4} dependiendo de si ℓ(Ti−1) es 1, 2 o 4. Aśı, claramente existe una xixi−1-

trayectoria dirigida monocromática en D, lo cual es una contradicción.

4(C).2. i0 /∈ Ip.

En este caso, de la Observación ⋆, se satisface que {i0−1, i0−2, i0−3}∩Ip ̸= ∅. Sea

s ∈ {i0−1, i0−2, i0−3}∩ Ip y sea xi el vértice del ciclo C tal que xi = zs. Luego, de

la Afirmación 1(C) se cumple que (zs, zs+5) ∈ F (D), con zs+5 ∈ {zi0+4, zi0+3, zi0+2}.

Aśı, C3 = (zi0−4, C
′, zs) ∪ (zs, zs+5) ∪ (zs+5, C

′, zi0+4) ∪ (zi0+4, z0, zi0−4) es un ciclo

dirigido de longitud 6 (sin importar qué valor tome s), que por hipótesis es mo-

nocromático y además de color 1, pues (z0, zi0−4) también es una flecha del ciclo

dirigido C2 que es de color 1.

Por otra parte sabemos que xi+1 ∈ {zs+1, zs+2, zs+4} (pues ℓ(Ti) puede ser 1, 2 o 4),

pero {zs+1, zs+2, zs+4} ⊆ {zi0−2, zi0−1, zi0 , zi0+1, zi0+2, zi0+3}.

Como {zi0−2, zi0−1, zi0} ⊆ V (C2), si xi+1 ∈ {zi0−2, zi0−1, zi0}, entonces claramen-

te existe una xi+1xi-trayectoria dirigida monocromática, lo cual es una contra-

dicción a nuestra suposición. Supongamos que xi+1 ∈ {zi0+1, zi0+2, zi0+3} y sea

i1 ∈ {i0 + 1, i0 + 2, i0 + 3} tal que xi+1 = zi1 . Aśı, i1 es un ı́ndice principal y de

la Afirmación 2(C) tenemos que (zi1−5, zi1) ∈ F (D), con zi1−5 ∈ {zi0−4, zi0−3, zi0−2}.

Luego, C4 = (zi0−4, C
′, zi1−5)∪(zi1−5, zi1)∪(zi1 , C ′, zi0+4)∪(zi0+4, z0, zi0−4) es un ciclo

dirigido de longitud 6 (para cualquiera de los tres valores de i1), que por hipótesis es
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monocromático y además de color 1, pues (z0, zi0−4) es también una flecha del ciclo

C2 que es de color 1. Finalmente, W = (xi+1 = zi1 , C
4, zi0−4) ∪ (zi0−4, C

2, zs = xi)

es un camino dirigido monocromático que contiene una xi+1xi-trayectoria dirigida

monocromática, lo cual es una contradicción a nuestra suposición. Por lo tanto, este

caso no puede suceder y aśı la Afirmación 4(C) es verdadera.

Figura 2.6: Caso 4(C).2 donde xi = zi0−1 y ℓ(Ti) = 4

Analizamos ahora dos posibilidades para k.

Caso C.1. k ≡ 1 (mód 4).

En este caso, como 0 es un ı́ndice principal, tenemos de la Afirmación 2(C) que

(zk−4, z0) ∈ F (D). Por otra parte, como k ≡ 1 (mód 4), tenemos que k − 4 ≡

1 (mód 4) con k− 4 ∈ {5, 6, . . . , k− 2}, donde por la Afirmación 3(C) tenemos que

(z0, zk−4) ∈ F (D), pero esto es una contradicción, puesD es una digráfica asimétrica.

Caso C.2. k ≡ 3 (mód 4).

Para este caso primero mostraremos algunas afirmaciones.
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Afirmación 5(C.2). Para cada j en {0, 1, . . . , k} tal que j ≡ 3 (mód 4) tenemos

que (zj, z0) ∈ F (D).

En efecto, dado j en {0, 1, . . . , k} tal que j ≡ 3 (mód 4), como 3 ≡ k (mód 4), te-

nemos que j ≡ k (mód 4) y aśı de la Afirmación 4(C) se sigue que (zj, z0) ∈ F (D).

Recordemos que la Afirmación 4(C) era válida para s ∈ {0, 1, . . . , k − 4}, por lo

que faltaŕıa cubrir los casos para cuando s ∈ {k − 3, k − 2, k − 1, k}, pero como

k ≡ 3(mód 4)(debido a la suposición del Caso C.2), obtenemos que dichos casos

están cubiertos al ya tener la flecha (zk, z0).

Afirmación 6(C.2). Para cualquier subconjunto {i, j} de {0, 1, . . . , k} que satis-

face que i ∈ Ip y j − i ≡ 1 (mód 4), se cumple que (zi, zj) ∈ F (D).

Sea {i, j} un subconjunto de {0, 1, . . . , k} que satisface que i ∈ Ip y j−i ≡ 1 (mód 4)

y sea r en {0, 1, . . . , n} tal que xr = zi. Renombramos a los vértices del ciclo C de tal

manera que ahora empiecen en xr. Aśı, al unir las trayectorias Ts correspondientes

obtenemos un camino cerrado dirigido C ′ que también es un renombramiento de

los vértices del ciclo C ′, digamos que C ′ = (z̄0, z̄1, . . . , z̄k, z̄0), donde para cada t en

{0, 1, . . . , k} el renombramiento viene dado por z̄t = zi+t (de esta manera z̄0 = zi).

Ahora como j − i ≡ 1 (mód 4), i ∈ Ip y por la Afirmación 3(C) tenemos que

(z̄0, z̄j−i) ∈ F (D), pero z̄0 = zi y z̄j−i = zi+(j−i) = zj. Por lo tanto, (zi, zj) ∈ F (D).

Recordemos que la Afirmación 3(C) era válida para s ∈ {0, 1, . . . , k − 1}, aśı que el

unico caso que faltaŕıa cubrir es para cuando s = j− i = k, pero este caso no cumple

las hipótesis de la Afirmación 6(C.2), pues k ≡ 3(mód 4)(esto último debido a la

suposición del Caso C.2).

Afirmación 7(C.2). Para cualquier subconjunto {i, j} de {0, 1, . . . , k} que satis-
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face que i ∈ Ip y j − i ≡ 3 (mód 4), se cumple que (zj, zi) ∈ F (D).

Efectivamente, sea {i, j} un subconjunto de {0, 1, . . . , k} que satisface que i ∈ Ip

y j − i ≡ 3 (mód 4). Usando la misma construcción de C̄ ′ que hicimos en la

Afirmación 6(C.2) obtenemos de la Afirmación 5(C.2) que (z̄j−i, z̄0) ∈ F (D), pero

z̄j−i = z(j−i)+i = zj y z̄0 = zi. Por lo tanto, (zj, zi) ∈ F (D).

Afirmación 8(C.2). Para cada j en {0, 1, . . . , k} tenemos que (zj, zj−3) ∈ F (D).

Procediendo por contradicción, supongamos que existe un j en {0, 1, . . . , k} tal

que (zj−3, zj) ∈ F (D). Por una parte, como j − (j − 3) ≡ 3 (mód 4), de la

Afirmación 7(C.2) podemos concluir que j−3 /∈ Ip, pues en caso contrario tendŕıamos

que {(zj−3, zj), (zj, zj−3)} ⊆ F (D), contradiciendo la asimetŕıa del torneo. Por otra

parte, como (j − 3) − j ≡ 1 (mód 4), de la Afirmación 6(C.2) podemos concluir

que j /∈ Ip, pues en caso contrario tendŕıamos que {(zj−3, zj), (zj, zj−3)} ⊆ F (D),

contradiciendo la asimetŕıa del torneo. Aśı, de la Observación ⋆ obtenemos que

{j − 2, j − 1} ∩ Ip ̸= ∅, de donde surgen los dos siguientes casos.

Caso 8(C.2).1. j − 2 ∈ Ip.

Sea i en {0, 1, . . . , n} tal que xi = zj−2. Como (j+1)−(j−2) ≡ 3 (mód 4), con j−2 ∈

Ip, de la Afirmación 7(C.2) obtenemos que (zj+1, zj−2) ∈ F (D), y de manera similar,

como (j−5)−(j−2) ≡ 1 (mód 4) con j−2 ∈ Ip, de la Afirmación 6(C.2) obtenemos

que (zj−2, zj−5) ∈ F (D). Aśı, C2 = (xi = zj−2, zj−5, zj−4, zj−3, zj, zj+1, zj−2 = xi)

es un ciclo dirigido de longitud 6, que por hipótesis es monocromático, suponga-

mos sin pérdida de generalidad que es de color 1. Sabemos además que xi−1 ∈

{zj−3, zj−4, zj−6} dependiendo de si ℓ(Ti−1) es 1, 2 o 4, pero como j − 3 /∈ Ip,

tenemos que xi−1 ∈ {zj−4, zj−6}. Si xi−1 = zj−4, entonces claramente existe una

xixi−1-trayectoria dirigida monocromática contenida en C2, contradiciendo nuestra
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suposición. Supongamos que xi−1 = zj−6 y observemos que como (j+1)− (j− 6) ≡

3 (mód 4) con j − 6 ∈ Ip, de la Afirmación 7(C.2) obtenemos que (zj+1, zj−6 =

xi−1) ∈ F (D). Aśı, C3 = (xi−1 = zj−6, zj−5, zj−4, zj−3, zj, zj+1, zj−6 = xi−1) es un

ciclo dirigido de longitud 6, que por hipótesis es monocromático y además de color

1, pues (zj−3, zj) es también una flecha del ciclo C2 que es de color 1. Por lo tanto,

(xi = zj−2, C
2, zj+1) ∪ (zj+1, zj−6 = xi−1) es una xixi−1-trayectoria dirigida mono-

cromática, lo cual es una contradicción a nuestra suposición, de donde podemos

concluir que el Caso 8(C.2).1 no puede suceder.

 

Figura 2.7: Caso 8(C.2).1 donde xi−1 = zj−6

Caso 8(C.2).2. j − 1 ∈ Ip.

Sea i en {0, 1, . . . , n} tal que xi = zj−1. Como (j+2)−(j−1) ≡ 3 (mód 4) con j−1 ∈

Ip, de la Afirmación 7(C.2) obtenemos que (zj+2, zj−1) ∈ F (D), y de manera similar,

como (j−4)−(j−1) ≡ 1 (mód 4) con j−1 ∈ Ip, de la Afirmación 6(C.2) obtenemos

que (zj−1, zj−4) ∈ F (D). Aśı, C2 = (xi = zj−1, zj−4, zj−3, zj, zj+1, zj+2, zj−1 = xi) es

un ciclo dirigido de longitud 6, que por hipótesis es monocromático, supongamos sin

pérdida de generalidad que es de color 1. Sabemos además que xi+1 ∈ {zj, zj+1, zj+3}

dependiendo de si ℓ(Ti) es 1, 2 o 4, pero como j /∈ Ip, entonces xi+1 ∈ {zj+1, zj+3}. Si
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xi+1 = zj+1, entonces claramente existe una xi+1xi-trayectoria dirigida monocromáti-

ca contenida en C2, contradiciendo nuestra suposición. Supongamos entonces que

xi+1 = zj+3 y observemos que como (j− 4)− (j+3) ≡ 1 (mód 4) con j+3 ∈ Ip, de

la Afirmación 6(C.2) obtenemos que (xi+1 = zj+3, zj−4) ∈ F (D). Aśı, C3 = (xi+1 =

zj+3, zj−4, zj−3, zj, zj+1, zj+2, zj+3 = xi+1) es un ciclo dirigido de longitud 6, que por

hipótesis es monocromático y además de color 1, pues (zj−3, zj) es también una flecha

del ciclo C2 que es de color 1. Por lo tanto, (xi+1 = zj+3, zj−4)∪ (zj−4, C
2, zj−1 = xi)

es una xi+1xi-trayectoria dirigida monocromática, lo cual es una contradicción a

nuestra suposición, de donde podemos concluir que el Caso 8(C.2).2 no puede su-

ceder.

 

Figura 2.8: Caso 8(C.2).2 donde xi+1 = zj+3

En cualquier caso llegamos a una contradicción, por lo que la Afirmación 8(C.2)

es verdadera.

Afirmación 9(C.2). Si para alguna j en {0, 1, . . . , k} tenemos que (zj−1, zj) y

(zj, zj+1) tienen diferente color, entonces j ∈ Ip.

Sabemos de la Observación ⋆ que {j − 3, j − 2, j − 1, j} ∩ Ip ̸= ∅. Tomamos
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r0 = mı́n{r ∈ {0, 1, 2, 3} : j − r ∈ Ip}, esto es, consideramos al ı́ndice más gra-

de que es principal, también tomamos i en {0, 1, . . . , n} tal que zj−r0 = xi. Además

sabemos que xi+1 ∈ {zj−r0+1, zj−r0+2, zj−r0+4} dependiendo de si ℓ(Ti) es 1, 2 o 4,

pero {zj−r0+1, zj−r0+2, zj−r0+4} ⊆ {zj−2, zj−1, zj, zj+1, zj+2, zj+3, zj+4}. Ahora toma-

mos s0 ∈ {j − r0 + 1, j − r0 + 2, j − r0 + 4} tal que zs0 = xi+1. Notemos que

s0 /∈ {j − 2, j − 1, j}, pues en caso contrario, como s0 ∈ Ip tendŕıamos que zj−r0 =

xi ≤ xi+1 = zs0 , contradiciendo la elección de r0. Aśı, s0 ∈ {j+1, j+2, j+3, j+4}.

Hagamos casos respecto a la longitud de Ti.

� ℓ(Ti) = 1. En este caso Ti es la flecha (zj−r0 , zj−r0+1 = zs0), pero como zs0 ∈

{zj+1, zj+2, zj+3, zj+4}, sucede que xi = zj y xi+1 = zj+1. Por lo tanto, j ∈ Ip.

� ℓ(Ti) = 2. En este caso, como xi+1 = zs0 ∈ {zj+1, zj+2, zj+3, zj+4}, tenemos que

xi ∈ {zj−1, zj}. Necesariamente ocurre que xi = zj, pues en caso contrario,

xi = zj−1, de donde xi+1 = zj+1 y por la Afirmación 8(C.2) tenemos que

(zj+1, zj−2) ∈ F (D). Luego, C2 = (zj−2, zj−1 = xi, zj, zj+1 = xi+1, zj−2) es

un ciclo dirigido de longitud 4, que por hipótesis es casi monocromático, pero

como (zj−1, zj) y (zj, zj+1) tienen diferente color por hipótesis, se sigue que

(xi+1 = zj+1, zj−2, zj−1 = xi) es una xi+1xi-trayectoria dirigida monocromática,

lo cual es una contradicción a nuestra suposición. Por lo tanto, xi = zj y con

esto, j ∈ Ip.

� ℓ(Ti) = 4. En este caso Ti es una trayectoria dirigida monocromática, por

lo que {(zi−1, zi), (zi, zi+1)} ⊈ V (Ti) y la única manera en que esto ocurra

considerando que zs0 ∈ {zj+1, zj+2, zj+3, zj+4} es cuando xi = zj y xi+1 = zj+4.

Por lo tanto, j ∈ Ip.

En cualquier caso concluimos que la Afirmación 9(C.2) es verdadera.

48



Afirmación 10(C.2). Existe una j en {0, 1, . . . , k} tal que (zj−1, zj) y (zj, zj+1)

tienen color distinto.

Efectivamente, pues de lo contrario C ′ seŕıa un camino cerrado dirigido mono-

cromático y por ende, existiŕıa un x0xn-camino dirigido monocromático, de donde

por el Teorema 1.0.10 se sigue que existe una x0xn-trayectoria dirigida monocromáti-

ca, una contradicción.

Fijamos j en {0, 1, . . . , k} tal que (zj−1, zj) y (zj, zj+1) tienen color distinto. Su-

pongamos además sin pérdida de generalidad que (zj−1, zj) tiene color 1 y (zj, zj+1)

tiene color 2.

Afirmación 11(C.2). j ∈ Ip.

Esta afirmación se sigue de la Afirmación 9(C.2), pues (zj−1, zj) tiene color 1 y

(zj, zj+1) tiene color 2, es decir, hay un cambio de color en el vértice zj.

Fijemos también i en {0, 1, . . . , n} tal que xi = zj.

Afirmación 12(C.2). {(zj+3, zj), (zj+2, zj−1), (zj+1, zj−2), (zj, zj−3)} ⊆ F (D).

Esta afirmación se sigue directamente de la Afirmación 8(C.2).

Afirmación 13(C.2). (zj+1, zj+2) y (zj+2, zj−1) tienen el mismo color, digamos a,

con a ∈ {1, 2}.

Consideramos a C2 = (zj−1, zj = xi, zj+1, zj+2, zj−1) que por la Afirmación 12(C.2)

es un ciclo dirigido de longitud 4, el cual por hipótesis es casi monocromático, pero

como (zj−1, zj) tiene color 1 y (zj, zj+1) tiene color 2, obtenemos que (zj+1, zj+2) y

(zj+2, zj−1) tienen el mismo color, digamos a. Además a ∈ {1, 2}, pues C2 solo tiene
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dos colores, a saber 1 y 2.

Afirmación 14(C.2). (zj+1, zj−2) y (zj−2, zj−1) tienen el mismo color, digamos b,

con b ∈ {1, 2}.

Consideremas a C2 = (zj−2, zj−1, zj = xi, zj+1, zj−2) que por la Afirmación 12(C.2)

es un ciclo dirigido de longitud 4, el cual por hipótesis es casi monocromático, pero

como (zj−1, zj) tiene color 1 y (zj, zj+1) tiene color 2, obtenemos que (zj+1, zj−2) y

(zj−2, zj−1) tienen el mismo color, digamos b. Además b ∈ {1, 2}, pues C2 solo tiene

dos colores, a saber 1 y 2.

Afirmación 15(C.2). {j − 1, j + 1} ∩ Ip = ∅.

Supongamos en busca de una contradicción que {j− 1, j+1}∩ Ip ̸= ∅. Tenemos dos

casos:

Caso 15(C.2).1. j − 1 ∈ Ip.

Como xi = zj, es decir, j es un ı́ndice principal, y j−1 ∈ Ip, tenemos que ℓ(Ti−1) = 1,

esto es, xi−1 = zj−1. Además, de la Afirmación 13(C.2), (zj+1, zj+2) y (zj+2, zj−1)

tienen el mismo color a. Si a = 2, (xi = zj, zj+1, zj+2, zj−1 = xi−1) es una xixi−1-

trayectoria dirigida de color 2 (debido a que de la Afirmación 11(C.2), la flecha

(zj, zj+1) tiene color 2), lo cual es una contradicción a nuestra suposición. Suponga-

mos ahora que a = 1. Aśı, de la Afirmación 11(C.2), la flecha (zj, zj+1) tiene color

2 y la flecha (zj+1, zj+2) tiene color 1, por lo que de la Afirmación 9(C.2) se sigue

que j + 1 ∈ Ip, pero como xi = zj, entonces ℓ(Ti) = 1 y por lo tanto xi+1 = zj+1.

De este módo, (xi+1 = zj+1, zj+2, zj−1, zj = xi) es una xi+1xi-trayectoria dirigida de

color 1 (debido a que de la Afirmación 11(C.2), la flecha (zj−1, zj) tiene color 1), lo

cual es una contradicción a nuestra suposición. Por lo tanto, este caso 15(C.2).1 no
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puede ocurrir.

Caso 15(C.2).2. j + 1 ∈ Ip.

Como xi = zj y j+1 ∈ Ip, tenemos que ℓ(Ti) = 1, es decir, xi+1 = zj+1. Además, de

la Afirmación 14(C.2), (zj+1, zj−2) y (zj−2, zj−1) tienen el mismo color b. Si b = 1,

entonces (xi+1 = zj+1, zj−2, zj−1, zj = xi) es una xi+1xi-trayectoria dirigida de color

1 (debido a que de la Afirmación 11(C.2), la flecha (zj−1, zj) tiene color 1), lo cual

es una contradicción a nuestra suposición. Supongamos ahora que b = 2. Aśı, de

la Afirmación 11(C.2), la flecha (zj−1, zj) tiene color 1 y la flecha (zj−2, zj−1) tiene

color 2, por lo que de la Afirmación 9(C.2) se sigue que j − 1 ∈ Ip, pero ya vimos

en el caso 15(C.2).1 que esto nos lleva a una contradicción. Por lo tanto, este caso

15(C.2).2 no puede ocurrir.

En cualquier caso llegamos a una contradicción, por lo que la Afirmación 15(C.2)

es verdadera.

Afirmación 16(C.2). (zj+1, zj+2) es de color 2.

En efecto, recordemos que de la Afirmación 13(C.2), la flecha (zj+1, zj+2) tiene co-

lor a, con a ∈ {1, 2}. En caso de que a = 1, de la Afirmación 9(C.2) tenemos que

j + 1 ∈ Ip (pues de la Afirmación 10(C.2), la flecha (zj, zj+1) es de color 2), pero

esto es una contradicción a la Afirmación 15(C.2). Por lo tanto, la flecha (zj+1, zj+2)

tiene color 2.

Afirmación 17(C.2). (zj−2, zj−1) es de color 1.

Recordemos que de la Afirmación 14(C.2), la flecha (zj−2, zj−1) tiene color b, con

b ∈ {1, 2}. En caso de que b = 2, de la Afirmación 9(C.2) tenemos que j − 1 ∈ Ip

(pues de la Afirmación 10(C.2) la flecha (zj−1, zj) es de color 1), pero esto es impo-
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sible, debido a la Afirmación 15(C.2). Por lo tanto, la flecha (zj−2, zj−1) tiene color 1.

Afirmación 18(C.2). (zj+2, zj−1) es de color 2.

Efectivamente, de la Afirmación 13(C.2) tenemos que las flechas (zj+1, zj+2) y

(zj+2, zj−1) tienen el mismo color, pero de laAfirmación 16(C.2), la flecha (zj+1, zj+2)

tiene color 2. Por lo tanto, la flecha (zj+2, zj−1) es de color 2.

Afirmación 19(C.2). (zj+1, zj−2) es de color 1.

Efectivamente, de la Afirmación 14(C.2) tenemos que las flechas (zj+1, zj−2) y

(zj−2, zj−1) tienen el mismo color, pero de laAfirmación 17(C.2), la flecha (zj−2, zj−1)

tiene color 1. Por lo tanto, la flecha (zj+1, zj−2) es de color 1.

Figura 2.9: Coloraciones de D que sabemos hasta la Afirmación 19(C.2)

Analizamos ahora dos posibles casos, j + 2 ∈ Ip o j + 2 /∈ Ip.

Caso C.2.1. j + 2 /∈ Ip.

De la Afirmación 15(C.2) sabemos que j + 1 /∈ Ip, por lo que en este caso tenemos

que ℓ(Ti) = 4. Aśı, j + 4 ∈ Ip y xi+1 = zj+4. Para llegar a una contradicción veamos

primero que se cumplen las siguientes afirmaciones.

Afirmación 1(C.2.1). Las flechas (zj+2, zj+3) y (zj+3, zj+4) tienen color 2.
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En efecto, como Ti = (xi = zj, zj+1, zj+2, zj+3, zj+4 = xi+1) es una trayectoria di-

rigida monocromática que además es de color 2, pues de la Afirmación 10(C.2) la

flecha (zj, zj+1) es de color 2, entonces se sigue la Afirmación 1(C.2.1).

Afirmación 2(C.2.1). (zj+4, zj−3) ∈ F (D).

Como (j−3)−(j+4) ≡ 1 (mód 4) y j+4 ∈ Ip, de la Afirmación 6(C.2) obtenemos

que (zj+4, zj−3) ∈ F (D).

Afirmación 3(C.2.1). (zj−1, zj+4) ∈ F (D).

Como (j−1)−(j+4) ≡ 3 (mód 4) y j+4 ∈ Ip, de la Afirmación 7(C.2) obtenemos

que (zj−1, zj+4) ∈ F (D).

Afirmación 4(C.2.1). {(zj+4, zj+1), (zj+3, zj)} ⊆ F (D).

Esta afirmación se sigue directamente de la Afirmación 8(C.2).

Afirmación 5(C.2.1). La flecha (zj+4, zj+1) no tiene color 1.

Supongamos en busca de una contradicción que la flecha (zj+4, zj+1) śı tiene color

1. Aśı, de las Afirmaciones 17(C.2), 19(C.2) y 10(C.2), obtenemos que (xi+1 =

zj+4, zj+1, zj−2, zj−1, zj = xi) es una xi+1xi-trayectoria dirigida de color 1, lo cual es

una contradicción a nuestra suposición. Por lo tanto, la flecha (zj+4, zj+1) no tiene

color 1.

Afirmación 6(C.2.1). La flecha (zj−1, zj+4) tiene color 1.

Consideremos el ciclo dirigido (zj+1, zj−2, zj−1, zj+4, zj+1) que es de longitud 4, el

cual por hipótesis es casi monocromático. Tenemos que de la Afirmación 19(C.2)

la flecha (zj+1, zj−2) es de color 1, de la Afirmación 17(C.2) la flecha (zj−2, zj−1) es
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de color 1 y de la Afirmación 5(C.2.1) la flecha (zj+4, zj+1) no tiene color 1. Por lo

tanto, podemos concluir que la flecha (zj−1, zj+4) también tiene color 1.

Afirmación 7(C.2.1). La flecha (zj+4, zj+1) tiene color 2.

Consideremos el ciclo dirigido (zj+1, zj+2, zj−1, zj+4, zj+1) que es de longitud 4, el

cual por hipótesis es casi monocromático. Tenemos que de la Afirmación 16(C.2) la

flecha (zj+1, zj+2) es de color 2, de la Afirmación 18(C.2) la flecha (zj+2, zj−1) es de

color 2 y de la Afirmación 6(C.2.1) la flecha (zj−1, zj+4) tiene color 1. Por lo tanto,

podemos concluir que la flecha (zj+4, zj+1) también tiene color 2.

Figura 2.10: Coloraciones de D que sabemos hasta la Afirmación 7(C.2.1)

Afirmación 8(C.2.1). (zj−3, zj+2) ∈ F (D).

Como (j − 3) − (j + 2) ≡ 1 (mód 2), del Lema 1.0.7 tenemos que {(zj+2, zj−3),

(zj−3, zj+2)}∩F (D) ̸= ∅. Supongamos en busca de una contradicción que (zj+2, zj−3)

∈ F (D). Entonces (zj+2, zj−3, zj−2, zj−1, zj, zj+1, zj+2) es un ciclo dirigido de longi-

tud 6, que por hipótesis debeŕıa ser monocromático, pero de la Afirmación 10(C.2)

tenemos que la flecha (zj−1, zj) es de color 1 y la flecha (zj, zj+1) es de color 2, una

contradicción. Por lo tanto, (zj−3, zj+2) ∈ F (D).

Afirmación 9(C.2.1). (zj−2, zj+3) ∈ F (D).
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Como (j − 2) − (j + 3) ≡ 1 (mód 2), del Lema 1.0.7 tenemos que {(zj+3, zj−2),

(zj−2, zj+3)}∩F (D) ̸= ∅. Supongamos en busca de una contradicción que (zj+3, zj−2)

∈ F (D). Se sigue que (zj+3, zj−2, zj−1, zj, zj+1, zj+2, zj+3) es un ciclo dirigido de lon-

gitud 6, que por hipótesis debeŕıa ser monocromático, pero de la Afirmación 10(C.2)

tenemos que la flecha (zj−1, zj) es de color 1 y la flecha (zj, zj+1) es de color 2, una

contradicción. Por lo tanto, (zj−2, zj+3) ∈ F (D).

Afirmación 10(C.2.1). La flecha (zj+3, zj) no es de color 2.

Supongamos en busca de una contradicción que la flecha (zj+3, zj) śı es de color 2.

De esta suposición y de las Afirmaciones 16(C.2), 1(C.2.1) y 7(C.2.1) se sigue que

(xi+1 = zj+4, zj+1, zj+2, zj+3, zj = xi) es una xi+1xi-trayectoria dirigida de color 2, lo

cual es una contradicción a nuestra suposicón. Por lo tanto, la flecha (zj+3, zj) no es

de color 2.

Afirmación 11(C.2.1). Las flechas (zj−2, zj+3) y (zj+3, zj) tienen color 1.

Consideremos el ciclo dirigido (zj+3, zj, zj+1, zj−2, zj+3) que es de longitud 4, y por

hipótesis casi monocromático. Recordemos que de la Afirmación 10(C.2) la flecha

(zj, zj+1) es de color 2, y de la Afirmación 19(C.2) la flecha (zj+1, zj−2) es de color

1. Aśı, las flechas (zj−2, zj+3) y (zj+3, zj) deben ser ambas de color 1 o color 2, pero

de la Afirmación 10(C.2.1), la flecha (zj+3, zj) no es de color 2, por lo que podemos

concluir que las flechas (zj−2, zj+3) y (zj+3, zj) tienen color 1.

Afirmación 12(C.2.1). Las flechas (zj+4, zj−3) y (zj−3, zj−2) tienen el mismo color

c, con c en {1, 2}.

Consideremos el ciclo dirigido (zj−2, zj+3, zj+4, zj−3, zj−2) que es de longitud 4, el cual

por hipótesis es casi monocromático. Recordemos que de la Afirmación 11(C.2.1)
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la flecha (zj−2, zj+3) tiene color 1, y de la Afirmación 1(C.2.1) la flecha (zj+3, zj+4)

tiene color 2. Aśı, las flechas (zj+4, zj−3) y (zj−3, zj−2) tienen el mismo color, digamos

c, con c en {1, 2}.

Por un lado, si las flechas (zj+4, zj−3) y (zj−3, zj−2) tienen color 1, entonces

(xi+1 = zj+4, zj−3, zj−2, zj−1, zj = xi) es una xi+1xi-trayectoria dirigida de color 1

(debido a la Afirmación 10(C.2)), lo cual es una contradicción a nuestra suposición.

Por otro lado, si las flechas (zj+4, zj−3) y (zj−3, zj−2) tienen color 2, entonces el ciclo

dirigido de longitud 4, (zj−1, zj+4, zj−3, zj−2, zj−1) es tal que las flechas (zj+4, zj−3) y

(zj−3.zj−2) tienen color 2 y las flechas (zj−1, zj+4) y (zj−2, zj−1) tienen color 1 (de-

bido a las Afirmaciones 6(C.2.1) y 17(C.2)), lo cual es una contradicción a nuestra

hipótesis, pues este ciclo dirigido debeŕıa ser casi monocromático. En cualquier caso

llegamos a una contradicción, por lo que el Caso C.2.1 no puede suceder.

Figura 2.11: Caso (C.2.1) en el que las flechas (zj+4, zj−3) y (zj−3, zj−2) son de
color 2.

Caso C.2.2. j + 2 ∈ Ip.

Como j + 1 /∈ Ip, tenemos que ℓ(Ti) = 2, esto es, xi+1 = zj+2. Para llegar a una

contradicción veamos primero que se cumplen las siguientes afirmaciones.

Afirmación 1(C.2.2). (zj+2, zj−5) ∈ F (D).

Como (j−5)−(j+2) ≡ 1 (mód 4) y j+2 ∈ Ip, de la Afirmación 6(C.2) obtenemos

que (zj+2, zj−5) ∈ F (D).
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Afirmación 2(C.2.2). (zj−3, zj+2) ∈ F (D).

Como (j−3)−(j+2) ≡ 3 (mód 4) y j+2 ∈ Ip, de la Afirmación 7(C.2) obtenemos

que (zj−3, zj+2) ∈ F (D).

Afirmación 3(C.2.2). (zj−4, zj+1) ∈ F (D).

Como (j − 4) − (j + 1) ≡ 1 (mód 2), del Lema 1.0.7 tenemos que {(zj−4, zj+1),

(zj+1, zj−4)}∩F (D) ̸= ∅. Supongamos en busca de una contradicción que (zj+1, zj−4)

∈ F (D). Aśı, (zj−4, zj−3, zj−2, zj−1, zj, zj+1, zj−4) es un ciclo dirigido de longitud 6,

que por hipótesis debeŕıa ser monocromático, pero de la Afirmación 10(C.2) tene-

mos que la flecha (zj−1, zj) es de color 1 y la flecha (zj, zj+1) es de color 2, una

contradicción. Por lo tanto, (zj−4, zj+1) ∈ F (D).

Afirmación 4(C.2.2).(zj−1, zj−4) ∈ F (D).

Esta afirmación se sigue directamente de la Afirmación 8(C.2).

Afirmación 5(C.2.2).(zj−5, zj) ∈ F (D).

Como (j − 5) − j ≡ 3 (mód 4) y j ∈ Ip, de la Afirmación 7(C.2) obtenemos que

(zj−5, zj) ∈ F (D).

Afirmación 6(C.2.2).(zj−2, zj−5) ∈ F (D).

Esta afirmación se sigue directamente de la Afirmación 8(C.2).

Afirmación 7(C.2.2). Las flechas (zj, zj−3) y (zj−3, zj+2) tienen color 2.

Consideremos el ciclo dirigido (zj−1, zj, zj−3, zj+2, zj−1) que es de longitud 4, el cual

por hipótesis es casi monocromático. Recordemos que de la Afirmación 10(C.2) la
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flecha (zj−1, zj) es de color 1, y de la Afirmación 18(C.2) la flecha (zj+2, zj−1) es de

color 2. Aśı, las flechas (zj, zj−3) y (zj−3, zj+2) tienen el mismo color, digamos d, con

d en {1, 2}. Supongamos en busca de una contradicción que d = 1 y consideremos el

ciclo dirigido (zj+2, zj−1, zj−4, zj−3, zj+2) que es de longitud 4, el cual por hipótesis es

casi monocromático. Como la flecha (zj+2, zj−1) es de color 2 y estamos suponiendo

que la flecha (zj−3, zj+2) es de color 1, entonces las flechas (zj−1, zj−4) y (zj−4, zj−3)

son ambas de color 1, o bien de color 2. Analicemos ambas posibilidades.

Caso 7(C.2.2)A. Las flechas (zj−1, zj−4) y (zj−4, zj−3) son de color 1.

Recordemos que de la Afirmación 15(C.2), j−1 /∈ Ip, aśı que xi−1 ∈ {zj−2, zj−4} de-

pendiendo de si ℓ(Ti−1) es 2 o 4. Notemos además que la flecha (zj−3, zj−2) no es de co-

lor 1 (digamos que es de color 3), pues en caso contrario (xi = zj, zj−3, zj−2, zj−1, zj−4)

es un camino dirigido de color 1 que contiene a xi−1 (debido a la Afirmación 17(C.2)),

existiendo aśı una xixi−1-trayectoria dirigida monocromática, contradiciendo nues-

tra suposición. Ahora, como en los vértices zj−3 y zj−2 hay un cambio de color, de

la Afirmación 9(C.2) tenemos que {j − 3, j − 2} ⊆ Ip, donde al tener que j − 1 /∈ Ip

se sigue que xi−1 = zj−2 y xi−2 = zj−3. Aśı, (xi−1 = zj−2, zj−1, zj−4, zj−3 = xi−2) es

una xi−1xi−2-trayectoria dirigido de color 1, lo cual es una contradicción a nuestra

suposición. Por lo tanto, este caso 7(C.2.2)A no puede ocurrir.

Caso 7(C.2.2)B. Las flechas (zj−1, zj−4) y (zj−4, zj−3) son de color 2.

Consideremos al ciclo dirigido (zj−1, zj−4, zj−3, zj−2, zj−1) que es de longitud 4, el cual

por hipótesis es casi monocromático. Recordemos que de la Afirmación 17(C.2) la

flecha (zj−2, zj−1) es de color 1 y estamos suponiendo que las flechas (zj−1, zj−4) y

(zj−4, zj−3) son de color 2, por lo que podemos concluir que la flecha (zj−3, zj−2)

también es de color 2. Aśı, la flecha (zj−3, zj−2) es de color 2 y la flecha (zj−2, zj−1)

es de color 1, por lo que de la Afirmación 9(C.2) se sigue que j − 2 ∈ Ip y
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Figura 2.12: Caso 7(C.2.2)A.

de la Afirmación 15(C.2) j − 1 /∈ Ip, obtenemos que xi−1 = xj−2. Finalmente,

(xi = zj, zj+1, zj+2, zj−1, zj−4, zj−3, zj−2 = xi−1) es una xixi−1-trayectoria dirigida de

color 2 (debido a las Afirmaciones 10(C.2), 16(C.2) y 18(C.2)), lo cual es una con-

tradicción a nuestra suposición. Por lo tanto, este caso 7(C.2.2)B no puede ocurrir.

En cualquier caso llegamos a una contradicción, por lo necesariamente debe ocurrir

que d = 2, aśı la Afirmación 7(C.2.2) es verdadera.

Afirmación 8(C.2.2). La flecha (zj−3, zj−2) tiene color 1.

Consideremos al ciclo dirigido (zj−2, zj−1, zj, zj−3, zj−2) que es de longitud 4, el cual

por hipótesis es casi monocromático. Recordemos que de la Afirmación 7(C.2.2) la

flecha (zj, zj−3) tiene color 2 y de las Afirmaciones 17(C.2) y 10(C.2) las flechas

(zj−2, zj−1) y (zj−1, zj) tienen color 1, por lo que necesariamente ocurre que la flecha

(zj−3, zj−2) también tiene color 1.

Afirmación 9(C.2.2). Las flechas (zj−2, zj−5) y (zj−5, zj) tienen color 1.

Consideremos al ciclo dirigido (zj, zj−3, zj−2, zj−5, zj) que es de longitud 4, el cual

por hipótesis es casi monocromático. Recordemos que de la Afirmación 7(C.2.2) la
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flecha (zj, zj−3) tiene color 2 y de la Afirmación 8(C.2.2) la flecha (zj−3, zj−2) tiene

color 1. Aśı, las flechas (zj−2, zj−5) y (zj−5, zj) tienen el mismo color, digamos d,

con d en {1, 2}. Supongamos en busca de una contradicción que d = 2. Denotemos

por a al color de la flecha (zj+2, zj−5) y observemos que a ̸= 2, pues en caso contra-

rio (xi+1 = zj+2, zj−5, zj = xi) es una xi+1xi-trayectoria dirigida de color 2, lo cual

es una contradicción a nuestra suposición. Por otra parte, las flechas (zj−5, zj−4) y

(zj−4, zj−3) son ambas de color 1, o bien de color 2 (debido a que el ciclo dirigido

(zj−5, zj−4, zj−3, zj−2, zj−5) es casi monocromático y la flecha (zj−3, zj−2) es de color

1, y la flecha (zj−2, zj−5) es de color 2). Analicemos ambas posibilidades.

Caso 9(C.2.2)A. las flechas (zj−5, zj−4) y (zj−4, zj−3) son de color 1.

Consideremos el ciclo dirigido (zj+2, zj−5, zj−4, zj−3, zj+2) que es de longitud 4, el cual

por hipótesis es casi monocromático. De la Afirmación 7(C.2.2) la flecha (zj−3, zj+2)

es de color 2 y estamos suponiendo que las flechas (zj−5, zj−4) y (zj−4, zj−3) son

de color 1, por lo que debe ocurrir que la flecha (zj+2, zj−5) es de color 1. Aśı,

(xi+1 = zj+2, zj−5, zj−4, zj−3, zj−2, zj−1, zj = xi) es una xi+1xi-trayectoria dirigida de

color 1 (debido a las Afirmaciones 8(C.2.2), 17(C.2) y 10(C.2)), lo cual es una

contradicción a nuestra suposición.

Caso 9(C.2.2)B. las flechas (zj−5, zj−4) y (zj−4, zj−3) son de color 2.

En este caso la flecha (zj−4, zj−3) es de color 2 y por la Afirmación 8(C.2.2) la flecha

(zj−3, zj−2) es de color 1, por la Afirmación 9(C.2) podemos concluir que j−3 es un

ı́ndice principal, pero como j−1 /∈ Ip (por la Afirmación 15(C.2)) y ℓ(Ti−1) debe ser

1, 2 o 4; debe ocurrir que j − 2 ∈ Ip y de este modo xi−2 = zj−3 y xi−1 = zj−2. Aśı,

(xi−1 = zj−2, zj−5, zj−4, zj−3 = xi−2) es una xi−1xi−2-trayectoria dirigida de color 2,

lo cual es una contradicción a nuestra suposición.
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Figura 2.13: Caso 9(C.2.2)B.

En cualquier caso llegamos a una contradicción, por lo necesariamente debe ocu-

rrir que d = 1, aśı la Afirmación 9(C.2.2) es verdadera.

Afirmación 10(C.2.2). La flecha (zj+2, zj−5) tiene color 2.

Consideremos el ciclo dirigido (zj, zj+1, zj+2, zj−5, zj) que es de longitud 4, el cual

por hipótesis es casi monocromático. Recordemos que de la Afirmación 10(C.2) y

la Afirmación 16(C.2), las flechas (zj, zj+1) y (zj+1, zj+2) son de color 2, además de

la Afirmación 9(C.2.2) la flecha (zj−5, zj) es de color 1, por lo que necesariamente

debe ocurrir que la flecha (zj+2, zj−5) tiene color 2.

Afirmación 11(C.2.2). La flecha (zj−4, zj−3) no tiene color 2.

Supongamos en busca de una contradicción que la flecha (zj−4, zj−3) śı tiene color 2.

De la Afirmación 8(C.2.2) tenemos que la flecha (zj−3, zj−2) es de color 1, podemos

concluir de la Afirmación 9(C.2) que j − 3 ∈ Ip.

Consideremos por otra parte al ciclo dirigido (zj−5, zj−4, zj−3, zj−2, zj−5) que es de

longitud 4, el cual es casi monocromático por hipótesis. Recordemos que de la

Afirmación 8(C.2.2) tenemos que la flecha (zj−3, zj−2) es de color 1 y de la

Afirmación 9(C.2.2) la flecha (zj−2, zj−5) es también de color 1 y estamos supo-
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niendo que la flecha (zj−4, zj−3) es de color 2, por lo que podemos conluir que la

flecha (zj−5, zj−4) es de color 1 y nuevamente de la Afirmación 9(C.2) obtenemos

que j−4 ∈ Ip. Sea r en {0, 1, . . . , n} tal que xr = zj−4. Como j−3 ∈ Ip, tenemos que

ℓ(Tr) = 1, por lo que xr+1 = zj−3. Finalmente, (xr+1 = zj−3, zj−2, zj−5, zj−4 = xr)

es una xr+1xr-trayectoria dirigida de color 1, lo cual es una contradicción a nuestra

suposición. Por lo tanto, la flecha (zj−4, zj−3) no tiene color 2.

Afirmación 12(C.2.2). La flecha (zj−5, zj−4) tiene color 2.

En efecto, consideremos el ciclo dirigido (zj−5, zj−4, zj−3, zj+2, zj−5) que es de longitud

4, el cual por hipótesis es casi monocromático. Recordemos que por las Afirmaciones

7(C.2.2) y 10(C.2.2) las flechas (zj−3, zj+2) y (zj+2, zj−5) son de color 2 y por la

Afirmación 11(C.2.2) la flecha (zj−4, zj−3) no tiene color 2, por lo que podemos con-

cluir que la flecha (zj−5, zj−4) tiene color 2.

Afirmación 13(C.2.2). La flecha (zj−4, zj+1) tiene color 1.

Efectivamente, consideremos el ciclo dirigido (zj+1, zj−2, zj−5, zj−4, zj+1) que es de

longitud 4, el cual por hipótesis es casi monocromático. Recordemos que por las

Afirmaciones 19(C.2) y 9(C.2.2) las flechas (zj+1, zj−2) y (zj−2, zj−5) son de color 1

y por la Afirmación 12(C.2.2) la flecha (zj−5, zj−4) es de color 2, por lo que podemos

concluir que la flecha (zj−4, zj+1) también tiene color 1.

Afirmación 14(C.2.2) La digráfica D[S], generada por el conjunto de vértices

S = {zj, zj+1, zj+2, zj−5, zj−4, zj−2} es isomorfa a la digráfica 2-coloreada T̃6.

Considera la función φ : S −→ V (T̃6) dada por φ(zj) = x, φ(zj+1) = y, φ(zj+2) =

v, φ(zj−5) = w,φ(zj−4) = z, φ(zj−2) = u, la cual claramente es biyectiva, en la Figu-

ra 2.14 se muestra que preserva adyacencias y además tiene la misma coloración del
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torneo bipartito T̃6 debido a las Afirmaciones 10(C.2), 16(C.2), 19(C.2), 9(C.2.2),

10(C.2.2), 12(C.2.2) y 13(C.2.2).

Figura 2.14: Subdigráfica D[S] de D.

La Afirmación 14(C.2.2) contradice nuestra hipótesis, por lo que el Caso C.2.2

no puede ocurrir y en consecuencia el Caso C.2 tampoco puede suceder. Por lo

tanto, el Teorema 2.0.1 se satisface.

■

Figura 2.15: Torneo bipartito 3-coloreado D.
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Observación 2.0.1. La hipótesis de que todo ciclo dirigido de longitud 6 debe ser

monocromático en el Teorema 2.0.1 es justa.

Demostración. En efecto, consideremos el torneo bipartito 3-coloreadoD que se pue-

de ver en la Figura 2.15 dado por el conjunto de vértices V (D) = {u, v, w, x, y, z},

el conjunto de flechas F (D) = {(u, x), (x, v), (v, y), (y, w), (w, z), (z, u), (x,w), (y, u),

(z, v)} y en donde las flechas (x,w), (w, z) y (z, u) tienen color 1; las flechas (y, u),

(u, x) y (x, v) tienen color 2; y las flechas (z, v), (v, y) y (y, w) tienen color 3.

Notemos que en D únicamente hay tres ciclos dirigidos de longitud 4, a saber,

C1 = (u, x, v, y, u), C2 = (u, x, w, z, u), C3 = (v, y, w, z, v), los cuales son todos casi

monocromáticos. Además en D hay un único ciclo dirigido de longitud 6, a saber,

C = (u, x, v, y, w, z, u), el cual no es monocromático. Por último, D no contiene

subtorneos bipartitos isomorfos a T̃6, pues en T̃6 hay un conjunto independiente de

cardinalidad 4 y en D el conjunto independiente de cardinalidad máxima es 3. Final-

mente, C (D) (Figura 2.16) resulta ser una multidigráfica que no tiene núcleo. ■

Figura 2.16: Cerradura del torneo bipartito 3-coloreado D.

Observación 2.0.2. La hipótesis de que todo ciclo dirigido de longitud 6 en un

torneo bipartito D es monocromático no implica que todo ciclo dirigido de longitud

4 en D es casi monocromático.
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Demostración. Consideremos al torneo bipartito 2-coloreado T = (U,W ) (Figura

2.17), definido por la bipartición U = {u, v, w, x, y} y W = {a, b, c, d, e}. Las fle-

chas de T y su coloración están dadas como sigue: C1 = (u, a, v, b, w, c, u) es un

6-ciclo dirigido de color 1; C2 = (x, d, y, e, x) es un 4-ciclo dirigido donde las flechas

(x, d), (y, e) son de color 1 y las flechas (d, y), (e, x) son de color 2; las flechas que se

forman del conjunto U ∩ V (C1) al conjunto W ∩ V (C2) tienen color 1; las flechas

que se forman del conjunto W ∩ V (C1) al conjunto U ∩ V (C2) tienen color 1 y por

último, T contiene las flechas (u, b), (a, w) y (c, v) coloreadas de color 1. Observemos

que C1 es el único 6-ciclo dirigido en T y que C2 es el único 4-ciclo dirigido contenido

en T que no resulta ser casi monocromático, pues tiene dos flechas de color 1 y dos

flechas de color 2. ■

Figura 2.17: Todo ciclo dirigido de longitud 6 es monocromático y sin embargo no
todo ciclo dirigido de longitud 4 es casi monocromático.
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Caṕıtulo 3

H-núcleos en torneos bipartitos

H-coloreados

En este caṕıtulo presentamos el resultado principal de esta tesis, el cual es una

generalización el Teorema 2.0.1 del caṕıtulo anterior. Para ello primero presentamos

la definición y algunos resultados básicos de la H-coloración, aśı como la generaliza-

ción del Lema 1.0.11 que utilizaremos para demostrar nuestro resultado principal.

Dada una digráfica H posiblemente con lazos y una digráfica D sin lazos, defi-

nimos una H -coloración de la digráfica D como una función c : F (D) −→ V (H),

esto es, vamos a colorear las flechas de la digráfica D con los vértices de la digráfi-

ca H. Llamamos al conjunto V (H) paleta de colores y a sus elementos colores.

Decimos que un camino dirigido W = (v0, v1, . . . , vk) en D es un H -camino si

(c(vi, vi+1), c(vi+1, vi+2)) es una flecha en H para cada i en {0, 1, . . . , k− 2}, esto es,

los colores consecutivos del camino W son flechas en H. Si W es una trayectoria,

decimos que es una H -trayectoria y si W es un ciclo donde los colores de la ultima

flecha y la primera flecha son vértices adyacentes en H, entonces decimos que W es

un H -ciclo. Por otra parte, decimos que W tiene una H -obstrucción en el vértice
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vi si (c(vi−1, vi), c(vi, vi+1)) no es una flecha en H para i en {1, 2, . . . , k− 1}, y en el

caso en que W es un camino cerrado, es decir, v0 = vk, v0 es una H-obstrucción si

(c(vk−1, vk), c(vk, v1)) no es una flecha en H. En la Figura 3.1 tenemos una digráfica

H-coloreada D, bajo la función c : F (D) −→ V (H), cuya regla de corresponden-

cia es la siguiente: c(u, v) = 2, c(v, x) = 3 = c(x, y) y c(y, v) = 1. En D, tenemos a

(u, v, x, y) como ejemplo de unaH-trayectoria dirigida y a y como unaH-obstrucción

en el camino dirigido (v, x, y, v) .

Figura 3.1: Digráfica H-coloreada D.

Consideremos H una digráfica que consta unicamente de vértices aislados que

tienen lazos y sea D una digráfica H-coloreada. Observemos que si consideramos un

H-camino en D, entonces las flechas de dicho camino constan de un único vértice

en H, es decir, tendrán asignado el mismo vértice de H, por lo que podŕıamos con-

siderarlo como un camino monocromático. Aśı, esta definición extiende la definición

de m-coloración cuando H consta de m vértices aislados con lazos en cada vértice.

Veamos ahora algunos resultados y algunas diferencias que hay con respecto a la co-

loración usual que resultan básicos en la teoŕıa de la H-coloración y que estaremos

utilizando en lo que resta de este trabajo.

Teorema 3.0.1. Sea D una digráfica H-coloreada. Si W1 y W2 son H-caminos tales

que la ultima flecha del camino W1 es la primera flecha del camino W2, entonces la

concatenación de W1 con W2 es un H-camino.

Demostración. Sean W1 = (v0, v1, . . . , vk) y W2 = (u0, u1, . . . , ul), H-caminos ta-
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les que (vk−1, vk) = (u0, u1). Veamos que W = (v0,W1, vk) ∪ (vk = u1,W2, ul) =

(x0, x1, . . . , xk+l−1) es H-camino. Como W1 es un H-camino ya tenemos que se satis-

face la definición para cada i en {0, 1, . . . , k−2}, por lo que resta ver que se satisface

para cada i en {k − 1, k, . . . , k + l − 3}, pero esto ya se cumple, pues si i está en

{k− 1, k, . . . , k+ l− 3}, entonces xi = ui−(k−1), por lo que obtenemos el camino W2

que por hipótesis es H-coloreado. Por lo tanto, W es un H-camino. ■

Observación 3.0.1. La hipótesis de que se debe compartir una flecha es necesaria.

Demostración. En efecto, consideremos las digráficas en la Figura 3.2, es decir,

a la digráfica H cuyo conjunto de vértices es V (H) = {1, 2, 3} y conjunto de

flechas es F (H) = {(1, 2), (2, 3), (3, 2)}. Por otra parte definimos a D como la

digráfica con conjunto de vértices V (D) = {u, v, x, y}, conjunto de flechas F (D) =

{(u, v), (v, x), (x, y), (y, v)} y consideramos la H-coloración c que viene dada por la

siguiente regla de correspondencia: c(u, v) = 1 = c(y, v), c(v, x) = 2, c(x, y) = 3. No-

temos que las trayectorias dirigidasW1 = (u, v, x, y) yW2 = (y, v) sonH-trayectorias

que cumplen que el último vértice de W1 es el primer vértice de W2 y sin embargo,

W1∪W2 no es una H-trayectoria, pues (c(x, y), c(y, v)) = (3, 1) que no es una flecha

de la digráfica H. ■

Figura 3.2: Las trayectorias dirigidas W1 = (u, v, x, y) y W2 = (y, v) son H-
trayectorias y sin embargo W1 ∪W2 no lo es.

Observación 3.0.2. Sea D una digráfica H-coloreada y sean u y v dos vértices

distintos de D. No todo uv-H-camino dirigido contiene una uv-H-trayectoria dirigida.
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Demostración. En la Figura 3.3, (u,w, x, y, w, v) es un uv-H-camino contenido en

D, que contiene una única uv-trayectoria dirigida, a saber (u,w, v), sin embargo,

ésta no resulta ser una uv-H-trayectoria. ■

Figura 3.3: No todo uv-H-camino contiene una uv-H-trayectoria.

Como lo que buscamos es llevar el resultado del Teorema 2.0.1 en términos de la

H-coloración, veamos lo que vendŕıa siendo el análogo de algúnas definiciones de la

coloración usual en la H-coloración.

Dada una digráfica H posiblemente con lazos y una digráfica H-coloreada D,

decimos que un subconjunto N de los vértices de D es un H -núcleo si safisface

que:

(i) Entre cualesquiera par de vértices u y v de N no existe una uv-H-trayectoria.

(ii) Para cada x en V (D)−N existe un vértice en v en N tal que existe una xv-H-

trayectoria.

Definimos también la H -cerradura de D, denotada por CH(D), como la multi-

digráfica con conjunto de vértices V (CH(D)) = V (D) y conjunto de flechas F (CH(D))

= {(u, v) : existe una uv-H-trayectoria contenida en D}. Es fácil notar que al igual

que con lam-coloración, con esta definición también sucede que CH(D) ∼= CH(CH(D)).

Por otra parte el Teorema 1.0.9 y el Lema 1.0.11 en este nuevo contexto de la H-

coloración se siguen cumpliendo, es decir, se satisfacen el Teorema 3.0.2 y el Lema

3.0.3.
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Teorema 3.0.2. Si H es una digráfica posiblemente con lazos y D una digráfica

H-coloreada. Entonces D tinene H-núcleo si y solo si CH(D) tiene núcleo.

Demostración. (=⇒) Supongamos que D tiene un H-núcleo, digamos N . Afirmamos

que N es un núcleo de CH(D).

Primero veamos que N es un conjunto independiente en CH(D). Sean u y v vértices

distintos en N , como N es H-núcleo en D, no existen uv-H-trayectorias contenidas

en D, por lo que de la definición de F (CH(D)) se sigue que (u, v) no es una flecha en

CH(D). Veamos ahora que N es un conjunto absorbente, para ello sea x un vértice

en V (CH(D))−N . Como V (CH(D)) = V (D), x es un vértice en V (D)−N , y como

N es H-núcleo de D, existe un vértice v en N tal que existe una xv-H-trayectoria

contenida en D, por lo que de la definición de F (CH(D)), (x, v) es una flecha de

CH(D). Por lo tanto, N es un núcleo de CH(D)).

(⇐=) Supongamos que CH(D) tiene núcleo, digamos N . Afirmamos que N es un

H-núcleo de D.

Primero veamos que entre cualquier par de vértices de N no hay H-trayectorias.

Sean u y v dos vértices distintos en N , de existir una uv-H-trayectoria contenida en

D, de la definición de F (CH(D)) tendŕıamos que (u, v) es una flecha en CH(D), pero

esto no puede pasar debido a que N es un núcleo en CH(D) y, por lo tanto es un

conjunto independiente. Aśı, no existen uv-H-trayectorias contenida en D. Veamos

ahora que para cualquier vértice x en V (D) − N , existe un vértice v en N tal que

existe una xv-H-trayectoria contenida en D. Sea x un vértice en V (D) − N , como

V (CH(D)) = V (D), tenemos que x es un vértice en V (CH(D)) − N , y como N es

núcleo de CH(D), existe un vértice v en N tal que (x, v) es una flecha de CH(D). Aśı,

de la definición de F (CH(D)) obtenemos que existe una xv-H-trayectoria contenida

en D. Por lo tanto, N es un H-núcleo en D. ■

Lema 3.0.3. Sean H una digráfica posiblemente con lazos y D=(V0, V1) un torneo
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bipartito H-coloreado tal que todo ciclo dirigido de longitud a lo más 6 es un H-

ciclo. Si para u y v vértices de D existe una uv-H-trayectoria dirigida y no existe

una vu-H-trayectoria dirigida en D, entonces alguno de los siguientes enunciados se

satisface:

(i) (u,v) ∈ F(D).

(ii) Existe una uv-trayectoria dirigida de longitud 2.

(iii) Existe una uv-H-trayectoria dirigida de longitud 4.

Demostración. Sean u y v vértices de D tales que existe una uv-H-trayectoria diri-

gida en D y no existe una vu-H-trayectoria dirigida. Observemos que si existe una

uv-H-trayectoria dirigida de longitud impar, entonces del Lema 1.0.7 se sigue que

(u, v) ∈ F (D) o bien (v, u) ∈ F (D), pero no puede ocurrir que (v, u) ∈ F (D), ya que

tendŕıamos una vu-H-trayectoria dirigida, contradiciendo la hipótesis. Por lo tanto,

(u, v) ∈ F (D) y aśı el punto (i) del Lema 3.0.3 se satisface. Asumamos que toda

uv-H-trayectoria dirigida W tiene longitud par y procedemos por inducción sobre

ℓ(W ).

Sea W = (u = x0, x1, . . . , x2r = v) una uv-H-trayectoria dirigida.

Paso base: Para r = 1,W es en particular una uv-trayectoria dirigida de longitud 2

y el punto (ii) del Lema 3.0.3 se cumple.

Para r = 2, tenemos que W ya es una uv-H-trayectoria dirigida de longitud 4, por

lo que se cumple el punto (iii) del Lema 3.0.3.

Para r = 3, por el Lema 1.0.7, como 5−0 ≡ 1 (mód 2), tenemos que (u, x5) ∈ F (D)

o bien (x5, u) ∈ F (D). De manera análoga, como 6−1 ≡ 1 (mód 2), (x1, v) ∈ F (D)

o bien (v, x1) ∈ F (D). Observemos que si (u, x5) ∈ F (D) o (x1, v) ∈ F (D), entonces

(u, x5, v) o (u, x1, v) son uv-trayectorias dirigidas de longitud 2, respectivamente, de

donde el punto (ii) del Lema 3.0.3 se satisface. Supongamos que {(x5, u), (v, x1)} ⊆
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F (D), de aqúı que obtenemos los ciclos dirigidos de longitud 6 (u,W, x5)∪ (x5, u) y

(x1,W, v)∪(v, x1), los cuales por hipótesis son H-ciclos. Aśı obtenemos en particular

que las trayectorias dirigidas (v = x6, x1, x2) y (x1,W, x5, x0 = u) son H-trayectorias

que comparten una flecha, de donde, por Teorema 3.0.1 (v, x1, x2, x3, x4, x5, u) es una

vu-H-trayectoria, contradiciendo el hecho de que no hay vu-H-trayectorias dirigidas,

por lo que este caso no puede pasar. De esta manera, concluimos que (u, x5) ∈ F (D)

o (x1, v) ∈ F (D).

Hipótesis inductiva: Supongamos que si en D existe una uv-H-trayectoria dirigida

de longitud s, con 8 ≤ s ≤ 2r, y no existe vu-H-trayectoria dirigida, entonces alguna

de las siguientes condiciones se cumple.

(i) (u, v) ∈ F (D).

(ii) Existe una uv-trayectoria dirigida de longitud 2.

(iii) Existe una uv-H-trayectoria dirigida de longitud 4.

Paso inductivo: Sea W = (u = x0, x1, . . . , x2(r+1) = v) una uv-H-trayectoria dirigida

de longitud 2(r+1) y supongamos sin pérdida de generalidad que u pertenece a V0.

Observemos que para cada i en {0, 1, . . . , 2(r+1)−5}, como (i+5)−i ≡ 1 (mód 2),

del Lema 1.0.7 tenemos que (xi, xi+5) o bien (xi+5, xi) ∈ F (D), de aqúı que obtene-

mos los siguientes casos.

Caso A: Para toda i en {0, 1, . . . , 2(r + 1)− 5}, (xi+5, xi) ∈ F (D).

En este caso para cada i en {0, 1, . . . , 2(r+1)−5}, tenemos que (xi, xi+1, . . . , xi+5, xi)

es un ciclo dirigido de longitud 6, que por hipótesis es un H-ciclo. De este modo, para

cada i en {4, 5, . . . , 2(r+1)− 5}, (xi, xi+1, . . . , xi+5, xi) y (xi−4, xi−3, . . . , xi+1, xi−4)

son dos H-ciclos que comparten la flecha (xi, xi+1), de donde por Teorema 3.0.1 ob-

tenemos que (xi+5, xi, xi+1, xi−4) es una H-trayectoria. Ahora, como 2(r + 1) es par
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y con r ≥ 3, tenemos que r = 3 + 2k o bien, r = 4 + 2k para algún número natural

k. Veamos ambos casos.

Caso A.1: r = 3 + 2k para algun k natural.

En este caso 2(r + 1) = 2(3 + 2k + 1) = 2(4 + 2k) = 8 + 4k, de donde (v =

x8+4k, x3+4k, x4+4k, x4k−1, x4k, . . . , x8, x3, x4, x5, x0 = u) es una vu-H-trayectoria diri-

gida, contradiciendo nuestra hipótesis. Por lo tanto, este Caso A.1 no puede ocurrir.

Figura 3.4: Caso A.1.

Caso A.2: r = 4 + 2k para algún k natural.

En este caso 2(r + 1) = 2(4 + 2k + 1) = 2(5 + 2k) = 10 + 4k.

Supongamos que k = 0, es decir, 2(r + 1) = 10. De la suposición del Caso A te-

nemos entonces que (v, x5), (x9, x4), (x8, x3), (x7, x2), (x6, x1) y (x5, u) son flechas de

D. También tenemos que (v, x3) es una flecha de D, pues en caso contrario, como

10 − 3 ≡ 1 (mód 2), del Lema 1.0.7 tendŕıamos que (x3, v) es una flecha de D y
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por lo tanto (v, x5, u, x1, x2, x3, v) es un ciclo dirigido de longitud 6 que por hipótesis

es un H-ciclo, de donde (v, x5, u) es una vu-H-trayectoria, contradiciendo nuestra

hipótesis. Por lo tanto, (v, x3) es una flecha de D. De manera similar, (v, x7) es

una flecha de D, pues en caso contrario, como 10− 7 ≡ 1 (mód 2), del Lema 1.0.7

tendŕıamos que (x7, v) es una flecha de D y por lo tanto C = (v, x3, x4, x5, x6, x7, v)

es un ciclo dirigido de longitud 6 que por hipótesis es un H-ciclo. Observemos de

esta manera que los H-ciclos C y C1 = (u, x1, x2, x3, x4, x5, u) comparten la flecha

(x3, x4) y de este modo, se sigue del Teorema 3.0.1 que (v, x3, x4, x5, u) es una vu-

H-trayectoria, lo cual es una contradicción a nuestra hipótesis. Por lo tanto, (v, x7)

es una flecha de D. Finalmente consideremos a los ciclos C1, C2 = (v, x7, x8, x9, v)

y C3 = (x3, x4, x5, x6, x7, x8, x3) los cuales son H-ciclos por hipótesis (debido a que

son de longitud 4 y 6), y observemos que C2 comparte la flecha (x7, x8) con C3 y a

su vez C3 también comparte flecha con C1, a saber, (x3, x4), por lo que del Teore-

ma 3.0.1 se sigue que (v, x7, x8, x3, x4, x5, u) es una vu-H-trayectoria, lo cual es una

contradicción a nuestra hipótesis. Por lo tanto, no puede ocurrir que k = 0.

Supongamos que k ≥ 1, de este modo 2(r + 1) ≥ 10 + 4 = 14. En este caso,

(v = x10+4k, x5+4k, x6+4k, x1+4k, . . . , x10, x11, x12, x7, x8, x3, x4, x5, x0 = u) es una vu-

H-trayectoria, lo cual es una contradicción a nuestra hipótesis. Por lo tanto, este

Caso A.2 no puede ocurrir.

En cualquier caso llegamos a una contradicción, por lo que podemos concluir que el

Caso A no sucede.

Caso B: Para alguna i en {0, 1, . . . , 2(r+1)− 5} tenemos que (xi, xi+5) ∈ F (D).

Consideremos las siguientes observaciones:

Observación 1: Por Lema 1.0.7, como 2(r + 1) − 1 ≡ 1 (mód 2) y (2r + 1) −
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0 ≡ 1 (mód 2), tenemos que {(x1, v = x2(r+1)), (v, x1)} ∩ F (D) ̸= ∅ y {(x0 =

u, x2r+1), (x2r+1, u)} ∩ F (D) ̸= ∅. En el caso en el que (u, x2r+1) ∈ F (D) o bien

(x1, v) ∈ F (D), podemos construir las uv-trayectorias dirigidas de longitud 2, (u,

x2r+1, v) y (u, x1, v), respectivamente, por lo que el punto (ii) del Lema 3.0.3 se

cumple. Supongamos entonces que {(x2r+1, u), (v, x1)} ⊆ F (D).

Observación 2: Si para alguna i′ en {0, 1, . . . , 2(r+1)−5}, (v, xi′) ∈ F (D) y las

trayectorias dirigidas P1 = (v, xi′ , xi′+1) y P2 = (x2r, x2r+1, u) son H-trayectorias, en-

tonces tenemos del Teorema 3.0.1 que la trayectoria dirigida (v, xi′)∪(xi′ ,W, x2r+1)∪

(x2r+1, u), es una vu-H-trayectoria, contradiciendo nuestra hipótesis. Por lo tanto,

si para alguna i′ en {0, 1, . . . , 2(r+1)−5}, (v, xi′) ∈ F (D), entonces debemos tener

P1 no es una H-trayectoria, o bien P2 no es una H-trayectoria.

De la Observación 2 surgen los siguientes dos casos.

Caso B.1: P2 no es una H-trayectoria.

Por la suposición del Caso B sabemos que para alguna i en {0, 1, . . . , 2(r+ 1)− 5}

sucede que (xi, xi+5) ∈ F (D). Tomamos {i0, j0} ⊆ {0, 1, . . . , 2(r+1)} de tal manera

que j0 − i0 = máx{j − i : {i, j} ⊆ {0, 1, . . . , 2(r+ 1)} y (xi, xj) ∈ F (D)}, los cuales

sabemos que son tales que j0 − i0 ≥ (i + 5) − i = 5. Consideremos las siguientes

posibilidades para i0 y para j0.

Caso B.1.1: i0 ≥ 1 y j0 ≤ 2r + 1.

Como (xi0 , xj0) ∈ F (D), del Lema 1.0.7 se sigue que j0 − i0 ≡ 1 (mód 2), lo que

implica que (j0 + 1)− (i0 − 1) ≡ 1 (mód 2). Aśı, por el Lema 1.0.7, {(xi0−1, xj0+1),

(xj0+1, xi0−1)}∩F (D) ̸= ∅, pero por la elección de i0 y j0 obtenemos que (xj0+1, xi0−1)
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∈ F (D). Por lo tanto, (xi0−1, xi0 , xj0 , xj0+1, xi0−1) es un ciclo dirigido de longitud

4, que por hipótesis es un H-ciclo. Notemos que este H-ciclo comparte las flecha

(xi0−1, xi0) y (xj0 , xj0+1) con la H-trayectoria W , por lo que del Teorema 3.0.1 se

sigue que (u = x0,W, xi0−1) ∪ (xi0−1, xi0xj0 , xj0+1) ∪ (xj0+1,W, x2(r+1) = v) es una

uv-H-trayectoria de longitud a lo más ℓ(W )− 4, de donde por la hipótesis inductiva

se satisface el Lema 3.0.3.

Caso B.1.2: i0 = 0.

Como u = xi0 es un vértice en V0 y (xi0 , xj0) ∈ F (D), tenemos que xj0 es un vértice

en V1, esto es j0 es un número impar. Primero notemos que no puede ocurrir que

j0 ≥ 2r − 1.

En efecto, en caso contrario, por la asimetŕıa de D, debe ocurrir que j0 = 2r− 1, de

otro modo j0 = 2r+1 y además estamos suponiendo que (x0, xj0) es una flecha de D

y también estamos en el caso en que (x2r+1, x0) es una flecha de D, lo que es imposi-

ble. Aśı, obtenemos que j0 = 2r− 1 y por lo tanto (u = x0, xj0 = x2r−1, x2r, x2r+1, u)

es un ciclo dirigido de longitud 4, que por hipótesis es un H-ciclo. Luego, como P2

está contenido en dicho ciclo, tenemos que P2 es una H-trayectoria, lo cual es una

contradicción a nuestra suposición del Caso B.1.

Supongamos que j0 ≤ 2r−3. Como j0− i0 ≡ 1 (mód 2), también tenemos que (j0+

2)−i0 ≡ 1 (mód 2), de donde por el Lema 1.0.7 se sigue que {(x0, xj0+2), (xj0+2, x0)}∩

F (D) ̸= ∅, pero de la elección de i0 y j0 obtenemos que (xj0+2, x0) ∈ F (D). Aśı,

(u = x0, xj0 , xj0+1, xj0+2, u) es un ciclo dirigido de longitud 4 que por hipótesis

es un H-ciclo. Observemos que este H-ciclo comparte la flecha (xj0 , xj0+1) con

la H-trayectoria W , por lo que del Teorema 3.0.1 la trayectoria dirigida (u =

x0, xj0) ∪ (xj0 ,W, v) es una uv-H-trayectoria de longitud a lo más ℓ(W ) − 4, de

donde por la hipótesis inductiva se satisface el Lema 3.0.3.
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Caso B.1.3: j0 = 2(r + 1).

Como 2(r + 1) es par, xj0 es un vértice en V0 y por tanto xi0 es un vértice en V1,

esto es, i0 es un número impar. Además, es claro que i0 ̸= 1, pues en caso contrario

{(x1, v), (v, x1)} ⊆ F (D), contradiciendo la asimetŕıa de D.

Supongamos que i0 ≥ 3. Como j0− i0 ≡ 1 (mód 2), también tenemos que j0− (i0−

2) ≡ 1 (mód 2), de donde por el Lema 1.0.7 se sigue que {(xi0−2, v), (v, xi0−2)} ∩

F (D) ̸= ∅, pero de la elección de i0 y j0 obtenemos que (v, xi0−2) ∈ F (D). Aśı,

(xi0−2, xi0−1, xi0 , xj0 = v, xi0−2) es un ciclo dirigido de longitud 4 que por hipótesis

es un H-ciclo. Observemos que este H ciclo comparte la flecha (xi0−1, xi0) con la H-

trayectoria W , por lo que del Teorema 3.0.1 se sique que la trayectoria (u,W, xi0)∪

(xi0 , xj0 = v) es una uv-H−trayectoria de longitud a lo más ℓ(W )− 4, de donde por

la hipótesis inductiva se satisface el Lema 3.0.3.

Caso B.2 : P2 es una H-trayectoria.

De la Observación 2 tenemos que si para alguna i′ en {1, 2, . . . , 2(r+1)−5}, (v, xi′)

es una flecha deD, entonces la trayectoria P1 = (v, xi′ , xi′+1) no es unaH-trayectoria.

Observemos que (x2(r+1)−5, v) es una flecha de D, pues en caso contrario, como 2(r+

1)−(2(r+1)−5) ≡ 1 (mód 2), se sigue del Lema 1.0.7 que (v, x2(r+1)−5) es una flecha

de D, pero por otra parte (x2(r+1)−5, x2(r+1)−4, x2(r+1)−3, x2(r+1)−2, x2(r+1)−1, x2(r+1) =

v, x2(r+1)−5) es un ciclo dirigido de longitud 6 que por hipótesis es un H-ciclo. Luego,

como P1 está contenido en dicho ciclo (con i′ = 2(r+1)− 5), tenemos que P1 es una

H-trayectoria, lo cual es una contradicción a nuestra suposición del Caso B.2. Como

(v, x1) es una flecha de D, el conjunto {i′ ∈ {0, 1, . . . , 2(r+1)−7} : (v, xi′) ∈ F (D)}

es no vaćıo. Sea i0 = máx{i′ ∈ {0, 1, . . . , 2(r+1)−7} : (v, xi′) ∈ F (D)} y notemos que

por la elección de i0 tenemos que {(v, xi0), (xi0+2, v)} ⊆ F (D), donde (v, xi0 , xi0+1)
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no es una H-trayectoria. Pero, (v, xi0 , xi0+1, xi0+2, v) es un ciclo dirigido de longitud

4, el cual por hipótesis es un H-ciclo, sin embargo, éste contiene a la trayectoria

(v, xi0 , xi0+1) que no es una H-trayectoria, una contradicción. Por lo tanto, este

Caso B.2 no puede ocurrir.

■

Observación 3.0.3. La hipótesis de que todo ciclo dirigido de longitud 4 debe ser

un H-ciclo en el Lema 3.0.3 es justa.

Figura 3.5: Digráfica H.

Demostración. En efecto, consideremos a la digráfica H, dada por el conjunto de

vértices V (H) = {1, 2, 3, 4} y el conjunto de flechas F (H) = {(1, 2), (2, 1), (2, 2),

(2, 3), (4, 2)}. También consideremos al torneo bipartito H-coloreado D definido por

el conjunto de vértices {x0, x1, . . . , x10} y conjunto de flechas como se muestra en la

Figura 3.6. Finalmente tomamos la H-coloración c : F (D) −→ V (H) dada por la

siguiente regla de correspondencia:

c(xi, xj) =



1 si (xi, xj) ∈ {(x10, x5), (x5, x0)},

3 si (xi, xj) ∈ {(x10, x1), (x10, x3), (x10, x7)},

4 si (xi, xj) ∈ {(x3, x0), (x7, x0), (x9, x0)},

2 en otro caso.
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Para verificar que todos los ciclos dirigidos de longitud 6 son H-ciclos y que to-

dos los ciclos dirigidos de longitud 4 tienen a lo más una H-obstrucción, definimos

al subconjunto S = {(x10, x5), (x5, x0), (x10, x1), (x10, x3), (x10, x7), (x3, x0), (x7, x0),

(x9, x0)} de las flechas de D. Como la mayoŕıa de las flechas de la digráfica D tienen

asignado el color 2 y la digráfica H tiene un lazo en dicho vértice, basta ver que

cada ciclo que contenga alguna flechas del conjunto S sea un H-ciclo o tenga a lo

más una H-obstrucción, según sea el caso.

Figura 3.6: Existe una uv-H-trayectoria, no existe una vu-H-trayectoria y sin em-
bargo (u, v) no es una flecha de D, no existe una uv-trayectoria dirigida de longi-
tud 2 y tampoco existe una uv-H-trayectoria de longitud 4.

Primero, las flechas (x10, x1), (x10, x3), (x9, x0) y (x7, x0) no están en ningún ciclo

de longitud 6, ni 4, por lo que no importa que asignación tengan bajo c. Luego, las

flechas (x10, x5) y (x5, x0) pertenecen cada una a un único ciclo dirigido de longitud

6, a saber, (v = x10, x5, x6, x7, x8, x9, v) y (x5, u = x0, x1, x2, x3, x4, x5), respectiva-

mente, los cuales śı resultan ser H-ciclos, pues (1, 2, 2, 2, 2, 2, 1) śı es un camino en H.
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Finalmente, las flechas (x10, x7) y (x3, x0) están cada una en un único ciclo dirigido

de longitud 4, a saber, C1 = (v, x7, x8, x9, v) y C2 = (u, x1, x2, x3, u) respectivamen-

te. C1 tiene solamente una H-obstrucción en el vértice x7, y C2 también tiene una

sola H-obstrucción en el vértice x3, por lo que tanto C1 como C2 son ciclos dirigidos

de longitud 4 con a lo más una H-obstrucción.

Ahora bien, para los vértices u = x0 y v = x10 existe la uv-H-trayectoria

W = (u = x0, x1, . . . , x10 = v), no existe una vu-H-trayectoria (debido a que

(3, 2), (3, 4), (2, 4) y (1, 1) no son caminos en H) y sin embargo no se satisface el

Lema 3.0.3, es decir, (u, v) no es una flecha de D, no existe una uv-trayectoria

dirigida de longitud 2 y tampoco existe una uv-H-trayectoria de longitud 4. ■

Observación 3.0.4. La hipótesis de que todo ciclo dirigido de longitud 6 debe ser

un H-ciclo en el Lema 3.0.3 es justa.

Demostración. Consideremos a la digráfica H de la Figura 3.5 y al torneo bipartito

H-coloreadoG definido por el conjunto de vértices V (G) = {x0, . . . , x6} y el conjunto

de flechas como se muestra en la Figura 3.7. Finalmente tomamos la H-coloración

c : F (G) −→ V (H) dada por la siguiente regla de correspondencia:

c(xi, xj) =



1 si (xi, xj) ∈ {(x6, x3), (x3, x0)},

3 si (xi, xj) = (x6, x1),

4 si (xi, xj) = (x5, x0),

2 en otro caso.

Para verificar que todos los ciclos dirigidos de longitud 6 tienen a lo más una

H-obstrucción y que todos los ciclos dirigidos de longitud 4 son H-ciclos, definimos

al subconjunto S = {(x6, x3), (x6, x1), (x3, x0), (x5, x0)} de las flechas de G. Como la

mayoŕıa de las flechas del torneo bipartito G tienen asignado el color 2 y la digráfica
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H tiene un lazo en dicho vértice, basta ver que cada ciclo que contenga alguna flechas

del conjunto S sea un H-ciclo o tenga a lo más una H-obstrucción, según sea el caso.

Figura 3.7: Existe una uv-H-trayectoria, no existe una vu-H-trayectoria y sin em-
bargo (u, v) no es una flecha de G, no existe una uv-trayectoria dirigida de longi-
tud 2 y tampoco existe una uv-H-trayectoria de longitud 4.

Por un lado, las flechas (x6, x3) y (x3, x0) se encuentran cada una en un único

ciclo dirigido de longitud 4, a saber, (x6, x3, x4, x5, x6) y (x3, x0, x1, x2, x3), respecti-

vamente, los cuales śı resultan ser H-ciclos, pues (1, 2, 2, 2, 1) śı es un camino en H.

Por otro lado, las flechas (x5, x0) y (x6, x1) están cada una en un único ciclo dirigido

de longitud 6, a saber, C1 = (x5, x0, x1, x2, x3, x4, x5) y C2 = (x6, x1, x2, x3, x4, x5, x6)

respectivamente. El ciclo C1 tiene solamente una H-obstrucción en el vértice x5, y

C2 también tiene una sola H-obstrucción en el vértice x1, por lo que tanto C1 como

C2 son ciclos dirigidos de longitud 6 con a lo más una H-obstrucción.

Ahora bien, para los vértices u = x0 y v = x6 existe la uv-H-trayectoria W =

(u = x0, x1, . . . , x6 = v), no existe una vu-H-trayectoria (debido a que (3, 2), (2, 4)

y (1, 1) no son caminos en H) y sin embargo no se satisface el Lema 3.0.3, es decir,
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(u, v) no es una flecha de G, no existe una uv-trayectoria dirigida de longitud 2 y

tampoco existe una uv-H-trayectoria de longitud 4. ■

Observación 3.0.5. La hipótesis de que todo ciclo dirigido de longitud 4 en un

torneo bipartito D es un H-ciclo no implica que todo ciclo dirigido de longitud 6 en

D es un H-ciclo.

Demostración. Definimos la digráfica H como la digráfica con conjunto de vértices

V (H) = {1, 2} y conjunto de flechas F (H) = {(1, 1), (1, 2)}. Definamos ahora al

torneo bipartito H-coloreado T = (U,W ) dado por la bipartición U = {u, v, w} y

W = {x, y, z} en el cual las flechas y su coloación están dadas como sigue: C1 =

(u, x, v, y, w, z, u) es un ciclo dirigido de longitud 6 que tiene todas sus flechas de

color 1, a excepción de la flecha (v, y) que es de color 2 y las flechas (u, y), (x,w) y

(v, z) tienen asignado el color 1.

Figura 3.8: Todo ciclo dirigido de longitud 4 es un H-ciclo y sin embargo no todo
ciclo dirigido de longitud 6 es un H-ciclo.

El torneo bipartito T contiene 3 ciclos dirigidos de longitud 4, a saber, (u, y, w,

z, u), (x,w, z, u, x) y (v, z, u, x, v), los cuales son todos H-ciclos y sin embargo el ci-

clo dirigido de longitud 6 C1 no resulta ser un H-ciclo, pues tiene una H-obstrucción

en y. ■

82



Teorema 3.0.4. Sean H una digráfica posiblemente con lazos y D = (V0, V1) un

torneo bipartito H-coloreado. Si todo ciclo dirigido de longitud a lo más 6 contenido

en D es un H-ciclo, entonces CH(D) es una digráfica núcleo perfecta.

Demostración. Debido al Corolario 1.0.5.1, basta probar que cualquier ciclo dirigi-

do en CH(D) tiene al menos una flecha simétrica. Procediendo por contradicción,

supongamos que existe un ciclo dirigido, digamos C = (x0, x1, . . . , xn, x0), contenido

en CH(D) que no tiene flechas simétricas, esto es, C está contenido en Asim(CH(D))

y por lo tanto, n ≥ 2. De aqúı en adelante, consideramos a los sub́ındices del ciclo

C módulo n + 1. Debido a la definición de las flechas de la multidigráfica CH(D),

sucede que para cada i en {0, 1, . . . , n}, existe una xixi+1-H-trayectoria contenida

en D y no existe xi+1xi-H-trayectoria, donde por Lema 3.0.3 se satisface al menos

uno de los siguientes enunciados:

(i) (xi, xi+1) ∈ F (D).

(ii) Existe una xixi+1-trayectoria dirigida de longitud 2.

(iii) Existe una xixi+1-H-trayectoria de longitud 4.

Para cada i en {0, 1, . . . , n}, tomamos Ti como sigue: Ti = (xi, xi+1), si (xi, xi+1) ∈

F (D); Ti es una xixi+1-trayectoria dirigida de longitud 2, si (xi, xi+1) /∈ F (D) y di-

cha trayectoria existe; o Ti es una xixi+1-H-trayectoria de longitud 4, en otro caso.

Definimos ahora C ′ =
n⋃

i=0

Ti, el cual claramente es un camino cerrado dirigido

en D que empieza y termina en x0. Digamos que C ′ = (z0, z1, . . . , zk, z0), don-

de z0 = x0. Para relacionar los vértices del camino cerrado dirigido C ′ con los

vértices del ciclo dirigido C, observemos que cada trayectoria dirigida Ti se ve de

la forma (xi = zi0 , zi0+1, . . . , zi0+ri = xi+1) donde ri ∈ {1, 2, 4}. Aśı, definimos

φ : {0, 1, . . . , k} −→ {x0, x1, . . . , xn} como la función que a cada ı́ndice lo man-

da al primer vértice de la trayectoria dirigida Ti donde se encuentra el vértice con
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dicho ı́ndice, es decir, φ(j) = zi0 para cada j en {i0, i0+1, . . . , i0+(ri−1)}. Decimos

que el ı́ndice j del vértice zj es un ı́ndice principal si existe un i en {0, 1, . . . , n} tal

que xi = zj y denotamos por Ip al conjunto de los ı́ndices principales.

Observación ⋆ : Como cada trayectoria dirigida Ti tiene longitud a lo más 4, obte-

nemos que entonces para cada j en {0, 1, . . . , k} se satisface que {j, j + 1, j + 2, j +

3} ∩ Ip ̸= ∅. Por otra parte, debido a que x0 = z0, tenemos que 0 ∈ Ip. De ahora en

adelante los ı́ndices de los vértices de C ′ los consideramos módulo k + 1.

Notemos que, debido al Lema 1.0.8, todos los caminos dirigidos cerrados de longitud

a lo más 6 en D son en realidad ciclos dirigidos. Por otra parte, como C ′ es un

camino cerrado dirigido en un torneo bipartito, es de longitud par, de donde k es

un número impar y además es al menos 3, pues n ≥ 2 . Veamos los siguientes casos

para k.

Caso A: k = 3.

En este caso C ′ es de la forma (z0, z1, z2, z3, z0) y es un ciclo dirigido de longitud

4, que por hipótesis es un H-ciclo. No puede ocurrir que ℓ(T0) = 4, pues en dado

caso x0 = z0 = x1, lo cual es una contradicción al hecho de que T0 es en particular

una trayectoria. De este modo, ℓ(T0) es 1 o 2, por lo que x1 ∈ {z1, z2}, pero esto

es una contradiccón, pues (z1, z2, z3, z0 = x0) es una H-trayectoria que contiene una

x1x0-H-trayectoria. Por lo tanto, este Caso A no puede ocurrir.

Caso B: k = 5.

En este caso C ′ es un ciclo dirido de longitud 6, que por hipótesis es un H-ciclo,

donde es claro que particularmente existe una x0xn-H-trayectoria, lo cual es una

contradicción a nuestra suposición. Por lo tanto, este Caso B tampoco no puede

ocurrir.
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Caso C: k ≥ 7.

Para demostrar que este caso tampoco puede ocurrir, primero mostraremos algunas

afirmaciones.

Afirmación 1(C). Para cada j en Ip se satisface que (zj, zj+5) ∈ F (D).

Efectivamente, dada j en Ip arbitraria, como (j + 5)− j ≡ 1 (mód 2), tenemos del

Lema 1.0.7 que {(zj, zj+5), (zj+5, zj)}∩F (D) ̸= ∅. No puede suceder que (zj+5, zj) ∈

F (D), pues en dicho caso, (zj, zj+1, zj+2, zj+3, zj+4, zj+5, zj) es un ciclo dirigido de

longitud 6, que por hipótesis es un H-ciclo. Además, como j es un ı́ndice principal,

existe una i en {0, 1, . . . , n} tal que xi = zj, de donde xi+1 ∈ {zj+1, zj+2, zj+4}, de-

pendiendo de si ℓ(Ti) es 1, 2 o 4. Aśı, claramente existe una xi+1xi-H-trayectoria,

lo cual no puede ocurrir debido a nuestra suposición. Por lo tanto, (zj, zj+5) ∈ F (D).

Afirmación 2(C). Para cada j en {0, 1, . . . , k} tal que j+5 es un ı́ndice principal,

se satisface que (zj, zj+5) ∈ F (D).

Efectivamente, dada j en {0, 1, . . . , k}, tal que j+5 es un ı́ndice principal, como (j+

5)− j ≡ 1 (mód 2), tenemos del Lema 1.0.7 que {(zj, zj+5), (zj+5, zj)} ∩ F (D) ̸= ∅.

No puede suceder que (zj+5, zj) ∈ F (D), pues en dicho caso, (zj, zj+1, zj+2, zj+3, zj+4,

zj+5, zj) es un ciclo dirigido de longitud 6, que por hipótesis es un H-ciclo. Además,

como j + 5 es un ı́ndice principal, existe una i en {0, 1, . . . , n} tal que xi = zj+5,

de donde xi−1 ∈ {zj+4, zj+3, zj+1}, dependiendo de si ℓ(Ti−1) es 1, 2 o 4. Aśı, cla-

ramente existe una xixi−1-H-trayectoria, lo cual es una contradicción. Por lo tanto,

(zj, zj+5) ∈ F (D).

Afirmación 3(C). Para cada j en {5, 6, . . . , k − 2} tal que j ≡ 1 (mód 4), se
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satisface que (z0, zj) ∈ F (D).

Notemos que consideramos el conjunto {5, 6, . . . , k− 2} ya que por un lado el único

número menor a 5 que es congruente a 1 módulo 4 es el 1 mismo, para el cual ya

se cumple (z0, z1) ∈ F (D). Por otro lado, como en D no hay flechas simétricas y ya

tenemos que (zk, z0) ∈ F (D), entonces debemos considerar números menores a k,

pero como k es impar y queremos una flecha de la forma (z0, zj), entonces j debe

ser menor o igual a k − 2. Una vez que sabemos la razón de escoger este conjunto

de ı́ndices, procedemos la demostración de esta afirmación por contradicción.

Supongamos que existe un ı́ndice j en {5, 6, . . . , k − 2} tal que j ≡ 1 (mód 4) y

cumple que (z0, zj) /∈ F (D). Del Lema 1.0.7, como j − 0 ≡ 1 (mód 2), tenemos que

{(zj, z0), (zj, z0)}∩F (D) ̸= ∅, y aśı, (zj, z0) ∈ F (D). De la Afirmación 1(C) tenemos

que (z0, z5) ∈ F (D), lo que implica, al ser D una digráfica asimétrica, que j debe

ser distinto de 5. Aśı, como j ≡ 1 (mód 4), obtenemos que j ≥ 9. En el caso en

que k ≤ 9, la Afirmación 3(C) ya se satisface y no hay nada más que hacer, aśı que

supongamos que k > 9, esto es, k ≥ 11.

De lo anterior y de nuestra suposición tenemos que el conjunto S = {i ∈ {5, 6, . . . , k−

6} : i ≡ 1 (mód 4) y (zi+4, z0) ∈ F (D)} es no vaćıo, y sea i0 = mı́nS. De la elec-

ción de i0 tenemos que {(zi0+4, z0), (z0, zi0)} ⊆ F (D).

Definimos ahora C2 = (z0, zi0 , zi0+1, zi0+2, zi0+3, zi0+4, z0), el cual es un ciclo dirigido

de longitud 6, que por hipótesis es un H-ciclo. Consideramos ahora las siguientes

posibilidades:

3(C).1. i0 ∈ Ip.

En este caso existe un i ∈ {2, 3, . . . , n} tal que xi = zi0 , de donde xi+1 ∈ {zi0+1, zi0+2,

zi0+4} dependiendo de si ℓ(Ti) es 1, 2 o 4. Aśı, claramente existe una xi+1xi-H-

trayectoria contenida en C2, lo cual es una contradicción a nuestra suposición.
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3(C).2. i0 /∈ Ip.

En este caso, de la Observación ⋆, se satisface que {i0−1, i0−2, i0−3}∩Ip ̸= ∅. Sea

s ∈ {i0−1, i0−2, i0−3}∩ Ip y sea xi el vértice del ciclo C tal que xi = zs. Luego, de

la Afirmación 1(C) se cumple que (zs, zs+5) ∈ F (D), con zs+5 ∈ {zi0+4, zi0+3, zi0+2}.

Aśı, C3 = (zi0−4, C
′, zs) ∪ (zs, zs+5) ∪ (zs+5, C

′, zi0+4) ∪ (zi0+4, z0, zi0−4) es un ciclo

dirigido de longitud 6 (sin importar cual sea el valor de s), que por hipótesis es un

H-ciclo que comparte la flecha (zi0+4, z0) con el H-ciclo C2. Aśı, del Teorema 3.0.1

tenemos que W = (zi0 , C
2, z0) ∪ (z0, C

3, zs = xi) es una H-trayectoria.

Por otra parte sabemos que xi+1 ∈ {zs+1, zs+2, zs+4} dependiendo de si ℓ(Ti) es 1, 2

o 4, pero {zs+1, zs+2, zs+4} ⊆ {zi0−2, zi0−1, zi0 , zi0+1, zi0+2, zi0+3}.

Como {zi0 , zi0+1, zi0+2, zi0+3} ⊆ V (W ), si xi+1 ∈ {zi0 , zi0+1, zi0+2, zi0+3}, entonces

es claro que existe una xi+1xi-H-trayectoria contenida en W , lo cual es una con-

tradicción a nuestra suposición. Supongamos entonces que xi+1 ∈ {zi0−2, zi0−1} y

sea i1 ∈ {i0 − 1, i0 − 2} tal que xi+1 = zi1 . Aśı, i1 es un ı́ndice principal y de la

Afirmación 1(C) tenemos que (zi1 , zi1+5) ∈ F (D), con zi1+5 ∈ {zi0+4, zi0+3}. Luego,

C4 = (zi0−4, C
′, zi1) ∪ (zi1 , zi1+5) ∪ (zi1+5, C

′, zi0+4) ∪ (zi0+4, z0, zi0−4) es un ciclo di-

rigido de longitud 6 (sin importar el valor de i1), que por hipótesis es un H-ciclo,

pero esto es una contradicción debido a que xi es también un vértice de este ciclo

y por lo tanto existiŕıa una xi+1xi-H-trayectoria. Por lo tanto, este caso no puede

suceder y aśı la Afirmación 3(C) es verdadera.

Afirmación 4(C). Para cada j en {3, 4, . . . , k − 4} tal que j ≡ k (mód 4), se

satisface que (zj, z0) ∈ F (D).

Sea j en {3, 4, . . . , k−4} tal que j ≡ k (mód 4). Notemos que como k es un número

impar, k ≡ 1 (mód 2). Aśı, también tenemos que j − 0 ≡ 1 (mód 2), donde por el
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Lema 1.0.7 obtenemos que {(z0, zj), (zj, z0)} ∩ F (D) ̸= ∅. Supongamos en busca de

una contradicción que (z0, zj) ∈ F (D).

Notemos que para k = 7 tendŕıamos que (z0, z3) ∈ F (D), pero en dicho caso

C2 = (z0, z3, z4, z5, z6, z7, z0) es un ciclo dirigido de longitud 6, el cual por hipótesis

es un H-ciclo y además, como xn ∈ {z7, z6, z4} dependiendo de si ℓ(Tn) es 1, 2 o 4,

tenemos entonces que existe una x0xn-H-trayectoria, lo cual es una contradicción a

nuestra suposición. Aśı, (z3, z0) ∈ F (D) y por lo tanto la Afirmación 4(C) se satis-

face en este caso.

Por otra parte, no puede ocurrir que k = 9, pues en dado caso, de la Afirmación 1(C)

tenemos que (z0, z5) ∈ F (D). Aśı, C2 = (z0, z5, z6, z7, z8, z9, z0) es un ciclo dirigido

de longitud 6 que por hipótesis es un H-ciclo. Además, sabemos que xn ∈ {z9, z8, z6}

dependiendo de si ℓ(Tn) es 1, 2 o 4, pero en cualquier caso obtenemos que {x0, xn} ⊆

V (C2) y por lo tanto existe una x0xn-H-trayectoria, lo cual es una contradicción a

nuestra suposición. Supongamos entonces que k ≥ 11 y veamos que se cumple la

afirmación.

Como 0 ∈ Ip, de la Afirmación 2(C) tenemos que (zk−4, z0) ∈ F (D) y como D es

asimétrica, se sigue que j ≤ k − 8. De aqúı que el conjunto {i ∈ {7, 8, . . . , k − 4} :

i ≡ k (mód 4) y (z0, zi−4) ∈ F (D)} es no vaćıo, sea i0 = máx{i ∈ {7, 8, . . . , k−4} :

i ≡ k (mód 4) y (z0, zi−4) ∈ F (D)}. De la elección de i0 tenemos que {(z0, zi0−4),

(zi0 , z0)} ⊆ F (D). Notemos que si i0 = k − 4, entonces (zk, z0) ∈ F (D) y también

si i0 ≤ k − 8, entonces i0 + 4 ≤ k − 4, de donde por la elección de i0 tenemos que

(zi0+4, z0) ∈ F (D); en cualquier caso también tenemos que (zi0+4, z0) ∈ F (D).

Definimos ahora C2 = (z0, zi0−4, zi0−3, zi0−2, zi0−1, zi0 , z0), el cual es un ciclo dirigido

de longitud 6, que por hipótesis es un H-ciclo. Consideramos ahora las siguientes

posibilidades.
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4(C).1. i0 ∈ Ip.

En este caso existe un i ∈ {2, 3, . . . , n−2} tal que xi = zi0 , donde xi−1 ∈ {zi0−1, zi0−2,

zi0−4} dependiendo de si ℓ(Ti−1) es 1, 2 o 4. Aśı, claramente existe una xixi−1-H-

trayectoria contenida en C2, lo cual es una contradicción.

4(C).2. i0 /∈ Ip.

En este caso, de la Observación ⋆, se satisface que {i0−1, i0−2, i0−3}∩Ip ̸= ∅. Sea

s ∈ {i0−1, i0−2, i0−3}∩ Ip y sea xi el vértice del ciclo C tal que xi = zs. Luego, de

la Afirmación 1(C) se cumple que (zs, zs+5) ∈ F (D), con zs+5 ∈ {zi0+4, zi0+3, zi0+2}.

Aśı, C3 = (zi0−4, C
′, zs)∪ (zs, zs+5)∪ (zs+5, C

′, zi0+4)∪ (zi0+4, z0, zi0−4) es un ciclo di-

rigido de longitud 6 (sin importar qué valor tome s), que por hipótesis es un H-ciclo.

Por otra parte sabemos que xi+1 ∈ {zs+1, zs+2, zs+4} (pues ℓ(Ti) puede ser 1, 2 o 4),

pero {zs+1, zs+2, zs+4} ⊆ {zi0−2, zi0−1, zi0 , zi0+1, zi0+2, zi0+3}.

Como {zi0−2, zi0−1, zi0} ⊆ V (C2), si xi+1 ∈ {zi0−2, zi0−1, zi0}, entonces claramen-

te existe una xi+1xi-H-trayectoria contenida en C2, lo cual es una contradicción a

nuestra suposición. Supongamos que xi+1 ∈ {zi0+1, zi0+2, zi0+3} y sea i1 ∈ {i0+1, i0+

2, i0 + 3} tal que xi+1 = zi1 . Aśı, i1 es un ı́ndice principal y de la Afirmación 2(C)

tenemos que (zi1−5, zi1) ∈ F (D), con zi1−5 ∈ {zi0−4, zi0−3, zi0−2}. Luego, C4 =

(zi0−4, C
′, zi1−5) ∪ (zi1−5, zi1) ∪ (zi1 , C

′, zi0+4) ∪ (zi0+4, z0, zi0−4) es un ciclo dirigido

de longitud 6 (sin importar cual valor tome i1), que por hipótesis es un H-ciclo, el

cual además comparte la flecha (z0, zi0−4) con elH-ciclo C2. Aśı, del Teorema 3.0.1 se

sigue que W = (xi+1 = zi1 , C
4, zi0−4) ∪ (zi0−4, C

2, zs = xi) es una H-trayectoria que

contiene una xi+1xi-H-trayectoria, lo cual es una contradicción a nuestra suposición.

Por lo tanto, este caso tampoco puede suceder y aśı la Afirmación 4(C) es verdadera.

Analizamos ahora dos posibilidades para k.
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Caso C.1. k ≡ 1 (mód 4).

En este caso, como 0 es un ı́ndice principal, tenemos de la Afirmación 2(C) que

(zk−4, z0) ∈ F (D). Por otra parte, como k ≡ 1 (mód 4), tenemos que k − 4 ≡

1 (mód 4) con k− 4 ∈ {5, 6, . . . , k− 2}, donde por la Afirmación 3(C) tenemos que

(z0, zk−4) ∈ F (D), pero esto es una contradicción, puesD es una digráfica asimétrica.

Caso C.2. k ≡ 3 (mód 4).

Para este caso primero mostraremos algunas afirmaciones.

Afirmación 5(C.2). Para cada j en {0, 1, . . . , k} tal que j ≡ 3 (mód 4) tenemos

que (zj, z0) ∈ F (D).

En efecto, dado j en {0, 1, . . . , k} tal que j ≡ 3 (mód 4), como 3 ≡ k (mód 4),

entonces j ≡ k (mód 4) y aśı de la Afirmación 4(C) tenemos que (zj, z0) ∈ F (D).

Recordemos que la Afirmación 4(C) era válida para s ∈ {0, 1, . . . , k − 4}, por lo

que faltaŕıa cubrir los casos para cuando s ∈ {k − 3, k − 2, k − 1, k}, pero como

k ≡ 3(mód 4)(debido a la suposición del Caso C.2), dichos casos están cubiertos al

ya tener la flecha (zk, z0).

Afirmación 6(C.2). Para cualquier subconjunto {i, j} de {0, 1, . . . , k} que satis-

face que i ∈ Ip y j − i ≡ 1 (mód 4), se cumple que (zi, zj) ∈ F (D).

Sea {i, j} un subconjunto de {0, 1, . . . , k} que satisface que i ∈ Ip y j−i ≡ 1 (mód 4)

y sea r en {0, 1, . . . , n} tal que xr = zi. Renombramos a los vértices del ciclo C de

tal manera que ahora empiecen en xr. Aśı, al unir las trayectorias Ts correspondien-

tes obtenemos un camino cerrado dirigido C ′ que también es un renombramiento

de los vértices del ciclo C ′, digamos que C ′ = (z̄0, z̄1, . . . , z̄k, z̄0), donde para ca-
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da t en {0, 1, . . . , k} el renombramiento viene dado por z̄t = zi+t (de esta manera

z̄0 = zi). Ahora como j−i ≡ 1 (mód 4) y i ∈ Ip, de la Afirmación 3(C) tenemos que

(z̄0, z̄j−i) ∈ F (D), pero z̄0 = zi y z̄j−i = zi+(j−i) = zj. Por lo tanto, (zi, zj) ∈ F (D).

Recordemos que la Afirmación 3(C) era válida para s ∈ {0, 1, . . . , k − 1}, aśı que el

unico caso que faltaŕıa cubrir es para cuando s = j− i = k, pero este caso no cumple

las hipótesis de la Afirmación 6(C.2), pues k ≡ 3(mód 4)(esto último debido a la

suposición del Caso C.2).

Afirmación 7(C.2). Para cualquier subconjunto {i, j} de {0, 1, . . . , k} que satis-

face que i ∈ Ip y j − i ≡ 3 (mód 4), se cumple que (zj, zi) ∈ F (D).

Efectivamente, sea {i, j} un subconjunto de {0, 1, . . . , k} que satisface que i ∈ Ip

y j − i ≡ 3 (mód 4). Usando la misma construcción de C̄ ′ que hicimos en la

Afirmación 6(C.2) obtenemos de la Afirmación 5(C.2) que (z̄j−i, z̄0) ∈ F (D), pero

z̄j−i = z(j−i)+i = zj y z̄0 = zi. Por lo tanto, (zj, zi) ∈ F (D).

Afirmación 8(C.2). Para cada j en {0, 1, . . . , k} tenemos que (zj, zj−3) ∈ F (D).

Procediendo por contradicción, supongamos que existe un j en {0, 1, . . . , k} tal que

(zj, zj−3) /∈ F (D). Notemos que j − (j − 3) ≡ 1 mód 2, por lo que del Lema 1.0.7,

{(zj, zj−3), (zj−3, zj)} ∩ F (D) ̸= ∅ y aśı obtenemos que (zj−3, zj) ∈ F (D). Por una

parte, como j− (j−3) ≡ 3 (mód 4), de la Afirmación 7(C.2) podemos concluir que

j−3 /∈ Ip, pues en caso contrario tendŕıamos que {(zj−3, zj), (zj, zj−3)} ⊆ F (D), con-

tradiciendo la asimetŕıa del torneo. Por otra parte, como (j−3)−j ≡ 1 (mód 4), de

la Afirmación 6(C.2) podemos concluir que j /∈ Ip, pues en caso contrario tendŕıamos

que {(zj−3, zj), (zj, zj−3)} ⊆ F (D), contradiciendo la asimetŕıa del torneo. Aśı, de

la Observación ⋆ obtenemos que {j − 2, j − 1} ∩ Ip ̸= ∅, de donde surgen los dos

siguientes casos.
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Caso 8(C.2).1. j − 2 ∈ Ip.

Sea i en {0, 1, . . . , n} tal que xi = zj−2. Como (j − 5) − (j − 2) ≡ 1 (mód 4)

con j − 2 ∈ Ip, de la Afirmación 6(C.2) obtenemos que (zj−2, zj−5) ∈ F (D). Aśı,

C2 = (xi = zj−2, zj−5, zj−4, zj−3, zj−2 = xi) es un ciclo dirigido de longitud 4, que por

hipótesis es un H-ciclo. Sabemos además que xi−1 ∈ {zj−3, zj−4, zj−6} dependiendo

de si ℓ(Ti−1) es 1, 2 o 4, pero como j − 3 /∈ Ip, tenemos que xi−1 ∈ {zj−4, zj−6}. Si

xi−1 = zj−4, entonces claramente existe una xixi−1-H-trayectoria contenida en C2,

contradiciendo nuestra suposición. Supongamos que xi−1 = zj−6 y observemos que

como (j−3)−(j−6) ≡ 3 (mód 4) con j−6 ∈ Ip, de la Afirmación 7(C.2) obtenemos

que (zj−3, zj−6 = xi−1) ∈ F (D). Aśı, C3 = (xi−1 = zj−6, zj−5, zj−4, zj−3, zj−6 = xi−1)

es un ciclo dirigido de longitud 4, que por hipótesis es un H-ciclo y además comparte

la flecha (zj−4, zj−3) con elH-ciclo C2. Por lo tanto, del Teorema 3.0.1 obtenemos que

(xi = zj−2, C
2, zj−3)∪ (zj−3, zj−6 = xi−1) es una xixi−1-H-trayectoria, lo cual es una

contradicción a nuestra suposición, de donde podemos concluir que el Caso 8(C.2).1

no puede suceder.

Caso 8(C.2).2. j − 1 ∈ Ip.

Sea i en {0, 1, . . . , n} tal que xi = zj−1. Como (j + 2) − (j − 1) ≡ 3 (mód 4)

con j − 1 ∈ Ip, de la Afirmación 7(C.2) obtenemos que (zj+2, zj−1) ∈ F (D). Aśı,

C2 = (xi = zj−1, zj, zj+1, zj+2, zj−1 = xi) es un ciclo dirigido de longitud 4, que por

hipótesis es un H-ciclo. Sabemos además que xi+1 ∈ {zj, zj+1, zj+3} dependiendo

de si ℓ(Ti) es 1, 2 o 4, pero como j /∈ Ip, tenemos que xi+1 ∈ {zj+1, zj+3}. Si

xi+1 = zj+1, entonces claramente existe una xi+1xi-H-trayectoria contenida en C2,

contradiciendo nuestra suposición. Supongamos que xi+1 = zj+3 y observemos que

como j − (j + 3) ≡ 1 (mód 4) con j + 3 ∈ Ip, de la Afirmación 6(C.2) obtenemos
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que (xi+1 = zj+3, zj) ∈ F (D). Aśı, C3 = (xi+1 = zj+3, zj, zj+1, zj+2, zj+3 = xi+1) es

un ciclo dirigido de longitud 4, que por hipótesis es un H-ciclo y además comparte

la flecha (zj, zj+1) con el H-ciclo C2. Por lo tanto, del Teorema 3.0.1 obtenemos

que (xi+1 = zj+3, zj)∪ (zj, C
2, zj−1 = xi) es una xi+1xi-H-trayectoria, lo cual es una

contradicción a nuestra suposición, de donde podemos concluir que el Caso 8(C.2).2

no puede suceder.

En cualquier caso llegamos a una contradicción, por lo que la Afirmación 8(C.2)

es verdadera.

Finalmente, de la Afirmación 8(C.2), tenemos en particular que {(z0, zk−2),

(zk, zk−3)} ⊆ F (D). Aśı, C1 = (x0 = z0, zk−2, zk−1, zk, z0) y C2 = (zk, zk−3, zk−2,

zk−1, zk) son dos ciclos dirigidos de longitud 4, los cuales por hipótesis son H-ciclos.

Notemos que C1 y C2 comparten la flecha (zk−1, zk), por lo que del Teorema 3.0.1

se sigue que W = (x0 = z0, C
1, zk) ∪ (zk, zk−3) es una H-trayectoria. Además, sabe-

mos que xn ∈ {zk, zk−1, zk−3} dependiendo de si ℓ(Tn) es 1, 2 o 4, pero en cualquier

caso xn es un vértice en la H-trayectoria W , una contradicción. Por lo tanto, este

Caso C.2 tampoco puede ocurrir y aśı, el Teorema 3.0.4 se satisface.

■

Observación 3.0.6. La hipótesis de que todo ciclo dirigido de longitud 4 debe ser

un H-ciclo en el Teorema 3.0.4 es justa.

Demostración. En efecto, consideremos a la digráfica H definida por el conjunto de

vértices V (H) = {1, 2, 3, 4, 5} y el conjunto de flechas F (H) = {(1, 2), (3, 4), (4, 3)}.

También consideremos al torneo bipartito H-coloreado T definido por el conjunto de

vértices V (T ) = {u, v, w, x, y, z} y el conjunto de flechas F (T ) = {(u, x), (u, z), (x,w),

(z, v), (x, v), (z, w), (w, y), (v, y), (y, u)}, donde las flechas (u, x) y (u, z) tienen asig-

nado el color 1; las flechas (x,w) y (z, v) tienen asignado el color 2; las flechas (x, v)
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Figura 3.9: Todo ciclo dirigido de longitud 6 en T es un H-ciclo y no todo ciclo
dirigido de longitud 4 es un H-ciclo.

y (z, w) tienen asignado el color 3; las flechas (w, y) y (v, y) tienen asignado el color

4 y la flecha (y, u) tiene asignado el color 5 (Figura 3.9).

Notemos que la digráfica T no tiene ciclos dirigidos de longitud 6, por lo que

se cumple por vacuidad que todos los ciclos dirigidos de longitud 6 son H-ciclos y

además se cumple que no todos los ciclos dirigidos de longitud 4 son H-ciclos, como

por ejemplo el ciclo (u, x, v, y, u).

Finalmente en la Figura 3.10 se encuentra la H-cerradura de T , en la cual es

sencillo corroborar que no existe un núcleo, por lo que del Teorema 3.0.2 se sigue

que T no tiene H-núcleo.

■

Corolario 3.0.4.1. Sea D un torneo bipartito m-coloreado. Si todo ciclo dirigido

de longitud a lo más 6 es monocromático, entonces C (D) es una digráfica núcleo-

perfecta.

Demostración. Sea D un torneo bipartito m-coloreada bajo la función c : F (D) →

{1, 2, . . . ,m}, tal que todo ciclo dirigido de longitud a lo más 6 es monocromático.

Definimos a la digráfica H como la digráfica con conjunto de vértices V (H) =
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Figura 3.10: H-cerradura de T sin núcleo.

{1, 2, . . . ,m} y conjunto de flechas F (H) = {(j, j) : j ∈ V (H)}. Observemos que de

esta manera D es una digráfica H coloreada bajo la misma función c, que además

cumple que todo ciclo dirigido de longitud a lo más 6 es un H-ciclo. Aśı, por el

Teorema 3.0.4, tenememos que CH(D) es núcleo perfecta, pero CH(D) ∼= C (D). ■
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Conclusiones

Comenzamos nuestro estudio sobre la existencia de núcleos por trayectorias di-

rigidas monocromáticas en torneos bipartitos m-coloreados, trabajo de Hortensia

Galeana Sánchez y Roćıo Rojas Monroy. En un primer art́ıculo [8], Hortensia Ga-

leana Sánchez y Roćıo Rojas Monroy demostraron que con la hipótesis de que todo

ciclo dirigido de longitud 4 de un torneo bipartito m-coloreado fuera monocromáti-

co, aseguraban la existencia de un núcleo por trayectorias dirigidas monocromáticas.

Posteriormente en [7] debilitaron dicha hipótesis permitiendo que a lo más una flecha

fuera de un color distinto en cada ciclo dirigido de longitud 4, pero a la vez agregaron

la hipótesis de que todo ciclo dirigido de longitud 6 ahora fuera monocromático. Hi-

cimos un análisis de las condiciones que se exponen en [7] para asegurar la existencia

de al menos un núcleo por trayectorias dirigidas monocromáticas en tales digráficas

para posteriormente dar una generalización de estas condiciones en torneos biparti-

tos H-coloreados, lo cual no fue posible debido a que el Lema 1.0.11 no se cumple

para torneos bipartitos H-coloreados y la Figura 4.12 es prueba de ello, pues todo

ciclo dirigido de longitud 4 tiene a lo más una H-obstrucción (bajo la digráfica H de

la Figura 4.11), todos los ciclos dirigidos de longitud 6 son H-ciclos y no se satisface

la conclusión.

Lema (1.0.11). Sea D=(V1, V2) un torneo bipartito m-coloreado tal que cada ciclo

dirigido de longitud 4 es casi monocromático y cada ciclo de longitud 6 es mono-

cromático. Si para algunos u y v vértices de D existe una uv-trayectoria dirigida
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monocromática y no existe vu-trayectoria dirigida monocromática, entonces alguna

de las siguientes condiciones se cumple.

(i) (u,v) ∈ F(D).

(ii) Existe una uv-trayectoria dirigida de longitud 2.

(iii) Existe una uv-trayectoria dirigida monocromática de longitud 4.

Figura 4.11: Digráfica H.

Debido a esto tuvimos que agregar la hipótesis de que los ciclos dirigidos de

longitud 4 deb́ıan ser H-ciclos, lo cual nos condujo a analizar los resultado expuestos

en [8] que tienen como única hipótesis que los ciclos dirigidos de longitud 4 sean

monocromáticos, sin embargo uno de los resultamos que se necesitan para asegurar

la existencia de núcleos por trayectorias dirigidas monocromáticas, el Lema 4.0.5,

no se cumple para torneos bipartitos H-coloreados.

Lema 4.0.5. Sea D=(V1, V2) un torneo bipartito m-coloreado tal que cada ciclo di-

rigido de longitud 4 es monocromático. Si para algunos u y v vértices de D existe

una uv-trayectoria dirigida monocromática y no existe vu-trayectoria dirigida mono-

cromática, entonces alguna de las siguientes condiciones se cumple.

(i) (u,v) ∈ F(D).

(ii) Existe una uv-trayectoria dirigida de longitud 2.
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Figura 4.12: Existe una uv-H-trayectoria, no existe una vu-H-trayectoria y sin
embargo (u, v) no es una flecha de D, no existe una uv-trayectoria dirigida de lon-
gitud 2 y tampoco existe una uv-H-trayectoria de longitud 4.

En la Figura 4.13 tenemos que la digráfica mostrada cumple con que todos sus

ciclos dirigidos de longitud 4 son H-ciclos y sin embargo no se satisface la conclusión

del Lema 4.0.5.

Esto nos condujo a obtener un resultado original en esta tesis, el Teorema 3.0.4,

el cual afirma lo siguiente:

Teorema (3.0.4). Sean H una digráfica posiblemente con lazos y D un torneo

bipartito H-coloreado tal que todo ciclo dirigido de longitud a lo más 6 contenido en

D es un H-ciclo. Entonces CH(D) es una digráfica núcleo perfecta.

Por último, con base en este trabajo, nos podemos formular las siguientes pregun-

tas: Con base a los resultados expuestos en [8], ¿qué condiciones le podemos pedir a

la digráfica H-coloreada para garantizar la existencia de un H-núcleo además de que
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Figura 4.13: Existe una uv-H-trayectoria, no existe una vu-H-trayectoria y sin
embargo (u, v) no es una flecha de G y tampoco existe una uv-trayectoria dirigida
de longitud 2

todos sus ciclos dirigidos de longitud 4 sean H-ciclos? Dado que en la digráfica de la

Figura 4.13 no se satisface el Lema 4.0.5, pero aún aśı ésta cuenta con un H-núcleo,

¿existirá alguna otra manera de garantizar la existencia de un H-núcleo sin pasar

por dicho lema o pedir tales hipótesis?
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