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Introduccion

La familia de cograficas se define como la clase mas pequena de graficas simples
que satisface las siguientes propiedades: contiene a todas las graficas triviales, es
cerrada bajo la uniéon ajena, y es cerrada bajo la uniéon completa. En este trabajo
vamos a estudiar la clase de cograficas en dos aspectos principalmente. El primero
de estos aspectos es la caracterizacion de la propiedad de ser cogréfica, mientras el
segundo es el reconocimiento algoritmico de una cografica en tiempo lineal.

Este trabajo estd dividido en cuatro capitulos, sin contar la introducciéon ni las
conclusiones. Los dos primeros capitulos, el de preliminares y arboles, conciernen a
conceptos de teoria de graficas y complejidad temporal de algoritmos que vamos a
necesitar para el desarrollo de los otros dos capitulos subsecuentes, estos dos primeros
capitulos se pueden omitir si ya se posee cierto dominio de la teoria; quizas la seccion
menos trillada de estos capitulos es la que estudia los arboles enraizados y algunas
de sus propiedades.

En los otros dos capitulos se encuentran los resultados principales del presente
escrito. Por su parte, el capitulo de cogréficas se encarga de introducir formalmente
la clase de cograficas junto con algunas de sus propiedades, para después demostrar
un teorema que caracteriza a las cogréaficas, ligando la propiedad de ser cografica
a otros multiples conceptos. Estas caracterizaciones se mencionan en |3, 5, 6]. Sin
embargo, las demostraciones del teorema de caracterizaciéon que presentamos aqui,
fueron desarrolladas por el autor de este trabajo, aunque, como era de esperarse,
seguramente no resultaron ser originales en su mayoria. También en este capitulo
dedicamos una seccién a la nocién de moddulos, una nocién importante, no ya para
este trabajo, sino para el estudio de las cogréaficas en general.

El capitulo de BF'S-Lexicografico y algoritmo de reconocimiento es el mas extenso,
pues ahi se discute ampliamente todo el bagaje necesario para construir el algoritmo
de reconocimiento. Este algoritmo de reconocimiento esté descrito en [2], pero, en
el presente trabajo se proporcionan a detalle todas las demostraciones, subrutinas y
anélisis de tiempo que fundamentan rigurosamente el algoritmo. Entre otras cosas,
se estudia el algoritmo BFS-Lexicografico y las propiedades principales de los orde-
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namientos LexBFS, se verifica la linealidad de LexBFS, y se generan varias rutinas
que luego el algoritmo de reconocimiento principal utiliza como componentes.

Por ltimo, hay un apéndice dedicado a explorar dos ejecuciones con el algoritmo
final. Una de esas ejecuciones documenta lo que ocurre cuando la entrada es una
cografica, en ese caso se analiza el proceso de LexBFS y de LexBFS™, ademas de
construir su coarbol. La otra ejecucion es con una grafica que no es cogréfica, en
ese caso también se analiza el proceso de LexBFS y de LexBFS™, pero ahi se ve el
proceso para hallar un P, inducido en la grafica.



Capitulo 1

Preliminares

1.1. Graficas

Una grafica es una terna ordenada G = (V, E|¢)). En donde, V' y E son conjuntos
arbitrarios con la condiciéon de que V £, VNE =02y

Vv E— {{z,y} :z,y e V}.

Dada una grafica G = (V, E, 1), nos referimos a V' como el conjunto de vértices de
G, a E como el conjunto de aristas de G y a ¢ como la funcién de adyacencia de G.
Los elementos de V' son llamados vértices y los elementos de £ son llamados aristas.
Cuando hablemos de una grafica GG, se entendera que Vg, E¢ v ¥g referencian a los
conjuntos de vértices, aristas y a la funciéon de adyacencia de G, respectivamente.
En una grafica G, se conoce como orden de G al numero |Vg| y se conoce como
tamano de G al nimero |Eg|.

Podemos representar a una grafica con un diagrama como sigue: si tenemos la
grafica GG, dibujamos un punto en el plano con etiqueta u, por cada elemento u € V.
Una vez representados todos los vértices de (G, unimos con una linea de etiqueta
e, a los puntos que son simil de u y v, si y solo si, e es una arista que satisface
¥(e) = {u, v}. Gracias a lo anteior, muchas veces nos permitiremos definir una grafica
dando simplemente su diagrama, en lugar de escribir sus componentes explicitamente.
Para entender mejor estos diagramas, veamos unos cuantos ejemplos.

Consideremos la grafica que tiene un tinico vértice y no tiene aristas. Esta gréafica
es conocida como lagrafica trivial y la podemos definir como

G = {{n}, 9 9).

El diagrama de esta grafica se puede ver en la Figura 1.1.
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Figura 1.1: El diagrama de una grafica trivial.

Sea G = (V, E|¢) la grafica que tiene las siguientes componentes:
V = {v1,v9, v3, 04, V5, V6 }
E ={a,b,c,d,e, f,g,h,i,7,k, 1}, y con funcion de adyacencia:
as {va}, b N {v4}, ¢ N {v1,v4},d N {v1,v4},€ N {vs,v6}, f N {vs, v},

. . P
g i> {U57/U6}7h’ i> {017/06}72 i> {U37U6}7j i> {U27U5}7k — {’U4,U5},l i> {U27U3}'

El diagrama de esta grafica lo podemos ver en la Figura 1.2.

N A
X

Figura 1.2: Diagrama de la grafica G.

Demos un tltimo ejemplo. Sea Gy = (V, E, ) la grafica que tiene las siguientes
componentes:
V= {Uh V2, U3, V4, Us, Vg, U, U8}7

E ={a,b,c,d,e, f,g,h,i,7,k}, y con funcién de adyacencia:
P ¥ ¥ 1 P p
a — {v1,v7},b = {v,v6}, ¢ = {v1, 04}, d = {v1,v9}, e — {vo,v5}, f — {vs, 07},

g i) {U37v4}7 h i> {/U4,/U6},Z. i> {U4,U7},j i> {U5,U6}, k i> {1)371)8}‘

El diagrama de esta grafica lo podemos ver en la Figura 1.3.
Consideremos una grafica G. Supongamos que tenemos dos vértices u,v de Gy
una arista e que satisface g (e) = {u, v}. Podemos decir entonces que los vértices u
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Figura 1.3: Diagrama de la grafica Gbs.

y v son vértices adyacentes, los vértices u y v son extremos de la arista e, y que
la arista e incide en los vértices u y v. Si resulta que u = v, entonces llamaremos a
e un lazo en u. Por ejemplo, en la Figura 1.2 la arista a es un lazo en el vértice v,.
Ademas, si a es una arista distinta de e que también incide en u y en v, decimos que
e y a son aristas paralelas ; podemos ver que en la Figura 1.2 las aristas e y g son
paralelas.

El concepto de grado es la forma de contar el niimero de extremos de aristas que
inciden sobre un vértice. Sean GG una grafica y v un vértice de GG. El grado de v en
G, es el namero

da(v) = [{e € Eq: v € Yale), dale) # {v}} +2|{e € Eq: dale) = {v}}].

Esto es, dg(v) es el nimero de aristas incidentes en v, pero contando dos veces
los lazos. Si el contexto dispersa la ambigiiedad, escribiremos el grado de v en G
simplemente como d(v). Utilizando el grado de los vértices, podemos definir para
G los parametros ¢ = min{d(u): u € Vg} vy Ag = méax{d(u): v € Vg}, estos
parametros se llaman grado minimo y grado maximo respectivamente. Por otro
lado, el concepto de vecinos nos permite referenciar a los vértices adyacentes a un
vértice dado. La vecindad de v en G, es el conjunto

Ng(v) = {u € Vg: Je € Eg[vg(e) = {u,v}]}.

Del mismo modo que en el grado, escribiremos simplemente N (v) si es clara la grafica
sobre la cual se toma la vecindad. Adicionalmente tenemos la notacion N[v| para el
conjunto N(v) U {v}, este conjunto N[v] es la vecindad cerrada de v. A modo de
ejemplo, podemos ver en la Figura 1.2 que

dGl (U4) = 57 y
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NG1 (U?’) = {027 U6}>

mientras que de acuerdo con la Figura 1.3 se cumple
dGQ <U4) = 47 y

NGz(U?)) - {U47 U7, Ug}.

Tenemos un primer resultado sobre las gréficas que relaciona la suma de los grados
con el tamaio.

Proposicion 1.1.1. Sea G una grifica. St m es el tamano de G, se satisface que

> vev, d(v) = 2m.
Demostracion. Para cada (v,e) € Vi x Eg, definamos

0 si e noincide en v
Ve =14 1 si eincide en v, pero no es lazo
2 si eincide en v, y es lazo

Observemos que si e € Eg, se cample que |, .y, v, = 2. Para ver lo anterior, basta
notar que si e es un lazo en un vértice u, se cumple v, = 2 y si v # u, entonces
Uye = 0. Pero, si e tiene extremos distintos u y w, entonces v, = 1 = 1, y para
cualquier v ¢ {w, u}, se va a tener v, = 0. Entonces, se satisface que

Zd(v): Z(Z Ve) = Z(Z Vpe) = 22:2771.

veVa veVg e€eEg ecEqg veVg ecEq

1.2. Subgraficas

Sean G y H graficas. Diremos que H es una subgrafica de G, escrito H C G, si
ysolosi Vg C Vg, Eg C Egy Y C Yg. Aqui ¥y C g es otra forma de escribir
Yy = Y¢|g,. Adicionalmente, H serd una subgrafica generadora de G,si H C G
y Vg = V. Consideremos las graficas Hy y Ho, representadas en las Figuras 1.4y 1.5,
respectivamente. Tomemos en cuenta a G; y G2 como se muestran en las Figuras 1.2
y 1.3. Podemos observar que H; es una subgrafica de G1, mas atin, es una subgrafica
generadora de G, pero no es siquiera subgrifica de G5. Por otro lado, Hs es una
subgrafica de G5, aunque no generadora, pero no es subgrafica de G;.
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Hy: @ )
/N
\@

Figura 1.5: Grafica Hy como subgréfica de Gbs.

Para definir a las subgréaficas inducidas, fijemos una G grafica, X C Vs no
vacio, y F' C Eg no vacio. Definimos la subgrafica inducida por vértices en GG
por el conjunto de vértices X, como la grafica

GIX] = (X, A, ¥gla)
en donde
A= {6 € FEq: ¢G(€) - X}

También definimos la subgrafica inducida por aristas en G por el conjunto de
aristas F', como la gréfica
G[F} = <Y7F7¢G|F>

en donde
Y ={ue Vg: Je € Flu € vg(e)]}.
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Para ilustrar las definiciones anteriores, utilizaremos de nueva cuenta a las graficas
en las Figuras 1.2 y 1.3. Sean X = {vq, v3,v5,v6} C Vg, Xo = {v1,v7, 04,05} C Vi,
Fy={b,f,h,i} CEqg, v F» ={a,b,d,g,7} C Eg,. En la Figura 1.6 se muestran las
graficas G1[X1], G2[X3], mientras que en la Figura 1.7 estén los diagramas de G1[F}]
y Ga[F].

Gl[Xl]Z

Figura 1.6: Graficas inducidas por los conjuntos X; y Xo.

1.3. Isomorfismo

La nocién de isomorfismo plasma la idea de igualdad estructural entre graficas.
Notemos que las graficas G = ({v1},9,2) v H = ({{v1}}, 9, ) son ambas repre-
sentantes de graficas triviales, sin embargo G es distinta de H vistas como conjuntos.
La nocién de isomorfismo homologa las graficas que en principio pueden ser distintas,
pero tienen la misma estructura.
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Gl[Fl]I

@

—t

Figura 1.7: Graficas inducidas por los conjuntos F; y Fb.

Si G y H son graficas, un isomorfismo entre G y H es un par de funciones
(¢, ), donde ¢: Vg — Vi v p: Eq — Epy, que satisfacen lo siguiente:

i) Tanto ¢ como ¢ son biyectivas.

i1) Para cualquier e € Eg con ¢ (e) = {u, v}, se satisface ¥y (p(e)) = {p(u), p(v)}.

Diremos que dos graficas G y H son graficas isomorfas cuando exista un isomor-
fismo entre Gy H, este hecho lo escribimos como G = H. En la Figura 1.8 podemos
ver dos graficas que son isomorfas.

Consideremos G'y H dos graficas. Podemos abusar del lenguaje y decir que, H
es subgréfica de GG en caso de que exista una subgrafica H' C G que sea isomorfa a
H. Observemos que en este caso estariamos diciendo que H es subgréfica de G por
el simple hecho de que hay una subgrafica de G que es estructuralmente la misma
que H, esto a pesar de que no se cumpla cabalmente la definiciéon para que H C G.
También tenemos el concepto de unicidad salvo isomorfismo, este concepto es ttil
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Figura 1.8: Dos graficas isomorfas.

para describir graficas mediante propiedades y tener la certeza de que cualesquiera
graficas que satisfagan esa propiedad deben ser isomorfas entre si. Formalicemos lo
anterior, para esto, tomemos una propiedad P acerca de gréaficas que describe a una
grafica G, es decir que G cumple P. Decimos que la grifica G es tinica salvo iso-
morfismo con la propiedad P, si para cualquier grafica H que satisfaga P, se cumple
G = H. Por ejemplo, en el primer parrafo de esta seccion discutimos que las graficas
G={{n},o,9)y H=({{vn}},a,9) deben ser ambas representantes de la grafica
trivial, o sea que son estructuralmente la misma grafica y por lo tanto son isomorfas.
Entonces, usando la propiedad de “ser una grafica trivial” que es la propiedad de
“tener un tnico vértice”, podemos decir que G es tnica salvo isomorfismo, lo mismo
para H.

1.4. Recorridos

Sea GG una grafica. Un camino en GG es una sucesion no vacia, alternada de vértices
y aristas, que comienza y termina en vértices. O sea, un camino es una sucesion

(01761,?12762 cen >€k7170k)7

donde para cada i € {1,...,k — 1} se cumple que v;,v;41 € Vg, e; € Eg, v ademas
se satisface que ¥g(e;) = {v;, viy1}. Consideremos a W = (vy,eq,v9,€5. .., €5 1, V)
un camino en GG. Cuando el primer vértice de un camino W es u, y el dltimo vértice
de W es v, decimos que W es un wv-camino. Un atributo importante del camino
W es su longitud, denotada como ¢(1V), esta longitud es el nimero de aristas de
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la sucesion, o sea k — 1. Llamamos a W camino cerrado si es un camino donde
el primer y tdltimo vértice de W son el mismo, es decir, si v; = v. Si un camino
no es cerrado, diremos que es un camino abierto. Llamamos a W trayectoria si
la sucesion W es un camino que no repite vértices. Llamaremos a W paseo si la
sucesion W es un camino que no repite aristas. Por otro lado, podemos decir que W
es un ciclo, si la sucesion W es un paseo de longitud al menos 1, donde los tinicos
vértices de la sucesion que son iguales son vy y v,. También decimos que W es un
circuito, si W es un camino cerrado que ademas es un paseo.

Consideremos la grafica GG; en la Figura 1.2. Podemos ver en la Figura 1.9
que Wy = (vs,e,vs,],02,7,0s, f,06,1,V3) €8 un vgvz-camino, mientras que W, =
(ve, €, Vs, J, V2, J, Us, f,v6) es un camino cerrado, W5 = (v, €, vs,J,v9,1,v3) es una
vevo-trayectoria, Wy = (v, e, vs, j,v2,l,v3,1,06) es un ciclo, por su parte W5 =
(ve, €,vs, [, V6, g, Vs, ], Vo, @, V2) €S UN Vgls paseo, y para terminar tenemos que Wy =
(v1, ¢, v4,b,v4,d,v4) es un circuito. El orden y la direccion de las aristas en la sucesion
estan marcadas con flechas.

Consideremos los siguientes caminos en una grafica G: W = (xy, ey, ..., €51, 21),
Wy = (y1,a1,...,q1-1,y1) y Wa = (21, f1,-.+,@m—1, 2m). Cuando W termina en
el mismo vértice en el que comienza Ws, es decir, cuando y; = 21, podemos de-
finir al camino en G que es la concatenaciéon de W; con W5 como el camino
WiWsy = (y1,a1,- ..,y = 21, f1, - fn—1, Zm)- Observemos que la longitud de W;W,
es ((W7) + £(W3). También es posible considerar segmentos de un camino. Tomemos
i,j € {1,...,k} tales que i < j, las subsucesiones de W dadas por (z;, €;,...e;_1,%;),
(z1,€1,...€j-1,%;) ¥ (Ti, €41 ..., €x-1, ;) las denotamos por x;Wx;, Wx; y ;W
respectivamente. Resulta que x;Wax;, ;W y Wax; son también caminos en G que
llamamos segmentos de . Dado un vértice u que aparece en W, o sea que para
algiin ¢ se tiene que u = x;, podemos escribir ul¥ en lugar de x;W siempre que no
sea ambiguo, esto es, satisfaciéndose que no haya otro indice j # 7 tal que u = z;.
Por tltimo, definamos a la reversa de W, denotado por W™, esto no es otra cosa
que la sucesion que define a W en reversa, o sea W~ = (z,ex_1,...,e1,71); resulta
que por definicion W1 es un vu-camino. Mencionemos también que con frecuencia
escribimos Vi y Eyw para referirnos a los vértices y a las aristas del camino, o sea
a los conjuntos {xy,...,zx} y {€1,...,ex_1} respectivamente. Veamos ahora un re-
sultado que establece una suerte de equivalencia entre la existencia de trayectorias y
caminos.

Proposicion 1.4.1. Sean G una grdfica y u,v € Vg distintos. Si W = (u =
T1,€1,...,6k, 0 = Tpy1) €S un uv-camino en G, existe una uv-trayectoria conteni-
da en W. Fsto es, una trayectoria T’ tal que todos los vértices y aristas que aparecen
en T, también aparecen en W y en el mismo orden.
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Figura 1.9: Recorridos en la grafica Gy.
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Demostracion. Procedamos por induccion fuerte sobre la longitud de W, o sea k.
Como u # v, lalongitud de W debe ser al menos 1, asi que tomaremos como caso base
k = 1. En caso de que k = 1 tenemos por definicién que los tnicos dos vértices de la
sucesion que define a W son u y v, entonces W mismo es una trayectoria. Supongamos
que todo uv-camino de longitud menor que k£ > 1 fijo contiene una uv-trayectoria.
Consideremos a W como un uv-camino arbitrario de longitud k como se presenta en
el enunciado de la proposiciéon. El tinico caso que hay que desarrollar es en el que W
no es una trayectoria, en esta situacion, deben existir i, 7 € {1,..., k} distintos, tales
que i < j, pero z; = x;. Tomando W' = (u = x1,ey,...,2; = Zj,€j,...,Tpp1 = V), S€
verifica que (W) = (i— 1)+ ((k+1) —j) = k—(j —1i) < k, asi que podemos aplicar
la hipotesis inductiva a W' para garantizar la existencia de una wv-trayectoria T
contenida en W’. Como W’ es un camino contenido en W, la trayectoria T también
esta contenida en . [

Observemos que el resultado anterior nos garantiza que, en una grafica cualquie-
ra, existe un camino entre un par de vértices u # v, si y solamente si, existe una
trayectoria entre ese mismo par de vértices.

1.5. Conexidad y distancia

Consideremos una grafica G y dos de sus vértices, u y v. Decimos que u esta
conectado con v, si existe un uv-camino en G. Podemos también definir lo anterior
como una relacion R C V2 donde R = {(u,v): u esta conectado con v}, esta rela-
cion recibe el nombre de relacién de conectividad. En el siguiente resultado vemos
que R es, de hecho, una relacién de equivalencia.

Proposicion 1.5.1. Para cualquier grifica G, la relacion en Vg X vg definida como
R = {(u,v): u esta conectado con v}, es una relacion de equivalencia en V.

Demostracién. Para todo u € Vg, el camino (u) atestigua que u estd conectado
con u, esto muestra que R es reflexiva. Supongamos que u,v € Vg son tales que
u esta conectado con v, entonces existe un uv-camino W en G. Como W~! es un
vu-camino en G, concluimos que v estad conectado con u, de esto se sigue que R es
simétrica. Sean u,v,z € Vi tales que (u,v), (v,2) € R. Deben existir Wi y Wy un
uv-camino en Gy un vz-camino en G respectivamente. Como W1 W5 es un uz-camino
en GG tenemos que v esta conectado con z y por lo tanto (v,2) € R, o sea que R es
transitiva. [ |
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Consideremos una grafica GG para definir los conceptos de conexidad. En virtud
del resultado anterior, dados u,v € Vi, es equivalente que u esté conectado con v a
que v esté conectado con u, por lo que, de satisfacerse lo anterior diremos simplemente
que u y v estan conectados en (G. Decimos que la grafica tiene la propiedad de
ser conexa, solo cuando todo par de vértices en Vi estan conectados entre si. En
caso de que G no sea conexa decimos que es inconexa, en este caso tendremos
subgraficas de G que son conexas, como las inducidas por los unitarios de los vértices,
y también tendremos subgraficas de GG inconexas, como G misma. Podemos ver en
la Figura 1.7 que las graficas G y G son conexas, pero las graficas G1[F1| y Go[F3]
son inconexas. Si H es una subgrafica de G’ que es conexa y maxima por contencion
con esta propiedad, decimos que H es una componente conexa de (G. Podemos
caracterizar a las componentes conexas de una grafica con la relaciéon de conectividad
como dice el siguiente resultado.

Proposicién 1.5.2. Sean G una grifica, y ~ = {(u,v): u esta conectado con v} C
V2. Las componentes conexas de G son las grdficas inducidas por los elementos del
congunto cociente Vi /~, es decir, las subgrificas G[[z]~] con x € V.

Demostracion. Sea x € Vi arbitrario. Mostremos que GJ[x].] es una componente
conexa de G. Para empezar recordemos que Vgy).] = [2]~ ¥ probemos que G|[z].]
es conexa. Para cualesquiera y, z € [x]. se tiene x ~ z y x ~ y, esto implica por la
simetria y transitividad de ~ que y ~ z. Sea H C G conexa tal que G[[z].] C H
y notemos que x € [z]. C V. Asi que, para cualquier y € Vp se tiene que z esta
conectado con y por la conexidad de H, lo anterior implica que y € [z]|.. Como en
lo anterior y fue arbitrario, podemos concluir que Vi C [z]|. y por la definicion de
subgrafica inducida se sigue que H C GJ[[z].]. Esto prueba que la grafica inducida
por la clase de equivalencia de x es, en efecto una componente conexa de G. Para
terminar probemos que las graficas inducidas por las clases de equivalencia son las
Ginicas componentes conexas. Tomemos una componente conexa de G, digamos H.
Para cualquier z € Vy se cumple por la conexidad de H que Vi C [z]. y por lo
tanto H C G|[x].], pero H es componente conexa, por lo que H = G[[z].]. |

Sean GG una grafica y u,v € V5. Si u'y v estan conectados, existe un uv-camino en
GG, pero sabemos por la Proposicién 1.4.1 que entonces debe haber también alguna
uv-trayectoria en (G. Lo anterior nos permite definir la distancia de u hacia v en
G, como el nimero min{/(7T"): T es una uv-trayectoria en G'}; esta distancia de u
hacia v la denotamos por dg(u,v). Si wy v no estan conectados, podemos pensar en
la distancia de v a v como “infinita”, asi que justamente definimos d(u,v) como el
simbolo oco. Lo anterior requiere aclarar la interaccion de los ntimeros con el nuevo
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simbolo con el que aumentamos el codominio de la funcién distancia. Simplemente
tendremos que para cualquier n € N\ {0} se satisface n < oo, n + 00 = oo y
n - 0o = 0o; mientras que para 0 tendremos que 0 < 0o, 0 + o0 = o0 y 0-00 = 0.
Siempre que sea clara la grafica en la cual se esta trabajando la distancia, omitiremos
el subindice de la gréfica.

Asi definida la distancia, satisface las propiedades de una métrica, veamos esto
rapidamente. La trayectoria trivial en el vértice u, o sea (u), muestra que d(u, u) = 0,
ademéas no existe una trayectoria de longitud 0 entre un par de vértices distintos.
Dado un camino W, se cumple que (W) = (W), asi que para un par de vértices
uy v, se va a cumplir que d(u,v) = d(v,u). Por tltimo, tomemos u,v, w € Vg, y en
caso de que existan, también 7T} y T, trayectorias minimas en longitud de u hacia v y
de v hacia w respectivamente. Si elegimos T una uw-trayectoria contenida en 71775,
se cumple que d(u,w) < U(T) < U(T1Ty) = ((T) + ((T) = d(u,v) + d(v,w). En el
caso d(u,v) = 0o 0 d(v,w) = 00, es claro que se cumple la desigualdad.

Por lo anterior, para cada vértice u, podemos definir eg(u) = max{dg(u,v): v €
Vi }, este nimero se llama excentricidad de u en G. Ahora, tenemos también unos
parametros en GG que marcan, de cierta forma, la distancia minima y la distancia ma-
xima, estos son el radio y el diametro de G, definidos como radg = min{e(u): u €
Vel y diameg = méx{e(u): u € Vg } respectivamente. Ejemplificando estos conceptos,
podemos ver en la Figura 1.3 que, d(vs,vs) =4, e(vg) = 3, radg, = 2 y diamg, = 4.

1.6. Graficas simples

Una clase particular de graficas son las graficas simples . Si tenemos una grafica
G, decimos que G es una grafica simple, o simple a secas, si GG no tiene aristas paralelas
ni tampoco lazos. Podemos ver que la grafica en la Figura 1.2 no es simple, mientras
que la grafica en la Figura 1.3 si lo es. El considerar graficas simples en lugar de
graficas en general, nos permite simplificar varios conceptos. Dado que las graficas
simples no tienen aristas paralelas ni lazos, si G es una grafica simple, entonces ¥¢g
es inyectiva y su codominio es [V]? = {X C V: |X| = 2}. Entonces, para cualquier
arista e € Fg, podemos determinar a e solo por sus extremos, o sea por su conjunto
correspondiente en [V]Q, ya que ninguna otra arista puede tener los mismos extremos.
Por lo anterior, cuando se tratan solo gréaficas simples, se utiliza la definiciéon de
grafica como un par (V,E), donde V # @ y E C [V]? en lugar de la definicion
mas extensa para una grafica en general. Como dijimos que una arista de una grafica
simple est4 determinada por sus extremos, asi mismo denotaremos a la arista {u, v}
simplemente por uv o por vu. También el concepto de grado se simplifica hablando
de graficas simples. Si G es una grafica simple y u € Vg, el grado de u en G es
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simplemente dg(u) = |[Ng(u)|.

Consideremos dos graficas simples G y H. Como la funcién de adyacencia no
tiene relevancia ya, podemos reformular la definicion de subgréfica para decir que H
es una subgrafica de G, si y solo si, Vg C Vg vy Eg C Eg. Revisando la definicion
de isomorfismo, notemos que podemos omitir esa definicion general y dar una nueva
para graficas simples. Asi, diremos que un isomorfismo de G en H es simplemente
una funcion ¢: Vg — Vi biyectiva satisfaciendo que, para cualquier par de vértices
u,v € Vg, los vértices u, v son adyacentes en G, si y solo si, los vértices p(v), p(u) son
adyacentes en H. Ahora fijemonos en la definicion de camino y recordemos de nuevo
que, si G es una grafica simple, para cualquier par de vértices u,v € Vg, la arista
que conecta a u con v, si la hay, es inica. Podemos definir entonces un camino en
G, como una sucesion no vacia de vértices en G, digamos (vy,...,v), de tal forma
que para todo i € {1,...,k — 1} se satisfaga que v; y v;11 son adyacentes.

Damos, a manera de ejemplo, algunas graficas simples que son usadas frecuente-
mente. Para n € Z™, la grafica simple con n vértices y con todas las aristas posibles
es conocida como grafica completa de orden n. De la definiciéon se desprende que
esta grafica es tnica salvo isomorfismo y la denotaremos por K,,. Las graficas K, y
K5 las podemos ver en la Figura 1.10.

K, : K ©3)

X

O—O

Figura 1.10: Graficas K, y K.

Para n € Z", la grafica simple con n vértices, vy,...,v,, y conjunto de aristas
{{vi,vis1}: 1 <7 < n} es conocida como trayectoria de orden n. De la definicion
se desprende que esta grafica es tnica salvo isomorfismo y la denotaremos por P,.
Las graficas Py y Py las podemos ver en la Figura 1.11.

Para n € Z* con n > 2, la grafica simple con n vértices, vy,...,v,, y conjunto
de aristas {{v;,v;41}: 1 <i <n}U{{v1,v,}} es conocida como ciclo de orden n o
n-ciclo. De la definicién se desprende que esta grafica es tnica salvo isomorfismo y
la denotaremos por C,,. Las gréficas Cy y Cg las podemos ver en la Figura 1.12.
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P3: P(;I

O—O— O—O—O—0)—0—)
Figura 1.11: Gréaficas P3 y Fs.

Cy: Cs:
PN / \

@) @)
N \ /

Figura 1.12: Gréficas Cy y Cs.

1.7. Operaciones de graficas

Es posible definir operaciones entre gréaficas, es decir, operaciones que toman
una o mas graficas para generar una grafica nueva. Sean GG una grafica, X C Vg y
F C Eg. Definimos la gréafica resultante de eliminar el conjunto de vértices X de
G, como la subgrafica de G dada por G—X = G[V;\ X|. También definimos la grafica
resultante de eliminar el conjunto de aristas I’ de GG, como la subgréfica de G
dada por G — F = (Vig, E',¢|r) en donde E’ es el conjunto Eg \ F. Si X = {z} o
F = {f}, escribimos simplemente G —x 0 G — f respectivamente, en lugar de escribir
G —{x} o G — {f}, segtn sea el caso. Una ventaja de trabajar con graficas simples
es que la cantidad de aristas posibles en una grafica de cierto orden es limitada.
Supongamos que tenemos G una grafica simple, podemos definir el complemento
de G, denotado como G, como la grafica (Vg, [Va]?\ Eg). Esto es, la grafica con los
mismos vértices que G y teniendo de entre todas las aristas posibles exactamente las
aristas que no tiene G. Podemos observar por ejemplo que, el complemento de Py es
isomorfo a P, misma. Si fijamos n € Z*, la grafica K,, recibe un nombre especial que
es grafica vacia de orden n; porque como K, posee todas las aristas posibles, es
esperado que K, no tenga aristas. En la Figura 1.13 se muestran los diagramas P, y
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O——@ @

Figura 1.13: Graficas P, y K.

En algunos problemas, es irrelevante que una gréafica tenga lazos, o més de una
arista conectando un mismo par de vértices, o sea aristas paralelas. Motivados por
lo anterior, para una gréfica arbitraria G, definimos la grafica subyacente de G,
denotada por U(G), como sigue. La grafica U(G) es la grafica simple con el mismo
conjunto de vértices que G'y donde la arista uv esta en Ey () solo cuando existe una
arista de G' que tiene extremos u y v. Notemos que, si G ya es una grafica simple, se
tiene que G = U(G) con la definicion de graficas simples. En la Figura 1.14 podemos
ver la grafica subyacente de la grafica G de la Figura 1.2.

Consideremos ahora dos graficas Gy H. La unién ajena de Gy H es la grifica
que consiste en considerar a las graficas G y H como si fueran una sola, formalmente
es G+ H = (Ve x{0}) U (Vg x {1}),(Eg x {0}) U (Eg x {1}),¢) donde ¢ es la
funcién de adyacencia de G U H y esta definida como

{(U,O), (U70)} si 1=0y wG<e> = {u7v}'
90(672) B { {(uv 1)7 (?}, 1)} st 1=1y QﬂH(e> = {U,U}.

Si G vy H son simples, podemos considerar otra uniéon en donde los vértices y aristas
que compartan G y H no se duplican. Definimos esta operacion simplemente como
la unién de Gy H, y es la grafica dada por GU H = (Vo U Vg, Eg U Ey). También
podemos definir la unién completa, join o amalgamiento de G y H como la
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@/@

Figura 1.14: Graficas U(G,) y U(Ga).

grafica que resulta de conectar en G + H a cada vértice de G con cada vértice de H
usando una arista nueva, formalmente es G @ H = (Vo x {0}) U (Vi x {1}), (Eg %
{0}) U (Eyg x {1}) U E', ¢) donde E’ es el conjunto {(2,2): z € Vg x Vg} y p es la
funcion de adyacencia de G @ H que estd definida como

{(v,0),(v,0)} si i=0yvale) ={u,v}.
So(eai) = {(uv 1)7 <Ua 1)} st 1=1 y ¢H(€) = {U,U}-
[(,0), (b, 1)} si i=2¥e— (uv)

Supongamos que G y H son las graficas isomorfas a K, con conjuntos de vértices
{uy,us,y, 2} vy {v1,v9,y, 2} respectivamente, cumpliendo que {uy, us} N{vy, v} = @.
En la Figura 1.15 podemos ver las graficas Ky + P3, Cs & Ky y (G — {zuq, zus}) U
(H — {yv1, yva}).

1.8. Representacion digital de graficas

Para obtener la informacion de una grafica como sus vértices, aristas, y qué vér-
tices conectan las aristas, necesitamos explicitamente sus tres componentes (o dos, si
es simple). Sin embargo, para poder manejar una grafica con un algoritmo, hay que
darle una entidad sintactica a cada elemento de sus componentes. Para alcanzar este
fin, utilizamos usualmente matrices y listas como las que a continuacion definimos.

Sea GG una grafica de orden n y tamano m, tomemos {uy,...,u,} v {e1,...,en}
sendas indizaciones de los conjuntos Vi v Eg respectivamente. Definimos la matriz
de adyacencia de G como la matriz A de n X n, de tal modo que, para i,j €
{1,...,n}, sii# j, la entrada A, ; es el nimero de aristas en G cuyos extremos son
u; ¥ uj, pero si ¢ = j, la entrada A; ; es 2 veces el nimero de lazos que inciden en ;.
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C5EBK23 O K4—|—P32

G —{zuy, zus} U H — {yv1, yva}

@
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Figura 1.15: Graficas K4+ P3, Cs @ Ko y (G — {zuq, zus}) U (H — {yv1, yva }).

La matriz de incidencia es la matriz [ de n x m, tal que para cada i € {1,...,n}
vje{l,...,m}

0 si e; no incide en u;
Ii; =< 1 si e;incide en u;, pero no es lazo
2 si e; incide en u;, y es lazo

Para ejemplificar los conceptos anteriores, vamos a utilizar como ya es costumbre a
la grafica definida por la Figura 1.2, utilizando como indizaciones las enumeraciones
yva dadas. Las matrices de adyacencia y de incidencia de G; las podemos ver en la
Figura 1.16.

Como se puede ver, si tenemos la matriz de adyacencia o de incidencia de una
grafica, podemos reconstruir la estructura de la grafica, pues tenemos toda la in-
formacion de cuantos vértices y aristas tiene, ademas de cuantas aristas hay entre
un par de vértices. En este trabajo no utilizaremos éstas representaciones de una
grafica, pues, como solo trabajaremos con graficas simples, utilizaremos otra que
consiste en tomar para cada vértice, una lista conteniendo los vértices a los cuales es
adyacente. Dada una grafica simple GG de orden n, podemos tomar una indizacion de
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V’V V1 V2 V3 Vg Vs Vg
vy, 0 0 0 2 0 1
vp 0 2 1 0 1 O
Adyacencia: v3 0 1 0 0 0 1
vy 2 0 0 2 1 O
vs 0 1 0 0 0 3
v 1 0 1 0 3 0
VIE a b ¢c de f g hij k'
vw 001 100O01TO0O0O0O0
v, 2 0000O0O0O0O0T1O01
Incidencia: v3 0 0 0 0 0 0 O O 1 0 O 1
vy 021 1000O0O0O0T1O0
vs 000011100110
v 000011 111000

Figura 1.16: Matrices de adyacencia e incidencia de G.

Ve = {uo, ..., u,_1}. Lalista de adyacencias de G es un arreglo L[0,...,n—1] con
n localidades, de tal modo que para cualquier i € {0,...,n— 1}, el elemento i-ésimo
L[i] de L es una lista cuyos elementos son exactamente los indices de los vértices en
N (u;). Como G es simple, la lista de adyacencias contiene toda la informaciéon de la
estructura de GG, que son: el nimero de vértices de GG y las aristas; esto porque para
verificar si u; y u; son adyacentes, solo hay que verificar que ¢ esté en la lista L[j],
o equivalentemente que j esté en la lista L[i]. Mencionemos algunas propiedades de
la lista de adyacencia L que se desprenden directamente de la definicion. Para cada
i €40,...,n— 1}, la longitud de L[i] es a lo méas n — 1, también tenemos que para
i,7 € {0,...,n — 1}, se satisface, i € L[j] si y solo si j € L[i]. Por altimo, hagamos
la observacion de que las listas L[i] pueden estar ordenadas de varias formas, no
necesariamente con el orden natural numérico. La lista de adyacencias de la grafica
Gy definida en la Figura 1.3, se muestra en la Figura 1.17, tomando a v; como el
(1 — 1)-ésimo vertice.

1.9. Algoritmos

En el presente trabajo, entenderemos como un algoritmo a una sucesiéon fini-
ta de instrucciones que tiene una entrada de datos antes de comenzar a ejecutar
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L0l =[1,5,3,6]
L[] = [4,0]
L[2] = [7,3,6]
L[3] = [5,0,6,2]
L[4 = [1,5]
L[5] = [4,0,3]
L[6] = [0,2,3]
L[7] = [2]

Figura 1.17: Lista de adyacencia de la grafica Gs.

las instrucciones, y una salida de datos que se devuelve al terminar de ejecutar las
instrucciones. Bastara con esta definiciéon intuitiva, aunque informal, pero muy popu-
larizada. En el Algoritmo 1 presentamos una rutina, sumamente sencilla, que recibe
como entrada un conjunto no vacio de naturales D y otro natural d, para decidir si d
es divisor de algtn elemento de D. El algoritmo devuelve SI en caso de que d divida
a algin miembro de D, y devuelve NO de lo contrario. Este algoritmo nos serd de
utilidad para explicar parte de la notacién y las llamadas “estructuras de control”
que vamos a utilizar.

En el Algoritmo 1, lo primero que se hace es declarar una variable entera i, la
estructura de control for del algoritmo indica que, para cada uno de los elementos
x € D, las instrucciones que se encuentran en su alcance se van a realizar. Si tenemos
la variable u y el valor v, la instruccion u <— v indica que v toma el valor v, en otras
palabras, que a u se le asigna el valor v. Otras estructuras de control presentes son
while e if-then. El bloque while consiste en aplicar las instrucciones que estan
en su alcance de forma iterada, mientras la condiciéon que se encuentra frente a la
palabra while se evalue como verdadera. Por otro lado, el bloque if-then consiste
en ejecutar las instrucciones en su alcance, solo si resulta que la condicién enfrente
de la palabra if se evalua como verdadera. Sin embargo, en el Algoritmo 1 tenemos
el bloque if-then seguido de un bloque else, esto significa que de evaluarse como
falsa la condicién que determina al bloque if-then, se realizaran las instrucciones
en el alcance del bloque else. La expresion return significa que el algoritmo regresa
como salida en este punto, lo que sea que se encuentre frente a la palabra return.
Con esto basta para abordar la terminologia de un algoritmo, esta forma de escribir
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Algoritmo 1: Divisor

Input: Un conjunto de nimeros naturales D # & y un ntimero natural d.
Output: ST en caso de que d divida a algtin elemento de D, NO en caso
contrario.

1 integer

2 for x € D do

3 14+ 0;

4 while : < z do

5 if i *d = x then
6 ‘ return S/;
7 else

8 ‘ 141+ 1;
9 end

10 end

11 end
12 return NO;

un algoritmo es llamada un pseudocodigo para el algoritmo. Ahora introducimos las
nociones de correctud y de complejidad temporal de un algoritmo.

La correctud es una propiedad de los algoritmos y consiste en que el algoritmo
realice lo que se supone que debe hacer. Es decir, decimos que un algoritmo A es
correcto respecto a la propiedad R y la coleccién de entradas I, si para cualquier
entrada w € I, podemos garantizar que el algoritmo siempre devuelve una salida
A(w) satisfaciendo R(w, A(w)). Por ejemplo, para el Algoritmo 1, afirmamos que el
algoritmo es correcto respecto a la propiedad de devolver SI solo cuando d divide a
algtin elemento de D. En este caso, podemos pensar a I como la colecciéon de parejas
(D,d) con D C N no vacio, y d € N; mientras que R puede ser interpretada como
R((D,d),t) : Existe x € D tal que d | z, si y solosit = SI.

Proposicion 1.9.1. El Algoritmo 1 es correcto, es decir, devuelve SI solo cuando d
divide a algin elemento de D.

Demostracion. Consideremos una entrada para el algoritmo, digamos (D, d) con
D C Nyde N. Supongamos que dentro de la ejecucion del for correspondiente a x
se regresa S1. Entonces, se verifica para algtin valor menor o igual a x, de la variable
i, que id = x, pero esto significa que d | . Por otro lado, supongamos que y € D
es un multiplo de d, o sea que y = dk para algin k£ € N. Si no se devuelve ST es
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una iteracion del for anterior a la de y, eventualmente se llevara a cabo el bloque
correspondiente a y, por lo que en este bloque se devolvera SI, pues, como k < x,
la variable i eventualmente toma el valor de k y por lo tanto, se va a verificar la
condiciéon y = id correspondiente al if-then. [ |

Algunas veces se vuelve un poco complicado desarrollar la demostracion de correc-
tud para algunos algoritmos, pues, dentro de la prueba se hace referencia a distintas
entidades y variables. Pero, estas entidades y variables pueden mutar su significado o
valor, dependiendo del instante de tiempo, o bien, de la instruccién actual en la que
se encuentra el procesamiento del algoritmo. Para esquivar estas dificultades, vamos
a intentar ser lo més precisos posible para evitar ambigiiedades, pero, sin incurrir en
un formalismo ilegible.

Entremos ahora al concepto de complejidad temporal, para esto necesitamos
primero algunas definiciones precisas. Nos referiremos con el mote de operacio-
nes aritméticas basicas, a las siguientes operaciones entre niimeros: suma, resta,
multiplicacion, division, modulo y exponenciacién. También tenemos el nombre de
operaciones logicas béasicas a las siguientes operaciones entre valores booleanos:
NOT, AND y OR; ademas de sus derivados ya conocidos, como el XOR, la implica-
ciéon y el bicondicional. Al conglomerado compuesto por las operaciones aritméticas
béasicas, las operaciones logicas bésicas, la asignaciéon de un valor a una variable y
el calculo de satisfacibilidad de una desigualdad entre un par de nimeros, se le co-
noce como instrucciones basicas. Las instrucciones basicas son las acciones mas
elementales que hace un algoritmo y en consonancia postulamos que el realizar cual-
quiera de estas instrucciones toma solo una unidad de tiempo. No es de sorprender
que postulemos también en este trabajo, el hecho de que toda accién posible que
pueda ser llevada a cabo por un algoritmo, es un conjunto de instrucciones bésicas
que se ejecutan de cierta forma. Entonces, podemos decir que una instruccion en un
algoritmo toma tiempo ¢, con ¢ el nimero de operaciones basicas constitutivas de
dicha instruccion. Siguiendo la intencion anterior, dado un algoritmo A que no se
cicla con la entrada w, definiremos el tiempo de ejecuciéon de A con entrada w,
como la suma de los tiempos de cada una de las instrucciones que se llevan a cabo
al ejecutar A con w, dicho tiempo lo denotamos como T'(A, w).

Tenemos interés en ver el tiempo de ejecucion en funcion del “tamano de en-
trada”, mas que en funciéon de cada entrada en particular. Sin embargo, para esto
necesitamos esclarecer a lo que nos referimos con tamano, lo cual resulta ser otro pro-
blema complejo méas y también optaremos por no sumergirnos demasiado en la teoria.
El tamano de una entrada lo entenderemos como una especie de consenso previo, por
ejemplo, como en este trabajo veremos algoritmos sobre graficas, las entradas para
nuestros algoritmos van a ser justamente graficas, ademas de uno que otro elemento
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adicional. Por lo que, si tenemos una grafica (V, E/) como entrada para un algoritmo,
no es descabellado pensar que el tamano de nuestra entrada esta determinado sola-
mente por n = |Vg| v m = |Eg|. Para dar variedad a la explicacion, consideremos
el Algoritmo 1. Una entrada de dicho algoritmo es de la forma (D,d) con D C Ny
d € N, asi que podemos consensuar que el tamano de tal entrada es > _, x, ya que
el nimero de instrucciones que hace el algoritmo solo esta determinado por “qué tan
grandes” son los elementos de D.

Sea A un algoritmo que toma entradas en la coleccion I. Supongamos que los
elementos de I ya tienen cierto tamano definido y que A no se cicla con ninguna
de sus entradas. Podemos definir la funcién de tiempo del algoritmo A, como la
funcion T4: N — R, dada por

Ta(n) = 0, si no hay elementos de [ con tamafo n.
A max{7T(A,w): w € I tiene tamano n}, en otro caso.

Veamos la definicion de las clases O (O grande), que forma parte de la llamada
notacién asintética. Si X y Y son conjuntos, denotaremos al conjunto de funciones
con dominio X y codominio Y por XY . Consideremos dos funciones f,g: N — R.
Decimos que f estd asintoticamente acotada por g, escrito f =< g, cuando existan
c € RT y N € N, tales que, para cualquier n > N se satisface que f(n) < cg(n). Con
lo anterior, teniendo una funcién especifica ¢ € YR, podemos definir el conjunto O
grande de g como O(g) = {f € "R: f < g}.

Para desvelar la nocién intuitiva de la definicién anterior, supongamos que tene-
mos una funcion ¢ € "R y un algoritmo A con su funcion de tiempo T, de tal forma,
que Ty € O(g). Por definicion, Ty esta asintoticamente acotada por la funcién g, asi,
existen ¢ € R™ y N € N tales que, para cualquier n > N, se cumple Tx(n) < cg(n).
De esta manera, la relacion que hay entre T4(n) y g(n), para n < N no la sabemos,
lo que de cierta forma es irrelevante porque solo es un conjunto finito. En cambio,
para n > N sabemos que T4(n) < cg(n), o sea que suponiendo sin pérdida de ge-
neralidad que ¢ es un natural, tendremos la certeza de que para cualquier entrada
w de A que tenga tamano n, el agoritmo A en su ejecucién con w, va a tomar a
lo sumo cg(n) unidades de tiempo, pues T(A,w) < Tx(n) < cg(n). Dado que ¢ es
constante, podemos pensar que las ejecuciones del algoritnmo A para entradas de
tamano al menos N, son tan eficientes como ¢ veces la funcién g. De cierto modo, los
numeros mayores o iguales a /N son casi la totalidad de N, asi que abusando un poco
de la interpretacion conceptual, podemos decir que el algoritmo A es tan eficiente
como la funcién g, a excepcion de un factor constante quizas. Es pertinente observar
que el hecho de que T4 € O(g), no implica de ningtin modo la imposibilidad de que
Ta € O(f) para alguna otra funcién f € R, o sea, no implica que g sea la cota
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asintotica mas pequena que hay para T)y.

En un anélisis de complejidad temporal, lo que buscamos es acotar asin-
toticamente la funcién de tiempo T4 de un algoritmo A por otra funcién, digamos
g € "R. Después, se busca otra funcién f € "R que sea simple y lo mas pequeiia po-
sible en sus valores, de tal suerte que g < f. Lo anterior se hace para poder concluir
que T4 € O(f) en virtud de la Proposicion 1.9.2; siendo f una funcion relativamente
simple y pequena. Para familiarizarnos un poco con las clases O, vamos a demostrar
un par de resultados.

Proposiciéon 1.9.2. Sean f, g, u,v funciones de N en R, tales que todas acotan asin-
tdticamente a la funcion constante 0, esto es, 0 = h para cualquier h € {f, g,u,v}.
Se satisface lo siguiente:

1. Si f < g yg=u, entonces f < u.
2. 51 f X gykeR" entonces kf < kg.
3. 81 fgyu=xv, entonces f +u = g+ v.

4. 81 f 2 g yu=wv, entonces fu = guv.

Demostracion. Comencemos observando que para h € {f, g,u,v}, existen r € R*
y M € N tales que para toda n > M, se cumple que 0 < rh(n), o sea que 0 < h(n).
Puede que r y M varien conforme a la elecciéon de h, sin embargo, tomando al maximo
de tales M, podemos concluir que para M € N fijo, sucede que todo n > M satisface
que 0 < h(n), sin importar quién sea h en {f, g, u,v}.

1. Por la definicion, existen c¢j,co € RT y Ny, N, € N, tales que, para cualquier
n > Nj se tiene f(n) < c;g(n), mientras que para todo n > N, se cumple
g(n) < cou(n). Por lo que, si n > Ny + No, f(n) < c19(n) < ci(cou(n)) =
(c1c9)u(n). Como cica € R, lo anterior prueba que f < w.

2. Sean ¢ € RT y N € N tales que, para cualquier n > N, se cumpla f(n) <
cg(n). Tenemos que, si n > N, se cumple kf(n) < k(cg(n)) = (kc)g(n). Como
kc € RY, podemos concluir que kf < kg.

3. Sean c¢1,co € Rt y Ny, Ny € N, de tal suerte que para todo n > N; y todo
m > Ny, se cumpla f(n) < c1g(n) y u(m) < cov(m). Tomando ¢ = ¢1 + ¢2, que
claramente estd en R, tenemos que para n > M + N; + Ny se va satisfacer que
f(n)+u(n) <cign)+cv(n) < cg(n)+cv(n) = c(g(n) +v(n)). Asi, podemos
concluir que f+u < g+ v.
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4. Sean c¢;,co € RT y N, N, € N, de tal suerte que, para todo n > N; y todo
m > Ny, se cumpla f(n) < c1g(n) y u(m) < cov(m). Asi que, para cualquier
n > M + Ny + Na, se tiene que f(n)u(n) < c1g(n)cav(n) = (c1c2)(g(n)v(n)).
Como cicy € RT, podemos concluir que fu < gv.

Proposicién 1.9.3. Sea f: N — R una funcion polinomial de grado m € N\ {0},
dada por f(n) = > ax’, con {ag,...,an} CR ya, > 0. Para k € N, denotemos
por py a la funcion x* con dominio N. Se satisface que f € O(py,), pero f & O(pm_1).

Demostracion. Primero veamos que f € O(p,,). Definamos a = méx{|a;|: i €
{0,...,m}}. Para cualquier n € N, tenemos que f(n) = > " an' < > an™ =
(m+1)an™ = [(m+ 1)a]p,(n). De esta forma, la constante (m +1)a € RT atestigua
que f =X pm.

Ahora probaremos que f ¢ O(pm,—1), para esto hay que verificar que f £ py,_1, asi
que tomemos ¢ € R* y N € N arbitrarios. Definamos a = méax{|a;|: i € {0,...,m}}.
Paran > 0 se tiene que f(n) = S0 ain’ = amn™+3 o' ain’ > aun™—man™ .
Asi, para cualquier n > ai(c +am) + 1, se satisface que f(n) > a,,n™ — man™ ! >

amn™ (¢ 4+ am) — man™ ' = n™ e + n™ tam — man™' = ¢pp—1(n). Como
¢y N fueron arbitrarios, se sigue de la definicion que f £ p,_1, y por lo tanto
f ¢ O(pmfl)‘ u

Utilizaremos los siguientes principios para acotar el niimero de instrucciones que
hace un algoritmo en su ejecucién, su veracidad la fundamentamos en intuicion com-
binatoria.

Principro de la suma: Si tenemos dos instrucciones que se realizan una detras de
la otra, el tiempo que toma realizar ambas instrucciones es la suma de los tiempos
que tomaron cada una de las instrucciones.

Principio del producto: Supongamos que tenemos un bloque for o while que se
itera k veces, y tal que la totalidad de instrucciones dentro del bloque toma ¢ unidades
de tiempo en ejecutarse. El tiempo que ocupa el bloque en ejecutarse, desde antes
de la primera iteraciéon hasta terminar la dltima, es kt unidades de tiempo.

Para aplicar un andlisis de tiempo volvamos con el Algoritmo 1, y mostremos que
es un algoritmo O(n), o sea que su funcion de tienpo T satisface T' € O(n). Para
esto, supongamos que (D, d) es cualquier entrada para el algoritmo, es decir, D es
un subconjunto no vacio de N y d € N. Recordemos también que estamos bajo el
acuerdo de que el tamafo de la entrada (D, d), el cual denotaremos por n,es >, .

Proposicion 1.9.4. El Algoritmo 1 tiene complejidad temporal O(n).
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Demostracion. Estas demostraciones se despachan usualmente de adentro hacia
afuera, es decir, de los bloques que estan anidados en lo mas profundo hasta los més
superficiales. En el bloque if-then-else se hacen solo dos operaciones, la primera
es la verificacion de la condicion, mientras que la segunda es, ya sea el return en
caso de entrar al if-then, o bien la asignacion en caso de pasar al else. Para z € D
fijo, el while realiza a lo mas x + 1 iteraciones, una por cada valor que toma 7 en
el conjunto {0,...,x}, asi que, suponiendo = € D fijo, todo el while toma 2(x + 1)
unidades de tiempo. Por ultimo, hagamos notar que el for hace una iteraciéon por
cada elemento de D, entonces, el for hace > _,2(x +1) = 2(|D|+ >, .p2z) =
2(|D| 4+ n) operaciones. Aparte del for, el algoritmo hace a lo sumo una operacion
mas, la cual es devolver NO en caso de no haber devuelto ST antes. Por lo tanto,
podemos concluir que el algoritmo ejecuta a lo mas 1+2(|D|+n) instrucciones en su
ejecucion con (D, d). Como |D| esta acotado superiormente por 1+ (>, .px) = 1+n,
se tiene que 1+2(|D|4+n) <1+42(2n+1) = 4n+ 3. Toda la argumentacion anterior
muestra que el Algoritmo 1 se ejecuta en a lo méas 4n + 3 unidades de tiempo,
con cualquier entrada que tenga tamafio n. Acabamos de mostrar que, de hecho, la
funciéon de tiempo esta acotada superiormente por la funcidon 4n+3, en particular esta
acotada asintoticamente. Por la Proposicion 1.9.2 podemos concluir que el algoritmo
es O(n), porque 4n + 3 € O(n). |

Para finalizar la secciéon, exploraremos un algoritmo maés, el cual nos sera de
utilidad para ordenar listas de adyacencias en tiempo lineal. Probaremos su correctud
respecto a cierta afirmaciéon, y desplegaremos un anélisis de complejidad temporal
para verificar que en efecto es lineal.

Un tipo de dato abstracto (TDA) es un esquema para definir objetos, el cual
puede tener definidos algunos atributos y operaciones inherentes. Es importante ob-
servar que el tipo de dato abstracto es inicamente el esquema, o el molde en analogia,
no es un objeto o entidad particular en si. Una estructura de datos (EDD) es un
tipo de dato abstracto que se emplea para almacenar u organizar datos, o sea, para
almacenar de cierta manera especifica ciertos objetos. Como es obvio, al ser cualquier
EDD una especie de TDA, puede tener tener definidas operaciones y atributos. Las
estructuras de datos utilizadas por nuestro siguiente algoritmo son los arreglos y las
listas, asi que vamos a definirlas brevemente.

Un arreglo es una estructura de datos A que se caracteriza por tener un ntimero
fijo y ordenado de localidades de memoria, desde 0 hasta un nimero antes que el
total de localidades. Dicho nimero que define la “capacidad”, se determina desde el
momento en el que se crea la instancia, en este caso la instancia A de arreglo. No
cabe duda de que tener una cantidad fija de memoria es una limitante fuerte de los
arreglos, sin embargo, también tienen la ventaja de que el acceso a cualquier dato
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almacenado toma solo una unidad de tiempo. Veamos las operaciones definidas en un
arreglo. Primero tenemos la longitud, denotada por |A|, la cual devuelve el nimero
que representa la capacidad de almacenamiento de A. Consideremos un indice 7 en el
rango de A, esto es 0 <1i < |A|. Para almacenar el dato = en la localidad i-ésima de
A, usamos A[i] - x, mientras que para acceder al dato de la localidad i-ésima de A,
utilizamos A[i]. Cabe mencionar que consensuamos el valor de Ai] como 0, cuando
no se haya almacenado ningin dato en A[i] desde la creacion de A.

Una lista doblemente ligada es una estructura de datos que también tiene
localidades de memoria ordenadas, sin embargo, una lista no tiene almacenamiento
fijo, pero esto resulta en cierto detrimento al tiempo usado para accesar sus localida-
des. Las localidades de memoria de una lista doblemente ligada, también llamadas
celdas, guardan dos referencias, la primera apunta a la celda inmediata anterior (si
hay una anterior), mientras que la segunda apunta a la celda inmediata siguiente
(si hay una posterior). Consideremos una lista doblemente ligada L para explicar
su funcionamiento y definir sus operaciones. Dada cualquier celda ¢ de L, como ya
anticipamos, hay tres cosas que guarda c. La primera es su valor actual, el cual lo
denotamos por valorp(c); la segunda es un apuntador siguienter(c) que hace refe-
rencia a la celda siguiente si la hay, o bien, es un apuntador nulo en caso de que c sea
la altima celda de L; la tltima es un apuntador anteriory(c) que hace referencia a la
celda anterior si la hay, o bien, es un apuntador nulo en caso de que c sea la primera
celda de L. Una propiedad primordial que asumiremos obvia, es que no se permite la
autoreferencia, esto es, ninguno de los apuntadores de ninguna celda en L hace refe-
rencia a tal celda misma. Otro requisito para L es que tenga exactamente una celda
cuyo apuntador siguienter sea nulo, esta celda tiene el nombre de “daltima celda”;
también requerimos que L tenga exactamente una celda cuyo apuntador anteriory,
sea nulo, esta celda recibe el nombre de “primera celda”. La propiedad inherente que
le da a L la categoria de lista doblemente ligada es la siguiente: si ¢; v ¢ son celdas
de L, se satisface que, siguienter(c1) = co si 'y solo si ¢; = anteriorp(cs).

Tenemos una operaciéon con un resultado booleano para saber si L es no vacia,
esta operacion la escribimos como L # &. También, en caso de que L no sea vacia,
tenemos operaciones para recuperar, sin eliminarlas de L, a las celdas primera y tlti-
ma, estas operaciones las denotamos respectivamente como primero(L) y ultimo(L).
Si L es vacia, claramente no podemos quitar celdas de L, pues no hay, sin embargo,
podemos agregar una celda que tenga el valor z a L con la operacion addL(L, z) o
addR(L, ), estas operaciones hacen lo mismo cuando L es vacia, solo insertan un
elemento en L. Para eliminar celdas de L o insetar nuevas celdas en caso de que L
no sea vacia, requerimos tener la referencia a una celda ¢ que forme parte de L. Para
quitar la celda c de L sin alterar el orden de sus localidades restantes, utilizamos la
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instruccion del(L, ¢), esta instruccion quita a ¢ de L reacondicionando, los apunta-
dores necesarios para no alterar el orden. Por otro lado, la operacion addR(L, ¢, )
almacena el valor z en una celda nueva, la cual es colocada inmediatamente des-
pués de ¢ en L; mientras que addL(L,c,z) almacena el valor z en una nueva celda
que se posiciona justo a la izquierda de c en L. De nuevo, estas operaciones para
insertar datos emplean un reordenamiento de las referencias necesarias para que el
orden de L se mantenga integro. Cuando sea claro sobre la lista en la que hace-
mos las operaciones, omitiremos el subindice de la lista. Un pequeno comentario es
que, para insertar celdas al principio y al final de L, con L # &, no es necesario
tener la referencia de ninguna celda, pues estas acciones equivalen respectivamente
a addL(L,primero(L),z) y addR(L,ultimo(L), x). Es inmediato de las definiciones,
que todas las operaciones definidas se realizan en una unidad de tiempo, claro esta,
teniendo ya la referencia a la celda necesaria; encontrar tal referencia es justamente
el meollo de la complejidad temporal.

Para el resto de la seccion, dado cualquier £ € N, denotaremos al conjunto
{0,...,k — 1} por Xj. Si A es un conjunto arbitrario, un ordenamiento de A
es una funcion biyectiva de A en X\, en particular, si A = X4}, los ordenamientos
de A son simplemente las permutaciones de A. Fijemos un conjunto de nimeros A y
un ordenamiento de A que llamaremos 7. Lo que nos interesa es el orden lineal sobre
A inducido por 7, denotado por <., que es el orden de X4 proyectado bajo 1
esto es, a; <, ag siy solosi 7(a;) < 7(ag). La rutina ordena(arr, ) hace lo siguiente:
Toma como entrada un arreglo arr de listas doblemente ligadas con valores dentro
de X4, sin repeticiones, de tal modo que; si el valor i estd en arr[j], entonces el
valor j esta en arr[i]. También toma como entrada un ordenamiento 7 del conjunto
Xarr|- Procesa la entrada y devuelve un arreglo arr’ que tiene la propiedad de tener
las mismas listas que arr y en la misma posicion, pero ordenadas crecientemente con
el orden <.

Proposiciéon 1.9.5. Sean 7 un ordenamiento de X; y arr un arreglo de k listas
doblemente ligadas sin repeticiones, de tal modo que cada lista de arr tiene valores
en Xy, y satisface que si i es un valor en arr[j], entonces el valor j es un valor en
arrli]. Supongamos que arr’ es el arreglo devuelto por el Algoritmo 2 con T y arr
como entrada, resulta que arr’ tiene las mismas listas y en la misma posicion que
arr, pero <,.-ordenadas de manera creciente.

Demostracion. Sea 0 < i < k fijo. Si = estd en arr[i], hay una celda y en
arr[valor(x)] con valor i, asi que, en algin punto de la iteracion del while co-
rrespondiente a 7(valor(zx)), se asigna el valor de x a una celda que se anade a
arr’[valor(y)] = arr'[i]. Por otro lado, si x es una celda en arr’[i], entonces x fue
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Algoritmo 2: ordena(arr, T)

1 /* k es la longitud de arr y no es parte de la entrada. */
Input: Un ordenamiento 7 de X y arr un arreglo de £ listas doblemente
ligadas sin repeticiones, de tal modo que cada lista de arr tiene
valores en Xy, y satisface que si ¢ es un valor en arr[j], entonces el
valor j es un valor en arri].
Output: Un arreglo arr’ de longitud k, tal que, para cada i € X,,, arr’[i] es
la misma lista que arr[i] pero < -ordenada de forma creciente.

2 10, k< |arr|;

3 arr’ < arreglo con k listas doblemente ligadas y vacias;

4 while i < k do

5 for x en la lista arr[t7(i)] do

6 ‘ agregar una nueva celda al final de arr’[valor(z)] con el valor 771(7);

7 end

8 /* La exploracién de la lista arr[r~'(i)] en el for se lleva a
cabo desde la primera celda hasta la ultima. */

9 141+ 1;

10 end

11 return arr’

agregada en alguna iteracion del while. Observemos que segin el Algoritmo 2, la ite-
racion donde x se anade es justamente 7(valor(z)). La insercion de x ocurrié porque
alguna celda y de arr[r=(7(valor(z)))] = arr[valor(z)], satisfacia que valor(y) = i.
Por lo tanto, i = valor(y) estaba presente en arr[valor(z)], de donde se sigue que
valor(z) debe estar presente en arr|i].

Para ver la cuestion del orden, tomemos 0 < ¢ < n arbitrario y =,y dos elementos
de la lista arr'[i], de tal modo que = esta antes que y en la lista arr’[i]. Observemos
que x se inserta en la iteracion del while correspondiente a 7(valor(x)), por otro
lado, la insercion de y se hace en la iteracion del while correspondiente a 7(valor(y)).
Como todas las inserciones se hacen al final de las listas, podemos concluir que x fue
insertado en una itearcion previa respecto en la que se insert6 y, esto significa que
T(valor(x)) < 7(valor(y)). Por lo tanto valor(z) <, valor(y). [

Para ver la complejidad temporal del Algoritmo 2, necesitamos establecer una
métrica para el tamano de sus entradas. Dado que la entrada son, un arreglo arr y un
ordenamiento de X|,,,|, el tamano de la entrada solo dependera de arr, pues el tamano
del ordenamiento esta de cierto modo en funcién de arr. Sin embargo, el establecer el
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tamano de la entrada simplemente como |arr| no tendria mucho sentido, ya que los
elemento de arr son listas doblemente ligadas, listas cuyas longitudes no conocemos,
pero afectan al nimero de pasos que hace el algoritmo. Dicho lo anterior, definiremos
al tamano de la entrada (arr,7) para el Algoritmo 2 como ZL‘ZS'A larr(i]|, donde
larr[i]| denota a la longitud de la lista (el namero de celdas que posee actualmente)
almacenada en la localidad ¢ de arr.

Proposicion 1.9.6. El Algoritmo 2 tiene complejidad temporal O(n + |arr|), donde
n =S g ]| lquier entrada vdlid del algorit
o para cualquier entrada vdlida arr del algoritmo.

Demostracién. Dentro del for solo se realiza una inserciéon al final de una lista
doblemente ligada, esto nos lleva solamente una unidad de tiempo. Como el for hace
una iteracion por cada una de las celdas de arr[771(i)], el nimero de acciones que se
ejecutan en el procesamiento de todo el bloque for es |[771(i)|+1, esto en la iteracion

del while correspondiente a i € {0,. .., |arr| —1}. Por lo tanto, el algoritmo hace un
total de 24 Zz:‘()aw|_l(]arr[7_l(i)]| +1) operaciones, que claramente es O(n + |arr|).
|

Es menester mencionar aqui, que dada cualquier grafica simple G' con lista de
adyacencias Ly, la lista L, satisface todos los requisitos para ser tomada como en-
trada del Algoritmo 2. Por lo que al procesar L, y cualquier ordenamiento 7 con el
Algoritmo 2, obtenemos una lista L que es una lista de adyacencias para G Pero, tal
que en L;, la lista correspondiente a la vecindad de cualquier vértice, estd ordenada
de manera creciente respecto a 7.



Capitulo 2

Arboles y BFS

2.1. Arboles

Diremos que una grafica es aciclica o libre de ciclos cuando no exista un recorrido
que forma un ciclo en dicha grafica. Una clase particular de graficas son los arboles,
graficas ttiles para representar ciertas estructuras que tienen buenas propiedades y
facilidad para ejecutar algoritmos sobre ellos. Una grafica T es un arbol, si y solo si,
es una grafica conexa y aciclica. Como en una grafica los lazos y dos aristas paralelas
tomadas en sucesion forman un ciclo, los arboles por definicion son gréaficas sin lazos
ni aristas paralelas, o sea simples. Un tipo de vértices destacado en un arbol son
los que tienen grado a lo mas 1, estos vértices se llaman hojas. Al conjunto de los
vértices que son hojas en un arbol T, lo denotamos por H(T). En la Figura 2.1
podemos ver dos arboles, uno con 5 hojas y otro con 6 hojas. Al respecto de las
hojas tenemos el siguiente resultado.

Proposicion 2.1.1. Si T es un drbol de orden al menos 2, se satisface lo siguiente:
1. El arbol T tiene al menos dos hojas.

2. S1 h € Vi es una hoja, la grifica T — h es un drbol.

Demostracion.

1. Sea P = (ug,...,u;) una trayectoria en T' que es maxima por longitud. Ob-
servemos que al ser 7" una grafica conexa con |Vp| > 2, podemos afirmar que
0T) > 1, o sea que k > 0. Si existiera x € N(ug) \ Vp, se tendria que xugP
es una trayectoria de longitud mayor que P, entonces se debe cumplir que
N(up) € Vp. Un argumento exactamente anilogo al anterior muestra que
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N(ur) € Vp. Notemos que, de existir ¢ € {2,...,k} tal que u; € N(up),
tendriamos el ciclo (ug,...,u;up) en T. Como T es aciclica, se sigue que
N(ug) C {up,u1} y por lo tanto N(up) = {u1}. Analogamente se debe cumplir
que N(uy) = {ug_1}. Asi, concluimos que ug y u son hojas de T, distintas
ademas, porque k > 0.

2. Sean z,y € Vp_j, arbitrarios y tomemos P = (z = ug,...,y = ug) una zy-
trayectoria en 7. Para todo ¢ € {1,...,k— 1} se tiene w;_1,u;41 € N(u;), 0 sea
que d(u;) > 2. Entonces, como h es una hoja, no es posible que h sea u; para
algun i € {1,...,k — 1}. Pero, también sabemos que x,y € Vp_,, = Vi \ {h},
asi que h no es un vértice de Py por lo tanto P es una trayectoria en T'— h. Al
ser x y y arbitrarios, concluimos que T'— h es conexa. Ahora, comoT —h C T,
todo ciclo en T'— h es un ciclo en T, eso significa que T'— h es aciclica porque

T es aciclica.
[ |

S

o
\o
v

Figura 2.1: Dos arboles.

El siguiente resultado es una caracterizacién muy importante de los arboles.

Proposicion 2.1.2. Sea G una grifica simple de orden n y tamarnio m. Los siguientes
enunciados son equivalentes:

1. La grdfica G es un drbol.
2. Para cualesquiera x,y € Vi distintos, existe una unica xy-trayectoria en G.
3. Se cumple m =n— 1y G es aciclica.

4. Se cumple m =n —1 y G es coneza.



2.1 ARBOLES 33

Demostracion.

1) = 2): Veamos la prueba por contrapositiva. Si hay z,y € V¢ distintos, tales
que no existe zy-trayectoria en G, entonces G no serfa conexa. Supongamos
ahora que, para algunos u,v € Vg diferentes, existen P, = (u = zg,...,v = xy)
v Py = (u=yo,...,v =1 dos uv-trayectorias distintas en G, consideremos sin
pérdida de generalidad que k < [. Si k =1, como P; y P, son diferentes, debe
haber i € {1,...,k — 1} de tal forma que z; # y;. Si k < [, entonces yi # xy,
pues de lo contrario x;, = v = y; implicando y, = v = ¥, lo cual es imposible
por ser P, trayectoria. .o anterior muestra que siempre podemos considerar
j=min{i € {0,...,k}: z; # y;}, notemos que como ro =u=ygy Tp = v =Y,
se cumple 0 < j < [lyaseaque k =10k <. Como z; =v € {y;,...,u},
podemos definir también ¢t = min{i € {0,...,k}: z; € {y;,...,u}}. Tenemos
por la minimalidad de j que, para cada i < j, se satisface x; = y; y por lo tanto
no es posible que z; € {y;,...u} porque P, es trayectyoria. De lo anterior
tenemos que j < t, por lo cual z;_1Pix; = (x;_1,...,%;) es una trayectoria,
llamemos a esta tltima trayectoria Q1. Definamos s = min{i € {j,...,1}: 2, =
ys} y dado s definamos también a la trayectoria Qo = yj—1ys = (Yj—1,- .-, Ys)-
Sii e {j,...,t — 1}, no es posible que x; € {y;,...,y} por la minimalidad
de t, en particular z; ¢ {y;,...,ys}, tampoco es posible que z; = y;_; porque
yj—1 = xj—1. Recordando que x; = y, junto con lo anterior, nos permite concluir
que Q1(Q2)~! es un ciclo en G.

2) = 3): Observemos primero que la hipotesis garantiza que G es aciclica,
pues de existir un ciclo C' = (uy,...,ux,u1) en G, tendriamos las dos ujug-
trayectorias distintas en G dadas por la arista ujug y por u;Cug. Ahora solo
resta que mostremos m = n — 1, esto lo haremos por induccion fuerte sobre
n > 0. Si n = 1, la dnica grafica simple de orden 1 es la grafica trivial, que

claramente es aciclica y satisface que m = 0 coincide con n — 1 = 1 — 1.
Supongamos valido el enunciado para cualquier k£, con 0 < £ < n. Sean z € Vg
y G1,...,G; las componentes conexas de G — z. Fijemos i € {1,...,l} v,

para y, z € Vg, distintos, definamos A = {P: P es una yz-trayectoria en G;}.
Como G; es conexa, se cumple |A| > 1, ademés G; C G por lo que |A| <
[{P: P es una yz-trayectoria en G}| = 1, o sea que |A| = 1. De lo anterior
deducimos por hipotesis inductiva que, para cada i € {1,...,1}, la grafica G,
es aciclica y satisface |Eg,| = |Vg,| — 1. Tomemos i € {1,...,1} fijo y notemos
que se satisface | N (z)NVg,| = 1. Comencemos viendo que |N(z)NVg,| > 1, para
esto, consideremos para y € Vg, una xy-trayectoria P = (x = ug, ...,y = uy)
en GG. Observemos que u; € Vg,, porque (ug,...,y = ug) es una trayectoria en
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G — x y y es un vértice de la componente G;, entonces u; € N(x) N Vg,. Lo
anterior muestra que x tiene al menos un vecino en G;, solo queda por mostrar
que no puede tener mas. Si hubiera y,z € N(z) N Vg, distintos, podriamos
tomar P una yz-trayectoria en G; y tener las dos zz-trayectorias distintas en
G dadas por xzz y zyP, lo cual es imposible. Entonces, se debe satisfacer que
paracadai € {1,...,l}, |N(z)NVg,| = 1. Concluimos observando que, por todo
lo anterior m = |N(x)]+zli:1 |Eq,| = l—i—Zé:l(]VGi —1) = l—l—l—Zizl Ve,
|VG_Q;| =n—1.

3) = 4): Primero observemos que, por hipotesis se cumple que m = n — 1, asi
que solo falta verificar la conexidad de G, para esto procedemos por induccion
sobre n. Paran = 1, como m = n — 1, se tiene forzosamente que G es la grafica
trivial, la cual es conexa. La hipoétesis inductiva es que el enunciado es valido
para gréficas de orden n, con n > 0 fijo. Supongamos que G tiene orden n + 1
y tamano m tales que m = (n+ 1) — 1, ademés también suponemos que G es
aciclica. Sea P = (uo, ..., u;) una trayectoria de longitud méxima en G, que
debe satisfacer £ > 0 porque m = n > 1, o sea, porque G no es vacia. Por la
propiedad de maximo que tiene la longitud de P, se debe tener N (uy)\Vp = @,
pero al ser G aciclica, también se cumple que N(u) C {ug_1}, por lo tanto
N(ug) = {ug_1}. De lo anterior, deducimos que d(uy;) = 1, esto nos permite
garantizar que |Eg_,, | = m—1=n—1= |Vg_ | — 1. Como G es aciclica
vy G —u, C G, también G — uy es aciclica. Entonces, por hipotesis inductiva
aplicada a la grafica G —uy de orden n, podemos afirmar que G — uy, es conexa.
Observemos que, para todo x € Vi \ {uy}, los vértices x y uy_1 estan conectados
en GG — uy, asi que también estan conectados en GG. Como en GG claramente wuy
y up_1 estan conectados, concluimos que G es conexa.

4) = 1): También en esta implicacion, usaremos induccioén sobre el orden de la
grafica. Paran = 1, como m = n — 1, se tiene forzosamente que G es la grafica
trivial, la cual es aciclica. Consideremos la implicacion valida para las gréaficas
de orden n, con n > 0 fijo. Supongamos que G tiene orden n + 1 y tamano m
tales que m = (n+1) — 1, ademéas también supongamos que G es conexa. No es
posible que dg > 2, ya que de suceder esto, tendriamos, por la Proposiciéon 1.1.1,
que2m =) . d(u) > 2|Vg| = (n+1)2 = 2n+2 = 2m+2, lo cual es absurdo.
Entonces, como G es conexa y de orden al menos 2, podemos tomar v € Vi que
satisfaga d(v) = 1. Esto implica que, si v es un vértice de alguna trayectoria,
debe ser por fuerza uno de sus extremos. Entonces, para cualesquiera x,y €
Ve \ {v} diferentes, se cumple que {P: P es una zy-trayectoria en G} coincide
con {P: P es una zy-trayectoria en G —v}. De lo anterior, concluimos que, al
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ser G conexa, también lo es G — v. Podemos aplicar la hipotesis inductiva a
G — v de orden n, porque |Eg_] =m—-1=n—-1= Vg, -1y G-
es conexa, con esto tenemos que G — v es un arbol, en particular es aciclica.
Observemos que, si C' fuera un ciclo en G, para todo = € Vi pasa que d(x) > 2,
o sea que v ¢ Vi y por lo tanto C seria un ciclo en G — v. Gracias a lo anterior
y a que GG — v es aciclica, podemos afirmar que G también es aciclica.

[ |

Corolario 2.1.3. Todo drbol de orden n, tiene tamano n — 1.

Proposicion 2.1.4. Si G es una grdfica coneza, existe una subgrdfica generadora
T C G que es un drbol, es decir, un drbol generador de G.

Demostracion. Como G misma es conexa y G solo tiene una cantidad finita de
subgraficas, podemos tomar una subgrafica H de GG, que sea minima por contenciéon
con la propiedad de ser generadora y conexa. Primeramente notemos que H es simple,
porque si no lo fuera, se tendria que U(H) es conexay U(H) C H, lo cual no puede
pasar. Supongamos que H tiene un ciclo C' = (zy,...,x,x1) para ver que esto
resulta absurdo, notemos que k > 3 por ser H simple. Resulta que H — xj_jxg
es también conexa, para verificar lo anterior, tomemos u € Vg \ {z;} arbitrario
y P = (u = yo,...,xx = y;) una uzi-trayectoria en H, la cual existe por ser H
conexa. En caso de que xp_1xp ¢ Ep, P es una uzr-trayectoria en H — zy_1xy, de
ocurrir xry_1x, € Ep, se debe tener xp_1 = y;,_1, porque P es trayectoria y xp = ;.
Sean t = min{i € {0,...,l}: y; € Vo} y C" es el segmento de C' que conecta a y; con
Yy, = T} vy no tiene a la arista xy_1x. Entonces, u y x; estan conectados en H —xp_ 12y
mediante el camino (u = yp, ..., y;)C’'xk, asi, resulta que hay una subgrafica propia
de H que es conexa, lo que contradice la eleccion de H. De esta forma, H es aciclica
ademaés de ser conexa, o sea, H es un arbol. [

Veamos en el siguiente resultado como se relacionan el tamano y el orden, en
graficas aciclicas, y en graficas conexas.

Proposicion 2.1.5. Sea G una grdifica arbitraria de orden n y tamano m.
1. Si G es conexa, entonces m > n — 1.

2. St G es aciclica, entonces m <n — 1.

Demostracion.
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1. Como G es conexa, por la Proposicion 2.1.4 existe un arbol generador T de G,
entonces por el Corolario 2.1.3, m > |Ep| = |Vp| —1=n — 1.

2. Sean G, ...,G; las componentes conexas de GG, como G es aciclica, todas sus
componentes también lo son, o sea que las componentes de G son arboles. Por
el Corolario 2.1.3, para cada i € {1...,l}, |Eg,| = |Vi,| — 1. De lo anterior se

l l !
deduceque, m =Y., |Eq,| =D ._ (Ve |—1) = Dy Ve —l = n—1 < n—1.
[ |

2.2. Arboles enraizados

Veamos ahora una clase ain mas particular de graficas, que también son mane-
jables en cuanto a la ejecucion de algoritmos, estos son los arboles enraizados que en
escencia son lo mismo que los arboles, pero con un distintivo. Un arbol enraizado
es un par (T, r) donde T es un arbol y r es un vértice especifico de T', este vértice r
se llama la raiz de T'. Para hacer la redacciéon mas natural, escribiremos la mayoria
de las veces que, T" es un arbol o arbol enraizado con raiz r, en lugar de escribir
que (T',r) es un arbol enraizado. Notese que un arbol T' puede estar enraizado en
cualquiera de sus vértices. Para desarrollar las definiciones pertinentes, vamos a fijar
a T un arbol y r € Vp su raiz. En el arbol T" enraizado en r, tenemos la costumbre de
darle el nombre de nodos a los vértices, por otro lado, le seguimos llamando hojas
a los vértices que son hojas en T, mientras que los vértices que no son hojas, se
llaman nodos internos. Si x un nodo arbitrario en (7', r), por las propiedades de
arboles, garantizamos la existencia de una tinica xr-trayectoria en 7', esta trayectoria
es la rama de z y la denotamos por P, r,, omitiendo los subindices 7" y 7 cuando
son claros el arbol T y la raiz r a la que nos referimos. Usando las ramas de los
vértices en el 4rbol enraizado, podemos definir algunas operaciones con respecto a
la raiz, operaciones que definimos a continuacion. Como utilizaremos al vértice x y
su rama P,, denotemos a P, como (z = sg,...,7 = s). El nivel de z, esta dado
por nivr,(x) = ((P,) = dr(x,r), omitiremos como siempre el subindice, cuando sea
claro el arbol en el que trabajamos el nivel. Si z # r, podemos definir el padre de
x, denotado por pr,(x), como el tnico vértice adyacente a x en la trayectoria P,
con la notacion que dimos a P, resulta ser s; en este caso. Consideremos y otro
nodo cualquiera del arbol enraizado, decimos que y es ancestro de x, cuando y es
un vértice de P,, por otro lado, y es descendiente de x, cuando x es un ancestro
de y. Decimos que x es un acenstro propio o un descendiente propio de y, si
x es un ancestro o un descendiente de y, seglin sea el caso, y ademéas x # y. Algo
intuitivo, pero que vale la pena definir concretamente, son los nodos hermanos. Si x
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y y son dos nodos diferentes que tienen el mismo padre, decimos que x y y son nodos
hermanos.

A manera de ejemplo, consideremos al arbol con raiz r representado en el diagra-
ma de la Figura 2.2. Este arbol tiene hojas a,b,c,d, e, f, g, h,i,j,k v [, por otro lado,
tiene como nodos internos a r, u, v, w,x,y, z y t. También notemos que para el nodo
y, su rama P, es la trayectoria (y,z,w,r), ademés, podemos notar que x es padre
de f, decendiente de r y ancestro de e, mientras que = no guarda ninguna de estas

u/w\z
VAN
NN
A

Figura 2.2: Arbol con raiz r.

r

Para cualquier nodo x en un arbol T" con raiz r, con x # r, podemos escribir expli-
citamente P, como (x = So, ..., = k), teniendo k& > 0. Una observacion pertinente
es que, por definicion, para cualquier ¢ € {0,...,k — 1}, p(s;) = s;4+1, entonces, es
facil ver que, aplicando iteradamente k veces la funcién p a x obtenemos la raiz, esto
es, p¥(z) = r, alternativamente p"*(®)(x) = r usando la notacién del nivel. También,
tomando otro nodo y, podemos considerar m = min{i € {0,...,k}: s, € Vp, }, y de-
finimos al minimo comin ancestro de = con y como mca(x,y) = $,,,. Si Py = (y =
to,...,r = t;), observamos que s,, = t,, donde n = min{: € {0,...,(}: t; € Vp },
se sigue entonces que mca(z,y) = mca(y, ). Una observacion obvia que podemos
hacer es que, si v es un nodo ancestro de u, entonces, v € Vp, y por lo tanto
mca(v,u) = v. En la Figura 2.2, podemos ver que mca(h,l) = z, mientras que
meca(v,t) = r. Otra forma de definir el minimo comin ancestro, es dotar a Vp del
orden <= {(u,v) € VZ: v es ancestro propio de u}, y definir mca(z,y) como el
<pr-minimo de los ancestros comunes de x y de y, o sea, de los nodos que son tanto
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ancestros de u como ancestros de v. Respecto a esta tltima observacion tenemos el
siguiente resultado, pero para esto, conviene primero definir los segmentos izquierdo
y derecho de una relacion dada. Si X es cualquier conjunto, R es una relaciéon binaria
sobre X y x es cualquier elemento de X, definimos el segmento izquierdo de z
respecto a R como («—,z)r = {y € X: (y,x) € R}, también definimos el segmento
derecho de x respecto a R como (z,—~)gr = {y € X: (z,y) € R}, omitiendo el indice
si no hay duda alguna de la relacion a la que son relativos los segmentos. Por tltimo,
tenemos que («—,z] = («—,z)U{z} vy [z,—) = (x,—) U {z}.

Proposicion 2.2.1. Sea T un drbol con raiz r. Consideremos la relacion <rp=
{(u,v) € VZ: v es ancestro propio de u}. La relacion <7 es un orden parcial en
Vr y ademds, para cualesquiera nodos x,y € Vp, se cumple que

mea(z,y) = min([x, =) N [y, —)).

Demostracion. Por definicion, la relacién < es irreflexiva, asi que solo hay que
verificar la transitividad. Dados x,y,z € Vp tales que © <r y y y <r z, se sigue
por la definicion que y es un acestro propio de x y z es un ancestro propio de y.
Por la unicidad de las trayectorias en los arboles, el que y sea un ancestro propio
de z, implica que P, esta contenida en la trayectoria p(x)P,r, asi que por tenerse
z € P,, se sigue que z € Vp, \ {x}, 0 sea que z es un ancestro propio de z. Por lo
tanto x <7 z, lo que muestra que <7 es un orden parcial en V2. Para lo siguiente,
observemos que para cualquier nodo z, se tiene que [z, —) = Vp,.

Ahora, fijemos =z y y dos nodos de T. Primero definamos el conjunto
A = [z,—)N[y,—) y veamos que A es un subconjunto linealmente ordenado y
no vacio de Vr para que tenga sentido tomar el minimo. Claramente A no es va-
cfo, pues r estd en A, por otro lado, el hecho de que A es linealmente ordenado,
se sigue de que A C [z,—), siendo [z,—) = Vp, un subconjunto linealmente o1-
denado de V2. Ya que sabemos que A tiene minimo, denotemos tal minimo por z.
Escribamos P, como (z = sg,...,r = S) y recordemos que mca(z,y) = S, donde
m = min{i € {0,...,k}: s; € P,}. Para empezar notemos que z € A = Vp, NVp,,
asi que z = s; para algtn j € {0,...k}. Como s, € Vp, N Vp, = A, se cumple que
Sm = 2 0 2 <7 Sm;,. No puede ocurrir que z <r S,,, pues, esto implicaria que s,, es un
vértice de la trayectoria (p(z) = sj41,...,7 = S), o sea que j +1 < m < k, lo cual
es absurdo porque z = s; € P, con j < m. Por lo tanto, z = s, = mca(z,y). [ |

Lo anterior nos garantiza que en un arbol enraizado (T, r), la relacion <7 es un
orden parcial. Asi, podemos considerar el orden parcial reflexivo que induce <r, o sea,
el orden <7 U{(x,z): € Vp}, el cual denotaremos por <r. Aunque ya se menciono
antes, sin demostracion por la simpleza del enunciado, que mca(z,y) = mca(y, ),
del resultado previo se desprende directamente una prueba de este hecho.
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Teniendo un arbol enraizado (T, r), podemos considerar subestructuras de 7' que
son arboles enraizados en algtin nodo de 7', los cuales van a heredar el orden <p. Si
2 es un nodo de T', podemos considerar a 1" como la subgrafica de T, inducida por el
conjunto de vértices (<, x|, o sea, por los vértices que son descendientes de z en T.
Podemos ver que 7" es una subgrafica conexa de T, pues, dado cualquier y € (+—, z],
tenemos que el segmento de P, 7, que va de y a x, estd completamente contenido
en (4, x|, entonces 7" es un arbol también. Al subarbol enraizado (T”,x) de T, lo
denotamos por T}, y se llama el subarbol enraizado de 7" en x. Resulta que como
habiamos dicho, 7" hereda el orden de T, esto se muestra en la siguiente proposicion.

Proposicion 2.2.2. Sean (T,r) un drbol enraizado y x € V. Dados z,y nodos del
arbol enraizado T, se cumple que y es ancestro de z en T,, si y solamente si, y es
ancestro de z en T.

Demostracion. Las ramas de z en T'y en T, las denotaremos por P, y (), respecti-
vamente. Veamos la suficiencia del primer enunciado. Al ser x ancestro de z, se tiene
que x € Vp,_. Como todos los vértices en el segmento z P,z pertenecen a («+—, z| = Vr,,
tenemos que zP,r es una zx-trayectoria en T,. Por la unicidad de trayectorias en
los arboles, se tiene que ), = zP,x. Como y es ancestro de z en T, se tiene que
y € Vo, C Vp,. Por lo tanto y es ancestro de z en T'. Prosigamos con la suficien-
cia del segundo enunciado. Como ya observamos en la implicaciéon anterior, se tiene
Q. = zP,z. Como y es ancestro de z en 7', se cumple y € Vp_, pero como y <r x, se
debe tener que y es un vértice del segmento zP,x, pues de lo contrario tendriamos
que x <t vy, lo cual es imposible. Por lo tanto y es un vértice del segmento zP,x, o

sea y € Vo_, implicando que y es un ancestro de z en 7.
[ |

En la Figura 2.3 podemos ver al arbol enraizado de la Figura 2.2 y a su subarbol
T,. A continuacién, vamos a demostrar algunos resultados que nos seran de utilidad
en el desarrollo ulterior de este trabajo.

Proposicion 2.2.3. Sea T un drbol enraizado en r. Dados x,y,z € Vp tales que
mea(z,y) <r mca(z, z), se satisface que mca(y, z) = mca(z, 2).

Demostracion. Claramente mca(x, z) es un ancestro de z, ademés, mca(x, z) es an-
cestro de y porque y <r mca(z,y) <r mca(z, z). De lo anterior se sigue que mca(z, z)
es un ancestro comin de y y de z, lo cual implica que mca(y, z) <7 mca(x, z).
Busquemos una contradiccion, suponiendo que mca(y, z) <7 mca(zx, z). De ocurrir
lo anterior, no puede ser que mca(x,y) <r mca(y,z), ya que esto implicaria que
meca(y, z) es un ancestro comin de z y de z con mca(y, z) <r mca(zx, z), lo cual es
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Figura 2.3: Arbol T con raiz r y subarbol T,.
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imposible. Entonces, dado que ambos mca(y, z) y mca(x,y) estan en P,, debe ocurrir
que mca(y, z) <p mca(z,y), pero esto implica que mca(z,y) es un ancestro comun
de z y de = con mca(x,y) <r mca(x, z), lo cual también es absurdo. De este modo
concluimos la imposibilidad de que mca(y, z) <r mca(z, z), pero como ya mostramos
que mca(y, z) <7 mca(z, z), se debe cumplir que mca(y, z) = mca(z, 2). |

Proposicion 2.2.4. Sean (T,r) un drbol enraizado y n € Vy. Para cualesquiera
ue Vp\ Vg, yv e Vp,, se satisface que mea(u,v) = meca(u,n).

Demostracion. Como tanto mca(u,v) como mca(u,n) estan en P,, se debe tener
meca(u,n) < meca(u,v) o mea(u,v) <r mca(u,n). No es posible que mca(u,n) <r
meca(u, v), pues, por la Proposicion 2.2.3, tendriamos que n = mca(n,v) = mca(u,v),
pero esto implicaria que n es ancestro de u y por lo tanto u € Vr,, lo cual es absurdo.
Asi que, tenemos mca(u,v) <r mca(u,n). Observemos que tampoco puede ocurrir
mea(u,v) <p mca(u,n), ya que de tenerse esto, por la Proposicion 2.2.3 de nuevo,
tendriamos que n = mca(v,n) = mca(u,n), implicando otra vez que u € Vp, , lo cual
sabemos que es falso. Por lo tanto, podemos concluir que mca(u,v) = mca(u,n). W

2.3. Biusqueda en amplitud

El siguiente algoritmo es una de las versiones en pseudo-codigo del algoritmo
conocido como BFS (Breadth-first search). Este algoritmo recibe como entrada a
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una grafica conexa con un vértice particular de esa grafica, posteriormente construye
varias funciones, una de ellas es la funcion de parentesco p, tal funcién se utiliza para
construir un arbol generador de la grafica. Antes de continuar, necesitamos abordar
algunos conceptos de los que hace uso este algoritmo y algoritmos posteriores.

La estructura de datos empleada en BFS se llama cola, o queue en inglés. Primero,
la manera en la que una cola ) almacena datos es conocida como FIFO (First In
First Out), para explicar lo anterior, supongamos que se almacenaron n datos en
Q, digamos x,...,x,, v se insertaron en ese orden; o sea, x; primero, luego xo,
etcétera, hasta finalizar con x,,. La propiedad FIFO significa que cuando @) retire de
su almacenamiento a los datos almacenados, esta lo hara en el mismo orden en el
que entraron, es decir, primero sale x1, luego x5, etcétera, de ahi el término First
In First Out. Segundo, como ya mencionamos, las colas cuentan con operaciones o
métodos, los cuales describimos aqui utilizando la notacién () para hacer referencia
a una cola genérica. La cola cuenta con una operaciéon para determinar si no esta
vacia, en general la vamos a denotar simplemente como ) # @. Para anadir datos
a () tenemos la operacion add(Q,x), que agrega a x en el almacenamiento de @
siguiendo la regla FIFO. Se pueden eliminar datos de @), siguiendo la regla FIFO,
con la operacion del(Q), asi, del(Q) elimina al elemento de () con méas antigiiedad.
Con la operacion head(Q)) recuperamos, sin eliminarlo de @, al elemento de mayor
antigiiedad que almacena (). No es dificil ver que, una cola la podemos modelar con
una lista doblemente ligada, en donde todas las inserciones se hacen al principio y
las eliminaciones se hacen al final. Desde luego, se sigue que todas las operaciones
de una cola se hacen en tiempo constante.

Mencionamos en esta parte otra estructura de datos, la cola de prioridades.
Una cola de prioridades es una estructura de datos @, la cual es una cola cuyos
elementos tienen un orden parcial, digamos <, definido en todo momento. Como
en toda cola, se debe seguir el orden FIFO para agregar o quitar elementos, sin
embargo, antes de considerar FIFO, se considera la prioridad determinada por <,
de alli el nombre. O sea, head(Q) es el elemento mas antigiio de @), pero entre los
<-minimos, mientras que tail(Q) es el elemento méas reciente de @, pero entre los <-
maximos. Asi, la operacion del(Q) elimina a head(Q) de @, mientras que add(Q, x)
debe insertar a () en el lugar que le corresponde considerando a <, pero también la
regla FIFO.

Dentro de un algoritmo, es usual dotar de colores a ciertos objetos para mar-
carlos. Por ejemplo, se utiliza la instrucciéon “colorear a x de azul”, para indicar que
desde ese momento x tiene un color y ese color es azul, esto nos permite hacer pos-
teriormente una verificacion en tiempo constante de si tal o cual objeto ya tiene tal
o cual color. La accion de colorear objetos toma tiempo constante, pues, de cierto
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modo es equivalente a realizar varias asignaciones, ya que podemos simular el color
con un atributo booleano que simplemente indique si el objeto en cuestién esta ya
coloreado o no.

Algoritmo 3: Breadth First Search
Input: Una grafica conexa GG con un vértice distingido r.
Output: Funciones de parentesco p, nivel £ y tiempo de exploracion t.

Q<+ 9,1+ 0;
141+ 1;
colorear a r de negro;
add(Q, );
t(r) < i, p(r) < @, £(r) < 0;
while ) # 9 do
x < head(Q);
if x tiene un vecino y sin colorear then
141+ 1;
colorear a y de negro;
add(Q, y);
t(y) < i, p(y) < =, ((y) < £(x) + 1;
Ise
/* Como x = head(()), se elimina a = de @ */
del(Q);
end
end
return (p, /. t)
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Lo que vamos a querer del Algoritmo 3, y en lo que vamos a basar su correctud,
es en que podamos utilizar la funcién p que devuelve para poder construir un arbol
enraizado en r. Dicho arbol va a ser de hecho generador y ademas, el nivel de cada
vértice en el arbol enraizado serd justamente la distancia de ese vértice hacia r.
Por otro lado, vamos a mostrar que la complejidad temporal del Algoritmo 3 es de
O(n + m), donde n es el orden de la grafica y m es el tamano. Comenzaremos con
la correctud, pero para esto utilizaremos un resultado previo.

Lema 2.3.1. Sean G una grifica conezxa, r € Vg y (p, £, t) las funciones que devuelve
la aplicacion del Algoritmo 3 a la grifica G con vértice distinguido r. Se satisface lo
stquiente:
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1. Todo vértice de G es coloreado de negro en algin momento, o sea, todo vértice
es explorado.

2. Siu,v € Vg son tales que t(u) < t(v), entonces £(u) < {(v).

3. Para cualquier uwv € Eg, se satisface que [((u) — ((v)| < 1.

Demostracion.

1. Procedamos por induccion sobre la distancia hacia r, esto basta para cubrir a
todos los vértices de GG, pues G es conexa. Para el caso base, observemos que
r es el tnico vértice de G con distancia 0 hacia él mismo, y claramente r se
colorea de negro al principio del algoritmo. Supongamos valido el enunciado
para k € N fijo y mostremos su validez para k + 1. Si z € Vg es tal que
d(xz,r) =k + 1, tomemos a z como el pentltimo vértice en una rz-trayectoria
de longitud k + 1. Se debe cumplir que d(z,r) = k, de esta manera, utilizando
la hipotesis inductiva tenemos la certeza de que eventualmente z se colorea de
negro. Por lo cual, z entra en algiin punto a (), y por ende, hay un momento
en el que z = head(Q). En tal instante en el que comienza a satisfacerse
z = head(Q), por la constitucion del Algoritmo 3, se colorean tarde o temprano
todos los vecinos atin no coloreados de z, asi que se va a colorear eventualmente
a x, o bien z ya estaba coloreado en ese instante.

2. Fijemos k € N\ {0} y consideremos el enunciado ¢(k): Para todo I > k' y
cualesquiera u, v € Vg tales que t(u) = ky t(v) = [, se satisface que £(u) < {(v).
Veamos que todos los naturales mayores que 0 cumplen ¢ usando induccion
fuerte sobre k. Si k = 1, el Gnico vértice cuya imagen bajo ¢t es 1 resulta ser r
y claramente ¢(r) = 0 < ¢ para cualquier ¢ > 0. La hipdtesis de induccion es
que para k > 1 fijo, todos los naturales menores a k£ y mayores a 0 satisfacen
. Para continuar con el paso inductivo, supongamos que u,v € Vg v [ > k
son tales que t(u) = k y t(v) = [. Denotemos por z al vértice que satisfacia
x = head(Q) cuando u fue insertado en @), de la misma forma denotemos por
z a la cabeza de @ en el momento en que v entré a Q. Como t(u) < t(v), el
vértice v todavia no estd coloreado cuando u es insertado en (). Si ocurriera
t(z) < t(z), en el momento de agregar a u en ), o sea mientras x = head(Q),
el vértice z ya tendria que haber salido de @) y por ende, el vértice v ya tuvo
que haber sido coloreado. Dada la imposibilidad de lo anterior, se sigue que
t(z) < t(z). Usando la hipotesis inductiva con t(z) < t(u) = k, podemos
deducir que ¢(z) < /(z), de donde se sigue £(u) = £(z) + 1 < l(2) + 1 = L(v).
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3. Mostraremos usando induccion fuerte que para cualquier £ > 0 se satisface lo
siguiente: si u,v € Vi son tales que uwv € Eg, t(u) =k y t(u) < t(v), entonces
¢(v) < £(u) + 1. Tenemos para el caso base t(r) = 1, pero este caso es sencillo,
porque al ser r el primer vértice en entrar a (), todos los vecinos de r entran a
@ cuando r = head(Q). Por lo tanto, si vr € Eg, entonces ¢(v) = {(r)+1 = 1.
Supongamos el enunciado valido para todos los naturales positivos menores a
k, con fijo k > 1 fijo. Dados u,v € Vg tales que uwv € Eg, t(u) = ky t(u) < t(v),
podemos considerar el vértice z que era cabeza de () en el momento en el que
v fue insertado en (). Tenemos dos opciones para v cuando u se pone a la
cabeza de (). La primera opcién es que v ya esté coloreado, lo que implica que
se colored cuando z era cabeza de (), pero esto ya paso, o lo que es lo mismo, z
ya sali6 de (). La segunda opcién es que v todavia no haya sido coloreado atn
y por lo tanto sera coloreado mientras u es cabeza de (), pues v es un vecino
de u. Del primer caso se desprende que t(z) < t(u), utilizando que zv € Eg
y la hipotesis inductiva con ¢(z), concluimos en este caso que ((v) < {(z) + 1,
pero por la compatibilidad de las funciones t y ¢ respecto al orden, tenemos
que ¢(z) < l(u), o sea que £(v) < £(u) + 1. En el segundo caso que es u = z,
tenemos directamente por la definicion de z que £(v) = £(2) + 1 = £(u) + 1.

|

Proposicion 2.3.2. Sean G una grifica conexa, r € Vg y (p,4,t) la tercia de fun-
ciones devueltas por la ejecucion del Algoritmo 3 con entrada G y r. El algoritmo
BFS' es correcto. Es decir, si T es la grifica inducida por el conjunto de aristas
{up(u): uw € Vg \ {r}}, resulta que T es un drbol generador de G, donde el nivel de
los vértices en el drbol enraizado (T,r) coincide con los valores de la funcion (, que
a su vez coincide con la distancia hacia r en G.

Demostracion. Vamos a verificar que cualquier u € Vg estad conectado con r en T,
y que ademés £(u) = dg(u,r), esto usando induccion fuerte sobre los valores de (. El
tnico vértice cuya imagen bajo ¢ es 0, es el vértice r, y claramente r esta conectado
con r mismo en 7', ademés se tiene ¢(r) = 0 = dg(r,r). Supongamos que para k > 0
fijo se satisface la hipotesis inductiva, esto es, que cualquier v € Vg tal que £(v) < k,
debe estar conectado con r en 7'y también debe satisfacer la igualdad dg(v, r) = £(v).
Supongamos que u € Vg es tal que £(u) = k, consideremos adicionalmente a z € Vg,
como el vértice que satisfacia z = head(Q) en el momento en el que u se anadid
a . Tenemos que /(z) < ¢(z) + 1 = {(u), asi que por hipétesis inductiva, z esta
conectado con r en T'y dg(z,7) = £(2). Como z = p(u), la arista uz se encuentra en
T,y por lo tanto u esta conectado con r en T'. Por otro lado, tenemos que dg(u,r) <
dg(z,7) +1 = €(2) + 1 = £(u), esto por la existencia de la arista uz. Ahora, sean
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m =dg(u,r)y (xg =1,..., 2, = u) cualquier ru-trayectoria en G de longitud m. Por
el Lema 2.3.1, se tiene que £(u) = O(u) —0(r) =D 7" [0(x;) — l(xi—q)] < D00 1 =m,
esto prueba que m = dg(u,r) = £(u).

Una observaciéon algo obvia es que T no puede tener lazos, ni ciclos formados
por dos aristas paralelas, esto por la condicién del if. Para ver que 7" no tiene
ciclos de mayor longitud, busquemos una contradiccion, esto suponiendo que existe
un ciclo C' = (xg,...,zx) en T con k > 3. Sea j € {0,...,k — 1} tal que {(z;) =
max{l(z;): 0 <i < k}. Segun el Algoritmo 3, para todo u € Vi \ {r}, se cumple que
l(u) = L(p(u)) + 1 > £(p(u)). Como {(z;) es maximo en los valores de ¢ sobre los
vértices de C, no es posible que p(z;4+1) = x;, pero C es subgrafica de T', asi que por
definicion de T' y lo anterior, se sigue que p(z;) = x;11. En el siguiente argumento,
que es casi idéntico al previo, vamos a suponer que u es x;_; si j > 0, mientras que
u serd xy_1 si j = 0. De nuevo, al tenerse ux; € Er, se satisface p(u) = z;, o bien,
se cumple p(x;) = w. Sin embargo, ya establecimos que p(x;) = xj41, con z41 # u
porque k > 3. Por lo que, no puede ocurrir que p(z;) = u, pues, eso implicarfa que
x; tiene dos padres, contradiciendo que p es una funcion. De lo anterior, se sigue que
p(u) = z;, o sea que £(z;) < {(z;)+1 = {(u), contradiciendo la cualidad de méximo
que tiene ¢(z;). Por lo tanto, 7' debe ser aciclica, esto junto al parrafo previo, nos
permite concluir que 7" es un arbol generador de G, ademas de que la funcién ¢
coincide con la distancia sobre G hacia r.

Queda por ver que el nivel de los nodos en el arbol enaraizado (7', r), coincide
con los valores de la funcion £. Para que no haya confusion, utilizaremos el simbolo /¢
simple para referirnos a la funcion ¢, parte de la salida del Algoritmo 3, mientras que
{1 hara referencia al nivel de los nodos en el arbol enraizado (T, 7). Vamos a usar
induccion sobre el nivel de los nodos en el arbol. El tinico vértice cuyo nivel en (T, r)
es 0, resulta ser r, y desde luego se satisface que l7(r) = 0 = {(v). Fijemos k > 0, y
supongamos el resultado valido para todos los vértices que tengan nivel menor que k
en (T, r). Si u resulta ser un nodo de (T, r) tal que ¢r(u) = k, podemos tomar a v, el
segundo nodo en P, es decir, el que sigue después de u. Dado que P, = vP,r, se sigue
que ¢7(v) = k — 1. Aplicando la hipotesis inductiva a v, tenemos que ¢(v) = {p(v).
Como uv € Er, se debe satisfacer p(u) = v o p(v) = u, aunque p(v) = u no es cierto,
ya que £(v) = dg(v,r) < dg(u,r) = £(u). Por lo tanto, se satisface p(u) = v, de
donde se sigue que lp(u) = lp(v) + 1 =4(v) + 1 =L(p(u)) + 1 = L(u). |

Proposicion 2.3.3. Denotemos por n al orden de una grdfica y por m a su tamano.
Resulta que el Algoritmo 3 es O(n +m).

Demostracion. Supongamos que la entrada es una grafica conexa G y un vértice
distinguido r € V. Desde el comienzo del algoritmo, hasta el momento previo de
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comenzar el while, el algoritmo solo hace un niimero constante de operaciones, lla-
memos ¢; a dicho niimero. Lo siguiente es una explicacion més detallada de cémo
podemos verificar la condicién del bloque if-then. Esta descripcion la damos para
garantizar que el tiempo de ejecucion no excede la cota que queremos; en el Algorit-
mo 3 no se encuentra especificado esto para no volver el pseudo-co6digo mas pesado.
Primero notemos que podemos saber cuando es la primera iteracion del while donde
un vértice x es la cabeza de (), esto porque tal iteracion sucede inmediatamente des-
pués de que quitamos a la antigua cabeza de (). Para verificar la condicién del bloque
if-then, en la primera iteracion del while donde x es la cabeza de (), podemos crear
una lista con los elementos de N(x) que todavia no estéan coloreados, simplemente se
trata de irlos agregando al principio de la lista conforme recorremos la vecindad de
x. Como las inserciones se hacen al principio de la lista, la creacion de esta lista nos
lleva solo el tiempo en que recorremos N (z), mas la verificacion de color y las inser-
ciones, asi, toma solo ¢3| N (x)| operaciones hacer la lista, donde ¢y es una constante.
Con esta lista construida, dado que x serd la cabeza de ) en todas las iteraciones
del while de este momento hasta que todos los vecinos de x estén coloreados, para
verificar que x todavia tenga vecinos sin colorear, podemos preguntar si la lista es
vacia, lo cual lleva tiempo constante. Por otro lado, si la lista no es vacia, para elegir
un vecino de x sin colorear, podemos tomar simplemente al primer elemento de lista
y quitarlo, esto también toma tiempo constante. Por lo tanto, hacer este proceso
adicional, nos permite hacer la verificacion del bloque if-else en tiempo constante,
con el detalle de que realizamos co| N (z)| operaciones creando la lista en la ejecucion
cuando x se convierte en la cabeza de Q).

En el if-then, ademés de verificar la condicion, se hacen seis operaciones en caso
de entrar al bloque if, y se hace solo una al aterrizar en el bloque else. Indepen-
dientemente de si la condicién del bloque if-then se satisface o no, dentro de dicho
bloque se realiza a lo mas un niimero constante de operaciones, nimero que vamos a
llamar c3. En cada iteracion del while, ademaés de las operaciones dentro del bloque
if-then, se hace solo una asignaciéon de tiempo constante, la asignacion de z como
la cabeza actual de (). Por lo que, en cada iteracion del while usamos a lo sumo
c3 + 1 unidades de tiempo, méas las necesarias para crear la respectiva lista si es una
iteracion especial, como ya lo habiamos discutido.

Ahora, evidenciemos que el bloque while realiza a lo méas 2n — 1 iteraciones.
Podemos distinguir dos tipos de iteraciones del while, las primeras son, en las que
se evalua a verdadero la condicion del if, mientras que las segundas son en las que
se evalia a falso, llegando a la clatsula else. En cada una de las iteraciones del
while perteneciente al primer tipo, se colorea un vértice y que es un vecino todavia
no coloreado de x, siendo = la cabeza de () en ese momento. Si en una iteracion se
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colorea y que es vecino de x, podemos relacionar dicha iteracion con la arista yx. Asi,
podemos homologar cada iteraciéon del primer tipo, con la correspondiente arista yxr =
yp(y), donde y es el vértice que se colorea en dicha iteracion. Esta forma de asociar
las iteraciones del primer tipo con las aristas del arbol generador G[{yp(y): v € Vg}l,
resulta ser una funciéon inyectiva, ya que los vértices de G se colorean exactamente
una vez. De lo anterior, tenemos que el niimero de iteraciones del while perteneciente
al primer tipo es, a lo més, el nimero de aristas que tiene el arbol generador que
construimos a partir de p, o sea, n — 1 deacuerdo con el Corolario 2.1.3. Por otro
lado, la cantidad de iteraciones del bloque while correspondiente al segundo tipo, lo
podemos homologar al nimero de veces que se elimina un vértice de (), este niimero
estd claramente acotado superiormente por n, pues, un vértice no puede entrar mas
de una vez a (). Concluimos entonces que, el nimero de iteraciones que realiza el
bloque while, es a lo mas (n — 1) +n =2n — 1.

Por la Proposicion 1.1.1, tenemos que » | . [N (z)] < > cy.. d(x) = 2m. Todo el
desarrollo anterior nos permite garantizar que, toda la ejecucion del algoritmo toma
alomés ci+(2n—1)(cs+1) + 2y, 2| N(2)| < (e3+1)2n — (e3+ 1) + c22m pasos.
Como la funcion (¢34 1)2n — (e3 + 1) + c2m < 2(cg + 1+ c2)(n+ m) es O(n + m)
por la Proposicion 1.9.3, podemos concluir que el Algoritmo 3 también es O(n +m).
|
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Capitulo 3

Cograficas

3.1. Familia de cograficas

En esta seccion estudiaremos la definicién de cografica y de coéarbol, junto con
algunas de sus propiedades mas importantes. Entremos de lleno con la definicién de
cogréafica.

Definicién 3.1.1. Definimos a la familia de cograficas, como la familia minima por
contencion que satisface las siguientes tres propiedades:

1. Las graficas vacias de un solo vértice estan en la familia.

2. SiGy,..., Gy son graficas en la familia, £ > 2, entonces su union ajena Zle G
pertenece también a la familia.

3. Si Gy,...,Gy son graficas en la familia, £ > 2, entonces su uniéon completa
P, G; pertenece también a la familia.

Cabe mencionar, que no estamos siendo del todo formales en la definicién previa,
pues, puede no existir tal familia con la propiedad de ser minima respecto a la conten-
cion, o bien, si existiera podriamos estar considerando clases en lugar de conjuntos,
de hecho, la coleccién de todas las graficas triviales es una clase. En cualquier caso,
lo que pretende la definicion al hablar sobre familias de graficas, es solo considerar
sus esquemas, o sea su estructura, homologando graficas que sean isomorfas. No hay
que preocuparnos por esto, ya que, a pesar de no haber especificado lo anterior, se
puede solventar facilmente restringiendo las familias de graficas, de tal manera que
sus vértices y aristas estén delimitados en un conjunto bien especifico, por ejemplo
en N. Naturalmente, definimos una cografica como una gréafica perteneciente a la
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familia de cograficas definida en la Definicién 3.1.1. Algo que vale la pena mencionar
es que las cograficas son graficas simples, esto se desprende directamente de la defi-
nicion. En la Figura 3.1, podemos ver el ejemplo de varias cograficas. Ahi, podemos
ver claramente que, %) es cografica por ser la union completa de Ky y dos graficas
isomorfas a K; + K, mientras que %5 es cografica por ser la union completa de K3,
Ky Ks.

Kgi Kl —f—KgZ o
o) e} /
O
O O
(521 O
O—o
O
@)
© @)

Figura 3.1: Ejemplos de cogréficas.

Una caracteristica relevante de las cograficas, es que se puede llevar una especie
de registro de las operaciones que se usan para construirlas, para esto existe un
arbol donde los nodos representan una unién ajena o una uniéon completa. En aras
de facilitar la definicion del coarbol, primero daremos otra definicion auxiliar, esta
definicion no es estandar y solo nos es ttil para hacer la redaccién de la definicion de
coarbol més legible. Dado un 4rbol enraizado no trivial (T, 7), los arboles 7%, ... Tk
denotaran a los subarboles T, , ..., T, , donde sy, ..., s son los hijos de r, no importa
el orden en el que se tomen. Como el arbol no es trivial, sabemos que r tiene al menos
un hijo y por lo tanto, si tiene sentido esta definicion.

Definicién 3.1.2. El coarbol de una cografica, es un arbol enraizado, con sus nodos
etiquedados y donde todos sus nodos internos tienen mas de un hijo. Las hojas estan
etiquetadas con los vértices de la cografica, mientras que los nodos internos estan
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etiquetados con 0 o 1. El etiquetado de los nodos en el codrbol siempre satisface
que, los nodos internos, dentro de cualquier rama, alternan sus etiquetas entre 0 y 1.
Damos la definicién precisa del codrbol de una cografica, utilizando recursion sobre
la Definicion 3.1.1.

1. Si GG es una grafica vacia y con un solo vértice, su coarbol es el arbol trivial y
con su unico nodo, o sea la raiz, etiquetado con el tnico vértice de G.

2. Sea G una cografica con méas de un vértice, que cumple G = Zle G, donde

k>2y Gq,...,Gy son cograficas con respectivos coarboles T1, ..., T. Vamos
a suponer, sin pérdida de generalidad, que las etiquetas de las hojas en los
coarboles Ty, . .., T, no se repiten dos a dos. Para cadai € {1, ..., k}, definimos

la coleccion F; como {T;}, si la etiqueta de la raiz de T} es 1 o es un vértice de
G; por otro lado, definimos a F; como {(T;), ..., (T;)%}, si la etiqueta de la
raiz de T; es 0, aqui k; denota al nimero de hijos de la raiz de T;. Un coarbol
de G, se define como el arbol (T, r), resultante de tomar un nodo r, que no
esté presente en ninguno de los arboles Ti,...,Ty, v luego crear el arbol T
conectando el nodo r con cada raiz de cada arbol en Fj;, para todo 0 <7 < k.
Posteriormente se le adjunta a r la etiqueta 0, dejando a los demas nodos
internos con las etiquetas que tenian en sus respectivos uniendos.

3. Sea G una cografica con mas de un vértice, que cumple G = @le G;, donde

k>2y Gq,...,Gy son cograficas con respectivos coarboles T7, ..., T). Vamos
a suponer, sin pérdida de generalidad, que las etiquetas de las hojas en los
coarboles 11, ..., Ty, no se repiten dos a dos. Para cadai € {1,..., k}, definimos

la coleccion F; como {T;}, si la etiqueta de la raiz de T; es 0 o es un vértice de
G; por otro lado, definimos a F; como {(T;), ..., (T;)%}, si la etiqueta de la
raiz de T; es 1, aqui k; denota al nimero de hijos de la raiz de 7;. Un coarbol
de G, se define como el arbol (T, r), resultante de tomar un nodo r, que no
esté presente en ninguno de los arboles Ti,...,Ty, v luego crear el arbol T
conectando el nodo r con cada raiz de cada arbol en Fj, para todo 0 <1 < k.
Posteriormente se le adjunta a r la etiqueta 1, dejando a los demas nodos
internos con las etiquetas que tenian en sus respectivos uniendos.

En la Definiciéon 3.1.2, no se muestra que los coarboles satisfagan todas las con-
diciones que impusimos en un principio. Esto se soluciona mostrando por induccion
sobre la Definicién 3.1.1, que en los coarboles el etiquetado satisface lo necesario y
que los nodos internos, en caso de tratarse de un coarbol no trivial, tienen més de
un hijo. La parte de que los nodos internos tienen al menos dos hijos, se puede ver
utilizando hipétesis inductiva en los casos 2-3 y, notando que por la construccion, r
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tiene al menos k hijos, con k£ > 2 por hipdtesis. Ver que el etiquetado de los nodos
internos alterna entre 0 y 1 también es facil, simplemente hay que observar que si
la raiz ¢t de un coarbol tiene etiqueta x € {0, 1}, entonces sus hijos no van a tener
etiqueta x, es decir, los hijos de ¢t van a tener por fuerza la etiqueta 1 — x, o van
a tener la etiqueta de un vértice. Esto muestra que los coarboles satisfacen lo esta-
blecido en la Definicion 3.1.2. Dado un vértice x de una cografica, la mayoria de las
veces haremos indistintamente el uso del nombre = para denotar al vértice x, o para
denotar a la hoja que esta etiquetada con x en el coarbol de la cografica.

Otra propiedad importante de los coarboles, es su unicidad respecto a la cogréfica
asociada. Esto es, si G es una cogréafica, hay un tinico coarbol de G, salvo isomorfismo.
El enunciado anterior esta plasmado en el siguiente resultado, que bien lo podriamos
desarrollar en unas cuantas lineas aqui mismo. Pero, al ser un resultado destacado,
conviene mas enmarcarlo aparte.

Teorema 3.1.3. Sea G una cogrifica. Cualesquiera dos codrboles de G son idénticos,
incluso en el etiquetado de sus nodos.

Demostracion. Como la definicién de cogréafica es una definicién recursiva, esta
demostracion la vamos a desarrollar por induccién sobre las Definiciones 3.1.1y 3.1.2.
Si GG es una grafica vacia con un solo vértice, por definicién el coarbol es el arbol
trivial cuyo nodo esté etiquetado con el tinico vértice de G. Sea % un operador,
va sea Y. o €. Supongamos que G = %=VG; con k > 2y Gy,...,Gy cograficas.
Por definicion, un coarbol de G es un arbol obtenido al colgar de un nuevo nodo
r a algunos subarboles de coarboles correspondientes a G1,...,Gg. Entonces, un
coarbol de G estd determinado por los codrboles de G, ..., Gy, pero, la hipotesis
inductiva garantiza que G, ..., G} tienen un tnico coarbol. Por lo tanto, el coarbol
de G también es tinico. Solo notemos para terminar que la unicidad del etiquetado
también estd implicita, pues, el etiquetado es tinico en los coarboles de Gy, ..., G,
y ademés la etiqueta de r estd determinada solo por la identidad de . [ |

El resultado anterior establece que a cualquier cografica, le corresponde un tinico
arbol enraizado que satisface ciertas propiedades, o sea, su coarbol. Por otro lado,
tomemos cualquier arbol enraizado no trivial (T, r) de tal modo que todos los nodos
internos tengan méas de un hijo. Elijamos una etiqueta para r, ya sea 0 o 1, después,
etiquetemos a los nodos alternando las etiquetas entre 0 y 1, desde la raiz hasta las
hojas. Por tltimo, demos etiquetas distintas dos a dos a cada una de las hojas de T'.
Si seguimos el proceso anterior, vamos a terminar con el arbol enraizado (T, r) con
sus nodos etiquetados, y resulta que éste arbol enraizado va a corresponder al coarbol
de una cogréfica. Dicha cografica que le corresponde al coarbol (T, r) etiquetado, la
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podemos construir siguiendo el orden indicado de las operaciones que determinan las
etiquetas de los nodos. Comenzamos con las hojas que representan a K, luego cada
nodo etiquetado con 0 indica la operacién +, mientras que cada nodo etiquetado con
1 indica la operacion @. Entonces, existe una relacion biunivoca entre las cograficas
y cierto tipo de arboles enraizados. En la Figura 3.2 podemos observar los coarboles
de las gréficas 4] y %3, correspondientes a la Figura 3.1

{7 A VAR
S\ I\
N
/\v4 05/06\1)7

(%1 % U3

Figura 3.2: Coarboles de cogréficas.

Como ya lo habiamos anticipado, cerraremos la seccién con algunas propieda-
des que satisface la familia de cograficas. Para esto, necesitamos la definicion de
subgrafica correspondiente a un nodo, la cual proporcionamos después del siguiente
resultado.

Proposicion 3.1.4. Sean G una cogrifica con codrbol (T',r) y ni,ny nodos de T
tales que ny es ancestro de ny. Si denotamos por Hi y Hs a las unicas cogrdficas
salvo isomorfismo que lienen codrboles T,, y T,, respectivamente, entonces H; es
una subgrdfica inducida de Ho.
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Demostracion. Procedamos por induccion sobre la distancia entre nq y ng en 7.
Si la distancia es 0, o sea, si n; = ng, entonces H; = H,. Si en cambio n; es padre
de no, notemos que H; es por definicion, la unién ajena o la unién completa de las
cograficas correspondientes a los hijos de n; en T, entre ellas Hy. Como la union
completa y la uniéon ajena no agrega aristas entre vértices de un mismo operando, se
sigue que H, es una subgrafica de H; inducida por vértices. Ahora, tomemos k € N
y supongamos que el enunciado se satisface para nodos cuya distancia entre ellos sea
k. Para el paso inductivo, hay que suponer que la distancia entre ny y ns en 7T es
kE+1. Como k+1 > 0, P,, no es trivial y tiene al nodo n; entre sus vértices. Sea m el
nodo que esta en P,, v que es hijo de n;. Por hipotesis inductiva, se tiene que Hs es
una subgrafica de H inducida por vértices, donde H es la cografica correspondiente
al nodo m. Dado que n; es padre de m, también se satisface que H es una subgrafica
de H; inducida por vértices. Por lo tanto, tenemos que Hs es una subgrafica de H,
inducida por vértices. [ |

Sean G cualquier cografica con coarbol (T',r) y n cualquier nodo de T. Un co-
rolario de la Proposicion 3.1.4 tomando a los nodos r y n es que, la tinica cografica
salvo isomorfismo que tiene a 7T,, como coarbol, es una subgrafica de GG inducida por
vértices, de hecho, inducida por el conjunto de vértices H(T,). A esta cogréfica la
llamamos cografica correspondiente al nodo n y la denotamos con G, o sea,
simplemente como la cografica del coarbol principal con el nodo como subindice.

Proposicién 3.1.5. Sean G una cogrdfica con codrbol (T, r) y u,v dos vértices dis-
tintos de G. La arista uwv estd en Eg, siy solamente si, el nodo mcar(u,v) tiene
etiqueta 1.

Demostracion. Definamos a n como el hijo de mca(u,v) en la trayectoria P, y
denotemos por m al hijo de mca(u,v) en la trayectoria P,. La grafica G mca(uw) €8
la unién ajena o la unién completa de las gréaficas correspondientes a los hijos de
meca(u,v) en T, entre los operandos de esta union, ya sea ajena o completa, se en-
cuentran G, y Gp,. En Gpea(u0), hay aristas entre vértices de dos operandos distintos,
si y solamente si, la operacion es una uniéon completa. Dado que u € Vg, = H(T),)
y v € Vg, = H(T,,), podemos concluir que uv € Eg si y solo si, el nodo mca(u,v)
esta etiquetado con 1. [ |

Para afianzar el concepto de gréfica correspondiente a un nodo, hacemos la ob-
servacion de que en una cografica Gy su coarbol (T, r), siempre se satisface que G,
es G misma y, para x € Vg, la cografica G, es isomorfa a la grafica trivial. De forma
suplementaria damos la Figura 3.3, donde se toma un nodo n de la cogréfica € y se
plasma la cografica correspondiente al nodo n junto con su coarbol.
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Figura 3.3: Cogréfica C' con su coéarbol y la subgréfica correspondiente al nodo n.

Proposicion 3.1.6. Sea G una cogrifica con codrbol (T, r). Se satisface lo siguiente:

1. La grifica G es también una cogrdfica y su codrbol es justamente (T,r), pero
con el etiquetado invertido, o sea, los nodos tendrdan etiqueta O si en el codrbol
de G tenian etiqueta 1 y viceversa.

2. Cualguier subgrdfica de G inducida por vértices, es también una cogrdfica.
Demostracion.

1. Primero abordemos el caso en el que T es trivial. Si T es trivial, claramente
G es trivial, lo anterior implica que G también es una cogréafica y (T,r) es
su coarbol, esto porque G también debe ser trivial. Libre del caso anterior,
supongamos de ahora en adelante que T no es trivial. Denotemos por T al
arbol descrito en el enunciado, esto es, al arbol T enraizado en r, pero con las
etiquetas de sus nodos internos cambiadas. Sabemos que T es el coarbol de
una Unica cografica salvo isomorfismo, llamemos a dicha cografica H. Por la
Proposicién 3.1.5, dadas x y z dos hojas de T, tenemos que mcar(x, z) tiene
etiqueta 0, si y solo si zz € Eg. Pero, por la definicion de T, se tiene que
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mecaz(x, z) tiene etiqueta 1, si y solo si, mcar(zx, ) tiene etiqueta 0. Definamos
f: Vg — Vg, como la funcion biyectiva dada por f(x) = z, solo cuando z y
z corresponden a la misma hoja de T, o lo que es lo mismo, de T. Con las
observaciones anteriores tendremos para z,y € Vg que xy € Epy si y solo si
f(2)f(y) ¢ Egq, es decir, f es un isomorfismo entre H y G.

2. Vamos a usar inducciéon fuerte sobre el niimero de vértices que inducen a la
subgrafica. Si tenemos un unitario {x} C Vg, es obvio que la subgréfica indu-
cida, o sea la trivial, es una cografica. Sea X C Vj arbitrario y con mas de un
elemento, también elijamos x € X. Como r € Vp, y X C H(T,) = Vg, pode-
mos considerar a n como el <p-minimo nodo en P, que satisface X C H(T},).
Demos una enumeraciéon nq,...,n; de los hijos de n en T, pero tinicamente
de los hijos m que satisfacen H(7T,,) N X # @. Por la propiedad minima de
n, se debe cumplir k& > 2. Para cada ¢ € {1,...,k}, le daremos el nombre de
X; al conjunto H(T,,) N X. Ahora, por hipotesis inductiva, tenemos que para
cada i € {1,...,k}, la subgrafica inducida G[X;] es una cografica. Gracias a la
Proposicion 3.1.5, es facil observar que dados u € X; y v € Xj, con @ # j, se
cumple wv € Eg, si y solo si mecar(u,v) tiene etiqueta 1. Lo anterior implica
que la subgrafica inducida G[X] = G[X N H(T,)] es la unioén ajena o la union
completa, dependiendo la etiqueta de n, de las cogréficas G[X1], ..., G[X]. Por
lo tanto, también G[X] es una cografica.

|

3.2. Mobdulos

Los modulos en las graficas son conjuntos que rescatan la nocion de “compor-
tarse de la misma forma” afuera del conjunto mismo. El concepto de modulo esta
ampliamente estudiado y tiene varias aplicaciones en la teoria de graficas. Sin em-
bargo, nos conformaremos en esta secciéon con mencionar las propiedades principales,
basicamente lo necesario para profundizar en nuestro algoritmo de reconocimiento.

Definicién 3.2.1. Sea G una grafica. Decimos que un subconjunto no vacio M de
Vi es un médulo en G, si y solamente si, para cualesquiera z,y € M se satisface
Ng(z)\ M = Ng(y) \ M. Adicionalmente, decimos que M es un moédulo fuerte en
G, si ademas de ser modulo, para cualquier modulo C' en G que satisfaga M NC # @,
también se cumple que M C C o C C M.

Para ejemplificar la definicién de médulo en una grafica G, notemos directamente
de la definicién que Vg siempre es un modulo, también observemos que el conjunto
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{z,y}, compuesto por dos vértices distintos, es un modulo solo cuando N (x)\{z,y} =
N(y) \ {z,y}. Si la condicion anterior se satisface, es decir, si dos vértices distintos
x,y € Vi cumplen N(z) \ {z,y} = N(y) \ {z,y}, decimos que = y y son vértices
gemelos en G. Esa condicion se reduce simplemente a N(z) \ {y} = N(y) \ {z}
cuando G no tiene lazos.

Resulta que en las cograficas, los moédulos se pueden caracterizar de una manera
no tan compleja, esto es el contenido del par de proposiciones que presentamos en
esta seccion.

Proposicion 3.2.2. Sea G una cogrdfica con codrbol (T, r). Un conjunto de vértices

M es un mddulo en G, si y solamente si, existe un conjunto no vacio de nodos
hermanos en T, digamos U, tal que M =, .., H(T,).

ueU

Demostracion. Si G es trivial, T es trivial también. En este caso, el si y solo si es
inmediato, pues el tinico modulo en G seria V. Entonces, supongamos que G no es
trivial y consecuentemente, T tampoco es trivial. Para demostrar la suficiencia del
primer enunciado, elijamos © € M. Como r € Vp, y M C H(T,) = Vg, podemos
tomar a un nodo n como el <p-minimo entre los nodos de P,, con la propiedad de
cumplir M C H(T,,). Demos una enumeracion ny,...,n; de los hijos de n en T,
pero tnicamente de los hijos m que satisfacen H(T,,) N M # &. Observemos que la
condicion de minimo que tiene n, implica k& > 2. Por la definicion de n y sus hijos
seleccionados, es claro que M C Ule H(T,,), asi que, solo hace falta ver la otra
contencion. La contencién anterior nos permite tomar un indice j € {1,...,k} tal
que x € H(T,,), es facil observar que ese indice es tinico, ya que de haber mas de
uno se violaria la propiedad de trayectorias tnicas en un arbol. Sea i € {1,...,k}
arbitrario y elijamos y € H(7},,) también arbitrario.

Tomemos cualquier indice [ € {1,...,k} distinto de i. Ahora, elijamos cualquier
u € H(T,,)NM y cualquier v € H(T,,)NM. Siu = y, entonces ya estarfa demostrado
lo que queriamos, asi que enfoquémonos en el caso u # y. Como u,v € M y M es un
modulo, se tiene que N(u)\ M = N(v)\ M, en otras palabras (N (u)\ N(v))U(N(v)\
N(u)) € M. Por lo que, en virtud de la Proposicion 3.1.5, se sigue que, el conjunto
de vértices cuyos méximos comunes ancestros, con u por un lado, y con v por el
otro, tengan etiqueta distinta, debe estar contenido en M. Ahora, como u y y son
hojas distintas de T', ambas en el conjunto H(T,,,), no es posible que n; sea una hoja,
ademas, n; tiene etiqueta diferente a n porque son padre e hijo. Notese que por la
Proposicion 2.2.3, se cumple que mca(u,v) = mca(y,v) = n. Si mca(y,u) = n;, por
las deducciones anteriores, se satisface que y € M, mientras que si mca(y,u) # n;,
se cumple por fuerza que mca(y,u) <r n;. Sabemos que de los hijos de n;, solo
hay uno que esta en la trayectoria de mca(y,u) a n; en T, entonces, elijamos m
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cualquier hijo de n; que sea distinto al que esta en la trayectoria de mca(y,u) a n;
en T. Con esta construccion, tenemos que cualquier hoja h € H(T,,), va a satisfacer
que mca(h,u) = n;, mientras que por la Proposicion 2.2.4 se tiene mca(h,v) = n.
Entonces, ocurre que h € M, pero notemos que, de nuevo por la Proposicion 2.2.4, se
tiene mca(h,y) = n;. Concluimos de lo anterior, por tenerse v, h € M, que y también
debe ser un elemento de M.

Ahora, para la suficiencia del segundo enunciado, supongamos que U es cualquier
conjunto no vacio de nodos hermanos en 7'. Hay que probar que |J,., H(7,) es un
modulo en G. Sean z,y € U,y H(T,) distintos, y tomemos v,w € U tales que
xe H(T,)yy € H(T,). Como U es un conjunto de hermanos, hay un nodo n que es
padre de cada nodo en U. Supongamos que z es cualquier vértice que no esta en el
conjunto J,..; H(T3). Si n no es ancestro de z, por la Proposicion 2.2.3, se satisface
mea(z,x) = mca(z,n) = mca(z,y), asi que se cumple: z € N(z) siy solosi z € N(y).
Por otro lado, si n si es un ancestro de z, podemos definir m como el hijo de n que
estd en la trayectoria de z a n en T'. Por la eleccion de z ocurre que m ¢ U, asi que,
usando la Proposicion 2.2.3 de nuevo, deducimos que mca(z, x) = mca(m,v) =n'y
mea(z,y) = meca(m,w) = n. Por lo tanto, z € N(z) si y solo si z € N(y). Al ser x y

y arbitrarios, concluimos que | J,o,; H(7T,) es un médulo en G. |

Proposicion 3.2.3. Sea G una cogrdfica con codrbol (T, r). Un conjunto de vértices
M es un mddulo fuerte en G, si y solamente si, existe un nodo n en T, tal que

M = H(T,).

Demostracion. Para la suficiencia del primer enunciado, supongamos que M es un
modulo fuerte en G. Por la Proposicion 3.2.2, sabemos que existe un conjunto no vacio
de nodos hermanos en T, digamos U, que satisface M = (., H(T,). Sea n el padre
de todos los nodos en U y elijamos cualquier w € U. Si U tiene a todos los hijos
de n, lo que queriamos demostrar estd consumado, porque (., H(T.) = H(T,).
Entonces, vamos a suponer de ahora en adelante que U no tiene a todos los hijos de
n. Consideremos a m como cualquier hijo de n que no pertenezca a U y definamos
C = {m,w}. Podemos usar otra vez la Proposicion 3.2.2, para garantizar que el
conjunto N = |J,cc H(T\,) = H(T,) U H(T},) es un moédulo en G. Como w € U,
tenemos un moédulo N tal que NNM # @. Al ser M un médulo fuerte, se debe tener
M C NoNCM.Comom ¢ U, los nodos en H(T,,) no pueden tener como ancestro
a un nodo en U, asi que es imposible la contencion N C M. Por lo tanto M C N,
de donde se sigue que U C {w, m}. Sin embargo, sabemos que m no pertenece a U,
o sea que M = H(T,).

Sigamos con la suficiencia del segundo enunciado, entonces, sea n cualquier nodo

en T. Sabemos por la Proposicion 3.2.2, que Uue{n} H(T,) = H(T,) es un modulo
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en (G. Para ver que M es fuerte, tomemos cualquier otro moédulo en G que intersecte
a M, digamos N. Otra aplicaciéon de la Proposicion 3.2.2, nos permite garantizar la
existencia de un conjunto no vacio U, conformado por nodos hermanos en 7', de tal
suerte que N = J,o, H(Ty). Si algiin miembro de U es ancestro de n, claramente
M C N, asi que supongamos que ningin elemento de U es ancestro de n. Seleccio-
nemos cualquier x € M N N, esa elecciéon implica que para algin w € U se satisface
x € H(T,), también que x € H(T,) desde luego. Asi que, tanto n como w estan en
P,, por lo que uno debe ser ancestro del otro. Recordando que ningtn elemento de
U es ancestro de n, deducimos que n es un ancestro propio de w. Si definimos a p
como el padre de todos los nodos en U, en particular p es padre de w. Se cumple
entonces que p <r n, o sea que todos los nodos en U son descendientes de n. Con lo
anterior concluimos directamente que N C M, y por lo tanto que M es fuerte. W

3.3. Otras definiciones y atributos de graficas

Esta seccion la utilizaremos para desarrollar todos los conceptos necesarios para
nuestro teorema de caracterizacion. También la vamos a aprovechar para explorar
los conceptos definidos desde otra perspectiva, una perspectiva més intuitiva que
pretende vislumbrar como se conectan los conceptos entre si, aparte de su nexo
formal mostrado en su equivalencia logica.

Sea GG una grafica. Decimos que I C V; es un conjunto independiente de G,
si y solo si, es no vacio y no hay aristas entre vértices de I. Ademas, cuando G es
simple, tenemos el concepto de clan. Si C' C Vi es no vacio y tiene todas las posibles
aristas entre vértices de C, es decir G[C] es completa, decimos que C' es un clan de
(G. Adicionalmente, si I es un conjunto independiente de G con k vértices, decimos
que I es un k-conjunto independiente. Analogamente, cuando C' es un clan de G
con k vértices, decimos que C' es un k-clan. Un conjunto independiente maximo
por contencién de G, es un conjunto independiente I C Vi, de tal forma que para
cualquier otro conjunto independiente J de G que contenga a I, se satisface por
fuerza que I = J. Del mismo modo, un clan maximo por contencién de G, es
un clan C' C Vg, de tal forma que para cualquier otro clan K de G que contenga a
C, se satisface por fuerza que C' = K. Decimos que la gréifica simple G satisface la
propiedad CK, cuando cualquier conjunto independiente méaximo por contenciéon [
y cualquier clan maximo por contencion C, se intersectan en exactamente un vértice,
estoes [[NC|=1.

Primero hagamos una observaciéon inmediata. En cualquier grafica simple, si un
conjunto independiente se intersecta con un clan, esta interseccion consiste en a lo
mas un vértice. La validez de la afirmacion anterior surge al notar que, por definicion,
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dos vértices del clan son adyacentes, asi que no pueden estar ambos a la vez en
el conjunto independiente. Lo anterior indica que la propiedad CK, es equivalente
a pedir que cualquier conjunto independiente méximo por contencién intersecte a
cualquier clan maximo por contenciéon. Hay gréaficas donde no se satisface la propiedad
CK, un ejemplo es cualquier trayectoria P, con n > 4, en particular P;. Reflexionando
un poco acerca de la propiedad CK y su conexién con las cograficas, podemos intuir
el porqué las cograficas deben satisfacer la propiedad CK.

Gracias a la definicién recursiva de la familia de cograficas, sabemos que si G
es una cogréafica no trivial, entonces G es la unién, ajena o completa, de dos o méas
cograficas. La clave es que la propiedad CK se va transmitiendo desde los uniendos
hacia la grafica G. Si G es una unién ajena, dados un clan méximo por contencién y un
conjunto independiente maximo por contencion, ambos en G, el clan debe ser un clan
maximo por contenciéon en uno de los uniendos; pero, el conjunto independiente debe
tener vértices en dicho uniendo, de hecho, los vértices de ese uniendo que estan en el
conjunto independiente, conforma un conjunto independiente maximo por contencion
en el uniendo. Si G es una unién completa, cambiando los papeles del clan y el
conjunto independiente, funciona de manera analoga el argumento anterior. Por lo
tanto, el hecho de que los uniendos satisfagan la propiedad CK, en virtud de un
argumento inductivo sobre la familia de cograficas, implica que G también la va a
cumplir. La suficiencia de la propiedad CK para que una grafica sea una cografica,
es un tanto mas compleja, asi que la dejaremos para el teorema de equivalencia.

Decimos que una grafica simple G es una grafica Dacey, solo cuando se satisface
lo siguiente: dados u,v € Vg distintos y un clan maximo por contencién C' en G,
la contencion C' C N(u) U N(v) implica que u y v son adyacentes. Cuando toda
subgrafica inducida por vértices de G es una grafica Dacey, decimos que G es una
grafica hereditariamente Dacey, o HD-grafica para acortar. Resulta que ser una
HD-grafica, es una condicién tanto suficiente como necesaria para ser cografica. Igual
que en el caso de la propiedad CK, dejaremos para el teorema de caracterizacion la
exploracion de la suficiencia. Por otro lado, para la necesidad del enunciado, tenemos
lo siguiente.

Supongamos que tenemos una cografica G con coarbol T, un clan méximo por
contencion C' en G, y u,v € Vg distintos tales que C' C N(u) U N(v). Si u fuera
adyacente a todos los vértices en C'\ {u}, tendriamos que u € C' y por lo tanto
u € N(v). Algo analogo ocurre cuando v es adyacente a todos los vértices en C.
El caso que falta por considerar, es que para algunos x € C'\ {u} y z € C \ {v},
se cumpla zu,zv ¢ Eg, o lo que es lo mismo en virtud de la Proposicion 3.1.5,
que mca(z,u) y mca(z,v) tengan etiqueta 0. Como C' C N(u) U N(v), se tiene
forzosamente xv, zu € Eg, o sea que mca(x,v) y mca(z,u) tienen etiqueta 1. Uti-
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lizando la contrapositiva de la Proposicion 2.2.3 y que mca(z, z) tiene etiqueta 1,
podemos inferir que mca(z, z) < mca(z,v) y mca(x,z) <r mca(z,u). Usando de
la misma forma la Proposicion 2.2.3, podemos deducir que mca(z,v) <r mca(u,v)
y mca(z,u) <r mca(u,v). De las cuatro desigualdades anteriores, podemos afirmar
que mca(z,v) = mca(z,u), de donde se sigue que mca(u,v) <r mca(x,v). Teniendo
las dos desigualdades necesarias, concluimos que mca(u,v) = mca(v, z). Justamen-
te lo anterior significa que u y v son adyacentes; es importante destacar que los
argumentos anteriores vienen dados por la estructura del coarbol.

Recordemos rapidamente que en un conjunto parcialmente ordenado (X, <), te-
nemos para un elemento x € X la siguiente notacion: (z,—) = {y € X: z < y}
y («—,2) = {y € X:y < z}. También utilizamos [x,—) y (-, z] cuando consi-
deramos el orden reflexivo inducido por <, o sea <, resultando asi en los mismos
conjuntos, pero con z incluido. Decimos que un conjunto parcialmente ordenado
(X, <) es un multiarbol, solo cuando se satisfaga que para cualesquiera w,z € X,
se tiene w < x, o bien, se cumple para todo y € [w,—) \ [r,—) y para todo
z € [w,—)N[z,—) que y < z. Si tenemos un conjunto parcialmente ordenado
(X, <), podemos definir la grafica simple que tiene conjunto de vértices X y conjun-
to de aristas {{z,y} € [X]*: * < y oy < x}, la grafica anterior se llama grafica
de comparabilidad del conjunto parcialmente ordenado (X, <) y la vamos a deno-
tar como C(x <. En la Figura 3.4, podemos ver la representacion esquematica de la
propiedad que se dio antes y que caracteriza a los multiarboles, solo el caso cuando
w £ x, ahi las flechas indican la relacion de orden. Por otro lado, en la Figura 3.5 po-
demos observar un ejemplo de grafica de comparabilidad; se representa un conjunto
parcialmente ordenado y se plasma su grafica de comparabilidad correspondiente.

@
@/

|

@) @

Figura 3.4: Propiedad de un multiarbol.

Cuando en la notaciéon anterior hablemos de un solo orden, solo pondremos el
conjunto como subindice. Como explicar la relaciéon de los conceptos anteriores con
el de cografica no es tan simple, optaremos por relacionar el concepto de multidrbol
con el de no tener subgraficas inducidas que sean isomorfas a P;. Si tenemos un
orden parcial (X, <) y su grafica de comparabilidad C, la definicién un tanto criptica
de multiarbol implicaria que, de ser (X, <) un multiarbol, la grafica C' no puede
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Figura 3.5: Grafica de comparabilidad de (X, <).

tener subgraficas inducidas que sean isomorfas a P,. Lo anterior se vuelve claro
haciendo un analisis exhaustivo de todas las posibilidades. Si tenemos una subgrafica
H = Cl{w, z,y, z}] que sea isomorfa a la trayectoria (w, x, y, z), hay tres posibilidades
para x y z. Las dos triviales son que z < z o que z < x, decimos triviales porque de
ocurrir estas, tendriamos que zz € Ec y por lo tanto H no es inducida. El dltimo
caso es que x y z no son comparables. En este caso se debe satisfacer que y es menor
a ambos x y z, o que y sea mayor a ambos x y z. El caso en el que y es mayor
a xry az ya va tomando la forma de nuestra hipotesis, pues, esto significa que
y € (z,—) N (z,—). Ahora, por la existencia de la arista wz, se debe tener x < w o
w < x, pero x < w es lo mismo que w € (x,—). Si wz € Eg, se sigue que H no es
inducida, en cambio, si wz ¢ E¢, eso querria decir que w € (z,—) \ (z,—). O sea
que, por la definicién de multidrbol, se tiene w < y implicando wy € Eg, es decir,
H no es inducida. Claro que faltoé considerar varios casos, pero lo dado es suficiente
para crear una nocion intuitiva.

Sea k € N arbitrario. Una k-coloracién de una grafica sin lazos GG, es una funciéon
c: Vg — {1,...,k}. Laidea que subyace en esta definicion es que estamos asignando,
para cada vértice de GG, un color de entre los k£ disponibles. Si la coloracion ¢ satisface
ademéas que, ningin par de vértices adyacentes en GG tienen la misma imagen bajo
¢, diremos que c¢ es una coloracién propia de G. Hacemos aqui la observacion de
que al hablar de coloraciones de ahora en adelante, suponemos que las graficas no
tienen lazos. Alternativamente, pudimos haber definido una coloracién de la grafica
G, como una familia ordenada C' = {CY, ..., Ct} de subconjuntos de Vg, de tal forma
que C'\{@} sea una particion de V. Es clara la equivalencia entre ambas definiciones,
pues, dada la particion {C},...,Cy} podemos definir para x € Vi a ¢(z) como el
indice de la parte a la que pertenece x, por otro lado, si ¢ es una coloracién, basta
definir la particion {c7![1],..., ¢ '[k]}\{2}. Ademas, si consideramos una coloraciéon
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como la familia de subconjuntos de Vi dada por C' = {C4, ..., Ck}, podemos también
representar el concepto de coloracion propia exigiendo que los elementos no vacios de
(' sean conjuntos independientes de GG. El decantarnos por una definiciéon es arbitrario
en realidad, asi que usaremos cualquiera de estas definiciones para una coloracion
indistintamente. Dada una grafica simple G, definimos el nimero de clan de G
como el natural positivo

w(G@) = max{|C|: C es un clan en G}.

Es obvio que a una grafica G se le puede dar una |Vg|-coloracion propia, solo hay que
darle a cada vértice de G un color distinto. Por otro lado, es facil ver que las tinicas
graficas que cuentan con una l-coloraciéon son las graficas vacias, o sea sin aristas.
Resulta natural preguntarnos por el minimo nimero de colores necesarios para dotar
a GG de una coloracion propia con este nimero de colores. A ese nimero minimo de
colores lo llamamos nimero cromatico de G, y lo denotamos por x(G). Es decir,

X(G) = min{k € N: @ tiene una k-coloraciéon propia}.

Sea c: Vg — {1,...,k} una coloracion propia de G suprayectiva, o sea que usa todos
los colores, tal que para cualesquiera i, 7 € {1,...,k} que cumplan ¢ < j, y para cada
x € ¢ '[j] se satisface que N(z) N ¢ ![i] # @; en estas circunstancias, diremos que
c es una coloracién Grundy de G. El ser una coloraciéon Grundy lo que garantiza
es ser, esencialmente, una coloracién glotona, es decir, una coloracion que se puede
construir vértice por vértice asignando el minimo de los colores que no esté ocupado
por un vecino. En relacién a las coloraciones Grundy tenemos el siguiente resultado.

Lema 3.3.1. Dada una grifica arbitraria G, existe una x(G)-coloracion para G que
es Grundy.

Demostracion. Sea g una x(G)-coloracion propia para G. Consideremos una enu-
meracion {vq,...,v,} de Vg con las siguientes propiedades: para todo i en el conjun-
to {1,...,x(G)}, los vértices en g~'[i] aparecen juntos en la enumeracion, y dados
i,j € {1,...,x(G)} distintos, los vértices en g~'[i] aparecen antes que los vértices
en g~'[j], si y solo si i < j. Definamos la funcion c: Vg — NT recursivamente como
sigue: establecemos c¢(vy) = 1, y para k > 1 definimos ¢(v) como el minimo natural
que no es imagen de ninguno de los vértices en N (vy), claro esta, de entre vy, ..., vp_1.
Usando induccion fuerte, vamos a probar que para todo k € {1,...,x(G)}, se sa-
tisface que max{c(z): = € g~'[k]} < k, una vez probado lo anterior, tendremos que
los valores de ¢ estdn acotados por g. A su vez, dentro de esta prueba inductiva,
podriamos usar induccién sobre la enumeracion dentro de los conjuntos g~'[k], sin
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embargo, vamos a optar por evitar esta argumentacion tediosa y remitirnos a ob-
servar que g '[k] siempre es un conjunto independiente. Para k = 1, se sigue por
definicién que ¢ toma solo el valor 1 en todos los elementos de g~ '[1], esto por la
independencia de este ultimo conjunto. Supongamos para k fijo, mayor que 1y a lo
méas x(G), que todos los nimeros dentro del rango, que son menores a k, cumplen
lo requerido. Para cualquier z € g~'[k], suponiendo que = = v; y que el valor de ¢
en vy,...,v_1 ya esta definido, tendremos que x solo puede ser adyacente a vértices
que no estén en g~1[k], esto por la independencia de g~![k]. De esta forma, si y = v,,
es un vecino de x con m < I, se sigue que y € ¢ '[i] para algin ¢ < k, o sea que
c(y) < i < k. De lo anterior se deduce que c¢(x) < k, asi que, al ser x arbitrario,
podemos concluir que méx{c(x): x € g~'[k]} < k. Como ya habiamos anticipado, la
induccion anterior nos habilita la propiedad de que c esta acotada por g, o sea que
c: Vg — {1,...,t} es una coloracion de G con t < x(G). Es facil ver que ¢ es una
coloracion propia, pues de no serlo significa que para algunos i,j € {1,...,n}, con
i < j, se tiene v;v; € Eg, pero c¢(v;) = ¢(v;), lo anterior serfa una contradiccion a la
definicion de ¢ en v;. Por lo que, al ser ¢ una t-coloracién propia de G con t < x(G),
se sigue que t = x(G) y que ¢ es suprayectiva. Solo queda por ver que ¢ es Grundy,
pero esto es inmediato de la definicién de ¢, pues dado cualquier x € Vi, para que
c(x) tenga el valor que tiene, se debe cumplir que para cualquier 1 < i < ¢(x), hay
un vértice y con yxr € Vg y c(y) = i. [ |

Dado que toda grafica G tiene una y(G)-coloracion Grundy, no tiene sentido,
como en el caso de las coloraciones propias, preguntarse cudl es el minimo ntimero de
colores con los que se obtiene una coloracion Grundy, pues este niimero seré siempre
X(G). Sin embargo, al ser las coloraciones Grundy suprayectivas, sabemos que toda
coloracion Grundy de G debe usar a lo mas |Vg| colores. Asi pues, definimos el
nimero Grundy de la grafica G como

~v(G) = max{k € N: G tiene una k-coloracion Grundy}.

En una coloracion propia, los clanes no pueden tener dos vértices de un mismo color,
asi que tenemos la desigualdad w(G) < x(G). Como toda coloracion Grundy es en
particular una coloracion propia, tenemos también la desigualdad x(G) < v(G).

Proposicion 3.3.2. Sean G una grifica y k un nimero tal que x(G) < k < v(Q).
La grdafica G tiene una k-coloracion Grundy.

Demostracién. Procedamos por induccién fuerte sobre el orden. Si una grafica
tiene solo un vértice, es obvio que el nimero Grundy y el cromético son ambos 1,
asi que el resultado es inmediato. Supongamos valido el resultado para todos los
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naturales positivos menores a n > 1, donde n es arbitrario y fijo. Consideremos
una grafica G de orden n y recordemos que k es un ntimero cualquiera que satisface
X(G) < k < ~(G). Primero, tomemos ¢: Vg — {1,...,7(G)} una coloracion Grundy.
Ahora, definamos para cada j € {1,...,7(G) + 1}, el namero s; como el minimo
numero de colores que puede utilizar una coloracion de G, pero que extienda a ¢ en
el conjunto de vértices UKj ¢1[i], o sea que coincida con ¢ en dicho conjunto. Se
desprende de la definicion que, s; es X(G) ¥ s4(c)+1 es 7(G). También, para todo j €
{1,...,7(G)+1}, definamos G; como la subgrafica G[J,-; ¢ '[]]. Analicemos algunas
propiedades de lo que acabamos de definir, para eso, consideremos j € {1,...,v(G)+
1}. Podemos dar una coloraciéon de G que coincida con ¢ en el conjunto (J;_; ¢ '[i],
simplemente coloreando los vértices restantes, o sea los vértices de G, utilizando
colores distintos a los primeros j — 1 utilizados; lo anterior muestra que s; < j —
1 + x(Gj). Sin embargo, notemos que cualquier coloracién que extienda a c en el
conjunto |J;_; ¢”'[i], debe utilizar en los vértices de G; por fuerza, colores distintos
a los que utilizo en los vértices de UK]. c~1[i], esto porque al ser ¢ una coloracion
Grundy, cualquier vértice de G; es adyacente a un vértice en ¢~ '[i] solo con satisfacer
1 <i < j. Podemos concluir, de hecho, que s; = j — 1+ x(G;). Sije {1l,...,7(G)},
tenemos que G, es subgrafica de G, asi que x(Gj+1) < x(Gj), por otro lado,
x(G;) — 1 < x(Gj11) porque ¢ 1[j] es un conjunto independiente. Otra observacion
importante, es que dado lo anterior, tenemos para j € {1,...,7(G)} que s; = j —
1+ x(Gj) <7+ x(Gjm) = 5511 < J+x(Gj) = s + L.

Al ser ¢ una coloracion Grundy, ¢ usa a todos los colores, o sea que para todo
1 < j <~(GQ)+1, la grafica G; tiene menos vértices que G. Si k = v(G), la coloracion
¢ es una k-coloracion. Supongamos que k < y(G) y tomemos a m como el minimo
de los numeros en {1,...,7(G) + 1} que satisfacen s,, > k, tal m existe porque
Sy@)41 = Y(G) > k. Ademas, m no coincide con v(G) + 1 porque k < y(G) — 1 =
Sy)41 — 1 < sy@)- Sim =1, es claro que s,, = s1 = x(G) = k. De tenerse m > 1,
como S, —1 < s,,_1, no es posible que s, > k por la propiedad de minimo que tiene
m. Lo que queremos mostrar con lo anterior, es que siempre se cumple s, = k. Si
k = x(G), podemos usar el Lema 3.3.1 para exhibir una k-coloracion Grundy de G.
Por otro lado, si x(G) < k, se sigue que m > 1, entonces, podemos aplicar la hipotesis
inductiva para garantizar que la grafica G,, tiene una x(G,,)-coloracion Grundy,
digamos g. Denotemos por f a la funcién ¢ restringida a |J,_,, ¢ '[i]. Tenemos que la
funcién g+ (m — 1) tiene imagen {m, ..., x(Gn)+ (m —1)}, y resulta que la funcion
d = fU(g+(m—1)) es una s,,-coloracion propia de G, porque (m—1)+x(Gp) = Sm.
Ademas, del hecho de que ¢ y g sean Grundy, se sigue que ¢ también es Grundy. Por
lo tanto, acabamos de definir ¢’ una k-coloraciéon Grundy para G, pues recordemos
que s, = k. [ |



66 COGRAFICAS

Si bien, las demostraciones anteriores tienen su extension y complejidad, son
enunciados que vale la pena explorar, ya que nos permite familiarizarnos con la
nocion de coloracion Grundy en contraste a las coloraciones propias no Grundy.

Una relacion que tienen las cograficas con las coloraciones, es que en una grafica
G, la igualdad x(G) = v(G) resulta ser una condiciéon necesaria y suficiente para que
(G sea una cografica. La igualdad anterior en las cograficas es una propiedad que viene
transmitida desde las cograficas mas pequenias que conforman a una cografica dada,
de manera similar a lo que ocurre con la propiedad CK. Para adentrarnos un poco
en lo anterior, mencionemos algunas cosas que, aunque no vamos a demostrar, son
bastante simples. Si G = Zle G, entonces x(G) = max{x(G;): 1 <i < k}, pero,
si G = @le G, se tiene y(G) = Zle X(G;). Ahora, si G = Zf;l G, tomemos ¢
cualquier coloracion Grundy de G, al restringir ¢ a G; para 1 < i < k, obtenemos una
coloracion propia de G;, ademés, esta coloracion debe ser Grundy también porque c
lo es y los vértices de GG; no pueden ser adyacentes a vértices fuera de G;. Esto implica
que la coloracion c restringida a G; utiliza a lo mas, los primeros v(G;) colores. Por
lo tanto, la coloracion ¢ de usar a lo mas, max{y(G;): 1 < ¢ < k} colores. De lo
anterior, podemos ver como la igualdad x(G;) = v(G;) para todo i, va a implicar que
X(G) <v(G) < x(G). En caso de que G = @le G, tomemos ¢ cualquier coloracion
Grundy de G y observemos que ¢ no puede usar el mismo color en vértices de G; y
en vértices de G, si ¢ # j. Asi que, podemos modificar el codominio, manteniendo
el orden, de la restriccion de ¢ a G; para obtener una coloracién propia suprayectiva,
ademas, esa coloracion va a ser Grundy porque, como ya se menciond, los colores
de G; solo se utilizan en G;. De lo anterior tenemos que c usa a lo més Zle v(G})
colores. De nuevo, podemos ver como la igualdad x(G;) = ~(G;) para todo i, va
a implicar que x(G) < v(G) < x(G). Dada una gréfica G, decimos que G es wv-
perfecta, solo cuando toda subgréfica inducida H de G satisface w(H) = y(H). De
modo similar, diremos que G es yy-perfecta , si toda subgréfica inducida H de G
satisface x(H) = v(H).

Vamos con el ultimo concepto que presentaremos, este es el de clique-width. Una
grafica etiquetada es una pareja (G,t), donde G es una grafica simple y ¢ es una
funcién de Vi en un conjunto finito de etiquetas S, este conjunto de etiquetas lo
vamos a considerar siempre como un subconjunto de NT. La definicién anterior es
muy simple, pero no es la tinica que podemos dar, de hecho, la que daremos a con-
tinuacion serd la que utilizaremos con maés frecuencia. Podemos definir una grafica
etiquetada como una (I + 1)-tupla (G, V,..., V), donde G es una gréfica simple y
Vi, ...,V satisfacen que {Vi, ..., V;}\{@} es una particion de Vi, en esta definicion,
se pretende representar los vértices etiquetados con cierta etiqueta s; como los vérti-
ces que estan en el conjunto V;. En general, el conjunto de etiquetas es un segmento
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inicial de N*, de hecho, cuando p € N*, nos referimos con el nombre de p-grafica a
las gréficas etiquetadas, que tienen etiquetas en el conjunto {1, ..., p}. Notemos que,
si una grafica no es una grafica etiquetada, siempre la podemos considerar como una,
pues, la podemos ver como una gréafica etiquetada donde todos los vértices tienen la
misma etiqueta, es decir, una 1-grafica.

Sean GG y H dos graficas etiquetadas. No escribimos sus etiquetados porque que-
remos hacer notar lo siguiente. Si GG tiene etiquetas en un conjunto S; y H tiene
etiquetas en un conjunto S, siempre podemos considerar a ambas graficas con eti-
quetas en el conjunto S;US,. Més aun, si p es cualquier natural tal que p > |S; U S,,
siempre podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que G y H son graficas con
etiquetas en el conjunto {1,...,p}, o sea p-graficas. Visto lo anterior, podemos escri-
bir las graficas etiquetadas como G = (G, V4,...,V,) y H = (H,Uy,...,U,). Vamos a
extender la unién ajena para que sea una operacion que tome dos graficas etiquetadas
y devuelva otra grafica etiquetada, para distinguirla de la operacion sobre graficas sin
etiquetar, utilizaremos el simbolo U. Supondremos, sin pérdida de generalidad, que
los conjuntos de vértices de G y H son ajenos, ya que siempre podemos considerar
una grafica H' isomorfa a H que satisfaga Vg N Vg = &. Definimos la union ajena
de G con H como la grafica etiquetada

GUH =(G+ H,V;UUy,...,V,UU,).

También vamos a definir dos operaciones unarias que tomen una grafica etiqueta-
da y devuelvan otra grafica etiquetada, para esto tomaremos a G definida como
antes. Dadas 1, j etiquetas distintas, definimos 7,,;(G) como la grafica etiquetada
(G',V4,...,V,), donde

G’ es la grafica que satisface Eq = Eg U {uv: u € V;,v € V;}.

Esto es, la grafica n;_,;(G) es la grafica obtenida de anadir en G las aristas entre vérti-
ces con etiqueta ¢ y etiqueta 7, dejando las etiquetas como estan. Dadas 4, j etiquetas
distintas, definimos p;_,;(G) como la grafica etiquetada (G, V7,..., V), donde

V/ =V, para toda etiqueta t ¢ {i,j}; V/ =@y V; =V; UV,

Esto es, la grafica p;_,;(G) es la grafica G, pero cambiando las etiquetas de los vértices
marcados con ¢ para que tengan etiqueta j. También, si ¢ es cualquier etiqueta y v
cualquier objeto, definimos la grafica etiquetada v(i) como la gréafica trivial, cuyo
tnico vértice es v, que tiene su tnico vértice etiquetado con 7. O sea que, si 7 < p,
podemos decir que v(7) es una p-grafica.

Con las operaciones anteriores, podemos definir sin meternos en el término formal,
la siguiente gramatica que describe expresiones.
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1. Para cualquier v y cualquier ¢, v(i) es una expresion.

2. Para cualquier expresion ¢ y cualesquiera 4, j etiquetas distintas, 1,_;(p) es
una expresion.

3. Para cualquier expresion ¢ y cualesquiera i, j etiquetas distintas, p,_;(p) es
una expresion.

4. Para cualesquiera 7, o expresiones y cualesquiera i,j etiquetas distintas,
(p1Up) es una expresion.

Como podemos constatar, de acuerdo con el conjunto de reglas anteriores, tene-
mos que

123 (P23 (P12 (u(1)) U ((v(1)Uw(2))))) Uz (2))

forma una expresion que, segin la semantica que dimos a las operaciones definidas,
representa, o define, a la grafica etiquetada de la Figura 3.6.

/©
NS

Figura 3.6: Diagrama de la grafica etiquetada que esta definida por la expresion:
M2-3(p23((p1o2(u(1))Unas ((0(1)Uw(2)))))Uz(2)).

La expresion anterior solo utiliza, por asi decirlo, ciertas etiquetas, a saber 1,2 y
3. Esto tiene un nombre que definiremos a continuacién, para esto fijemos k € NT
arbitrario. Decimos que una expresion ¢, generada por la graméatica anterior, es
una k-expresion, si todas las etiquetas presentes en ¢ estan dentro del conjunto
{1,...,k}. Con “las etiquetas presentes en ¢”, nos referimos, desde luego, a las eti-
quetas utilizadas en subexpresiones del tipo v(i), 7;;(t) ¥ pi—;(t). De la definicién
anterior se desprende que, si G es una grafica etiquetada que utiliza la etiqueta p en
alguno de sus vértices y ¢ es una k-expresion que define a G, entonces p < k. También
podemos notar que, si existe una p-expresion que define a la gréafica etiquetada G,
entonces claramente G es una p-grafica. A la clase de p-graficas, para alguna p, que
pueden ser definidas por una k-expresion la denotamos por C(k).



3.3 OTRAS DEFINICIONES Y ATRIBUTOS DE GRAFICAS 69

Proposicion 3.3.3. Sea G una grifica de orden n. Ezriste una n-grifica cuya primera
componente es Gy dicha n-grifica estd en la clase C(n). Ademds, tal n-grifica es
de la forma G = (G,V4,...,V,) de tal modo que para cada 1 < i < n, se cumple
Vi =1.

Demostracion. Procedamos por induccién sobre n. Si n = 1, GG solo tiene un
vértice, digamos v, entonces v(1) es una l-expresion que define a una grafica como la
que queremos. Supongamos el enunciado valido para n € N*, ademads, supongamos
que G tiene orden n + 1. Tomemos v € Vg v apliquemos la hipotesis inductiva para
obtener una n-grafica H = (G—v,Vi,...,V,) tal que |V;| = 1 paracada 1 <i<mn,y
que ademéas H esté en C(n). Consideremos también v una n-expresion que defina a
la grafica . Tomemos el conjunto de etiquetas S = {i € {1,...,n}: V,NN(v) # &}
y demos una enumeracion cualquiera {si,...,s;} de S. Claramente se satisface que
N(v) = U;es Vi, por lo que, si definimos la expresion ¢ como (v(n+1)Ui)), tendremos
QUE N(n+1)—s1 (- - - Nnt+1)—s (@) €s una (n+ 1)-expresion que define a la (n+ 1)-gréafica
(G, Vi, Vi, {v}). [ |

La Proposicién 3.3.3 nos dice que, para cualquier grafica simple G de orden n, se
puede encontrar una n-grafica de la forma G = (G, V3, ..., V,,), donde, para todo i €
{1,...,n} se satisface |V;| = 1. Por lo tanto, si tenemos cualquier grafica etiquetada
H de orden n, de tal forma que su primera componente (su grafica simple asociada)
sea (G, podemos obtener una expresion que la genere, simplemente cambiando el
etiquetado en la n-expresion descrita en la Proposicion 3.3.3 que genera a G, o sea,
aplicando los operadores p; ; de manera adecuada. Ahora, si £ es la maxima etiqueta
presente en H, la expresion que nos da como resultado H podemos tomarla con toda
certeza como una m-expresion, donde m = max{n, k}. Todo lo anterior justifica el
siguiente corolario.

Corolario 3.3.4. 57 G es una p-grdfica de orden n, entonces G pertenece a la clase

C(méx{n,p}).

Tomemos G cualquier grafica simple y definamos £(G) como el conjunto de las
graficas etiquetadas que tienen como primera componente a GG, esto es, las que son de
la forma (G, V4, ..., V) para algan p € N*. Lo que nos asegura la Proposicion 3.3.3
es que siempre existen G en £(G) y k € N7 tales que G esta en la clase C(k). Asi que,
podemos definir el clique-width de la grafica G como el minimo entre los naturales
que satisfagan esto. Es decir, podemos definir el clique-width de G como el niimero

cwd(G) = min{k € N : existe G € £(G), G esta en C(k)}.
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Uno de los aspectos mas estudiados del clique-width es, dado & € NT caracterizar
a la clase de graficas que satisfacen cwd < k. Por ejemplo, tenemos que la clase
{G: cwd(G) = 1} es la clase de graficas vacias. Vamos a argumentar esto rapidamente
haciendo ciertas observaciones clave. Si G es una grafica vacia con Vg = {v1,..., v, },
claramente la 1-expresion (- - (vy(1)Uve(1)) -+ - Uv,(1)) define a una grafica en £(QG)
si n > 1, mientras que la l-expresion v1(1) define a una grafica en £(G) si n = 1.
Por otro lado, sean G cualquier grafica simple con cwd(G) = 1, G € £(G) que
esté en C(1) y ¢ cualquier 1-expresién que defina a G. No es posible que ¢ tenga
subexpresiones del tipo n,_,; para ¢ # j, pues no hay presencia de dos etiquetas
distintas en . Por lo que, de acuerdo con la construcciéon de G a partir de ¢, la
grafica que funge como primera componente de G, o sea la grafica GG, no puede tener
aristas. Asi queda caracterizada la clase de graficas con clique-width 1, o lo que es lo
mismo, con clique-width a lo més 1, como las graficas vacias. Resulta que la clase de
graficas con clique-width a lo més 2 es justamente la clase de cogréaficas, este hecho
forma parte de nuestro teorema de caracterizacion.

3.4. Caracterizacion de cograficas

Con todos los conceptos de la seccién anterior a la mano, vamos a demostrar un
teorema que contiene varias caracterizaciones de la familia de cogréficas.

Teorema 3.4.1. Sea G una grifica simple. Los siquientes enunciados son equiva-
lentes:

1. G es una cogrifica.

2. Toda subgrdifica inducida no trivial de G tiene, por lo menos, un par de gemelos.
3. Toda subgrdfica inducida de G tiene la propiedad CK.

4. G no tiene subgrdficas inducidas que sean isomorfas a Pj.

5. Todas las subgrdficas inducidas, conexas y no triviales de G tienen complemento
1meonexo.

6. G es una HD-grdfica.
7. Toda subgrdifica inducida y conexa de G tiene didmetro menor que 3.

8. G es la grifica de comparabilidad de algun multidrbol.
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9. G es una grdafica wy-perfecta.
10. G es una grdfica xy-perfecta.

11. G tiene clique-width a lo mds 2.

Demostracion.

(1)=(2): Sean G una cograficay H C G inducida, no trivial. Sabemos que H también

es una cografica, asi que podemos considerar a su coarbol 7. Elijamos dos hojas
de T que tengan un padre comin, digamos x,y € Vg con padre p. Consideremos
cualquier z € Vg \ {z,y} y planteemos dos casos. Si p es padre de z, entonces
mca(z,x) = p = mca(z,y). Por otro lado, si z ¢ H(T,), por la Proposicion 2.2.4
tenemos que mca(z,r) = mca(z,p) = mca(z,y). En cualquiera de los dos casos
meca(z,x) y meca(z,y) tienen la misma etiqueta, de acuerdo la Proposicion 3.1.5 eso
implica que z € Ng(z) siy solo z € Ng(y). Por lo tanto z y y son gemelos en H.

(2)=(3): Sea G una grafica tal que toda subgrafica inducida tiene al menos un par
de gemelos y sea H una subgréfica inducida de G. Procedamos por induccién sobre
el orden de H, digamos m. Para m € {1,2} es inmediato ya que H es completa o H
es completa. Ahora, supongamos el enunciado valido para m > 2.

Supongamos que H tiene orden m + 1 y consideremos un clan méximo por con-
tencion C' C Vg, y un conjunto independiente maximo por contencion I C V. Sean
por hipdtesis  y y un par de gemelos en H. Si x ¢ C'U I, entonces, C' e [ son un
clan maximo por contenciéon y un conjunto independiente maximo por contencion en
H — x respectivamente. Asi que, al tener H — x orden m se sigue que C' N[ # @.
Un argumento similar es aplicable en caso de que y ¢ C' U I. Por lo tanto, el ca-
so que queda por ver es en el que z,y € C'U I. Vamos a ver que es imposible que
|C'N{z,y}| = 1, para esto, supongamos por un momento que si ocurre, eso implicaria
que |[I N{z,y}| = 1. Supongamos sin pérdida de generalidad que x € Cyy € I.Six
y y son adyacentes, debe existir z € C'\ {z} no adyacente a y, porque si C' C Ny(y),
C no seria un clan méximo por contencioén, entonces por ser z y y gemelos, z tam-
poco es adyacente a x, lo cual es absurdo ya que x,z € C. Por otro lado, si x y
y no son adyacentes, debe existir z € I adyacente a x, porque si Ny(z) C Vg \ I,
se cumple que I no seria un conjunto independiente méximo por contencién, enton-
ces por ser x v y gemelos, z también es adyacente a y, lo cual es absurdo ya que
y,z € 1. Con lo anterior, podemos concluir que es imposible tener |C' N {z,y}| = 1,
osea que, z,y € C'\ [ obien z,y € I\ C. Si z,y € C, se tiene que C'\ {z} es un
clan méximo por contencion en H — x, esto porque si existiera z € Vy_, \ C tal que
C\{z} C Ny_.(z), entonces como z y y son gemelos y yz € Fy_,, se sigue que x y z
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serian adyacentes en H, de lo que deducimos que C'U{z} es una subgrafica completa
inducida de H, pero esto contradice que C' es un clan maximo por contencién en H.
Por lo tanto, C'\ {z} es un clan maximo por contenciéon en H —z y es inmediato que
I es un conjunto independiente méximo por contencion en H — x, lo que implica que
por inducciéon (C\ {z}) NI # @. Un argumento analogo muestra que, si x,y € I,
entonces C' e I\ {x} son un clan maximo por contencion y un conjunto independiente
maximo por contenciéon respectivamente en H — x, de donde se deduce de nuevo por
induccion que C'N (I'\ {z}) # @.

(3)=(4): Procedamos por contrapuesta y supongamos que G es una grafica que
contiene a P, como subgrafica inducida, digamos que los vértices wug,uy,us y us
inducen la trayectoria (ug, u1, ug, ug) en G. Por lo tanto, en esta subgrafica inducida
de G, el clan méaximo por contencion {us,us} y el conjunto independiente méaximo
por contencion {uj,us} no se intersectan, es decir, G[{ug, uy,us, us}] no tiene la
propiedad CK.

(4)=(5): Sea G una grafica que no contiene a P, inducida y sea H una subgrafica
inducida, no trivial y conexa de GG. La prueba sera por induccién sobre el orden de
H, digamos m. Para m € {2,3}, es claro que H es inconexa. Ahora, supongamos el
enunciado cierto para m > 3 y supongamos también que H tiene orden m + 1.

Como H es conexa, por la Proposicién 2.1.4, H tiene un arbol generador. Asi, po-
demos considerar u € Vy tal que H —u sigue siendo conexa y podemos tomar también
un vecino de u en H, digamos v € Ny (u). Por hipotesis inductiva, H —u = H — u
es inconexa, asi que tomemos sus componentes conexas Hy,..., Hy. Supondremos
que H es conexa para alcanzar una contradiccion. Para cada i € {1,...,k}, debe
existir w; € Vg, de tal modo que w;u € Ef. Supongamos, sin pérdida de genera-
lidad, que el indice j satisface que v € Vy,. Como H; es conexa, debe existir una
vwj-trayectoria (v = zy,...,2; = w;), ahora, como vu € Ey y wju ¢ Eg, se si-
gue la existencia de un indice t € {1,...,l — 1} tal que zyu € Ey y xu ¢ Eg.
Resumiendo todo lo anterior, obtenemos que si ¢ es cualquier indice distinto a 7,
se cumple que uxy, T,w;, wxiy1 € Ey v uxiyy, vw;, vpwey ¢ Ey, esto significa que
H[{u,z, 2,41, w;}] es isomorfa a Py, lo cual resulta absurdo. Por lo tanto, H debe
ser inconexa.

(5)=(6): Sea GG una gréfica tal que, todas sus subgraficas inducidas, conexas y no
triviales tienen complemento inconexo. Consideremos H cualquier subgrafica indu-
cida de (. Para verificar que H es Dacey, supongamos que u,v € Vg son distintos
y que C' es un clan maximo por contencion en H tal que C' C Ny (u) U Ny (v). Si
u € C, entonces u € Ng(v) porque u ¢ Ng(u). Andlogamente, si v € C, se cumple
v € Ny (u); en cualquiera de los casos anteriores obtenemos que uv € Ey, entonces,
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supongamos que u,v ¢ C. Como {u} U (Ng(u) N C) es un clan en H y C es un clan
méximo por contencion, es imposible que C' C Ny (u), del mismo modo C' € Ng(v).
Por lo que, existen x € C'\ Ny(u) y y € C \ Ny (v), esto implica que = € Ny (v)
v y € Ny(u). Notemos que H[u,v,x,y] es conexa porque zv,xy,yu € Ey, asi que

Hlu,v,z,y| = H[u,v, z,y| es inconexa, pero el Gnico caso en el que esto ocurre es en
el que uv ¢ Ey, pues zu,yv € Fg - Por lo tanto wv € E(H).

[w,v,2,y

(6)=(7): Procedamos por contrapuesta y supongamos que G es una grafica que con-
tiene una subgrafica inducida y conexa de didmetro al menos 3. Asi, es inmediato
que existe una trayectoria (u,v,w,x) en G de modo que H = G[{u,v,w,z}] es iso-
morfa a Pj. Notemos que {v, w} es un clan maximo por contencion en H claramente
contenido en Ny (u) U Ng(x), sin embargo, ux ¢ Ep. Por lo tanto G no es una
HD-gafica.

(7)=(8): Antes de todo, verifiquemos que si (X, <) es un conjunto parcialmente or-
denado tal que su grafica de comparabilidad C'x satisface que, todas sus subgraficas
inducidas y conexas tienen didmetro menor que 3, entonces (X, <) es necesariamente
un multiarbol. Sean w,x € X arbitrarios, tales que (w,z) ¢ <. Supongamos tam-
bién que y, z € X satisfacen que y € [w,—) \ [z, =) ¥y 2 € [w,—) N [z, —). Tenemos
que (z,w), (y,x),(z,y) ¢ <, porque de estar alguno de estos pares en la relacion,
podriamos utilizar la transitividad para derivar una contradicciéon. De todo lo ob-
servado, podemos garantizar que © # w, r # y, * # z, 2z # wy z # y. De esto se
desprenden dos casos, el primero es que w = y, de donde se sigue que (y,z) € <.
El otro caso, que veremos hasta el final del argumento, es que w # y. Este caso
implica que todos los elementos en {w,x,y, z} son distintos. Como C es la grafica
de comparabilidad de (X, <), deducimos que zz, 2w, wy € Ec, y 2w, zy ¢ Ec, . Por
lo que Cx[{z,z,w,y}] es una gréafica conexa, y por lo tanto tiene didmetro menor
que 3, pero zw,zy ¢ Ec,, asi que para tener d¢, (z,y) < 3, necesariamente se debe
cumplir yz € F¢,. Sin embargo, (z,y) ¢ <, o sea que debe ocurrir (y, z) € <. Al ser
w y x arbitrarios, concluimos que (X, <) es un multiarbol.

Sea GG una grafica cuyas subgraficas inducidas y conexas tienen didmetro menor
que 3. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que G es conexa, esto porque
de no serlo, podemos aplicar el caso conexo a cada una de sus componentes conexas
G; para deducir que debe de ser la grifica de comparabilidad de algtin multidrbol
(X;, <;). Luego, facilmente podemos demostrar, proceso que omitiremos por su in-
mediatez, que el conjunto parcialmente ordenado (|, X;, |, <;) es un multiarbol que
tiene grafica de comparabilidad G. Procedamos por induccion fuerte sobre el orden
de G, digamos n. Si n = 1, entonces G es la grafica de comparabilidad del multidrbol
trivial. Ahora, supongamos que n > 1 es fijo y que para todo k£ < n se satisface el
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enunciado.

Fijemos u € Vi y definamos el conjunto A = {v € V: d(v,u) = 2}. Por hipo-
tesis, Vg = {u} U N(u) U A. En caso de que A # &, consideremos Ay, ..., Ay las
componentes conexas de G[A] y usemos la hipotesis inductiva para hallar érdenes
parciales <p,..., < de tal forma que (Va,,<1),...,(Va,, <) son multidrboles con
graficas de comparabilidad A;, ..., Ax respectivamente. Si A # @&, podemos definir
<y = Ule <, v se satisface que (Vy4, <4) es un conjunto parcialmente ordenado con
grafica de comparabilidad G[A].

Definamos la relacion sobre N(u), que claramente es de equivalencia, dada por

~={(z,y): N(zx)N A= N(y) N A}.

Para cada clase de equivalencia C' C N (u), por hipotesis inductiva, podemos hallar un
orden parcial sobre G[C], digamos ¢, de tal modo que (G[C], <¢) es un multiarbol
con grafica de comparabilidad G[C]. Definimos la relacion sobre N(u) dada por

ﬁN(u) = ( U ﬁC)U{(xay) T,y € N(U),IL‘ ®Y,TY € EGvN(y)mA - N(I)ﬂA}
Ce(N(u)/~)

Nuestro objetivo es demostrar que <, es un orden parcial sobre N (u). Por un lado,
tenemos que <y, es reflexiva porque si x € N(u), entonces (z,2) € iy € Iy
También es antisimétrica porque si x,y € N(u) son tales que (z,¥), (y,2) € In(w),
hay dos opciones por la definicion de <Jy,). La primera es que x ~ ¥, si esto ocurre,
se deduce x = y porque (x,y), (i, 2) € <jz)., ¥ Jjz. es un orden parcial. La segunda
opcion, que no puede ocurrir por cierto, es que x ~ y. De ocurrir lo anterior, tenemos
que N(z)NAC N(y)NAy NlyyNnAC N(z)NA, osea N(z) N A= N(y)NA, lo
cual implica que x ~ y. Por lo tanto <y, es antisimétrica.

Solo falta ver que <y, es transitiva, para esto tomemos z,y,z € N(u) de tal
modo que (z,9), (¥, 2) € In(u)- Observemos que la definicion de la relacion, se deduce
que N(y)NAC N(z)NAy N(z)NA C N(y)NA, por lo tanto N(2)NA C N(xz)NA.
Tenemos dos casos, el primero es que N(z) N A = N(z) N A, si esto fuera verdad
se tiene que N(z) N A = N(y) N A = N(2) N Ay por ende (z,y),(y,2) € .,
de esta manera, al ser ) un orden parcial ocurriria que (x,2) € e € Ivw)-
El otro caso es que N(z) N A C N(x) N A. Tomemos w € (N(z)\ N(z)) N A. Por
hipotesis el diametro de G[{u, z, z, w}]| es menor que 3 por ser conexa, sin embargo,
2w ¢ Eqgyuée N(z)\ N(w), por lo tanto x € N(z) N N(w). De esto concluimos que
(7,2) € Iy porque z,x € N(u) satisfacen zx € Eg,x » 2y N(2)NA C N(x)NA.
Por lo tanto <y, es un orden parcial para N(u).

Demostremos ahora que G| N (u)] es la grafica de comparabilidad de (N (u), I (w))-
Sean z,y € N(u) vértices adyacentes. Puede ocurrir que =z ~ y, en cuyo caso
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(z,y) € i 0 (y,2) € Jj. porque G[[z].] es la grafica de comparabilidad del mul-
tiarbol ([z]., J};)..). Ahora abordemos el caso en el que x ~ y. Observemos que debe
cumplirse alguna de las contenciones N(z)NA C N(y)NAo N(y)NAC N(z)NA,
para ver que esto es cierto, supongamos que no se satisface ninguna de las contencio-
nes y derivemos una contradiccion. Como no se cumple ninguna de las contenciones
anteriores, deben existir w € (N(z)\ N(y)) NAy z € (N(y) \ N(z)) N A. Dado que
la grafica G[{w,z,y, z}] es conexa, debe tener didimetro menor que 3, pero, como
x € Nw)\N(z2) yy € N(2) \ N(w), debe ocurrir wz € Eg. Sin embargo, con lo
anterior, la grafica G[{z,w,z,u}] es conexa y por ende tiene didmetro menor que
3, pero zu ¢ Eg,w € N(2)\ N(u) y = € N(u) \ N(2), lo cual es absurdo. Por lo
tanto, debe ser cierto que N(z) N A C N(y)NAoque N(y)NAC N(z)NA. Delo
anterior, deducimos que (z,y) € Jy(w) 0 (¥,2) € In). Por otro lado, supongamos
ahora que (z,y) € Jn(), con = # y. Tenemos los mismos dos casos, comencemos
suponiendo que x ~ y, o sea que (z,y) € Jj;).; en este caso podemos afirmar que
ry € Eg porque G|[z].] es la grafica de comparabilidad de ([z]., <[ ). El otro caso
es que T ~ y, en este caso, por la definicién de <y, se debe satisfacer que zy € Eg.
Por lo tanto G[N(u)] es la grafica de comparabilidad de (N (u), In(w))-
Ahora, definamos la relacion

<= Idy, U<y U g U{(z,u) : 2 € N(u)} U{(z,y) : v € N(u),y € A,zy € Eg}.

Probemos que es un orden parcial para G. Es inmediato que < es reflexiva por
que contiene a Idy,. Para probar la antisimetria, tomemos z,y € Vi tales que
(z,y),(y,z) € <. Si x = u, por la definicion de < tendriamos que u = = = y.
Si z € A, por la definicion de < junto con el hecho de que (z,y) € <, se sigue que
y € A. Tenemos que x = y, porque (x,y), (y,z) € <4, y esta tltima relacion es un
orden parcial. Por ultimo, si © € N(u), se sigue que y € N(u) por la definicion de <
y el hecho de que (y,x) € <; se sigue que x =y, porque (z,y), (y,2) € Iy(w) y esta
ultima relacion es un orden parcial.

Terminemos por probar la transitividad de <, para esto consideremos x,y, z € Vg
tales que (z,v), (v, z) € <. Los casos inmediatos son que z = u o que x € A, pues en
el primero x =y = 2z = u y en el segundo x,y, z € A, esto gracias a la definicién de
<. Abordemos el ultimo caso, que es © € N(u). Una vez en este supuesto podemos
identificar otro caso trivial, este es cuando y = u ya que eso implica que z = u
y por ende (z,z) € <. Exploremos que ocurre cuando y € A; podemos notar que
se deduce z € A, méas aun, se sigue que (y,z) € 4. Al ser G[A] la grafica de
comparabilidad de (A, <4), tenemos dos opciones, la primera es que y = z lo cual
implica (z,z) € <, y la segunda es que y # z lo cual deriva que yz € Eg. Ademas,
de la definicién de < junto con el hecho de que (z,y) € <, podemos grarantizar
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que zy € Eg. Con lo anterior, podemos ver que G[{u,z,y, z}] es conexa y por lo
tanto debe tener didmetro menor que 3. Sin embargo, uz ¢ Eqgy y € N(2) \ N(u),
asi que x € N(u) N N(z), en particular xz € Eg; resulta que por la definicion de
<, se cumple (z,z) € <. Por altimo, supongamos que y € N(u), notemos que esta
suposicion implica (z,y) € <y(). Podemos desembarazarnos del caso inmediato,
esto es, cuando z € N(u), pues de ocurrir esto tendriamos (z,¥), (v, 2) € Iy con
<n(w) un orden parcial. Otro caso serfa que z = u, esto implica que (z, 2) € < porque
x € N(u). En el caso final tenemos que z € A, pero recordemos de la definicion de
ANy que, (z,y) € Iy implica N(y)NA C N(z)NA. Como yz € Eg. esto porque
(y,z) € <cony € N(u) y z € A, se sigue que xz € Eg. Asi, recurriendo de nuevo
a la definicion de <, obtenemos que (x, z) € <. Por lo tanto, < es un orden parcial
para V.

Para ver que la grafica G es en efecto la grafica de comparabilidad de (Vg, <),
tomemos x,y € Vi adyacentes. Si z,y € N(u) o bien z,y € A, se sigue que (z,y) €
o que (y,z) € <, porque G[N(u)| es la grafica de comparabilidad de (N (u), Q)
con Iy € <y, G[A] es la grafica de comparabilidad de (A, <4) con <9y € <. Si
u € {z,y}, podemos suponer sin pérdida de generalidad que y = u. Como zy € Eg,
se cumple que = € N(u) y por lo tanto (z,y) € <. Solo falta discutir el caso donde
{z,y}NN(u)| = 1 = [{z,y}NA]|, en este caso supongamos sin pérdida de generalidad
que y € Ay x € N(u). Tenemos directamente por definicion que (z,y) € <, pues
xy € Eg. Reciprocamente, si (z,y) € < con x # y, tenemos por definicion de <
los siguientes cuatro casos: tanto x como y estan en N(u) y (z,y) € Jy(w); ambos
vértices estan en Ay (x,y) € gy =uyx € N(u);x € N(u),y € Ay xy € Eg. En
los primeros dos casos, se sigue que zy € Eg porque G[N(u)] y G[A] son las graficas
de comparabilidad de (N (u), Iy(w)) ¥ (A4, Da) respectivamente, mientras que en los
dos 1ltimos casos es obvio que xy € Fg. Ya podemos concluir que G es la grafica de
comparabilidad de (Vg, <), por otro lado, el primer parrafo de la demostracion de
esta implicacion, garantiza que (V, <) es un multiarbol.

(8)=(9): Primero consideremos a cualquier grafica que sea la grafica de comparabili-
dad de un multiarbol arbitrario, digamos la grafica H tal que es grafica de compara-
bilidad de (Vy, <). Observemos que H no puede tener una grafica inducida isomorfa
a P,. Para ver esto supongamos que si, es decir, supongamos que tiene a la tra-
yectoria (w, z,y, z) de tal modo que H[{w,z,y, z}| es isomorfa a P;. Consideremos
X ={(a,b): a,b € {w,z,y,2}} = {w,z,y, 2}*. Es facil ver que los tnicos casos posi-
bles son X N < = {(w, z), (y,x),(y,2)} o XN = {(z,w), (z,y), (z,y)}, esto porque
wz, xy,yz € By, pero wy, xz,wz ¢ Ey. En el primer caso, por la hipotesis de multi-
arbol y debido a que (y,w) ¢ <, z € [y, =)\ [w, =), pero z € [y, —)N[w, —), se debe
tener (z,x) € <, lo cudl es absurdo. En el segundo caso, tenemos que (z,z) ¢ <,
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w € [x,—)\ [z,—) yy € [z,—) N[z,—), asi que por la hipdtesis de multiarbol,
se sigue que (w,y) € <, algo absurdo. Por lo tanto, podemos concluir que H no
contiene subgraficas inducidas que sean isomorfas a P;.

Sean G la grafica de comparabilidad de un multiarbol cualquiera y H una sub-
grafica inducida de G. Gracias al primer parrafo de la prueba, podemos garantizar
que G no tiene subgraficas inducidas que sean isomorfas a P;. Consideremos también
C1,...,Cymy una coloracion Grundy para H con y(H) colores, desde luego, pen-
sando la coloracién como una particion de V. Supongamos que w(H) < v(H) para
llegar a una contradiccion. Definamos ¢ como la afirmacion sobre los ntmeros en
{1,...,v(H)} dada por ¢(t): existe un (y(H) + 1 — t)-clan en H, digamos K C Vg,
tal que para toda i € {1,...,v(H)} se cumple que, K N C; # & si y solo si, ¢ > t.

Observemos que ¢(v(H)) se satisface, esto porque cualquier subconjunto unitario
de C,my es un 1-clan, o sea un (y(H)+1—~(H))-clan, que satisface lo requerido. Asi,
podemos definir m = min{t € {1,...,v(H)}: ¢(t) se cumple}. Notemos que m > 1,
porque no existen (y(H)+ 1 — 1)-clanes en H. Elijamos K C Vi un (y(H)+1—m)-
clan, de tal modo que para cualquieri € {1,...,v(H)}, KNC; # @ siy solosi, i > m.
Como m > m — 1 > 1, podemos tomar w € C,,_; de tal forma que, entre todos los
vértices de Cy,_1, w maximiza la cardinalidad de N(w) N K. Notemos que K U {w}
no puede ser un clan porque, dada la propiedad de minimo que tiene m, ¢(m — 1) no
se puede cumplir. Por lo que existen j > m, y y € C; N K, tales que wy ¢ Ey. Por
ser la coloracion Grundy, podemos hallar z € C,,_; de tal forma que yz € Ey. Por
la eleccion de w en C,—1, no es posible que N(w)N K C N(z)N K, esto junto con el
hecho de que y € (N(2)NK)\ (N (w)NK), implica la existencia de x € K que satisface
x € N(w)\ N(2). Por lo tanto wzx, zy,yz € Eg y wy, xz,wz ¢ Fy, sin embargo, esto
significa que H[{w,y, z,x}| es una subgréfica inducida de H, y por ende subgrafica
inducida de G, que es isomorfa a Pj, una contradiccion. La contradiccién anterior
deviene por la suposicién de que w(H) < vy(H), de donde tenemos w(H) = v(H).
Como H era arbitraria, podemos concluir que G es una grafica wy-perfecta.

(9)=-(10): Esinmediato por las desigualdades w(G) < x(G) < v(G) que se satisfacen
para cualquier grafica simple G.

(10)=(1): Primero que nada, demostremos que si H es una grafica isomorfa a P,
entonces y(H) = 2 < 3 = v(H). Supongamos que la grafica H tiene vértices
x1, T2, T3, %4 y la trayectoria inducida (x4, xe,x3,24). Por un lado, v(H) < 3 por-
que H no tiene vértices de grado 3, por otro lado, se cumple y(H) > 3 porque la
3-coloracion dada por Cy = {xy,z4},Cy = {22}, Cy = {23} es Grundy. El nimero
cromatico de H es 2 debido a que Cy = {x1, 23}, Cy = {3, x4} es una coloraciéon pro-
pia de H, mientras que claramente x(H) > 2. De lo anterior, tenemos para cualquier
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grafica H donde se cumpla x(H) = ~(H) la imposibilidad de que H sea isomorfa a
Py. El corolario que vamos a utilizar de lo anterior, es que las graficas xy-perfectas
no tienen subgraficas inducidas que sean isomorfas a P;.

Sea GG una grafica arbitraria y~-perfecta. La prueba sera por induccion fuerte
sobre el orden de G. Si G tiene orden 1 es inmediato, pues las graficas vacias con
un solo vértice son cogréficas. Tomemos n > 1 fijo y supongamos que para cualquier
1 < 1 < n se satisface el enunciado. Supongamos también que G tiene orden n.
Observemos que si G es inconexa y (1, ..., G} son sus componentes conexas, para
cada i € {1,...,k}, la grafica GG; también es y~y-perfecta, asi que por hipdtesis
inductiva es una cografica. Como G es la union ajena de Gy, ..., Gy, se sigue que G
es también cografica. De aqui en adelante veremos el caso conexo, o sea, supondremos
que G es conexa.

Tomemos C1, ..., Cy ) una coloracion Grundy de G con (G) colores, y sea u €
C,(@) arbitrario. Como toda subgrafica inducida de G —u es una subgrafica inducida
de G, la grafica G —u también es yy-perfecta. Apliquemos la hipotesis inductiva para
hallar el coarbol T de la cografica G—u. El primer caso a considerar es que la raiz de T
tenga etiqueta 0, esto implica que la grafica G —wu es la uniéon ajena de algunas cogra-
ficas, digamos de Gy, ..., G con k > 2. Como G es conexa, para todo i € {1,...,k}
existe v; € Vg, de tal modo que wv; € Eg. Probaremos que N(u) = Vi \ {u}, para
esto, supondremos que existe z € Vi \ {u} no adyacente a u, asi vamos a poder inferir
una contradiccion. Sea j € {1,...,k} tal que x € V. Como G es conexa, existe
(x = wo, ...,v; = w;) una zv;-trayectoria en G;, pero ya que zu ¢ Eqg y v;u € Eg,
podemos tomar t = min{i € {0,...,l — 1}: wyu ¢ Eg y wi1u € Eg}. Por lo tanto,
para cualquier i € {1,... k} distinto de j tenemos que w,v;, w1V, weu ¢ Eg 'y
WWyt 1, WU, uv; € Eg, pero esto implica que Glwy, wyy1, u, v;] es isomorfa a Py, lo
cual es absurdo. Por lo tanto N(u) = Vg_,. Asi pues, G resulta ser una cogfafica por
ser la unién completa de G — u con w.

El otro caso es que la raiz de T tenga etiqueta 1, esto quiere decir que G — u
es la union completa de algunas cogréficas, digamos de Gy,..., Gy con k > 2. Si
N(u) = Vg \ {u}, entonces G es la union completa de Gy,..., Gy, G[{u}]. Ahora,
supongamos que existe x € Vg \ {u} tal que zu ¢ Eg y sea j € {1,...,k} tal
que z € Vg,. Adicionalmente consideremos i € {1,...,k} distinto a j. Probaremos
que u es adyacente a todos los vértices de G;, para esto, supongamos que y € V.
Primero veamos el caso en el que x ¢ C.(p). Por ser la coloraciéon Grundy, podemos
hallar z € Vg del mismo color que x y adyacente a u. Se debe tener que 2z € Vg,
porque z es del mismo color que vy G —u = @’;:1 Gs. Si se tuviera uy ¢ Eg, se
tendria que uz, zy,yr € Fg y ux,uy,xz ¢ Eg, de donde se sigue que G[{u,z,y, z}]
es isomorfa a Py, una contradiccion. Por lo tanto, garantizamos que uy € Fg. El
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otro caso es que x € Cy(p), en este caso y ¢ C, ) porque zy € Eg. Si suponemos
que uy ¢ Eg, por ser la coloracion Grundy, podemos encontrar z € Vi del mismo
color que y de tal manera que uz € Eg. Resulta que z € Vi, por ser z del mismo
color de y. De este modo, tendriamos que uz,zy,zz € Eq v uzr,uy,yz ¢ Eg, esto
es absurdo por implicar que Glu,x,y, z] es isomorfa a P,. Por lo tanto, uy € Eg.
Como ya cubrimos todos los casos y el vértice y fue arbitrario, concluimos que u es
adyacente a todos los vértices de Vi;,. A su vez, i era arbitrario, por lo que podemos
concluir que (J;; Vo, € N(u). Con todo lo anterior, podemos utilizar la hipotesis
inductiva para garantizar que H = G[Vg, U {u}] es una cografica. Como G es la
union completa de las cograficas Gy, ...,G;_1, H,Gjt1, ..., Gy, se deduce que G es
una cografica también.

(1)=(11): Primero, vamos a probar que si G y H son graficas con clique-width a
lo mas 2, entonces, el clique-width de las gréificas G+ H y G @ H es a lo méas 2.
Sean G = (G,V1,Va) y H = (H, W7, W3) graficas etiquetadas y ajenas por vértices
tales que, las 2-expresiones ¢ y ¢ corresponden a las graficas G y H respectivamente.
Como la 2-expresion (pUi) corresponde a (G + H, Vi UWy, VoUW,) vy la 2-expresion
M—2((p2—s1(p)Up12(10))) corresponde a (G @ H, Vi UV, W1 UWs,), podemos concluir
que cwd(G+ H) <2y cwd(G® H) < 2. Con un argumento inductivo, lo anterior se
generaliza facilmente a uniones ajenas, o uniones completas, de méas de dos graficas.

Procedamos por induccién fuerte sobre el orden. Si G es una cografica de orden 1,
entonces GG es una grafica vacia de un solo vértice, digamos con vértice x; resulta que
la 1-expresion z(1) atestigua que cwd(G) = 1 < 2. Supongamos que n > 1 es fijo y
que el enunciado se satisface para culaquier [ < n. Consideremos una cografica G de
orden n, como el orden de G es mayor a 1, la cografica GG es la unién ajena de otras
cograficas, o bien, es la unién completa de otras cograficas. Utilizando la hipdtesis
inductiva y el primer parrafo de la demostracion, se sigue que G tiene clique-width
a lo mas 2.

(11)=-(4): Primero vamos a probar que, si ¢ es una 2-expresion que genera a la
grafica etiquetada G = (G, Vi, V,), entonces G no contiene subgraficas inducidas e
isomorfas a P;. La demostracién va a ser por induccion fuerte sobre la longitud de
la expresion, digamos /.

Es claro por la definicién de las expresiones que el caso base es para ¢ = 4, caso
que corresponde a una expresion del tipo x (i), con ¢ una etiqueta. Una expresion del
tipo mencionado estd asociada a una grafica etiquetada trivial, asi que se cumple
el enunciado. Ahora, tomemos ¢ > 4 y supongamos valido el enunciado para toda
m < £. Si ¢ es una 2-expresion de longitud ¢ > 4, hay tres casos, el primero es que
¢ sea de la forma (U@) para ¢ y ¢ expresiones, en este caso tanto 1) como ¢ son 2-
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expresiones por ser subexpresiones de la 2-expresion ¢. Sean Gy, = (G, Vi, Vo) y Gy =
(Gg, W1, Ws) las graficas correspondientes a las expresiones ¢ y ¢ respectivamente.
Como 1 y ¢ tiene longitud menor que ¢, podemos aplicar la hipotesis inductiva para
garantizar que G, y G4 no tienen subgraficas inducidas isomorfas a FP;. Tenemos
que la grafica correspondiente a ¢ = (pU¢) es la grafica etiquetada (G, + Gy, Vi U
Wi, Vo U Ws), y resulta que Gy, no tiene subgraficas inducidas e isomorfas a Py
porque cualquier subgréfica inducida de Gy, es, o bien una subgrafica inducida de
Gy o de Gy, o bien es una subgréfica inducida con vértices de Gy, y G, en cuyo
caso es inconexa. Los otros dos casos son que ¢ sea de la forma £(¢)) con ¢ una
2-expresion y £ uno de los simbolos p;,; 0 n,,; para ¢ # j. Sea G = (G, V1, V3) la
grafica correspondiente a 1. Si € es p;_,;, la grafica etiquetada de  es (G, @, V1 U V5)
cuando i = 1,y es (G, V,UV,, @) cuando i = 2, asi que ¢ satisface lo que queremos. Si
€ es n,_;, entonces la grafica etiquetada asociada a ¢ es (H, V4, V5), donde Vi = Vi
v Ey = Eq U {uv: u € V},v € Va}. Consideremos una trayectoria (a,b,c,d) en H.
Si suponemos que H[{a,b,c,d}] es isomorfa a Py, se debe tener que ad, ac,bd ¢ Ey.
Denotando por ¢ a la etiqueta de a, lo que nos dice la ausencia de las aristas ad, ac, bd
en H es que las etiquetas de b, ¢ y d son también ¢, o sea que (a,b,c,d) ya era una
trayectoria en GG y por ende G tiene una subgrafica inducida isomorfa a P, a saber
G[{a,b,c,d}], pero esto contradice que G no tiene subgréficas inducidas e isomorfas
a Py, hecho que sabemos por la hipétesis inductiva aplicada a .

Por lo tanto, si G es una grafica con clique-width a lo més 2, existe una 2-expresion
¢ y una grafica etiquetada (G, V3, V4) asociada a ¢. Por todo lo anterior, G no tiene
subgraficas inducidas e isomorfas a P. [ |



Capitulo 4

BFS-Lexicografico y algoritmo de
reconocimiento

4.1. BFS-Lexicografico

En esta seccion estudiaremos el algoritmo de BFS-lexicografico, para ello vamos
a repasar algunos conceptos. Como ya vimos en la Seccion 1.9, dado X cualquier
conjunto finito, un ordenamiento de X es cualquier funcion biyectiva 7: X — | X]|,
donde | X]| es el conjunto cardinal de X, osea | X| = {0, ...,|X|—1}. Teniendo nuestro
conjunto finito X y 7 un ordenamiento de X, podemos definir el orden total para
X inducido por 7, esto es la relacion <,= {(z,y): 7(x) < 7(y)}. En la Seccion 1.9
introdujimos las estructuras de datos y algunas instancias de estas, en particular
discutimos las listas doblemente ligadas. Recordando, si L es una lista doblemente
ligada y ¢ es una celda de L, valorp(c) o simplemente valor(c) devuelve el valor
almacenado en la celda c¢; cuando hay celdas en L depués de ¢ podemos obtener la
inmediata siguiente con siguienter(c); cuando hay celdas en L antes de ¢ podemos
obtener la inmediata anterior con anteriory(c). Si L es vacia solo podemos agregar
elementos, asi que en este caso tenemos las operaciones addL(L,z) y addR(L, x) que
hacen ecxatamente lo mismo, que es guardar a x en una celda y anadir a L dicha
celda. Si L no es vacia tenemos las operaciones addL(L,c,x) y addR(L,c,x), la
primera guarda a z en una celda y agrega a L dicha celda exactamente a la izquierda
de ¢, la segunda operacion guarda a x en una celda y anade a L dicha celda pero
justo a la derecha de c¢. Ademds también tenemos la operacion del(L, ¢) cuando L no
es vacia, esta operacion elimina a la celda c de L, asegurando la integridad de la lista,
o sea, conectando las celdas siguiente y anterior para “rellenar” el espacio generado.
Cuando L no es vacia podemos designar dos operaciones més, estas son primero(L)
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y ultimo(L) que devuelven el primer y el dltimo elemento de L respectivamente.
También es menester tener en cuenta que, por su definiciéon, todas las operaciones
anteriores se llevan a cabo en tiempo constante.

Si L es una lista, podemos definir un orden sobre las celdas de la lista utilizando
simplemente la nocién natural de su sucesion, es decir, dadas dos celdas de L, digamos
c1y co, decimos que c; esta antes de ¢y en L, escrito como ¢y <y, ¢y, cuando podamos
llegar de la celda c¢; a la celda ¢, aplicando sucesivamente, cero o més veces, la
operacion siguiente; a c¢p. Otro comentario pertinente que debemos hacer es que
muchas veces vamos a omitir la notaciéon sobre las acciones en una lista, es decir,
podemos escribir, por poner un ejemplo, la frase “cambiamos de lugar en L a ¢ con
su celda anterior, y agregamos al elemento z exactamente entre ellas” en lugar de
escribir el engorroso bloque de instrucciones

1 addR(L,c,valorg(anteriory(c)));
2 del(L, anteriory(c));

3 addR(L,c,x);

También abusaremos mucho, cuando el contexto disperse la ambigiiedad, de ho-
mologar las celdas de una lista con sus respectivos valores, esto con el fin de matener
liviana la redaccion. Es decir, si sabemos, por dar un ejemplo, que todos los valo-
res de celdas en la lista son ntimeros, escribiremos para dos celdas ¢; v ¢; de L la
expresion c¢; + ¢o para referirnos al namero valory(c;) + valorg(cy). Como una tlti-
ma cosideracion, concensuemos en que en este capitulo, como en la mayor parte de
este trabajo, nos referiremos con grafica a una gréafica simple, a menos que se espe-
cifique lo contrario. Sin mas dilacién, demos nuestra primera versiéon del algoritmo
BFS-lexicografico, abreviado simplemente como LexBF'S, la cual se presenta en el
Algoritmo 4.

En la Figura 4.1 podemos ver el estado de la lista y la construccion de o en
una ejecucion del algoritmo LexBFS, utilizando como entrada a la grafica H y al
ordenamiento 7 = (vs, Vg, vy, U5, V7).

Podemos observar en el Algoritmo 4 que en cada iteracion del while, las celdas
de L cuyo valor es no vacio, forman una particiéon del conjunto de vértices que no
tienen asignado un valor para ¢ ain. Lo que hace, a grandes rasgos, el Algoritmo 4
es refinar en cada iteracion del while a cada uno de los conjuntos que forman la
particién dada por L, esta refinacion se hace respecto a la vecindad del vértice en
turno. O sea que, dado 0 < k < |V, el algoritmo toma dos consideraciones para
decidir a cual de los vértices restantes asignar k como su imagen bajo o, estos factores
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Algoritmo 4: LexBFS(G,7).

Input: Una grafica G y un ordenamiento 7 de Vg

Output: Un ordenamiento o de Vg

list L;

integer ¢ < 0;

addR(L,Vg);

while FErista un elemento no vacio en L do

Tomar P, el primer elemento no vacio de L;

Tomar z, el elemento 7-minimo de P;

Sustituir a P por P\ {z} en L;

o(x) « 1

141+ 1;

for Q en L, tal que P <; () do

Q + N(z)NQ;

if Q' no es vacio y no es Q then
Anadir a ' justo a la izquierda de Q);
Sustituir a Q) por @ \ @’ en L;

end

end

end

return o
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son, en orden de prioridad: los vecinos en el conjunto {c71(0),...,0 ! (k—1)}, o sea
los vértices ya explorados, y ademas ser el T-minimo de entre todos los candidatos. Es
decir, si o(x) = k, entonces para cualquier y #  no explorado hasta el punto donde
se asigna o(x) = k, se debe cumplir que el primer vértice en {c7'(0),..., 07 (k—1)}
que distingue a x y y, debe ser vecino de z; o en caso de que no haya vértices en
{c71(0),...,07 (k — 1)} que distingan a = y y, se sigue 7(x) < 7(y). De lo anterior
se puede ver la relaciéon que tiene este algoritmo con BFS, esta relacion es que en el
momento en el que se explora un vértice x, tenemos la certeza de que se van a explorar
los vértices en N(x) N R antes que los vértices en R\ N(z), donde R es el conjunto
de los vértices no explorados hasta ese momento. Respecto al comportamiento del
ordenamiento o que devuelve el algoritmo tenemos varios resultados. Como vamos
a utilizar mucho el término, vamos a definir explicitamente a qué nos referimos con
refinar, aunque es bastante intuitivo. Dados S un conjunto y L una lista doblemente
ligada cuyas celdas almacenan conjuntos, el refinamiento de L respecto a S es la
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L: {vy,v9,v3,04,05} o=()

L: {v1,v5} {vg,v4} o= (v3)

Lo ) {2} {vs} o= (vs05)

L: %) {va}  {ws} o= (v3,v5,v1)

L: %) %] {’04} o = (1)3,’1)5,2}1,1}2)
L: I} 1%} g o= (vs,vs, 01,0, 04)

Figura 4.1: Ejecucion LexBFS(H, (vs, v, v4, v5, v1)).

lista obtenida de L al reemplazar cada celda c de L, que satisfaga @ C ¢cNS C .5, por
las celdas consecutivas cN Sy ¢\ S, justo en ese orden. O sea que en el Algoritmo 4,
en cada iteracion del while, se refina a L respecto N(x).

Para dar un par de definiciones, tomemos una grafica G. Dado un ordenamiento
o de Vg, diremos que o es un ordenamiento LexBFS de V, solo cuando exista un
ordenamiento de Vg (posiblemente o mismo) tal que o es el ordenamiento devuelto
por LexBFS(G,7). Decimos que un ordenamiento o de Vi satisface la condicién de
los cuatro puntos , abreviada como FPC, si y solo si, para cualesquiera z,y, z € Vg
tales que = <, y <, z, 2y ¢ Eg y xz € Eg, se tiene la existencia de v € Vi que
satisface v <, z, vy € Eg y vz ¢ Eg. Cuando hagamos referencia al momento
de exploracion de un vértice z en la ejecucion del Algoritmo 4, estaremos haciendo
referencia al instante en el que inicia la iteracion del while en donde se asigna o(x).
En relacion a lo anterior, decimos que x es el pivote de una iteracion del while,
cuando z sea el vértice al cual se asigna su valor de o en dicha iteracién, y en
consecuencia el vértice con la vecindad respecto a la cual se refinan las celdas de L.

Teorema 4.1.1. Para cualquier grdifica Gy cualquier ordenamiento o de Vg se
cumple que, o es un ordenamiento LexBFS si y solo si o satisface FPC.

Demostracion. Utilizaremos la notacion L,,, donde L es la variable de lista que se
utiliza en el Algoritmo 4 y w es cualquier vértice que esté en algiin elemento de L. Lo
que significa L,, es justamente el elemento de L en donde esta w. El considerar estos
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conjuntos podria acarrear ciertos problemas, pues L y las celdas de L van cambiando
a lo largo de la ejecucion, sin embargo, utilizaremos el contexto para solventar esta
dificultad.

Comencemos suponiendo que o es un ordenamiento LexBF'S, o sea que existe un
ordenamiento 7 de Vg tal que o es devuelta por LexBFS(G, 7). Sean z,y,z € Vg
tales que z <, y <, z, vy ¢ Fgy vz € Eg. Cuando se asigna o(x), los vértices y y 2
deben estar en elementos distintos de L, pues de lo contrario, al refinar las celdas de
L con N(z), se reemplazaria L, por L, \ N(z) y se insertaria a N(x) N L, justo a la
izquierda, pero esto implicaria que al finalizar la ejecuciéon del algoritmo se deberia
tener o(z) < o(y), lo cual es falso. Por lo tanto, en dicho momento en el que se explora
a z, se debe tener L, # L,. Lo anterior implica que en algin momento previo a la
exploracion de x, los vértices y y z dejaron de estar en la misma parte; supongamos
que tal momento fue en la exploracion del vértice v. Al comienzo de la iteracion del
while donde se explora a v, se tenfa L, = L, pero al refinarse esa parte se separaron
yy z. No pudo haber ocurrido que y € L,\ N(v) y z € L,NN(v) = L,NN(z) porque
esto implicaria de nuevo que o(z) < o(y). Asi, debi6 ocurrir que z € L, \ N(v) y
y € L,N N(v), y por ende vy € Eg y vz ¢ Eg. Por lo tanto, v satisface lo que
queremos, puesto que al explorarse v antes que z, se sigue que v <, .

Ahora supongamos que o satisface FPC. Denotemos por n al orden de G y por
7 al ordenamiento que devuelve la ejecucion de LexBFS(G, o). Cuando hablemos
de la ejecucion del algoritmo en la demostracion, nos referiremos obviamente a la
ejecucion LexBFS(G, o). Vamos a demostrar usando inducciéon sobre {0,...,n — 1}
que, para todo k € {0,...,n — 1}, 07*(k) = 771 (k). Para k = 0 es obvio, porque
el vértice, al que el algoritmo asigna el valor 0 como imagen bajo 7, es justamente
el o-minimo de Vg, o sea 771(0). Tomemos k € {1,...,n — 1} y supongamos que
para todo i < k, 07(i) = 771(i). Sea * = 77!(k); por hipotesis inductiva se debe
satisfacer o(z) > k, pues para i < k se cumple o7 '(i) = 771(i) # 77'(k) = x;
para derivar una contradicciéon supondremos que o(x) > k. Definamos y = o~ (k)
que es un vértice distinto de x bajo nuestro supuesto. En la iteracion del while en
donde asignamos el valor para 7(z), o sea en la exploracion de z, se tomo6 como
pivote a x justo porque estaba en la primera celda no vacia de L y ademas era el
o-minimo de los vértices en esta celda. O sea que y no puede estar en la primera
celda no vacia de L, es decir L,, porque se tiene o(y) = k < o(z). Como =z y y
yva no estan en la misma celda en la iteracion donde x es pivote, o sea la iteraciéon
(o(z)+1)-ésima del while, tuvo que haber una iteracion anterior del while, digamos
la iteracion [-ésima, donde por primera vez = y y quedaron en partes distintas después
del refinamiento. Supongamos que v era el pivote en esta iteracion [-ésima; al inicio
de esta iteracion se tenia L, = L, pero |N(v) N {z,y}| = 1. Observemos que al
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ser v el primer vértice, respecto a 7, en donde x y y dejaron de estar en la misma
celda de L, ningtin vértice antes de v distingue a x y vy, escrito lo anterior de forma
més técnica seria que, para todo 0 < i < 7(v) se cumple x € N(771(z)) si y solo si
y € N(77'(7)). Recordando nuestra hipotesis inductiva podemos escribir lo anterior
como, para todo 0 < i < 7(v) se cumple z € N(071(7)) si y solo si y € N(o71(7)).
Por lo anterior, y dado que v <, y <, x, no es posible que vz € Eg y vy ¢ Eg
porque o satisface FPC. Por lo tanto se debe cumplir vz ¢ Eg y vy € Eg, haciendo
que para la posteridad las celdas de L donde estd y queden a la izquierda de las
celdas donde esta x, o sea implicando que 7(y) < 7(x). Esto es una contradiccion
que viene de suponer que o(z) > k, de donde se deduce que o(x) = k y por lo tanto
o~ Y(k) = 771(k). De la implicacion anterior podemos deducir un poco mas de lo que
queriamos, ademas de concluir que ¢ es un ordenamiento LexBFS, podemos deducir
que cualquier ordenamiento LexBFS pasado como argumento en una ejecucion del
Algoritmo 4 resulta en el mismo ordenamiento. [

El resultado anterior nos da una caracterizacion para un ordenamiento LexBFS
que no depende de su construccion mediante el Algoritmo 4, esto nos sera util algunas
veces. Teniendo una grafica G y un ordenamiento o de Vg, diremos que una tripleta
(x,y,2) € Vg x Vg x Vg es un paraguas del ordenamiento o, solo cuando se satisfaga
T<,Y<s2, 2y ¢ Eg, vz € Egyyz¢ Eg.

Teorema 4.1.2. Sean G una cogrdfica y o un ordenamiento LexBFS de Vi, el or-
denamiento o no puede tener paraguas.

Demostracion. Probemos una contrapositiva para el enunciado. Vamos a suponer
que o si tiene paraguas, ademéas de que o es un ordenamiento LexBFS de Vi para
llegar a que G no puede ser una cografica. Sea x € Vg el vértice o-minimo con la
propiedad de que para algunos u, w € Vg, (x,u, w) es un paraguas de o. Consideremos
ademas y, z € Vj tales que (z,y, z) es un paraguas de ¢. De la definicion de paraguas
tenemos que r <, y <, 2, las aristas xy y yz no estdn en G, pero la arista xz si esta
en (G. Por satisfacer FPC el ordenamiento o, garantizamos la existencia de v € Vg
tal que v <, x, vy € Eg y vz ¢ Eg. No puede ser que vz ¢ Eg, pues de ocurrir esto
la tripleta (v, z,y) seria un paraguas con v <, x, lo que contradice la elecciéon de x.
Por lo tanto, yv, vz, xz € Eg v xy,yz,vz & Eg, o sea que G[{y, v, z, z}| es isomorfa
a P,y por lo tanto G no es una cogréfica. [ |

Sean GG una grafica de orden n y o un ordenamiento de V. Para cualesquiera
i€{0,...,n}y x € Vg, definimos el conjunto N7 (z) como

N?(z) = {v € N(z): o(v) < i}.
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La mayoria de las veces, omitiremos el superindice o en la definicion anterior cuando
sepamos de antemano a que ordenamiento hacemos referencia. Claramente, de la
definicion se sigue que Ny(z) = @y N,(z) = N(x). Decimos que un subconjunto de
vértices S es una rebanada de o, si y solo si, S es un conjunto no vacio de vértices
consecutivos respecto a o, digamos S = {v € Vg:i < o(v) < j} para algunos
0 <1< j5 <n-—1,de tal forma que también satisface las siguientes condiciones:
Para todo x € S se cumple N;(z) = N;(07'(i)) y paratodoy € o [{j+1,...,n—1}]
se tiene N;(y) # N;(c7'(i)). Resulta que todo ordenamiento LexBFS siempre tiene
rebanadas, mas ain, sabemos exactamente cuales son.

Teorema 4.1.3. Sean G una grdfica y o un ordenamiento LexBFS de G. Las rebana-
das de o son justamente las primeras celdas no vacias de L respecto a la ejecucion del
Algoritmo /, una por cada iteracion del while. Es decir, las rebanadas son Ly-1(;,
con 0 < i <n-—1, donde la celda L,-1(; se toma al inicio de la iteracion (i41)-ésima
del while. Todas las referencias dentro de lo que ocurre en LexBFS serdn tomadas
sobre cualquier ejecucion LexBFS(G,T) que dé como resultado el ordenamiento o.

Demostracion. Primero veamos que los conjuntos que proponemos como rebana-
das, si son rebanadas. Fijemos i € {0,...,n — 1} y llamemos S a la primera celda
no vacia de L al comienzo de la (i + 1)-ésima iteracion del while, o sea, a L,-1(;).
Primero observemos que por la definicion del Algoritmo 4, S es en efecto un conjunto
de vértices consecutivos respecto a o, pues el algoritmo siempre explora primero a
todos los vértices de la primera celda no vacia antes de explorar vértices de otras
celdas, de hecho tenemos que S = {v € Vi: 1 < o(v) < j} con j = méxol[S]. To-
memos cualquier x € S. Si x = 07 1(7), evidentemente se satisface lo que queremos.
Si @ # o '(i), no puede existir u <, o71(7) tal que |[N(u) N {o71(i),xz}| = 1, pues,
esto implicaria que en la iteracion (o(u) + 1)-ésima del while, después de refinar
las celdas de L con N(u), los vértices x y 0=*(i) quedaron en celdas distintas de
L. Lo anterior es absurdo, porque al tenerse o(u) + 1 < i + 1, se deberia tener, al
inicio de la iteracion (i + 1)-ésima, a x y o (i) en celdas diferentes de L. Por lo
tanto, para todo u <, o~'(i) se cumple x € N(u) si y solo si 071(i) € N(u), es
decir, N;(c7'(i)) = N;(z). Ahora, si z es un vértice o-mayor al o-méaximo de S, se
sigue que z no esta en S. Tuvo que haber una iteracion anterior del while, digamos
la iteracion [-ésima con | < i+ 1, donde z y o7'(i) dejaron de estar en la misma
celda de L. O sea que, si u era el pivote de esta [-ésima iteracion, se cumple que
|IN(u)N{z,071(i)}| = 1 y por lo tanto N;(z) # N;(c7*(i)). Con esto concluimos que
los conjuntos que propusimos si son rebandas de o, solo queda por ver que son las
inicas.
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Sea S una rebanada arbitraria de o, digamos S = {v € V: i < o(v) < j} para
algunos 0 < ¢ < j < n — 1. Sea z = 0 (i) y consideremos la celda L, al inicio
de la iteracion (i + 1)-ésima del while, o sea la iteracion en donde z es tomado
como pivote. Consideremos cualquier z € L,. Por el desarrollo del parrafo anterior,
podemos garantizar que N;(z) = N;(z), entonces, por ser S rebanada se cumple que
o(z) < j. Notemos que o(z) > i, pues de lo contrario z ya hubiera sido explorado
y por ende no podria estar en L, en ese momento. Asi, concluimos por un lado que
z € S, y al ser z arbitrario, también que L, C S. Por otro lado, dado z € S, por
definicion se satisface N;(z) = N;(z). Asi que z debe estar en L,, pues de lo contrario
existiria u <, x tal que |N(u) N{z,z}| =1, o sea N;(z) # N;(2), lo cual es absurdo.
Concluimos entonces que L, = L,-1(; = S. |

Teorema 4.1.4. Sean, G una grdfica, o un ordenamiento LexBFS de Vg, y S =
{veVg:i<o)<j} una rebanada de o, con 0 <i < j <n—1. El ordenamiento
o — i es un ordenamiento LexBFS de los vértices de la grifica G[S].

Demostracion. En virtud el Teorema 4.1.1, basta con probar que o — i satisface
FPC. Sean z,y,z € Vgig) = S tales que © <,—; ¥y <o—; 2, 2y ¢ Eq¢ y vz € Eg.
Claramente, para vértices en S, el ordenamiento o — ¢ preserva el orden de o, asi
que r <, y <, z. Entonces, podemos usar que o satisface FPC para garantizar
la existencia de v € Vg tal que v <, x, vy € Eg y vz ¢ Eg. Para mostrar que
se satisface FPC para y, z y x, solo hace falta mostrar que v esta en S, pues v ya
satisface lo que queremos. Como N;(y) = N;(c7'(i)) = N;(z), forzosamente ocurre
que o(v) > 14, ademés o(v) < o(z) < j, de donde concluimos que v € S. |

Vamos a introducir mas notacion, para esto consideraremos G una grafica, o un
ordenamiento LexBFS de Vi; y  un vértice de G. Las rebanadas tomadas a conti-
nuacion, seran entendidas como rebanadas de o en cualquier ejecucion LexBFS(G, 7)
que dé como resultado el ordenamiento o. Por el Teorema 4.1.3, todas las rebana-
das estan dadas por las celdas L,-1(;), estas celdas tomadas al inicio de la iteracion
(1+1)-ésima del while en el Algoritmo 4. Definimos la rebanada correspondiente
a x, o simplemente la rebanada de z, como la tinica rebanada que comienza con z,
la cual denotamos por S,(z). Es decir, la rebanada S,(z) es simplemente la celda
L, al inicio de la iteracion (o(z)+ 1)-ésima del Algoritmo 4. Cuando por el contexto
sea claro de cual ordenamiento hablamos, omitiremos el subindice o en la notacién
Sy (). Diremos que un conjunto S; es una subrebanada de una rebanada Sy, cuando
S también sea rebanada y S; C Sy. Por ejemplo, si N(x)N.S(x) no es vacio, entonces
N(z)NS(x) es una subrebanada de S(x), pues de hecho, siguiendo el flujo del algo-
ritmo podemos ver que N(z) N S(z) = S(e~(o(x) +1)). Este conjunto S(x) N N(x)
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tiene importancia, sea vacio o no, asi que tiene una notaciéon particular la cual es
S4(x) = S,(x) NN (z). Definamos al conjunto SY (z) = (S,(z)\ N(x))\{z}. Cuando
por el contexto sea claro de cual ordenamiento hablamos, omitiremos el subindice
o en las notaciones S4(z) y S¥(z). De las definiciones tenemos directamente que
S(z) = {x} U SA(x) U SN(z). Si S¥(x) no es vacio, todos los vértices de S4(z) (si
tiene vértices) son explorados antes de explorar los vértices de SY(x). Asi que cada
vez que se realiza la iteracién correspondiente a un vértice z € SA(x) como pivote, se
refinan consecutivamente las celdas, que pueden ser ya refinamientos, de S™(zx). O
sea que, al terminar la tltima iteracion del while que tiene como pivote un vértice en
S4(x), tenemos para algin k que las primeras k celdas no vacias sucesivas de L, di-
gamos S, . .., Sy, forman una particion para S¥ (z). Estas celdas también reciben un
nombre y una notaciéon especial, se llaman z-celdas y se denota a la i-ésima de estas
celdas por S?(z), omitiendo el superindice cuando no haya duda del ordenamiento.
También le damos notaciéon particular al vértice o-minimo de S7(z), lo denotamos
por z7, omitiendo el superindice cuando no haya duda del ordenamiento. De la defi-
nicion de las z-celdas, se deduce de inmediato que en caso de que S™(x) # @, S)(x)
es una subrebanada de S(z) porque Sj(x) es justamente la primera celda no vacia
de L al terminar de explorar a todos los vértices en S4(x). Los siguientes resultados
nos proporcionan caracteristicas mas especificas de las z-celdas.

Para ejemplificar los conceptos anteriores, exploramos en la Figura 4.2 una eje-
cucion LexBFS, utilizando como entrada la grafica H ahi definida y considerando el
ordenamiento 7 = (vs, vs, v1, Vg, U2, v4). Como ya observamos, el elemento de la lista
que tiene a un vértice x al momento de tomarlo como pivote es la rebanada de x, esta
rebanada la delimitamos por {...} en el ejemplo, como todos los demés elementos
de la lista, pero el vértice x al que corresponde la rebanada estara subrayado. Por
otro lado, dentro de la rebanada de un vértice x, delimitamos al conjunto S*(x) con
(...) y al conjunto SN (z) con [...]. Para visualizar el concepto de z-celdas vamos a
tener que centrarnos en un solo vértice, que, por ser el tinico vértice que las tiene,
elegimos a vs, asi que las vs-celdas estan delimitadas por (...); como se sigue por
definicién, las vs-celdas aparecen después de procesar a los vértices en S4(vs).

De nuevo vamos a hacer una observacion de suma importancia, pero esta sera la
ultima vez en la que hacemos hincapié en ella. Todos los conceptos anteriores depen-
den de una ejecucion concreta LexBFS(G, 7) que devuelva al ordenamiento o. Sin
embargo, todos los resultados que enunciaremos son validos sin importar quién sea el
ordenamiento 7, asi que omitiremos mencionarlo la mayoria de las veces, exceptuando
algunos casos explicitos donde 7 es un ordenamiento especifico.

Proposicion 4.1.5. Tomemos G una grifica, x un vértice de G, o un ordenamiento
LexBFS de Vg y k = méx{o(v): v € {z} U S4(x)}. Para cualesquiera j > 0 y
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Figura 4.2: Ejecucion LexBFS(H, (v, vs, v1, Vg, U2, 04)).

u,w € Sj(x), se satisface Nyi1(u) = Nip1(w). O sea que, las vecindades de u y w
coinciden en el conjunto de vértices o-menores a los vértices de SN (x).

Demostracion. Hay que probar que, para todo i € {0,...,k}, se cumple que
o~(i) € N(u) siy solosi 071(i) € N(w), para esto, tomemos i < k arbitrario. Como
Ny (u) = Ny (w) por estar u y w en la rebanada S(z), solo hay que considerar
el caso en el que o(x) < i < k. Es claro que S4(z) = {v € Vg: o(x) < o(v) < k},
de esta manera, si definimos z = 07(i), tendremos que z € {z} U S4(x). Para el
caso z = z, se tiene que zu,vw ¢ Eg, pues u,w € SV (x). Para el caso z € S4(z),
tenemos que zu € Eg siy solo si zw € Eg porque, de tenerse |[N(z) N{u,w}| =1, se
seguirfa, por definicion de las z-celdas, que u y w no pueden estar ambos en 5;(z).
Por lo tanto Nyyq(u) = Nyyq(w). |

Plasmamos en el siguiente corolario otra forma equivalente de escribir la Propo-
sicion 4.1.5.

Corolario 4.1.6. Tomemos G una grdfica, x un vértice de G y o un ordenamiento
LexBF'S de V. Para cualquier indice j tal que S;(z) exista y cualesquiera u,w €
S;(x), se satisface N(u)N(o71[{0,...,0(z)JUSH(x)) = N(w)N(c7[{0,...,o(z)} U
S4(x)), en particular N(u) N S4(z) = N(w) N S4(z).
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Teorema 4.1.7. Sea G una grifica con o un ordenamiento LexBFS de V. Para
cualquier © € Vi y cualesquiera indices j < k tales que existan las x-celdas S;(x)
y Si(z), se satisface lo siguiente. Si hay un vértice z € Sgp(x) \ {xx} que tiene un
vecino en S;(x), digamos u € S;(x), deben existir 1 < i < j yw € S;(x) tales que
wzy € Eg ywz ¢ Eg, mds ain, w <, u.

Demostracion. Si x; y u son vecinos, el mismo u satisface lo que queremos. Si x,
no es vecino de u, tenemos u <, xry <, z, ury ¢ Fgy uz € Eg, asi que por FPC
debe existir w <, u tal que wzy € Eg y wz ¢ Eg. Como, por el Corolario 4.1.6, las
vecindades de x;, y z coinciden en vértices del conjunto o 1[{0, ..., o(x)}] U S4(z),
se tiene por fuerza que w € S™ (), o sea que para algiin indice i, se tiene w € S;(z).
Para todo indice [ > j y para todo y € S;(z), se cumple que u <, y, de donde se
sigue ¢ < j. [

Proposicion 4.1.8. Sean G una grdifica con o un ordenamiento LexBFS de Vg, y x
un vértice de G. Supongamos que j es tal que la x-celda S;(x) existe y N(S;(x)) N
(Vo \ N(x)) no es vacio. Si z es el vértice o-minimo de Vi \ N(x) que es adyacente
a algin vértice de S;(x), y ademds se cumple z <, x;, entonces z € N(x;).

Demostracion. Si z esta en el conjunto o~ 1[{0,...,0(x)}] U S4(x), por el Coro-
lario 4.1.6, tenemos que z € N(z;). El otro caso es que z esté en Sy(z) para algin
k < 7, en este caso aplicamos el Teorema 4.1.7 para garantizar la existencia de ¢ < k
y w € S;(z) que satisfagan wz; € Eg y w <, z. Por la propiedad de minimo que
tiene z, se debe tener z = w. Por lo tanto z € N(z;). [

Sean GG una grafica de orden n y o un ordenamiento LexBF'S de V;. Consideremos
a S, un subconjunto de vértices consecutivos respecto a o, o sea que S tiene la forma
{veVg:i<o(w) <j}, para algunos 0 < i < j < n — 1. Definimos la vecindad
izquierda de S respecto a o como el conjunto

NZ(S)={v e ﬂ N(z): v <, x}, donde x es el o-minimo de S.

zeS

Desde luego que omitiremos tanto el superindice en la notacién, como la referencia
al ordenamiento en el nombre, si es que la situaciéon lo evidencia por el contexto.
Ademas de las propiedades que ya presentamos de las z-celdas, podemos garantizar
todavia més cuando se trata de ordenamientos LexBFS sobre cogréaficas. Cuando
hablamos de las vecindades izquierdas en un ordenamiento LexBFS™, utilizamos la
notacion N _(S) para hacer explicito que estamos en el contexto de LexBFS™.
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Teorema 4.1.9. Sean G una cogrifica y o un ordenamiento LexBFS de V. Supon-
gamos que para x € Vg tenemos la existencia de dos x-celdas, digamos S;(x) y S;(x),
con i < j. Resulta que no hay adyacencias entre vértices de S;(x) y de Sj(x), ademds

se satisface N.(S;(x)) € N(S;(z)).

Demostracion. Para ver que no hay aristas entre vértices de S;(z) y vértices de
S;(x), vamos a proceder por contrapositiva; supondremos que no es cierto y llegare-
mos a que GG no es una cografica. Sean u € S;(z) y w € S;(z) tales que uw € Eg.
Por la definicion de las z-celdas, debe haber un vértice en S“(z) que distingue a u y
w. Tomemos a z como el vértice o-minimo de S4(x) tal que |[N(2)N{u, w}| = 1. Por
la propiedad de minimo que tiene z aunado a que u <, w, se debe cumplir de hecho
que zu € Eg y 2w ¢ Eg. Como u,w € SN(x), z € S4(x), zu,uw € Eg y 2w ¢ Eg,
se sigue que G[{z, z,u, w}| es isomorfa a Py y por lo tanto G no es una cogréfica.
Veamos ahora la contencion de las vecindades izquierdas que queremos, para
esto, tomemos z € N_(S;(x)) arbitrario. Por lo que acabamos de demostrar en el
parrafo anterior, z no puede estar en S;(z) para alguna 0 < i < j. Sabemos que
z <, x;, lo que implica que z € S4(x) 0 2 <, . Si 2 <, z, por ser S(z) rebanada
y tenerse zz; € Eg, se sigue que S(x) C N(z), en particular S;(z) C N(2) y
por lo tanto z € N_(S;(z)). Abordemos ahora el caso en el que z € S4(x). Dado
cualquier u € S;(x), se tiene z <, u <, xj, zz; € Eq y ur; ¢ Eg, pero como por
el Teorema 4.1.2 ¢ no tiene paraguas, se sigue que zu € Fg. Al ser u arbitrario y
tenerse z € S4(x), concluimos que z € N_(S;(x)). Para ver que la contencion es
propia, observemos que, tomando z € S4(z) tal que zz; € Eg y 27; ¢ Eg, se deduce
por el Corolario 4.1.6 que S;(z) € N(z) y Sj(x) N N(z) = &, osea z € N.(S;(x)) v
2 ¢ N.(S)(2)) .

Del Teorema 4.1.9 podemos extraer el siguiente corolario muy importante.

Corolario 4.1.10. Sean G una cogrifica y o un ordenamiento LexBFS de V. Si
hay x-celdas para x € Vg, todas las x-celdas Sy(x), ..., Sk(z) son rebandas de o.

Dediquemos solo un par de lineas a la validez del Corolario 4.1.10. Supongamos
que tenemos las z-celdas Si(x),...,Sk(x) respecto a un ordenamiento LexBFS o
de una cografica G. Ya observamos al definir las x-celdas que S;(x) siempre es una
rebanada. Ahora, si 1 < j < k, al refinar utilizando como pivote a los vértices de S;(z)
para ¢ < j, nunca refinamos a S;(x) porque del Teorema 4.1.9 tenemos que no hay
aristas entre vértices de S;(x) y vértices de Sj(x). Al terminar todas las iteraciones
donde un elemento de U0§i<j S;(z) era el pivote, la primera celda no vacia de L en
el Algoritmo 4 sera justamente S;(x).
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Algoritmo 5: LexBFS™(G,7).

Input: Una grafica G y un ordenamiento 7 de Vg

Output: Un ordenamiento o~ de Vg

list L;

integer ¢ + 0

addR(L,Vg);

while Ezista un elemento no vacio en L do

Tomar P, el primer elemento no vacio de L;

Tomar z, el elemento 7-minimo de P;

Sustituir a P por P\ {z} en L;

o~ (x) + 1;

11+ 1;

for Q en L, tal que P <;, ) do

Q + N(x)NQ;

if Q' no es vacio y no es () then
Anadir a ()’ justo a la derecha de Q;
Sustituir a @ por Q \ Q' en L;

end

end

© 00 N O bW N =

- e e e
DU R W N = O

-
=]

end
return o~

— =
o =

Introduzcamos otra version de LexBFS, a la que llamaremos LexBFS™.

Observemos que LexBFS™, es decir el Algoritmo 5, tiene exactamente la misma
estructura que LexBFS, o sea, que el Algoritmo 4; los algoritmos solo tienen dos
diferencias. La primera de estas diferencias es que se cambia la variable ¢ por o~
para hacer patente que se trata de un ordenamiento devuelto por LexBFS™. La
segunda diferencia es la palabra subrayada, en LexBFS se inserta a (', celda que
tiene valor N(z) N Q, a la izquierda de @), mientras que en LexBFS™ se inserta @’
a la derecha de ). El insertar a )" a la derecha de @ en lugar de a la izquierda
de @ puede parecer un cambio trivial, sin embargo, al observar que Ng(z) N A =
A\ Ng(z) vy que A\ Ng(z) = Ng(x) N A, podemos ver que el cambio es bastante
fuerte. Resulta que este cambio nos permite calcular el ordenamiento que devuelve
LexBFS(G, 7) simplemente calculando el ordenamiento que devuelve LexBFS™ (G, 7),
esto sin necesidad de tener la informacién de G codificada. Lo anterior es claro de lo
ya explicado, quizas solo notando también que, el insertar una celda A exactamente
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a la izquierda de otra celda B equivale a insertar la celda B exactamente a la derecha
de A.

También tenemos notacion de todos los conceptos que definimos para LexBFS,
solo que relativos a LexBFS™. Dada una grafica G y un ordenamiento o~ de Vg,
decimos que o~ es un ordenamiento LexBFS™ si y solo si, existe 7 un ordenamien-
to de Vi tal que o~ es el ordenamiento arrojado por la ejecucion LexBFS™ (G, 7).
Consideremos una grafica G, ¢~ un ordenamiento LexBFS™ de Gy x € V5. Aunque
LexBFS™ es un algoritmo distinto a LexBFS, podemos extender de una manera na-
tural los conceptos de rebanada, de z-celdas, etcétera. En lugar de escribir de nuevo
las definiciones y ver, por ejemplo, quienes son todas las rebanadas de un ordena-
miento LexBFS™, vamos a utilizar el hecho de que una ejecucion LexBFS™ equivale
a una LexBFS sobre el complemento de la grafica. De modo que, si 7 es tal que
o~ es el ordenamiento devuelto por LexBFS™(G, ), sabemos que o~ coincide con
el ordenamiento arrojado por el barrido LexBFS(G, 7). Denotamos por S(z) a la
rebanada de 0~ que comienza en z, pero respecto a la ejecucion LexBFS(G, 1), no a
la ejecucion LexBFS(G, 1) como seria el caso de la rebanada normal S(z). Es decir,
S(x) es otra forma de escribir S,- () pero respecto al barrido LexBFS sobre G. De-
notamos por S4(z) al conjunto dado por S(z)\ (Ng(z) U {z}) y escribimos SV (x)
para referirnos al conjunto S(z) N Ng(z). Como podemos notar facilmente, S4(x)
coincide con S () pero en la ejecucion LexBFS(G, 7), mientras que SN(z) coinci-
de con S¥ () pero respecto a la ejecucion LexBFS(G, 7). Para i tal que existe la
x-celda S?™ (), pero considerada en la ejecucion LexBFS(G, 7), definimos la i-ésima
r-celda respecto a LexBFS™ justamente como S;(x) = S¢ (z). O sea que las 2-celdas
en la ejecucion LexBFS™(G, 7) también estan ordenadas como [S;(z),...,Sk(z)] v
forman una particiéon para S_N(x), en caso de que este dltimo conjunto no sea va-
cfo. Tenemos resultados analogos a los de LexBFS pero aplicados a los conceptos de
LexBFS™, sin embargo, solo los mencionaremos cuando sea necesario. Anticipamos
que para desarrollar el algoritmo de reconocimiento, vamos a utilizar a LexBFS y
LexBFS™ combinados, pues, calcular un ordenamiento o que sea LexBFS y luego ali-
mentar a LexBFS™ con o como ordenamiento base nos proporciona de propiedades
interesantes.

Como en la Figura 4.2, vamos a explorar en la Figura 4.3 una ejecucién para
ejemplificar los conceptos que acabamos de definir, pero para LexBFS~. También
vamos a utilizar como entrada la misma grafica H y para seguir el espiritu de este
trabajo, vamos a utilizar el ordenamiento (vs, vy, vg, vy, V2, U5) que obtuvimos en el
ejemplo de la Figura 4.2. Como en el otro ejemplo, para los vértices x, las rebanadas
S(x) estan delimitadas por {...}, ademas, el vértice x al que corresponde la rebanada
estard subrayado. Por otro lado, dentro de la rebanada de un vértice z, delimitamos



4.1 BFS-LEXICOGRAFICO 95

al conjunto S4(z) con (...) y al conjunto S¥(z) con [...]. También esta vez, vamos
a elegir a v3 para marcar las celdas S;(v3) con (...); como se sigue por definicion,
las v3-celdas aparecen después de procesar a los vértices en S4(v3).

. ®

H:

@) D

/

® @

: {%’ (U27U47U5)7 [Uhvﬁ]} = O
{va, (v2,v5)} {v1,v6} ~ = (v3)
{vg, [vs]} {v1, v6} ~ = (s, v4) )

{oi}  {ve}
o {vs}
%) %)

V3, Uy, V2, Us)
U3, V4, V2, Us, Ul)
U3, V4, V2, U5, U1, /06)

3
3
U3
3
3

S A

{vs} {uv}) {vs}) o~
%) o

QR

(
(
=
= (
= (
= (

Figura 4.3: Ejecucion LexBFS™(H, (vs, vy, vg, v4, U2, V5)).

Teorema 4.1.11. Sean G una grdfica, M un mdodulo en G y o un ordenamiento
LexBFS de G. Consideremos o~ el ordenamiento que se obtiene de la ejecucion
LexBFS~ (G, o). Resulta que x € Vg es el vértice o-minimo de M, si y solo si x es
el vértice o~ -minimo de M. Mds ain, de satisfacerse lo anterior, S(z) y S(z) son
las rebanadas minimas por contencion de o y o~ respectivamente, con la propiedad
de contener a M.

Demostracion. Sean u el vértice o-minimo de M y w el vértice o~ -minimo de M.
Como M es un moédulo, la vecindad de u y la vecindad de w coinciden fuera de M,
en particular, para cualquier v <,- w se cumple que v € N(u) si y solo si v € N(w).
Antes de que se tomara a w como pivote en la ejecucion de LexBFS™ (G, 1), todas las
iteraciones del while y todos los refinamientos efectuados mantuvieron a u y a w en
la misma celda de L. O sea que al momento de tomar a w como pivote en la ejecucion
LexBFS~ (G, o), se satisface que L, = L, y de hecho L,, = L, es la primera celda
no vacia de L. Pero, w fue elegido como pivote porque w es el o-minimo de L,,, de
donde se sigue que w <, u. Como se tiene u <, w por la eleccién de u, podemos
concluir que u = w.
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Como ya sabemos que el o-minimo de M coincide con el o~ -minimo de M,
llamemos x a dicho minimo. Veamos que M C S(x), para esto tomemos v € M
arbitrario. Por ser x el o-minimo de M, se tiene x <, v. Por otro lado, al ser
M moédulo y tenerse x,v € M, se cumple N(z) \ M = N(z) \ M, en particular
Ny(z) = Ny(v). De lo anterior, se deduce por la definiciéon de rebanada que v € S(z).
La prueba de que M C S(z) es completamente andloga, considerando claro que x es
el c~-minimo de M y que S(x) es la rebanada de x en la ejecucion LexBFS(G, o).

Ya sabemos que S(z) y S(x) son rebanadas de ¢ y o~ respectivamente que
contienen al moédulo M, entonces solo queda por ver que son minimas por contenciéon
con esa propiedad. Supongamos que S(z) es una rebanda de o que también contiene a
M. Sea u cualquier vértice en S(z). Primero, observemos que x € M C S(z) implica
por un lado que z <, z, 0 sea z <, u, por otro lado implica que Ny(,)(2) = Ny(2)(2)
segiun la definicion de rebanada. Por estar u en la rebanada S(x), para cualquier
i < o(x) se satisface N;(z) = N;(u). Entonces, de todo lo anterior deducimos que
Ny(2)(2) = Noz)(®) = Ny(zy(u), pero lo anterior garantiza justamente la definicion
para que u pertenezca a la rebanada S(z). Como en el parrafo previo, la prueba de
que S(z) es minima por contencion con la propiedad de contener a M es analoga. W

Para finalizar esta seccién, vamos a ver como se relacionan los barridos LexBFS
y LexBFS™ respecto a la presencia de gréaficas isomorfas a P en una grafica.

Teorema 4.1.12. Sean G una grdfica, o un ordenamiento LexBFS de G y S(x) la
rebanada minima por contencion de o que contiene los vértices de P = Py. St x no es
vértice de ningin Py en G, entonces S*(x) N Vp tiene solo a los puntos intermedios
de P, o sea, a los vértices que no son extremos de la trayectoria P.

Demostracién. No es posible que Vp C S4(z), pues S4(z) es una subrebanada
propia de S(z), asi que S™(x) N Vp # @. De hecho |Vp N SY¥(z)| > 1, porque, de
tenerse Vp N SV (z) = {u}, podriamos tomar P’ el P; en G que esta contenido en
P y tiene a u como extremo, de esto se sigue la contradiccion de que el conjunto
VprU{x} induce un P, en G y por ende induce un P, en G. De lo anterior deducimos
que |[Vp N SN(z)] > 1. Por otro lado, tampoco es posible que Vp C SV(z), para
ver que no puede ocurrir esto, supongamos que se cumple la contencion anterior y
encontremos una contradiccion. Dado que hay vértices en S(z) que son adyacentes
a ciertos vértices de P pero no a todos, por ejemplo los mismos vértices de P,
podemos elegir v € S(z) el vértice o-minimo de S(x) con esta propiedad. Debido
a que Vp C S¥(x), tenemos x <, v. Como v es adyacente a ciertos vértices de P
mas no a todos, podemos elegir v,z € Vp C SV (z) tales que {v,y, z} inducen un
Ps en G, asi, {z,v,y, z} induciria un P, en G, una contradiccion. Por lo tanto, v no
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puede estar en S4(x), o sea que v estd en SV (z). Hagamos una observacion; dados
j>1>0,y€S(x)yz € Sj(x), se tiene yz ¢ Eg. Lo anterior se satisface porque,
de tenerse yz € Eg, podriamos tomar u € Sa(x) tal que uy € Eg y uz ¢ Eg,
por lo que tendriamos que el conjunto {z,u,y, 2z} induce un P, en G lo que deriva
otra contradiccion. Por lo tanto, no hay aristas entre z-celdas distintas. Para todo
u € S4(x), se tiene u <, v, por lo que Vp C N(u) o Vp N N(u) = & por la
propiedad de minimo que tiene v. De lo anterior, se deduce que para algin 5 > 0,
se cumple Vp C Sj(x). Ahora, si i < j y u € S;(x), por lo ya observado antes
tenemos que Vp N N(u) = @. Concluimos asi que v € S;(z), méas atn, concluimos
que S;(x) es la rebanada de z;, pero esta es una contradiccién porque S;(z) resulta
ser una subrebanada propia de S(x) que contiene a Vp. Podemos garantizar ahora
que Vp € SN(z), o sea que Vp N S4(z) # @. También se cumple |Vp N S4(z)| > 1,
porque si ocurriera Vp N S4(x) = {u}, podriamos tomar P’ el P; contenido en P que
tiene a u como extremo y el conjunto Vpr U {z} induciria un P, en G, lo que deriva
en una contradiccion. Como se satisface |S4(z) N Vp| = 2 = |SN(x) N Vp|, solo hay
que ver que en S“(z) N Vp no puede haber puntos extremos de P. Demos nombre a
P, digamos que P = (a, b, c,d). Comencemos a argumentar a partir de suponer que
a € S4(x) para llegar a una contradiccion. Como {x, a, b, ¢} no puede inducir un P,
se satisface b € S4(z) o ¢ € S?4(x), sin embargo, b € S4(z) implica que ¢ € S4(x)
o d € S4(x) porque {z,b,c,d} tampoco induce un Pj, pero esto ya desbordaria la
cardinalidad de S4 N Vp, asi que no puede ocurrir. De esta manera, tenemos por
fuerza que a € S*(x) implica S4(z) N Vp = {a, c}, de donde se sigue que (a,z, c, d)
es un P, inducido, una contradicciéon. La prueba de que d tampoco puede pertenecer
a S4(x) es completamente simétrica, por lo que concluimos que S4(z) N Vp es el
conjunto de puntos intermedios de P, o sea {b, c}. [ |

Teorema 4.1.13. Sean G una grdfica, o un ordenamiento LexBFS de G y o~ el
ordenamiento devuelto por la ejecucion de LexBFS~ (G, o). Consideremos w € Vg el
vértice o-minimo que es vértice de algun Py inducido en G y P cualquier P, inducido
en G que tenga a w como vértice. St w es un extremo de P, entonces, el vértice o~ -
minimo de P debe ser un punto intermedio de P, o sea un extremo de P.

Demostracién. Sea S(z) la rebanada minima por contencién que contiene a Vp.
Si & no es vértice de ningin P, inducido en G, no puede ser tampoco vértice de
ningin P, inducido en G. Por el Teorema 4.1.12, SA(z) N'Vp debe ser el conjunto de
puntos medios de P, o sea que, el 0~ -minimo de Vp, que coincide con el o~-minimo
de SA(z) N Vp, debe ser un punto intermedio de P. Por otro lado, si existe un P,
inducido que tenga a = como vértice, se debe tener w <, z por la propiedad de
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minimo que tiene w. Como, por definicién de la rebanada S(x), x es justamente el o-
minimo de S(x), se sigue que x <, w y por lo tanto = w. O sea que, el c~-minimo
de Vp es de hecho z = w, el cual sabemos por hipotesis que es un extremo de P, o
sea un punto intermedio de P. [ |

4.2. LexBFS lineal

En la seccion anterior estudiamos varias propiedades de los ordenamiento LexBF'S,
esta clase de ordenamientos seran esenciales para la construccion del algoritmo de
reconocimiento. Dado que estos ordenamientos se obtienen con la ejecucion del algo-
ritmo LexBFS, no es ninguna sorpresa que vamos a usar el algoritmo LexBFS como
subrutina en el algoritmo de reconocimiento. Sin embargo, como el nombre de nues-
tro trabajo lo indica, el algoritmo que vamos a definir va a ser de tiempo lineal sobre
el orden y el tamano de una grafica, por lo que, si queremos utilizar a LexBFS como
subrutina, debemos garantizar que este ultimo algoritmo tome tiempo lineal. Por
desgracia, al menos para el autor de este trabajo, no es evidente que el Algoritmo 4
se ejecute en tiempo lineal, pues en principio debemos acotar el niimero de veces que
se hacen los refinamientos y, més importante ain, debemos garantizar que la toma
del vértice o-minimo no desborde la complejidad temporal.

Dadas estas circunstancias, antes de continuar con la seccion dedicada a la cons-
truccion del algoritmo de reconocimiento, vamos a dedicar la presente seccion para
convencernos de que, en efecto, LexBFS tiene complejidad temporal lineal. Lo an-
terior lo vamos a llevar a cabo, primero, definiendo objetos especiales para poder
obtener los minimos en tiempo constante, y segundo, construyendo un algoritmo que
hace lo mismo que el Algoritmo 4, un poco mas complejo, sobre el cual si exhibiremos
directamente la complejidad temporal lineal. A lo que llamamos objetos especiales,
serd de hecho una estructura de datos, asi que se recomienda revisar la parte de
estructuras de datos, la cual se encuentra en la la Seccion 1.9.

Vamos a llamar lista con intervalos a la estructura que introducimos. La vamos a
usar para refinar las celdas de una lista doblemente ligada, respecto a un conjunto .S
en tiempo O(|S|). Primero hablemos un poco de apuntadores. Un apuntador es un
objeto p que representa a una referencia, es decir, el objeto p solo almacena un valor
que es la referencia del objeto al que apunta, recalquemos que una referencia a un
objeto no es lo mismo que el objeto en si. Por poner un ejemplo, supongamos que p
apunta al objeto x, entonces, p no almacena al objeto x, solo almacena una referencia
al objeto x. Essto nos da la ventaja de poder acceder y por ende manipular a =, pero
sin tener a x arraigado a p. Supongamos que p es un apuntador. Tenemos que p
puede ser un apuntador nulo, o sea no apuntar a nada, o bien, ser un apuntador no
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nulo, en cuyo caso podemos acceder al objeto al que referencia p con la instruccion
ref(p), la cual nos proporciona el objeto al que apunta p en tiempo constante. Para
asignar un nuevo valor a p, o sea una nueva referencia a algin objeto z, simplemente
usamos la asiganacion ref(p) < x. Decimos que una celda ¢ en una lista doblemente
ligada es una celda final o simplemente final, si es la altima celda de L, o sea,
si siguienter(c) es un apuntador nulo. De modo similar, la celda ¢ en una lista
doblemente ligada es una celda inicial o simplemente inicial, si es la primera celda
de L, o sea, si anteriory(c) es un apuntador nulo. Por tltimo, dado cualquier objeto
x, utilizaremos la notaciéon x* para construir un apuntador hacia z, es decir, z* es
un apuntador que referencia al objeto x.

Definicién 4.2.1. Un intervalo es un objeto I = (v,p) que almacena un valor
nimerico v y un apuntador p, a los cuales les daremos la notacion de I, e I, respec-
tivamente.

Definicién 4.2.2. Una lista con intervalos sobre un conjunto X es una estructura
de datos £L = (L,C, A, <). Aqui tenemos lo siguiente: L es una lista doblemente
ligada, sin repeticiones de valores, cuyas celdas tienen valores en X; C' es una lista
doblemente ligada de intervalos; < es un orden lineal sobre X; A es un arreglo tal que
para v € X, tenemos la entrada Afv] en A que almacena tres registros, a los cuales
nos referiremos como A[v](1), A[v](2) y A[v](3). El objeto A[v](1) es un apuntador
que referencia a una celda de C', también A[v](2) es un apuntador, pero este apunta
a una celda de L, por tltimo, A[v]|(3) es un booleano que nos va a servir para saber si
v ya fué explorado en LexBFS o no. Ademés, L satisface las siguientes condiciones.

1. Para cualquier celda I de C, I, apunta a un elemento de L. También se satisface
que (primero(C)), apunta a primero(L).

2. Para cualesquiera dos elementos [ y J de C, se cumple que, I <¢ J si y solo
si ref(1,) <y, ref(J,).

3. Para cualquier I con sucesor J en C, las celdas x de L en el segmento ref(1,) <p,
x <y, ref(J,), satisfacen que AJvalor(z)](1) apunta a I. También, para I en C fi-
nal, las celdas = de L en el segmento ref(1,) <, x, satisfacen que Afvalor(x)](1)
apunta a F'.

4. Para cualquier I con sucesor J en C, si x y z son celdas en L que satisfacen
ref(1,) <p x <p z <y, ref(J,), entonces valor(x) < valor(z). También, para F
en C final, si x y z son celdas en L que satisfacen ref(l,) <, x <, z, entonces
valor(z) < valor(z).
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5. Para toda celda = de L, Afvalor(x)](2) apunta a x.

Expliquemos un poco la idea detras de la Definicién 4.2.2, para esto, optaremos
por explicar las cinco propiedades de la definicién, pues con eso bastard para com-
prender la utilidad de los objetos adoptados. El objetivo es tener en L todos los
valores de interés, mientras que los intervalos en C representen bloques <-ordenados
de celdas contiguas en L, de tal modo que todos los intervalos de C' juntos conformen
a la totalidad de L.

1. Lo tinico que garantiza esta condicion es que, los minimos de los elementos de C'
estan representados por celdas de L, y en particular que el minimo del segmento
representado por primero(C'), o sea el primer intervalo, esta representado por
el minimo de L.

2. Este requisito es para garantizar que los intervalos de C estén ordenados de
la misma forma como segmentan a L. Es decir, para garantizar que no se
traslapen.

3. Este inciso es para establecer que los elementos de C' en efecto son intervalos,
en el sentido de que tienen segmentos de L continuos, en otras palabras, estan
conformados por ciertas celdas de L consecutivas.

4. Esto es solo para asegurar que los segmentos en L representados por los inter-
valos de C, si estdn <-ordenados.

5. Con este inciso poseemos una manera de encontrar en tiempo constante, para
cualquier valor presente en L, su posicionamiento en L, o sea, la Gnica celda
que almacena ese valor.

Una vez definidos los intervalos y las listas con intervalos, damos un algoritmo
que serd utilizado como subrutina por la version de LexBFS lineal. Este algoritmo
es el nicleo de LexBFS, pues es el encargado de hacer los refinamientos de cada
una de las partes. El algoritmo es Refina(L, S, j); toma como entrada una lista con
intervalos £ sobre un conjunto X, un subconjunto S C X y un entero j que satisface
ciertas condiciones. La operacion consiste en reemplazar cada intervalo I de L, por
la pareja de intervalos contiguos I NS e [\ S justo en ese orden. Un comentario
importante para entender mejor el algoritmo es que el entero j sirve para identificar
cuales intervalos son nuevos y cuales ya estaban al principio de la ejecucién, o sea,
para identificar que intervalos no hace falta refinar. Refina(L, S, j) es el Algoritmo 6.
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Algoritmo 6: Refina(L, S, j).

Input: Lista con intervalos £ = (L, C, A, <) sobre un conjunto X; una lista
doblemente ligada y sin repeticiones S que tiene valores en X, y
ademas el orden de S es compatible con <; un entero j de tal suerte
que para cada I € C' se cumple 5 > [,

Output: No tiene

-

/* La exploracidn del for se lleva a cabo en el orden de S, y
solo para las celdas con su valor presente en L */
for g celda en S, Alvalor(g)](3) =1 do

2

3 s < valor(g);

4 I + ref(Als](1));

5 x < ref(A[s](2));

6 /* Si I tiene otro elemento ademis de x */

7 | if ref(1,) no es final en L N\ Alvalor(siguienter(rvef(1,)))](1) apunta a I

then

8 /* Se crea el intervalo correspondiente a SN[ de ser
necesario */

9 if I es inicial en C' V (anteriorc(1)), < j then

10 ‘ Insertar un nuevo intervalo J = (j,2*) a la izquierda de [;

11 end

12 /* Se hace el cambio de intervalo para =z */

13 if 1, apunta a v then

14 /* Si la celda x era la minima en el intervalo [ */

15 Apuntar I, a siguienter(z);

16 end

17 Apuntar A[s](1) a anteriorc(I);

18 Cambiar z justo a la izquierda de ref(7,) en L;

19 | else if I no es inicial en C' A\ (anteriorc(l)), = j then

20 Apuntar A[s|(1) a anteriorc(I);

21 del(C, I);

22 end

23 end

Proposicion 4.2.3. El Algoritmo 6 es correcto. Es decir, después de la ejecucion
Refina(L, S, j), para cada intervalo I en C, visto como el segmento de valores en L
que representa, quedan dos intervalos <-ordenados INS e I\ S, esto solo en caso



102 BFS-LEXICOGRAFICO Y ALGORITMO DE RECONOCIMIENTO

de que @ CINS C 1.

Demostracion. Sea I cualquier intervalo que estaba presente en C' antes de iniciar
la ejecucion. Si I solo contempla una celda de L, no se hace nada pues no se satisfacen
ni la clausula del if ni la del else. Por este motivo, desde aqui hasta el final de la
demostracion supongamos que I/ abarca més de una celda. Si I NS = @, tampoco
hay cambios en I, asi que supongamos también que I NS # &. Consideremos el
primer valor s de S, tal que A[s](1) apunta a I. Lo primero que se hace es insertar
un nuevo intervalo, digamos J, a la izquierda de I que representa a I NS, aqui hay
dos escenarios. Si I, apunta a la celda de s, es decir, si s es el valor minimo cubierto
por I, se corrige al minimo de I, es decir, se modifica el apuntador [, para que ahora
apunte a la celda siguiente de la correspondiente a s en L. También se designa a .J
como nuevo intervalo que abarca el valor s, y como la celda de s ya esta a la izquierda
del nuevo minimo de 7 (la siguiente celda) no se mueve a la celda de s de posicion en
L. Si I, no apunta a la celda de s, se apunta A[s](1) a J y se cambia a la celda de s
para estar exactamente a la izquierda de la celda ref(7,). En ninguno de los escenarios
se altera el orden de las celdas en I, pues solo desmarcamos a una celda y la quitamos
del segmento. Tampoco hay problema con el orden de J, ya que hasta este punto solo
tiene la celda correspondiente a s. Posteriormente, cuando exploremos otro elemento
t de S tal que A[t](1) apunte a I, volvemos a tener los dos escenarios anteriores, y
volvemos a hacer lo mismo. El orden de [ no sufre cambio alguno porque, de nuevo,
solo estamos desmarcando la celda de ¢t y quitandola del segmento que abarca I.
Por su parte, el orden de J se mantiene, porque todos los elementos en J hasta este
punto eran valores <-menores a t, pues S estd <-ordenada, asi que el insertar la
celda de ¢ justo a la izquierda de ref(I,), o sea a la derecha de todos estos valores, no
corrompe el orden de J. El caso que merece especial mencion es en el que se entra
al else. Este caso se alcanza cuando todos lo elementos que cubria [ terminaron
por recorrerse al dominio de J, aqui simplemente se termina de trasladar el ultimo
elemento que ocupa [ para eliminarse el intervalo I, ya vacio, de C'. Por el mismo
argumento esto no revuelve el orden interno que tiene J. Para terminar, observemos
que todos los valores de J son valores que estaban en un principio en /I, asi que jamas
va a ocurrir que en la exploracion de un valor s en S se tenga que A[s](1) apuntando
a J antes de explorarlo, esto ocurre después. Una parte formal de la demostracion es
verificar que el estado en el que queda la estructura £ después de la ejecucion sigue
preservando las condiciones de lista con intervalos. Sin embargo, no dearrollaremos
mas, pues creemos que los detalles pendientes son, o bastante inmediatos, o se siguen
facilmente de lo anterior. Por lo tanto, una vez que se terminan de explorar con el
for todos los valores presentes en S, tendremos la certeza de que J tiene los valores
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de I NS mientras que las celdas que abarca I, al final del algoritmo, son solamente
las de I\ S. |

Proposicion 4.2.4. La ejecucion de Refina(L, S, ) en el Algoritmo 6 toma tiempo
del orden O(]S|), donde |S| es la longitud de S.

Demostracion. Todas las inserciones y eliminaciones que se realizan en listas toman
tiempo constante, ademés, las otras operaciones son asiganciones y comparaciones,
las cuales toman también tiempo constante. Por lo tanto, cada iteracion del for toma
tiempo O(1). Como hay una iteracion del for por cada celda de S y la exploracion
se lleva a cabo en el orden de S, podemos concluir que la ejecuciéon toma tiempo

O(]95]). |

En el Algoritmo 6, para cualquier I en C, el nuevo intervalo .J, que representa
a I NS, siempre se inserta a la izquierda del intervalo I, pues eso es lo que hace
justamente LexBFS. Podriamos pensar en cambiar esa linea del algoritmo para que la
insercion se realice a la derecha en lugar de la izquierda, justo como lo hace LexBFS™.
Pareceria que al cambiar la linea que indica el lado de inserciéon nos resulta en una
subrutina que podemos utilizar para LexBFS™, sin embargo hay que ser cuidadosos,
pues podrian surgir problemas al perder el orden interno de los intervalos. Asi que
también debemos modificar la linea en donde se cambia a la celda x que tiene al
valor en exploracion, ahora la queremos cambiar a la derecha, por que ahi es donde
esta J. Pero, si queremos preservar el orden de los elementos que ya tiene J, hay que
pasar a  hasta el final del intervalo J, puesto que por el orden de S la celda x tiene
un valor que es =<-mayor a todos los que actualmente estan en J. Otra alternativa
a lo anterior, es ir recorriendo los elementos a la derecha y ponerlos al inicio del
intervalo J, pero esto ocasionaria que terminaramos con el orden invertido en J,
asi que la clave seria considerar a S con el orden invertido también. Otros cambios
menores son necesarios en las condiciones de los condicionales y en otras lineas. En el
Algoritmo 7 podemos ver la rutina Refina™ (L, S, j) que hace exactamente lo mismo
que el Algoritmo 6, pero haciendo las inserciones a la derecha.

El Algoritmo 7 y el Algoritmo 6 son casi idénticos. Como optamos por el primer
enfoque de recorrer las celdas hasta la derecha del nuevo intervalo cuando las explo-
ramos, tuvimos que separar dos casos con el if-else de la linea 18, los otros cambios
estan subrayados. Como las pruebas son sumamente similares a las de Refina(L, S, j),
simplemente establecemos sin mayor desarrollo que Refine™ (£, S, j) toma tiempo del
orden O(|S]) y sustituye cada intervalo I de C por el par de intervalos I\ C, INC
en ese orden, cuando @ C INC C I.



104 BFS-LEXICOGRAFICO Y ALGORITMO DE RECONOCIMIENTO

Algoritmo 7: Refina™ (L, S, j).
Input: Lista con intervalos £ = (L, C, A, <) sobre un conjunto X; una lista
doblemente ligada y sin repeticiones S que tiene valores en X, y
ademas el orden de S es compatible con <; un entero j de tal suerte

que para cada I € C' se cumple j > I,.
Output:

-

/* La exploracién del for se lleva a cabo en el orden de S, y
solo para las celdas con su valor presente en L */
for g celda en S, Alvalor(g)](3) =1 do

2

3 s < valor(g);

4 I + ref(Als](1));

5 x + ref(A[s](2));

6 /* Si I tiene otro elemento ademas de x */

7 | if ref(1,) no es final en L N\ Alvalor(siguienter(ref(1,)))](1) apunta a I

then

8 /* Se crea el intervalo correspondiente a SN/ de ser
necesario */

9 if I es final en C' V (siguientec(f))v < j then

10 | Insertar un nuevo intervalo J = (j,2*) a la derecha de I;

11 end

12 /* Se hace el cambio de intervalo para x */

13 if 1, apunta a  then

14 /* Si la celda z era la minima en el intervalo [ */

15 Apuntar I, a siguienter,(z);

16 end

17 Apuntar Als|(1) a siguiente (I);

18 if siguientec(I) es final en C then

19 ‘ Cambiar x hasta el final de L;

20 else

21 Cambiar x justo a la izquierda de

ref((siguientec(siguientec([))),);

22 end

23 | else if I no es final en C' A (siguiente (I)), = j then

24 Apuntar Als|(1) a siguiente (I);

25 if siguientec(I) es final en C' then

26 ‘ Cambiar x hasta el final de L;

27 else

28 Cambiar x justo a la izquierda de
ref((siguientec(siguientec(1))),);

29 end

30 del(C, I);

31 end

32 end
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Es momento de dar la versi6on explicitamente lineal de LexBFS, la cual lla-
maremos LxBFS para distinguirla de la otra que ya hemos ido explorando. La
idea en LxBFS(G, 7) es utilizar listas con intervalos £ = (L,C, A, <) y la rutina
Refina(L, S, j). Lo que haremos sera almacenar en las celdas de L a los vértices que
quedan por explorar, mientras que los intervalos de C seran los conjuntos que se
van refinando; como es de sospechar, < va a estar dado por <,. Vamos a utilizar el
Algoritmo 2, asi que el lector hara bien en revisarlo de ser necesario. El algoritmo
LxBFS lo podemos ver en el Algoritmo 8.

En la Definicién 4.2.2 no profundizamos en el orden =, en particular, no expli-
camos como se codifica para pasarlo como la componente de la lista con intervalos.
Esto lo dejamos al aire adrede para no cargar la definicion de lista con intervalos,
sin embargo, lo vamos a aclarar aqui, pues de hecho lo utiliza el Algoritmo 8. La
forma en la que vamos a codificar los ordenes, y los ordenamientos, serd como una
lista doblemente ligada. Es decir, el orden lineal < de un conjunto X, lo podemos
codificar como una lista doblemente ligada cuyas celdas almacenan a los elementos
de X, y naturalmente la primera celda en esa lista tiene al <-minimo, la siguiente
celda tiene al elemento que sigue en el orden, etcétera. En particular, el orden <. que
usamos en el Algoritmo 8, lo podemos considerar como la lista doblemente ligada
[771(0), ..., 77 (n—1)]. Esta representacion de los 6rdenes nos es ttil para garantizar
la cota de tiempo.

Teorema 4.2.5. El Algoritmo 8 es correcto, es decir, LtBFS hace lo mismo que
LexBFS.

Demostracion. Lo que queremos demostrar es que, en todo momento del algoritmo
los subconjuntos de Vg representados por los intervalos de la lista con intervalos L,
son justamente los valores no vacios de las celdas de L en el Algoritmo 4, y desde
luego, que estan en el mismo orden. Lo anterior basta porque o(v) se define en funcion
a la iteracion correspondiente para v del while, esto en ambos algoritmos. Vamos
a hacer induccién sobre las iteraciones del while, donde la propiedad que queremos
inducir, y que es también la hipotesis inductiva, es que los intervalos de la lista con
intervalos L satisfacen lo ya mencionado. Lo primero que hacemos en el algoritmo
es ordenar las listas de adyacencias de G llamando a la rutina ordena(G, 1), esto lo
podemos hacer sin resquemor, pues podemos suponer sin pérdida de generalidad que
Ve es justamente el conjunto {0,...,n— 1}. De esta manera, G’ es la grafica G, pero
con sus listas de adyacencias ya ordenadas respecto a 7. En las lineas siguientes, hasta
antes del while, se crea una lista con intervalos, cuyo unico intervalo representa a
todo Vg, asi que el paso base, que es el estado antes de entrar al while en ambos
algoritmos, queda demostrado. Al comienzo de cada iteracién del while, se toma
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Algoritmo 8: LxBFS(G, 7).

Input: Una grafica G de orden n, codificada por sus listas de adyacencias, y
un ordenamiento 7 de G
Output: Un ordenamiento o de Vg

1 /* Se ordenan las listas de adyacencias respecto a <, */

2 grafica G’ < ordena(G,7);

/* Se crea una lista con intervalos que represente la
configuracidén inicial de LexBFS, o sea (V) */

intervalo I <+ (0,p);

lista C <« Una lista doblemente ligada cuya tnica celda tenga valor [;

lista L < Una lista doblemente ligada vacia;

n-arreglo A < Un arreglo cuyos registros almacenan, cada uno, tres

apuntadores A[i](1), A[i](2) y A[7](3);

w

N~ S TN

8 entero i < 0;

9 /* Se prepara la lista L con los vértices, y se registra el
intervalo y celda actual de cada vértice */

10 while i <n do

11 Insertar una celda con valor 771(4) al final de L;

12 | Apuntar A[771(:)](1) hacia primero(C) y apuntar A[7~1(7)](2) hacia
ultimo(L);

13 AT 1(1)](3) + 1;

14 11+ 1;

15 end

16 Apuntar (primero(C)), hacia primero(L);

17 lista con intervalos L < (L,C, A, <,);

18 /* Se toma consecutivamente al primer vértice de L y se usa su

vecindad para refinar todos los intervalos */
19 entero j < 1;
20 1 < O;
21 while i < n do
22 u < primero(L);
23 Jp + Alvalor(u)](1);
24 /* Se quita a u de la lista con intervalos */
25 if u es final en L V A[valor(siguienter,(u))](1) no apunta a ref(Jp) then
26 ‘ Quitar a ref(Jp) de C;
27 else
28 | Apuntar (ref(Jp)), hacia siguientey (u);
29 end
30 Quitar a u de L y hacer Alvalor(u)](3) < 0;
31 o(valor(u)) < i
32 J—g+ L i1+ 1;
33 Refina(L, G'[valor(u)], j);

34 end
35 return o;
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a u como la primera celda de L, que por hipotesis inductiva y por la definicion de
lista con intervalos, debe coincidir con la celda que tiene como valor al vértice <.-
minimo del primer intervalo. Acto seguido, considerando a I como el intervalo que
contempla a wu, al quitar a u de la lista con intervalos, sustituimos al intervalo I
por I \ {valor(u)} en caso de que I no abarque tnicamente a u, si no, simplemente
quitamos al intervalo I. Gracias a la Proposicion 4.2.3, podemos garantizar que
después de efectuar la subrutina Refina(L, G'[valor(u)], j) los intervalos I de £ que
satisfacen @ C ING'[valor(u)] € I, son reemplazados por los intervalos consecutivos
IN N(valor(u)), I'\ N(valor(u)), pues G'[valor(u)] no es otra cosa que el conjunto
N (valor(u)) en forma de lista. Por lo tanto, en el while hacemos lo mismo que en
LexBFS, con lo que queda completa la induccion. [

Teorema 4.2.6. La ejecucion LeBFS(G, 1) del Algoritmo 8, se ejecuta en tiempo
O(n+m), donde n es el orden de G y m es el tamanio de G.

Demostracidn. Primero ejecutamos ordena(G, 7) para obtener G’ y por la Propo-
sicion 1.9.6, sabemos que nos toma tiempo O de n+ 31" |G[i]| = n+ >0y d(i) =
n + 2m, pero esta ultima funcion es claramente O(n + m). Hasta antes del primer
while, se realizan tnicamente operaciones de tiempo constante. Entrando en el pri-
mer while, el considerar a 7 como una lista doblemente ligada, nos permite recorrerla
en orden, avanzando sobre ella en cada iteracién de dicho while, o sea que obtener
771(i) en la iteracion del primer while toma tiempo constante. Asi, en el primer
while, también se hacen solo operaciones de tiempo constante, asi que el tiempo en
el que se termina de ejecutar el primer while resulta ser O(n). Después tenemos el
incremento a 7, operaciéon que toma una unidad de tiempo. Finalmente tenemos el se-
gundo while, aqui también tenemos en su mayoria operaciones de tiempo constante,
solo hay que desarrollar un poco acerca de las instrucciones Refina(L, G'[valor(u)], j)
y o(valor(u)) < i. En la primera instruccion, sabemos por la Proposicion 4.2.4, que
tomamos tiempo O(|G'[valor(u)]|), o lo que es lo mismo, tiempo O(d(valor(u))),
mientras que el hacer o(valor(u)) < i toma tiempo constante, pues al considerar
a o como una lista, el efectuar esa linea equivale a insertar una celda al final de la
lista 0. Dado que en cada iteraciéon del segundo while se explora una celda por cada
vértice, podemos concluir que el segundo while toma tiempo O de Z?:_OI d(i) = 2m,
o sea, toma tiempo O(m). Por lo tanto, todo el algoritmo se ejecuta en O(n + m)
pasos. [ |

Hagamos la observacion respectiva para Lex BF'S™. Ya no escribiremos el algorit-
mo que, siguiendo nuestro patron, se deberia llamar LxBFS™ . Sin embargo, es muy
facil notar que a partir del Algoritmo 8, simplemente utilizando Refina™ en lugar de
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Refina, podemos obtener la versién del Algoritmo 8 pero para LexBFS™. O sea que a
partir de este momento, asumiremos sin ningtn pesar, que la version LexBFS™ (G, 7)
del Algoritmo 5, también toma tiempo O(n + m).

4.3. Algoritmo de reconocimiento para cograficas

En esta seccién vamos a presentar la mayorfa de preliminares necesarios para
el algoritmo de reconocimiento en tiempo lineal que viene dado en [2]. Como es de
esperar, echaremos mano a todas las herramientas que desarrollamos antes, desde los
arboles enraizados y cogréficas hasta LexBFS y su relacion con LexBEFS™. Claro que
todavia necesitamos dar més conceptos y mas resultados, toda esta teoria que nos
queda por ver nos dara la clave de como caracterizar a las cograficas en términos de
ordenamientos LexBFS y LexBFS™.

Sean G una grafica y ¢ un ordenamiento LexBFS de V. Definimos la vecindad
local de una z-celda en o, digamos S;(z), como el conjunto

NL(Si(x)) = {v e S(z): v <4 x5, N(v) N Si(z) # @}.

Como de costumbre, casi nunca escribiremos el subindice o, a menos que necesi-
temos hacer explicito el ordenamiento, o sea que solo escribiremos N'(S;(x)). Veamos
un resultado respecto a la definicion anterior que es bastante inmediato.

Proposicion 4.3.1. Sean G una cogrifica, o un ordenamiento LexBFS de Vi y S;(z)
cualquier z-celda en o. La vecindad local N'(S;(x)) coincide con N-(S;(z)) NS4 (z).

Demostracion. Siguiendo las definiciones nada mas, podemos ver que N (S;(x))N
SA(z) € NY(S;(x)). Ahora, si z € N'(S;(z)), se tiene z € SV (z) US4 (x) U {z}. Pero
z # x porque S;(x) C SN(x), tampoco se puede tener z € SV (z) por el Teorema 4.1.9
y tomando en cuenta que z <, x;. Con lo anterior deducimos que z € S4(z). Por
otro lado, z no puede ser a la vez adyacente a algun vértice de S;(z), y no ser
adyacente a otro vértice de S;(z), pues eso implicaria por la definicion de z-celda que
tales vértices deberian pertenecer a x-celdas distintas. Asi, z es adyacente a todos
los vértices en S;(z), o bien no es adyacente a ninguno. Sin embargo, el tener que
z € NY(S;(z)) implica que z tiene un vecino en S;(x), por lo que S;(z) C N(z). Por
lo tanto, z € N-(S;(x)) N S4(x). [

Definicién 4.3.2. Sean G una grafica y ¢ un ordenamiento LexBFS de Vi devuelto
por la ejecucion LexBFS(G, 7). Decimos que o satisface la propiedad del subcon-
junto vecindad respecto a 7, o para abreviar, satisface NSP respecto a 7, si y solo
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si, considerando las z-celdas en la ejecucion LexBFS(G, 7), se cumple lo siguiente:
Para todo = € V; y cualesquiera ¢ < j tales que existe la z-celda Sj(x), se satisface

N'(Sj(z)) & N'(Si(x)).

La definicion anterior tiene la incomodidad de depender del ordenamiento 7 uti-
lizado para calcular o, asi que diremos que un ordenamiento o satisface NSP a secas,
cuando exista un ordenamiento 7 respecto al cual o satisface NSP. A lo largo de
las pruebas en esta seccion, todas las rebanadas y celdas son consideradas en una
ejecucion LexBFS arbitraria que culmine en el ordenamiento o, pues es irrelevante,
casi siempre, el ordenamiento 7 que se utiliza para calcular o en el barrido LexBFS.

Lema 4.3.3. Sean G una grifica y o un ordenamiento LexBFS de V. Supongamos
que P es una subgrifica inducida de G que es isomorfa a Py y consideremos S(x)
una rebanada de o que contiene a los vértices de P. Si S (x) N Vp es el conjunto de
puntos intermedios de P o x es un extremo de P, entonces o no satisface NSP.

Demostracion. Primero supongamos que x es un extremo de P, donde P es la
trayectoria (z,w,y,2). Asi, w € S4(x) y y,z € SN¥(x). Como wy € Eg y wz ¢ Fg,
se tiene para algunos ¢ # j que y € S;i(z) y z € Sj(x). Si ¢ < j, entonces y €
N'(S;(z)) \ N'(Si(z)). Si j < 4, por el Corolario 4.1.6, para cualquier v € S;(z) se
tiene wv ¢ Fg porque wz ¢ Eg, entonces w € N'(S;(x)) \ N'(S;(x)). Por lo tanto o
no satisface NSP.

Supongamos ahora que x no es extremo de Py S4(z) N Vp es el conjunto de
puntos intermedios de Vp. Escribamos a P como la trayectoria (v, w, y, z). Ocurre que
w,y € SA(x) y v,z € SN(z). Dado que wv € Eg y wz ¢ Eg con w € S4(x), deben
haber i # j tales que v € S;(x) y z € S;(z). Como w € S4(x), wv € Eg y wz ¢ Eg,
se satisface por el Corolario 4.1.6 que S;(z) € N(w) y Sj(z) N N(w) = @. Un
argumento exactamente simétrico al anterior nos permite concluir que S;(z) C N(y)

y Si(z) NN (y) = @. Asi que w € N'(S;(x)) \ N'(Sj(x)) y y € N'(S;(z NN ().
Por lo tanto, en cualquiera de los casos 7 < j o j < 1, el ordenamlento o no cumple

NSP. |

Hagamos algunos comentarios acerca de NSP y los ordenamientos LexBFS™. En
un principio, la definicion de la propiedad NSP la dimos solo para ordenamientos
LexBFS. Si tenemos una grafica G y un ordenamiento LexBFS™ de Vi, digamos o7,
hay un ordenamiento 7 de Vi de tal suerte que 0~ es el ordenamiento que arroja la
ejecucion LexBFS™ (G, 7). Sin embargo, recordemos que lo anterior es exactamente
lo mismo que 0~ sea el ordenamiento devuelto por la llamada LexBFS(G, 7). Por lo
que diremos que o~ satisface NSP, si y solo si, vista como un ordenamiento LexBFS
de la grafica G, satisface NSP.
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Teorema 4.3.4. Sean G una grdifica, o un ordenamiento LexBFS de Vg y o~ el
ordenamiento LexBFS~ que devuelve la ejecucion LexBFS—(G, o). Ambos ordena-
mientos o y o~ satisfacen NSP, si y solamente si, G es una cogrdfica.

Demostracion. Vamos a utilizar el Teorema 3.4.1, en particular la equivalencia
entre ser cografica y no tener subgréficas inducidas que sean isomorfas a P,. Para
ver que ser cografica es una condicién necesaria en el enunciado del teorema, vamos
a llevar la prueba por contrapositiva, supondremos que G tiene alguna subgrafica
inducida e isomorfa a P,. Sean x el vértice o-minimo con la propiedad de estar en
algtin P inducido de GG, y tomemos P cualquier P, inducido de G que tenga a x como
vértice. Consideremos también a S(v) como la rebanada minima por contenciéon de
o que contiene a los vértices de P. Por la eleccién de la rebanada, debemos tener
v <, x, asi que vamos a contemplar dos casos. Si v <, x, por la propiedad de minimo
que tiene x, el vértice v no puede estar en ningtin P, inducido de G, por lo que el
Teorema 4.1.12 implica que S*(v) N Vp es el conjunto de puntos intermedios de P.
De lo anterior ya se deduce que ¢ no cumple NSP por el Lema 4.3.3. El segundo
caso es que r = v, en este caso consideramos otros dos subcasos. Si x es extremo de
P, como Vp C S(z), podemos usar de nuevo el Lema 4.3.3 para concluir que ¢ no
satisface NSP. Ahora, si  es un punto intermedio de P, tomemos S(u) la rebanada
de 0~ minima por contencion con la propiedad de contener a Vp. Como x € S(u),
por la definicion de rebanada se debe cumplir u <, z, pues ¢ es el ordenamiento con
el que se calcula 0~. Si v = z, entonces z es un extremo del P, inducido en G dado
por P, asi que el Lema 4.3.3 garantiza el incumplimiento de NSP por parte de 0.
Si tuvieramos u <, z, por la propiedad de minimo que posee z podemos asegurar
que no hay ningtin P, inducido en G que tenga a u como vértice, por ende no hay
ningtn P, inducido en G que tenga a u como vértice. El Teorema 4.1.12 nos dice que
y(u) N V5 es el conjunto de puntos intermedios de P, pero esto junto el Lema 4.3.3
implica que o~ no satisface NSP.

La otra parte es la suficiencia de que G sea cografica. Lo que vamos a demostrar
es que o satisface NSP por el simple hecho de ser el ordenamiento devuelto por
LexBFS(G, ), para algtin 7, con G una cogréfica. Sean x € Vg e i # j arbitrarios
tales que la z-celda S;(x) existe. Por la Proposicion 4.3.1 y el Teorema 4.1.9, tenemos
que N'(S;(z)) = N-(S;(x)) N S4(x) C N_(Si(z)) N S4(x) = N'(Si(z)). Ademas,
por el Teorema 4.1.9 otra vez y por estar contenidos S;(z) y S;(z) en S¥(z), la
contencién anterior es propia. Por lo tanto o satisface NSP. Ahora, observemos que
o~ es el ordenamiento devuelto por LexBFS(G, o) con G cogréfica, asi que, usando
un argumento analogo concluimos que o~ también cumple NSP. |

Como podemos intuir del resultado anterior, para que nuestro algoritmo de reco-
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nocimiento decida si una grafica es o no una cogréfica, en su ejecucion va a tener que
verificar que un ordenamiento LexBFS de la grafica satisfaga NSP y luego verificar
que un ordenamiento LexBFS™ satisfaga NSP. Asi que nuestro objetivo por ahora
es mostrar que la verificacion de la propiedad NSP puede ser realizada en tiempo
lineal, para este fin tenemos el siguiente resultado.

Proposicion 4.3.5. Sean G una grdfica y o un ordenamiento LexBFS de G que no
satisface NSP. Se cumple lo siguiente:

1. Sea x € Vg de tal forma que hay dos x-celdas de o las cuales no satisfacen
la contencidn de sus vecindades locales que indica NSP. Consideremos i > 0
el minimo indice con la propiedad de que, existe j > i tal que N'(S;(x)) =
NY(Si(x)) o NY(S;(x)) \ N'(Si(z)) # @. Se cumple que N.({z;}) N S(x) =
Ne({z:i}) N S(x) o (Ne({;}) \ Ne({z:})) N S(2) # 2.

2. Sea x € Vg y supongamos que 0 < i < j satisfacen que, N.({z;}) N S(x) =
Ne({z;})NS(x) o (N<({z;})\N<({z:}))NS(x) # &, supongamos ademds que i
es minimo con la propiedad de que existe tal j mayor a1 cumpliendo lo anterior.
Entonces, se satisface que N'(S;(x)) = N'(S;(z)) o N'(S;(x))\ N'(Si(z)) # @.

Demostracion.

1. Primero supongamos que se satisface N'(S;(z)) \ N'(S;(z)) # & y tomemos u
en N'(S;(x)) \ N'(Si(z)). Si uz; € Eg, entonces u € N.({z;}). Para ver que
u ¢ N<({x,}) consideremos dos casos, el primero es que x; <, u, en este caso,
por definicion de vecindad izquierda, claramente v ¢ N ({z;}). Por otro lado, si
u <, x;, el hecho de que u ¢ N'(S;(x)) significa que u no es adyacente a ningtin
vértice de S;(z), en particular no es adyacente a x;, asi que u ¢ N-({z;}). El
segundo caso es que uz; ¢ Fg. Como u estd en SV (z), por ser vecino de algin
vértice en S;(z) pero no de todos, podemos usar el Teorema 4.1.7. Entonces,
si k < j es tal que u € Si(x), deben existir h < ky v € Si(z) de tal modo que
v <, uyvz; € Eg, de hecho v <, u porque ux; ¢ Eg. Si x; <, v, entonces
claramente v € N.({z;}) \ Nc({z;}). Si v <, w;, se sigue que h < ¢ y como
Ty, <, v, se tiene v & N'(S,(x)). Por tanto, no es posible que v € N'(S;(z)),
pues esto derivaria en la contradiccion N'(S;(x)) \ N'(Su(x)) # @ con h < i.
Por lo tanto v € N-({x;}) \ N<({z;}), pues el tener v ¢ N'(S;(z)) implica que
v & No({x:}).

Ahora supongamos que N'(S;(z)) = N'(S;(x)). Tomemos u € (N.({z;}) N
S(x)) C N'(S;(z)). Por la contencion anterior u € N'(S;(x)), o sea que u <, ;.
No es posible que u € SV (z), pues de ocurrir esto tltimo, tendrfamos que
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para algin k < i, u € Sp(x) y por lo tanto u € N'(S;(x)) \ N'(Sp(z)) # @
contradiciendo la propiedad de minimo que posee 7. De lo anterior se sigue que
u € S4(z) y por ende u es adyacente a todos los vértices de S;(z), o sea que
u € (No({z;})NS(z)). Es el turno de tomar u € (N-({z;})NS(z)) C NY(S;(x))
arbitrario. Por hipotesis u € N'(S;(x)). Por el mismo argumento utilizado en
la otra contencién, se debe tener u € S4(x), pues u <, x;. Se sigue que u
debe ser adyacente no solo a un vértice en S;(z), sino a todos. Por lo tanto
u € Nc({z;})nS(z).

. Primero supongamos que se satisface (No({z;}) \ Nc({z;})) N S(z) # @y

tomemos u en el conjunto anterior. Por definicion, tenemos que u € N'(S;(z)),
si u no pertenece a N'(S;(x)), ya podemos afirmar que N'(S;(x))\ N'(S;(z)) #
@. Veamos que no puede ocurrir u € N'(S;(z)). Si u € NY(S;(z)), como u es
adyacente a vértices de S;(x), mas no es adyacente a todos porque uzx; ¢ Eg,
tenemos que u € SN(z). Como u <, z;, se sigue la existencia de k < i tal
que u € Si(z), o sea que u € (Nc({z;}) \ Ne({zx})) N S(z) con k < i, una
contradiccion. Por lo tanto u € N'(S;(x)) \ N'(Si(x)).

Ahora supongamos que N.({z;}) N S(x) = N.({z;}) N S(x). Consideremos
u € NY(S;(x)), tenemos dos casos, el primero es que uz; € FEg, de donde se
sigue que u € (N-({z;})NS(z)) = (N-({z;})NS(z)) C N'(S;(z)). El segundo
caso es que ur; ¢ Eg, este caso es imposible, pero supondremos que se da
para alcanzar una contradiccion. Tenemos que u € SV (x), porque u es vecino
de vértices en Sj(x) pero no es vecino de x;. Tomemos k£ < j de tal modo
que u € Sk(z). Por el Teorema 4.1.7, deben existir h < ky v € Sy(z) de tal
modo que v <, uy vx; € Eg, de hecho v <, u porque uz; ¢ Eg. O sea que
ve N({z;})NS(x) = Ne({x:})NS(x), es decir, v € (Nc({z:}) \ Nc({z1})) N
S(x). La pertenencia anterior implica que v <, z;, por lo tanto h < i, una
contradicciéon a la propiedad minima que tiene 7. De la contradicciéon anterior
podemos afirmar que ux; € Eg, asi que por lo ya argumentado antes tenemos
u € N'(S;(x)). Solo falta ver la otra contencion, asf que vamos a suponer que
u € N!'(S;(x)). De nuevo, si ur; € Eg, se cumple u € N.({z;}) N S(x) =
N.({z;}) N S(z) € N'(S;(z)). Por otro lado, es imposible que uz; ¢ Eg, pues
con argumentos anédlogos a los de la otra contencién, podemos garantizar la
existencia de k < i y de v € Si(z) de tal modo que vx; € Eg, o sea que
v € (Nc({mi}) \ Ne({zn})) N S(z), pero esto es absurdo porque h < i. Por lo
tanto, siempre se tiene uz; € Eg, implicando que u € N'(S;(z)) por el caso
anterior.
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Utilizando la Proposiciéon 4.3.5 podemos deducir el siguiente corolario.

Corolario 4.3.6. Sean G cualquier grifica y o un ordenamiento LexBFS de G. FEl
ordenamiento o satisface NSP, si y solamente si, para todo v € Vg y para cualesquiera
i < j tales que las x-celdas S;(x) y Sj(x) existen, se satisface la contencidn propia

Ne({z;}) N S(z) & Ne({zi}) N S(x).

El Corolario 4.3.6, junto con algunas observaciones que haremos a continuacion,
nos brindan la clave para convencernos de que el tiempo en la verificacion de NSP
es lineal. Primero, veamos como calcular las vecindades izquierdas de los o-minimos
en cada z-celda. Como parte de este calculo lo planeamos hacer dentro de la misma
ejecucion LexBFS en donde se calcula el ordenamiento LexBFS, no vamos a poner el
pseudocddigo, pues tendriamos que transcribir otra vez la amplia version del Algo-
ritmo 8 junto con algunas lineas méas. Por lo tanto, vamos a optar simplemente por
explicar que cambios son necesarios, esto no resulta ser muy problematico, ya que
los cambios necesarios no son tan complejos. Antes de comenzar, recordemos que las
listas con intervalos nos permiten obtener los minimos de los intervalos en tiempo
constante.

Un paréntesis para introducir la EDD pila es mas que pertinente. Una pila @)
es una coleccion de datos que satisface la condicion LIFO (Last In First Out) y que
cuenta con Unicamente cuatro operaciones, a saber empty(Q), push(Q,x), pop(Q),
peak(Q). Por razones practicas, evitaremos definir explicitamente la condicion LI-
FO, y daremos la definicion de pila como una clase de listas particulares. Pensaremos
una pila ) simplemente como una lista doblemente ligada que tiene sus operacio-
nes habituales “desactivadas”, y en cambio, cuenta tinicamente con las operaciones
empty(Q), push(Q, ), pop(Q) y peak(Q). La operacion empty(Q) solo evalua si la
lista @ es vacia. Al realizar la instruccion push(Q,x) se almacena al valor x en una
celda que es anadida al final de @, por su parte pop(Q) elimina de @ a su tltima
celda (si Q = @ no hace nada), y por ultimo, peak(Q)) nos devuelve una referencia a
la dltima celda de @, la celda que esta en esta posicion se llama tope de la pila. De
ahora en adelante, cuando insertemos un elemento x a una pila (), estaremos pen-
sando que lo hacemos con la operacion push(Q,x). De manera similar, si decimos
que quitamos un elemento de una pila (), estaremos pensando que lo hacemos con
la operacion pop(Q). Hacemos la observacion de que todas las operaciones sobre una
pila se ejecutan en tiempo constante, pues son operaciones sobre listas.

Situémonos en una ejecuciéon de LexBFS de la version del Algoritmo 8. Vamos
a necesitar, para cada x € Vg, una lista U, que almacenara las cardinalidades de
las z-celdas. Consideremos a cualquier vértice z. Cuando tomamos a x como pivote,
tenemos que el primer intervalo, o sea primero(C') es justamente la rebanada S(z).
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Haciendo uso de las herramientas que tenemos en la ejecucioén, mientras refinamos
los intervalos de C' con N(x), podemos darnos cuenta cuando encontramos al primer
vértice u en la lista N(z) que esta en el intervalo primero(C'), tal u resulta ser el
o-minimo de S“(z). Lo que nos interesa en particular, es que podemos “prender” una
bandera en esa iteracion para indicar que SA(:E) no es vacio, si nunca prendemos esa
bandera mientras refinamos significa que S*(x) es vacio, en otras palabras, significa
que S(x) \ {z} = S¥(z). De manera semejante, podemos activar una bandera para
indicar si SV (z) es vacio o no, esta bandera debe apagarse cuando se elimine de C
al intervalo siguientec(primero(C')) por quedar vacio, pues si este intervalo, o sea el
segundo de C, queda vacio, significa que S(z) \ {z} = S“4(z). Asi, con las banderas
anteriores podemos saber en tiempo constante si S“(z) es vacio o no, y también si
SN (z) es vacio o no.

Aqui viene uno de los cambios mas relevantes, es relevante porque implica la
modificaciéon de la estructura misma de lista con intervalos. Recordemos que un in-
tervalo I es de la forma (v, p), donde v es el valor nimerico que nos ayuda a saber
si un intervalo es nuevo o viejo en el Algoritmo 8, mientras que p es un apuntador
a la celda de la lista que funge como minimo de /. Podemos anadir a I un atributo
mas para poder saber el nimero de celdas que esta contemplando I, este atributo de
I lo denotamos por I, en consonancia con las notaciones I, e I,. Una vez que equi-
pamos a los intervalos con este contador de cardinalidad, podemos también agregar
a la definicion de lista con intervalos unas clatisulas que garanticen que el contador
en efecto tiene el significado que queremos dar. Lo anterior desemboca en cambios
sobre el Algoritmo 6 para que incremente la cardinalidad de los intervalos cuando
se anadan elementos, o la decremente cuando se quiten elementos. De este modo,
en la ejecucion LexBFS ya podemos contar con que, dado un intervalo I, podemos
obtener su cardinalidad, es decir, el nimero de celdas en L que esta contemplando,
lo anterior en tiempo constante.

Volvamos con la ejecucion LexBFS. Observemos que, después de la iteracion
donde x fue pivote ocurre lo siguiente: si S4(x) # @, primero(C) es S4(x); si S4(x) =
@ pero SN(x) # @, primero(C) es SN (x) = Si(x); desde luego, si S4(z) y SN (z)
son no vacios ambos, entonces primero(C) es S4(x) y siguientec(primero(C)) es
SN (x). Lo que haremos, justo depués de explorar a x, sera almacenar en dos registros
asociados a x, R,(1) y R.(2) las cardinalidades respectivas (posiblemente nulas) de
S4(z) y SN ().

En la ejecucion de LexBFS, podemos tener una lista doblemente ligada que actue
como una pila, cuya finalidad sea almacenar ciertos contadores count, para x € V.
Estos contadores count, tienen como valor numérico la cardinalidad de S4(x), o sea
lo almacenado en R,(1). Expliquemos que pretendemos con estos contadores y como
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los vamos a manejar. Situémonos después de utilizar al vértice x como pivote, y
después de llenar los registros R,(1) y R.(2). Tenemos dos casos, el primero de ellos
es que la pila sea vacia, aqui simplemente vamos a meter a count, en la pila, es decir,
vamos a hacer un push con count,. El otro subcaso es que la pila no sea vacia, o
sea que tenga tope, digamos que tiene a count, como tope, mas adelante veremos
que necesariamente count, debe ser mayor que 0, en ésta situacion, antes de meter
a count, como nuevo tope en la pila, vamos a restar count, + 1 de count,, es decir,
realizaremos la asignacion

count, < count, — count, — 1.

El insertar a count, en la pila significa que estamos explorando a los vértices en
S4(x) y que, de hecho, los proximos count, vértices que vamos a explorar, son los
vértices que restan en S4(x).

Lo anterior describe la actividad del algoritmo justo después de explorar a x,
inmediatamente después de esto, vamos a realizar lo descrito a continuacién. Primero
observemos que la pila no es vacia, puesto que count, es el tope en ese momento.
Volvemos a bifurcarnos en casos, el primero es que el tope de la pila, o sea count,,
sea mayor que 0, en este caso proseguimos con la ejecucion sin hacer nada mas. Por
otro lado, si count, = 0, entramos en la fase para “recolectar” las cardinalidades de
las z-celdas y también de otras v-celdas (ya veremos cuéles). Antes de explicar como
hacemos esta recolecciéon, demos un poco de seméantica a las instrucciones anteriores.

Interpretemos lo que estamos haciendo, esto para que sirva como prueba de correc-
tud. Los contadores que almacena la pila, son signo de los vértices cuyos conjuntos S
estan actualmente en exploracién. Supongamos que en cierto momento, count, > 0
es el tope de la pila justo antes de comenzar a refinar utilizando al vértice v como
pivote, no necesariamente siendo count,, la cantidad |S“(u)|, es decir, en un momento
en el que posiblemente ya se ha decrementado varias veces el contador de u. Ahora
supongamos que ya se terminé de refinar usando a v como pivote. Como count,, era
mayor que 0, no habiamos terminado de explorar a los vértices en S“4(u), de hecho,
v € S4(u) y por ende, gracias a la naturaleza de LexBFS, se tiene que S4(v) es sub-
conjunto de los vértices en S4(u) que faltan por explorar en ese momento (después de
explorar a v). Lo anterior garantiza que count, < count,, asi que count, — count, — 1
siempre es al menos 0, es decir, siempre tiene sentido cambiar el valor de count, como
lo indicamos en un parrafo anterior. Lo que significa el cambiar count, por el valor
count, — count, — 1 es que, una vez que terminamos de explorar tanto a v como a los
vértices en S4(v), nos quedan count, — count, — 1 vértices en S4(u) que hacen falta
de explorar. De hecho, al terminar de explorar el vértice o-maximo de S(v), o bien,
después de explorar a v si S4(v) = &, count, va a quedar de nuevo como tope de la
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pila, y esta vez con un valor count, — count, — 1 como esperariamos. Lo anterior fue
suponiendo que count, > 0, sin embargo, al describir la fase de recoleccion, vamos a
ver que no puede ocurrir que count,, sea 0 antes de explorar v, pues en la fase de reco-
leccién siempre vamos a quitar contadores de la pila hasta encontrar uno que no sea
nulo, o bien, hasta agotar la pila. Todo lo anterior deberia bastar para convencernos
de que, si count, es tope de la pila despties de una ronda de refinamiento, después
de aplicar las acciones descritas en los parrafos anteriores, y después de efectuar la
fase de recoleccion, entonces, los siguientes count, vértices que se van a explorar son
los vértices restantes en S4(u). En particular, la observacién que nos interesa y que
se deriva de la anterior, es que, en el momento en el que el tope de la pila count,
queda reducido a 0, ya hemos acabado de explorar los vértices en S (u). Justamente
lo anterior, es lo que nos ayuda a calcular las cardinalidades de las v-celdas al entrar
en la fase de recoleccion, la cual vamos a explicar a continuacion.

Dejamos hasta el final la llamada fase de recoleccion porque es la que involu-
cra mas instrucciones. Primero resumamos lo que llevamos hasta ahora. De nuevo,
supongamos que el algoritmo acaba de utilizar a x € Vz como pivote. También su-
pongamos que, para cualquier v € Vg tal que count, ya estd o estuvo en la pila,
el algoritmo ya tiene grabados los dos registros de R, (incluidos los de R,). Acto
seguido, se resta count, + 1 al contador que es tope de la pila, antes de insetar a
count, claro estd. Por lo que nuestro tope nuevo ya es count,, y dijimos que, si
count, > 0, simplemente seguimos con la ejecucion. La fase de recoleccion llega
cuando count, = 0. El hecho de que count, sea 0, dado que = es el vértice que
acabamos de pivotar, significa que S4(x) = 0, es decir, S(z) \ {z} = SV (x); esto
no nos interesa tanto, lo que nos interesa es que ya terminamos de explorar a todos
los vértices en S4(z), aunque en este caso no haya habido ninguno. Debido a esto,
hacemos lo siguiente. Si R,(2) = |SY(z)| = 0, significa que x no tiene x-celdas, por
lo que, al dejar la lista U, vacia, ya tendriamos por vacuidad a la lista de las cardi-
nalidades de las z-celdas de forma ordenada. Si R,(2) > 0 comenzamos a recolectar;
primero hacemos I < primero(C) y establecemos un contador x en 0, notemos
que el intervalo I representa a Si(x), asi que guardamos en U, a la cardinalidad de
I = Si(z), o sea a I y actualizamos a k con el valor I;. Acto seguido, evaluamos
si k < R.(2), si se da esta desigualdad, hacemos I < siguientec(I), es decir, ahora
I es el intervalo siguiente del que tenfamos a la mano, el intervalo I es entonces
Sy (z); ahora guardamos al final de U, a la cardinalidad de I = Sy(z). Por la igual-
dad R,(2) = |SN(z)] = Y.,o01Si(2)], si no se da k < S,(2), debe ocurrir entonces
que kK = R.(2), por lo que ya contemplamos a todas las z-celdas, asi que dejamos
de recolectar para x. En caso de k < R,(2), recolectamos al final de U, a |S5(z)| y
actualizamos « con el valor k + |S3(z)|, y asi seguimos sucesivamente hasta obtener
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k = R,(2). Observemos que esta recoleccion de las cardinalidades de las z-celdas,
solo para las z-celdas, toma tiempo O(Z,), donde Z, es el namero de z-celdas que
hay.

Una vez que terminamos de recolectar las cardinalidades de las x-celdas en U,,
podemos sacar a count,, de la pila. Si la pila queda vacia, termina la fase de recoleccion
y proseguimos con la ejecucion del algoritmo. Si la pila no se vacia y queda con un
tope, digamos count,, evaluamos si count, es 0 o no. En caso de que count, sea
mayor que 0, solo salimos de la recoleccién y continuamos con la ejecucion, pero, si
count, = 0, seguimos en la fase de recoleccion. Seguimos con la fase de recoleccion,
pero esta vez para v, es decir, aplicaremos exactamente lo mismo que en el parrafo
anterior, solo que en lugar de hacerlo con x lo hacemos con v, todo de la misma forma,
desde luego utilizando ahora R,(2) para actualizar el contador s y almacenado las
cardinalidades de las v-celdas en U,, una vez que terminemos hay que retirar a
count, de la pila. Algo interesante de notar es que, como modificamos a count,
por el valor count, — count, — 1 antes de guardar a count, en la pila, y gracias a
la desigualdad count, > count, + 1 que explicamos antes, tenemos que: count, = 0
implica que S (z) = @. Una vez que count, sali6 de la pila, continuamos recolectando
las cardinalidades de las u-celdas mientras que, dentro de la fase de recolecciéon, nos
encontremos con que el tope de la pila count, es 0, asi hasta encontrar la pila vacia
o un tope de la pila que no sea un contador nulo para poder salir de la fase de
recoleccion. Por la observaciéon que hicimos recién, en cuanto nos encontremos con
un tope count, = 0 tal que R,(2) = |S¥(u)| > 0, saldremos por fuerza de la fase de
recoleccion después de preparar U,,.

Con la amplia explicaciéon de las dltimas paginas, podemos considerar una rutina
LexBFS-NSP(G, 1) que, paralelamente construye el ordenamiento LexBF'S respec-
to a 7, o sea el ordenamiento o, y ademéas un arreglo U, donde cada registro U|x]
almacena a la lista U, teniendo las cardinalidades de las z-celdas Si(x), ... (o siendo
vacia cuando SV (x) = &). Algo que también necesitaremos para todo = € Vg, es el
vértice o-minimo del conjunto S™(x) y la cardinalidad de S¥(z), en la descripcion
del nuevo algoritmo lo omitimos para no saturar demasiado, sin embargo, es algo
necesario para calcular las vecindades izquierdas que necesitamos. No obstante, esto
es muy sencillo de hacer, para poder obtener el o-minimo de S¥(x), en caso de que
SN (z) # @, podemos guardar el o-minimo de S;(x) cuando guardamos la cardinali-
dad de S;(x) en U,. Por otro lado, para tener la cardinalidad de SV (z), simplemente
guardamos en un arreglo el registro R, (2). Debido a lo anterior, podemos suponer que
la ejecucion LexBFS-NSP(G, 1) devuelve (o,U, R, M), donde, o es el ordenamiento
LexBF'S respecto a 7, U es el arreglo que tiene a las listas U, de cardinalidades de
las z-celdas, R es el arreglo que tiene las cardinalidades |S™ ()|, y M es un arreglo
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tal que, para cada x € Vg, M|x] es nulo si S (x) = @, o bien, M|x] es el o-minimo
de SN (x) en otro caso. Ademas, como anticipamos al explicar la fase de recoleccion,
la rutina LexBFS-NSP(G, 7) toma el tiempo que utliza el Algoritmo 8, méas cierto
numero constante ¢ de instrucciones por cada iteracién del while en el que se re-
fina, mas el tiempo que tomamos al entrar en cada fase de recoleccion. Dado que,
para x € Vg, el recolectar las cardinalidades de las z-celdas nos toma tiempo O(Z,),
donde Z, es el nimero de z-celdas que hay, podemos concluir que LexBFS-NSP es
O((n+m) +cn+ 3 ey, Z:). Para acotar esta funcion de tiempo, debemos acotar
Y wcvy Ze» 10 cual haremos a continuacion.

Lema 4.3.7. Sea G una grdfica de orden n y ™ un ordenamiento de Vg. FEn la
ejecucion de LexBFS tomando como entrada a Gy 7, se generan a lo mds n celdas,
contando sobre todos los vértices. Es decir, |{Sj(x): © € Vg, j > 0} < n.

Demostracion. Vamos a suponer que el ordenamiento LexBFS devuelto por la
ejecucion es o. Utilizaremos induccion sobre n para demostrarlo, asi, observemos que
claramente se satisface para n € {1,2}. Ahora, tomemos n > 2 fijo y supongamos
vélido el enunciado para todo k < n. Definamos u = o='(n — 1) y, para cada z €
Ve, consideremos a S*(x) y a Sj(x) como la rebanada de z y la j-ésima z-celda
respectivamente, pero, generadas en la ejecucion LexBFS tomando como entrada a
G —u y 7. Por hipotesis inductiva, se cumple que [{{S}(7): x € Vo \{u},j > 0}}| <
n — 1. Fijemos x € Vi \ {u} y observemos que, la rebanada S*(z) es S(x), o bien,
la rebanada S*(z) coincide con S(z) \ {u}, esto porque u es el o-maximo de V.
Ademas, si u ¢ SN(z) y SV (z) # &, podemos deducir que u ¢ S(z), asf pues, en
este caso, para todo j > 0, la celda Sj(x) coincide con S;(z). Ahora, si u € SV(z),
por fuerza se debe cumplir que u € S;(x), donde Sj(z) es la tltima z-celda, de aqui
tenemos dos casos. Si {u} C Sj(z), entonces para todo 0 < j < I, Sj(z) = Sj(z) y
Sf(z) = Si(x) \ {u}. El otro caso es que {u} = Sj(x), en esta situacion, para todo
0 < j <lsecumple S§(z) = S;(r), ademés, no existe la rebanada Sj(x). Se satisface
que, cuando SN () # @, pasa que [{S;(z): j > 0} < [{Sj(x): j > 0}|+1. Lo anterior
se cumple para x # wu arbitrario, pero podemos decir mas atin. Si z € Vi es tal que, la
ultima de sus celdas, digamos S;(x) coincide con {u}, entonces u ya no puede ser parte
de una rebanada S*(v) parav € Vg\{u} con z <, v. De lo anterior se sigue que, existe
alo méas un vértice x € Vi \ {u} que satisface [{S;(x): j > 0} = [{Sj(z): j > 0}|+1.
Concluimos entonces que

{Sj(x): x € Vg, j > 0} < [{Sj(x): v € Ve \ {u},j >0} +1<n.
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Lo que observamos en el parrafo justo antes del Lema 4.3.7, nos permite establecer
el tiempo de LexBFS-NSP en el siguiente corolario.

Corolario 4.3.8. Sean G una grdfica de orden n y tamano m, ademds de T un
ordenamiento de V. La ejecucion LexBFS-NSP(G, 1) toma tiempo O(n + m).

El siguiente paso es dar un algoritmo que utilice a LexBFS-NSP para calcular
las vecindades izquierdas que necesitamos, luego, dar otro algoritmo para verificar
la contencion de esas vecindades izquierdas, o sea, para verificar NSP. El construir
las vecindades y verificar NSP lo podriamos hacer en la misma rutina. Sin embargo,
como nuestra prioridad es la transparencia, haremos esas dos cosas en etapas, o sea
en rutinas, distintas.

Lema 4.3.9. Suponiendo que estamos en la ejecucion de LexBFS para una grdfica G
con ordenamiento T, se satisface lo siguiente. Para cualesquiera x,y € Vg distintos
y cualesquiera 1,7 > 0 tales que Sj(x) y S;(y) existen, se cumple x; # y;. Ademds,
para cualesquiera a,b > 0 tales que S,(x) y Sy(x) existen, se cumple que x, # p.

Demostracién. Supongamos sin pérdida de generalidad que =z <, y. Si y ¢ S(z),
se tiene S(y)NS(x) = @, y si y € S4(x), se sigue que S(y) C S4(x), en ambos casos
se cumple claramente z; # y;. El caso que nos queda por ver es cuando y € SV (z).
En dicho caso existe t > 0 tal que y € S;(z), asi que S(y) C S;(z). Si la x-celda S;4
existe, se cumple z; <, y <, y; <o, Z141, de donde se sigue que z; # y;. Por otro
lado, si S(z) es la tltima x-celda, entonces x; <, y;. Ahora, el que z, # x; es obvio
de que las x-celdas son ajenas. [ |

Corolario 4.3.10. Suponiendo que estamos en la ejecucion de LexBFS para una grd-
fica G con ordenamiento T, se satisface que, cualesquiera dos vértices de la coleccion
{z;: © € Vg, j > 0} son distintos.

A continuacién presentamos el algoritmo calculaLvec para calcular las vecinda-
des izquierdas. Vamos a describir aqui la entrada y la salida que tiene el Algoritmo 9,
ésto para hacer eficiente el uso de espacio dentro del algoritmo. Recordemos también
que, al representar a las graficas como arreglos de listas, los vértices de las graficas
estan representados por nimeros, nimeros que corresponden a los registros de los
arreglos.

Entrada: Una grafica G, de orden n y tamano m, codificada por sus listas de adyacencias;
un ordenamiento LexBFS ¢ de Vi codificado como un arreglo cuyo i-ésimo
registro tiene a 071(4); tres arreglos U, R 'y M, tales que para todo z € Vg,



120 BFS-LEXICOGRAFICO Y ALGORITMO DE RECONOCIMIENTO

R[z] = |SN(2)]; si SN (x) = @, la entrada M |[x] es nula y la lista U[z] es vacfa,
en cambio para SV (z) # @, M[z] tiene al o-minimo de SV (z) y Ulz] tiene la
lista en orden con las cardinalidades de las z-celdas.

Salida: Un arreglo N de tal forma que, para todo x € Vg, N[x] guarda una lista que
a su vez almacena los conjuntos N.({z;}) N S(z) de forma o-ordenada, para
j > 0, lo anterior si SY(x) no es vacfo, en otro caso N[z] es vacia. Es decir,
Nlz] es una lista de listas, de las listas N.({z;}) N S(z).

Proposicion 4.3.11. El Algoritmo 9 es correcto. Es decir, siendo N el arreglo que
devuelve la ejecucion calculaLvec(G,o,U, M), para todo x € Vg, la lista N[z| alma-
cena en orden a las listas No({z;}) N S(x) para j > 0. Al decir que las almacena
en orden, nos referimos a que si i < j, entonces la lista No({x;}) N S(x) aparece
primero que la lista N.({z;}) N S(z) en Nlz]. Ademds, para todo j > 0, la lista
N_.({z;}) N S(z) aparece o-ordenada en N|x].

Demostracion. En el primer while, construimos el arreglo s que satisface lo si-
guiente: para todo ¢ € {0,...,n — 1}, s[i] almacena el valor o(i). Para convencernos
de que este while hace de verdad esto, simplemente notemos que, estando en la ite-
racion i-ésima del while, o[k] almacena justamente a o~ '(k), por lo que o calculada
sobre el valor de o[k| coincide con k, y en efecto, k es el valor que guardamos en
slo[k]].

En el primer for se realiza el calculo de las vecindades izquierdas. Para seguir
con la prueba, fijemos a x € Vi y supongamos que estamos dentro de la iteracion
del for que corresponde a x. Dentro del for, lo primero que hacemos es decidir si
dejamos el registro N[z] nulo, en caso de que S (z) = @, o bien, preparamos una
lista vacia en N|[z| cuando SV (z) # @, en éste ltimo caso también apuntamos a
p hacia primero(Ul[z]). Recordemos que, cuando SN (z) # @, primero(Ulz]) tiene
a la cardinalidad de S;(z). Al while siguiente, entramos solo cuando R[z] > 0, es
decir, solo cuando S¥(z) # @, en otro caso solo pasamos a la siguiente iteracion
del for. Ahora supongamos que para x si se satisface R[z] > 0, y por lo tanto si
entramos al while. Es muy importante notar que entramos en el while con k£ = 0.
En la iteracion k-ésima del while calculamos N_({xx}) N S(x), para ver que todo
funciona bien, podemos usar induccién sobre un invariante de ciclo en el while. El
invariante de ciclo que vamos a usar es que, en la iteracion k-ésima del while, k tiene
el valor ) . _, |Si(7)|, y ademds p apunta a la k-esima celda de U[z]. Este invariante se
satisface para la primera iteracion porque, como ya lo mencionamos antes, entramos
al while con k = 0 que coincide con la suma vacia ) ,_, [Si(x)|, ademas, antes de
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Algoritmo 9: calculaLvec(G,o,U, R, M).

arreglo[n] NV;
/* Se ordenan las listas de adyacencias respecto a <, */
grafica G' < ordena(G, 0);
/* Se construye un arreglo para que, dado x, podamos calcular
o(x) con el registro s[x| en tiempo constante */
entero k < 0;
arreglo[n] s;
while k£ < n do
slo[kl] « k;
k< k+1;
10 end
11 apuntador p;
12 entero v;
13 /% Este for explora los vértices de Vi en el orden dictado por
G como arreglo */
14 for x € V; do

N N

© o N O o

15 | if R[z] > 0 then

16 Guardar en N[z| una lista doblemente ligada y vacia;

17 Apuntar a p hacia primero(U|[z]);

18 else

19 ‘ Establecer como nulo el registro N|z];

20 end

21 k< 0;

22 while k£ < R[z] do

23 /* Si estamos en la [-ésima iteracidn de éste while, v es
Z] */

24 v o[s[M][z]] + K

25 Guardar al final de N|z] una celda con una lista vacia;

26 /* También la lista G’[v] se recorre en orden */

27 for u € G'[v], s[u] < s[v] do

28 if sx] < s[u] < s[v] then

29 Agregar a u hasta el final de la lista almacenada en

ultimo(N[z]);

30 end

31 end

32 /* Se suma a k la cardinalidad |S;(z)] */

33 k < k + valor(ref(p));

34 Apuntar a p hacia siguientey,(ref(p));

35 end

36 end

37 return N;
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entrar al while apuntamos p hacia primero(U|xz]). Por otro lado, las instrucciones
k < k + valor(ref(p)) y p < siguienteyy)(ref(p)) al final del bloque garantizan lo
deseado para la iteracion siguiente.

Fijemos también una iteraciéon para el while, supongamos que estamos en la
iteracion [-ésima. Al principio del while asignamos a v el valor o[s[M|[z]] + k], sin
embargo, este ultimo valor coincide con z;. Para ver lo anterior, notemos que todas
las z-celdas son conjuntos de vértices consecutivos respecto a o, por lo cual, dado
que s[M][z]] es la imagen de x; bajo o, s[M[z]] + |Si(x)| es la imagen del primer
vértice fuera de Sy(z); més ain, si Sy(x) existe, s[M[x]] + |S1(z)| es la imagen de x5
bajo o y por lo tanto, s[M[z]] +|S1(x)| +|S2(z)| es la imégen del primer vértice fuera
de Sy(x). Para no extender la prueba innecesariamente, omitiremos la formalizacion
del argumento inductivo anterior, solo nos quedaremos con la conclusiéon que nos
brinda, esta conclusion es: como k = >, _,|Si(x)| < R[z], Si(z) existe, y por ende,
s[M[x]] + k es la imagen de z; bajo o, o sea que o[s[M[z]] + k| es justamente z;.
Después de definir a v, ponemos una lista vacia al final de N|[z| dispuesta para
almacenar N_({z;}) NS(x). He aqui la evidencia de que N[z| guarda las vecindades
izquierdas en orden, esto porque al poner a N.({z;}) N S(z) justo al final de la
lista N[z|, estamos haciendo que las listas N.({x;}) N S(x), para i < [, aparezcan
primero en N[z]. Finalicemos analizando el for siguiente. No es dificil ver que, en
este ciclo recorremos a G'[v] en orden, o sea, recorremos a N(xz;) en el orden de o,
y agregamos a la lista correspondiente a N_({z;}) N S(x) solo a los vértices u que
cumplen s[z| < su] < s[v], o lo que es lo mismo =z <, u <, x;. Observando que
{u € Vg: oz <, u <, x;} N N(x;) coincide con N.({z;}) N S(x), podemos concluir
que, en efecto, este for construye, ordenada respecto a o, a la vecindad izquierda de
x; intersectada con S(z). [

Proposicion 4.3.12. La ejecucion calculaLvec(G,o,U, M) en el Algoritmo 9 toma
tiempo O(n +m), donde n y m son el orden y el tamario de G respectivamente.

Demostracion. Por la Proposicion 1.9.6, la llamada ordena(G, o) toma tiempo
O(n + m). En adelante, solo hay que abordar el tiempo que toman las estructu-
ras de control, puesto que las operaciones efectuadas fuera de éstas son instrucciones
de tiempo constante. En cada iteracion del primer while, el que construye s, se hacen
dos operaciones nada mas, por lo que la ejecucion de todo el while toma tinicamente
2n unidades de tiempo. Como es usual, comenzaremos desde los ciclos mas profundos
en el anidamiento, o sea que vamos a comenzar por el segundo for. Como ya se ob-
servo en la prueba de correctud, este for recorre la lista correspondiente a N (v); todo
lo que ocurre dentro del for es de tiempo constante, asi que la ejecucién completa
del for toma tiempo O(|N(v)|), o sea O(d(v)). Las operaciones dentro del segundo
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while que estan después del for son dos asignaciones, en las que gastamos tiempo
constante. También, antes del for, tenemos la asignacién de v y la creacién de la
lista vacia al final de Nz|, lo que conlleva mas tiempo constante. Como notamos en
la prueba de correctud, en la iteracion [-ésima del while, el valor de v es z;, o sea que
el tiempo que toma la iteracion [-ésima del while es O(d(x;)). Por lo tanto, todo el
while se ejecuta en tiempo O(3_ ;. d(z;)). Siz € Vg es tal que SN(x) # @, o sea, si
en la iteracion correspondiente a x del primer for si accesamos al while, entonces, el
tiempo que toma dicha iteracion del for es O(3" .., d(z;)). En cambio, si SV (z) = @,
solo usamos el tiempo en verificar el if y en anular el registro N[z], por lo que, en este
caso la iteracion toma tiempo constante. De lo anterior, deducimos que la ejecucion
de todo el primer for toma tiempo O(n+3_, .y, gi=0(2_j=0 4(2;))). Aqui utilizamos
el Corolario 4.3.10 para afirmar que > v pijs0(D 50 A7) < 32,0y, d(z) = 2m,
y asi deducir que todo el primer for toma tiempo O(n + m). |

Con lo anterior, para concretar la verificaciéon de NSP, solo nos hace falta verificar
las contenciones N ({z;}) € N.({z;}) para cualquier x € V y cualesquiera 0 < i <
7. Para comprobar estas contenciones, vamos a usar el algoritmo contencion, este
algoritmo es una rutina estidndar que toma poco tiempo, cuando tenemos la suerte
de que las listas que se pasan como entrada estan ordenadas. El Algoritmo 10 es al
que nos referimos.

Proposicion 4.3.13. El Algoritmo 10 es correcto. Es decir, contencion(Ly, L) en
efecto devuelve 0 si todos los valores de Ly estdn presentes en Lo, y de lo contrario,
devuelve el minimo indice b tal que el valor de la b-ésima celda en Ly no estd presente
en Lo.

Demostracion. Sientramos en el primer if, ambas listas son la misma. Si entramos
en el segundo if, los valores de la lista L, estdn en Ly por vacuidad, y Lo tiene valores
que no estan en L;. Si en cambio entramos al tercer if, eso significa que L; no es vacia
pero L silo es, asi que la primera celda de Ly cuyo valor no esta en Ls es la primera.
Ahora, si saltamos los tres bloques if del principio, podemos estar seguros de que
ni L1 ni L, son vacias, asi que podemos apuntar a x hacia la primera celda de L, y
apuntar a y hacia la primera celda de L. En el primer while, podemos establecer el
siguiente invariante de ciclo: al iniciar una iteracion, x estd senalando la b-ésima celda
de L;. Claramente lo anterior se satisface al entrar en la primera iteracion, ahora,
justo antes de salir del while, se reasigna x a la celda siguiente y se incrementa b en 1,
por lo que se satisface nuestro invariante al principio de la siguiente iteracion. Como,
la condicion del while es que la celda ref(x) no sea final en L, ademds, x apunta a
la primera celda de Ly en la primera iteraciéon del while y, antes de salir del while
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Algoritmo 10: contencion(Ly, Ls).

© ® N O Ot op W N M

W W W W N NN NN NNNNN e e e e e e e
B W N = O © 00 NNk W N RO © ®g OOtk W N = O

Input: Dos listas L; y Ls sin repeticiones, ambas con sus valores, si los
tienen, ordenados de manera creciente respecto a algtin orden
arbitrario

Output: Un nimero b, el cual vale 0 si L1 C Lo; vale ¢ cuando L, §Z Ly,

siendo ¢ el minimo indice tal que el valor de la celda ¢-ésima de L,
no esta presente en la lista Lo; y vale —1 si Ly v Lo tienen los
mismos valores

apuntador z,y;
entero b;
if L1 = L2 = & then
\ return —1;
end
if Li = 3N Ly # & then
‘ return 0;
end
if L # 9 N\ Ly, = & then
‘ return 1;
end
Apuntar x hacia primero(L;) y apuntar a y hacia primero(Ls);
b+ 1;
while ref(x) no sea final en Ly do
while valor(ref(z)) # valor(ref(y)) do
if ref(y) es final en Ly then
‘ return b;
end
Apuntar a y hacia siguienter, (ref(y));
end
b« b+ 1;
Apuntar a z hacia a siguienter, (ref(z));
end
hile valor(ref(x)) # valor(ref(y)) do
if ref(y) es final en Ly then
‘ return b;
end
Apuntar a y hacia siguienter, (ref(y));
end
if |L1] < |Lz| then
‘ return 0;
else
‘ return —1;
end
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redireccionamos a x hacia la celda siguiente, podemos deducir que este while realiza
una iteracion por cada celda en L; exceptuando la tltima. Supongamos que estamos
en una iteracion cualquiera. Lo primero que ocurre es que entramos en el segundo
while, aqui hacemos iteraciones hasta que se satisfaga valor(ref(z)) = valor(ref(y)).
Lo que hacemos dentro de este segundo while, es comparar los valores a los que
apuntan x y y, en caso de que no coincidan simplemente avanzamos a y hacia la
siguiente celda de Lo hasta que lleguemos a la tltima, pero en caso de que si sean los
mismos, salimos del while. Lo anterior significa que el segundo while esta dedicado
a buscar el valor de ref(z) en la lista Lo, pero solo en los valores que siguen a partir
de la celda ref(y). Sin embargo, basta con buscar al valor de ref(x) en ese segmento,
justifiquemos esto tltimo. Si x apunta a la primera celda de L, entonces, entrando
al segundo while tenemos que y apunta hacia la primera celda de Lo, por lo que en
el segundo while se busca al valor de ref(x) en toda la lista Ls. Por otro lado, si
ya no apunta a la primer celda de Ly, es porque el valor de anteriory, (ref(z)) ya se
encontré en la lista Ly, de hecho y apunta en este preciso momento hacia la celda en
Ly que tiene dicho valor. Por lo que, no es necesario buscar al valor de ref(x) antes
de ref(y), ya que todas las celdas anteriores a ref(y) van a tener un valor menor a
valor(ref(y)) < valor(ref(x)), y por lo tanto distinto al de ref(x), pues recordemos
que las listas estan ordenadas. De lo anterior, podemos concluir que el segundo while
garantiza que, devolvemos b si no encontramos en L el valor de ref(z), y simplemente
salimos del while en caso de haberlo encontrado. El altimo while hace exactamente
lo mismo que el segundo, pero esta vez, buscando al valor de ultimo(L;) en la lista
Lo. Por lo tanto, si llegamos al tltimo bloque if-else, significa que L; C Lo, por lo
que basta verificar si |Ly| < |Ls| para saber si L; C Lo. |

Proposicion 4.3.14. La ejecucion contencion(Ly, L) en el Algoritmo 10 toma tiem-
po O(|Ly| + |L2|), donde |L1| y |Ls| denotan a las longitudes respectivas de Ly y Lo.

Demostracion. Ignoraremos todas las acciones realizadas fuera del primer y tltimo
while, incluyendo a los tres bloques if del principio, pues es evidente que consumen
solo tiempo constante. Primero hay que desembarazarnos del bloque if-else que
esta al final, esto es facil, pues, para verificar |L;| < |Ly| basta con recorrer ambas
listas una vez, lo que toma tiempo O(|L;| + |Lz|). Observemos que, dentro de cada
iteracion del segundo while, el que estd anidado dentro del primero, se avanza el
apuntador y a la siguiente celda de Lo, ademés, todo lo que se hace dentro de este
while, el segundo, toma tiempo constante. Por otro lado, en las iteraciones del iitimo
while, también se avanza el apuntador y a la celda siguiente y, también son operacio-
nes constantes las que se hacen dentro del tltimo while. Lo anterior, aunado a que
nunca se apunta a y hacia una celda anterior, nos permite establecer que, el tiempo



126 BFS-LEXICOGRAFICO Y ALGORITMO DE RECONOCIMIENTO

de ejecucion que transcurre dentro del dltimo while, o dentro del segundo while
(el anidado), es O(|Lz|). Como ya mencionamos en la Proposicion 4.3.13, el primer
while se encarga de revisar que el valor de la celda ref(x), para todas las celdas de L4
exceptuando la tultima, esté presente en la lista Lo, pero solo buscandolo de la celda
ref(y) en adelante. O sea que el primer while hace |Li| — 1 iteraciones, las cuales,
omitiendo el while que tiene anidado, solo emplean operaciones de tiempo constan-
te. Es decir, el tiempo en el que se ejecuta el primer while, sin contar el tiempo del
while que tiene anidado, es O(|L;|). Podemos contar el niimero total de operaciones
que hacemos en la ejecucion, separando el tiempo que transcurre dentro del segundo
y el altimo while, del tiempo que transcurre fuera de estos, este tltimo monto de
tiempo solo es el que se tiene dentro del primer while pero fuera del segundo a la
vez. Por lo tanto, debido a todo el analisis anterior, podemos afirmar que todo el
algoritmo se ejecuta en tiempo O(|L1| + |Ls|). |

Ya estamos listos para proporcionar el algoritmo definitivo que se encarga de
verificar NSP, a este algoritmo lo vamos a nombrar NSP, justo como la condicion
NSP, estamos hablando del Algoritmo 11.

Proposicion 4.3.15. Cualquier ejecucion NSP(G, 1) del Algoritmo 11 toma tiempo
O(n+m), donde n ym son el orden y el tamano respectivos de la grifica que pasamos
como entrada.

Demostracion. El Corolario 4.3.8 y la Proposicion 4.3.12, nos garantizan que las
dos primeras lineas, o sea las llamadas a las subrutinas, se ejecutan en tiempo
O(n + m). Con un vistazo al algoritmo, podemos darnos cuenta de que en todas
las lineas del algoritmo que quedan por analizar, exceptuando la que verifica que
ref(p) esté contenida propiamente en siguienteyp,(ref(p)), ejecutan una operaciion
de tiempo constante, asi que solo hay que analizar el tiempo de los ciclos. Antes
de poner nuestra atenciéon en los ciclos, observemos que cuando se valida la condi-
cion del if-else, o sea, cuando se verifica que ref(p) esté contenida propiamente en
siguiente g (ref(p)), se utiliza tiempo O(|ref(p)|+|siguiente iy (ref(p))|) de acuerdo
con la Proposiciéon 4.3.14. Podemos establecer como invariante del while, el hecho de
que al inicio de la i-ésima iteracion, el apuntador p sefala a la i-ésima celda de N[z],
mientras que t tiene el valor i. Este invariante se satisface claramente para la pri-
mera iteracion, y en iteraciones posteriores se cumple porque, en la iteracion previa,
por continuar en la ejecuciéon del algoritmo, debimos haber avanzado el apuntador p
hacia la siguiente celda e incrementado el contador ¢ en una unidad. Por lo tanto,
el while hace una iteracion que toma tiempo O(|ref(p)| + |siguientey(ref(p))]),
por cada celda ref(p) de N[z], exceptuando a la altima. Asi que, el while se ejecuta
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Algoritmo 11: NSP(G, 7).
Input: Una grafica G representada por sus listas de adyacencia y un
ordenamiento 7 de Vg

Output: El ordenamiento o devuelto por LexBFS(G, 7). Si o no satisface
NSP, también se devuelve una pareja (z, j) tal que, x es un vértice
de G cuyas celdas no cumplen NSP y 7 > 0 es el minimo indice tal
que no se cumple N.({z;1}) N S(z) € N.({z;}) N S(x); en caso
de que o si satisfaga NSP, se devuelve la pareja (—1, —1)

1 Ejecutar LexBFS-NSP(G, 7) y guardar la salida (o, U, R, M);

2 Ejecutar calculalvec(G, o, U, R, M) y guardar la salida N;

3 apuntador p;

4 entero 7;

5 for x € Vi do

6 /* Revisamos la contecidén propia consecutiva de las
vecindades izquierdas de =z */

7 | if Nz| no es un registro nulo then

8 /* Segin calculalvec, N[z| no es nulo, si y solo si, N[x]

guarda la lista no vacia de vecindades izquierdas para
los x; * /

9 Apuntar a p hacia primero(N|x]);

10 t <+ 1;

11 while ref(p) no sea final en N[z] do

12 /* Esta contencion se verifica con el Algoritmo 10  */

13 if siguienteyyy(ref(p)) estd contenida propiamente en ref(p) then

14 Apuntar p a siguienteyp(ref(p));

15 t+—1t+1;

16 else

17 | return (o, (z,1))

18 end

19 end

20 end

21 end

22 return (—1,—1);

en su totalidad en tiempo O(2); .1da en Niz] |L]), o lo que es lo mismo, en tiempo
O(> 50 IN<({z;})]). Por otro lado, para cada x € Vg, se realiza una iteracion del
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for. En la iteracion correspondientre a x del for, se hace una tinica operaciéon cuando
N|z] es nulo, mientras que cuando N|[z] no es nulo, se ejecutan algunas operaciones
constantes junto con el while. Entonces, notando que > v (1+3 ;. [N<({z;})]) <
N+ evs 20 4(x;), podemos usar el Corolario 4.3.10 para establecer la desigual-
dad n + > cv. D oisod(mj) < n+ 3,y d(x) = n+ 2m. Por lo tanto, podemos
afirmar que el tiempo de ejecucion ocupado por el for es O(n + m), lo que nos
permite concluir que todo el algoritmo corre en tiempo O(n + m). [

Proposicién 4.3.16. El Algoritmo 11 es correcto. Es decir, si NSP(G,T) devuelve
(—1,—1), entonces el ordenamiento devuelto por LexBFS(G, 1) satisface NSP, mien-
tras que NSP(G,T) devuelve (z,7) en otro caso, donde x € Vg y j es el minimo
entero tal que no se cumple Nc({x;11}) N S(x) € N.({z;}) N S(x).

Demostracion. Por la explicacion que dimos de como modificar LxBFS y por la
Proposiciéon 4.3.11, podemos tener la certeza de que o es el ordenamiento devuelto
por LexBFS(G, 7) y de que N almacena las vecindades izquierdas. Més especifico, N
es un arreglo tal que para cualquier z € Vg, Nx] es nulo cuando SY(z) = @, y en
caso de que S™(x) # &, N|x] es una lista de tal modo que la j-ésima celda de N|[z]
es otra lista que corresponde al conjunto N.({z;}) N S(x) ordenado respecto a o.
Para cada x € Vg, el algoritmo verifica, cuando N[z] no es nulo, que cualquier celda
c no final de N|z], cumpla la contencién siguienten(c) C c, esto es equivalente a
verificar que: para todo j > 0 tal que S;(z) y Sj+1(x) existen, No({z;41}) N S(z)
N.({z;})NnS(z). Utilizando el Corolario 4.3.6, tenemos que o satisface NSP si y solo
si, para todo z € Vg y cualesquiera 0 < i < j tales que las z-celdas S;(x) y S;(z)
existen, se cumple N.({z;}) N S(z) € N.({z;}) N S(x). Ahora, es claro entonces
que o satisface NSP si y solo si, para todo x € Vi y cualquier 7 > 0 tales que las
x-celdas S;(x) y Sji1(x) existen, se cumple N ({z;41}) NS(x) € N.({z;}) N S(z),
es decir, basta con fijarnos en la contencién de las vecindades izquierdas de indices
consecutivos. Si o no satisface NSP, deben existir x € Vg y 7 > 0 tales que no
se cumple N.({z;11}) N S(x) € N({z;}) N S(x), podemos suponer sin pérdida
de generalidad que x es el minimo vértice de estos respecto al orden que tienen
los vértices en la representacion en G, también podemos suponer sin pérdida de
generalidad que j es el minimo indice que no satisface la contencién propia. Por lo
que, el algoritmo devuelve en este caso al par (x, j) por recorrer a los vértices en orden
y tener la lista de las vecindades izquierdas ordenadas respecto a o. Por otro lado,
si o cumple NSP, se verifica que, para cualesquiera € V; y j > 0 tales que S;(x) y
Sji1(x) existen, Ne({zj41}) N S(z) € No({z;}) N S(x), pero, como ya observamos
antes, verificar estas contenciones equivale a validar que todas las contenciones que
nos permiten entrar al if, en cualquier iteracion del for, se satisfacen. O sea que, la
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ejecucion sale del for incolume, y por lo tanto, terminamos regresando a la pareja
(—1,-1). [ |

El Algoritmo 11 revisa si el ordenamiento obtenido por LexBFS(G, ) satisface
NSP, asi que algunos cambios son necesarios para comprobar que o~ satisfaga NSP,
cambios que comentaremos a continuacién. Para empezar, necesitamos una suerte
de algoritmo LexBFS™-INSP para que, dada G y el ordenamiento LexBFS o que
obtuvimos con LexBFS-NSP, podamos calcular: el ordenamiento LexBFS™; el arreglo
U tal que para todo = € Vg, Ulz] es una lista con las cardinalidades de las celdas
S;(x); el arreglo R tal que para cada x € Vg, R[z] almacena el nimero SN (z)]; y el
arreglo M tal que para todo z € Vi, M[x] almacena a Z; = min SV (x), si éste minimo
existe. Construir tal algoritmo no es dificil, simplemente hay que acoplar el algoritmo
LxBFS~, en lugar de LxBF'S, con los cambios necesarios que ya explicamos antes. Con
acoplar nos referimos a que, por ejemplo, los contadores count, que se almacenan en
la pila ahora tienen el valor de |S4(z)| = [S(z)\ (Ng(x)U{z})], etcétera. Ahora, no es
necesario hacer un calculaLvec™, de hecho, el calcular las vecindades izquierdas para
o~ podria disparar nuestra complejidad, porque eso involucraria tener que calcular
los complementos de las vecindades. Para lo siguiente, vamos a denotar las vecindades
izquierdas en G por N_ como hemos estado trabajando, mientras que las vecindades
izquierdas en G las denotamos por N .. Recordemos también que (+—,z). denota al
segmento inicial de z, es decir, a todos los elementos que son <-menores que z. Lo
que vamos a hacer tiene base en las siguientes observaciones:

NZ ({1} nS(x) S NZ ({z;}) NS(a) siy solosi
(= Tj41)<, \NZ ({F)) N 8(@) € (¢ Tj41)<, \ N2 ({F;11}) N S(x).

2. ((<—,fj+1)<gf\ﬁf({fj})) NS(x) =N ({7} NS(@) V[T, %js1)<,- ¥
(¢ Tjs1)<,- \NZ ({75:1})) N S(2) = N2 ({7j11}) N S(a).

Por un lado, el algoritmo calculaLvec ya nos sirve para calcular las vecindades
izquierdas N2~ ; por otro lado, el construir la lista (N2 ({Z;}) N.S(2)) U [T;, Tjs1)<__
solo nos toma una pasada mas a la lista o~. Después, podemos verificar la contencion
contraria de estas, es decir, verificar de forma similar a la del Algoritmo 11 que, para
todo x € Vg y para todo j > 0, se cumpla N2 ({Z;}) N S(x) € N2 ({Z;:1}) N S(x).
Asi que, un algoritmo NSP~ (G, 7) que nos permita decidir en tiempo O(n+m) si un
ordenamiento LexBFS™ satisface NSP, es virtualmente una copia del Algoritmo 11,
solo que hay que hacer la primera llamada a la subrutina LexBFS™-NSP en lugar de
hacerla a LexBFS-NSP, y luego verificar NSP revisando que se den las contenciones
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al revés. De hecho, solo cambia una linea respecto a NSP, la linea donde se verifica
la condicién del bloque if-else. Podemos sintetizar el trabajo de paginas previas
en el siguiente corolario.

Corolario 4.3.17. Sean G una grifica de orden n y tamanio m, y T un ordenamiento
de V. Podemos obtener el ordenamiento o que resulta de LexBFS(G,T), y ademds
calcular una pareja (k,1) que es (—1,—1) si o satisface NSP, o bien, es tal que k € Vg
y [ es el minimo entero que no cumple N.({kiy1}) N S(k) € No({k}) N S(k), todo
esto en tiempo O(n + m). Mas ain, podemos hacer lo propio para el ordenamiento
devuelto por LexBFS~ (G, o) y también en tiempo O(n +m).

4.4. Calculo de una 4-trayectoria inducida

Ya estamos en la recta final de nuestro algoritmo de reconocimiento. De hecho,
utilizando el Algoritmo 11, ya podriamos dar por terminado el trabajo, pues, nos per-
mite armar una rutina que decida en tiempo O(n + m) si un ordenamiento LexBFS
satisface NSP y, justo después, decidir si el ordenamiento LexBFS™ que se calcu-
la usando el ordenamiento que arrojo LexBFS también satisface NSP. En virtud del
Teorema 4.3.4, lo que hace la rutina descrita es decidir si estamos pasando una cogra-
fica como entrada o no. Sin embargo, vamos por més en este trabajo, nos disponemos
no solo decidir si es una cogréfica o no, sino que queremos dar un certificado en la
ejecucion. Como es de esperar, el certificado en caso de ser cografica es su coéarbol,
mientras que el certificado en caso de no ser cografica es un P, inducido de la gra-
fica, el cual debe existir por el Teorema 3.4.1. Primero, veamos como regresar el
Py inducido en caso de que la gréifica que se proporciona como entrada no sea una
cografica.

Lema 4.4.1. Sean G una grdfica y T un ordenamiento cualquiera de Vg, ademds,
consideremos a o el ordenamiento arrojado por LexBFS(G, ). Supongamos que para
x € Vg, el indice j > 0 es tal que las x-celdas (j + 1)-ésima y j-ésima existen, y no
cumplen la contencion propia N-({x;11})NS(x) € N-({x;})NS(z). Sea w € S*(z)
tal que wzr; € Eg ywz1 ¢ Eq, este vértice existe porque x,41 y x; estan en x-celdas
distintas. La existencia de w implica que N.({z;}) N S(x) # No({zj41}) N S(x) y
nos habilita de considerar a z como el vértice o-mdximo que estd en el conjunto
(Nc({zjs1}) \ Nc({z;})) N S(z). Se satisface lo siguiente:

1. Sixz & Eg, el conjunto {z,w,z,x;11} induce un Py en G.

2. Sixz € Eg, pero zw ¢ Eg, el conjunto {z,x,w,z;} induce un Py en G.
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3. Sixz,zw € Eg, el conjunto {x;,w, z,x,41} induce un Py en G.

Demostracion.

1. El hecho de que w € S4(x) y z; € SV(x), aunado con la hipétesis de que
xz ¢ Eg, nos permite afirmar que zz,zx;, w41 ¢ Eg. Ahora, es claro que
rw, 2xj41 € Eg por las hipotesis, asi que solo hay que justificar que w y z son
adyacentes. Tenemos zz ¢ Eq, z € S(z) y 2 <, zj+1, por lo que debe existir
k < j+1 tal que z € Sg(x). Veamos primero el caso k = j. Por la definicion de
una z-celda, se cample que S;(z) C N(w) o Sj(x)NN(w) = &, sin embargo z; €
N(w), por lo que z € N(w). Ahora exploremos el caso k < j. Por la propiedad
de minimo que tiene j, se cumple que N.({z;}) N S(z) € N.({z;_1}) N S(z);
un argumento inductivo encadenando sucesivas contenciones, el cual omitimos
por su inmediatez, muestra que N.({z;}) N S(z) € N.({zx}) N S(x). Se sigue
que x € N(w), asi que por la definicion de z-celda se sigue que Si(z) C N(w),
en particular z € N(w).

2. Las hipétesis derivan de inmediato que zx, zw, wz; € Eg y que zw,xx; ¢ Eg,
solo hay que justificar que z y z; no son adyacentes. Como z y z € S(z) son
adyacentes, se sigue que z € S4(x). Por lo tanto zx; ¢ Eg, pues z <, z; y

z € (Ne({zja}) \ Ne({z;})) N S().

3. De las hipotesis se sigue de inmediato que z;w, wz, zx;41 € Eg y w1 ¢ Eg,
asi que debemos justificar dos cosas, a saber que z; y x;1; no son adyacentes, ni
tampoco lo son z; y z. Lo segundo se sigue enseguida de que zx € E¢, pues eso
implica z € S4(z), y ademas tenemos que z € (N.({z;41}) \ Ne({z;}))NS(z).
Por otro lado, z; ¥ ;41 no son adyacentes porque, de serlo, ocurriria que z;
pertenece al conjunto (N ({zj11}) \ N<({z;})) N S(x), pero esto es imposible
por la propiedad de maximo que posee z.

|

El resultado anterior nos permite construir la rutina reporta-P; que construye
un Py, en caso de que el ordenamiento LexBFS no satisfaga NSP.

Antes de abordar la correctud y el anélisis temporal del Algoritmo 12, hay que
explicar un par de abusos que cometimos, cabe aclarar que en aras de la simpleza.
El primero es que, la entrada del algoritmo contempla al ordenamiento o y al arre-
glo N con las vecindades izquierdas. Rigurosamente hablando, esto es un problema,
pues esos atributos los calculamos en la ejecucion NSP y no los devolvemos como
salida (output) en dicho algoritmo. Sin embargo, esto se soluciona fécil, simplemente
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Algoritmo 12: reporta-Py(G,0,z, j, xj, 41, Q, R).

Input: Una grafica G representada por sus listas de adyacencias; un
ordenamiento LexBFS o de Vg; un vértice x de G; un indice 7 > 0
minimo tal que, la contencion N.({z;41}) N S(x) € Nc({z;}) N S(z)
no se satisface; los vértices z; y z;41; R la vecindad izquierda
N.({zj11}) N S(z); Q la vecindad izquierda N ({z;}) N S(z)

Output: Una 4-tupla de vértices (x1, o, x3,14), de tal forma que

{uy,ug, us, us} induce un Py en G

/* Se ordenan las listas de adyacencias respecto a <, */
grafica G’ <+ ordena(G,o0);
A= Ne({zjm}) N S(@), B < No({z;}) N S(x);
/* Encontramos el o-maximo de (N.({zj11})\ N<({z;})) N S(x) */
Guardar en Ly la reversa de A;
Guardar en Ly la reversa de B;
Guardar en un entero [ la salida de contencion(Ly, Ls);
Guardar en z el valor de la [-ésima celda de Ly;
/* Tomamos un vértice en S“(z) adyacente a z;, pero no a z;;; */
Guardar en un entero k la salida de contencion(B, A);
Guardar en w el valor de la k-ésima celda de B;
if x no esta en G|z| then
| return (z,w,z,2;41);
end
if z no esta en G[w| then
‘ return (z,z,w, x;);
else
‘ return (z;,w, 2, T1);
end

© W N O ok W N =

[ S G G N S S e
© 6 N O bk N = O

modificando el Algoritmo 11 para que también los regrese y podamos seguir traba-
jando con ellos después de la llamada a NSP. El segundo abuso esta méas o menos
relacionado con el primero, o mejor dicho, relacionado también con la entrada que
recibe el algoritmo. Nuestra rutina utiliza a los vértices z; y x;;1 como entrada,
pero no devolvemos, ni siquiera calculamos, estos vértices en NSP. Como calcularlos
desde cero implica trabajo en balde que se repite, solo vamos a explicar como lo
podemos hacer desde NSP. No es nada complicado, lo podemos hacer en la rutina
calculaLvec. Al estar ejecutando calculaLvec, siempre tenemos acceso a v; cuando
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calculamos la vecindad izquierda N_({v;}) N S(v). Asi, podemos almacenar todos
los vértices v;, variando v sobre todos los vértices y [ sobre todas los indices tales
que la v-celda S;(v) existe. Esto no afecta nuestra complejidad temporal en demasia
porque, de acuerdo con el Lema 4.3.7, tenemos que |{v;: v € Vg, 1 > 0} < |Vg|. Por
lo tanto, podemos pasar todo el registro de vértices v; a lo que resta de la ejecuciéon
de NSP, y, en caso de que hallemos x y j > 0 tales que rompen la condicion NSP,
entonces también pasamos en la salida los vértices z; y x4, ademéas de z y j claro
esta.

Proposicion 4.4.2. El Algoritmo 12 es correcto, es decir, siempre devuelve un cuar-
teto de vértices que inducen un Py en la grifica de entrada. Ademds, su ejecucion
toma tiempo O(n + m).

Demostracion. Primero observemos que z en efecto es el o-méximo del conjun-
to (Nc({zj41}) \ Nc({z;})) N S(x). Al principio del algoritmo establecemos A =
N.({zjs1}) N S(x) y B = No({z;}) N S(x). Al tomar Ly y Ly como las reversas
respectivas de A y de B, estamos reordenando las vecindades izquierdas con el orden
inverso de <,. La llamada a contencion(L;, L) nos arroja el indice [ correspondien-
te a la celda en L; que tiene el menor valor y que no estd presente en L, 0 sea
que, todas las celdas en L; anteriores a la de dicho indice si tienen su valor presente
en B. Como L; es A con el orden invertido y B tiene los mismos valores que Lo,
podemos afirmar que en A, todas las celdas posteriores a la celda en cuestion, si
tienen su valor presente en Lo, de donde se sigue que z es el vértice o-maximo en
(Nc({zj11}) \ Nc({z;})) N S(z). Algo similar pero mas sencillo ocurre con w. Al ser
w el valor de la celda arrojada por la llamada contencion(B, A), se deduce que w es
el vértice o-minimo en B\ A, o sea en S(x) N (N<({z;}) \ N<({z;+1})). Una vez que
garantizamos la identidad de z y w, la correctud del algoritmo se sigue directamente
del Lema 4.4.1.

Abordemos ahora la complejidad temporal del algoritmo. La instrucciéon de eje-
cutar ordena(G, o), sabemos que toma tiempo O(n 4+ m) por la Proposicién 1.9.6.
Sabemos también, por la Proposicion 4.3.14, que la llamada a contencion(L;, Ls)
y la llamada a contencion(B, A), toman ambas tiempo O(|A| + |B]), o sea tiempo
O(d(z;)+d(xj11)). Cuando definimos A y B, basta con referenciar A y B a las listas
que queremos, porque en relidad nunca las modificamos, si se desea, podemos hacer
una copia de las listas que representan a las vecindades izquierdas; en cualquier caso,
realizar estas acciones toma tiempo O(d(x;) + d(xj11)). Construir las reversas de
Ay B lo podemos hacer recorriendo las listas al revés, asi que también gastamos
tiempo O(d(z;) + d(z;4+1)). El buscar la [-ésima celda de L, para asignar valor a
z lo hacemos en | < |A| < d(zj41) pasos, del mismo modo, para darle valor a w
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tomamos k < |B| < d(z;) unidades de tiempo. Para verificar la condiciéon del blo-
que if, hay que buscar un vértice en N(z), mientras que para revisar la condicion
del bloque if-else, necesitamos buscar un vértice en N(w), todo esto toma tiempo
O(d(z) + d(w)). Todas las otras instrucciones que no mencionamos nos quitan una
cantidad de tiempo constante. Por lo tanto, recordando la identidad m = d(z),
concluimos que el algoritmo corre en tiempo O(n + m). n

zeVg

Vamos con nuestro comentario usual respecto al algoritmo anterior y el orde-
namiento LexBFS™. No podemos utilizar el Algoritmo 12 para el ordenamiento
LexBFS™ como lo usamos para el ordenamiento LexBFS, pues lo que tenemos a
la mano son las vecindades izquierdas N_. en (G, pero necesitamos las vecindades
izquierdas N . en G. Sin embargo, solo necesitamos los complementos de las vecinda-
des de cuatro vértices, asi que las podemos calcular sin incrementar la complejidad
temporal. Para calcular los complementos de las vecindades usamos el Algoritmo 13.

Proposicion 4.4.3. La ejecucion complemento(Ly, Ls) en el Algoritmo 13 devuelve
la lista L, la cual tiene exactamente los valores de Lo que no estdn presentes en L.

Demostracion. Algo que es inmediato del algoritmo, es que durante toda la eje-
cucion, el apuntador p referencia una celda en Lq, mientras que el apuntador ¢ refe-
rencia una celda en L,. Establezcamos un invariante de ciclo para el primer while
afirmando que, al entrar en dicho ciclo, el valor que guarda la celda referenciada
por p, es el de la celda que apunta ¢, o bien, es el valor de una celda de L, que
estd después de la celda apuntada por ¢. Esto se satisface al entrar en la prime-
ra iteracion porque L; C Lo y p apunta a la primera celda de L;. Supongamos
que se da una iteracién posterior. En esa iteracidén posterior, la condicién para sa-
lir del while que estd dentro del que estamos trabajando, fue que los valores de
ref(p) y ref(q) coincidieran, ademéas, una vez que salimos del while interno avan-
zamos los apuntadores p y ¢. Dado que las listas estan ordenadas crecientemente,
digamos con el orden <, al entrar en la nueva iteraciéon del while, vamos a tener
que valor(anteriory, (ref(q))) = valor(anteriory, (ref(p))) < valor(ref(p)). Lo ante-
rior implica que, como el valor de ref(p) debe estar presente en Lo forzosamente, pero
no puede estar en las celdas anteriores a la que apunta ¢ por el orden, la celda de
Ly que tiene el mismo valor que ref(p) debe ser ref(q) o debe estar después de ref(p).
Con lo anterior, podemos ver que lo que realizan los dos primero while en conjunto
es lo siguiente. Por cada valor v que este en una celda x no final en L1, se recorre Lo
desde la celda que tiene al valor v hasta la celda que tiene el valor de siguienter, (x),
insertando al final de L todos los valores que encuentre en medio. Claramente todos
estos valores deben estar en Ly \ Ly, por el orden de L;. El peniltimo while hace
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Algoritmo 13: complemento(Ly, Ls).

S U bk W N =

oI |

10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22

Input: Dos listas L; y Ls sin repeticiones que tienen sus valores ordenados
de manera creciente respecto a un orden arbitrario, el mismo en
ambas listas; ademés se satisface que todos los valores de L; estan
presentes en Lo

Output: Una lista L, posiblemente vacia, que tiene exactamente los valores

de L, que no estan presentes en L;; ademas, todos los valores en L
estan ordenados respecto al mismo orden que tienen L; y Lo

apuntador p, q;

Apuntar p hacia primero(L;);

Apuntar g hacia primero(Ls);

lista L — &;

while ref(p) no es final en Ly do

/* Se introducen a L los valores de L, hasta llegar al valor
que apunta p en Iy */

while valor(ref(p)) # valor(ref(q)) do
Insertar al final de L, una celda con el valor que tiene ref(q);
Apuntar a ¢ hacia siguienter,(ref(q));

end

Apuntar a p hacia siguienter, (ref(p));

Apuntar a ¢ hacia siguienter,(ref(q));

end

while valor(ref(p)) # valor(ref(q)) do

Insertar al final de L, una celda con el valor que tiene ref(q);

Apuntar a ¢ hacia siguienter,(ref(q));

end

while ref(q) no es final en Ly do

Apuntar a ¢ hacia siguienter,(ref(q));

Insertar al final de L, una celda con el valor que tiene ref(q);

end

return L;

exactamente lo mismo, pero en el caso de la ultima celda de L;. La labor del ultimo
while es terminar de introducir en L todos los valores que quedan en Ly una vez que
ya dejamos todos los valores presentes en L; atras; esto es necesario porque, al ser
valores mayores al maximo de los valores en Lj, desde luego estan en L, \ L;. Para
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finalizar, observemos que L queda ordenada, esto ocurre porque las inserciones las
hacemos al final de L y la lista Ly la recorremos en orden. [ |

Proposicion 4.4.4. El tiempo que toma la ejeccucion complemento(Ly, Ly) en el
Algoritmo 13, es O(|Ly| + |Lal).

Demostracion. Apoyandonos fuertemenete en el anélisis de la Proposicion 4.4.3,
vamos a hacer un argumento distinto para no meternos con los ciclos por separado.
Como dijimos en la prueba de correctud, el algoritmo va introducinedo en L los
valores que se encuentran en Lo, y ademas satisfacen con encontrarse entre dos valores
que son consecutivos en Li. O sea que, por cada celda de Ly hacemos un nimero de
operaciones constante, las cuales son basicamente: avanzar el apuntador ¢, anadir un
valor al final de L y, verificar la condicién del while donde nos encontremos. Por otro
lado, por cada celda de L; también hacemos una cantidad constante de instrucciones,
que son: avanzar el apuntador p y verificar la condiciéon de algtin while. [ |

Ahora ya podemos dar la versién reporta-P, del algoritmo para reportar los
vértices de un P, inducido en el caso de LexBFS™. La correctud del Algoritmo 14 se
sigue del Lema 4.4.1 y la Proposiciéon 4.4.2, mientras que la complejidad temporal
es por las Proposiciones 4.4.2 y 4.4.4, pues el flujo en el algoritmo es casi idéntico al
del Algoritmo 12, por lo demas, los inicos cambios los subrayamos.

4.5. Construccion del coarbol

Ahora vamos a explorar el caso en el que la grafica de entrada si es una cografica.
Como ya habiamos anticipado, lo que haremos sera construir su coarbol y regresarlo
como certificado. Para eso necesitamos introducir subarboles especiales del codrbol
de una cogréfica, asunto que trataremos a continuacion. Sean G una cografica con
coarbol Ty x un vértice de GG. Para cada ¢+ > 0 tal que hay al menos ¢ nodos
con etiqueta 0 en la rama P,, definimos el i-ésimo nodo 0 de la rama P, como,
justamente el 7-ésimo nodo con etiqueta 0 que aparace en la xr-trayectoria P, en T,
donde r es el nodo raiz de T. De manera andloga definimos el i-ésimo nodo 1 de
la rama P,, cuando hay por lo menos i nodos con etiqueta 1 en P,, desde luego. Al
1-ésimo nodo 0 lo denotamos por 07, mientras que la notaciéon que damos al i-ésimo
nodo 1 es 17. Para cualquier nodo 07, definimos el subarbol 7§, de T como el arbol
obtenido al quitar de Tp: todos los nodos que tengan un ancestro en la rama P,
distinto a 0F, es decir, si tomamos al subarbol de T que est& enraizado en 07 y le

7
quitamos todos los nodos que tienen que subir a un nodo en la rama P, para poder
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Algoritmo 14: reporta-P, (G,0™, 2, j,T;, Tj+1, Q, R).

Input: Una grafica G representada por sus listas de adyacencias; un
ordenamiento LexBFS™ o~ de V; un vértice x de G; un indice j > 0
minimo tal que, la contencion N_({Z;41})NS(x) € N.({z;}) N S(z)
no se satisface; los vértices 7; y 7;11; @ la vecindad izquierda
N-({z;}) N S(z); R la vecindad izquierda N_({Z;41}) N S(x)

Output: Una 4-tupla de vértices (x1, o, x3,x4), de tal forma que

{uy, ug, us, ug} induce un Py en G

1 /* Se ordenan las listas de adyacencias respecto a <,- */
2 grafica G’ < ordena(G, o7 );

3 A+ complemento(N.({Z;31}) N S(x),07) N [2,Tj41)<__;

4 B < complemento(N.({Z;}) N S(x),07) N [z, Tj41)<__;

5 /* Encontramos el o -maximo de (N-({Z;.1})\ N-({Z;})) N S(z) =/
6 Guardar en L, la reversa de A;

7 Guardar en Ly la reversa de B;

8 Guardar en un entero [ la salida de contencion(Ly, Ls);

9 Guardar en z el valor de la [-ésima celda de Lq;

/* Tomamos un vértice en S4(z) adyacente en G a Z;, pero no a
Tjn */

11 Guardar en un entero k la salida de contencion(B, A);

12 Guardar en w el valor de la k-ésima celda de B;

13 if 2 no esta en complemento(G[z],0~) then

14 ‘ return (z,w, 2, Tj41);

15 end

16 if z no estd en complemento(G[w], o) then

17 ‘ return (z,z,w,7;);

18 else

19 ‘ return (T;,w, z,T;jt1);

20 end

[
[e=]
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llegar a 07, lo que obtenemos es justamente el arbol ;. Estos subarboles, variando
el indice i, se llaman arboles 0 enraizados en la rama P, . De manera similar
definimos los arboles 1 enraizados en la rama P, y les damos la notacion 77,
cuando estamos considerando al nodo 17. En la Figura 4.4, tenemos el coarbol de
alguna cografica donde el nodo raiz tiene etiqueta 1. Ademaés, en esa misma figura
podemos ver los nodos del subarbol T} con letras maytsculas, mientras que los nodos
del subarbol TY; estan etiquetados con letras griegas.

15 =1

N,
AN A\

Yy
i =«

/\ /I\ /1N

e ¢ D E 0

N

Figura 4.4: Subarboles T, v T},.

No necesitamos toda la potencia del siguiente resultado, sin embargo plantea algo
muy interesante y no tan intuitivo.

Proposicion 4.5.1. Sean G una grifica, M un mddulo de G y 7 un ordenamiento
de V. Consideremos a o el ordenamiento devuelto por la ejecucion LexBFS(G,T)
y a n el ordenamiento devuelto por la ejecucion LexBFS(G[M],T|M). Para todo
x € M, los conjuntos S(x), S4(x) y SN(z), todos tomados respecto a la ejecucion
LexBFS(G[M],T|y), coinciden con sus homdlogos respecto a la ejecucion
LexBFS(G,T) pero intersectados con M. Ademds, los drdenes <on y <, son el
mismo.

Demostracién. Para no generar confusion, la notacién S(v), S4(v) y SN (v) serd
respecto a la ejecucion LexBFS(G, 7), mientras que la notacion S(v), S4(v) y SV (v)
la manejaremos para la ejecucion LexBFS(G[M], 7| M). Sea n la cardinalidad de M.
Demostramos por induccién sobre k € {0,...,n — 1} que el vértice n~ (k) satisface
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lo que postulamos. Denotemos por x al o-minimo de M. Observemos que para todo
y <, x, se tiene M C N(y) o M C (Vg \ N(y)) por la definicion de modulo. Por
lo tanto M C S(x), de donde se sigue que x = min, M y por ende z también
es el p-minimo de M, o sea que z = 1~ '(0). También, de M C S(x) obtenemos
directamente las siguientes igualdades: S(z) = M = S(z) N M, S4(z) = SA(z) N M
y SN(z) = SN(x) N M.

Nuestra hipotesis inductiva para k € {1,...,n—1} es que los primeros k elementos
del orden < coinciden con los primeros k elementos del orden <, y estan ordenados

=o|m
de la misma forma, ademas de que para cualquier ¢ < k, se satisface S(n~1(i)) =

S (i) N M, SAG1@) = SAmTI6) N M y S¥iE) = S¥ii) N M.
Denotemos por x a n~'(k — 1) y por z al vértice sucesor de z en M segtin el orden
o|M, podemos tomar dicho z porque de acuerdo con nuestra hipotesis inductiva solo
hay k& < n vértices menores o iguales a x con el orden o|M, que de hecho son los
k vértices menores o iguales a x con el orden 7. Mostremos que z es el sucesor de
z en M respecto al orden <, es decir, que z = 1~ !(k). Para demostrar lo anterior,
vamos a proceder por contradiccion suponiendo que u = n"(k) y que z <, u <, z.
Se cumple que u <, z si z € S(u), o bien, si z ¢ S(u) debe existir w <, u tal que
wu € Egpyy y uz € Egpvy- No es posible que 2z ¢ S(u), porque para cualquier w <y, u,
la hipoétesis inductiva aplica para w, pues w <, x, asi que no es posible que wu € Eg
y wz ¢ Eg estando u en M, pues esto implicaria © <, u <, z, pero z es sucesor de x
en M respecto a 0. Ahora, tampoco es posible que z € S(u), o sea que u <, z, ya que
eso significarfa que para todo w € M satisfaciendo w <, u, se cumple u,z € N(w)
ou,z ¢ N(w), o sea que w no distingue a u y z. Pero, por hipotesis inductiva y
utilizando la definicion de médulo, tendriamos también que ningin w <, z distingue
auy zen G, porloque u € S(z), de donde tenemos el absurdo de que z <, u por la
eleccion de pivote en S(z). Encontrando una contradiccion en cada via, concluimos
que z = n (k).

De nuevo, utilizamos el mismo argumento que en el caso base, o sea, que al ser
M un moédulo, ningtin vértice y, con z <, y <, z, puede distinguir a vértices en M.
Siy >, zyy ¢ S(z), significa que algin v € M con u <, z, satisface uz € Egpy
pero uy ¢ Egp, por hipétesis inductiva u <, z por lo que y ¢ S(z) N M. Ahora,
siy >, zy y ¢ S(z), significia que algin u € Vi con u <, z, cumple uz € Eg pero
uy ¢ Eg, pero los unicos vértices que distinguen elementos de M son vértices en
M, por lo que u € M. Usando la hipétesis inductiva podemos deducir que u <, z y
por lo tanto y ¢ S(z). De lo anterior ya podemos concluir que S(z) = S(z) N M, de
donde se siguen también las igualdades S4(2) = SA(2)N M y SV(2) = SV(z) N M.
|

Los nodos y arboles especiales que definimos anteriormente son muy ttiles, pues
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tienen una estrecha relacion con las celdas de los barridos LexBFS y LexBFS™. A
este respecto tenemos los siguientes resultados.

Proposicion 4.5.2. Sean G una cogrdfica con codrbol T y o un ordenamiento
LexBFS de Vi. Consideremos v € Vg tal que o(z) = 0, es decir, al primer vér-
tice de 0. Para cualquier i > 0, la x-celda S;(z) existe, si y solo si el nodo 07 existe.

Ademds, de cumplirse cualquiera de las condiciones anteriores, los conjuntos S;(x)
y H(TE) coinciden.

Demostracion. Vamos a utilizar mucho la Proposicion 3.1.5 en la demostracion,
por lo que es recomendable revisarla. Sea cualquier i > 0 tal que la z-celda S;(x)
existe y tomemos u,v € Si(z). Como u,v € SN(x), las etiquetas de los nodos
mecar(x,u) y mear(x,v) son ambas 0, asi que para algunos k,l > 0 se cumple que
mear(z,u) = 07 y mecap(x,v) = 0F. Notese que v € H(T§,) y v € H(T;), vamos a
mostrar que k = [ procediendo por contradiccion. Si ocurriera k < [, deberia haber
un nodo 7 en la rama P, que tiene etiqueta 1 y también cumple 07 <r n <gp 07.
Tomando cualquier z € Vi tal que mcar(x,z) = n, vamos a tener por la Propo-
sicion 2.2.4, que mca(u, z) = n 'y mca(v,z) = 07. De lo anterior ya obtenemos la
contradiccion de que z € S4(z), zu € Eg, pero zv ¢ Eg, esto es una contradiccion
porque u y v estan en la misma x-celda. Podemos formular un argumento analogo
para ver la imposibilidad de que [ > k, de donde concluimos que k = [. Lo que
hemos mostrado es que, para algin k& > 0 se satisface S;(z) C H(T};,). Ahora to-
memos cualquier j > 0 tal que el nodo 07 existe y tomemos también u,v € H(Té’;)
arbitrarios. Consideremos 2z € S4(z), en caso de que S4(z) # @. La etiqueta del
nodo mcar(z,z) es 1, por lo que 2 ¢ H(Tg;), de donde se sigue que mca(u, z) >7 0%
y mca(v, z) 27 0%. Se sigue que, al ser 0 un ancestro comiin de u y de v, se cumple
que mca(u, z) = mca(v, 2); es decir, z no distingue a u y v. Como z fue arbitrario,
podemos establecer la existencia de k£ > 0 tal que u,v € Si(z), mas atn, dicho k
satisface H(1f;) € Sk(z) porque u y v también fueron arbitrarios. De todo lo an-
terior, tenemos que toda la z-celda S;(x) estd contenida en el conjunto de hojas de
algin arbol T§, sin tener necesariamente ¢ = [, y que las hojas de todo arbol Tf;
estan contenidas en alguna celda Sy(x), sin tener tampoco j = k; lo que falta por
hacer es verificar que esos indices en efecto coinciden. El hecho de que para i # 7, los
conjuntos H(1;) y H(Tg;) son ajenos por definicion, nos permite hacer la siguiente
observacion: si k& > 0 es tal que H(T{) C Sk(x), podemos tomar j > 0 tal que
Sk(z) € H(Tg;), ast que H(1;) € H(1§;), de donde se sigue que i = j y por lo tanto
H(T§) = Sk(z). Otra afirmacion analoga la podemos hacer para las z-celdas basan-
donos en que también son ajenas cuando los indices son distintos. Es decir, tenemos
que para i > 0, si k > 0 es tal que S;(z) C H(T§,), entonces S;(z) = H(TF;,)-
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Supongamos que 0 < k < [ son tales que los nodos 07 y 0f existen, y consideremos
ademas u € H(T,) y v € H(TE). Dado cualquier z € S4(x), sin importar que se
cumpla mca(z,z) <r 0% o mca(z,z) > 0f, vamos a tener mca(z,u) = mca(z,0});
de hecho, mca(z,07) = 07 = mca(z,u) cuando mca(z,x) <p 0f, y mca(z,07) =
meca(x, z) = mca(z,u) en otro caso. Lo mismo ocurre para v, es decir, se satisface que
meca(z,v) = mca(z,07) = 07 cuando mca(z,z) <r 07, y mca(z,v) = mca(z,0}) =
meca(z,x) en el otro caso. Lo anterior significa que mca(z,u) tiene etiqueta 0, si
y solo si mca(z,x) < 0, simétricamente, mca(z,v) tiene etiqueta 0, si y solo si
mea(z,z) <7 0F. Asi que, si |N(z)N{u,v}| = 1, se debe tener 07 < mca(z,z) <r 07,
implicando zu € Eg y 2v ¢ Eg. Esto prueba que, si los indices i > 0y j > 0 son
tales que u € S;(z) y v € Sj(x), entonces i < j.

Concretemos la demostracion principal con ayuda de todo lo anterior. Para cada
i > 0 tal que la z-celda S;(x) exista, podemos definir k; > 0 como el tnico indice
tal que Si(x) = H(T§;,). No puede haber un indice [ > 0 fuera del conjunto {k;: i >
0, S;(z) existe} porque de haberlo, podemos tomar j > 0 tal que H(Tj;) = S;(z) =
H(Tg;,,) contradiciendo que los conjuntos H(1y) vy H(Tf,,) son ajenos. Tampoco
puede haber mas z-celdas que arboles 0 enraizados en la rama P,, porque existirian
dos indices i # j tales que k; = k;, contradiciendo que los conjuntos S;(x) y S;(z)
son ajenos. Esto basta para mostrar que la i-ésima z-celda existe, si y solamente si,
el arbol 7§ existe. Ahora, si existiera ¢ > 0 tal que 7 # k;, podemos suponer sin
pérdida de generalidad que 7 es minimo con esa propiedad. Asi pues, i es menor que
k;, por lo que existe j > ¢ de tal modo que k; = 7 < k;, todo esto concretamente
significa que @ < j, Si(z) = H(Tyy,) v Sj(x) = H(Tg,) con kj < k;, contradiciendo
lo demostrado en el parrafo anterior. Por lo tanto, para todo ¢ > 0 se cumple ¢ = k;,
es decir, S;(x) = H(T§). |

Proposicion 4.5.3. Sean G una cogrifica con codrbol T y o~ un ordenamiento
LexBFS~ de V. Consideremos x € Vg tal que o~ (x) = 0, es decir, al primer vértice
de o~. Para cualquier i > 0, la x-celda Si(x) existe, si y solo si el nodo 1% emiste.
Ademds, de cumplirse cualquiera de las condiciones anteriores, los conjuntos S(z)
y H(TE) coinciden.

Demostracién. Sabemos por la Proposicion 3.1.6 que G también es una cografica,
y su coarbol F'es el arbol T' con las etiquetas intercambiadas. Como o~ es un barrido
LexBFS de la grafica G, podemos usar la Proposicion 4.5.2 para garantizar que, para
todo i > 0 la x-celda S;(z) existe, si y solo si, el nodo 0¥ existe en F, incluso que
los conjuntos S;(z) y H(FZ) coinciden en caso de existir. Pero el conjunto H(FZ) es
justamente H (7). |
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Consideremos una cogréfica G con coarbol T. Sit € {0,1} e i > 0 es tal que el
nodo 7 existe, el conjunto de hojas del arbol T3} lo podemos ver como | J,,. 4 H(T},),
donde A es el conjunto de hijos de t7 en T" que no estan en la rama P,. De modo que,
las Proposiciones 3.2.2, 4.5.2 y 4.5.3 nos permiten establecer el siguiente corolario.

Corolario 4.5.4. Sea G una cogrdfica, y sean o, o~ ordenamientos LexBFS y
LexBFS~ de Vg. Supongamos que x es el primer vértice de los ordenamientos o
y o, es decir, que o(x) =0 =0 (x). Para todo i > 0, si existen las x-celdas ST (x)

y gfi(x), deben ser mddulos de G.

El coarbol de una cogréafica se puede construir utilizando los subérboles enrai-
zados en la rama que correspone al primer vértice de un ordenamiento LexBFS o
LexBFS™.Supongamos que o es un ordenamiento LexBFS y que z = 07!(0). En-
tonces, segin los resultados anteriores, podemos construir el coarbol utilizando las
x-celdas respecto a o y 0~. Sin embargo, algo que no podemos saber de los resultados
anteriores, es la etiqueta del primer nodo interno que aparece en la rama P,, o sea
la etiqueta del padre de x. Vamos a ver en lo subsecuente ciertos enunciados, uno
de los cuales trata con el problema anterior. En particular, el resultado que esté a
continuacion, se sigue inmediatamente de la Proposicién 4.5.1, pero creemos que es
mas instructivo demostrarlo de la forma en la que lo hacemos a continuacién.

Proposicion 4.5.5. Sean G una grdfica y M un mddulo de G. Consideremos o y
o~ ordenamientos LexBF'S y LexBFS™ de Vi respectivamente. El ordenamiento dado
por <,|,, es un ordenamiento LexBFS de G[M] y el ordenamiento dado por <,
es un ordenamiento LexBFS~ de G[M].

v

Demostracion. Denotemos a oy simplemente como 7. Por el Teorema 4.1.1 basta
con demostrar que 7y satisface la condicion de los cuatro puntos en G[M]. Sean
z,y,z € M tales que © <, y <, z, y satisfacen ademés zy ¢ Eq y vz € Eg.
Sabemos que se verifica la condicién de los cuatro puntos para o, por lo que, existe
w € Vg tal que w <, x, wy € Eg, pero wz ¢ Eg. Por ser M modulo, se cumple
N(y)\M = N(2)\M, asi que w € M. Por lo tanto w <, x, wy € Egngy wz ¢ Egu,
que es lo que queriamos mostrar.

Denotemos a o~ |y como «. Recordemos que o~ es un ordenamiento LexBFS~
de Vi, asi que aplicando lo anterior y notando que M también es un modulo de
G, se sigue que a es un ordenamiento LexBFS de G[M]. Ahora, también es fAcil
convencernos de que, si obtenemos a « a partir de una ejecucion LexBFS(G[M], 7),
entonces, por la definicion de LexBFS™, con la ejecucion LexBFS™(G[M], T) obtene-

mos también el barrido «, pues G[M] = G[M]. |
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Proposicion 4.5.6. Sean G una cogrdfica, o un ordenamiento LexBFS de Vg y o~
el ordenamiento devuelto por LextBFS™ (G, o). Consideremos cualquier modulo en G
con su o-minimo, digamos M y x respectivamente. Si a € S1(z) y b € Si(z), con las
x-celdas tomadas respecto a o|y y 0~ |, se satisface lo siguiente: El nodo padre de
x en el codrbol de G[M] tiene etiqueta 0, si y solo si ab € Fg.

Demostracion. Sea T el coarbol de G y, en virtud de la Proposiciéon 3.1.6, sea
T[M] el coarbol de G[M]. Recordemos que en la demostracion, S;(x) y S;(x) hacen
referencia a las z-celdas de los ordenamientos |y, v 0|, los cuales son ordenamien-
tos LexBFS y LexBFS™ respectivamente, esto segiin la Proposicion 4.5.5. Primero
observemos que Si(x) # @, si y solo si, hay nodos con etiqueta 0 sobre la rama P, en
T[M], esto se sigue inmediatamente de la Proposicion 4.5.2. Anélogamente, podemos
establecer que Si(z) # @, si y solo si, la rama P, en T[M] tiene nodos con etiqueta
1, esto por la Proposicion 4.5.3. Por la Proposicion 3.2.2, sabemos que existe un
conjunto no vacio de nodos hermanos en 7', digamos U, tal que M = J,,, H(T,).
Como S;(z) y Si(z) no son vacios, concluimos que |M| > 3; o sea que, podemos
deshacernos del caso en el que U solo tiene un nodo hoja, es decir, en el que U = {z}
con x una hoja. De este modo, podemos suponer que |U| > 1, ya que si U fuera
unitario, como no es el unitario de un hoja, podemos considerar al conjunto de hi-
jos del tnico nodo que pertenece a U, en lugar de considerar a U mismo. Una vez
establecido que |U| > 1, podemos denotar por p al padre de los nodos en U. Co-
mo M = J,cy H(T.), el codrbol T[M] no es otra cosa que los rboles del conjunto
{T,: u € U} colgados, o sea enraizados, bajo el nodo p, es decir, T'[M] es el subarbol
de T, que obtenemos al quitar todos los nodos que no tienen como ancestro a algtin
nodo de U. Observemos que, si a € S;(z) = H(TE[M]) y b € Si(z) = H(TH[M]), se
tiene que mcarp(a,b) = mear(a,b) = maxy{07,17}. Dado que el padre de x es el
nodo miny{07, 17}, vamos a tener que el padre de z tiene etiqueta 0, si y solo si, el
padre de z es el nodo 07, pero esto ocurre solo cuando 07 = minp {07, 17}, equivalen-
temente, cuando 1¥ = méaxp{07, 17} = mecar(a,b). Utilizando la Proposicion 3.1.5,
establecemos lo deseado, esto es, que el padre de x tiene etiqueta 0, si y solamente
si ab € Eg. [ |

Recalquemos una observacion que ya estd presente en la Proposicion 4.5.6 de
forma implicita. Dada una cografica G con coarbol T y cualquier médulo M de G, la
Proposicién 3.2.2 nos dice que existe un conjunto de nodos hermanos en 7', digamos
U, tal que M = |J, ., H(T,). Entonces, para cualquier z € M, existe v € U tal
que la zu-trayectoria en 7' también es la zu-trayectoria en el coarbol de G[M]. Lo
anterior nos permite deducir que el padre de z en el coarbol de G[M] coincide con
el padre de z en T, en caso de que 1" no sea trivial, claro esta. Esto junto con las
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Proposiciones 4.5.1 y 4.5.6, nos permite formular el siguiente corolario. Este corolario
nos deja saber la etiqueta del padre de x en el coarbol de cualquier médulo con solo
verificar la adyacencia entre un vértice en la celda S;(z) y otro en la celda S;(x). Lo
importamte aqui, es que las celdas son respecto a los ordenamiento globales oy .

Corolario 4.5.7. Sean G una cogrdfica con codarbol T', o un ordenamiento LexrBFS
de Vg y o~ el ordenamiento devuelto por LexBFS™ (G, o). Consideremos cualquier
mddulo en G con su o-minimo, digamos M y x respectivamente. Si a € Si(z) y
b € S,(x), con las x-celdas tomadas respecto a las ejecuciones o y o~, se satisface
lo siguiente: El nodo padre de x en el codrbol de G[M], que es el padre de x en T,
tiene etiqueta O si y solo si ab € Eg.

Ya sabemos que H(TE) = Si(x) y que H(T%) = Si(z), pero solo cuando = es
el primer vértice en el ordenamiento. Parte de los resultados anteriores nos explican
como se comportan los ordenamientos LexBFS y LexBFS™ cuando los restringimos a
un moédulo. Resulta que las las v-celdas, para cualquier v € Vi, son un tipo de moédulo
muy especial, por lo que bajo ciertas condiciones podemos preservar las igualdades
anteriores.

Las definiciones de los subarboles enraizados en una rama, es decir, las definiciones
de Tg; y 17}, las dimos en general. Sin embargo, vamos a establecer una convencion
de gran importancia para todos los resultados que restan en este trabajo. Sean GG
una cografica, o un ordenamiento LexBFS de Vi, y 0~ el ordenamiento devuelto
por la ejecucion LexBFS™(G, o). Para todo v € Vi que no sea el primer vértice,
o sea, que satisfaga o(v) > 0, vamos a considerar a 1§, y T7; como subérboles de
S(v) y de S(v) respectivamente. Puede que no se comprenda la causa de esto atin,
pero es importante hacerlo notar de una vez, pues algunas veces los arboles T, y
T7; no los vamos a considerar completos; es decir, no los vamos a considerar con
la definicién del coarbol global. Por ejemplo, supongamos que tenemos el arbol 7¢);
utilizando la definiciéon normal, y resulta que 0} es ancestro de la hoja u, o sea que
07 = 0% para algin j > 0. Casi siempre en lo que resta del trabajo, al considerar 7g’
bajo este contexto, vamos a pensarlo como subarbol de T, pues, si consideramos
a Ty; con la definicion normal, estariamos contemplando algunos nodos en la rama
P,, y justamente queremos evitar estos nodos. Sobre todo, esta observacion hay que
tenerla en cuenta en los Lemas 4.5.8, 4.5.9, 4.5.11 y 4.5.12, el Teorema 4.5.13 y la
Proposiciéon 4.5.15.

Lema 4.5.8. Sean G una cogrifica con codrbol T'. Tomemos o un ordenamiento
LexBFS de Vg y o~ el ordenamiento devuelto por la ejecucion LexBFS~ (G, o). Con-
sideremos v € Vg e i > 0 tales que S;(v) = H(T},). Se satisface para cualquier
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0 tal que la j-ésima vi-celda existe, que Sj(v;) = H(Ty;). De modo similar, si

7>
Si(v) = H(T},), entonces, para todo j > 0, si la celda S;(v;) existe, ésta coincide con
H(TY}). Todas las celdas son consideradas respecto a o y o~ .

Demostracion. Digamos que la ejecucion LexBFS(G, 1) nos devuelve el ordena-
miento o, donde 7 es algin ordenamiento de V. Suponiendo que S;(v) = H(T§),
podemos usar la Proposicion 3.2.2 para afirmar que S;(v) es un modulo de G. Sea 7
el ordenamiento de S;(v) que induce el orden dado por s, (), es decir, n es simple-
mente o|g,(,) pero reacomodando las imagenes para que estén en {0, ...,[S;(v)| —1}.
Por la Proposicion 4.5.5, sabemos que 7 es el ordenamiento que devuelve la ejecucion
LexBFS(G[S;(v)], 7). Ademaés, por la Proposicion 4.5.5 también, dado que para todo
y € S;(v) se cumple S(y) C S;(v), los conjuntos S(y), S4(y) y SV (y) en la ejecucion
que usa a G como entrada, son los mismos que en la ejecucion que usa a G[S;(v)]
como entrada. De hecho, es muy facil ver que, por el funcionamiento de LexBFS, la
ejecucion LexBFS(G, 7) hace exactamente lo mismo con la celda S;(v), a partir de
que v; es tomado como pivote, que la ejecucion LesxBFS(G[S;(v)], 7). Por lo tanto,
para el modulo S;(v) en particular, si se satisface que para cualquier y € S;(v) y
para cualquier j > 0, la y-celda S;(y) es la misma en la ejecucién LexBFS(G, 7) y en
la ejecucion LexBFS(G[S;(v)], 7). Ahora, denotemos por F' al coarbol de G[S;(v)] y
veamos quién es F'. Si podemos asegurar que todos los nodos en 7§, tienen al menos
dos hijos, entonces este arbol es un coarbol, y de la igualdad H(7};) = S;(v) dedu-
cimos que es justamente el coarbol de S;(v), o sea F. Por otro lado, si no todos los
nodos de 7§, tienen al menos dos hijos, debe ser porque su nodo raiz, o sea 0}, tiene
exactamente un hijo en 7f;; en este caso, el coarbol I es el arbol T, donde g es el
hijo de 07 que estd en la rama P,,. Notemos que en este tltimo caso, 07 solo tiene dos
hijos, uno esta en la rama P, y el otro no, este ultimo es al que definimos como g.
En cualquiera de los casos anteriores, para cualquier j > 0 tal que el nodo 03’ existe
en F, el arbol Fy} coincide con el arbol Ty:. Por lo tanto, en virtud de la Proposi-
cion 4.5.2 y de que v; es p-minimo en S;(v), podemos concluir directamente que la
Jj-ésima v;-celda en la ejecucion LexBFS(G|[S;(v)], 7), que coincide con S;(v;) por lo
argumentado antes, es exactamente el conjunto H(Fyi) = H(Ty}). La demostracion
para ver que S;(v;) = H(T, 1”7 ) es anéloga a lo que ya desarrollamos, pero utilizando
los resultados correspondientes para o~ y los nodos con etiqueta 1. [

Las Proposiciones 4.5.2 y 4.5.3 junto con el Lema 4.5.8, nos habilitan el siguiente
razonamiento. Para construir el codrbol de una cografica G dados los ordenamientos
oy 0~ , como ya habiamos observado, podemos tomar el primer vértice de los orde-
namientos, digamos x, y construir los subarboles Tg; y 717, que junto con la rama P,
resultan en el coarbol de G. Ahora, para construir los subarboles que necesitamos
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podemos usar un proceso recursivo con los vértices z1,...,x, y T1,..., T, pues sa-
bemos que H(Tg) = Si(z) y H(TT;) = Sj(x); ademéas de que ya mostramos que para
T

cualesquiera 7,¢+ > 0 se cumple H(Ty') = S.(v;) y H(T}7?) = Si(7;). Sin embargo,

también necesitamos asegurar que podemos calcular los arboles Ty? y T1, de los cua-
les podemos sospechar, tienen conjuntos de hojas Sy(7;) y S,(x;) respectivamente,
pero todavia no hemos demostrado eso.

De una aplicacion directa de la Proposicion 3.2.2 y el Teorema 4.1.11 obtenemos

el siguiente lema.

Lema 4.5.9. Sean G una cogrifica con codrbol T'. Tomemos o un ordenamiento
LexBFS de Vg y o~ el ordenamiento devuelto por la ejecucion LexBFS~ (G, o). Con-
sideremos v € Vg y j, k > 0 tales que los nodos 07 y 13 existen. Siu es el o-minimo de
H(Tg;) y 2z es el o-minimo de H(TY),), se satisfacen las contenciones H(Tg;) € S(u),
H(Ty) € S(u), H(TY,) € S(2) y H(TY,) € S(z). Ademds, estas rebanadas son las

mds pequenas con la propiedad de cumplir dichas contenciones.

Lema 4.5.10. Sean G una cogrdfica con codrbol T'. Tomemos o un ordenamiento
LexBF'S de Vg y o~ el ordenamiento devuelto por la ejecucion LexBFS~ (G, o). Con-
sideremos v € Vg e > 0 tales que S(v) es un mddulo de G, y ademds S;(v) = H(T})).
Si S(u) es la rebanada minima por contencion de o~ que contiene a S;(v), en-
tonces S(u) \ S;(v) C SA(u), y para cualquier z € S(u) \ S;(v), se cumple que
N(z)N Si(v) = @.

Demostracion. Como S(v) es un modulo, utilizando el Teorema 4.1.11 deducimos
que S(v) C S(v). Como los vértices en S;(v) no son adyacentes a v, se debe tener
S;(v) € S4(v), y por lo tanto u # v, pues la rebanada S4(v) \ {v} contiene a S;(v).
Por la definicién de rebanada, se debe cumplir alguna de las siguientes situaciones:
Su) N Sw) =, S(u) € S(v) o S(v) € S(u). Dado que S;(v) C S(u) y S;(v) C
S(v) € S(v), por la propiedad minima que tiene S(u), lo que debe ocurrir es que
S(u) C S(v). Por la misma naturaleza de LexBFS™, se debe satisfacer S(u) C
SA(v) o S(u) € SN(v). Sin embargo, S;(v) C S(u) y los vértices en S;(v) no son
adyacentes a v, o sea, estan en SA(v); por lo tanto S(u) € SA(v). Deducimos que,
para todo z € S(u), el nodo mca(z,v) tiene etiqueta 0 en T. Para demostrar lo
que afirma el lema, fijemos cualquier z € S(u) \ S;(v). Por hipotesis, se tiene que
Si(v) = H(T},), como z ¢ H(T{,) se sigue que mca(z,v) no puede ser el nodo 07. Se
sigue que, para cualquier w € H(Tg,), por la Proposicion 2.2.3, si mca(z,v) >7 0Y,
entonces meca(z, w) = mca(z,v), pero si meca(z,v) <r 0¢, entonces mca(z,w) = 07.
En cualquier caso mca(z,w) es un nodo con etiqueta 0, lo que implica que zw ¢ Fg
por la Proposicion 3.1.5. Como S(u) \ {u} es una rebanada de 0~ mas pequefia que
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S(u), no puede contener a S;(v). Por lo tanto u € S;(v) = H(TY). Utilizando lo
anterior, dado que v € H(T},), podemos garantizar que zu ¢ Eg y por lo tanto
z € SA(u). Esto basta para la contencion S(u) \ Si(v) € SA4(u), pues z es arbitrario.
Ahora, N(z) N S;(v) = @ se satisface porque ya vimos que para cualquier w €
H(T) = S;i(v), se cumple zw ¢ Eg. |

Tenemos también la version simétrica del lema anterior respecto a ¢~ y 0. A
pesar de que el siguiente lema también es importante, no vamos a desarrollar su
demostracion, solo lo vamos a enunciar. Esta decisién la tomamos porque la prueba
es la misma que dimos en el Lema 4.5.10, solo hay que intercambiar los conceptos de
LexBFS y LexBEFS™ segtin lo necesite el argumento.

Lema 4.5.11. Sean G una cogrdfica con codrbol T'. Tomemos o un ordenamiento
LexBFS de Vi y o~ el ordenamiento devuelto por la ejecucion LexBFS™ (G, o). Consi-
deremos v € Vi y j > 0 tales que S(v) es un mddulo de G, y ademds S;(v) = H(TY};).
Si S(u) es la rebanada minima por contencion de o que contiene a S;(v), entonces
S(u)\S;(v) C SAu), y para cualquier z € S(u)\S;(v) se cumple que S;(v) C N(z).

El siguiente lema complementa lo que establece el Lema 4.5.8, utilizando una
hipotesis extra, la cual no conlleva ningiin problema para nuestro algoritmo.

Lema 4.5.12. Sean G una cogrdfica con codrbol T'. Tomemos o un ordenamiento
LexBFS de Vi y o~ el ordenamiento devuelto por la ejecucion LexBFS™ (G, o). Con-
sideremos v € Vi e 1 > 0 tales que S(v) es un mddulo y S;(v) = H(T}),). Se satisface
para cualquier j > 0 tal que la j-ésima vi-celda S;(v;) exista, que S;(v;) = H(Ty}).
Por otro lado, si S(v) es un mddulo y S;(v) = H(TY,), entonces, para todo j > 0,
si la celda S;(v;) existe, ésta coincide con H(Ty!). Todas las celdas son consideradas
respecto a o Yy o .

Demostracion. Fijemos j > 0; supondremos segin el caso que estemos viendo, que
la v;-celda S;(7;) existe, o bien que la celda S;(v;) existe. Comencemos probando que
Si(v;) = H(T}}) dado que S;(v) = H(Tg;) y que S(v) es un modulo. Por el Lema 4.5.9,
se cumple que S(v;) es la rebanada de o~ minima por contencién, con la propiedad
de contener al moédulo S;(v) = H(T})), pues v; es el minimo de este moédulo (respecto
a oy o). Por lo anterior, junto con los hechos de que S(v) es un modulo y S;(v) =
H(T§;), va tenemos todas las hipoOtesis para utilizar el Lema 4.5.10, garantizando
que S(v;) \ Si(v) € SA(v;) y, que para cualquier z € S(v;) \ S;(v) se cumple que
N(z) N S;(v) = @. Veamos qué nos dice lo anterior en relacién a las v; celdas de
un ordenamiento LexBFS~ de G[S;(v)]. Para esto, vamos a denotar por SA(v;) y



148 BFS-LEXICOGRAFICO Y ALGORITMO DE RECONOCIMIENTO

por SN (v;) a la vecindad y no vecindad dentro de S;(v) respectivamente, pero en la
ejecucion LexBFS™(G[S;(v)], 0ls,()), donde hacemos el abuso de considerar a o|g; ()
como un ordenamiento de los vértices de G[S;(v)]. De igual manera, vamos a denotar
por Si(v;) a las v;-celdas en este barrido LexBFS™. Recordemos que lo que define a
la celda S;(v;), tomada respecto a o=, son los vértices en S4(v;) que van separando
a los vértices en SN (v;), hasta que se terminan de explorar los vértices en S4(v;) y
nos quedamos con las v;-celdas constituidas, en particular con Ej (v;). Tomando los
complementos respecto a S(v;) en la contencion S(v;)\S;(v) € SA(v;), obtenemos que
SN (v;) U {v;} C S;(v), garantizando que todos los vértices en SN (v;) y en particular
los de S;(v;), quedan dentro de S;(v) = S(v;), 0 sea que SN (v;) € SN (v;). También
es menester observar aqui que S_N(UZ) C S(v;) = Si(v), por lo que S_N(vi) C S_N(UZ-)7
pues S;(v) € S(v;). De lo anterior concluimos que S¥(v;) = SN(v;). Ahora, para
cualquier z € S4(v;) hay dos posibilidades, la primera es que z € S;(v) = S(v;),
en este caso z € SA(v;) porque zv; ¢ Eg. La segunda opcion es que z ¢ Si(v), o
sea que z € S(v;) \ Si(v), de donde se sigue que N(z) N S;(v) = @. Lo que nos dice
lo anterior, es que los vértices en SA(UZ) que en verdad separan en celdas distintas
a los vértices de SN(vl) = SN(v;) C S;(v), son los vértices en SA(v;) N S;(v). Por
otro lado, tenemos que SA(v;) C S;(v) N (Ve \ N(v;)) € SA(v;), la altima contencion
es porque S;(v) C S(v;). Reformulando la afirmacion anterior, podemos decir que,
los vértices en SA(v;) que en verdad separan en celdas distintas a los vértices de
SN(v;) = SN(v;), son los vértices en SA(v;) N S;(v), o sea los vertices de SA(v;).
Toda la argumentacion anterior es para mostrar que los barridos LexBFS™ (G, 0) y
LexBFS™(G[Si(v)], os,v)) nos van a dejar con exactamente las mismas v;-celdas.
Esto es, para cada k > 0, Sj.(v;) existe, si y solo si Sy(v;) existe, y ademés coinciden
en caso de existir.

Ahora, el coarbol de G[S;(v)] = G[H(T{};)], digamos F', es T, o bien 7§, quitan-
do la raiz 0f en caso de que tenga un solo hijo. Como consecuencia, podemos ver
facilmente que F}; coincide con 77} cuando el nodo 1} existe en F'. De acuerdo con
la Proposicion 4.5.3, tenemos por todo lo desarrollado hasta ahora, que T”‘ Ff]
coincide con S;(v;) = S;(v;). Para demostrar que S;(v;) es H(Tg;) dado que S(v)
es un modulo y S;(v) = H(TY), podemos utilizar una argumentacion casi idéntica,
utilizando los Lemas 4.5.9 y 4.5.11 y la Proposicion 4.5.2 para este caso. Por lo tanto,
terminamos aqui la demostracion. [ |

Teorema 4.5.13. Sean G una cogrdfica con codrbol T', o un ordenamiento LexBFS
arbitrario de Vg y o~ el ordenamiento que devuelve LexBFS~ (G, o). Para cualquier
vértice x € Vg tal que o(x) > 0, es decir, tal que no sea el primer vértice en o, se
satisface lo siguiente. Frxisten v € Vg y k > 0 de tal forma que x = vy 0 x = U, en
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el primer caso se satisface que S(x) = Si(v) = H(Ty,), mientras que en el segundo
S(xz) = Sk(v) = H(T},). Ademds, para cualesquiera i,j > 0, S;(x) = H(TE) vy

Sj(x) = H(TT;) en el caso de existir dichas x-celdas.

Demostracion. Procedamos por induccion fuerte sobre la posicion de z en el or-
denamiento o. El caso base es que x sea el segundo vértice del ordenamiento o. Sea
v el primer vértice de 0. Si x € SV (v), debe existir k > 0 tal que x € Si(v), pe-
ro x es o-minimo en S(v) \ {v}, en particular = es o-minimo en Si(v), por lo que
x = vg. En este caso, por el Corolario 4.1.10 y la Proposicion 4.5.2, podemos afirmar
que S(x) = Sk(v) = H(T},)- Dado que S(v) = Vi es un modulo, podemos utilizar
los Lemas 4.5.8 y 4.5.12 para asegurar que S;(z) = H(Tg;) y S;(x) = H(T{). Algo
similar ocurre si z € S4(v) = S¥(v); tomando k > 0 tal que = € S;(v), se sigue que
T = Ty, pues z es el o-minimo de Sy (v). Por el Corolario 4.1.10 y la Proposicion 4.5.3
tenemos que S(z) = Si(v) = H(TY,). Dado que S(v) = Vi es un modulo, podemos
utilizar los Lemas 4.5.8 y 4.5.12 para asegurar que S;(z) = H(Tg;) y S;(x) = H(TT,).
Esto concluye el caso base para nuestra induccion.

Supongamos ahora que para cualquier y € Vg tal que 0 < o(y) < o(z) se
satisface el enunciado. Tenemos que x debe estir en S™(0=1(0)) 0 en S4(0~1(0)) =
SN(a=1(0)). Tomemos a v, el vértice o-maximo tal que v <, x, y ademas cumple
r € SN(v) o x € SN(v). Comencemos viendo el caso en el que z € SV (v), este caso
nos va a llevar tiempo, asi que tengamos en mente que es uno de dos casos posibles.
En este caso debe existir £ > 0 tal que z € Si(v). Vamos a suponer que v, < z para
derivar una contradiccién. Primero observemos que de ocurrir o(v) > 0, el vértice
v satisface la hipdtesis inductiva, la cual implica, entre otras cosas, que S(v) es un
modulo, o bien S(v) es un modulo; si v es el primer vértice de o, claramente S(v) y
S(v) son ambos médulos. Si o(v) > 0, para cualquier [ > 0 se satisface por la hipotesis
inductiva que, S;(v) = H(TY) cuando la v-celda Sj(v) existe, y que S;(v) = H(T})
cuando la celda S;(v) existe. Lo anterior también se cumple cuando o(v) = 0, esto
por las Proposiciones 4.5.2 y 4.5.3. Por la propiedad de maximo que tiene v, no
puede ocurrir z € SN (vy), asi que x € S4(vi), o sea que xv, € Eg. Sin embargo,
el Teorema 4.1.11 nos dice que S(v;) es la rebanada minima por contencién que
contiene al modulo H(TY,) = Sp(v) = S(v), de donde se sigue que z € S(vy). Pero
que x € S(vy), implica que = € SN (vy), contradiciendo la propiedad de maximo que
tiene v. Por lo tanto = vy, de donde deducimos que S(x) = S(vx) = Sk(v) = H(TY,)
es un modulo.

Si S(v) es un modulo, entonces por los Lemas 4.5.8 y 4.5.12 se tiene que S;(z) =
H(Tg) y Sj(x) = H(TT). Por otro lado, si la rebanada que es modulo resulta ser S(v),
el Lema 4.5.8 y la hipotesis inductiva nos dicen que, como Si(v) = S(z) = H(T},),
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se debe cumplir para todo i > 0 tal que la z-celda exista que, S;(x) = H(TE).
Solo falta ver que para todo j > 0 tal que S;(z) existe, se cumple S;(x) = H(T};).
Sin embargo, como no contamos con que S(v) sea un modulo necesariamente, no
podemos aplicar un argumento directo; asi que, vamos a tener que desarrollar desde
el principio un argumento casi idéntico al que usamos en el Lema 4.5.10. Si o(v) = 0,
es decir, si v es el primer vértice de o, podemos usar lo que explicamos al inicio
del parrafo, porque S(c1(0)) y S(¢~*(0)) son ambos modulos al coincidir con V.
Ahora supongamos que o(v) > 0, y apliquemos la hipotesis inductiva a v. Ademas,
supongamos que S(v) no es un modulo, pues este caso ya quedd cubierto. Notemos
que la hipotesis inductiva, no solo nos dice que S(v) sea un modulo, sino que, como
S(v) no es un moédulo, nos asegura que v = 7, y que S(v) = Si(y) = H(T?,) para
algunos y € Vi y [ > 0. Utilicemos un argumento por contradicciéon para ver que
S(z) € H(TY)), pero antes, notese que para cualquier w € S(z) = Si(v) = H(T{,),
se cumple y <, v <, w y mca(w,v) = 0}. Si suponemos que w € S(z) es tal que
w ¢ H(TY)), se debe tener mca(w,y) > 1) o mea(w,y) < 17. Si meca(w,y) >7 17,
utilizando la Proposicion 2.2.3 y el hecho de que mca(v,y) = 17, deducimos que
meca(w,y) = mea(w,v) = 0;. O sea que yw ¢ Eg y yv € Eg con y <, v, implicando
asi la contradiccion de que w ¢ S(v). La contradiccion que se deriva de suponer
mea(w,y) < 17 = mca(v,y) es mas directa, pues, esta desigualdad implica por la
Proposicion 2.2.3 que 0} = mca(w,v) = mca(v,y) = 17, algo absurdo claramente.
Por lo tanto, se satisface que w € H(TY) = S(v), y por ser w arbitrario, también que
S(x) C H(TY). Al ser S(z) = H(Tg,) un moédulo, se sigue que S(x) es la rebanada
minima por contencién con la propiedad de contener a S(z). Por lo tanto, tenemos
que S(z) € S(x) N S(v). Las rebanadas S(v) y S(z) deben cumplir una, y solo
una de las siguientes condiciones: S(v) N S(x) = @, S(v) C S(z), o S(z) C S(v).
Ya vimos que S(z) N S(v) # @, asi que al ser S(x) ninima por contencién con la
propiedad de contener a S(x), se sigue que S(z) C S(v). A partir de aqui, ya podemos
replicar el desarrollo que hicimos en el Lema 4.5.10 para concluir que S(z) \ S(z) C
SA(z); y que para cualquier u € S(z) \ S(z), se cumple que N(u) N S(z) = @.
Utilizando un argumento que ya desarrollamos en el Lema 4.5.12, lo anterior implica
que la ejecucion LexBFS™ (G, o) a partir de que z es tomado como pivote, genera las
mismas z-celdas que la ejecucion LexBFS™(G[S(z)], 0sw)), porque SN (x) C S(z)
y los vértices en S(x) \ S(z) son inocuos para con los vértices de S(z). O sea que
para j > 0 tal que S;(z) existe, la celda S;(z) coincide con la z-celda respecto al
ordenamiento devuelto por la ejecucion LexBEFS™(G[S(x)], o|g()), pero esta tultima
celda es H(F7Y;) por la Proposicion 4.5.3, donde F es el codrbol de la cogrifica G[S(z)].
De nuevo, un argumento ya trillado para nosotros, nos dice que F7; es justamente

17, pues S(x) = Tg.
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En caso de que tengamos x € S_N(’U), podemos demostrar anidlogamente que
r = Uy para algiin k£ > 0. También la prueba de este caso es analoga a la del caso
anterior, claro, utilizando los lemas y los resultados correspondientes. [ |

Del Teorema 4.5.13 podemos extraer el siguiente corolario.

Corolario 4.5.14. Sean G una cogrdfica con codrbol T', o un ordenamiento LexBFS
arbitrario de Vg y o~ el ordenamiento que devuelve LexBFS™ (G, o). Para cualquier
vértice v € Vg, Si(x) = H(Ty;) st Si(x) existe; también S;(xv) = H(TT;) si Sj(x)
existe.

También, podemos aprovechar lo reciente del Teorema 4.5.13 y su demostracion
que acabamos de desarrollar, para ver de una vez la siguiente observacion plasmada
en una proposicion.

Proposicion 4.5.15. Sean G una cogrdfica con codrbol T. Consideremos o un or-
denamiento LexBFS arbitrario de Vg y o~ el ordenamiento de Vg que devuelve
LexBFS~ (G, o). Consideremos cualquier vértice v € Vi, y denotemos por k(v) al ni-
mero de v-celdas respecto a o; también, denotemos por n(v) al nimero de v-celdas res-
pecto a 0. Se satisface una de las siguientes desigualdades: k(v) —1 < n(v) < k(v),
0 bien, n(v) — 1 < k(v) < n(v).

Demostracion. A lo largo de la prueba vamos a utilizar el Teorema 4.5.13 varias
veces. Si v es el primer vértice de o, por las Proposiciones 4.5.2 y 4.5.3 se satisface
lo que queremos. Por otro lado, si o(v) > 0, para algin y € Vg y algan k& > 0, se
cumple que v = y; 0 v = Y. Consideremos el primer caso. En este caso, tenemos
que S(v) = Si(y) = H(T§),). Para cualquier ¢ > 0 tal que S;(v) existe, se cumple
claramente que S;(v) = S(v;) € S(v) = H(Tg,). Lo anterior implica que, como
Si(v) = H(Ty), se tiene 0? <7 0Y. Ahora, si j > 0 es tal que S;(v) = S(7;) existe,
podemos argumentar de forma analoga a la demostracion del Teorema 4.5.13, para
deducir que S;(v) = S(v;) C S(v) = H(TY,). Podemos concluir, dado que S;(v) =
H(TY;), que 13 <7 0;. Lo anterior es suficiente para mostrar que x(v) es, a lo més,
el nimero de nodos con etiqueta 0 que aparecen en el segmento de v hasta 0} sobre
la rama P,. Del mismo modo, deducimos que 7n(v) es, a lo mas, el niimero de nodos
con etiqueta 1 que aparecen en el segmento de v hasta 07 sobre la rama P,. Solo
resta ver que a todo nodo 0 en la rama P,, que esté sobre el segmento de v a 07 y
tal que H(T};) no sea vacio, le corresponde una v-celda. Sea ¢ > 0 tal que 0¥ <7 0.
Por un lado, H(T§,) € H(Ty,) = S(v), asi que, al ser H(Tg;) un modulo, se cumple
H(TE) € SN(v), y por ende, debe existir ¢t > 0 tal que H(TY) C S;(v). Como las
v-celdas son ajenas dos a dos, se sigue que t debe ser el mismo ¢. Podemos hacer el
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mismo razonamiento para j > 0 tal que 1§ <z 0} y H(T};) no sea vacio. Solo hay
que observar que H(T{;) C H(Tg,) = S(v) € S(v) por ser S(v) un médulo.

Lo que podemos concluir con lo anterior, es que x(v) es exactamente el nimero
de nodos en P,, que estan en el segmento de v a 0, que son de la forma 0} y tales
que H(T})) no es vacio. Es decir, es el nimero de nodos con etiqueta 0 que hay en la
rama P, pero considerada en el coarbol de S(v). De igual forma, podemos asegurar
que n(v) es el nimero de nodos con etiqueta 1 presentes en el coarbol de G[S(v)].
Por lo tanto, se satisface alguno de los pares de desigualdades en cuestion.

El caso en el que v = 7, es andlogo. Vamos a llegar a que k(v) y n(v) son, el

niimero de nodos con etiqueta 0 presentes en el coarbol de G[S(v)], y el nimero de

nodos con etiqueta 1 presentes en el coarbol de G[S(v)], respectivamente. Podemos
concluir que se satisface alguno de los pares de desigualdades en cuestion. [

Ha llegado el momento de dar el algoritmo que construye el coarbol de una
cografica. Para nuestro algoritmo vamos a necesitar los vértices x; para cualquier
r € Vg; vamos a explicar como obtener estos vértices que necesitamos. Sean G
una cografica y o un ordenamiento LexBFS de Vi, también consideremos a o~ el
ordenamiento LexBFS™ que nos arroja la ejecucion LexBFS™ (G, o). Lo que vamos a
utilizar son dos arreglos Z y Z~, tales que para cada x € Vg, Z[z] y Z~[z] son listas.
Por un lado, la lista Z[z] tiene a los vértices {x;: i > 0} y est& ordenada respecto a o.
Por otro lado, la lista Z~[z] tiene a los vértices {Z;: i > 0} y estd ordenada respecto
a 0. Desde luego, los vértices x; y Z; son tomados en relaciéon a las ejecuciones que
resultan en o y o~ respectivamente. En cuanto a la construccion del arreglo Z[z],
notemos que en el Algoritmo 9 se manipulan a los vértices x; de forma ordenada para
calcular la lista N[z]| que tiene las vecindades izquierdas. Por lo que, solo es cuestion
de ir anadiendo los vértices x; al final de la lista Z[z] para que queden o-ordenados,
si es que hay x-celdas, en caso de que no haya z-celdas podemos marcar a Z[z| como
nula.

Para calcular Z~[z], recordemos que también explicamos las modificaciones ne-
cesarias para construir el algoritmo LexBFS™-NSP, el cual hace lo propio para tra-
tar con el ordenamiento LexBFS™. Asi, lo que nos devuelve la ejecucion LexBFS™-
NSP(G, o) es: el ordenamiento o~ ; tres arreglos U, Ry M, tales que para todo
z € Vg, Rlz] = |SN(z)|; si SN(x) = @, entonces la entrada M[z] es nula y la lista
Ulz] es vacia, en cambio para SN (z) # @, M|z] tiene al o~ -minimo de SN (z), o sea
a Ty, y Ulx] tiene la lista en orden con las cardinalidades de las z-celdas respecto
a o~ . Posteriormente, en el proceso de verificar NSP para o~, hay que calcular las
vecindades izquierdas en G de los vértices ; utilizando calculalvec. Notemos que en
este calculo también se manipulan los vértices ;, asi que basta hacer exactamente lo



4.5 CONSTRUCCION DEL COARBOL 153

mismo que en el otro caso. Es decir, basta con ir guardando los vértices T; en la lista
Z~ [x] conforme los vayamos utilizando. Esto funciona, pues haciendo las adiciones
al final de la lista, podemos garantizar que la lista Z~[z] queda o~ -ordenada.

Dado lo anterior, vamos a suponer con toda ligereza, que la ejecucion NSP(G, 1)
nos devuelve, ademas del par (x,j) que se describe en el Algoritmo 11, el arreglo
Z que almacena para cada vértice z la lista Z[x] = [x1,...,2zg]. Del mismo modo,
vamos a contar con que NSP~ (G, o) regresa, ademaés del par (x, j), el arreglo Z~ tal
que, para todo = € Vg, Z~[x] = [Z1,...,T1]. Notese que el tiempo llevado a cabo
en NSP(G, 7), solo aumenta en [{z;: © € V5,7 > 0}| pasos extras, o sea en a lo mas
|V| pasos extras segiin el Corolario 4.3.10; lo mismo aplica para LexBFS™(G, o).

Como en el algoritmo de reconocimiento vamos retornar el coarbol de una cogra-
fica, hay que dar una representacion sintéctica para los arboles. Para dicha repre-
sentacion vamos a usar los simbolos ® y © para denotar la coyuntura en nodos con
etiqueta 1 o en nodos con etiqueta 0. Es decir, si tenemos dos coarboles T} y T5 con
sus respectivas raices 71 y 1o, la formula T ® T hace referencia al arbol enraizado que
obtenemos al colgar, o enraizar, en un nuevo nodo r con etiqueta 1 a los arboles T}
y T5. Para que T} ® T, siga siendo un coarbol, necesitamos garantizar la alternancia
de las etiquetas en sus nodos, asi que, si r; tiene ya etiqueta 1, en lugar de colgar en
r al &rbol T}, entenderemos que se suprime a rq, o sea, solo se cuelgan de r los hijos
de ry en T}, los cuales si tienen etiqueta 0 o son hojas. Desde luego que lo mismo
aplica cuando ry tiene etiqueta 1. De forma analoga, T} ® T hace referencia al arbol
enaraizado que obtenemos al colgar, o enraizar, en un nuevo nodo r con etiqueta 0
a los arboles T} y T5. Y también, hacemos la salvedad de que, cuando r; o ry ya
sean de etiqueta 0, debemos colgar de r Gnicamente a los hijos y no a todo el arbol
completo. También, vamos a tener la convenciéon de que, para cualquier vértice z,
el mismo simbolo x representa al coarbol trivial con vértice x, o sea que enunciados
del tipo o ® T5 si tienen sentido. Para clarificar lo anterior, en la Figura 4.5 pusimos
varios ejemplos de codrboles donde usamos los constructores ® y ©.

Para dar el algoritmo de reconocimiento, vamos a utilizar una subrutina que
construye coarboles recursivamente, ésta la podemos ver en el Algoritmo 15.

Una nota del Algoritmo 15 es que, en las formulas que retornan el dltimo if y
el else, se entiende que se van alternando los constructores ® y © hasta agotar a
los vértices z;, y a los Ty. Como cada celda Si(z) es H(TE) y cada celda Si(z) es
H(T%), el nimero de z-celdas respecto a o, digamos k(z), es el nimero de nodos
0 de P, presentes en el coarbol que estamos construyendo, mientras que el niimero
de z-celdas respecto a o, digamos 7(x), debe ser el nimero de nodos 1 de P, en
el coarbol que estamos construyendo. Lo anterior lo asegura la Proposicion 4.5.15.
Esto significa que si entramos en el ltimo if, entonces x(x) — 1 < n(x) < k(z), ¥y
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Figura 4.5: Construccién de coarboles utilizando ® y ©.
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Algoritmo 15: coarbol(G,x, Z, 7).

© o N o oW =

[
= o

12
13

14

Input: Una cografica GG representada por sus listas de adyacencias; un
vértice z de G que coincide con un y; o con un ¥, para algunos
y € Vg y k>0, o bien, de tal modo que z es el o-minimo de V; un
arreglo Z tal que para todo v € Vg, Z[v] es nula si SV (v) = @, y es
la lista [vq, ...,V ()] en otro caso, donde los vértices vy, ..., Vy(y) son
los o-minimos de las v-celdas respecto a o, con ¢ un ordenamiento
LexBFS de Vi arbitrario; otro arreglo Z~ tal que para todo v € Vg,
Z~[v] es nula si SN(v) = @, y es la lista [0y, . . ., Ty, donde los
vértices Uy, ..., Uy son los 0~ -minimos de las v-celdas respecto a
o0~, con o~ el ordenamiento que devuelve la ejecucion
LexBFS™ (G, o)

Output: Una formula utilizando los constructores ® y © que representa al

codrbol de la subgrafica inducida por {z}UU,., Si(z) UU;5 S,;(x)

if Z[z] y Z~[x] son ambas nulas then
return z;
end
if Z[x] es nula then
‘ return = ® coarbol(G, 7, Z, Z7);
end
if Z[x]~ es nula then
‘ return = ® coarbol(G, x4y, Z, Z7);
end
if o7, € Es then
return [...[[[z @ coarbol(G,x1, Z, Z7)] ® coarbol(G, @1, Z, Z7)] ®
coarbol(G,xo, Z, Z7)| ® ... |;
else
return |.. [[[x ® coarbol(G, T, Z, Z~)] ® coarbol(G, x1, Z, Z7)| ®
coarbol(G, Ty, Z, Z7)]| ® ... |;
end
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si entramos en el else, entonces n(z) — 1 < k(z) < n(z). Por lo tanto, las lineas de
nuestro algoritmo si tienen sentido.

Proposicion 4.5.16. El Algoritmo 15 es correcto. Fsto es, dados x € Vg, Z y Z~
como lo especifica el algoritmo, se devuelve, en efecto, el codrbol de la subgrdfica

inducida por {x} U U5 Si(z) UU, 0 Si(z) = {x} U SN (z) U SN (z).

Demostracion. Sea T el codrbol de G. Como nuestro algoritmo es recursivo, una
demostracion inductiva es adecuada. La recursion serd fuerte y sera sobre el niimero
n—1—o(x), donde n es el orden de la cografica, es decir, comenzaremos del tltimo
vértice en el ordenamiento o hacia el atras. Sea y el altimo vértice del ordenamiento
o, esto es o(y) = n — 1. Como no hay vértices en G que sean o-mayores a ¥y, pero y
es el vértice o-minimo tanto de S(y) como de S(y), se sigue que S(y) = S(y) = {y}.
O sea que coarbol(G,y, Z, Z~) devuelve y, pues SN (y) = SN(y) = @. Asi que, el
enunciado se satisface para y, porque claramente el arbol trivial que solo tiene a y,
coincide con ser el coarbol de grafica inducida por {y}UU;- o Si(y)UU, 50 Si(y) = {y}.
Fijemos x € Vi y supongamos valido el enunciado para todo v € Vi que cumpla

o(z) < o(v). Si SN(z) = S¥(z) = @, claramente, como en el caso base, el coarbol
de la subgrafica inducida por {z} U UZ>0 () UU, =0 S;(z) = {x} es z, pero z, a su
vez, es lo que devuelve coarbol(G,z, Z, Z ).

Algo importante que recordar, es que los argumentos usados en el Teorema 4.5.13
nos permiten derivar que S(z;) C S(z) y S(z;) € S(x), ademds, también que
S(x:)\ Si(z) € SA(x;) v S(T;) \ Sj(x) € SA(T;). Por lo tanto, tomando complemen-
tos sobre S(z;) y S(7;) respectivamente, obtenemos {z;} U SN (z;) C Si(z) = S(x)
y {Z,;} USN(z;) C S;(z) = S(7;). Dado lo anterior, merece la pena mencionar tam-
bién que S(z;) € S(z) y S(7;) C S(z), porque S(z;) y S(T;) son las celdas, en
0~ y o respectivamente, minimas por contenciéon que incluyen a los sendos médu-
los S(z;) y S(z;). Ahora, supongamos que SN(z) # @ o SN(z) # @. Sean r(x)
el nimero de z-celdas respecto a o y n(x) el nimero de x-celdas respecto a o~
Recalquemos la observacion que hicimos antes de comenzar, esto es, que gracias a
la Proposicion 4.5.15, no puede ocurrir k(z) + 1 < n(x) o n(x) +1 < k(z). Por
lo que, si n(z) = 0, se sigue que x(x) = 1 y por ende, coarbol(G,z,Z,Z~) si re-
gresa el coarbol de {x} UUiso Si(z) UlU;s0 Si(r) = {2} U Si(z) = {2} U S(z,) =
{z}U{z} Ul Si(z1) UUjs0 S;(x1). Algo similar ocurre cuando x(x) = 0, ya que
esto implica (), o sea que {z} U5, Si(z) U U, Si(x) = {z} U S(zy).

Finalicemos con el caso en el que Z[x] y Z~[z] son ambas no vacias. La hipotesis
inductiva garantiza que para cualesquiera i, > 0 tales que S;(x) y S;(r) existen, las
ejecuciones coarbol(G,x;, Z,Z~) y coarbol(G,T;, Z, Z~) devuelven respectivamente
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los codrboles de las subgraficas inducidas por {z;} U, Sp(i) U Uq>0 q.(zi) y por
{Zi} UlUps0 Sp(T5) U Uy 5q(T;). Sid,j > 0 son tales que Si(x) y Sj(x) existen,
entonces, usando lo que demostramos en el Teorema 4.5.13 y la Proposicion 4.5.15,
se cumple que S;(x) = S(x;) = H(Tg;) = {2} U, Sp(7:) UU,50 Sy(x) y Sj(z) =

S(z;) = H(T}) = {Z;3UUps0 S (x])UUq>OS (Z;). Por lo tanto, coarbol(G, z, Z, Z~)
devuelve el coarbol de la subgréfica inducida por {z} U, Sp(z) U, S,(2). Lo
anterior, es porque el coarbol de esta dltima subgréfica lo obtenemos enraizando
alternadamente los arboles T y T} sobre la rama P, y por el Teorema 4.5.13,
sabemos que los conjuntos de hOJaS de estos arboles comciden con Si(z) y S;(z)
respectivamente. También utilizamos el Corolario 4.5.7 para determinar si el padre
de x en el coarbol construido, es el primer nodo en P, con etiqueta 0, o es el primer
nodo en P, con etiqueta 1. [ |

Proposicion 4.5.17. Sean G una cogrifica, o un ordenamiento LexBFS de Vg y o~
el ordenamiento que devuelve LexBFS™ (G, o). Si x € Vg, coarbol(G,x,Z,Z~) toma
tiempo O(]S(2)| + [5(2)| + 22 esn (@) AY) + 2, cav(r) dy) + d(2)).
Demostracion. Antes de comenzar, observemos varias cosas para un vértice cual-
quiera y € V. Encontrar a y; v ¥, en caso de que existan, toma tiempo constante;
esto porque y; es el primer vértice de Z[y], mientras que 7, es el primer vértice de
Z~[y]. También, notemos que ¥y, ...,y z-, Pertencen todos a N(y) por definicion.
Por lo tanto, de acuerdo con la Proposicion 4.5.15, tenemos que alguno de los pares
de desigualdades |Z[y]| < [Z7[y]| < [Z[y]| + 1, o [Z7[y]| < [Z]y]] < [Z7[y]| + 1 se
satisface, asi que tenemos |Z[y]| +|Z7[yl| = {T1s - > Uz-y | + Hyns - Yz} <
2|Z7[y]| +1 < 2d(y) + 1. Utilizando induccion como en la prueba de correctud, tene-
mos que, si x es el Gltimo vértice de o, entonces el algoritmo solo verifica que SV (z)
y S_N(x) son vacias y devuelve z, lo cual toma tiempo constante. Ahora supongamos
que o(z) <n—1.Si Z[z] y Z~[z] son ambas vacias, ocurre lo mismo que en el caso
base, y por ende, la ejecucion devuelve a x en tiempo constante.

Algo importante que recordar, es que los argumentos usados en el Teorema 4.5.13
nos permiten derivar que S(z;) C S(z) y S(z;) C S(z), ademds, también que
S(x:)\ Si(x) € SA(x;) y S(z;)\ S;(x) € SA(F;). Por lo tanto, tomando complemen-
tos sobre S(z;) y S(¥;) respectivamente, obtenemos {x;} U SN (x;) C Si(z) = S(z;)

y {z;} U SN(z;) € S;(x) = S(z;). Dado lo anterior, merece la pena mencionar
también que g(xz) - S( )y S(@;) € S(x), porque S(z;) y S(T;) son las celdas,
en o0~ y o respectivamente, minimas por contenciéon que incluyen a los sendos mo-
dulos S(z;) y S(z;). Si Z[z] es nula, pero Z~[z] no lo es, la ejecucion toma una
unidad de tiempo para verificar lo anterior, mas los pasos que tome la llamada re-
cursiva a coarbol(G, Ty, Z, Z~). Por hipotesis inductiva, esa tltima ejecucion toma
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tiempo O(IS(E)| + S|+ Xyeonen 1) + 5, csw(may HIF), pero, por o
desarrollado en el Teorema 4.5.13, este tiempo estd acotado asintéticamente por
O(S(z)| + |S(z)] + > yes (@) =58 () Ay)). Algo similar ocurre en el caso en el que
Z~[x] es nulay Z[z] no lo es. Ahora, solo nos queda por ver el caso en el que ni Z[z]
ni Z~[z] son vacfas. De nuevo, por la argumentacion efectuada en el Teorema 4.5.13
junto con el hecho de que las celdas son ajenas dos a dos, tenemos las siguien-
tes desigualdades: >, [S(2:)] = Diu019i(@)] < SN(2); Diug 1S (@) < [SA(2)];
> 0 5@ = Yo [S5()] =[SVl ¥ 3y00 |S()| < [S(2)]. Ademis, tam-
bién se cumple para cualesquiera i,j > 0, que > cov ) d(y) + X, can,,) A) <
> yesix) QW) y ZyesN(@) d(y) + ZyesT(fj) d(y) < Zye@(x) d(y). Notemos también
que T1,...,T|zp) son vértices en SN (z), y que Ty, ..., Tjz-|y son vértices en SN(z).
Por lo tanto, usando la hipoétesis inductiva, deducimos que el tiempo que lleva a
cabo calcular todas las ejecuciones coarbol(G,x;, Z,Z~) y coarbol(G,T;, Z,Z~) es
O(|S(x)] + |S(z)| + > yesh(z) AY) + 22, com (o, A(y)). Por otro lado, los constructores
® y © se utilizan tantas veces como |Z[z|| + |Z 7 [z]| — 1 < 2d(z). Por lo tanto,
el tiempo que utiliza toda la ejecucion coarbol(G, x, Z, Z7), es O(|S(z)| + |S(z)| +
(X yesn (@) AW) + (X eam ) ) + d(2)). u

Corolario 4.5.18. Sean G una cogrdfica, o un ordenamiento LexBFS de Vg y o~
el ordenamiento que devuelve LexBFS™(G,0). Si x es el primer vértice de o, en-
tonces la aplicacion del Algoritmo 15 con x, es decir coarbol(G,x,Z,Z~), construye
el codrbol de G en tiempo O(n + m), donde n y m son el orden y el tamano de G
respectivamente.

Entonces, nuestro algoritmo de reconocimiento lineal para cograficas queda como
se observa en el Algoritmo 16.

De los Corolarios 4.3.17 y 4.5.18, junto con la Proposicion 4.4.2, se desprende
directamente que el Algoritmo 16 es correcto y es O(n + m), donde n y m son el
orden y el tamano de GG respectivamente.
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Algoritmo 16: esCografica(G, 7).
Input: Una grafica G representada por sus listas de adyacencias y 7 un
ordenamiento de Vg
Output: Si GG es una cografica, una formula utilizando los constructores ® y
© que representa al coarbol de Gj; si G no es cogréfica, los vértices
de un P, inducido en G

1 /* Recordemos que Z y Z  son arreglos tales que
Z[x] = [x1,25,...] y Z7[T1, T, .. ] ./

2 Ejecutar NSP(G, 1) y guardar el resultado en (o, (z,71), Z);

3 Ejecutar NSP~(G, o) y guardar el resultado en (0, (y,t), Z7);

4 /* Si 0 no satisface NSP */

5 if (z,r) # (—1,—1) then

6 | calcular Q < N_({z,}) N S(x);

7 calcular R < N_({z,41}) N S(z);

8 Ejecutar reporta-Py(G, o, x,r, x,, 41, Q, R) y guardar el resultado en
(u1, ug, us, uy);

9 return (u, ug, U, Uy);

10 end

11 /* Si 0~ no satisface NSP */

12 if (y,t) # (—1,—1) then

13 | caleular Q < N-({7,}) N S(y);

14 | caleular R < No({F,,1}) N S(y);

15 Ejecutar reporta-P; (G,07,y,t,Y;, Y11, @, R) y guardar el resultado en
(U1, ug, uz, uy);

16 return (u, ug, Us, Uy );

17 end

18 return coarbol(G, 07 1(0),2,27);
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Ejemplificacion del proceso de
reconocimiento

En esta parte vamos a revisar someramente, algunos ejemplos del procesamiento
del algoritmo de reconocimiento. Vamos a hacer un caso ejecutdndolo sobre una
cografica, y otro caso ejecutandolo sobre una grafica con un P, inducido. Las graficas
que usaremos en los ejemplos las podemos ver en la Figura 4.6; la cografica es G,
mientras que la gréfica que tiene un P, inducido, y por lo tanto no es cografica, es

Figura 4.6: Cografica G' y grafica H con un P, inducido.

Primero consideremos la ejecucion esCografica(G, 7) utilizando el Algoritmo 16.
Vamos a tomar 7 como el orden natural de los vértices de G, es decir, 7 = [vy, ..., vs],
suponiendo desde luego que las listas de adyacencias de G aparecen en ese orden.

Lo primero que hacemos es ejecutar NSP(G,7), o sea, el Algoritmo 11. Este
algoritmo, como vimos a lo largo del capitulo previo, combina: la version lineal de
LexBFS (el Algoritmo 8) con los cambios descritos en las paginas 113-118 acoplados,
el algoritmo calculal.vec (el Algoritmo 9) trabajando en conjunto con el Algoritmo 10,
y por ultimo, las modificaciones mencionadas en la pagina 152 que permiten calcular
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la lista Z. La salida de NSP(G, 1) la almacenamos en una tripleta (o, (x,r), Z),
veamos explicitamente quiénes son estos objetos. Cabe resaltar que, al principio de
la ejecucion NSP(G, 1), ordenamos las listas de adyacencias de G respecto a 7; una
vez hecho esto, las listas quedan como se puede ver en la Figura 4.7.

(G,

R S A S

(A
Vo
V3!
Vy:
Vs .
Vg -
(%
(U

U3
U3
U1
Us
01
0
U1
U1

Us
Us
V2
Vg
V2
V2
V2
V2

Vg
Vg
Vs
v
U3
U3
U3
U3

v7
v
Ve
Vg
Vg
Vg
V4
Vg

Ug
Ug
U7

U7
(%3

Ug

Figura 4.7: Listas de adyacencias de G ya T-ordenadas.

En la Figura 4.8 podemos ver la ejecucion de LexBFS tomando como entrada a

).

{1, v2,v3, V4,05, V6, V7, Us}]
{/037 Us, Vg, U7, US}
{U57 Vg, U7, U8}

[
[
[
[
[{or}
[
[
[
[

{2, v4}]

{v2}
{v2}
{vs}
{vs}
]
&
1]

{va}]
{va}]

{v2} {va}
{v2} {va}
{v2} {va}

%]
6]

{va}

2]

]
]
]
]

Ul)

U1, U3, Us, Us, U7)

U1, Vs, Us, Vs, U7, Us)

U1, V3, Us, Vg, Ur, Us, 712)
U1, U3, Us, Vs, U, Us, U2, U4)

99999399909

(
(
(
(
(Ul, V3, Vs, UG)
(
(
(
(

Figura 4.8: Ejecucion del algoritmo LexBFS usando a G y 7 como entrada.

De acuerdo con la ejecucion de LexBFS con entrada G y 7, pusimos en la Figu-
ra 4.9 las celdas y las vecindades izquierdas que necesitamos.

Con un vistazo, podemos verificar que o satisface NSP, es decir, satisface la
propiedad definida en la Definicion 4.3.2. Asi que, el Corolario 4.3.17 nos dice que
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vy S1(v1) = {va} Sy(v1) = {va}
N<<’U2) N S(Ul) = {Ug, Vs, Vg, Ut, Ug} N<(U4) M S(Ul) = {U5,U6,’U77 Ug}
715; Si(vs) = {ve, v, vs}
N<(U6) N S<U5) =g
Vg . Si(ve) = {vs}
N<(U8) N S(U(;) =y

Figura 4.9: Celdas S;(z) y las vecindades izquierdas N_(z;).

la pareja (z,7) es la pareja (—1, —1). Por lo demés, podemos ver de las Figuras 4.8
y 4.9 que o = [vy, v3, v, Vg, U7, Vs, U2, V4] ¥ Z es el arreglo bidimensional tal que

(UQ,U4> si 1=1
(vg)  si 1=25
(Ug) si 1=20

o sioi¢{1,56)

Z[Ul] =

Luego, se ejecuta NSP~(G, ). Como describimos en la pagina 129, NSP~ com-
bina LexBFS™-NSP junto con calculaLvec para producir una salida que nos dé: el
ordenamiento o~ un par ordenado (y,t) con el que vamos a poder saber si 0~ cum-
ple NSP, y, con las modificaciones comentadas en la pagina 152, también el arreglo
Z~. Al comienzo de la ejecucion NSP~(G, o) ordenamos las listas de adyacencias
de G respecto a o; una vez hecho esto, las listas quedan como se puede ver en la
Figura 4.10.

En la Figura 4.11, podemos ver la ejecucion de LexBFS™ usando como entrada
a G y o. Por otro lado. en la Figura 4.12, vemos las celdas respecto a o~ y las
vecindades izquierdas que nos interesan. Recordemos que para x € Vg e 1 > 0,
tenemos que N (7;) N S(x) = ((«, %)< \ No(:)) N S(x), donde (+—,7;)<__ es el
conjunto de vértices o~ -menores a T;.

En la Figura 4.12, podemos ver que todas las contenciones que se necesitan para
que o~ cumpla NSP, en efecto se satisfacen. Por lo tanto, el par (y,t) que devuelve
NSP~(G, o) es el par (—1,—1). Ademés, 0~ = [vy, Vg, U4, V3, Us, Vg, Us, V7] Y £~ es el
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Vi: Vg Vs Vg V7 U

Vg:.: Vg Vs Vg V7 U

V3. Uy Vs Vg V7 Vg Uy
Vg: Vs Vg Uy Vg

V5. Uy V3 Vg U4

Vg: Uy Vg V7 Vg Uy

Vr.: Uy Vg Vg Vg Uy

Vg: Uy Vg V2 Vg

Figura 4.10: Listas de adyacencias de G, pero o-ordenadas.

L: [{U17U37U57U671}67U87U27U4}]

o =)

L: [{va,vs} {vs, v5,v6, V7, Vs }]
o~ = (n)

L: [{vs} {vs, vs, ve, v7, V3 }]
o~ = (v1,v9)

L: (@ {vs} {vs, v6, v7, Vs }]
o~ = (v1,v9,v4)

L: [@ 1%} {vs, vs, v7, V8 }]
o~ = (v1,v2,04,03)

L: (@ g {ve, v7, vs}]
o~ = (v1,vg, V4,03, Us)

L: [@ g {vs} {vr}]
o~ = (v1, V2, V4, U3, Vs, Ug)

L: (@ %) %) {vr}]
o = (1)1, V2, U4, V3, Us, Vg, Ug)

L: [@ % 2 2]
g = (1)1, Vg, V4, U3, Us, Vg, U, ’07)

Figura 4.11: Ejecucion del algoritmo LexBFS™ usando a G'y ¢ como entrada.

arreglo bidimensional tal que
(vs,v5) si  i=
Z [v) = (v7) si  ©1=6
@ sioi¢{1,6}
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(U Si(vi) = {vs} Sa(v1) = {vs, vs, vs, v7}
N<(’U3) N S(Ul) = {Ul,UQ} N<(U5> ns Ul) = {U17U27U4,U3}

Vo .

Vg4 .

Vs :

Vs :

(I S1(ve) = {vr}

N-(v7) N S(vg) = {vg}
Vg
(Vi

Figura 4.12: Las celdas S;(7) y las vecindades izquierdas N (T;).

Dado que (z,r) = (y,t) = (—1,—1), la ejecucion esCografica(G,T) no entra a
ninguno de los bloques if, y por ende, devuelve el resultado de la llamada a la rutina
coarbol, o sea, el Algoritmo 15. El historial de la ejecucion coarbol(G, vy, Z, Z7) lo
podemos encontrar en la Figura 4.13; omitimos en dicha figura los argumentos Z y
Z~, pues no aportan nada para entender mejor el historial.

coarbol(G, vy)
[[[t1 ® coarbol(G, vy)] ® coarbol(G, v3)] ® coarbol(G, vy)| ® coarbol(G, vs)
[[[v1 @ vo] ® v3] © V4] ® [U5 © coarbol(G, vg)]
[[[11 ©@ vo] ® v3] ® V4] ® [v5 © [[vg ® coarbol(G, v7)] © coarbol(G, vg)]]
[[v1 © v2] ® v3] © V4] ® [v5 © [[6 ® V7] © vs]]

U W N =

Figura 4.13: Ejecucion de coarbol(G, vy, Z, Z7).

Por lo tanto, de acuerdo con la Figura 4.13, la expresion que devuelve la ejecucion
esCografica(G, 7), y por ende, la que define al coarbol de G en la Figura 4.6, es:
[[v1 ® Vo] ® V3] © V4] ® [V5 © [[v6 ® v7] @ vg]]. A esta formula le corresponde el coarbol
de la Figura 4.14.

Con esto, damos por concluido el caso donde la grafica que pasamos como entrada
al algoritmo si es una cogréfica, y pasamos al caso donde no es cogréfica. La primera
parte, la de las llamadas a NSP y a NSP~, van a ser muy similares a las del caso
anterior; pero vamos a poner todas las ejecuciones completas, justo para observar en
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N

AN

AT

AT

U1 U2

U7

Figura 4.14: Coarbol de la expresion [[[v; ® va] ® vs] © v4] ® [v5 © [[vs ® v7] ® vg]], es

decir, de G.

donde se rompe la propiedad NSP. Recordemos que vamos a utilizar a la grafica H

de la Figura 4.6.

Comenzamos, como en el caso anterior, con la ejecucion esCografica(H, 7). Notese
que vamos a pasar como entrada al mismo ordenamiento 7 = [vy, ..., vs], pues es el
ordenamiento natural de los vértices de H. Una vez que se ejecuta la linea NSP(H, 7),
se ordenan las listas de adyacencias de H quedando como estan en la Figura 4.15.

(U
Vg .
Vs
Vy -
Us :
Ve -
U7
Vs :

Vg
U1
U1
U1
Vg
Vg
Vg
U1

U3
Vs
V2
U3
Ug
V4
Vs
Us

V4
Us
Uy
(]

Uy
U7

Ug
Vg
Clrd
Clrd

Ug

U7

Figura 4.15: Listas de adyacencias de H ya 7-ordenadas.

Como ya rememoramos en el caso anterior, la ejecucion del Algoritmo 11 en la
ejecucion NSP(H, 7), conjuga varias subrutinas para poder retribuir como salida una
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tripleta (o, (z,7), Z). Las componentes de esta tripleta de salida son: el ordenamien-
to o = [v1, g, V3, V4, Vs, U7, Vg, Us| que se genera en la ejecucion LexBFS(H, 7), esta
ejecucion la podemos ver en la Figura 4.16; el par (x,r), que en este caso va a ser
(—1,—1), ya que, calculando las celdas y las vecindades izquierdas necesarias como
se muestra en las Figuras 4.17 y 4.18, podemos darnos cuenta, usando la observaciéon
en 129, de que o si satisface NSP. Por dltimo, Z es el arreglo bidimensional que
guarda a los o-minimos de las celdas, o sea, queda como sigue:

<U7,U6,U5) si 1=1
Zv) = (vg,v8)  si =2
16} sioi¢{1,2}

L: [{U17027U37U47U57U67U77U8}]

o= ()

L: [{Ug,(’U3,)U4,Ug} {ws, v6,v7}]
L: [{vs} {va,vs}  {vs, v6,07}]
O':('Ul,U2>

L: (o ( ) {va} {vs} {vr} {vs, ve}]

L: @ 2 fush  Avry {us}  {vs]]

g = (Uh Vg, U3, U4)

L: @ Z @ {or} {ue}  {vs}]
o = (v1, 2, V3, V4, Vg)

L: [© %) %) %) {ve}  {vs}]
o = (v, va, V3, V4, U, V7)

L. @ @ @ @ @ {vs}]
o = (v1,v2, V3, V4, Vg, U7, Vg)

L: [© %) %) %) %) %]

o = (UI,U27U37U47087U7av671}5)

Figura 4.16: Ejecucion del algoritmo LexBFS usando a H y 7 como entrada.

Después, se ejecuta la llamada NSP~(H, o), la cual, como ya se repas6 en el caso
previo, devuelve la tripleta (o7, (y,t), Z~). En esta llamada se ordenan las listas de
adyacencias de H respecto a 0 como se puede observar en la Figura 4.19. Muy similar
a la llamada de NSP, tenemos que 0~ = [vy, v7, Ug, Vs, U3, V4, Us, U2] es el ordenamiento
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vz Si(vr) ={vr} Sa(vi) = {ve} S3(v1) = {vs}
V2’ Si(v2) = {va} Sa(v2) = {us}

Figura 4.17: Celdas S;(x).

vi: No(v7) N S(v1) = {va,v3,v4,v8F No(v6) N S(v1) = {v2,v4,v8} Nc(vs) N S(vy) = {vg,v8}
Vg N_(vg) N S(ve) = {vs3} N_(vs) N S(vg) =@

Figura 4.18: Vecindades izquierdas N (x;).

que arroja la ejecucion de LexBFS™ usando como entrada a H y ¢. En la Figura 4.20
podemos ver el historial de esta ejecucion. En la Figura 4.21 podemos ver el calculo de
las celdas. Como solo se generan celdas para vy, vamos a omitir la tabla con el calculo
de las vecindades izquierdas, pues este calculo solo se realiza para las v;-celdas.

Resulta entonces, con la informacion de la Figura 4.21 y notando que vg <,- vs,
que el arreglo bidimensional Z~ queda como sigue:

—y 1 (U3,U4,Ug) si 1=1
Z[”l]_{ o s i#1

De acuerdo con las celdas, sus o -minimos en la Figura 4.21, y la observaciéon en
129, vamos a tener las vecindades izquierdas siguientes
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V1
Vg
V3.
Vg
(U
Ve -
U7
(O

Vg
U1
U1
U1
V2
V2
Vg
U1

U3
Vs
o)
U3
Ug
U4
Vs
U7

V4
Cird
V4
Clrd

Ug
Uy
Ve

Ug
Vg
Cird
Vg

Ug
Us

Us

Figura 4.19: Listas de adyacencias de H, pero o-ordenadas.

[{Uh U2, U3, U4, U8, U7, Vg, U5}]

o =)

[{'U%UGaUS}

o” = (un)

[{ve, vs}

o~ = (v1,v7)

[{vs}

o = (Ula U7, UG)

(&

S (vla V7, Ve, U5>

1%

o = (Ula V7, Vg, Us, US)

1%

o = (Ulv V7, Vg, Us, U3, U4)
1%

o = (Ula V7, Ve, Us, U3, V4, US)
1%

o = (vla V7, Vs, Us, U3, U4, Vs,

Vg)

{U27 U3, V4, Us}]

{712, U3, U4, Us}]
{vs}
{vs}

16}

6]

{v2, vy, v8}]
{va} {2, v8}]
{va} {vs}  {va}]
2 {vs}  {va}]
Z g {va}]

@ %) 2]

Figura 4.20: Ejecucion del algoritmo LexBFS™ usando a H y o como entrada.

Nc(v3)
N (v4)
N (vs)

ns
ns
ns

(v1) = {o1, v7}
(v1) = {v1,v3, v6, v7}
(v1) = {v1,vs, v6, v7}
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v Si(vr) = {vs} Sa(vi) ={va} Ss(vi) = {v2,vs}
(%
Vg -
(U
Vs
Vg
(%
Vg

Figura 4.21: Celdas S;().

Podemos notar que ¢~ no cumple la propiedad NSP con el vértice vy, pues, si
la cumpliera, se deberfa tener N_(vy) N S(v1) = {vy,v3,v6,v7} C Ne(vg) N S(v1) =
{v1,vs,v6, 7}, pero esto no ocurre. Por lo que, el par (y,t) que regresa la ejecucion
NSP~(H,o) es (v1,2); siendo més especificos, regresa el par (1,2), ya que v; se
codifica como 1 respecto a la enumeracion natural de las listas de adyacencias en H.
Por lo tanto, la ejecucion esCografica(H, 7) no entra al primer if, porque (z,7) =
(—1,—1), pero si va a entrar al segundo if, debido a que (y,t) # (—1,—1).

Una vez dentro del segundo if, se calculan las listas () y R utilizando a los
vértices J, = (v1)2 = Vs ¥ Ypyq = (V1)241 = vs. Es decir, calculamos

Q < N-(vy) ﬂ?(vl) = [v1,v7,06,03] ¥ R < N(vg) ﬂ?(vl) = [vy, v7, Vg, V5]

Luego, ejecutamos reporta-P, (H,o~, v, 2,04, vg, @, R). En esta llamada, siguien-
do el pseudo-codigo de el Algoritmo 14, se calculan, usando la rutina complemento
(el Algoritmo 13), las listas A < [vs,v4] y B < [v5, v4]; estas listas son los comple-
mentos en [U17U8)<07, de R y @ respectivamente. En seguida, calculamos las listas
Ly < [vg,v3] ¥ Ly < [v4,v5] que son las sendas reversas de A y de B. Después,
usamos la subrutina contiene (el Algoritmo 10) para hallar el primer elemento de
la lista L; que no esta presente en Lo, que, en este caso es el vértice vs. Este vs,
resulta ser el o~ -méximo que es menor a vg, y que ademas pertenece al conjunto
(N<(vg) N S(v1)) \ (N<(vg) NS(v1)). De nuevo, utilizamos el Algoritmo 10, esta vez
para encontrar el primer elemento de B que no esté presente en A, o sea, para hallar
vs en este caso. Este vs es el vértice o~-minimo en S(v;) que distingue en H a vy y
vs, siendo més especificos, que es adyacente en H a v4, pero no lo es a vs.

Por dltimo, fragmentamos en casos para ver que es lo que devuelve la rutina.
El primer caso es que v; no esté en N(vs), o sea, en el complemento de N(vs). Lo
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anterior es equivalente a que v; y v3 sean vecinos en H. Como esto si ocurre, entramos
a ese if, y por ende, regresamos a la tupla (v, vs, v3,vg) como salida de la llamada
reporta-P, (H,o0™ vy, 2,04, vs, @, R). Claramente, los vértices vy, vs, v3, vg inducen un
Py en la grafica H de la Figura 4.6, pues la tupla (v, vs, vs, vg) es un Py inducido en
la grafica H.
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Conclusiones

Cerramos esta obra con un par de observaciones, que evidentemente, tienen como
fin resaltar su mucha o poca contribucién en el medio. A decir verdad, los tnicos
capitulos con un aporte fuerte son los que refieren a las cograficas y al algoritmo
de reconocimiento, pues, aunque en los capitulos de preliminares haya habido un
intento por introducir los temas con el estilo del autor, son temas que claramente
se encuentran en casi cualquier texto sobre teoria de graficas o sobre complejidad
computacional.

Sin embargo, en los capitulos restantes, me atrevo a decir que hay contenido méas
fresco, por decirlo de alguna manera. No conceptos nuevos del todo, puesto que todos
los conceptos ya han sido estudiados y utilizados en diversos articulos académicos,
por ejemplo, en los que hacemos referencia en la bibliograffa; pero si en el sentido
de que la profundidad y el rigor con los que los presentamos conllevan cierto valor.
El capitulo de cograficas, en particular la seccion del teorema de caracterizacion,
presenta varias demostraciones de mi autoria, sin mencionar que en mi opinién, son
demostraciones simples, directas y rigurosas, sin ningin rellano de ambigiiedad.

En el capitulo de BFS-Lexicografico y el algoritmo de reconocimiento, puedo afir-
mar que se logré un buen puente entre la teoria y la implementacion de los algoritmos,
ya que en muchas subrutinas se proporciona un pseudo-cédigo claro y riguroso, que
puede ser facilmente traducido a una implementacién concreta. Justamenete en esto
radica la mayor contribuciéon de este capitulo, en que siempre se tiene en considera-
cion el construir una pauta para una implementacion concreta del algoritmo LexBFS
y del algoritmo de reconocimiento, sin descuidar la parte tedrica de los algoritmos.
Como el lector pudo constatar, las pruebas de correctud y los anélisis de complejidad
para los algoritmos, no siempre son tan directos debido a su complejidad, pero no
cejamos en la formalidad y rigor necesarios para poder establecer con una certeza
matematica su funcionamiento. A pesar de que el algoritmo de reconocimiento de [2]
estd definido y explicado en ese articulo, aqui desglosamos todos los puntos acerca
de su funcionamiento y su correctud.

Por dltimo, el apéndice donde analizamos dos ejecuciones del algoritmo, también
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puede resultar de mucha ayuda para comprender mejor como todas las subrutinas
se acoplan en el funcionamiento del algoritmo principal. En conclusion, este trabajo
puede resultar de ayuda para cualquier interesado en conocer a detalle el funciona-
miento del algoritmo LexBFS o del algoritmo de reconocimiento para cograficas en
tiempo lineal; y también para cualquier interesado en llevar a cabo una implementa-
cion de estos algoritmos de una manera relativamente simple.
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