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1. INTRODUCGION 

Uno de los problemas que con más frecuencia se presenta en una 

empresa es el de la selecci6n del conjunto d~ proyectos que maximizan sus b!, 

neficios '· sujetos a restricciones de ca.pi tal, en un periodo de planeaci6n e~ 

pacificado. 

El objeto d2 este trabajo es describir, dentro de las técnicas 

de la programaci6n matemática, el método denominado de rami.ficaci6n y acota-

ci6n progresiva aplicado al problema anterior, así como el desarr~llo de un 

programa de computadora que resuelve un algoritmo basado en esta técnica. 

Con e~. te fin, se presenta. inicialmente un basquejo de la teo-

ría d~ dualidad de la programación lineal para fijar los antecedentes de la 

programación disc.~ta. Posteriormente se hace una breve descripción históf'! 

ca de la pro[;,ramaci6n presentandtl además le formulación matemática de la tác -
nica de ra.mificaci6n y acotación. 

Finalmente, en las conclusiones se discuta la solución del 

blema planteado, y el uso del nlgori tmo media.rite cemp1.rta.dora. 
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1. TEORIA DE DUP.LIDAD DE LA PROGRAMACIOf\J LINEAL 

1.1 Planteamiento, lemas v teoremas 

El problema general de programación lineal puede expli 

carse definiendo la teoría de dualidad. 

A continuación se explica, en forma somera, dicha teo-

ria. 

Dos problemas de programación lineal se llaman duale~·· 

si tienen la siguiente forma: 

Primal (P) 

Max Z = CX 

A X< d - - -
X~ O 

Oonde 

z función objetivo 

X vector de variobles 

u vector de variables 

(1) 

(2) 

(3) 

primales; 

dualF.is; 

X 

u 

Dual (o) 

d'u (4) ,:-.-· 

min Z' = 

A' u 2 e' (5) 

u ~ o .(6) 

( . 1 
i t ••• ' =tX jJ; .i = ·n 

~{L!i} ; i ::: 1 , ~ .. ~ ' 

... 
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b vector de recursos; b ={bi}; i :::: 1, ... ' m 

e vector de costos: e ={e j}; j :1 1, ... 1 n 

A matriz de coeficientrJs de las restricciones¡ A :::{aij} ¡ 

i"' 1, ... , m j:::: 1, ... , n 

De lo anterior se observa que: 

1. El objet::i.vo en P es mo.xin-.izer, y en D minimizar 

a las restricciones son de la fcrrna ( ? ) y en el de maxirnización de la far 

ma ( ~ ) 

3. La matriz de coeficientes de un sistema es igual a la traspuesta 

del otro 

4. Los términos independientes de un sistema son iguales a los cae-

ficientes de la función objetivo del otro 

5. El número de variables de un sistema, es igual al núme:!"'ri de res-

tricciones del otro 

6. En ambos sistemas se satisfacen las restricciones de no negati-

( X u ) viciad -- ;:::: O y - ;:::: O . 

1.2 Teorema de uualidad 

La importancia de la definición de los problemas duales 

se debe a que existe una relación entre sus soluciones factibles y 6ptimat:>. 

Una vez establecidas estas mediante un conjunto de lemas y teoremas, se pue 
. . -

den construir algoritmos de d:i. 1Jc~rs;:1 natuntlezn para resolver el problema de 

programación lineal. 

'" 
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Lema 1. 1 

Si .?::. es Lln:: !:Oluclón factible para el primal y u una so 

luci6n factible para el dual, entonces: 

e Y. $ d'u o Z'$ Z 

Prueba: mu.itiplicando A X$d por u y A' u ~ C' P,.,,., X''• 
-· - !t 

u' A X $ !!'!! } => u'A ~$ d'u 
X'A u ;:: X' c1 - u'A X ~ f2 ~ 

por ln tanto 

De lo anterior se concluye que cuando existen soluciones 

factibles tanto para el primal como para el dual, el valor de Z deJ. prcbl= 

ma de minimización constituye una cota superior para los valores de Z' y 

también el valor de Z' del problema de maximizac~~ constituye una cota in-

feriar para los valores de Z. 

Lema 1.2 

Si Xº es una solución factible para el primal y si .!:!º es 

una solución factible para el dual y además f ~rJ == 9, !::!.º, ~ntonces Xº y uº 

son óptimos en sus respectivas solucione~ factibles básicas. 

Prueba 

Por el lema 1 . 1 

se llega a 

r. X < C Xº · , - ~-· -
lo que implica qtie Xº es óptimo. 

.,, 
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Igualmente para cualquier soluci6n f~ctible u del dual, 

se tiene 

. ·, 

d' u ~ C Xº = d' uº 
;,,.; 

lo que implica que 

\ ,'' 

De lo anterior se deduce que uº es óptimo. 

Teorema 1. 1 (de dualidad) 

Una solución factible Xº del primal as óptima si, y sclo 

si, existe una solución factiblB uº del dual, para la cual 

d' uº ::: C Xº 

Una solución factible uº es óptima si, y solo si, existe 

una solución Xº para el primal tal que 

C Xº = d' uº 

Teorema 1.2 (de existencia) 

a) Un problema primal (por lo tanto el dual correspondiente) tiene 

una solución óptima si, y solo si, ambos tienen soluciones factibles 

b) Si uno solo (dual o primal) de los prüblemas tiene solución fac • 

tible, entonces su función objetivo no esté ecotada. 

Pruebas 

a) Si 2Sº es la solución óptimG del primu.l 1 por el teorema de duuli 

dad, el dual tiene soluc:i.6n fnct:JblP l!. . Considérese ahora Que el primal y el 

dual tienen solucjones factibles~ y ~; entonces E~ y d' u son 

lo tanto, del lema 1, ~· ~ s:i.rve como cota superior de la funciión 



5 

del primal ~. aunque no es necesariamenle ls manar cnta superior. 

Por lo tanto el primal i::iene 6pttmo. 

b) Sea el dual no factible, y sup6ngaso quo ~ es una soluci6n fa.E, 

tible del primal, con valor~~ para la función objetivo. Esta no puede ser 

óptima, pues si lo fuera, por EÜ teorema de dualidad estaría garantizada la 

existencia de una solución factible del dual, lo cual contradice la primera 

suposición, por lo tanto no eKLste solución factible del primal que pueda 

ser óptima y se concluye que no está acotada. 

1.3 Releción de las holaurRs comolémentarias de los problemas primal v dual 

Establece la correspondencia entre una soluci6n óptima del 

primal y la correspondiente holgura de una solución 6ptima del dual. 

Considérese 

Primal Dual 

Max Z' = C X min Z == 
d' u 

A X~ d A' u~ C' 

X 2= O u> o - -

y 

C Xº = d' uº (?) 

Introduciendo holguras tanto en el primal como en el dual. 

se puede obtener la siguiente igualdad: 

A X + Im X - d -s 
(8) 

X X.~ O _, -s 

A'u - Im u = C' -s 

u u ;¡. o _, -s -

(10) 



6 

multiplicando (2) por~· y (4) por X' 

u' A X + u' Im X -s = u' d¡ X' A'u - X.' Im u -s :::: X' C' (12) 

u' A X + u' X = d' u s X'A'u - X' u = C X -s 

Si existe una solución factible y óptima, se satisfáce la 

función obj8tivo (1) y por lo tanto 

Las variables de holgura óptimas se obtienen por sustitu 

ción en el primal y el dual cuando se conocen Xº y uº. 

De (6) se deduce que 

uº' Xº + vo uº ::: o (13) I• s -s 

lo que implica 

e~º. ~o) (:D = o 

Cuando esto se cumple se dice Xº y uº son ortogonales. 

'1. 4 Generación de e.lqori tmos 

En conclusión un problema de programación lineal tiene un 

6ptimo si las correspondientes soluctones del primal y dual son factibles 

básicas y cumplen la propiedad de holgura complementaria, o condici6n de º! 

togonalidad. 

Se pueden desarrollar ocho diferentes algoritmos en función 

de lo anterior. 

Las ocho combinaciones se pueden representar en una tabla 

como sigue: 

". 



NOMBRE DE LOGARITMO 
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-
1 p D o (F-F) modificado 

2 p D o (F-F) modificado 

3 p D o Algoritmo primal-dual 

4 p D o (F - F) m o di f i e ad o 

5 p 5 6 Algorítmo dual simplex 

6 p D o f..\i goritmo primor simpiex 
,,_ 

7 p o 
1 

6 Ford - fulkerson { F-F) 

8 p D o Sísterna de ecuaciones 

donde Pes el primal, O el dual y O la ortogonalidad. Si estan testadas 

se indica la factibilidad que representa el punto de partida del algori~ 

mo ha desarrollarse. La combinaci6n 7 es un generalización de las 1, 2 y 

4. En la literatura se puedsn encontrar los diferentes algoritmoG bajo las 

ba.ses anteriores. 

2. PROGRf..,MACil lN DISCRETA 

2. 1 Objetivo 

El problema de programación discreta es determinar ~0 , 

tal que 

maximice z = e X 

sujeto a M = b 

X~ o 

x· 
5 

discreto 

I e { i. :: 1 2, ..... ' n} 
SCI 
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Si S ,.. I el problema es totalmente discreto. 

Entre las técnicas de soluci6n se encuentran: 

a) Planos de corte 

b) Métodos de ramificación progresiva (ramificación y acotaci6n) 

e) Búsqueda directa 

d) Teoría de grupos 

e) Programación dinámica 

f) Teoría da dualidad de Balas 

La idea de sclución al problama de programación discreta, 

usando los métodos de planos de corte, fue sugerida por Oantzig, Fulkerson 

y Johnson, consiste en resolver el problema original ignorando los requis,i 

tos de integrabilidad. Si la solución que se obtiene es entera, entonces se 

tiene la solución óptima¡ en caso contrario, se añaden nuevas restricciones 

generadas de las anteriores, a esto se le denomina gene;~ar cortes, y se pro

cede resolver el problema modificado. Los métodos de planos de corte han p~ 

sentado grandes problemas de convergencia y por lo tanto computacionales. 

Entre los métodos de planos de corte se tiene los corres

pondientes de Gomory y González-Young, basados en los métodos dual y primal 

del simplex, respectivamente. 

Gomory canalizó la sugerencia y propuso los tres métodos .. 

siguientes: Gomory I, II y III. Los Gomory I y II se utilizan cuando todas 

las variables estan restringidas a tomar valores discretos 1 exclusivamente. 

Cuando el problema de programación discreta considera va

riables su.jetas a valores enteros y continuos, se utiliza el 

III. 

•-:-_, 

,; ~ ·· .. 
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González y Young presentaron, simult~neamente, un método 

basado en la fDrm:.! prirriaJ. cie 1 simpl ex, que proporciona, al menos, una so

lución factible, pero tiene los mismos problemas computacionales que los 

métodos de Gomory. 

Actualmente, el método m&s utilizado y con más perspec

tivas y que nos acupar§n en este tre.bajo es el de ramificación y acotaci6n. 

Los algar:\. tmos de r-ami ficación y acotación son un nuevo 

tipo de solución al problema de programación discreta. 

Entre los problemas que han sida atacados por esta técni 

ca tenemos: el del agente viajero, la lccalización de plantas, la asign_a'"'.' 

ción de trabajo y la asignación de inversiones y proyectos. 

Las condiciones necesarias que debE! tener un problema p~ 

ra ser atacado por esta t8cnica se establecen en la siguiente sección. 

Las técnica~ de búsqueda directa, basadas en la búsqueda 

exhaustiva del óptimo, han sido utilizadas en la solución de problemas pe

queños, y su principal desventaja se presenta cuando el tamaño del proble

ma es considerablemente grande. 

En la actualidad, la teoría de grupos ha contribuido a 

la solución de problemas de programación entera, en donde, Gomory ha em

pezado a publicar los primeros resultados téoricos de los mismos. 

La programación dinlmica ha sido utilizada en la solución 

de algunos problemas de prDgrarnacit5n entera, por ejemplo, el problema de la. 

mochila (Knapsack), en inversiones. Siendo su principal desventaja 

rimientos de memoria y tiempos 

de estado es mayor de dos. 
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Recientems~tc Egon Balas ha dado a cono8er la teoría de 

dualidad de la programación ciisc.-eta, basada en la teorío dsl minimax, la 

cual establece las mismas propiedades que la teoría de dualidad de la pr2 

gramación lineal. Es de esperar que a partir de esta teoría sea posible 

generar distintos métodos de solución de los problemas de programación di.~ 

cret¿a, asemejanza de lo que ocurre en la teuría Je dualiuad de la program~ 

ción lineal. 

2.2 Fundamentos matem¿ticos de la técnica de ramificación y acotación 

creta: 

p .. 

donde 

Co~sidérese el siguiente problema de programación dis-

Determinar Xº - y zo tal .1ue 

mini.mice z = f (x"' _J 

sujeto a X€ n1 

En es el espacio n-dimensional 

f función real de X 
, 

s1 conjunto convexo cerrado y acotado con fronteras definidas por 

hiperplanos en E n 

r
1 

conjunto dB vectores, finitof no vació en En 

n X ·vector en E 

z valor de la función objetivo 

n1 st.1bconjunto fin:i. to de s 1 obtenido de la interseéción de s 1 y .. .. · 

T1,.Q1=S1i1T1 

.~,'' .. 
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Oefinci6n. Sea Aj el j-ésimo p:.roblema auxiliar continua 

derivado de P, como sigue: 

Aj OetenTI:i.nar X* (j) y Z* (j) tal que 

minimize z (j) = f (~) 

sujeto a XES ., 
- J 

j = 1, 2, ... ' n 

Para j = 1, S 1 es conocido y para .i > 1, S j es un subconjunto de S 1, que 

se define más adelante. Consideremos que existe un ~lgoritmo finito, cieno 

minado el subalgoritmQ, para lu scluciór. del problema A .. Además, se con
J 

?: 

sidera que puede determinarse para e1 problema P una solución factible 1 Pi! 

ra cada j, por "sirnoJ.e inspección", de la soluc:i.óri del problema A .. Esta 
J 

solución se d~nota pro~ (j), Z (j). A la "inspección" se le denomina ope-

ración de redondeo. 

2.3 Desarrollo ~el árbol de soluci~n 

El algar'. t ... u de ramificación y acotación es un proceso i te .-
rativo que puede interpretarse como un árbol: T (i) = [ N (i), A (i)] donde· 

N (i) es el conjunto de nodos y A (i) es el conjunto de arcos dirigidos al 

final de la iteración i. 

Excepto la primera itBración, se adicionan dos nuevos no-

·das y arcos dirigidos a los ::anjuntos N y A. 

Asociado con cada nodo j E N 

n 1 y un subcºonjunto s j de s 1' y asociado . con 

un conjunto V. k (por definirse). 
J 1 

(i) está el subconjunto.O.. de 
J . 

cada arco (j, k)EA (i) .está 

Al final de la i-ésima iteración, el subconjunto de N (i), 

correspondiente a los nodos terminales del árbol, será denotado por CjiJ. 
;·.::.:::=::.~::;:;:= 

El conjunto C (i) será dividido en tres subconjuntos~ F (i), E {i} y R {i), 

tal que F U E U R = C 



/.!," 

12 

donde ~," 

F conjunto de nodos factibles o activos 

E conjunto de nodos excluidos o no factibles 

R conjunto de nodos rechazados 

El algoritmo se inicia generando la raíz del árbol 

(nodo 1), asociándole s 1 y resolviendo A
1

. A partir de este y en rorma ite 

re.tiva se adicionan arcos y sus correspondientes nodos, oe acuerdo con una 

operación de ramifica::ión. 

Estos arcos dirigidos tienen como origen un nodo con-

venientemente seleccic:nc.do de F (i). Para cada nodo j así creado, se obtie 

/\ /\ 
ne los valores~* (j), Z* (J) y X (j), Z (j) resolviendo el problema auxi-

liar Aj y utilizando la operación de redondeo para determinar la solución 

óptima. 

Este prosedirr.iento iterativo termina cuando se ootie-

ne la solución al problema original P, o cuando se tiene suficiente infor-

mación de que no existe solución. Dicha información está dada por las ope-

raciones de acotación, exclusión y rechazo (por definirse), en unión con 

las operaciones de ramificación y redondeo. 

2.4 Operaciones de ramificaciones y acotación 

Definición 1, Operación de ramificación 

Sean 

~ conjunto vacío, 

.O,j subconjunto no vacío' n j e: n 1 

Sj subconjunto asociado con el nodo j, Sj c:S
1 

La operación de ramificación se define.cómo 
'_:{•, 
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ci6n de .O.· 
j 

en dos subconjuntos, n r yf}, r+1' tales que 

nr un 
r+ 1 

::::: n j (2.1) 

n nn :::: \Zl r r+ 1 (2.2) 

Esta partici6n se logra cre~ndo dos arcos dirigidos 

(j, r) y (j, r+1) emanando del nodo j, tal que 

n. 
J 

íl V. 
J ~ !" (2.3) 

.n. j n vj,r+1 == n r+1 

El siguiente teorema caracteriza V. y V. 
1 J,r J,r+ 

Teorema 2. 1 

Dado fl. . , las condiciones suficientes de V. y 
J J,r 

V. 1 para definir una partición que satisface a (2. 1) y (2.2) son~ . . J ,r+ 

(2.4) 

e {v. 
J ,r (2.5) 

Se asocian a los nodos r y N-1 los subconjuntos S 
r 

y SN- 1, definidos como sigue: 

Sr = sJ n v. {2.6) J ,r 

8r+1 = sj n v. 
.J,N-1 

de donde 

Sr n sr+1 = ~ 

// 
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Después de que se han desarrollado un n;jmero finito 

de operaciones de ramifice~idn, se espera tener generados nodos t para 

los cuales.íl.t ha sido reducido a un solo elemento del dominio original 

.{}, 1. Se espera, también que el correspondiente Sl se reduzca al mismo 

elemento, par::l qup St = fl t. Se observa que esto es posible para .{l t 

puc~to Mito ...,_.._., ~~ f1"~14to· p 0 ro "O ~er S 1 "'~ ' ·- 1 ~ '' ~~·· t' que es inf ini-

to. o~ aquí que par~ gar·anlh:ar que eventualmente nt = st 58 han de res 

tringir los conjuntos VJ .. ,,., y V. 
1 

tales que en un ntJmero finito de op~ 
'. J ,r+ 

raciones de ramificación, los nodos con.O. t conteniendo un solo elemento, 

esten asociados con un St, que contiene el mismo elemento. Finalmente pa

ra iniciar y hacer posible la operación de ramificación, los conjuntos.U
1 

y s
1 

se asignan la nodo raíz del árbol de soluciones. 

El siguiente lema prueba ~ue [}, j e Sj: 

Lema 2. 1 

Sean il r y Sr los conjuntos asociados con r de T (i). 

Entonces .U r es un subconjunto de Sr. 

Definición 2. Operación de acotación. Dado el conju~ 

to F (i), la operación de acotación se define por medio de las siguientes 

acciones: 

a) Oeeraci.ón de acotación inferior. Esta consiste de seleccio-

nar el nodo k E F ( i) tal que 

Li = Z* (k) ~ mín 
j E F (i) 

{ z* (j) } (2.8) 

donde Li es la cota inferior para el problema P. Se dice que el nodo,k.es 

te iteraci6n. 

···, .. , 
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b) Q.eeraci.ón dr:> 11cotar:~ión supHrior, Er;tf.1 consiste en encontrar 

e:t. valor 

" ui = z (s) ~ mfn (2 .8) . 

j € F (i) 

donde Ui es la cota superior cara el problema P. 

De lo anterior se tienen los siguientes lemas: 

Lema 2.2 

Si el nodo j es el predecesor inmediato de r entonces 

Z* (j) $ z-1< (r) 

Lema 2.3 

Sea k el nodo acotado de la iteración i con el valor 

asociado Li dado por (2.9). Si ~0 , Zº es la solución óptima para P, enton 

. L < Zº ces i _ . 

Lema 2.4 
/l. /\ 

Si~ (j), Z (J) es la solución factible para el pro-

blema P, obtenida por una operación de redondeo, en el nodo j, entonces 

/\ 
ZºS Z (j). 

La operación de redondeo da una cota superior a Zº en 

cada nodo. 

El siguiente teorema resulta de que al final de cada i 

iteración i, la mejor cota inferior correspondiente al nodo k es L.1 y., la 

mejor cota superior correspondiente al noria s es u1 : 

Teorema 2. 2. En cualquier iteración, Li :5 Ui y si 

1 .. = u. . se tiene la solución óptima correspondiente a la soJ.lJG:Í.-QQ_t'.ªº-º-11.~-"--'-'--· _ .. _ .. ,. 
1 J.. 

deada del nodo s de la iteración i. 



Definici6n 3. Exclusi6n. La operaci6n da exclus16n =n 

define Para ol nodo tnrrn:i nnl r rfo C (i) para rJl cual el cnnjunto corres

pondiente fl r es vacío. Puesto que f1. r es vacío, nn existirá ramificncián 

del nodo r y como parte de la operacion de exclus1.ón el nodo se asigna 

al conjunto E (i). 

Lema 2.5 

Si la solución a A es no factible, entonces D, 
r r = rll 'fJ· 

Definición 4. Rechazo. La operación de rechazo del 

nodo r asigna a este al conjunto R (i) si se satisface le siguiente candi 

ción: 

Z* (r) > ui_1 

Lema 2.6 

Si para el nodo r en la iteración i, Z* (r) es más 

grande que la cota superior de la iteración previa, no es necesaria la 

rarni ficación. 

Definición 5. Oper2ción de redondeo. Sean ~* (j) 1 

.Z* (j) las soluciones de Aj asociadas con el nodo j. la operación de re-
- . - - - /\ /\ . 

dondeo obtiene de X* (j), Z* (j) una solución factible ~ (j), Z (j) pa-

ra el problema P. 

Si la operación es posible para cada nodo j, enton-

ces: 

a) la cota superior, Ui' puede ser determina':ia en cada itera:... 

ción, haciendo posible la ejecución de la operación de rechazo. Puesto 

Que el nodo rechazado se a.signa a fl (i t y la selección del nodo 

mificar se hace de F (i), no se requiere ninguna información 



'.1? 

Al nodo rechazado 

b) La detennin3ción de la cota superior, Ui, en cada iteración 

reJuco el i;1tervalo de incertidumbre de la solución óptima zo puesto que 

L.< Zº < U
1
. 

1- -

e) El.algoritmo da una medida de efectividad para la operación 

de Fedondoo. El conjunto C (i) de nodos terminales de la iteración i con 

tiene exnctc."l.r:ir:mte i r~odos. 

Si a es el núrnero de elementos en F (i) y {3 el núme 

ro de elementos en R (i), entonc8s una m8dida de efectividad para la ops-

ración de redondeo es l~ siguiente: 

f3 (rnde) = --
a + f3 

donde mde es medida la efectividad. 

2.5 Especificación del alqoritmo 

Se sigue la siguiente secuela: 

Paso 1. Hacer i = 1 y crear el nodo j = 1. Resolver A
1

• Si la 

Paso i 

solución es no factible, alto¡ el problema no tiene 

solución. Por otro lado si x-:~ ( 1) E fl 
1

, al to; la S_2 . 

lución es óptima. Si ~.¡} ( 1) f! fl .
1
, acotar el nodo 1 

con L1 = Z* (1). Redondear nodo 1 para obtener a (~),. 
~ ( 1). Poner U 1 = 2 ( 1). Si L 

1 
= U 

1
, al to¡ 1 a so1Uci6n, 

· redondeada es óptima. Si, L 
1 
< U 

1
, asignar nodo 1 a 

F (1) 1 hacer i = i ~ 1 e ir al paso i. 

Suprimir nodo j de F (i). 
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{/ 

Crear los nndnn r y r + 1 y J.os arcos dirigidos (j, r) 

y (j ~ r + 1). Hu~;nlvnr lor..; nroblernAs A y A 11 y en 
· · r r+ 

ambos caso'.:; haCE!r lo sir¡uinnte: Si A (A ) es no fac 
- r r+ 1 

tible, axcluir el nodo r (r + 1) asignandolo a E (i). 

Por otro ledo Ar (!\·+ 1) tiene una ~mlución óptima. 

Si Z (r) (z" (r + 1)) >U. 1, rechazar el nodo r(r + 1) 
1-

-~1·~-~-1~c·Jo - íl (1') t-n ~~~o cor1'\.·~~r1'0, z~ (r) ~·;.) ~·•c.\ " " - . Ll l ~ • - -~- - • '-' 

lJ) Hedondr;o. ílr:dondear nodo r (r + 1) si fué asignado 

a F (i) o Fi (i), 

c.1) Cota SUPf:!ricr-. Sea ui = min[ ui-1'-~ (r), ~ (r+ 1)] 

para el n0do r (r + 1)e E (i) o R (i). Rechazar los nodo5 

de F (i) que tienEn z.;; ( j) > t_;i asignándolos a R (i). 

e. 2) Cota inferior. Seleccionar el nodo k € F (i) utili;... 
. -. 

zando la operación de acotación inferior. Acotar inf'erlcii , . 

mente el nodo k con L. = Z* (k). Si L. =U., alto; la 
1 1 1. ' 

lución fo.e tible que da la cota superior es óptima. Si 

L. < UJ. hacer i = i + 1 e ir al paso i. 
1 . 

3. PROBLEMA DE LA INVEflSIOhJ DE CAPITAL 

3.1 Consideraciones qenerales 

Se entiende por ·problema de inversión de capital aquel 

en el cual se invierte una cantidad de capital fijo entre un conjunto fin! 

to de proyectos, qw:i compiten ent:ce sí por dicho recurso. 

En un problema de inversión, se pueden 

siguientes componentes básicas: 

: ... 



1. El conjunto de proyectos entre las cuales va a efectuarse la 

inversión 

2. La erogación total asociada can cada proyecto y su distribu-

ción en el tiempo 

3. El beneficio total asociado con la aceptación de un proyecto 

4. El horizcnte de pl~1eaci6n y el nómero de periodos considera 

dos para la inversión 

5. Valor de los presupuestos disponibles para cada periodo. 

Los proyectos podrán esta.r ligados o no, por ciertas 

formas de dependencia, que pueden ser tecnolé'igicas, operacionales a ec<Jn§_ . 

micas. Debido a lo anterior, los proyectos se dividen en dependientes e 

independientes. En este trabajo se estudiaran los proyectos indpendientes. 

Son proyectos independientes aquellas en los cuales la 

erogación y recuperación total de proyectos individuales no se ve afectada 

por la aceptación o rechazo de otros proyectos del mismo co~junto. 

Es posible determinur modelos para los diferentes casos 

de problemas de inversión. 

El tiempo de realización o construcción de 

do proyecto, afecta también la naturaleza del modelo. 

3.2 Casos que se presentan en los prcblemas de inversión de capital 

Los problemas más comunes en inversiones y SU$ 

rísticas son: 

versión, que maximicen el beneficio total si se conocen 
-·--· 
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e;1 ~ periodcrn de tiempo y los presupuestos dispon:l.bles en cada uno de 

ellos. Los proyoctos soloccionados se ümpiezan en el primer periodo 

2. Es un ceso especial del anterior, excepto que se trabaja e11, 

un solo periodo 

3. Es idéntico al caso 1, pero los p'royectos selecc:i.onados pu$. 

de~ deferirse a periodos posteriores. 

En este trnb3jo se presenta el ceso 1, considerando 

los proyectos como independ:i.entes. 

3.3 Plante~micnto m3tom6tico dGl problema 

p ' 

sujeto a 

Definiendo 

s. 
J 

los presupuestos en cada periodo¡ j::: 11 ••• 
1 

n 

capital necesario para el proyecto i en el periodo j; 

i e 1, .. ' 1 rn; J ::: 1 ¡ ••• 1 n 

fi utilidad asociada con la aceptación del proyecto i o 

valor presente neto de la inversión en el proyecto i 

yi variable de decisión: Yi =O, 1 

..... 

Se puede pla.ntear el problema en estudio t:omosigµe: 
m 

Maximizar z = í: fi Y. 
l. 

(3.1) 
i=1 

{'l.\ ,,,._ 

m 

:¿ x .. 
l.J Bj 

ic1, 
1: 



\\ 

\1 

n n 

¿ Xij = Yj_ ¿ 
J=1 J::1 

0$ X .. $ a .. 
lJ l.,l 

Y. entero 
1 

:V- (i, .i) E: A 

Si Y i = O, el pro ye e tn i se rechB.z:a, y si Y i = 1 , !3c acepta. 

(3.3) 

(3.4) 

La ec 3 .. 3 permito expresar P' en términos exclusivame!! 

te de X .. , como sigue: 
1,) 

p maximizar z 

sujeto a 

f i 

-

m 

¿ 

i=1 

m 

¿ 
i=1 

0$ 

n 

n 

n 

¿ 

j=1 

X .. 
lJ 

x .. 
lJ 

x .. 
lJ 

ª' . lJ 

,Ci x .. 
lJ 

$Bj j = 1, ..• l n 

$ ªij' V (i 1 j) E: A 

entero 

donde C. = 
1 representa la utilidad del proyecto i por unidad.de 

n 

(3.6) 

(3.7) 

'(3.8) 

',J3.9) 

Antes de proceder a desarrollar una técnica de.~oluci 

"para el problema P, se dBrnostrar!i cómo puede representarse 
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lizando redes. 

Si se con~;iderara a los proyectos y periodos coma nodos 
1 

denominados fuentes y sumidures, .respectivamente, y a las parejas ordenadas 

de lus ''°'i smos como arcos 1 cuya capacidad está dada por el costo del proyec-

to considerado en ese periodo, se puede transformar en una red bipartita G; 

la cual puede transformarse en ur.a red equivalente con una sola fuente uni-

da a la~ distintas fuentes por medio de arcos cuya capacidad es (O, I a .. ) 
l.J 

y un solo sumidero t unido con arcos a los distintos sumido.res cuya capaci-

dad sea (o, G.). 
J 

La red asociada se muestra sn la figura siguiente: 

O, 2 a . 
j mJ 

Por lo tanto 1 el problema puede expresarse en términos 

de la teoría de redes como un problema.para determinar el flujo,máximo des· 

a t tal que minimice los costos en la red. 
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4. APLICACION .DE LA PROGflAMACION DISCRETA AL ANALISIS DE INVERSIONE:E) 

4. i Cons:i.deracione:; r¡cnerolcs 

Se adoptará en esta sección el algoritmo de ramificaci6n 

y acotaci6n aplicadc. al problema de jnversioneR en proyectos independientes. 

s. ::: 
l 

T1 = 

xij 

Sean los conjuntos S 1 , T 1 y fL 
1

, definidos como sigue: 

m 
r .. 1 ¿ /~ .. $ 8 j' O$ xiJ =5 ªij] L "ii 1J 

i=1 

',. ~) \.y. •• 

[xi/{ 
n n 

ªi}= 
:¿ x . .! ¿ entero, 1.J' 

j:;: 1 j~1 

= o o ªij "V (i' j)J (4.2) 

{4.3) 

El con.junto .S 1 es convexo en Em+n obtenido por la inter 

sección de los hiperplanos dados pcr las ecs 3.7 y 3.8, está acotadof pues-

to que cada variable X .. de la ec 3. 8 está acotada tanto in'ferior como sup~. · J..J 

riormente. 

T ,1 es un conjunto no vacío en el mismo espac1o de S 
1 

,. y · 

es también finito puesto que xij = o 6 8ij' 

Finalmente, de la ec 4.3,.Ü, 1 es finito, puesto 

es finito. 

Por lo tanto, se satisfacen las condiciones del problema 

general. 

Puesto que 61.j ~ O y Bij ~ O, existe al menos una so+.!: . 

ci6n factible. 
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4.2 f!P.eraci6n de ramificación 

Dado un cierto nodo l del árbol de soluci6n con los conju!! 

tos asociadosil1 ~' s1 , la rD.rnificación se define por su intersección con· los. 

conjuntos 

V1 _ .• ::: [X~ J X,_ , = ªi....J·, lJJ.] implica Yk -· 1 , r-.· 1 ... J. '"J " 
(4 .•. 5) 

par3 una i ~ k, d~da. 

Los conjuntos asi definidos satisfacen las condiciones 

de suficiencia para fonnar uno partici r5n den 1: 

(4.6) 

(4.7) 

y puesto quenl es un subconjunto de n1' y también, de 4.1 a 4.3 las 

bles xkj enn 1 pueden tomar valores o ó ªkj' 

Así, la intersección de fl l con la ec 4. 7 es fl l y queda 

satisfecha la segunda condición de suficiencia. 

Finalmente, puesto que en cada operación de ramificación 

n variables X. . son cero _o la cota superior, y puesto que el número de va 
- l.J 

riables es finito, eventualmente se obtendrá el nodo terminal t con St ==.nJ. 

conteniendo un solo elemento del dominio de.!l1 , y de aquí todas lás solu-

cienes factibles de P pueden ser numeradas err forma similar desarrollando 

toteLmente el árbol de soluci6n. 

" 
4.3 El problema auxiliar y el sub~.goritmo 

En cada i tera.ci6n del algoritmo de 

."' . ''., 
,',._, (,"\ .. (.-
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asociado con el nodo l del árbol de soluci.ón, debe resolverse un problema 

auxiliar conteniendo A1 derivado de P. 

donde 

El prohlerr..;;: awd.liar A1 torna la forma: 

rn n 

maximizar z ( 1) - ¿ ¿ 
ci xij (4.8) 

Í=1 j=1 .·: 

sujeto a m 

í: ')< • • 
'l.J < EJ •. 

- lJ 
j = 1, ... J n (4.9) 

i= 1 

o~ x .. 
l.J < a .. , 

l.J 
lJ. (i 1 j) ( 4. 10) 

n n 

Y. = ¿ Xi/ ¿ ªij o i € I 1 o (4.11) 
j=1 j=1 

n n 

Y. = í: x .. / í: a .. 1 i E I1 l. l.J 1J (4. 12) 
j=1 j:::1 

I e N1 el subconjunto de nodos de la red G para los cuales o-

Y. =O (proyectos rechazados) 
1 

I 1 ~ N 1 subconjunto de N 1 asociado con Y i = 1 (proyecto aceptagas) 

Ñ 
1 

e N 1 - I
0 

- I 1 subconjunto de proyectos que pueden ser aceptados o rech! ·. 

dos libremente. 

Este problema es un programa lineal cuya soluci6n puede 

obtenerse por inspección. Además, de 1 a ec 4. 11 , X"!' . = O, i E I...... De las 
l.J ..... 

ec s 4. 10 a 4. 12, xi j ;:: a1 j , i € I 1 • 
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El problema puede descomponorss en n programas mutuamcu 

te independientes, de la forma 

Maximizar 

Sujeto a 

donde Bj ""' Bj 

Z. e 
J 

¿ 
i € 

ª". lJ 

~1 

/:' 

í.: ci xij (4. 13) 
ÍE ~-1 

x .. 
l.J nj 

(4. 15) 

Se considera, sin perder generalidad, que los proyec-

tos con índice i E N 1 están en orden decreciente de su utilidad por unidad 

Bajo esta cons1deraci6n es obvio que la solucidn óptima 

al problema dado por las ocuaciones 4. 13 a 4. 11 puede lograrse simplemente 

poniendo X .. :i.gual a su cota superior en el orden de los índices i, hasta 
l.J 

que el presupuesto Bj se agote. Si a .. > 8 . , entonces una sola va-
l.J J 

riable tomará un valor menor que la 

¿ 
i N

1 
cota superior. El problema planteada 

por las ecuaciones 4. 13 a 4. 15 puede resolverse para toda j en esta forma. 

Así, la solución 5ptima al problema auxiliar A1 ser~ 

Xfj = ªij si a 1jsaj' a cero, y: 

.. :·¡: .. ¡ .• ·.'. 
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o 

ªrj 

ªrj 

X* = rj 8. 
J 

o 

si r ~ lo 

si r E 11 
r-1 r 

si ¿ X*·. < Bj y ¿ 
X*ij $ E1 ;i Ñ 1; l.J r E r > 1 

i=1 i=1 .., 

r-1 r-1 r 

:¿ X*·. si ¿ x~~ij<Bj y "'\" X* .. > Bj¡ r€ Ñ 1 ~ lJ "" . lJ 
L .• 1 ir;; í i=1 

r-1 

si ¿ xij > 13., rE Ñ 1' r> 1 ( 4. 16) - J 
Í=1 

La funci6n objetivo tomari el siguiente valor: 

Z* (1) = ¿ fi + 

i E I 
1 

¿ G. >.* . . 
J. l.J (4.17) 

Debe notarse que si para algún problema A1 , su correspond~~!! 

te Bj es menor que cero, A1 será no factible, y los nodos del árbol deben ex~ 

cluirse. 

4.4 Qe.eraci6n de redondeo 

Se tiene una soluci6n factible al problema si Y* es entero¡ 

en caso contrario, se puede establecer una solución factible, para P, de la 

siguiente manera: 

Y*·' ). . si Y*. = O o 1 
l 

, 
11 

si O Y*i < 1 

('4. 1e) 
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El valor do la funci6n objetivo seri 

z (1) = :¿ ci 
(\ 

¿ X .. 
l.J 

(4. 19). 

:l. E Ñ1 j 

La solución qL1e a.sí se obtiene es factible para P. La 

operación do redondeo definida por las ecs 4. 1íl y 4. 19 permito rechazar 

ciertas ro.roas d!=!l Ú:.'L)ül. 

4.5 Algoritmo de ramificación x ccotación 

Paso 1. 

A conti.nucción se presenta el e.lgori tmo 

Hac8r i == 1 1 generar nodo 1 resolviendo A1 . Obtener Y-lt. 
. J. 

Si todas las Yt son 1 ó O, alto; la solución es óptima. 

Si no acotar nodo 1 con u
1 

·A ,.. ) obtener (L, i~. . . Hacer L 
1 lJ 

- z-i~. Redondear nodo 1 para 

lución redondeado es óptima. Oe otra manera L
1
> u

1
• Ha

cer i = i + 1 y pasar a la etapa i. 

Etapa 1. a) Ramificar. Ramificarse del nodo acotado l. Crear no 

do r y r + 1 y los arcos dirigidos (1, r) y (1, r + 1). 

Resolver el problema Ar con Yk = O, adicionando k al .. 

conjunto 1
0 

y resolver problema Ar + 1 con Yk = 1, 

adicionando k al conjunto I
1

. Si Z* (r) 6 Z~'¡. (r + 1) 

menor que L. 
1

, rechazar el nodo correspondiente. Si 
1-

alguno es no factible, excluirlo. 

b) Redondeo. Redondoar nodo r y r + 1 

c1) CntA inferior. Ho.cer L~. ·- ma>{Li-::1, 

·z (r + 1)] ¡ rechazar todos los 

. ,.·; 

/, . 



el apéndice. 

·.·.~··· 

·C2 ) Cote superior. Seleccionar nodb 1 tal que Z* (1) = 

'1; max{Z* (k)}para J.os nodos corrientes te!rminal~s. A. 

cotar superiorrr.ente eJ. nodo 1 con U~= Z* (1). Si 
J_ 

Li = Ui, al to¡ la solución factible que da la cota iQ .. 

. .. , 

feriar es óptime.. De otro. manera, Li < Ui. He.cer :i. == i + 1 

e ir a la etapa i. 

La programación y uso de este algoritmo se present~ en 
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S. CONCLUSIONES 

1. Entre las ventajas que se obtienen al aplicar el algorltmm 

descrito, cuando el número de proyectos es grande, está la simplificacióri d~l, . 

cálculo con respectó a otras algor~tmos conocidos. 

2. Una limitación de esta técnica es la suposici6n de indepen-

de_ncia entre los proyectos, debida a qua sn la prác.tica as ba.stante difícil, 

encontrar proyectos que cumplan esta condici6n por diversas razones, como san 

la política de la empresa, los compromisos adquiridos, etc. 

3. Con releción a la aplicación del procedimiento de solu~ión, 

se debe tomar en ci..;enta que los proyectos deben contener une. evaluación com-

pleta de los beneficios, y una distribuci6n de los presupuestos y desembolsos. 

por periodo, en valor presente, y ordenados en forma decreciente en funci6n 

de su relación beneficio-costo. 

4. En la práctica, a veces, se vuelve. difícil estimar los ben,f 

ficios, por ser algunas de ellas intangibles, y conocer los presupuestos con 

exactitud. Así, se debe considerar el problema como aleatorio, porque no S9 

conocen con certeza les financiamientos, disponibilidades de capital, ate. 

5. El algoritmo no conaid~ra la inversión futura de les 

tes de un periodo. 

6. Debido a la lógica del programa 

ciones de memoria d0 la máquina para la cual fue diseñado el programa, se 

culta el manejo de más de 100 proyectas. 

7. El número de peri.ddos que podría manejar.el 
·,,,¡ 

de modificar cuandt? sea necf:lsarit.'), con solo alterar una instrucción 

•'., 
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mo. Se considera para las empresas privadas un término rnedi~, de inversicSn, 
/« 

de 5 años, y las oficinas de gobierno también los hacen por el miUmo perig · 

do de tiempo. 

8. El programa está diseñado para proporcionar los datos nec! 

serios en la construcción del árbol de solución; obtiene, en forma de lista, 

los proyectas aceptados y rechazados, las erogaciones requeridas por perio-

·dcJ 1 y el valor 6ptimo de la función objetivo, E::S decir, la utilidad máxima 

que la empresa obtendría en el caso de que aceptara la combinación de pro~ 

yectos resultantes (Apéndice). 

9. Finalmente, se observa que la dimensión del árbol depen~e 

directamente del número de proyectos y no del número de periodos. 
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