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1. INTRODUCCION

Uno de los problemas que con mas frecuencia ss presenta en una
smpresa as €l de la seleccidn del conjunto de prnyeaéas que méximizén sus q§'
neficios, sujetos a restricciones de capital, en un periodo de planeacién gé
pecificado.

El cbjeto de este trabajo es describir, dentro de las técnicas
de la programascién matematice, el método denominado de remificacidén y acdtéé

cidn progresiva aplicado al problema anterior, asi como el desarrollo de un

programa de computadora gue resuelve un aplgoritmo basado en esta técnica.

)

Con e:te fin, se prasenta inicialmente un basquejo ds la teo-
rfa de dualidad de la programacién lineal para fijar los entecedentes de la
programacién disc.eta. Posteriormente se hace una breve descripcién histéri .
ca de la programacién presentando ademds le formulacidn mataméticé de lu tég.

nice de ramificaci6n y acctaclén. ‘ ,

Finalments, en las cenclusiones se discute la solucifn del prg’

blemae planteado, y =l uso del algorifmo mediante cgmputadbfé;' iwp -

A




1. TEORIA DE DUALIDAD DE LA PROGRAMACION LINEAL

1.1 Planteamiento, lemas y teoremas

E1l problema general de programacidn lineal puede'exbli"

carse definiendo la teoria de dualidad.

A continuacidn se explica, en forma somera, dicha teo-

Dos problemas de programacién lineal se llaman duale$

si tienen la siguiente forma:

Primal (P)
Max Z = 22 (1)
AXSd (2)
x20 (3)
fionde

Z funcidn objetivo

: : f
X wvector de varighles primales; X ={X

(Ul Y AN 'J

U vector de variables duales; u w{g



b vector de recursos; b ={bi}; i = ﬁ,..., m
C wvector de costos; _C Z{PJ}; J=1..., n
A matriz de coeficientes de las reétricciones; A ={éij} i

=100, md=1...,n

De lo anterior se ohserva que:

1. E1 objetivo en P es maximizar, y en D minimizar

2. En el sistemz de minimizacidn lac desigualdades correspondiont

a las restriccicnes son de la forma ( > ) y en el de maximizacién de la for

ma (<)

3. La matriz de coeficientes de un sistema es igusl a la traspuesta

del otro

4, Los términos independientes de un sistema son iguales a los coe-

ficientes de la funcidn objetive del otro

5. E1 nimeroc de variables de un sistema, es igual al nlmero de res-

tricociones del otro

6. En ambos sistemas se satisfacen las restricciones de no negati-

vidad (2 >0y ¥> 0).

1.2 Teoremq_ge‘aualidad

La importancia de ls definicién de los problemas duales
se debe a que existe una relacidn entre sus soluciones factibles y 6ptimas.,
Una vez establecidas estas mediante un conjunto de lemas y teoremas, se pug.

den construir elgoritmos de diversa natursleza para resolver el problems de

s

programacién lineal.




Lema 1.1

51

I

es unz colucidn factible para el primal y u una so

lucién factible para el dual, entonces:
X< du o 2'51

rueba: muttiplicendo A X<d por u y A u> ¢ pcr‘é‘:

pod <

3> p-

Ic X
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> {c
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> >
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v A
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I>x ic

por lo tanto

CXgd' u

De lo anterior se concluye que cuandc existen soluciones

factibles tanto para el primal como para el dual, el velor de £ del procble
mg de minimizacidn constituye una cota superior parz los valores de 2° y
también el valor de Z' del problema de maximizac.. ‘constituye una cota in=-

ferior para los valores de Z.

Lema 1.2

81 X° es una solucidn factible para £l primal y si u® es

una solucidn factible para el dual y ademas C X% = d u°, _ntonces X° y E?'

son 6ptimos en sus respectivas soluciones factibles bdsicas.

Prueba

Por el lema 1.1

C xgd e
se llega a
nox<g X o

~1o que implica que XA° es optimo.




Igualmente para cualquier solucidn factible u del dual,
se tiene

d‘

—

1=
v
o]
1
e}

i
o

c
o

lo que implica que
d''u > d' u°

— — ——

De lo anterior se deduce que u® es dptimo.

Teorema 1.1 {de dualidad)

Una solucidn factible X° del primal es dptima si, y sclo

si, existe una solucidn factible u® del duzl, para la cual

Una solucidn factible u® es &ptima si, y solo si, existe

una solucidn X° para el primzl tal que

Teorema 1.2 (oe existencia)

a) Un problema primal (por lo tanto el dual correspondiente) tiene

una solucidn Sptima si, y solo si, ambos tienen soluciocnes factibles

b} Si uno solo (dual o primal) de los problemas tiene solucibn Fqglf

»

tible, entonces su funcidn objetiveo no esti ecoteda.

Pruebas

a) Si X° es la solucién Sptima del primal, por el teorema de duali

dad, el dual tiene solucidén factible u Considérese ahora gue el primal y el

dugl tienen solucicnes fectibles X y u; entonces C X y d' u son TinTtaE Bap”

lo tanto, del iema 1, d' u sirve como cota superior de la funcifn objati&



del primal CX, aunque no e2s necesariamente la menor cota superior.

.

Por lo tarto el primel tiene épﬁimo.

b) Sea el dual no factible, y supdngase que X es una soluclén fac
tible del primal, con valor C X para la funcidn objetivo. Esta no puedé ser
Optima, pues si lo fuera, por el teorema de dualidad estaria garantizada la
existencia de una sclucidn factible del dual, lo cual contradice la primera

suposicidn, por lo tanto no existe solucidn factible del primal que pueda

ser Gptima y se concluye que no esta acotada.

1.3 Relacidn de las holouras complémentarias de los problemas primal v dual

Establece la correspondencia entre una sclucidn éptima del

primal y la correspendiente holgura de una solucidn Gptima del dual.

Considérese
Primal Dual
1 ]
MaXZ'=-c—:2<- minz._-,g...‘:‘.
AXS d A'u2C
X> 0 u>0
y I
Cxo =gl (7

Introduciendo holguras tanto en el primal como en el dusl

se puede obtener la siguiente igualdad:

AX+InX =d (8) A'u —~ Im Yy = c! {10) ;:




6 ' o .

u' A X +u' Im és = u' dj A" A'u = X' Imu_= X' C'
- -3
ut A A+ u' X o=d'u ; X'A'u X! Y, = CX

Si existe una sclucidn factible y Sptima, se satisfeace la

funcién objetivo (1) y por lo tanto

Ul A X9 4+ u'® X = A'0 A uP - X'O u®
- - = s - = - <s
Las variables de holgura 6ptimas se obtienen por sustitu
cidn en el primal y €l dual cuando se conccen X° y u®,

De (6) se deduce que

uot Xg+xe e =0 (13)

lo que implica

° u
2%, ¥%) *Y =0

Cuando esto se cumple se dice X2 y u® son ortogonales.

1.4 Generacidn de aslgoritmos

En conclusidn un problema de programacién linesl tiene un
6ptimo si las correspondientes soluc}ones del primal y dual son factibles S

basicas y cumplen la propiedad de holgura complementaria, o condicidn de QZ[

togonalidad.

Se pueden desarrollaer ocho diferentes algoritmos en funcién

de lo anterior.

»

Las ocho combinaciones se pueden representar en una tabla

como sigue:




NOMBRE DE LOGARITMO 7

1t lPplotolEm

modificado

AV
o
Ot
O

F-F)

modificado

Algoritmo primal— dual

(&)
B
o
o Oi

D
o
Ot

(F-F)

modificado

w
0
o
(@]l

Algoritmo dual simplex

Lo}
w
o
Ot

Aigoritmo primai simpiex

Oi

7 P D

Ford — fulkerson {F—F)

8 P D 0 Siste

ma de ecuaciones

donde P es el primal, O =1 dual y O la ortogonalidad. 51 estan testadas

se indica la factibilidad

mo ha desarrollarse. La combinacidn 7 es un generalizacidn de las 1, 2y

4, En la literatura se pueden encontrar los diferentes algoritmos bajo las’

bases anteriores.
2. PROGRAMACIUN DISCRETA

2.1 Objetivo

El problema de programacidn discreta es determinar X°,

tal que

maximice Z = 0O X
sujeto a AX = b
X2 0

que representa el punto de partide del algorit

X_ discreto
-3

I ={:1_= 12,..., n}

SCI




51 S = I el problema es totalmente discreto.
Entre las técnicas de solucidn se encuentran:

a) Planos de corte
” 1] . s . 3 > “
b) Métodos de ramificacidn progresiva (raemificacién y acotacidn

c) Bisgueda directa

. d} Teoria ve grupos \
e) Programacidn dindmica

f) Teoria de dualidad de Balas

La idea de sclucidn al problema de programacidn discreta,
usando los métodos de planos de corte, fue sugerida por Dantzig, Fulkerson
y Johnson, consiste en resclver 21 problema original ignorando los requisi
tos de integrabilidad. Si'la solucidn que se obtiene es entera, entorces se
tiene la solucién Optima; en caso contrario, se afaden nusvas restricciones
generadas de las anteriores, a esto se le denomina gene:rar cortes, y s pro-

cede resolver el problema modificado. Los métodos de planos de corte han ppg"-:,

sentado grandes problemas de convergencia y por lo tanto computacionales.

Entre los métodos de planos de corte se tiene los corres—
pondientes de Gomory y Gonzdlez-Young, basados en los métodos dual y primal

del simplex, respectivamente. , Rt

Gomory canalizd la sugerencia y propuso los tres métodos.
siguientes: Gomory I, II y IIL. Les Gomory 1 y I1 se utilizan cuando todas

las variables estan restringidas a tomar valores discretos, exclusivamente.

Cuando el problema de programacidn discreta considera va=-

riables sujetas a valores enteros y continuos, se utiliza el método Gamaxy

IIT1.
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Gonzdlez v Young presentaron, simultaneamente, un método
basado en la formz primal del simplex, que proporciona, al menos, una so-
lucién factible, pero tiene los mismos problemas computacionales que los

métodos de Gomorvy.
“Actualmente, el método mis utilizado y con més perspec—
tivas y que nos acuparén en este trabajo es el de ramificacidn y acotacién.
Los alooritmos de ramificacidn y acotacidn son un nusvo
tipo de solucidn al problema de programacién discreta.

[

Entre los problemas gue han sido atacados por esta téoni

)

ca tenemos: el del agente viajero, la lccalizacidn de plantas, la asigna-

cidn de trabajo y la asignacidn de inversiones y proyectos.

Las condiciones necesarias que debe tener un problema pa

ra ser atacado por esta tecnica se establecen en la siguiente seccidn.

Las técnicas de blsqueda directa, basadas en la blsqueda
exhaustiva del Sptimo, han sido utilizadas en la solucidn de problemas pe<~
quefos, y su principal desventaja se2 presenta cuando el tamafo del proble-

ma es considerablemente grande.

En la actualidad, la teoria de grupos ha contribuido a
la solucidn de problemas de programacién entera, en donde, Gomory ha em—

pezado a publicar los primeros resultados téoricos de los mismos.

2

La programacidn dinimica ha sido utilizada en la solucidn -

de algunos problemas de programacién entera, por ejemple, el problema de la

mochila (Knapsack), en inversiones. Siendo su principal desventaja luswrgqug;
rimientos de memoria y tiempos de computadora, cuando el ndmerc de variébl

de estado es mayor de dos.



0

Recientementc Egon Balas ha dado a cppocerila teoria de
dualidad de la programacidn discreta, basada en.la teoria del minimax, ?9,
cual establece las mismas propiedades que la teoria de dyalidad de la ppg
gramacidn lineal. Es de esperar que a partir de esta teoria.segrposible
generar distintos métodns de solucidn de 1os.prablemas de programac#énhdi_

creta, asemejanza de lo gue ocurre en la teoria de dualidad de la programa:

cidn lineal.

2.2 Fundamentos matemiticos de la técnica de ramificacidn y acotacidn

Considérese el siguiente problema de programacidn dis-

creta:

P 3 Determinar X° y Z° tal jue
minimice Z = f (X)
sujeto a Xe€ Q,

donde

E es el espacic n-dimensional
f funcidn real de X
S1 conjunto convexo cerrado y acotado con fronteras definidas'pbh( '
. ' 0 i V
hiperplanos en E

- ‘ IR 1
T, conjunto de vectores, finito, no vacio en E

n
‘vector en &

Ix

valor de la funcidn objetivo

D N

1 subconjunto finito de S, obtenido de la intErseécién?dé S1ﬂ§if :




1%

Defincidn. Sea Aj 8l j-é&simo problema auxiliar continua

derivado de P, como sigue:

AJ : Determinar X% (i) y 2% (3) tal que
minimize 2 (j) = f (X)
sujeto a éeSJ, J=1 2,..., n

Para j = 1, S1 es conocido vy para i > 1, Sj es un'subconjunto de 51, que
se define mas adelante. Consideremos que existe un algoritmo finito, dehg
minado el subalgoritme, para la zclucidn del preblema A.. Ademds, se cnn;
sidera que puede determinarse para el problema P una solucidn factible, pa
ra cada J, por "simple inspeccidn”, de la solucidn del problema Aj' Esté

A A ' :
solucién se denota pro X (i), Z (3). A la "inspeccidn" se le denomina ope- -

racidn de redondeo.

2.3 Desarrcllo cel Arbol de solucidn

El algor‘t.u de ramificacidn y acotacidn es un prucesc ite W}
rativo que puede interpretarse como un &rbol: T (i) = [N (i), A (i)} donds
N (i) es el conjunto de nodos y A (i) es el conjunto de arcos dirigidos al -

final de la iteracidn 1.

Exceptoc la primera iteracidn, se edicionan dés nuevos no-

‘dos y arcos dirigidos a los zenjuntos N v A.

Asociado con cada nodo j € N (i) estd el subcnnjunﬁo&ljfdef'
Sl1 y un subconjunto Sj de 51, Yy asociado_con cada arco (j, k)eA (i),esté, :“

un conjunto Vj K (por definirse).

Al final de la i-@sima iteracidn, el subconjunto de N (i),

correspondiente a los nodos terminales del &rbol, serd denotado por C {i).

El conjunto C (i) serd dividido en tres subconjuntos: F (i}, € (i} v R {i

tal gue FUEURS=C
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donde 2

F  conjunto de nodos factibles o activos
E conjunto de nodos excluidos o no factibles

R conjunto de nodos rechazados

El algoritmo se inicia generando la rafiz del arbol
(nodo 1). asociandole S1 y resoclviendo Aq. A partir de este y en forma ite
rgtiva se adicionan avcos y sus correspondientes nodas, de acuerda con uha

operacidn de ramificazidn.

tstos arcos dirigidos tienen como origen un nodo con-

venientemente seleccicnado de F (i). Para cads rodo j asf creado, se obtie
- A A .

ne los valores X* (j), Z* (4] y X (3}, 2 (j) resolviendo el problema auxi-

liar Aj y wtilizando la operacidn de redondeo para determinar la soluci6n 

Sptima.

Este procedimiento iterativo termina cuando se Dotief
ne la solucidn al problemz original P, o cuando se tiene suficiente infbr-’
macidn de que no existe solucidn. Dicha informacidn estd dada por las ope;'
raciones de acotacidn, exclusién y rechazo (por definirse], en unidn con

las operaciores de ramificacidn y redondeo.

2.4 Dperaciones de ramificaciones y acotacidn

Definicidén 1. Operacidn de ramificacidn

Sean
@ conjunte vacio,
§1j subconjunto no vacio, &Zj < 1

Sj subconjunto asociado con el nodo j, 5. «§

La operacidn de ramificacidn



citén de £, en dos subconjuntos, vy §) . tales qu€¢ i
J r " re
‘Q'r‘ U rel Q J (21) o

Esta particién se logra creando dos arcos dirigidos

(j, r)y (3, r+1) emanando del nodo Jy tal que

Q; v, -0, (2.3)
QJ n VLH1~QrH
-E1l siguiente teorems caracteriza V. y Vv :

JaT Jyr+1

Tecrema 2.1

Dado {2 59 las condiciones suficientes de Vj f %
. y

Vj ryq Para definir una particidn que satisface a (2.1) y (2.2) son;
(%8 ]

\j!r' jo1 = @ (2'4) “
j,!‘ U V‘j'r+1) (2'5)

Se asocian a los nodos r y r+1 los subconjuntos Sr;,_T

Y Spq? definidos como sigue:

rt
5r =50 V5 p | SE (25)

5 = Sj ny

r+1 Jsyr+1

dae donde
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Después de que se han desarrollado un nimero finito
de operaciones de remificecidn, se espers terer generedos nodos t para

los cualasflt ha sido reducido a un solo elemento del dominio original

§1 1’ Se espera, también gue el correspondiente St se reduzca al mismo

elemento, para que 8t E;SZ+. Se observa que esto es posible para §) £
pussto que, por hicdtesis, ) ) €8 finito; pero no asf St' que es infini-

to. De agui que para garanlizar que eventualmente&lt = 5, se han de res

t

tringir los conjunt V. V.
ng s juntos i, Yy 3

tales que en un nimero finito de ape
raciones de remificacidn, los nodos con £l & conteniendo un solo elemento,
esten asociados con un 5., que contiene el mismo elemento. Finalmente pa-

ra iniciar y hacer posible la operacidn de ramificacidn, los conjuntosﬂ.1

y 81 se asignan la nodo raiz del arbol de solucibnes.
El siguiente lema prueba cue Sl‘j c 3.

Lema 2.1
89an$1r‘y S, los conjuntos asociados con r de T (i);

Entoncesszr,es un subconjunto de Sr‘

Definicidn 2. Operacidn de acotacidn. Dado el conjun

to F (i), la operacidén de acotacidén se define por medio de las siguientes

acciones:

a) Operacidn de acotecidn inferior. Esta consiste de seleccio- =
nar el nodo ke F (i) tal que
Ly = 2Zx (k) = min {z* {3) } (2.8)
je F (i) ’ |
donde L; es la cota inferior para el problema P. Se dice gue el ngdm/k‘eﬁ.

s D ey S
TA UG LY

—~4 . S, UL T SR SR S YN 4. X PRI
DAL 4G P R e T L e R T =
: o

te iteracidn.




b) Operacion de acotacidn superior. Este consiste en encontrar

el valor

Ui = 2 (s) = min ‘{Q (j)} (2-9)'

donde Ui es la cota superior para el problema P,

De lo anterior se tienen los siguientes lemas:

Lema 2.2
5i el nodo j es el predecesor inmediato de r entonces
zx (3) < z¢ (r)

Lema 2.3

Sea k el nodo acotado de la iteracidn i con el valor
asociado Li dado por (2.9). Si X°, 2° es la solucidn Gptima para P, entdﬂ

. £ 70 .
ces Li._Z .

lLema 2.4
A A : i i . .
i X (i), 2 (j) es la solucién factible para el pro-
blema P, obtenida por una eperacidn de redondeo, en el nodo j, entonces

A
ze< Z (3).

La operacin de redondec da una cota superior a 2° en”lin
cada nodo.
El siguiente teorema resulta de gue al final de cada |
iteracidn i, la mejor cota inferior correspondiente al rodo k es Li ywlagf’

me jor cota superior correspondiente al noro s es Ui:

Teorema 2.2. En cualquier iteracién, L

Li = Ui’ ee tiene la solucidn dptima correspondiente a la sol

deada del nodo s de la iteracidn i,




Definicidn 3. Exclusidn. La operacidn de exclusidn 50
define para el nodo terminal r de C (1) para el cual el conjunto correse
pondiente {1 . €S vacio. Puesto que {2 , &s vacfo, no existird ramificacidn
del nodo r y como parte de la operacion de excluéién el nodo se asigna

al conjunto £ {i).

Lema 2.5

81 la solucidn e A es no factible, entonces ) L=9 )

Definicidn 4. Rechazo. La operacidn de rechazo del
nodo r asigna a este al conjunto R (i) si se satisface la siguiente condi
cidns

3# > U,
z# (r) U1~1

Lema 2.6
Si para el nodo r en la iteracidn 1, Z* (r) es més
grande que la cota superior de la iteracidn previa, no es necesaria la -

ramificacion,

Definicidén 5. Operscidén de redondeg. Sean X# (j),

‘Z* (j) las soluciones de Aj asociadas con el nodo j. La operacidn de‘re— 
dondeo obtiéne de ﬁ* (j), Z3 (j)‘gnéasaiucignbfacfigiémgr(j),”2 (j) pa-
ra el problemas P.
Si la operacidn es posible para cada node j, ehﬁphé.
tes:
a) La cota superior, Ui' puede ser determinada en cada itéra%‘
cidn, haciendo posible la ejecucién de la operacidn de rechazo. Puesto

rame’

que el nodo rechazedo se asigna a B (i)7y la seleccidn del nodo por

g. oty

mificar se hace de F (i), no se requiere ninguna infarmacién»asgaiaﬁ




el nodo recrnazado

b) La determinacién de la cota superior, Ui' en cada iteracidn

reduce el intervalo de incertidumbre de la solucidn ptima Z° puesto que

L.z < U
i=

i
hY . N . s 0

c} Bl algoritmo da una medida de efectividad para la operacidn

de redondeo. E1 conjurto © (i) de nodos terminales de la iteracidn i con

tiene exactamente i rodos,

Sia es el nimero de elementos en F (i) y B el n
ro de elementos en R (i), entonces una medida de efectividad para la ope-
racidn de redondeo es la siguiente:
C!-(-B

donde mde es medida la efectividad.

(mde ) =

2.5 Especiticacidn del algoritmo

Se sigue la siguiente secuela:

%)

Paso 1. Hacer 1 = {1 y crear el nodo i = 4. Resolver A1.,Sinla 
solucidn es no factible, alto; el problema no tiene'
solucién. Por otro lado si X* (1)e §) " altpj iaﬁsgi
lucidn es dptima. 8i X* (1) ¢ 4+ acotar el nodo 1  :.
can L1 = [# (1). Redondear nodo 1 para obtenerfgv(f);5

. 5 (1). Poner Uy = v (1). si Ly =U,, alto; ié«séluéiéh

' redondeada es Sptima. Si, L1<lJ1, asignar nado‘f q

F (1), hacer i = i + 1 e ir al paso i.

Paso i a) Ramificacidn. Ramificar del nodo acotado J € F (i)

Suprimir nodo j de F (i).
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Craar los nodos ry r+ 1y 1os arcos dirigidos (J, r) "b.:

v (j, ro+ 1). Hosolver los oroblemas Ar y A y en

r+1’

ambos casos hacer lo siquiente: Si A (A

) es no fac
r‘ -

r+1

tible, excluir el nodo r (r + 1) asignandolo a E (i).

Por otro ledo AL (Ar+1) tigne una solucidn Gptima,

' 81 2 (r) (¢ {r+ 1)) > U; _,, rechazar el nodo r{r + 1) =

asigndndelo a R (i). E£n caso contrario, Z# (r)
(z# (r + 1)) < U, ., asignarlo a F (i).

b) Redondeo. Redondear nodo r (r + 1) si fué asignado

—_— N (.\
afF {(ijoh (1),

c.1) Cota supericr. Sea U, = min [Ui~1"% (r), Z (rf+,ﬁ3]1f

para el nodo r (r+ 1)€ € (1) o A (i}, Rechazar los noddsif

de F (i) gue tienmen Z¥ (j}i'ui asignandolos a A (i)

c.2) Cota inferior. Seleccionar el nodo ke F (i) uti‘ligékfz:'
zando la operacidn de acotacidn inferior. Acotar in%é%iﬁs
mente el nodo k con L, = Z¥# (k). si Ly = U, alto;
lucidn factible gue da la cota superior es 6ptima{
Li < U; hacer 1 =i + 1 e ir al paso 15

R

3. PROBLEMA DE LA INVERSICN DE CAPITAL

3.1 Consideraciones generales

Se entiende por problema de inversidn de capit51 édﬁaIi_
en el cual se invierte una cantidad de capital fijo entre un conjunto Fiﬁi K

to de proyectos, que compiten entre si por dicho recurso.

En un problema de inversidn, se pueden distinguir las:

siguientes componentes bdsicas:
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1. £l conjunto de proyectos entre las cuales va a efectuarse la
inversion

2. L& erogacidn total asociada con cada proyecto y su distribtie-
cidén en el tiempo

3. El beneficio total asociado con la aceptacidn de un proyecto

4. El horizeonte de planeacion y el nimero de periodos considera

dos para la inversidn
5, Valor de los presupuestos disponibles para cada periodo.

Los proyectos podrén estar ligados o no, por ciertas
formas de dependencia, que pueden ser tecnoldigicas, operacionales o econd.
micas. Debido a lo anterior, los proyectos se dividen en dependientes e

independientes. En este trabajo se estudiaran los proyectos indpendientes.

Son proyectos independientes aquellos en los cuales la
erogacidn y recuperacién total de proyectos individuales no se ve afectada

por la aceptacidn o rechazo de otros proyectos del mismo conjunto.

Es posible determinar modelos para los diferentes casos
de problemas de inversidén.
El tiempo de realizacidn o construccidn de unfdétérh;qg.

do proyecto, afecta también la naturaleza del modelo.

3.2 Casos que se presentan en los problemas de inversidn de capital

Los problemas mas comunes en inversiones y sus caracte

risticas son:

1. Seleccionar el subconijuntn de los n. proysctos. fastibles




e1 m periodes de tiempo y los presupuestos disponibles en cada uno de
‘éllos. Los proyectos seleccionados se empiezan en el primer periodo

2
un solo periodo

3. ks idéntico al caso 1, pero los proyectos seleccionados pqg

derr deferirse a periodos posteriores.

En este trabzjo se presenta el caso 1, considerando

los proyectos como independientes.

3.3 Planteamiente matemitice del problema

Definiendo

Bi los presupuestos ern cada periodo; j = 1,..., n
&;520 capital necesaric para el proyecto i en el periodo j; . -
ie ooy myp J=1..., 0
Fi utilidad asociada con la aceptacidén del proyecto i o el”
valor presente neto de la inversidén en el proyectovi
Y variable de decisidn: Yi = 0, 1
Se puede plantear el problema envEStudiofcomd}ngQE:
P ' : Maximizar 2=2 fyov
i=1

sujeto a

2. Es un caso especial del anterior, excepto que se trabaja en:




‘ n
J=1 J=1
{ ‘ O< xij Saij P ¥ (i, §) e A
i Yi entero
S5i Yi = 0, el proyectn i se rechaza., y i Yy = 1, se acepta.

lLa

te de Xij’ como sigue:

P maximizar z
sujeto a
S
| fy
donde C, = —
. 1 n
Z a, .
J
J'=1.

Antes de proceder & ‘desarrollar una técnica

| 'para el problema P, se demostrard como puede representarse grafi

representa la utilidad del proyecto i por uniqad,dé in‘ébsiﬁn;

ec 3.3 permite expresar P' en términos EXClusivameQ

m n -
=X T o ox, (3.6)
izl =1 | |
m .
z xij SBJ H j""lir--"_,n
i=1
0< XlJ < vai'j,V (i: J) € A
n
> X35
t2 =1 H entéro
n i
2 aij
J=1

5

de soluci

ca




3
1
i
:

i
{
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lizando redes.

81 se congsiderara a los proyectos y periodos como‘noaQé:ﬁ
denominados fuentes y sumidores, respectivamente, y a las parejas ofdenadas
de los mism55 Comu arcos, cuya capacidad estd dada por el costo del proyec-—
to considerado en ese periodo, se puede transformar en una red bipartita G;‘
la cual puede transformarse en ura red equivalente cbn una sola fuente uni-
da a las distintas fuentes por medio de arcos cuya capacidad es (0, = aij)
y un soclo sumidero t unido con arccs a los distintes sumidores cuya capaci-

dad sza (o, Bj).

La red asociads se muestra on 1

¢

i Cyr0y4
¢, a iy
0, 2a U tn '
LA ¥
O,zczj
’ <
Cm’omi
0’% amj mm2
(3

Por lo tanto, el problema puede expresarse en términos -
de la teorfa de redes como un problema para determinar-el flujo méximo défél

a t tal que minimice los costos en la red.
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i 4. APLICACION DE LA PROGAAMACION DISCRETA AL ANALISIS DE INVEHSIONES

i

i

Vi

4.4 Consideraciones generales

Se adoptard en esta seccidn el algoritmo de ramificacién

y acotacidn aplicado al problema de inversiones en proyectos independientes.

Sean los conjuntos 81, Tq y £) 1 definidos como sigue:

m .
- r we ] . . ] { A ,‘{.‘
) Si= Mgl Z Ky S By 0S¥y S ag CRON
l=1
n n
T, = [XiJ/{ > xij'/ > ali}z entero,
J::’l j::-']
Xij =0 o aij”%f(i’ j)] : . S .(4.?) ;
Q,-s,071, (4.3)

El c;on,juntos1 €5 Cconvexo en Em+n obtenido por la iqtazl
secciodn de los hiberplanos dados per las ecs 3.7 y 3.8, esta acotado, puésé'
to que cada variable Xij de la ec 3.8 estd acotada tanto infefior como_$upg :
riormente.

Tq es un conjunto no vacio en el miémo espacic de_81fl?!

es también finito puesto que xij =04 8y 5

Finalmente, de la ec 4h3,£271 es finito, puésfc;éﬁéiT5

es finito.

Por lo tanto, se satisfacen las condiciones del problema
S
general.

Puesto que & 5 2 0y B;; 20, existe al menos unafsalg

Cue

cifin factible.




i

4.2 Operacian de ramificacidn

* B B

i . B . i

Dado un cierto nodo 1 del drbol de solucidn con log conjun7” ‘
tos asociados&ll ¥ 59, la ramificacidén se define por su interseccidn boh‘ldé5'

conjuntos

<
b
o}
i}
—
>
s
Coe
S~
>
A
.
1
1]
=]

0, Vj] implica Yk

(4}4)

i
1
1

(4.5)

]
i
—

30 uj] implica Yk =

Los conjuntos asi definidos satisfacen las condiciones

de suficiencia para formar una particidn de {l 17

Vip O Ve g = [ X5/ Xej = 0r X5 = 3y 51 Vj]’ 6 (a.8)

y puesto quefl) es un subconjunto de§2,, y también, de 4.1 a 4.3 las varia -

bles ij enfl 1 Ppueden tomar valores O é

o
x
C.ae

Asi, la interseccién deszl.con la ec 4.7 es&)l.y queda  :

satisfecha la segunda condicidn de suficiencia.

Finelmente, puesto que en cada operacidn de rgmifipéqiﬁh;_;
n variables Xij son cero g la cota superior, y puesto que el n&mefq*déaQ§ 
riables es finito, eventualmente se obtendré el nodo terminal t con S 5521_:
conteniendo un solo elemento del dcminio de&ll, y de aguf todas las solue
ciones factibles de P pueden ser numeradas en forma similar desarrp1léndO   

tote lmente el arbol de solucidén.

4.3 E1 problema auxiliar y el subalgoritmo

£n cada iterscidn del algoritmo: de ramific?ciéh-yfaa




asociado con el nodo 1 del &rbol de solucidn, debe

)

auxiliar conteniendo A, derivado de P.

El problemz auviliar Al toma 1
M n
”Al : maximizar z (1) = X2 2 cy Xi
is=1 J=1
sujeto a : m
2 X585 0 J=1.
i=1
0< ij = aijl ¥ (il J)

J=1 J=1
donde
I, N, el subconjunto de nodos de la
Yi = 0 (proyectos rechazados)
I1 c N1 subconjurito de N1 asociado con
N, =N, =I - 1I, subconjunto de proyectos que p

dos libremente.

Este problema es un programa lineal cuyasplucidn pue@e

obtenerse por inspeccidn. Ademds, de la ec 4.11, X¥, =0, i e'ID. De 1as:g”;”

resolverse un problemg

a forma:

o ‘(4.9)‘."
(4.10)‘_

0 ;1ie IO (4.11)1‘ ‘1

13 1€l (4.32):?,

red G para los cuales

Y, =1 (proyecto acéptaﬁﬁslr 

uveden ser aceptados o recha.

ij
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v
i
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El problema pusdé descomponerse en n programas mutunmqg-

te independientes, de la forma i

(4. 135

Maximizar Z = 2 C; Xy ,
ie Nj
Sujeto a 5 X; 5 BJ. . (a.14)
ie N1 , ' ‘
O< %35 < ag . | (a.18)
donde Ej = By - by 8y
ie I1

Se considera, sin perder generalidad, que los proyec—.

tos con indice 1 € N, estdn en orden decreciente de su utilidad por unidad

v
v
O

de inversidén, C,

i tal que quil

2
Bajo esta consideracidn es cbvic gue la solucidn dGptima
al problema dado por las ecuacicnes 4,13 a 4.11 puede lograrse simplemente

poniendo xij igual a su cota superior en el orden de los Indices i, hasta

que el presupuesto EJ‘j se agote. 5i 2 aj; > Ej’ entonces una sola va-
i N

N .

riable tomard un valor menor que la cota superior. £l problema planteado

por las ecuaciones 4.13 a 4.15 puede resolverse para toda j en esta Forma,”,vf

Asi, la solucidn Sptima al problema auxiliar Ay serd

si .<B., o cero :
a1J,__ J} ' 1) y




arj sl r e 11
r-1 r
*, . .
arj si > x13<§3 Y z x*ij<gi‘; I"GN,‘;'I‘ > 1
i=1 i=1 <
Kt ‘=< r—1 r-1
rj B. -~ 3 4 * B 5 # ‘
B, z Xy st F x*5<Byy X, s >§J., reN
' 3 im} i=:1
r—1
) si 3 A3 4 2B, relN, r>1 (a.16)
i=1

La funcién objetive tomara el siguiente valor:

23 {1) = 3 fyo+ > z G, 2%,
ie

_ 1
le 11 N1 iJ

Debe notarse que si para algin problema_Al; su correspdhd”ég,
te Ej es menor que cero, Ay serd no factible, y los nodos del érb01 debenféga.
cluirse. )

4.4 Operacidén de redondeo

Se tiene una solucién factible al problema si Y# es enteto: ’
en caso contrario, se puede establecer una solucidn factible, para P, de la-

siguiente manera: *

Y. si Y*i = 0o 14

7
i
|




oo

El valor de la funcién objetivo seré

i(l)= E

ie I,l

La solucidn que asi se obtiene es factible para P. La

operacidn de redondeo definida por las ecs 4.10 y 4.19 permite rechazar

ciertas ramas del arbol.

4.5 Algoritmo de ramificacidn y acotacidn

- (4.19)

. .

A continuacidn se presenta el algoritmo

Paso 1. Hacer i 1, generar nodo 1 resclviendo Al' Obtener Y?.f ;:

5i todas las Y§ son 1 6 0, alto; la solucidn es dptima.

51 no acotar nodo 1 con U

1t

(=

Z*, Redondear nodo 4 Dafé.P 

e~

QL

A
I'4

1 - L

1

De otra manera L1>-U

- A
obtener (%, xij)' Hacer L

I8

U1, alto; la 5éf “

lucidn redondeado es Gptima.

g Ha-

cer i i+ 1y pasar a la etapa i.

Etapa 1. a) Ramificar. Ramificarse del nodo acotado 1. Creaflhgi

"3

doryr+ 1y los arcos dirigidos (1, r) y (1, + 1){}

Resolver el problema A, con Y = 0, adicionéndo, al’
)

rechazar el nodo correspondiente. i -

conjunto IO y resolver problema Ar + con Yk'

1

adicionando k al conjunto I,. Si Z* (r) 6 ¢ (r f

menor que L.

i-1?

%

alguno es no factible, excluirlo. v

b) Redondeo. Redondear nodo ry r 4 1

- o

'2 (r+ 1)]_;

Hocer L, = max{L z (r

) Cnta infarior. 3
1 Lriat o

),

rechazar todos los nodos con £%¥<i




JC?) Cota superior. Seleccionar nodo 1 tal que*Z* (l)

= maxlz* (x)}para los nodos corrientes terminales. A

cotar superiorments 8l nodo 1 con U; = Z% (1),”Si»

Li = Ui’ alto; la solucidn factible que da la cbﬁa-igﬁiu
ferior es &ptima. De otra maners, Li<:U*‘ Harcexr
EN

La programacidén y uso de este
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5. CONCLUSIONES

N
¢

. i &
1. Entre las ventajus quas se obtienen al aplicar el aigoritme -
descrito, cuando el ndmero de proyectos es grande, estd la simplifiba&iﬁhyﬁﬂi 

cadlculoc con respecto a otros algoritmos conocidos.

2. Una limitacidn de esta técnica es le suposicién de indepan-
dencia entre ios proyectos, debido a gque en la prictica ss bastants dificilt_
encontrar proyectaos que cumplen ssta condicién por diversas razones, como son"

la politice de la empresa, los compromisos adquiridos, etc.

3. Con relacién a la aplicacidn del procedimiento de solucidn,
se debe tomar en c.enta qua los proysctus deben contener une evaluacidén com-
pleta de los beneficics, y una distribucidn de los presupuestos y desembélsdéj
por periodo, en valor presente, y ordenados en forma decrecie@té en funcidn

de su relacifin beneficio-costo.

4. En la prdéctica, a veces, se vuelve. dificil sstimar 1ds béQéi
%icius, por ser slgunas de ellas intangibles, y conocer los presupuestos‘ﬁaﬁ i
exactitud. Asi, se debe considerar el problema como sleatorio, pdrque né éa
conocen con certeza laos financiamientos, disponibilidades de capital, até:}.‘:‘v

en

>

5. El algoritmo no considera la inversifn futura de los exce

tss de un periodo.
6. Debido @ la l8gica del programa dz computadora y a las vertri§4

cionas de memoria de la mdquina para la cual fue disefiade sl programa, Se‘difi

culta el manejo de mis de 100 proyectes.

7. E1 ndmero de peridgdos gue podria manejér.eihﬁféétéﬁé;‘sg*gs

de modificer cuando sea necesarie, con solo slterar una‘ingprupbiéﬁﬁﬁéi




mo. Se considera para las empresas privadas un término medio de inverSiﬁﬁf
de 5 afios, y las oficinas de gobierno también los hacen por el migmq perig

do de tiempo.

8. El1 programa esta disefiado para proporcionar los détoé neggﬂ 
sarios en la construccidn del &rbol de solucidn; obtiene, en‘forma de lista{:Z
los proyectos aceptados y rechazados, las efogaciones requeridas por périu-‘ “
‘dé, y el valor &ptimo de la funcién objetivo, es decir, la utilidad maxima

que la empresa obtendria en el caso de que aceptara la combinacidn de pro-

yectos rasultantes (Apéndice).

9. Finalmente, se observa que la dimensidn del &rbol depéhﬁe'f

directamente del nimsro de proyectos y no del nimerc de periodos.
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CusToe2n)
/i()ﬂ): NY L A0) P HNACSO)

»
10)) V’)\)-l())’ P {50 CT('O)
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DIMENSTON 2D
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50
30
50,
DIMENSICH urca(
Y
LE

TTCEADA PECIONA
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LA TECHICA UTILIZAuUA Lo RARMIFICACING Y ACOTACINN -
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F ) HURERT DLl R T ACTTRTE -
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¢ 8L L LIMITE TNiEw{aR DL LaostrudIne BN EL PAasn L,
k” 1S LIRITO Sty on b Lo SCLGSInn On HL PASD Ly
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A NP DE PROYEICTUS,
C NS o ROOF PLepinns,
C P CSUPUESTY n18Pa~IsLl £E% EL PERTODOD 4
¢ B(ID xrt;lc*n JQJSNIDQNHE;_PHHY‘FT" T
C ACT, ) 0STH BEL PRAYEATO 1 EH [ PERKIORD J
IC e e e e
2 N NUHERD DE
C ND(N,J) NUMERD DEL #aaYEeTd J ACTeTANG 4 nECHAZANp EN EL nORD N»
¥ NV (s D) VALDR DF LA 5UcTalay DE AgIPTAR o 2EciHA7an EL PROYECTED J EN rt
o ‘ MOBO Ny ST TTENC VALOR 1 s ACEPTA Y ST _TIENE _VALAR O SE _RECHA
. ,
I Y(I J3 CANTIOAD fSIgVﬂWA Gl PR ECTn L Fn ki PERIODO. de .
C ciyi CusSTa TGTAL nEL PratYSCTo 1o
c nt) __VALUR DE L‘_W‘”191”2”VEWACﬁﬁléiiﬂiﬁﬂ,B‘”~(7“.“E' PROYFCTC I .
c 2S () LIMITE SUPCRISR Ll vALSAR DL LA ruhCTION £x EL NOUQ N

ZE(N) LIMITE INFERINR CEL _VALER DL LA FyUNCTOUT Ex EL NOUO. N . .
» HER(ND NUPERD pEL PRAOYECTD CHN yALUR FRACCIONARI, EN EL NODDO N

LFCTURA DFE 0ATNS

READ 10, NP: KSs (P(J)s,d=1,NS)
10 FORUAT(2IS/(?7F10.22) e

PRINT 210s NPs4Ss (JrPCJ) s =1sX8)
210 FORAAT (" EL ‘__4‘”E‘?d UE ”r”’ft(‘ll:q L‘) MNER T ¢ FL NuMERQ DL PERJQD

108,15,/ L( PRESUPUESTOS SO My /r (25X MEN EL PERTIODD "215»
2vv DE u)rl(‘}'/)) .

REA) 11, ((ACTad)sd=tras)si3CIdsl=t, P
11 FORMAT (6F10.2)

D0 250 j=1.079
2250 PRyET 211, 1,501 2CJdrACTrd)sd=lsnNg) :
ZI1TFORMAT (Y EL PR IYECTUY, IS, " TIENE UN DENEFICIN NE ",710.22% ¥ UN C
10457 POy pPiZuldng 18 s/ 1)):'"{)[‘::21!’”):"." ‘J‘:{‘)"CHSTC’:/‘/(l‘SX)I“\)Sx:

2 F10¢95))
ENPITZA LA PRIMLRA LTAPA
Un Ba U=1s19
CPA=pCd)
‘)’) 21 1»1: V2
IF(RPA=ACTs JY) 29525,26

“o Ve { —_FV A
. AL F I"‘r\

501029

TO8 XTI =AY
PAZPA=ALT, J)

‘»-ﬂi COUTINUE

)G_, »“n i ?,3 ,'e‘




2 I=1,NP

XAz=D

. CT(1)=0

DO 23 J=1.N5

XA=XA + X(T.J)

SCTCIYI=CTCIY + ACILU)
23 CONTINUL

Y(IH=Xa/¢TC ) :
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