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Introduccion

Esta tesis consta de dos partes. La primera parte es una exposicién autoconteni-
da para demostrar recurrencia y transitoriedad, dependiendo de la dimension, de la
caminata aleatoria simple en Z¢. La herramienta principal es la conexiéon que tienen
las caminatas aleatorias con los circuitos eléctricos. En la segunda mitad de la tesis,
continuamos con el anélisis a detalle de la caminata aleatoria simple para, luego, ex-
poner resultados sobre el exponente de crecimiento de la caminata aleatoria con ciclos
borrados.

En el Capitulo 1, empezaremos recordando definiciones y resultados esenciales de
la teoria de probabilidad y la teoria de los procesos estocasticos. Incluiremos, ademas,
definiciones béasicas de la teoria de gréaficas.

Para introducirnos en el tema de la tesis, imaginemos lo siguiente. Nos encontra-
mos en un laberinto y comenzamos en un punto fijo, digamos, la entrada. A medida
que pasa cada hora, nos movemos un paso en una direcciéon particular (norte, sur,
este, oeste) elegida al azar con la misma probabilidad. A este proceso se le conoce
como la caminata aleatoria simple. Si se regresa en un tiempo finito, con probabilidad
1, a la entrada del laberinto, entonces decimos que la caminata aleatoria simple es

recurrente. En [I], se relata como George Polya formulé el problema de recurrencia:

“él y su prometida también habian salido a caminar por el bosque, y de
repente nos cruzamos. Nos volvimos a cruzar a la manana siguiente e
incluso varias veces. No recuerdo cuantas veces, pero ciertamente con de-
masiada frecuencia y me senti avergonzado: Me mir6 como si los estuviera

espiando, lo cual les aseguro que no era el caso. Los encontraba por pura

v
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casualidad, pero jcudl es la probabilidad que realmente haya sucedido por

casualidad y no intencionalmente?”

En 1921, Polya resolvié este problema en Z% y presenté el teorema de recurrencia,
luego llamado de Polya, en [2]. Peter Doyle en su tesis doctoral [3], mostré como
relacionar los circuitos eléctricos y las caminatas aleatorias simples, para asi dar
una nueva demostracion del teorema de Polya. El puente teérico que conecta a las
caminatas aleatorias simples con los circuitos eléctricos son las funciones armonicas.

La analogia de un puente es apropiada, pues en esta tesis se cruza tal puente para
encontrar resultados fisicos aplicables a las caminatas aleatorias. De esta manera,
enunciaremos y probaremos el teorema de Polya en términos de circuitos eléctricos

Continuamos en el Capitulo 2 estudiando las trayectorias de las caminatas alea-
torias simples. Para analizarlas, tomamos un ntmero cada vez mayor de pasos n,
reajustando la escala espacial de la caminata por y/n. Al hacer tender n hacia infini-
to, el principio de invarianza de Donsker [4] nos asegura la convergencia débil hacia
un proceso llamado movimiento browniano.

Posteriormente, en el Capitulo 3, introducimos la caminata aleatoria con ciclos
borrados en una grafica finita. Esta caminata surge de una trayectoria finita de una
caminata aleatoria simple, a la cual se le aplica un algoritmo cronologico de borrado de
ciclos. Luego, se define este proceso en la trayectoria infinita de la caminata aleatoria
simple en Z?. Veremos que la construccién no es tan sencilla cuando la caminata
aleatoria simple esta definida en Z2, pues ésta es recurrente.

En el Capitulo 4 seguimos con el analisis del comportamiento asintético de la
caminata aleatoria simple. A partir de la unicidad de las funciones armonicas, se
demostrara que el exponente de crecimiento de la caminata aleatoria simple es dos.
Concluimos este trabajo con la exposicion de algunos resultados recientes sobre el
exponente de crecimientos de la caminata aleatoria con ciclos borrados.

Las aportaciones principales de esta tesis son: una presentacion, de todo lo mencio-
nado anteriormente incluyendo algunos resultados de la caminata aleatoria con ciclos
borrados, accesible a nivel licenciatura. Ademas, se realizan los calculos detallados

para obtener los resultados de la caminata aleatoria simple.



Capitulo 1

Preliminares

En este primer capitulo establecemos las nociones preliminares necesarias para el
desarrollo de este trabajo.

Empezamos en la Seccion [I.T] con los conceptos que nos llevaran a definir un es-
pacio de probabilidad. Seguido, introducimos el concepto de variable aleatoria para,
asi, definir otro espacio de probabilidad sobre el cual desenvolvernos con mayor facili-
dad. Después, ahondamos en el concepto de esperanza, y dos desigualdades asociadas.
Utilizamos como referencia los libros [3], [6] y [7] donde el lector puede ahondar en
alguno de los temas presentados.

Extendemos, luego en la Seccion la nocion de variable aleatoria e introducimos
los procesos estocésticos. En particular, consideraremos las cadenas de Markov y
deducimos resultados de esta clase de procesos. Para esta seccién se consultaron los
libros [8] v [9].

Luego, definimos la notaciéon asintotica. Concluimos el capitulo con las definiciones
bésicas de teorfa de graficas. Para estas dos tltimas secciones, nos basamos en los

libros [10] y [11], respectivamente, que quedan de referencia al lector interesado.

1.1. Probabilidad

Un experimento es un ensayo que proporciona conocimiento, y se llaman eventos

a los posibles resultados que se pueden observar del experimento. Un experimento es
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aleatorio si conocemos todos los eventos posibles, pero sin poder predecir el resultado

que ocurrira.

Definiciéon 1. El conjunto de todos los eventos posibles se denomina espacio mues-
tral. Si la cardinalidad de los posibles resultados es contable, podemos enumerar estos

resultados, como wy,wy, ..., y nuestro espacio muestral es Q = {wy, wo, ..., }.

Cuando 2 es un conjunto infinito, uno debe ser cuidadoso, pues de lo contrario uno
puede llegar a contradicciones o paradojas, como la paradoja de Banach-Tarski (se
recomienda al lector interesado revisar [12]). De ahi, viene la necesidad de la siguiente

definicién.

Definicién 2. Un familia .# de subconjuntos de €2, es decir .# C P(2), es una

sigma-algebra de () si cumple que:
1. Qe 7.

2. Para todo A € #, tenemos que A € Z.

3. Para Ay, Ay, ...,€ .Z, tenemos que | J A; € Z.
i=1
Si © es finito, es usual tomar % como el conjunto potencia de Q,P(£2). Si el
conjunto € es el de los nimeros reales o el de las funciones continuas en [0, 1] (denotado
como C'0,1]), entonces se suele tomar la sigma-algebra de Borel de los reales o de

C10,1] [} denotada como B(R) y #(C|0,1]), respectivamente. Un subconjunto A de

() se denomina evento y es un conjunto de resultados del experimento aleatorio.

Definicion 3. Si .# es una sigma-algebra del conjunto 2, decimos que (2, %) es un

espacio medible.

La probabilidad clasica o frecuentista del evento A es la proporcion de ocurrencia
de A sobre todos los eventos posibles. Asi, si en n experimentos A sucede k veces,
entonces la probabilidad que el evento A suceda es % Abstrayendo este concepto,

tenemos la siguiente definicion.

!La sigma-algebra de Borel de los reales es la generada por los intervalos abiertos de los reales
R:(a—d,a+9) ={x:| x—al|<d}. Andlogamente, se define la sigma-algebra de Borel de C[0, 1].
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Definicién 4. Una medida de probabilidad P definida en un espacio medible

(Q,.7) es una funcion P : .# — [0, 1] que satisface:
1. (Normalizacion). P(€2) = 1.

2. (Sigma-aditividad). Para cualquier coleccion contable de eventos Aq, Ay, ... dis-

juntos dos a dos (i.e. A;NA; =0, # j) tenemos que

o (0n) - S

A P(A) se denomina la probabilidad del evento A.

De la definicion, se deducen varias propiedades. Una de ellas es que para A € .7,
P((A)%) =1 - P(4)
En efecto, notemos que 2 = AU A€ y por aditividad,
P(Q)=P(AUA)=P(A)+ P(A°) =1

0.

De ahi, se sigue que P(0)

Definicion 5. Sean ) un conjunto no vacio, .# una sigma-algebra de Q y P : % —
[0, 1] una medida de probabilidad. La terna (2,.%#, P) es llamada espacio de pro-
babilidad.

En lo que resta del capitulo nos ubicaremos en un espacio de probabilidad (2, %, P).
La ley de probabilidad total enuncia que cualquier evento A € .%, se puede

calcular su probabilidad como:
P(A)=) P(AN A,
i=1

donde Ay, As, ..., € % es una coleccion contable de eventos disjuntos a pares y tal

que J—, A; = Q. Esta ley se sigue del hecho de escribir a A como la unién de eventos
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disjuntos a pares, esto es A = J;2, (AN A4;) y de la sigma-aditividad de la medida de
probabilidad.
Para Ay B € .# con P(B) # 0, definimos la probabilidad condicional de A

dado B como:
P(ANB)

P(A|B) =~

Dos eventos Ay B € .# son independientes si

P(ANB) = P(A)P(B).

En el caso contrario, decimos que son dependientes.
Se dice que la colecciéon contable de eventos Aq, As, ..., € % es independiente si

para cualquier eleccion de indices: 11 < 19 < ... < 1y,
P(A;, N A, N...NA;,) = P(A;,)P(Ay,)...P(A;).

Para describir los eventos €2 del espacio muestral como eventos en R, definimos una
correspondencia a través de funciones denominadas variables aleatorias. De manera

que uno pueda describir parte del resultado del experimento nimericamente.

Definicién 6. Sea (2,7, P) un espacio de probabilidad. Una variable aleatoria
Q

X es una funcion X : (Q,.7) — (R, B(R)) tal que para todo A € A(R),
XA ={weQ: X(w)e A} c Z.
De esta manera, podemos definir la ley de probabilidad
Px(A) = P(X7'(A)), para cada A € Z(R).

Asi, (R, #(R), Px) define un nuevo espacio de probabilidad.

Definicion 7. Llamaremos funcidén de distribucion de la variable aleatoria X a
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la funcion Fy : R — [0, 1] definida por

Fx(x)=P(X <z)=P{w: X(w) < z}), para cada = € R.

Definicién 8. Decimos que dos variables aleatorias X y Y son idénticamente dis-

tribuidas si F'y = Fy.

Es natural definir la convergencia en distribuciéon como la convergencia de las

funciones de distribucién asociadas.

Definicién 9. Sean X y (X,,)nen una sucesion de variables aleatorias, no necesaria-
mente definidas en el mismo espacio de probabilidad (€2,.%, P). Decimos que (X,,)nen

C . .. . D .
converge en distribucién a X, escrito como X,, — X, si

lim Fy, (z) = Fx(z) , para cualquier z € R donde Fx es continua.
n— o0

Proposicion 1 (Teorema del limite central). Dada (X, )nen una sucesion de va-
riables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas con p = E[X], 02 =
Var(X,) € (0,00). Para cadan > 1, sea S(n) = X1+ Xo, ..., X,,. La suma normalizada

S(n) satisface que,

S(n)—nu p

S(n) = = S ~N(0,1), cuando n — oc.

g\/n
Igualmente, podemos definir independencia entre variables aleatorias.
Definicion 10. Las variables aleatorias X y Y son independientes si para cualesquiera
A, B e #AR),

P(X"HA)NYH(B)) = P(XT(A))P(Y(B)) = Px(A)Py(B).

Tanto Y y X toman valores en R. Sin embargo, en general las variables aleatorias

no necesariamente tienen que tomar valores en el mismo espacio.
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Si una variable aleatoria toma un conjunto numerable de valores, hablamos de
una variable aleatoria discreta.
Por ejemplo, W sigue una distribuciéon uniforme, si toma valores en un conjunto

finito N, con P(W = z) = , para todo z € N.

1
card(N)

O bien, la variable aleatoria X sigue una distribucién Rademacher con para-
metro p € [0, 1], Y ~ Rademacher(p), si toma valores en {1, =1} con P(X =1) =py
P(X = —1) = 1—p. Una interpretacion sencilla de la variable Rademacher es que mo-
dela el resultado que obtenemos al tirar una moneda donde, digamos, los resultados
aguila y sol los asociamos con 1 y -1, respectivamente.

Otro ejemplo es la variable aleatoria Y que sigue una distribucién binomial

con parametros (n,p). Esta variable aleatoria toma valores en un conjunto finito

N ={0,1,2,...,n} con

PY =y) = (n>py(1 —p)"Y para todo y € N.
Y

La variable aleatoria binomial modela el ntimero de éxitos en n ensayos independien-
tes, cada uno con probabilidad p de éxito.
El ultimo ejemplo, que sera de utilidad, es la variable aleatoria Z que sigue una

distribucion geomeétrica con parametro p € [0, 1] tal que
PZ=2)=10-p*'p para z € N.

La variable aleatoria geométrica modela el ntimero de ensayos independientes nece-
sarios para lograr el primer éxito, cada uno con probabilidad p de éxito.
Decimos que una variable aleatoria X es continua, si existe una funcion fx

integrable y positiva, tal que para todo z € R:

Fe) = [ ro

Llamada la funcién de densidad de la variable aleatoria X.

Por ejemplo, si Z sigue una distribucién normal con parametros (u,02), Z ~



CAPITULO 1. PRELIMINARES 7

N (11, 0?), su funcién de densidad es

fa) = == e (—% (;“))

La variable aleatoria Z que distribuye N (u, 0?) satisface que

1
vV 2mo?

(I
Plu—o<Z<u+o)= / e 2 dr ~ 0.68269. (1.1)
-1

Definiciéon 11. Dada X una variable aleatoria, definimos la esperanza de X como:

Y owerTox(x) i X es discreta,
E[X] =
ffooo x fx(x)dr si X es continua.

La esperanza esta definida si, y solo si, la serie (integral) es absolutamente con-

vergente, es decir si

Y wer [T px(x) < oo si X es discreta,

ffooo |z] fx(x)dx < oo si X es continua.

Intuitivamente, la esperanza corresponde al promedio ponderado de los valores
que toma la variable aleatoria.
La esperanza es un operador lineal, es decir para X,Y variables aleatorias y para

a,b € R se tiene que

ElaX + bY] = aE[X] + bE[Y]. (1.2)

Ademés, si X1, ..., X, son variables aleatorias, al aplicar induccién en la Ecuacion

(1.2)) sobre n, entonces
E

> x|~ 3w
i=1 i=1
Decimos que la esperanza cumple la propiedad de aditividad.

Proposicion 2 (Desigualdad de Markov). Sea X una variable aleatoria no negativa
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con E[X] < 0o y sea t > 0. Entonces

Pz < B

Demostracion. Seant > 0y la funcion 1 x>, conocida como la funcién indicadora

del conjunto {X > t}, definida como:

1 st X(w) >t,
Lixen(w) =
0 en otro caso,

para w € (). Ademés, X es una variable aleatoria no negativa, entonces para todo

w € Q se tiene que X (w) > 0. Luego, si para w €

Ja
E

0< X(w) <t entonces 0

IN
N‘

Si, ahora, para w € €2

X
0<t<X(w) entonces 1< #

En consecuencia,

X
Tixsn(w) < #, para todo w € Q.
Por la monotonicidad y linealidad de la esperanza, tenemos que

E[lix>y] < @-

Finalmente, notemos que E[l;x>4] = P(X > t). De esta manera, queda demostrada

la desigualdad. |

Si g : R — R es una funcion medible, es decir tal que para todo A € Z(R) se
cumple que g~(A) € .7, entonces g(X) es también una variable aleatoria. En este

caso, podemos calcular su esperanza, cuando la serie (integral) correspondiente es
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absolutamente convergente, como:

r9(®) px(z si X es discreta,
sy | S @@

7 9(x) fx(z)dz si X es continua.
Definicion 12. Dada X una variable aleatoria, definimos la funcién generadora
de momentos de X como
Seer € px(x)  si X es discreta.

Mx(t) = E[e"] =
7 eX fx(z)dz si X es continua.

—0o0

Para cada t € R donde la serie (integral) es absolutamente convergente.

Proposicion 3 (Cota Chernoff-Cramer). Sea X una variable aleatoria tal que Mx(s) <
o0 para s € (—So, So) para alguna sy > 0. Para cualquier f > 0y s € (0, sq), se cumple
que

P(X = B) < exp[—s8 + Px(s)], (1.3)
donde ®x(s) = log(Mx(s)).

Demostracion. Dado que s > 0, como la funcién exponencial es una funcién creciente,

se cumple que

{w: X(w)>p}={w:e’ “J)>656}

sX

Luego, e** es una variable aleatoria no negativa con esperanza M (s). Mediante

la desigualdad de Markov que

P(X > ) =P > ) <

Lo cual demuestra lo deseado. O

Definicion 13. Dada X una variable aleatoria y A € .%, definimos la esperanza

condicional de X dado el evento A con P(A) > 0 como:

E[X | A = ZxP =z|A)=

z€eR
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Se interpreta como el valor promedio de X una vez confirmado el evento A.

Proposicion 4. Sean By, ..., B, € % eventos disjuntos a pares, los cuales forman una
particion del espacio muestral; sean X una variable aleatoria y A € F con P(A) > 0.

La esperanza condicional de X dado el evento A es

E[X | Al =) E[X | AN B P(By | A).

zeR

Demostracion. Trabajemos con el lado derecho de la igualdad, para llegar al lado

izquierdo.
k=1 zeR
FAB)  PA)

k=1 z€R

_ ZxP(X =, A, (UZ:l Bk))

P(A)

zeR

- ZxP(X —z|A) =KX | A
zeR

La segunda igualdad se da por la definiciéon de probabilidad condicional. La tercera

igualdad se sigue por aditividad. La tltima igualdad se tiene de (J,_, By = Q. O

Para medir cuan dispersos estan los valores que toma una variable aleatoria X

con respecto a su esperanza, definimos la varianza de X, dada por:

Var(X) = E[(X — E[X])2.

De manera natural, generalizamos la nocién de variable aleatoria a la de vector
aleatorio. Asi, un vector aleatorio Y : (2,.%#) — (R", Z(R")) es una funciéon Y =
(Y1,...,Y,,), donde las coordenadas Y; son variables aleatorias. Observemos que nuestro

vector aleatorio tiene un ntimero de entradas finito; si pensamos en que tenemos ahora
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vectores indexados por un conjunto de cardinalidad infinita, llegamos a la nociéon de

proceso estocastico.

1.2. Procesos estocasticos

Definicién 14. Un proceso estocastico (X;);er es una familia de variables alea-
torias X; definidas sobre un espacio de probabilidad (€2,.%#, P). Todas las variables
toman valores en un conjunto S, denominado espacio de estados. Ademas, las
variables alaeatorias estan indexadas por un conjunto de cardinalidad infinita T" de-

nominado espacio parametral. Notemos que:

1. Para t € T fija, w — X;(w), para cada w € €, define una variable aleatoria en

el espacio de probabilidad (2, .#, P).

2. Paraw € Qfija, t — X,(w), para cada t € T, define una funcion a valores reales,

llamada trayectoria del proceso.

Cuando T' = Z,, se dice que el proceso estocéstico es a tiempo discreto. Por
otra parte, cuando 7' = R o T" = [0, 00), hablamos de proceso estocastico a tiempo

continuo.

Definicién 15. Sean (2,.7, P) un espacio de probabilidad y (X,,),en una sucesion de
variables aleatorias en un espacio de estados S. Decimos que (X,,),en €s una cadena

de Markov si cumple la propiedad de Markov, es decir, tal que

P(X,y1 = j|Xo =t0, X1 =11, ..X;, = ip) = P( X1 = j| X = i)

para todan € N, para todo estado j y para toda sucesion de estados ig, 21, ..., tn_1, in

para las cuales la probabilidad condicional este bien definida, es decir, tal que,

P(XO =19, X1 =11,..X, = Zn) > 0.

La propiedad de Markov nos dice que para calcular la probabilidad de un estado
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futuro X,,11, el conocimiento del pasado (Xy, X, ..., X,,) no da més informacién que
la informacion del estado presente X,.

Si, ademas, para todo t € N se cumple que
pij == P(Xpp1 = j| Xy = 1) = P(Xy = j|Xo = 1)

diremos que la cadena de Markov es homogénea. Llamaremos a p;; la probabili-
dad de transicion del estado ¢ al estado j en un paso. De lo contrario, si las
probabilidades de transicién fueran funciones del tiempo, el proceso seria una cadena
de Markov no homogénea en el tiempo.

Podemos ver el proceso como una evoluciéon a lo largo del tiempo, interpretando
al evento {X,, =i} como que el proceso esta en el estado i en el tiempo n.

Cualquier probabilidad asociada a la evolucion de la cadena de Markov homogénea
pueden calcularse usando las probabilidades anteriores. De esta manera, podemos
escribir cada probabilidad de transiciéon en una matriz conocida como matriz de
transicion [p;;l; jes de tamafo S| x [S|. Asi, p}; representa la probabilidad que la
cadena, iniciada en el estado 7, después de n pasos se encuentre en el estado j.

La distribucién de la variable aleatoria X se llama distribucién inicial de la

cadena de Markov, que denotamos como
Py(i) = P(Xo =1i),para todo i € S.

Proposicion 5 (Ecuacion de Chapman-Kolmogorov). Sea (X, )nen una cadena de

Markov homogénea. Parai,57 € S yn,m € N,

P(Xppm =j| Xo=1) =Y P(Xp=k| Xo=0)P(Xp, = j | Xo = k).
kes
Demostracion. Consideremos la descomposicion del evento { X1, = j} sobre los

eventos disjuntos {X,, = k}reg, los cuales forman una particion del espacio muestral

Q. Entonces, {Xn-‘rm - ]} = {Xn-i-m = .7} N = {Xn-‘rm = ]} N {UkeS Xn = k}a ASi,
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por sigma-aditividad y la definiciéon de probabilidad condicional tenemos que,

P(Xn+m:j|X0:i):P<Xn+m:jﬂ(UXn:k> \onz)

kesS

= E P(Xoim =74, Xn=Fk| Xo=1)

keS
P n+m—j, —kXO—Z)
N Z XO = Z)
keS
B E :P(X,Hm =j | Xn=kXo=9)P(X, =k Xg=1)
B P(Xo =)
keS
= E P(X,,=j|Xo=k)P(X,=Fk| Xo=1).
keS
Demostrando, asi, la ecuacion. O

La ecuacion de Chapman-Kolmogorov indica que la probabilidad que la cadena se
mueva de 7 a j en m-+n pasos es igual a la probabilidad que se mueva de 7 a cualquier

k € S en n pasos, y luego se mueva de k a j en m pasos mas.

Proposicion 6 (Construccion de las cadenas de Markov). Sean S un espacio de
estados y (Xp)nen un proceso estocdstico con valores en S. La medida de probabilidad
sobre S estd determinada por la matriz de transicion [P] y la distribucion inicial X.

Entonces se puede contruir una cadena de Markov (X,,)n>0 para tener

ZPO pnl] ZPO pw,pamtodozjeS

€S S

Si el lector estd interesado en la construccion, entonces una referencia es [15, p. 10].

Definicién 16. Para estados 4, j decimos que i es accesible a j si existe un tiempo
t tal que py(i,5) > 0, y lo denotamos como i — j. Sii — jy j — i, decimos que i y

J estan comunicados, y lo denotamos como ¢ <+ j.
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Proposicion 7. La relacion i <> j es una relacion de equivalencia sobre el espacio de
estados S. Entonces, la relacion i <> 7 define una particion en clases de equivalencia,

Y a esas ultimas las conocemos como clases de comunicacion.

Demostracion. La reflexividad es evidente, pues paran =0, P(Xo =1 | Xo =1) = L.
La simetria también se obtiene inmediatamente, pues si ¢ <+ j, entonces ¢ — j y
j — iy, por lo tanto, j <+ i. La transitividad se sigue de la ecuacion de Chapman-

Kolmogorov, pues si p,(i,k) > 0y pn(k,j) > 0, entonces

pn+m(i,j) = an(i,l)pm(l,j) > pn(ia k)pm(k7j) > 0.
les

Por lo tanto, la relaciéon de comunicacion es una relacion de equivalencia. O

Definicién 17. Cuando todos los estados ¢ € S se comunican entre si decimos que

la cadena de Markov es irreducible.

Ademas, decimos que la cadena de Markov es reversible con respecto a alguna

funcion positiva 7 : S — (0, 00), si cumple las ecuaciones de balance detallado:
Tu Pup = Tv Do para todo u,v € S.

Definicién 18. Una medida de probabilidad , es decir una funciéon 7 : S — [0, 1]
y tal que } . o7 = 1, es una distribuciéon estacionaria respecto a una cadena de

Markov con matriz de transicion [p;;]; jes, se cumple la ecuacion de balance general:

Zmp(i,j) =T para todo j € S.
ieS

Definicion 19. Una medida de probabilidad 7 es una distribuciéon reversible

respecto a una cadena de Markov con matriz de transicion [p;;; jes, se cumple que
mip(i, j) = m;p(7,1) para todo j € S.

Proposicion 8. Si 7 es una distribucion reversible, entonces w es una distribucion



CAPITULO 1. PRELIMINARES 15
estacionaria.

Demostracion. Por reversibilidad, para cualquier j € S tenemos que

€S €S ieS
La tercera igualdad se sigue de ) ..o p(j,7) = 1, cumpliendo asf la ecuaciéon de balance

general. O]

Proposicion 9. Para toda cadena de Markov irreducible y finita existe una unica

distribucion estacionaria.

Si el lector esté interesado en esta demostracion se recomienda revisar [9) p. 72].

1.3. Notacion asintotica

La motivacion detras de la notacion asintética es comparar los comportamientos
de funciones con los de un conjunto de funciones de referencia, a medida que toman
valores cada vez més grandes tendiendo a infinito. Una notacién matematica que
permite comparar dos funciones es la notacién O-grande.

Sean f,g : Ry — R, funciones. Se dice que la funcion f = O(g), si existe una
constante ¢ > 0 y un numero natural ng tal que f(t) < cg(t), para todo t > ng. Por
ejemplo, si f = O(In(n)) entonces el tiempo de crecimiento de f es logaritmico en
proporcion a n.

Por ejemplo, consideremos f(t) = t*+In(t). Podemos demostrar que f(t) = O(t3)
eligiendo ¢ = 2 y ng = 1. Esto se debe a que para todos los valores de t mayores que
1, se satisface la desigualdad

3+ In(t) < 263

Decimos que f se aproxima a g, que se denota por f « g, si f =g+ O(g).
Un ejemplo que se utilizaré en este trabajo es el de la funcién factorial. La funcion

factoria se define como n! = 1% 2% ... % (n — 1) xn para cada n > 1. Generalmente es
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dificil de calcular para valores grandes de n. Sin embargo, la férmula de Stirling

aproxima la funcién factorial como

nlwn"e " V2mn. (1.4)

1.4. Definiciones basicas de teoria de graficas

Una grafica G es un par ordenado G = (G(V'),G(A)) al cual por simplificacion,
escribiremos G = (V, A). Consiste de un conjunto V' de vértices y un conjunto
A, disjunto de V', a las que llamamos aristas. Asociada a este par, tenemos una
funcion de incidencia 1(G), que asocia a cada arista de G un par de vértices (no
necesariamente distintos) de G. Si e es una arista y u y v son vértices tales que
Ya(e) = {u,v}, que denotaremos simplemente como {u,v}, entonces se dice que e
une v y v, y los vértices v y v se denominan extremos.

Una arista con extremos iguales se denomina bucle. Ver Figura Se dice que
dos o mas aristas con el mismo par de extremos son aristas multiples. Dos vértices
que inciden en una arista comun son adyacentes y escribimos z ~ y.

Una grafica es finita si tanto la cardinalidad del conjunto de vértices como del
conjunto de aristas de G son finitos. Ver Figura[I.I] De lo contrario, si la cardinalidad
del conjunto de vértices es a lo mas infinito numerable entonces la llamamos grafica
infinita.

Una grafica es conexa si, para cada particion de su conjunto de vértices en dos
conjuntos no vacios X e Y, hay una arista con un extremo en un vértice de X y
un extremo en un vértice de Y'; de lo contrario, la gréafica es inconexa. Ver Figura
[I.1} En otras palabras, una grafica se desconecta si su conjunto de vértices se puede
dividir en dos subconjuntos no vacios X e Y de modo que ninguna arista tenga un
extremo en X y un extremo en Y.

El grado de un vértice v en una grafica G, denotado por deg(v), es el nimero de
aristas de GG incidente con v, contando cada bucle como dos aristas. Una grafica GG es

localmente finita si todo vértice v de G tiene deg(v) < oo.
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Una grafica es simple si no tiene bucles ni aristas multiples.

Un camino C en una grafica simple es definido por una sucesién finita no nula
de aristas que denotamos como C' = [vg, v;...,v;], donde v; indica el j-ésimo vértice
en C'y k se llama la longitud de C. Si ademas k > 0, vy = v y v1 # vy # ... # Vk_1,

entonces C' se llama ciclo, ver Figura Un arbol es una grafica conexa sin ciclos.

O

Figura 1.1: Grafica disconexa y finita con un bucle en el vértice 2. El camino [1, 2, 3, 1]
define un ciclo.

Supongamos que la grafica G = (V, A) tiene un encaje en R%. Es decir, existe una
funcion ¢ : V' — R?. Para un camino C = [uvy, ..., v}] una trayectoria v : [0, k] — R?
estd definida por y(n) = ¢(v,) para n = 1,2,...,k y una interpolacion lineal en

Y |tk p41) Para n € {0, ...,k — 1}.



Capitulo 2

Caminatas aleatorias y circuitos

eléctricos

La teoria de la probabilidad esta estrechamente vinculada a la fisica. En particular,
en este capitulo presentaremos relaciones entre el estudio de los circuitos eléctricos y
el de las caminatas aleatorias.

En una primera parte, nos centraremos en definir a las caminatas aleatorias. Luego,
en entender los conceptos de circuitos eléctricos, para luego vincular cantidades fisicas
como el voltaje y la corriente eléctrica con conceptos de probabilidad.

La relacion con circuitos eléctricos nos permite simplificar célculos. Por ejemplo,
con la ayuda de las leyes de resistencia, simplificar el circuito eléctrico a una arista
“Imaginaria”. Esta arista “imaginaria” es equivalente a las resistencias (conductan-
cias) en el circuito eléctrico original, manteniendo las mismas funciones de voltaje y
corriente en los vértices. A esta arista imaginaria la llamamos resistencia efectiva.

Nuestro objetivo es probar recurrencia de la caminata aleatoria simple en Z?. Para
esto, primeramente, daremos una interpretaciéon de la recurrencia en términos de la
resistencia efectiva.

Luego, calculamos la resistencia efectiva de una subgréfica (para el caso de dimen-
sion mayor o igual a 2) o de todo (para el caso de dimension igual a 1) el circuito
eléctrico en Z?, para asi resolver el problema de recurrencia.

En esta seccion tomamos de referencia [14] y [I5], por lo que el lector interesado

18
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en estos temas puede consultarlos.

2.1. Hacia las caminatas aleatorias

Una caminata aleatoria simple modela el desplazamiento en un grafica de un
caminante. En cada unidad de tiempo, el caminante se mueve uniformemente al azar,
a uno de los vértices adyacentes en la grafica.

Las caminatas aleatorias constituyen un ejemplo relativamente simple, y sin em-

bargo muy importante, de las cadenas de Markov.

2.1.1. Caminatas aleatorias en una grafica simple y conexa

Consideremos que estamos en un laberinto y comenzamos la exploracion del labe-
rinto por la entrada E. Supongamos que el camino que tomamos, para avanzar a un
punto del laberinto, lo elegimos uniformemente al azar sobre sus vértices adyacentes.

En la Figura [2.1], se representa el laberinto.

Figura 2.1: laberinto sobre el cual tenemos una caminata aleatoria simple.

Tenemos, en el laberinto, que el conjunto de vértices es V = {1,2,3,4, E, F} y el

conjunto de aristas A estéa senalado en la Figura [2.1]
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Definicién 20. Definimos la caminata aleatoria simple (5,),>0 en una grafica
simple, localmente finita y conexa G = (V, A) como un proceso estocéastico con espacio
de estados V' de G, y cuyas probabilidades de transicion se definen como:

1 .
m S1LYy ~ T.

Pay = (2.1)
0 siy o x.

Sixz €V y S(0) =z, entonces la medida de probabilidad de la caminata aleatoria
simple es P,(-). Notemos que por la Proposicion |§] la caminata aleatoria simple en G
es una cadena de Markov.

En particular, podemos definir la caminata aleatoria simple en la grafica Z<.

2.1.2. Caminatas aleatorias en Z¢

Definicién 21. Sea (Xj)r>0 una sucesion de variables aleatorias independientes e
idénticamente distribuidas definidas sobre un espacio de probabilidad, que siguen una
distribucion uniforme con parametro {+e, ..., +e4} donde e; = (0, ...,0,1,0,...,0) es
el i-ésimo vector canénico. La caminata aleatoria simple (S,,),>0 en 7%, se define

CcOomao:

S(0)=0y S(n) = ZX

Por tanto, sus probabilidades de transiciéon quedan determinadas para x,y € Z¢

como:
%i silly—z| =1.
Pry =
0  en otro caso.
Denotamos por || - || a la distancia euclideana en Z.

Proposicién 10. La caminata aleatoria simple (Sy)n>0 en Z2 es irreducible.

'En adelante, a veces denotaremos a S,, como S(n).
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Demostracion. Sean 1, 51, ..., 5,,j € Z*. Por la conexidad de Z?, existe un camino

C =i, 81, ..., Sn, j|, de ahi que

~ ‘ 1\
Pwmy:@ﬂnzshﬂgmzwmﬁﬂzq):(Zﬁ .
Asi, poy1(i,j) > 0y entonces @ — j. Por simetria, p,.1(j,7) > 0, por lo tanto j — 1.

Por ende, i <> j. O

Regresemos, por un momento, a la caminata aleatoria simple definida en el la-
berinto, introducido en la Seccion 2.1.1} Nuestro objetivo es llegar a la salida del
laberinto, que se encuentra en el vértice F', antes que el azar nos lleve de regreso a la
entrada E. Si miramos la probabilidad de este evento, veremos que es una funciéon que
satisface la propiedad del promedio, que introduciremos en la Seccion [2.2.2] Antes de
probar la propiedad del promedio en la Proposicion (11, introduciremos la siguiente

variable aleatoria.

Definicién 22. Sean (S,,),>0 una caminata aleatoria simple en G'y A un subconjunto

no vacio de vértices en GG. Definimos el primer tiempo de visita a A como:
T4 =inf{n >0:5, € A}.

Ademas, definimos

i =inf{n>1:5, € A}
Si A = {i}, escribiremos a 7y;; como ;.

Si 7r es la variable aleatoria que modela la primera vez que llegamos al final del
laberinto F', entonces el evento que nos interesa es {7p < Tg}.
Sea h(x) la probabilidad que se alcance el estado F' antes que E, empezando en

el estado x, es decir,

h(z) = P(rp < 75 | S(0) = ). (2.2)
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Proposicion 11. La funcion h(z) satisface que h(E) = 0, h(F') = 1, conocidos como

valores de frontera de la funcion h, y para x # E, F
M) = > h(y)
v= deg(z) Y
Yy~x
A esta ultima igualdad se le conoce como la propiedad del promedio.
Demostracion. De la definicion del primer tiempo de visita, se tiene que al evaluar £
y F' en la Ecuacion ([2.2))
MF)=P(tp <t |S0)=F)=P0=1m7 <71 |S0)=F)=1

Y

Ahora, consideremos la descomposicion del evento {Sy = z} sobre los eventos

disjuntos a pares {S1 = Y}y, €s decir

{5(0) = 2} = [ J{5(0) = 2,5(1) = y}.

Y~

Asi, por aditividad y la definicién de probabilidad condicional tenemos que:
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h(z) = P(tp < 7| S(0) = x)
_ P(TF <TE,S(O> :l')

P(5(0) = x)
P (7r < 75,U,.{5(0) = 2,5(1) =} )
N P(5(0) = z)

B E :P (1P < 78,51 =Y, = 7)
S()—I)

_§ P(TF<TE|Slzy7SOZZL’)P<51:y,SOZI>
P(SQISC)

= § P(rp <71e|Si=y)P(S1=y| S =x).

Yy~

La cuarta y quinta igualdad se siguen de la definiciéon de probabilidad condicional.

La sexta igualdad se sigue de la propiedad de Markov. Por lo tanto,

1
)= T D) (2.3
Yy~

parax # E, F. n

2.2. Teoria basica de circuitos eléctricos

No podemos modelar graficos como circuitos eléctricos sin comprender primero
los circuitos en si mismos. Recordamos varios hechos relevantes sobre los circuitos
eléctricos, enfatizando que se trata de leyes fisicas.

La unicidad de las funciones armoénicas nos permite dar interpretaciones proba-
bilisticas a los conceptos de circuitos eléctricos. Por ejemplo, como veremos en la
Seccion [2.2.0] el voltaje unitario es igual a la probabilidad de que la trayectoria de la
caminata aleatoria simple llegue a un vértice antes de llegar a otro, no necesariamente

comenzando en alguno de los vértices de la frontera.
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Ademas en la Seccion [2.2.3] demostramos que la corriente eléctrica es un indicador
del ntmero promedio de veces que el caminante pasa a lo largo de una arista del
circuito eléctrico. Con esto, realmente vemos la profundidad del vinculo que conecta
los circuitos eléctricos y las caminatas aleatorias.

Definimos el circuito eléctrico como una grafica simple y conexa G = (V, A) donde
tenemos una pila de k voltios, sin embargo al elegir 1 voltio (llamado voltaje unitario)
obtenemos la igualdad en la Ecuacion . De esta manera, tenemos una pila de 1
voltio de F' a Ej; estos vértices son llamados extremos del circuito. (Ver Figura [2.2).
En general, a cada arista {z,y} de G le asignamos una funcién de peso llamada
resistencia r, . Dado que las aristas son no direccionadas, se satisface que ., =y ;.
La conductancia ¢, se define como ¢,, = ——. Para facilitar los calculos, a cada

z,y

arista le asignamos una resistencia de 1€2.

1 3

Figura 2.2: Circuito eléctrico asociado a la Figura 2.1]

2.2.1. Interpretaciéon probabilistica del voltaje

Para cada x € V, v(x) denota el voltaje del vértice en el circuito. Fijamos los

voltajes v(F) = 1 y v(E) = 0 y en los vértices x € V \ {E, F'}, se establecen los
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voltajes v(zx) .

La corriente eléctrica es una funcién antisimétrica, pues fisicamente, al medir la
corriente se toma en cuenta el sentido. Es decir, la corriente eléctrica es dirigida, asi:
gy = —iyo. Ademds, la ley de Ohm enuncia como relacionar la corriente eléctrica,
el voltaje y la resistencia. Dado que hemos tomado r,, = 1£2, el valor de la corriente

eléctrica se simplifica a:
bpy = ——— =0(y) —v(z) donde y ~ z. (2.4)

La ley de Kirchhoff de nodos enuncia que el total de corriente eléctrica que
fluye hacia cualquier estado distinto de 'y F' es 0. Es decir, para x # E, F', se cumple

que

D iy =0 (2.5)

Yy~

De ambas leyes tenemos,

Zv(m) —o(y) =0.

Yy~

Asi, para x # E, F,

deg(e)o() = Y v(y) (2.6

y como G es una grafica conexa y finita, se cumple que 1 < deg(z) < oco. Entonces,

de la Ecuacion (2.6) se sigue que

O 1)

Yy~

De las Ecuaciones (2.3 y (2.7)), concluimos que v y h definen misma funcion. La
relacion que existe entre ambas funciones se da por las propiedades de las funciones

armonicas, las cuales introduciremos a continuacion.
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2.2.2. Funciones armonicas

Definicién 23. Sea G = (V, A) una grafica finita y conexa y sea 0V C V. Una

funcion f:V — R es armoénica en V' \ 0V si para x € (V' \ 9V) se satisface que

@) = gy DI
Yy~T

Notemos que si el conjunto de vértices de G corresponde a un subconjunto finito B
de Z¢ y OB C B, entonces f es arménica en B\ OB si para x € (B \ dB) se satisface
la propiedad del promedio:

f@) =5 Y 1),
ly—=|=1
pues deg(x) = 2d.

Definicién 24. Sea f : Z¢ — R. Definimos el operador de Laplace como

M) =55 Y (W)~ @)  paraze

ly—z(=1
Notemos que si Af(z) = 0 para x € (B\ dB), entonces f es armoénica en B\ 0B.

Proposicion 12 (Principio del méaximo). Sean G = (V, A) una grdfica finita y conezxa
yoV CVysea f:V = R. Sif esuna funcion armonica en V' \ OV, entonces f

toma su valor maximo M y su valor minimo m en el conjunto OV .

Demostracion. Como G es finita, entonces el valor maximo existe. Sean M el maximo

de f.Si f(x) = M y x € 0V, entonces queda demostrado. Si f(x) = My x € (V\JV),

1

f(z) = (x)Zf(y)zM entonces  f(y) < f(z)  paray~.
y~x

deg
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Ademas, si para algin z ~ x

f(z) <M  entonces @Zﬂy) _
Yy~

que es una contradiccion. De ahi que, M = f(x) = f(y), para todo y ~ z. Si ain
z € (V\9V), por el argumento anterior, y dado que V' es una grafica conexa, tenemos
que para todo u ~ z, f(u) = M; continuando de esta manera, eventualmente al ser
G una grafica finita concluimos que f(v) = M donde v € V. La prueba es anéloga

para el valor minimo m. O

Proposicion 13 (Principio de unicidad). Sea G = (V, A) una grdfica finita y coneza.
Si f y g son funciones armonicas en V\ OV, tales que f(x) = g(x) para todo x € OV,
entonces f(x) = g(x) para todo x € V.

Demostracion. Sea h = f—g.Six € (V\JV), entonces por la propiedad del promedio

ba) = 1) = 0(0) = s DS 0) = g S a

Y~z
1 1
= mZ(f(y) —9(y)) = mzh(y)-
Y~z Y~xT

y, por tanto, es armoénica. Ademéas, h(z) = 0 para x en dV y, por el principio del
méaximo, se sigue que los valores méximo y minimo de A son 0. En consecuencia,

h(xz) = 0 para todo « en V' y, por ende, f(z) = g(x) para todo z en V. O

El principio de unicidad afirma que en una gréfica finita y conexa no puede
haber dos funciones armonicas diferentes que tengan los mismos valores de frontera.
Tenemos que tanto la funcién h introducida en la Definicion 22| como la funcién v
introducida en la Seccién son funciones armoénicas en V' \ 9V con los mismos
valores de frontera, h(E) = v(E) = 0y h(F) = v(F) = 1. Asi pues, tenemos que
la funcion h(z) definida como la probabilidad que se alcance el estado F' antes que
E, empezando en el estado = y la funcion v(x) definida como el voltaje en x son la

misma funciéon para todo x en V.
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2.2.3. Interpretaciéon probabilistica de la corriente eléctrica

En la Proposicion [10{ demostramos que la caminata aleatoria simple es irreducible.
La Proposicion [9) nos da una consecuencia de la irreducibilidad de cualquier cadena

de Markov. Esto nos motiva a probar la siguiente proposicion.

Proposicion 14. Sea G = (V, A) una grdfica finita y coneza y sea (Sy)n>o0 la caminata

deg(z)
> zev deg(x)

x €V es una distribucion reversible, y por tanto estacionaria para (Sy)n>o-

aleatoria simple definida en G. La medida de probabilidad 7, = para todo

Demostracion. Recordemos que las resistencias estan definidas sobre aristas no di-
reccionadas, asi que basta definir una conductancia para cada arista, haciendo la

conductancia simétrica. Por lo que se cumple la ecuacién de balance detallado

=1 = deg(y)

deg(z)ps,y = deg(z) = deg(y)py.z; (2.8)

deg(z) deg(y)

para x ~ y y las probabilidades de transicion p,, definidas en (2.1). Como |V < oo,
dividimos el primer y el tltimo lado de la Ecuacion (2.8) entre ), deg(z), tenemos

que TyPgy = TyPy.z, concluyendo asi que 7, es reversible. O

Para determinar la corriente eléctrica ir g a lo largo de la arista {F, E'}, notemos
que la corriente eléctrica comienza en F' y avanza hasta llegar a E. Es decir, la
corriente eléctrica puede regresar a F' antes de llegar a F; y si x,y # F, F, entonces
la corriente eléctrica puede pasar una o varias veces a lo largo de la arista de {z,y},
y en la direccion opuesta {y,z}.

Sea m(zx) el numero esperado de visitas de la caminata aleatoria simple al estado

x antes de llegar a F. Por definicion m(FE) = 0. Se tiene que para © # E

1
(o) = g D mlo)

r~y

dado que x viene de algiin vertice adyacente y. De la reversibilidad de la caminata

aleatoria simple (S,,),>0, tenemos que:
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- py’xm si y solo si m(z) = L m(y)
m(z) = deg(x)sz,y ) y sl deg(x) deg(x)z:deg(y)7
Yy~

y~x

por lo que la funcion k(z) = drgg(z;)) es armonica para x # E, F' y las condiciones
de frontera son k(F') = d’:g((?) y k(E) = 0. Por la Proposiciéon , v(z) = k(z) para

todo z € V.
Recordemos que la corriente eléctrica, introducida en la Ecuacion (2.4)), que fluye

de x a y es,

_ om(x)  mly)
deg(z)  deg(y

iy = v(2) —v(y) 7= () pay — M(Y) Pya-

Ahora, m(x) pyy ¥ m(y) py.. €s el valor esperado de veces que nuestro caminante ird
de x a y y de y a x, respectivamente. De esta manera, la interpretacion probabilistica
de la corriente eléctrica i, , es la esperanza del nimero neto de veces que el caminante

pasa a lo largo de la arista {z,y}.

2.2.4. Flujos

Definicion 25. Sea G = (V, A) una grafica conexa y finita, vista como circuito
eléctrico. Definimos el flujo j : A = R5gy j: V — R de F a E a través de las

asignaciones j, ,, tales que:
1. (Antisimetria) j,, = —Jjy.z-

2. Jo =2 ypdey=0paraz #E F.

3. Jey = 0, si la resistencia r, , = oo.

Se sigue también que para cualquier flujo j, jr = —jg, pues

JPHIE= Je= 3 Juy=0.

T Y~z
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Denotamos a |jr| = | — jg| como el tamafio del flujo. Decimos que el flujo es
unitario si |jg| = | — jg| = 1. En particular, la corriente eléctrica es un flujo, pues la
corriente eléctrica es una funciéon antisimétrica que satisface la Ecuacion , y si
y 7 x, entonces i,, = 0; satisfaciendo, asf, las tres condiciones de la Definicion 25 A
la corriente eléctrica se le conoce como flujo de corriente. Si, ademés, la corriente

eléctrica satisface que |ip| = 1 entonces se conoce como flujo de corriente unitario.

Proposicion 15 (Conservacion de la energia). Sea G = (V, A) una grifica finita y
conexa (vista como circuito eléctrico), y sean f cualquier funcion definida en G y j

cualquier flujo de F' a E. Entonces,

1

(Fr = fo)ir =5 D _(fo = fy) oy (2.9)

z7y

Demostracion. Comenzamos desarrollando el lado derecho de la Ecuacion (2.9)). Te-

nemos que
Z(fa: - fy) ja:,y = Z(fa: ij,y) - Z(fy Z.jac,y)
z,y x ) ) z

= fF ZjF,y + fE ZjE,y - fF ij,F - fE Z]:}c,E
Y Y T T
= frir+ feje — fr(=jr) — fe(=jE) = 2(fFr — [E) jr-
La segunda igualdad se da por las condiciones 1 y 2 de la Definicién 25| y la tercera
igualdad se debe a que jp = —JE. O

Las resistencias, como su nombre lo dice, se oponen al flujo de corriente eléctrica,
por lo tanto, se requiere energia eléctrica para impulsar la corriente eléctrica a través
de la resistencia. Esta energia eléctrica se disipa y la energia disipada total por el

flujo j a través del circuito eléctrico, se define como

E(]) = E j;?:,y Tey-
z,y
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Tomando v(F) = 1y v(E) = 0 voltajes y corriente eléctrica ip, tales que cumplen
la ley de Kirchhoff y Ohm, introducidas en las Ecuaciones (2.5) y (2.4), concluimos
que:

Como resultado, se obtiene que el total de energia disipada por el paso de la co-
rriente eléctrica ¢ de F' a F es igual a la energia disipada en una sola arista que conecta
F vy E llevando los mismos voltajes y la corriente eléctrica total. La conductancia Ceg

de tal arista satisface la ley de Ohm, es decir,
Cei(vp — V) = Ceg = ip = E 1P
x~F
2.2.5. Resistencia efectiva

Definiciéon 26. La conductancia efectiva C.g del circuito eléctrico de F' a E/ cumple

la ley de Ohm con v(F') =1y v(E) =0, y se define como
Cr=—F— =i = ira.
Vr — Vg
T~ F

La cantidad reciproca R.g es la resistencia efectiva,

Vr — Vg 1 1 1
Rg=—L—E-_- = - =
(O 23 E i eff
s
z~F

Grosso modo, la resistencia (conductancia) efectiva es la resistencia (conductancia)

total del circuito eléctrico de F a E (ver Figura [2.3)).

Al calcular las resistencias efectivas, usaremos dos hechos importantes sobre cir-
cuitos eléctricos. Primero, si dos resistencias con valores r; y 7o estan conectadas en

serie, pueden ser reemplazados por una sola resistencia r con valor

r=1r14+19 (Ver Figura [2.4)).
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1Y

+
||l
|I

s Wy

Reff

Figura 2.3: Interpretacion fisica de la resistencia efectiva para el circuito de la Figura
2.2

Segundo, si dos resistencias con valores 71 y o estdn conectadas en paralelo también

pueden ser reemplazados por una sola resistencia r, de tal forma que

1 1 1_7"1+7"2

T T T2 T1 T2

(Ver Figura [2.5)).

Asi, usando las leyes de resistencias en serie y en paralelo, algunos circuitos eléc-

tricos se pueden reducir, sucesivamente, a una sola resistencia.

T T2 - r1 4T

AN—AMN— T AN

Figura 2.4: Suma de resistencias con valores r; y 75 en un circuito en serie.

(A1

T2

147
—> —/\/\A/—

Figura 2.5: Suma de resistencias con valores r; y ry en un circuito en paralelo.

Proposicion 16 (Principio de Thomson). Sea G = (V, A) una grdfica finita y coneza,
vista como circuito eléctrico. El flujo de corriente unitario i en G determinado por la

ley de Kirchhoff, minimiza la energia disipada para todos los flujos unitarios j de F

a F.
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Demostracion. Sea j cualquier flujo unitario y g un flujo definido como g = j — 14, y

por tanto |gr| = |jr| — |ir| = 0. Luego,

2B(j) =Y 52,7y =D (iny + foy)’ Tuy
x,y x

)

Yy
= Z ii,y T:&y + 2 Z(’U(ZL‘) - 'U(y)) r:t,y gcc,y + Z gz,y Ta:,y~
x7y x7y

:L‘7y

Del resultado de conservacion de la energia, si f = vy j = g, entonces

4(’UE —UF)gF = O,

pues g es un flujo nulo. En consecuencia, se sigue que E(i) < E(j). ]

Proposicion 17 (Ley de monotonicidad). Sea G = (V, A) una grdfica finita y conezxa.
Si la resistencia de un circuito eléctrico aumenta (disminuye), entonces la resistencia

efectiva Ry aumenta (disminuye). En particular,
1. remover aristas aumenta la resistencia efectiva; y

2. unir vértices reduce la resistencia efectiva.

Demostracion. Sean iy j los flujos de corriente unitarios de F' a E con resistencias
Tzy ¥V Tzy, respectivamente, tales que 75, > r,,, para cualesquiera z,y € V. Se sigue

que,
_ 1 Y 1 \ 1 — ,
Reg = 5 ;]M Tyy = 5 ;jw Toy = 5 ;zx’y Tey = Refr.

La primera desigualdad se da por hipotesis y la segunda desigualdad por el Principio
de Thomson.

Fisicamente, para el primer caso, establecer una resistencia infinita en una arista
equivale a remover la arista. Para el segundo caso, establecer una resistencia 0 en
una resistencia equivale a unir los extremos de una arista, es decir sustituir ambos

extremos por uno solo que equivale a una conductancia infinita. O



Capitulo 3

Recurrencia y transitoriedad

El concepto méas importante en el analisis de circuitos eléctricos, para nuestros
propositos, es la idea de una resistencia efectiva. Una coleccion de resistencias entre
los puntos F y F puede reemplazarse con una sola resistencia entre £ y F que
represente las propiedades eléctricas de la coleccion reemplazada. Es decir, que el
reemplazo de resistencias no cambie ni la corriente eléctrica a través de E' y F' ni el
voltaje entre £y F.

Al introducir la resistencia efectiva de un circuito eléctrico, desarrollamos la teo-
ria matemaética necesaria para estudiar la transitoriedad y recurrencia de caminatas

aleatorias.

3.1. Recurrencia en los circuito eléctricos

Sea Go = (V,A) una grafica infinita, conexa, simple y localmente finita que
representa un circuito eléctrico donde tenemos una pila de 1 voltio entre 0 e oo.
Asimismo, tenemos una funcién de peso, que corresponde a una resistencia igual a
1Q para cada arista {z,y}.

Sean x,y € V' y sea d(x,y) la distancia entre dos vértices igual a la longitud del

camino més corto entre ellos, es decir
d(z,y) =if{k > 0: [x = vg,v1, ..., 06 = y|}.

34
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Fijamos un vértice 0 € V', llamado el origen de GG,. Definimos
Vo ={z €V :d0,z) <n}

y sean A, las aristas que conectan los vertices de G, (V). De esta manera, G, =
(Vi,, A,) es una gréfica finita y conexa.

Sea OV,, = {z € V : d(0,z) = n} los vértices de la frontera de G,,. Asi, considera-
mos que G, representa a un circuito eléctrico donde tenemos una pila de 1 voltio de
0 hasta 0V,,.

Por ejemplo, si Go = Z2, ver Figura entonces, G3 simboliza un circuito
eléctrico donde tenemos una pila de 1 voltio conectada de 0 (representado por el
vértice de color café) hasta la frontera de V5 (representada por los vértices de color
azul). Observemos que, ademés de los vértices de color cafe y azul, los vértices de
color anaranjado y rosa, asi como las aristas que conectan a estos vértices, definen a
Gs.

Sea Reg(n) la resistencia efectiva de este circuito eléctrico G,,. Observemos que
(G, es una subgrafica de G, asi para toda arista cuyos extremos no pertenezcan a Vv,
asignamos un valor cero de resistencia. Por la ley de monotonicidad, Reg(n) es cre-
ciente. De propiedades elementales de calculo, sabemos que el limite para sucesiones

crecientes esté definido. Por ende,

Reg = lim Reg(n)

n—oo

existe, o bien lim,,_,,, Reg(n) = oo. Naturalmente, la resistencia efectiva en G, se
define por Reg = lim,, o Reg(n).

Sea (S )n>0 la caminata aleatoria simple en una gréfica infinita conexa G = (V, A)
y recordemos que 7,7 = inf{n > 1:S(n) =i} es el tiempo de paro, introducido en la

Definicion 22
Definicion 27. Decimos que un estado i € V es recurrente si Pi(7;" < oo) = 1.

Definicion 28. Un estado i € V es transitorio si P;(7;" < 00) < 1.
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Proposicion 18. La probabilidad de regreso a 0 de la caminata aleatoria simple en

Go, €8:
1

Py(rif <o0)=1- dee(0)Reg
Demostracion. Recordemos la interpretacion probabilistica del voltaje unitario v(x)
en x: el voltaje unitario en x corresponde a la probabilidad que una caminata aleatoria
simple alcance el estado F' antes que F, empezando en z. Es decir, tenemos que

v(z) = Pu(tr < 1) = h(x).

Extendiendo naturalmente la funciéon A para G,, tenemos para todo x € V,,,
hn(l') = Px<7’3vn < 7'0)

y satisface que h,(0) = 0y h,(y) = 1 para todo y € dV,,. Por ejemplo, vease la Figura
si Gs = Z2. Entonces, G,, simboliza un circuito eléctrico donde tenemos una pila
de 1 voltio conectada de 0, representado por el vértice de color anaranjado, hasta la
frontera AV,,, representada por el conjunto de vértices de color rojo si G.

De esta manera, por la unicidad de las funciones armonicas, vemos a h,, como el

voltaje sobre (G, vista la gréafica como un circuito eléctrico de 0 a dV,,. Por lo tanto,

Po(rd < Tov,) =1— ZPOJ hy ()

z~0

1
=1- ; m[hn(x) — i (0)]

Luego, al aplicar la ley de Ohm obtenemos

d

Py(ry" < 1av,) = 1 — 10g(0)’

(3.1)

donde denotamos por i al flujo de solucion de las leyes de Kirchhoff asociado con el
voltaje. Tenemos asi que |i| es el tamano del flujo. Por definicion, #(n) = |i|]. Por la

continuidad de la medida de probabilidad,

Py(rg" < 7ov,) e, Py(r" < 00),
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concluyendo, asi, la demostracion. O

Proposicion 19 (Caracterizacion de recurrencia para circuitos eléctricos). La cami-

nata aleatoria simple en G, es:
1. recurrente si y solo si Reg = 00;
2. transitoria si y solo si Reg < 00.
Demostracion. De la Proposiciéon se sigue que si R.p = 0o entonces

1
Py(r S S
o(rg < o0) deg(0) Reg

Ahora, si la caminata aleatoria simple en G, es recurrente, entonces Py(7," < 0o) = 1.

Por lo tanto, R.¢ = oo y analégamente para el caso transitorio. O]

3.2. Recurrencia y transitoriedad de la caminata alea-
toria simple en Z¢

Veamos que si la caminata aleatoria simple es transitoria, entonces la caminata
aleatoria simple visita a todo x € Z%, con probabilidad uno, un ntimero finito de
veces.

Denotemos a /N, la variable aleatoria que cuenta el niimero de veces que la caminata

aleatoria simple (S,),>0 Vvisita al estado i, es decir

N; = Zl Lisny=iy-

Proposicion 20 (Caracterizacion de transitoriedad). Sea (S,)n>0 la caminata alea-
toria simple transitoria. Entonces, la transitoriedad de (Sy)n>0 €s equivalente a que

P,(N; < 00) =1 para todo i € Z°.
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Demostracion. Como (S,),>0 es transitoria, por definicién P;(7;" < 0o) < 1. Tenemos

ademés que N; por definicién cumple que:

Ademas, tenemos la siguiente equivalencia de eventos
(o)
+ _ +_
{r" < oo} = J{n" =4}
j=1

Luego, para todo m > 1 tenemos que:

. P(N; >m,S(j) =i,8(j — 1) #1,...,S(1) # i, S(0) = 4)
Fi(N; 2 m) = Z P(S(0) = i)
j=1

— ZP(NZ- >m—1|5(0)=1)P(r;" = 7)
j=1

(0. ¢]

= Fi(N;i >m—1) E Pi(r" =)
j=1

= P(N; >m —1) B(1;" < ).

La segunda igualdad se sigue de

P(S(j)=14,S(—-1) #1,...,59(1) #1,5(0) =) _ Pt
P(S(0) = i) '

En el penultimo rengléon aplicamos la propiedad de Markov para deducir que, si

sabemos que hasta m so6lo hubo un retorno, desde aquél instante debe haber por lo

menos m — 1 retornos. Recursivamente hasta que se llega a P;(N; > 0) = 1, tenemos

que:

P{(N; > m) = P(1;" < c0)™ L.
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Es decir, la variable aleatoria N; sigue una distribuciéon Geom(P;(7;" = c0)), por
lo que la esperanza de NN; se calcula como
EiNi| = tP(N;=t) =Y tP(r" <00) ' [I = Bz < o0)]
=0 =0

T 1-P(r" < o)

Luego, por la desigualdad de Markov
Si el lado izquierdo sigue siendo finito cuando ¢ — oo, entonces debemos tener

t—o00

En consecuencia, P;(N; < oo) = 1. Asi, con probabilidad uno, la caminata aleatoria
transitoria visita una tltima vez el estado 7, es decir P(7;” < o0) = 1.

Luego, observemos que para todo i € Z¢

P (ﬂ {rF < oo}) =1-P ((ﬂ {rF < oo}) )

:1—P<U{Ti+<oo}°>

i€Z4

>1-) (1-P(r} <o0))=1.

i€z
Como resultado, la caminata aleatoria simple en Z? tiene un ntimero finito de visitas
con probabilidad 1. O
Proposicion 21 (Caracterizacion de recurrencia y transitoriedad). Para un estado
1eV,

1.5 o pall, i) = 00 si y sdlo sii es recurrente.
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2. % i, i) < oo siy sélo sii es transitorio.

Si el lector estd interesado en esta demostracion se recomienda revisar |8, pp.

51-52].

Proposicion 22. La recurrencia es una propiedad de las clases de comunicacion

(introducido en la Proposicion @, es decir,
1. 8i j <> 1y Jj es recurrente, entonces i es recurrente.

2. 5ij <> iy j es transitorio, entonces i es transitorio.

Demostracion. Procedamos con una demostracion por casos.
Caso 1. Si j <> 1, existen k,m € N tales que pg(7,7) > 0y p,(j,7) > 0. Por la

ecuacion de Chapman-Kolmogorov, se sigue que

Prsiem(Ged) = pe(i, )P, ))pm(j, 1) = 0 para todo | € N.

Luego por la Proposicion [21]

Zkarler(] 4) = peli, §) (sz ¥ )pm jyi) = o0

=0

pues j es recurrente. Asi, ¢ es recurrente.
Caso 2. Supongamos que ¢ no es transitorio, es decir es recurrente. Ademas, por
hipotesis ¢ <> 7. Por el punto anterior, j es recurrente, lo cual es una contradiccion, a

la hipotesis faltante. Por tanto, ¢ es transitorio. O

Como la recurrencia es una propiedad de las clases de comunicacion, ademés la
caminata aleatoria simple es irreducible, basta con estudiar la recurrencia en un cierto
estado. Entonces, analizaremos la recurrencia (transitoriedad) del origen. Nuestro

objetivo es establecer una condicién en G, que sea equivalente a la recurrencia de

(Sn)n>0-
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3.2.1. Recurrencia de la caminata aleatoria simple en 7Z

Teorema 29. La caminata aleatoria simple en Z es recurrente.

Demostracion. La caminata aleatoria simple en Z vista como circuito eléctrico se
representa en la Figura[3.1] Por lo que, basta con aplicar la ley de suma de resistencias

en serie a la grafica Z:
n
Reg = lim E 7 = 00.
n—oo 4 5
1=

Por la Proposicion [I9] la caminata aleatoria simple en Z es recurrente en el origen,

y por la Proposicion [22] se sigue que la caminata aleatoria simple es recurrente en Z.

Figura 3.1: Caminata aleatoria simple en Z representada como circuito eléctrico.

]

3.2.2. Recurrencia de la caminata aleatoria simple en 72

Teorema 30. La caminata aleatoria simple en 72 es recurrente.

Demostracion. La idea para probar recurrencia es reducir la resistencia efectiva de
72, mediante una aplicacién de la Proposiciéon En efecto, la transformacion que
realizaremos consiste en unir algunos vértices, de manera tal que la resistencia efectiva
siga siendo infinita, obteniendo asi una cota inferior a la resistencia efectiva de Z2.
Basta elegir cuales vértices unir.

Unamos todos los vértices que se encuentran a la misma distancia a 0. Esto nos
da un grafico lineal con multiples aristas entre los puntos. Luego, contemos las aristas

que conectan n a n+ 1, ver Figura [3.2] Hay 4 vértices con 3 aristas que conectan n a
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n+ 1, a saber los vértices tales que z = 0 0o y = 0; y los 4(n — 1) vértices que conectan
n an+ 1 con 2 aristas. Entonces tenemos un total de 4x3+4(n—1) %2 =4(2n+1)
aristas que conectan n con n + 1, por lo que la resistencia equivalente entre n a n + 1

es igual a =———, ver Figura Asi, tenemos que

2nt1)’
n—1
1 1
Reg(n) = 524@ T1
=0

dando como resultado Reg = lim,, o0 Reg(n) = oc.

o
2y
—
s}
&
@ O
s}
=Y
@
-
=Y
@ O
B
=y
=y
[}

R R R R
R | R ® R | R
A A4 L _|_
R R —— 1V
R R T —
o—O—e

1V
I
AN AN, — - SAAN AN,
= %Q 1_12Q %Q 2_18Q 2(27;1)Q

Figura 3.3: Caminata aleatoria simple en Z reducida, luego de las sumas en paralelo.

Por la Proposicion , la caminata aleatoria simple en Z? es recurrente en el
origen. De la Proposicion se sigue que la caminata aleatoria simple es recurrente

en Z2. OJ
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3.2.3. Transitoriedad de la caminata aleatoria simple en di-

mensiones mayores

Teorema 31. La caminata aleatoria simple en Z¢ para d > 3 es transitoria.

Demostracion. La idea para probar transitoriedad es utilizar la Proposicion y
aumentar la resistencia efectiva de Z3, removiendo algunas aristas. El objetivo es
probar que que la resistencia efectiva es finita, obteniendo asi una cota superior a la
resistencia efectiva de Z3. Es decir, encajemos una subgréfica NT3 en Z3 de manera

que,
R < R(NT3 < 00 , donde R ) es 1a resistencia efectiva de N T3.

Empecemos por ejemplificar el encaje de la subgrafica NT, en Z2, pues es mas
facil bosquejar que en Z3. En Z?, definimos una familia de rectas mediante la ecuacién
R={z,yeN:z+y=2"—1} para todon € N.

Para cada R,, € R: Tomamos (z,y) € R,, y a partir de este vértice, dibujamos un
camino en la direccién x y otro camino en la direcciéon y hasta la siguiente recta R,
para todo n € N. Para aristas que no estén en los caminos, removamoslas, aumentando
la resistencia al infinito entre vértices unidos por aquellas aristas. [lustremos el encaje
de la subgréfica construida en la Figura [3.4]

En tres dimensiones, consideremos la familia de rectas
R=A{z,y,zeN:x4+y+2z=2"—1}.

Entonces ocurre lo mismo, excepto que cada (z,y, z) € R, se ramifica, ahora, en tres

direcciones, en lugar de dos. La resistencia efectiva de N'T3 es:

2
RyE™ [1+2+(

= (1) + .
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Figura 3.4: Encaje del arbol NT, en Z2.

Por la Proposiciéon , la caminata aleatoria simple en Z? es transitoria en el origen.
En consecuencia, por la Proposicion 22] la caminata aleatoria simple es transitoria en
73,

El principio de monotonia de Raleygh [14] p. 35] nos indica que si una subgrafica
G de G’ es transitoria, entonces G’ tambien es transitoria. Como Z? es una subgrafica
de Z¢ para d > 3. Se sigue que la caminata aleatoria simple es transitoria en Z¢ para

d> 3.

3.3. Principio de invarianza de Donsker

El estudio de los teoremas limite comienza en 1733 con la demostracion (y publica-
cion en 1738) del primer teorema del limite central de Abraham de Moivre [16]. Este
resultado es para sumas renormalizadas de variables aleatorias independientes con
distribucién Bernoulli de pardmetro p = % Mas de 70 anos después, Pierre-Simon
Laplace estableci6 la primera version del teorema central del limite para variables
aleatorias independientes e idénticamente distribuidas en 1809 [I7].

En el contexto de las caminatas aleatorias simples, el teorema central del limite

permite describir la distribucién de las desviaciones entre la media empirica y el valor
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esperado de los desplazamientos.

Analizaremos el comportamiento de la caminata aleatoria simple, para luego expli-
car el escalamiento, y la motivacion detras de la convergencia débil. Esta convergencia
débil es respecto el espacio de funciones continuas con la norma del supremo. Tenemos
entonces una sucesion de procesos estocésticos a tiempo discreto, a saber caminatas
aleatorias simples, las cuales convergen a un proceso estocéstico a tiempo continuo
llamado movimiento browniano.

Si se desea ahondar en alguno de los temas presentados, se recomienda al lector
revisar [18] y [19], donde nos basamos para escribir esta seccion.

En la Seccion 2.1.2] introducimos la definicion de caminata aleatoria simple en
7. Si consideramos una trayectoria de la caminata aleatoria simple, ;qué podemos
decir sobre su geometria tipica? Por ejemplo, ja qué distancia del punto de partida
nos encontramos después de haber dado n pasos? Si seguimos en una direccién fija,
terminaremos a distancia n de origen después de dar n pasos; pero si eligimos el
camino uniformemente al azar, la probabilidad que la caminata aleatoria simple vaya
en la misma direccién serd muy pequena. De hecho, es posible mostrar, basandose en
la nocion de varianza, que la distancia tipica después de n pasos es del orden de /n.
A continuacion lo verificamos en la Proposicion 24

Recordemos la Definicién de la caminata aleatoria simple. Sea (Xj)g>1 una
sucesion de variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas definidas
sobre un espacio de probabilidad (€2,.%#, P), que siguen una distribucién uniforme
con parametro {+eq,...,tey} donde e; es el i-ésimo vector candnico. La caminata

aleatoria simple en Z¢ se define como S,, = Yo X

Proposicion 23. Para la caminata aleatoria simple (Sy,)n>0 en Z2, el valor esperado

de la posicion desde el origen, luego de n pasos, es

E[S(n)] = 0.
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Demostracion. Calculemos la esperanza de X;:

d
- : 11
E[X;] = ;1: e;x P(XY) =¢)) + ]El(—ej) « P(XY) = —¢;) = =52 =0

Asi que, por cada paso X; nos encontramos en promedio en el vértice cero. Luego,

por la linealidad de la esperanza tenemos que

E[S(n)] = E ZXZ»] =Y E[Xj]=0.
i=1 i=1
Por lo que la posicion esperada, luego de n pasos, es el origen. O

Pero, jcual es la distancia esperada recorrida desde el origen luego de n pasos?
A continuacién, desarrollaremos este célculo para la caminata aleatoria simple en Z.
Haciendo operaciones similares a las de la Proposicion [23]se tiene el resultado anélogo

para Z<.

Proposicion 24. Para la caminata aleatoria simple (S,,)n>0 €n Z, el valor esperado

del cuadrado de la distancia absoluta desde el origen, después de n pasos, es
E[S(n)?] = n.

Demostracion. Antes de calcular el segundo momento de S(n), calculemos la varianza
de Xi7
(1 -EXD* | (=1 -E[X])*

=1
2 * 2

Var(X;) =

Como E[S(n)] = 0, la distancia promedio al cuadrado es Var(S(n)) = E[S(n)?] y

E[S(n)’] = E Z(xif] = Y RN+ Y BN
= > Var(Xa)+ > EIXJEIX] = > 140=n.

La tercera igualdad se sigue del hecho que (X;);> son variables aleatorias indepen-

dientes. O
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Al poder desplazarnos hacia adelante o hacia atras, ocurre que la “velocidad” de
una caminata aleatoria simple es mas lenta que del orden n. Asi, en la caminata
aleatoria simple ocurre que nos alejamos en orden y/n después de n pasos.

Si para cada unidad de tiempo t damos pasos de longitud o, entonces tenemos que
E[S(t)?] = ot. Es decir, tenemos que al duplicar el tamafio del paso, nos alejamos el
doble. Sin embargo, si duplicamos el nimero de pasos, no nos alejamos el doble, sino
por un factor de v/2. De esta manera, el rescalamiento del tiempo y del tamano de
cada paso es diferente: a saber, si disminuimos el tamano de los pasos por \/ﬁ = %,
entonces debemos aumentar el niimero de pasos por 100 veces. Eligiendo asi el tamano
de escala, al tomar el limite conjeturamos obtener un objeto no trivial. Més adelante,

para enunciar el principio de invarianza de Donsker, usamos el tamano de escala

deducido.

Proposicion 25. Para la caminata aleatoria simple (Sy)n>0 en Z, el valor esperado

de la distancia absoluta desde el origen, después de n pasos, es

E[|S(n)|] « 2_77,7 n — 0o.

™

Demostracion. Calculemos P(S(n) = m), la probabilidad que la caminata aleatoria
simple se encuentre en la posiciéon m luego de n pasos.

Notemos que si estamos, por ejemplo, en S(20) = 10, entonces la caminata aleato-

20+10 20 10

ria simple avanzo6 15 = pasos a la derecha y 5 = a la izquierda. En general

si estamos en S(n) = m caminanos "5 pasos a la derecha y "5™ a la izquierda.
La variable aleatoria que modela este fenémeno es una variable aleatoria con

distribucion Binom(n, 1/2), pues podemos ver cada paso a la derecha como un éxito

con probablilidad % Asi, la probabilidad de ”;m exitos (pasos a la derecha), luego de

n pasos, es igual a:

P(S(n) =m) = (fm) 5= 7

Después de un numero par (impar) de pasos, solo podemos estar a una distancia
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par (impar) del origen. Sin pérdida de generalidad, supongamos que n es par, es decir

n = 21 para algtn 7 € N. Entonces

Bt = Y [KP(Sm) =k

ke{-m,—m+2,...m}

NS i
3 (55)1 (55!

=31
ke{—2i,—2i+2,...2i}

ol Z 2/k|
3 (552)) (252

ke{—i,—i+1,....i}

N A § 21k
oo (G+k)G—k)| 20 (i + k(i — k)!
| ke{—ii+1,..,—1} ke{1,2,...,i}
r1 )
B n_‘ 22 : 2k _nl E : k
oo (i + k)G —k) | 2n2 (i + k)i — k)
| k=1 k=1

Luego de numerosos calculos, tenemos que

i

k 1
Z (+&)IG—k)! 2061 +4) (3.2)

k=1

donde I'(n) es la funcion Gamma definida como:

F(z):/ t*te~t dt.
0

Por el teorema de multiplicacion de Gauss [20, pp. 66-67], tenemos que para n € N

r (é +n) _ (2n) V.

4n 2

Usando esta propiedad y sustituyendo 7 = & en la Ecuacion (3.2)) y simplificando,

N[

—Zg). (3.3)

Elis(l = /2 St

—
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Ahora, usemos la expansion asintotica de la funcion Gamma [20] para obtener

S i (- ).

8n  128n2

Sustituyendo esto en la Ecuacion (3.3), obtenemos

2n 1 1 5)
E[|S(n)]) =/ = <1 Tt —128n3...) _

Anélogamente para cuando m es impar, tenemos que

2n 1 1 5)
E[|S(n)]) =/ = <1+ ot 128n3...) .

Por ende, para n — oo obtenemos el resultado

EIS(n)[] -~ 1/ 2.

™

Como se queria demostrar. O

3.3.1. Convergencia débil o en distribuciéon

Asi como la ley limite del teorema del limite central es la ley normal, el proce-
so limite del principio de invarianza de Donsker es el proceso llamado movimiento

browniano. Comencemos por definir dicho proceso.

Definicion 32. Decimos que (B;)i>0 = B : 2 x Rt — R es un movimiento brow-

niano si
1. By(w) =0, para todo w € €.
2. Paratodon € Nty < ... <1t,,B;, — By, ..., Bi, — B:, , son independientes.
3. Para todo s,t > 0, Bsyy — Bs ~ N(0,1).

4. Para w € Q fija, la funcion definida por ¢ — X;(w) es una funciéon continua en

R.,.
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El principio de invariancia permite describir el comportamiento asintético de las
trayectorias de caminatas aleatorias en el intervalo [0, 1]. De esta forma, termina por
completar el teorema de limite central, ya que este tltimo solo considera la ley de una
posicion al tiempo t = 1 de las caminatas aleatorios. Al igual que en el teorema del
limite central, la convergencia que nos interesa es la convergencia débil de las leyes de
probabilidad. Sin embargo, en este nuevo marco, las variables aleatorias ya no toman
valores reales sino valores en un espacio funcional.

Entonces, consideremos una sucesion de variables aleatorias con valores en el es-
pacio C([0,1]) de funciones continuas en [0, 1]. Este espacio estara provisto de la

topologia inducida por la norma del supremo.

Definicién 33. Definimos el espacio de funciones real valuadas continuas en [0, 1]
como

C10,1] ={f:[0,1] = R : f es continua.}
Ahora dotaremos a este conjunto de funciones de la siguiente norma.

Definicion 34. Sea f € C[0, 1]. Definimos la norma del supremo para f como

[ flloe = sup{|f(z)[ - = € [0,1]}.

Notemos que || - || estd bien definido en C[0,1]. En efecto, como [0,1] es un
intervalo cerrado y acotado, por el teorema de Weirstrass [21], Corolario. 4.18.], f €
(0, 1] alcanza maximo en [0, 1].

Por lo tanto, (C[0,1], || - ||e) es €l espacio de funciones continuas con la topologia
inducida por la norma del supremo. Asi, dos funciones en (C[0,1],] - ||s) estaran
cercanas solo si todas sus imagenes lo estan.

Introducimos el concepto de continuidad para el espacio de funciones continuas

clo,1].

Definicion 35. Sea H : C[0,1] — R. Decimos que H es continua si para toda

f,9 € C[0,1] y e > 0 existe 0 > 0 tal que si ||f —g||s < 9, entonces |H(f)—H(g)| < e.
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Definicién 36. Sea H : C[0,1] — R. Decimos que H es acotada si para toda
feCo,1], |[H(f)| < M para alguna M € R.

Definiciéon 37. Sean (X,,),en una sucesion de variables aleatorias y X una variable
aleatoria, no necesariamente definidas en un mismo espacio de probabilidad (2, %, P),
tales que X,,, X : (©2,.%) — (C[0,1], B(C]0,1])). Decimos que X,, converge débil-

mente a X si para toda funcion H : C[0,1] — R continua y acotada,
E[H(X,)] — E[H(X)], cuando n — oo.

Sorprendentemente, la siguiente proposiciéon nos da la equivalencia entre conver-

gencia débil y convergencia en distribuciéon (previamente introducida en la Definicion

Proposicion 26. Sean (X,,)nen una sucesion de variables aleatorias y X una variable
aleatoria no necesariamente definidas en un mismo espacio de probabilidad. Entonces,

X, DX si y solo si X,, converge débilmente a X .

El lector puede hallar una demostracion de la Proposicion 26| en [19, pp. 347-348].
Para hacer de (.S,,),>0 una funcion definida en todo R utilizamos una interpola-

cion lineal, y la definimos de la siguiente manera:
Sp(t) = Spney + (nt — [nt]) X ne) 41 para t € [0, 1].

De esta manera, cada trayectoria de la caminata aleatoria simple (S*),>¢ toma

valores en C[0, 1], es decir (S,)n>0 = S : (©2,.%) — (C[0, 1], (CI0, 1])).

Teorema 38. [Principio de invarianza de Donsker| Sea (X,)n>0 una sucesion de
variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas con E[X;] = 0 y

Var(X;) = 1. Para t € [0, 1],

1 Lnt]

Splt) = Tn ZXi + (nt — [nt]) X ntj41
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La caminata aleatoria simple escalada (S})n,>o converge débilmente, en el espacio

(C10,1], || - [|so)s @ un movimiento browniano (By)n>0-

La demostracion del Teorema 38| usa conceptos de tension para sucesiones de va-
riables aleatorias que rebasan los propositos de este escrito. El lector puede encontrar

una demostracion en [19, pp. 127-134].



Capitulo 4

Caminatas aleatorias con ciclos

borrados en Z¢

En este capitulo introducimos un proceso estocastico obtenido de la caminata
aleatoria simple después de aplicarle un algoritmo de borrado de ciclos.

A fines de la década de 1980, G. Lawler, en su tesis doctoral [22], present6 una
estrategia para construir caminatas que pasan por cada punto a lo mas una vez,
llamadas auto-evitantes (conocidas en inglés como self-avoiding walks). Asi, surgi6
esta nueva caminata bautizada con el nombre de caminata aleatoria con ciclos borra-
dos (en inglés loop-erased random walk). Resulta que este proceso posee propiedades
interesantes.

Si se desea profundizar en alguno de los temas presentados en este capitulo, se

recomienda al lector revisar las referencias [23], [24] y [25], de las cuales nos basamos.

4.1. ;Coémo borrar ciclos cronolégicamente?

Consideremos un camino C' definido en una grafica simple Gy supongamos que
C tiene al menos un ciclo. Por ejemplo, consideremos el camino C' en el laberinto 72
representado en la Figura Explicitamente este camino esta definido como:

C =1[(=3,-3),(=3,-2),(-2,-2),(-2,-1),(-1,-1),(-1,-2),(-2,-2), (=2, -1), (=2, 0),
(—2,1),(-2,2),(-1,2),(0,2),(1,2),(1,1),(0,1),(-1,1),(-1,2),(0,2), (1,2),(1,1), (2, 1)].

53
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Notemos que las coordenadas del camino C' en negritas definen dos ciclos.

Figura 4.1: Camino C' en el laberinto Z2.

Si vemos la trayectoria del camino C' como un proceso, entonces tenemos que al
tiempo 0 nos encontramos en (—3,—3), al tiempo 1 en (—3,—2) y asi sucesivamente
hasta que en el tiempo 21 el camino se encuentra en (2, 1). Notemos que en los tiempos
2 y 6 nos encontramos en la misma posicion (—2, —2) y por tanto se forma un ciclo
que inicia y termina en dicho vértice. Esta situacion vuelve a ocurrir en los tiempos
11 y 17, en donde encontramos un ciclo alrededor del vértice (—1,—2). En la Figura
[4.T] sefialamos estos ciclos en rojo.

Ahora, jcomo definir un algoritmo que elimine ambos ciclos cronolégicamente? Si
excluimos del camino un vértice, que se encuentra més de dos veces en el camino,
eliminamos los ciclos. Sin embargo, si excluimos uno de estos vértices, nuestro camino
se vuelve disconexo, por tanto debemos excluir no solo un vértice. De esta manera,
tomamos el dltimo tiempo en que estamos en aquel vértice y excluimos el resto del
ciclo.

Asi, para los ciclos primero y segundo tomamos el tltimo tiempo en el que nos

encontramos en los vértices (—2,2) y (—1,2), respectivamente. Excluimos luego el
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b

Figura 4.2: Camino C en el laberinto Z? con ciclos borrados.

resto del ciclo. Asi, nuestro camino sin ciclos esta ahora definido como:

C= [(_37 _3)7 (_37 _2)7 (_Qa _2)a (_2a _1)7 <_27 O)a (_Za 1)7 (_27 2)? (_17 2)7 (07 2)7
(1,2),(1,1)].

Si graficamos este camino, tenemos como resultado la Figura 1.2 borrando, de

esta forma, los ciclos.

Definicion 39. Sea (S(n)),>o la caminata aleatoria simple en una grafica simple,
localmente finita y conexa y consideremos un camino finito C' = [S(0),...,.S(m)].

Definimos el algoritmo de borrado de ciclos para (S(n)),>o como sigue. Sean
to =sup{j > 0:S(j) =0}

y para ¢ > 1,

Sea t,, = inf{j > 0:¢; = m} y definimos la caminata aleatoria simple finita con
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ciclos borrados LE(S[0,m]) como:
LE(S[0,m]) = [S(to), S(t1), ..., S(tm)]-

Recordemos que la caminata aleatoria simple es una cadena de Markov, sin em-
bargo al aplicarle el algoritmo cronélogico de borrado de ciclos, esta ya no cumple la

propiedad de Markov.

Proposicion 27. La caminata aleatoria con ciclos borrados LE(S|0,t,]) no cumple

la propiedad de Markov.

Demostracion. Sea (S,), la caminata aleatoria simple en Z? y v = LE(S[0,m]).

Tenemos que

P(y(3) = (0,0) [ 7(0) = (0,0),~7(1) = (1,0),7(2) = (2,0)) = 0.
Sin embargo
P(y(3) = (1,0) | 7(2) = (2,0)) > 0.

De ahi que, LE(S[0,m]) no cumpla la propiedad de Markov. ]

4.2. Caminata aleatoria con ciclos borrados infinita

en 7

En la seccion anterior definimos el algoritmo de borradura de ciclos para un camino
finito. Ahora introducimos el proceso definido sobre la trayectoria completa de una

caminata aleatoria simple en Z<.

4.2.1. Dimension d > 3

En el Teorema [31| demostramos que la caminata aleatoria simple en Z¢ es tran-
sitoria cuando d > 3. Ademas, por la Proposicion [20] sabemos que la transitoriedad

de la caminata aleatoria simple en Z¢ nos asegura que la caminata aleatoria simple
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visita a todo vértice ¢ € Z? una tltima vez con probabilidad 1. De ahi que simple-
mente podamos tomar una caminata aleatoria simple infinita y aplicarle el algoritmo

de borrado de ciclos.

Definicion 40. Sea d > 3 y sea (S,),>0 Una caminata aleatoria simple en Z?. Sean

to = sup{j : S(j) = 0}

y para ¢ > 1,
ti =sup{j > ti-1: S(j) = S(ti-s + D}

Definimos la caminata aleatoria con ciclos borrados en Z¢ como

4.2.2. Dimension d = 2

En la Seccion mostramos que la caminata aleatoria simple en Z? es recurrente,
de ahi que no sea posible tomar una caminata aleatoria simple infinita y aplicarle el
algoritmo de borrado de ciclos como en la seccién anterior. Lo que hemos construido
en la Definicion es la caminata aleatoria simple en una subgrafica finita de Z?2
con ciclos borrados. Al considerar una sucesion de graficas finitas, la idea es tomar el
limite en distribucion del proceso de la Definicion 39,

Definamos, para cada distancia n del origen, el primer tiempo de visita de la
caminata aleatoria simple (S;) a dicha distancia como o, = inf{t > 0: ||S;|| = n}.

Luego, aplicamos el algoritmo de borrado de ciclos al camino finito [S(0), ..., S(a,,)],

y a esta caminata aleatoria con ciclos borrados la denotamos como 7, es decir

Podemos fijarnos en un nimero £ < n de pasos de este camino, y denotamos el
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camino reducido como 7, x, es decir

Tk = hn(o)v X3 ’Yn(k)]

Denotamos a I'y, como el conjunto de trayectorias de caminatas aleatorias con
ciclos borrados, comenzando en 0, de tamano k. Podemos asociar a cada elemento

una medida de probabilidad, es decir

k(1) = P([Ynk(0), ., (k)] = 1) URSES

Veamos que es consistente la medida de probabilidad inducida a una trayectoria
de k pasos, para cada k£ > 1 fijo, conforme aumenta el tamano de la bola de radio
n donde hemos definido a la caminata aleatoria simple, y a la cual le aplicamos el

algoritmo de borrado de ciclos.
Proposicién 28. Sin > k% y v € I'y, entonces para todo m > n,

k2
e (V) = Hnge(77) {1 +0 (Z In %)] , cuando n — 0.

Si el lector esté interesado en esta demostracion se recomienda revisar [23, pp.
189-190].
Por ende,
i g (7) = 1 g (7).
Es decir, a partir que la distancia al origen es al menos k2, tomando la caminata

aleatoria con ciclos borrados hasta una cierta distancia, el limite de este tltimo proceso

es indistinto a cualquier distancia, y luego

lim pios(n) = p(n),  para cada 7 € T
—00

m

Asi se cumple que el limite de las medidas de probabilidad esta bien definido.



Capitulo 5

El exponente de crecimiento

En la Seccion contestamos, entre otras cosas, a la pregunta ;que tan lejos
esperamos alejarnos del origen después de n pasos en la caminata aleatoria simple
en Z? Ahora nos interesamos por la pregunta conversa, ;cuintos pasos necesita la
caminata aleatoria simple para alcanzar distancia n?

Antes de responder a la pregunta, demostremos la cota de Chernoff-Cramer para

la caminata aleatoria simple en Z.

5.1. El exponente para las caminatas aleatorias

Sea (X)r>1 una sucesion de variables aleatorias independientes e idénticamente
distribuidas definidas sobre un espacio de probabilidad (€2,.%, P), que siguen una
distribucion Rademacher con parametro p y S, = >, X; la caminata aleatoria

simple en Z.

Proposicion 29. Sea (S,)n>1 la caminata aleatoria simple en Z. Entonces, se cumple

que para todon >1 y 5 >0 que

59
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Demostracion. La funcion generadora de momentos de X; esta acotada,

s —s & e 2/9)i
M) =S5 =y 2oy BB

La segunda y ultima igualdad son las series de Taylor para las funciones cosh(s) y
e**/2, respectivamente.
Tomando s = /n en la cota Chernoff-Cramer (introducida en la Proposicion ,

tenemos
P(S(n) > B) < exp|—sf + n®x, (s)) < exp[—sf + ns?/2] = e 7/,

Lo cual queda demostrado. O

Definicion 41. Sea el tiempo de primera visita a distancia n del origen
o, =If{t > 0: S =n}.

Ahora, sea M,, = |S[0,0,]| el nimero de pasos de la caminata aleatoria simple para
alcanzar distancia n por primera vez. Definimos el exponente de crecimiento o
como el exponente asociado a la longitud esperada que necesita la caminata aleatoria

simple para llegar a distancia n del origen; o satisface
Eo[M,] ~ n®. (5.1)

Decimos que el exponente de crecimiento existe y es igual a a si se establece la
equivalencia asintotica en la Ecuacion (5.1) formalmente. Asi, para probar que «

existe basta mostrar que
log E (M,
o= lfm 28 E(UM)
n—oo  logn

existe.

Proposicion 30. El exponente de crecimiento de la caminata aleatoria simple en Z

es dos.
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Demostracion. La variable aleatoria que modela el primer tiempo de visita, para la

caminata aleatoria simple, en llegar a distancia n es igual a

M,=f{j >0:7,=n}= Z Tisy<ny

>0

Sea M, =", 1¢s(i)<n}- De esta manera, la variable aleatoria M,, es equivalente

M, = Lis@y<n} + M,

Denotemos con e(x) al tiempo medio necesario para alcanzar distancia n, partien-

do del vértice x, es decir

Consideremos la descomposicion del evento {S(0) = z} en los eventos disjuntos a

pares {S1 = y}jy—z|=1, s decir

{S00) =z} = |J {500)=2,501) =y}.

ly—z|=1

Por la Proposiciéon , tenemos que e(x) satisface lo siguiente:

e(x) =Bu[M,) = > Eu[M, | S(1) = y|P:(S(1) = y)

ly—z|=1
= Y Euflgsen + M, | S(1) = y]P(S(1) = y)
ly—z|=1
=1+ > Eu[M)|S(1) =yP(S(1) = y).
ly—=z|=1
Observemos que M/ depende solo de las variables aleatorias S(1), S(2), ..., pero

no de la variable aleatoria S(0). En consecuencia, tenemos la igualdad

Eo[M,, | S(1) = y] = Ey[M,].
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Por lo tanto,
E.[M,]=1+ ) EJ[M]P(S(1)=y).
ly—z|=1
La cantidad E[M] | S(1) = y| corresponde al tiempo promedio necesario para
llegar a n, sabiendo que partimos de y. Por ende, dado que (S,),>1 es una caminata

aleatoria simple en Z ocurre que

1 1
6(17) = ]- + §Eaj+1[Mn] + §Ex—1[Mn]

e(r+1)+e(x—1)

=1
* 2

Seguido de la definicion del tiempo esperado de primera visita a la distancia n, se

tiene que al evaluar en n en la ecuacion anterior obtenemos una condiciéon de frontera

Si el conjunto de vértices corresponde a un subconjunto finito B de Z 'y 0B = {n}.

Luego, calculemos el operador de Laplace, introducido en la Definicion 24 de la

funcion e(x):

e (1 e
+% {6(:1:—1)— (1+€<x+1>;€(‘x—1))}
:%{e(xﬂ);e(x—n_He(g;—n;e(xﬂ)_l] L

Al analizar esta relacion de recurrencia, tenemos que la tnica funciéon que cumple

la condicion frontera y satisface Ae(z) = —1 es

e(x) = z(n — ), para z € (B \ {n}).
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Para probar la unicidad de e, supongamos que existe ¢ que cumple la condicion
frontera y que Ae(x) = —1 para z € (B \ {n}).

Sea g = e — é. Entonces, para x € (B \ {n}) el operador de Laplace para h es
Ah(z) = 0. Por ende, h es una funcion armonica en B\ {n}.

Ademas, la condicion de frontera es g(n) = 0. Dado que B es un conjunto finito,
por el principio del maximo se sigue que los valores maximo y minimo de g son 0. Por
lo tanto, g(x) = 0 para todos € B. De esta manera, e = é probando asi la unicidad

de e.

Supongamos que n es par, entonces n = 2m para algiin m € N. Por consecuencia,

Por lo tanto, el exponente de crecimiento de la caminata aleatoria simple en Z es

dos. O

Este exponente nos da una estimacion del orden de la distancia del origen después
de n pasos, cuando n crece hacia infinito.

Es 1til comparar el exponente de crecimiento para la caminata aleatoria con dos
ejemplos.

Tomemos el segmento de recta R de (0,0) a (0,n). El nimero de pasos que requiere
R para alcanzar distancia n es n pasos. Por lo tanto, el exponente de crecimiento para
el segmento de recta es 1.

Ahora, sea ty un tiempo fijo, por la Definicién [32} el movimiento browniano sigue
una distribucion N (0, ¢g), entonces por la Ecuacion el movimiento browniano al
tiempo ty se encuentra con probabilidad de 0.68269 en /fy. Realizando un trabajo
sobre la distribucion de N(0,%) se llega a la conclusion de que el exponente de

crecimiento, definido analogamente, para el movimiento browniano es 2.
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5.2. El exponente para las caminatas aleatorias con

ciclos borrados

Es intuitivo conjeturar que la caminata aleatoria con ciclos borrados se aleja mas
rapidamente del origen que la caminata aleatoria simple, pues el borrado de ciclos
evita pasar por un vértice mas de una vez. De esta manera, se intuye que la caminata
aleatoria con ciclos borrados tiende a extenderse més. Sin embargo, veremos que esta

distincion depende de la dimension de Z<.

Definicién 42. Sea (S,),>0 la caminata aleatoria simple en Z¢ y recordemos el
tiempo de primera visita a distancia n del origen, o, = inf{t > 0: ||S;|| = n}. Ahora,
sea M, = |LE(S[0,0,])| la longitud de la caminata aleatoria con ciclos borrados
al alcanzar distancia n del origen por primera vez. Recordemos que el exponente
de crecimiento [, es el exponente asociado a la longitud esperada que necesita la
caminata aleatoria con ciclos borrados para llegar a distancia n del origen. Asi, 5,4

existe si se satisface que
log K[ M,
5, = lm CBEM]
n—oo  logn

En [26], Rick Kenyon mostr6 que el exponente de crecimiento para la caminata

aleatoria con ciclos borrados en Z? es:

lim log E(M,,)
n—oo log n

:@:; (5.2)

El teorema nos afirma que la media de la longitud de la caminata aleatoria con
ciclos borrados, para alcanzar distancia n en Z?, se comporta asintéticamente como
n%, lo cual confirma la conjetura hecha al principio de ésta seccién.

Mas atin, en [27] Lawler probé un resultado que acota el exponente de crecimiento
Bs en Z?2, sin necesidad de introducir el limite sobre la distancia alcanzada: existen

c1,c > 0, tales que

INE;

cini < B(M,) < ni. (5.3)

Asi, para la caminata aleatoria con ciclos borrados en Z? el ntimero promedio de
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puntos visitados cuando se llega a distancia n del origen, por primera vez, es ni.
En [28], Daisuke Shiraishi mostré la existencia del exponente de crecimiento para

la caminata aleatoria con ciclos borrados en Z3

. log E(M,)
hHl ——
n—oo log n

= 3. (5.4)

En [29], Lawler estim6 el comportamiento asintotico del exponente de crecimiento 3
en Z*, probando que 85 € [1, 3].

Antes de pasar al exponente de crecimiento 8, en Z*, definimos a K,, = | LE(S(n))]
como el nimero de pasos no borrados luego de aplicarle el algoritmo de borrado de
ciclos a una caminata aleatoria simple de n pasos.

Nuevamente, en [29] Lawler estima el comportamiento asintético de (4 en Z*

probando que, para algin ¢ > 0,

) log E(K,)
lm ————————
n—soo CN (log n)—1/3

=1 (5.5)

A (logn)~'/3 se le conoce como el ajuste logaritmico.

De esta manera, después de n pasos de la caminata aleatoria simple, obtenemos
W pasos de la caminata aleatoria con ciclos borrados. Asi, en Z* la caminata
aleatoria simple disminuye, significativamente, el nimero de pasos que pertenecen a
un ciclo.

Notemos que K, mide el nimero de pasos respecto a la caminata aleatoria ori-
ginal, luego de haber recorrido n pasos, mientras que M,, mide, con probabilidad 1,
la longitud de la caminata aleatoria con ciclos borrados, luego de haber alcanzado
distancia n por primera vez.

Para el exponente de crecimiento 34 en Z? cuando d > 5, en [29], Lawler acota

este exponente de crecimiento 5, de manera que existen c3, ¢y > 0 tales que
csn® < E(M,) < eyn’. (5.6)

Es decir, a partir de la dimension 5, la cantidad de ciclos formados en la caminata
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aleatoria simple es insignificante.

5.3. Resultados

Reflexionemos en los resultados presentados. Recordemos que, en la Proposicion
[30, demostramos que el exponente de crecimiento para la caminata aleatoria simple
es dos. El ultimo resultado mencionado de Lawler, Ecuacion (5.6]), nos menciona que
el exponente de crecimiento para la caminata aleatoria con ciclos borrados en Z¢,
cuando d > 5 también es dos. Por lo tanto, la caminata aleatoria con ciclos borrados
se comporta en este aspecto, esencialmente, como la caminata aleatoria simple.

En [23, pp. 209-210|, Lawler demuestra que la caminata aleatoria con ciclos bo-
rrados en Z4 cuando d > 5 converge débilmente en el espacio (C[0,1],] - |le), como
la caminata aleatoria simple (Teorema , al movimiento browniano.

En las Proposiciones 5.3 y [0.4] se mencionan los exponentes de crecimiento para la
caminata aleatoria con ciclos borrados en Z? y Z3, respectivamente. Estos exponentes
son distintos a 2, y los limites de escala no son el movimiento browniano, el lector
puede encontrar este tltimo resultado en [30] y [31], respectivamente para los casos
dos y tres.

El caso del exponente de crecimiento para la caminata aleatoria con ciclos borrados
en Z* es especial, porque en esta dimensioén la caminata aleatoria con ciclos borrados
pasa de un comportamiento no gaussiano (dimensiones 2 y 3) a un comportamiento

gaussiano (para dimensiones mayores o iguales a 5).
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