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Resumen

En este trabajo revisamos la formulacion original de la teoria de cuerdas no relativistas
en espaciotiempo plano al considerar un limite de bajas energias de la teoria de
cuerdas estandar en espaciotiempo plano con un campo de norma antisimétrico. En
particular, revisamos la accién de la hoja de mundo y el espectro de masas de la teoria.
Posteriormente, derivamos la geometria de Newton-Cartan de cuerdas al considerar un
limite particular de la geometria Riemanniana de relatividad general en el formalismo
vielbein con un campo de norma auxiliar. Finalmente, derivamos la accién del modelo
sigma no lineal y las ecuaciones de movimiento del espaciotiempo de la teoria de
cuerdas no relativistas en una geometria de Newton-Cartan de cuerdas acoplada a
un campo antisimétrico y un campo dilaténico. Obtenemos estos resultados al aplicar
una generalizacién del limite de bajas energias del caso plano sobre las propiedades
analogas de la teoria de cuerdas estandar en espaciotiempo curvo. Con este método
logramos en particular obtener al final de la tesis un fondo que es mas general que
los considerados hasta ahora en la literatura de cuerdas no relativistas. Se trata de
un fondo curvo con la interesante propiedad de tener un comportamiento relativista
usual y un comportamiento no relativista al alejarnos hacia el infinito.
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Capitulo 1

Introduccion

En la naturaleza existen cuatro tipos de fuerzas fundamentales: la gravitacional, la
electromagnética, la nuclear fuerte y la nuclear débil. El objetivo mas ambicioso de
la fisica tedrica es formular una teoria unificada que describa estas cuatro fuerzas
y su interacciéon con la materia. Esta teoria tiene que ser compatible con los dos
grandes pilares de la fisica moderna: la relatividad general y la mecanica cuantica.
Hasta la fecha, la teoria que mas se acerca a esta especie de teoria del todo es el
Modelo Estandar de particulas elementales. Este modelo utiliza el lenguaje de la teoria
cuantica de campos para describir la interaccién electromagnética, nuclear fuerte y
nuclear débil, sin considerar la interaccién gravitacional. La descripcion cuantica de la
gravedad ain es un problema abierto y solo se tiene como referencia su version clésica
que es precisamente la relatividad general. Sin embargo, existen algunas teorias que
presumen describir la gravedad en el mismo marco cudntico unificado que las otras
interacciones. Uno de los candidatos mas prometedores es la teoria de cuerdas. Esta
teoria sugiere la idea de que todo en el universo estd hecho de pequenos filamentos
unidimensionales llamadas cuerdas, en vez de particulas puntuales de dimension cero.

La teoria de cuerdas resulta interesante no solo porque es una teoria cuantica de
la gravedad, sino también porque en el limite de bajas energias esta teoria reproduce
la relatividad general y en una descripcién cuantica el espectro de masas de la cuerda
puede dar lugar a las particulas del Modelo Estandar. La teoria de cuerdas y la
relatividad general proporcionan una descripcion de la gravedad en términos de la
geometria del espaciotiempo. Otro ejemplo concreto de una teoria que bajo ciertas
condiciones logra reproducir su teoria predecesora es justo la relatividad general,
que en el limite newtoniano reproduce la gravedad newtoniana basada en la ley de
la gravitacion universal. La formulacién geométrica de la gravedad newtoniana es
conocida como gravedad de Newton-Cartan. Con todo esto en mente, una pregunta
interesante surge: ;jexiste una teoria cuantica de una versién cuerdera de la gravedad
de Newton-Cartan? La respuesta inmediata es si y es precisamente la teoria de cuerdas
no relativistas, también conocida como teoria de cuerdas enrolladas.



CAPITULO 1. INTRODUCCION 2

El objetivo de este trabajo es dar una descripcion de las propiedades generales
de la teoria de cuerdas no relativistas al considerar el limite de bajas energias de las
propiedades analogas de la teoria de cuerdas estandar. Para esto, dividimos el trabajo
de la siguiente forma. En el capitulo 2 revisamos algunos conceptos fundamentales
importantes de la teoria de gravedad de Newton, de Einstein y de Newton-Cartan.
En particular, revisamos el principio de relatividad de Galileo, la ley de la gravitacién
universal, la relatividad especial y general asi como algunas soluciones simples de
las ecuaciones de Einstein. También revisamos la formulacién vielbein y el limite
newtoniano de la relatividad general y utilizamos estos conceptos para formular la
gravedad de Newton-Cartan. Posteriormente, en el capitulo 3 abordamos los conceptos
generales de la teoria de cuerdas. En particular, revisamos la accién de la hoja de
mundo, el espectro de masas, la accion del modelo sigma no lineal, las ecuaciones de
movimiento del espaciotiempo, la accién efectiva de bajas energias y la solucién de
Dabholkar-Harvey. Finalmente, en el capitulo 4 estudiamos la formulacién de la teoria
de cuerdas no relativistas. En particular, revisamos el limite de bajas energias, la
accion de la hoja de mundo y el espectro de masas de la teoria. Después generalizamos
este limite de bajas energias y derivamos la accién del modelo sigma no lineal y
las ecuaciones de movimiento del espaciotiempo de la teoria. Nuestro resultado mas
novedoso se encuentra en la seccion 4.9, donde mostramos que al tomar el limite
de bajas energias (no relativista) del fondo de cuerda negra (Dabholkar-Harvey) de
la teoria de cuerdas estandar, obtenemos un fondo con la interesante propiedad de
ser solucién de las ecuaciones de Einstein usuales (relativistas) que asintéticamente
ademas se vuelve solucion de la gravedad de Newton-Cartan de cuerdas.



Capitulo 2

Fundamentos de Gravedad

En este capitulo revisamos algunos conceptos importantes de la teoria de gravedad
de Newton, de Einstein y de Newton-Cartan. En particular, empezamos con una
breve descripcion del principio de relatividad de Galileo y la ley de la gravitacién
universal. Posteriormente, revisamos la relatividad especial y general asi como algunas
soluciones simples de las ecuaciones de Einstein. También revisamos el formalismo
vielbein y el limite newtoniano de la relatividad general. Finalmente, estudiamos
la formulacion geométrica de la gravedad de Newton, conocida como gravedad de
Newton-Cartan [1, 2]. Todo esto en el contexto de particulas puntuales que se mueven
en un espaciotiempo de 4 dimensiones. Revisamos la bibliografia general para abordar

este tipo de temas, [3, 4, 5, 6].

2.1. Gravedad de Newton

En la mecénica newtoniana el espacio y el tiempo no estan relacionados. El espacio
(plano) se representa por un espacio euclideo en R? y el tiempo z° = ¢ es absoluto.
Este tiempo absoluto significa que el tiempo medido por diferentes observadores es
independiente de su movimiento relativo en el espacio. El principio de relatividad de
Galileo establece que las leyes de la fisica son las mismas para la clase de observadores
sobre los que no actuan fuerzas, llamados observadores inerciales. La coordenada
temporal 2° y las coordenada espaciales 2° estdn relacionadas a través del grupo de

Galileo [3],

20 = 204+ ¢° (2.1a)
o' = ALl 40"+ i=1,2.3. (2.1b)

Los pardmetros ¢ y (* son respectivamente translaciones temporales y espaciales
constantes, v* es un impulso constante y Azj € SO(3) es una rotacién espacial con
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inversa Aji tal que
i Ak _ sk
A in = 5]‘- (2.2)

El grupo SO(3) representa el grupo de las matrices de rotacién ortogonales en R?
con determinante 1. Las transformaciones (2.1) constituyen las simetrias del espacio-
tiempo newtoniano.

En un marco de referencia inercial, utilizando coordenadas cartesianas, el movi-
miento de una particula libre con trayectoria z*(t) estd dado por

it =0, (2.3)

donde un punto denota derivacién con respecto al tiempo. La solucién es una trayec-
toria recta en el espacio-tiempo newtoniano. Las fuerzas inerciales o ficticias aparecen
cuando se consideran las leyes de Newton para observadores acelerados. Se denomi-
nan inerciales porque estas fuerzas se pueden igualar a cero al cambiar a un marco
de referencia inercial. La fuerza centrifuga y de Coriolis son ejemplos de este tipo de
fuerzas que aparecen cuando se consideran rotaciones.

La gravedad newtoniana es una fuerza instantdnea entre masas gravitantes. La
masa gravitatoria se define como la medida de la fuerza de atraccion gravitacional
que experimenta una porcion de materia dentro de un campo gravitacional. La ley
de la gravitaciéon universal de Newton establece que la fuerza gravitacional F'(r) que
experimentan dos particulas separadas una distancia r con masas gravitacionales M
y m esta dada por [3]

. GNMm

r2

F(r) , (2.4)
donde Gy es la constante gravitacional de Newton. La ausencia de cualquier factor
dependiente del tiempo en (2.4) indica que la gravedad newtoniana es instanténea.

La masa inercial es una medida de la resistencia de una masa a ser acelerada.
Experimentalmente, la masa gravitacional y la masa inercial son la misma. Si se
considera la trayectoria de una particula con masa inercial m en coordenadas esféricas
con coordenada radial r(t), la aceleracién radial #(t) debida a un campo gravitacional
causado por una masa gravitacional M estd dada por

. GNM 0P
() = -~ = S (2:5)

r2

donde ®(r) es el potencial newtoniano. Este potencial newtoniano satisface la ecuacién
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de Poisson:

1 P
—= (7“28—) = SoGnp(r), Sy =dm, (2.6)

72 or

donde Sy es el volumen de la esfera unitaria (r = 1) en 2 dimensiones y p(r) es la
densidad de masa. Utilizando coordenadas cartesianas, las ecuaciones (2.5) y (2.6) se
ven respectivamente como

B 0'®(x) =0, Ad(x) = S5Gxp(x), (2.7)

donde A = §%9,0; es el laplaciano espacial. Estas expresiones son invariantes bajo las
transformaciones de Galileo (2.1) y también bajo las transformaciones

gt =at 4+ Et), (2) = D(x) + 6,;E (1) (2.8)

Estas transformaciones indican que, localmente en el espacio-tiempo newtoniano,
siempre se puede usar una aceleracién £/(t) para hacer @ (z') = 0 y borrar toda
apariencia de gravedad. Esto es posible ya que la masa inercial y gravitacional de una
particula son la misma y siempre son cantidades positivas. Las transformaciones (2.8)
sugieren la idea de que la gravedad se puede tratar como una fuerza inercial. Esta idea
recibe el nombre de “el principio de equivalencia” y constituye la base conceptual de
la relatividad general [6].

2.2. Gravedad de Einstein

La gravedad de Einstein es una formulacion geométrica de la gravedad donde el espa-
cio y el tiempo estan relacionados. La relatividad especial se basa en tres postulados

[6]:
» Kl principio de relatividad de Galileo.
» La velocidad de la luz ¢ debe ser la misma para todos los observadores inerciales.
= El universo debe ser isotropico y homogéneo.

Las coordenadas del espaciotiempo x4 estdn relacionadas a través del grupo de Poin-
caré,

g =AMgaP + ¢4 A=0,1,2,3; (2.9)

donde A4, son las transformaciones de Lorentz y (# son translaciones constantes
del espaciotiempo. Las transformaciones (2.9) se denominan transformaciones glo-
bales porque los pardmetros no dependen de las coordenadas x4 y forman el grupo
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de simetria de la teoria. De (2.9) se sigue que el tiempo no es absoluto, ya que la
coordenada temporal z'° depende de las coordenadas del espaciotiempo zZ.
Las transformaciones globales de Poincaré (2.9) se derivan al exigir que mantengan

invariante el intervalo de espaciotiempo, i.e.
ds® = napdeda® = —2dt* + 6;jda’da? (2.10)
donde nap = diag(—c?,1,1,1) es la métrica de Minkowski, que satisface

ACAADBWCD =TN4aB- (2~11)

La métrica de Minkowski es el objeto geométrico que permite definir la distancia entre
dos puntos del espaciotiempo. La relatividad especial explica la dindmica de objetos
que no estan acelerando, es decir, no incorpora la gravedad. Eso es parte de la teoria
de la relatividad general.

La base conceptual de la relatividad general es el principio de equivalencia [6]:

Cualquier experimento fisico local que no implique gravedad tendrd el
mismo resultado si se realiza en un marco inercial de caida libre que si
se realiza en el espaciotiempo plano de la relatividad especial.

En este caso, local significa que en el experimento no existen fuerzas que puedan
extenderse por grandes regiones (por ejemplo, una fuerza eléctrica) y, por lo tanto,
fuera del dominio de validez del marco inercial local. Este principio implica que,
localmente en el espaciotiempo, un observador se puede acelerar de tal manera que
no experimente la gravedad, y por lo tanto, la dinamica puede ser descrita utilizando la
relatividad especial. Este principio es clave para describir a la gravedad en el lenguaje
de la geometria diferencial, donde el concepto de variedad es clave. Una variedad es
esencialmente un espacio continuo, diferenciable, y que localmente parece euclidiano
pero que globalmente puede deformarse, doblarse y hacer casi cualquier cosa (siempre
que siga siendo continuo), por ejemplo, la superficie de una esfera es una variedad.
Entonces, si el espaciotiempo estd representado por una variedad, su curvatura se
manifiesta solo globalmente, como la gravedad. Esto sugiere la identificacién de la
gravedad como una curvatura del espaciotiempo.

En relatividad general el grupo de transformaciones de Poincaré se extienden al
grupo de transformaciones generales de coordenadas. La métrica de Minkowski n4p(z)
se reemplaza por una métrica general g, (z) con inversa ¢"(z) tal que

9"g,, =0, wn=0,1,2,3. (2.12)

. ., / , .
Bajo una transformacién general de coordenadas x” — x #(x#), la métrica general del
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espaciotiempo ¢,, () transforma de acuerdo a

A
() = 95 0T (@), (21
ox'r 0x'v 7P

tal que el intervalo de espaciotiempo ds? = g, (x)dz*dx” es un escalar. Esto se puede
ver como una simple redefinicién de la métrica en las nuevas coordenadas y en este
sentido se dice que la métrica transforma covariantemente.

Otro concepto importante en geometria diferencial es el de derivada covariante.
Para entender este concepto, basta con recordar que cualquier vector V se puede
expresar como combinacién lineal de los vectores base €, es decir,

V =Vre,. (2.14)
Al calcular la derivada parcial de este vector se encuentra que:

o _av 0
oxt  Oxh v oxH’

(2.15)

donde 2* son las coordenadas del vector, por ejemplo, en coordenadas polares 20 = r

y 1 = 0. Esto muestra que la derivada de V' es més que solo la derivada de sus
componentes V*. El segundo término del lado derecho de (2.15), como es un vector,
se puede expresar de nuevo como una combinacion lineal de los vectores base, es decir,

% _ 1y 5 (2.16)

a1

donde I, son los coeficientes de esta combinacién y son conocidos como los simbolos
de Christoffel o conexién de Levi-Civita. Con esto en mente la ecuacién (2.15) se puede
reescribir como:

ov (avv

Az \ Oxm

+ vpr”pu) é,. (2.17)

De aqui se sigue que la derivada covariante V, de las componentes de un vector V”
esta dada por:
i

o Oz

v,V + VT, (2.18)
En general la derivada covariante puede ser aplicada sobre objetos algebraicos de
mayor dimensién, llamados tensores. Un escalar ¢ es un tensor de rango (0,0), un
vector V# es un tensor de rango (1,0), una matriz A, es un tensor de rango (0,2),
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etc. Por ejemplo, para un tensor de rango (2,0) se tiene que:
v, =90, T" +T*" T +T1% 1. (2.19)

Los simbolos de Christoffel IV, también se pueden escribir en términos de la métrica
del espaciotiempo de la siguiente forma:

1
Ppw/ = §gp)\ (apg)\u + az/g/\,u - a)\guu) . (220>

En el caso de la relatividad especial, donde la métrica del espaciotiempo es plana
Gy = N, todos los simbolos de Christoffel son cero y en este caso la derivada
covariante y parcial son la misma. En un sentido matematico, la derivada covariante
es una forma de especificar una derivada a lo largo de los vectores tangentes de
una variedad. En un sentido fisico, los simbolos de Christoffel describen céomo la
métrica varia a través del espaciotiempo provocando que los objetos se aceleren. En
relatividad general, los simbolos de Christoffel estan determinados tinicamente por la
compatibilidad métrica, V,g,, = 0, y la constriccién de torsién cero, I'” ] = 0. Estas
dos constricciones permiten escribir precisamente la conexién (2.20) en términos de
la métrica y de sus derivadas.

La derivada covariante y la conexién de Levi-Civita también permiten definir el
concepto de transporte paralelo. El transporte paralelo es una forma de transportar
vectores paralelos (que viven en el espacio tangente de la variedad) a lo largo de curvas
suaves en una variedad. La forma mas sencilla de entender este concepto es considerar
los paralelos y meridianos de una esfera. Si se transportan vectores paralelos desde
el ecuador hacia el polo norte en algiin momento estos vectores coincidiran ya que la
variedad (esfera) es curva y los vectores no se podran mantener paralelos a medida
que se trasladan sobre la variedad. Otra propiedad que satisface la derivada covariante
es la siguiente [6]:

[Vp’ vO':| VM = Ruypavyv <22]_)
donde R",  es el tensor de Riemann,
_ A A
R, =0,I", —0,I", +T1°, 1" —I% 1. (2.22)

La expresién (2.21) indica que el tensor de Riemann mide la diferencia del transporte
paralelo de un vector si va en una direccion o en otra. En otras palabras, el tensor de
Riemann mide la curvatura de la variedad, en este caso, del espaciotiempo. El tensor
de Riemann también se puede contraer para dar lugar al tensor de Ricci R, y el
escalar de Ricci R:

R, =R’

uv upv?

R=g"R,,. (2.23)
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El tensor de Ricci describe cuanto cambia el volumen espaciotemporal de un objeto
debido a la fuerza gravitatoria (curvatura). El escalar de Ricci es un niimero tinico
que representa la curvatura general del espaciotiempo en un punto dado. Un escalar
de Ricci positivo indica que el espacio tiene curvatura positiva, mientras que un
escalar de Ricci negativo indica un espacio con curvatura negativa. Estas propiedades
describen la curvatura de la geometria riemanniana de relatividad general con torsién
cero y compatibilidad métrica. La definicién de estos objetos geométricos sera tutil
mas adelante para estudiar una métrica especifica.

Los objetos geométricos definidos anteriormente también permiten definir las ecua-
ciones de Einstein [5]. Las ecuaciones que relacionan localmente la geometria del
espaciotiempo con la distribucién de materia son las ecuaciones de Einstein,

G+ Nguw = KT, (2.24)

donde G, es el tensor de Einstein,
1
G =R, — §Rgm,. (2.25)

El parametro A es la constante cosmoldgica, k es la constante gravitacional de Einstein
y T,,, es el tensor de energia-momento. Por conservacion de energia y momento se tiene
que V, 7" =0y V,G" = 0. Einstein introdujo la constante A para contrarrestar
el efecto de la gravedad y lograr un universo estatico, una nociéon que era la opinion
mas aceptada en ese momento. La constante cosmoldgica de Einstein fue abandonada
después de que Edwin Hubble confirmara que el universo se estaba expandiendo.

Las ecuaciones de Einstein (2.24) se pueden obtener al variar, con respecto a la
métrica g"”, la accién de Einstein-Hilbert con constante cosmoldgica A y un lagran-
giano de materia Ly,

1
SEg = /dDI\/—g <§R — A+ £M> , (226)

donde g = det g, y el tensor de energia-momento estd definido como

T o= 2 0Su
V=g
Las ecuaciones de Einstein determinan la dinamica del espaciotiempo. La trayectoria

de una particula en el espaciotiempo esta determinada por el postulado de que las
particulas se mueven a lo largo de curvas geodésicas. La ecuacion de la geodésica esta

SM = /de\/—_g (,CM) . (227)
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dada por

2 .0 “w v
T e, BTy (2.28)

dr? Wedr dr ’

donde 7 es un pardmetro afin. En la norma estdtica 7 = 2" y con métrica n,,(z), la
ecuacién (2.28) se reduce a la ecuacién de una particula libre (2.3). En este caso, la
norma estatica significa tomar una parametrizacion donde la coordenada afin 7, que
representa la trayectoria de una particula puntual en el espaciotiempo, coincida con
la coordenada temporal 29 = t.

Parte importante de este trabajo se centra en analizar soluciones a las ecuaciones
de Einstein. Por lo que resulta conveniente mencionar algunas soluciones sencillas
como la solucién de Schwarzschild y de Reissner-Nordstrom.

2.3. Solucion de Schwarzschild

La solucién més simple con simetria esférica a las ecuaciones de Einstein (2.24) en el
vacio (T, = A = 0) estd dada por la métrica de Schwarzschild [6],

dr?
ds® = —f(r)dt* + — + r2dQ2, 2.29
( ) f(r) 2 ( )
donde
2p 2 2 ) 2
f(r)y=1——, dQ; = db*+ sin”0do". (2.30)
r

Histéricamente, esta fue la primera solucion no trivial a las ecuaciones de Einstein,
descubierta en 1916. El parametro p estd relacionado con la masa M del objeto que
distorsiona el espaciotiempo,

. 47TGNM

2.31
25, (2.31)

Existen dos valores especiales para la coordenada radial, r = 0 y r = r,. El origen
r = 0 describe la singularidad de un objeto masivo conocido como agujero negro.
Toda la masa M esta concentrada en esta singularidad y la curvatura es infinita. De
hecho, ningtin objeto moviéndose a la velocidad de la luz puede escapar del campo
gravitacional de este objeto. Esta es una singularidad de curvatura y no solo una
singularidad de las coordenadas, ya que esta divergencia ocurre en cualquier sistema
de coordenadas. El valor r = ry, estd determinado por f(r,) = 0, es decir, en r, = 2,
que se conoce como el radio de Schwarzschild. La curvatura en rj, es finita y en este
radio se encuentra localizado el horizonte de eventos del agujero negro. El horizonte
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de eventos se puede pensar como una superficie del agujero negro. Dentro de este
limite, la velocidad necesaria para escapar del agujero negro supera la velocidad de
la Tuz, lo cual imposible de acuerdo a los postulados de Einstein.

2.4. Solucion de Reissner-Nordstrom

También es posible considerar el caso en el que la accién de Einstein-Hilbert (2.26)
contiene un campo de norma abeliano A, que proporciona el lagrangiano de materia,

1 v
Ly = _ZFMVF“ » B =0uA, = 0, A, (2.32)

Debido a la definicién (2.27), se tiene T, # 0. En este caso, la solucién a las ecuaciones
de Einstein (2.24) con A = 0 estd dada por la métrica de Reissner—Nordstrom [6],

d 2
ds? = — f(r)cEdt? + Wi) + r2d6R, (2.33)
donde
o%m 02
Fry=1-2E 7 402 = 46® + sin? 0d¢>. 2.34
r 72 2

El pardmetro p esta relacionado con la masa M del objeto que curva el espaciotiempo,

CQSQ

M=_522
ArGuM

(2.35)

mientras que el parametro 6 esta relacionado con la carga () del mismo objeto,

N 47TGN ‘

Q? (2.36)

Para p? > 62 existen dos ceros diferentes para f(r), el horizonte externo ry, , y el
horizonte interno ry, _, que estdn dados por

Thv:t = ILL j: \/m (237)

Para u? = 6% se tiene 14, = rp, _, que implica

fr) = (1 + Th—’+)2 : (2.38)

r
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Este es el agujero negro extremal de Reissner-Nordstrom, donde la fuerza eléctrica y
gravitacional sobre una particula de prueba con M = () se cancelan. Al definir

F=7—"Tht, (2.39)
tal que el horizonte esta en 7 = 0, la métrica extremal se puede rescribir como
ds® = —H 2c2dt* + H*d7?, 7 e RP™!, (2.40)
con di? = dr? + 72dQ2, |Z| = 7 y H una funcién arménica,

H=1+ 20" (2.41)
7]
Para p? < 0% no existe horizonte. Ademds de los agujeros negros cargados, también
existen agujeros negros rotantes, conocidos como agujeros negros de Kerr. Los agujeros
negros que ademés de masa y carga tienen momento angular J son conocidos como
agujeros negros de Kerr-Newman.

2.5. Formalismo Vielbein de GR

Hasta ahora, se han considerado tensores en la base de coordenadas e, = J,. Sin
embargo, también es posible introducir un nuevo conjunto de vectores base e4 que es

ortonormal. La relacién entre ambas bases esta dada por el llamado vielbein euA 2],
A
e,=e, ea. (2.42)
Dado que el conjunto e4 es ortonormal, se tiene la relacion
g””eHAel,B =B, (2.43)
Asi mismo, se puede definir la inversa de euA, denotada por e",, tal que
eHAe“B = 04, eHAe”A = 0", (2.44)
Del vielbein y su inversa también se sigue que
A B
g,uz/ = e,u €, MaB> euAeVBg,uy = Nap- (245>

Esta es la razon por la que el vielbein puede considerarse una especie de raiz cuadrada
de la métrica. El vielbein permite definir un sistema coordenado en el que la métrica
del espaciotiempo se ve localmente plana. Es decir, el vielbein da un mapeo a cada
punto del espaciotiempo desde el espaciotiempo al espacio tangente.



CAPITULO 2. FUNDAMENTOS DE GRAVEDAD 13

En general, los indices curvos en tensores se pueden convertir en indices planos y
viceversa al contraer con el vielbein. Por ejemplo, para un vector V* se tiene que

e AVik=Vv4 et VA=V (2.46)

w

Bajo una transformacién local de Lorentz A45(x), el vielbein transforma como
e;f = AAB([L')GMB. (2.47)

Para poder definir la derivada covariante de un tensor con indices planos se introduce
.7 ’ A . AB 3
la conexion de espin w,“p. Por ejemplo, para un tensor 77 se tiene que

vV, I8 =0,T4% —w TP —w P T4 (2.48)

o
También se puede definir la derivada covariante de un tensor con indices planos y
curvos. La regla es que por cada indice curvo se tiene una conexion de Levi-Civita
['”,, mientras que por cada indice plano se tiene una conexion de espin wMAB. Pero
un tensor no debe depender de una eleccién de base en particular. Entonces, si se
considera la derivada covariante de un vector en una base ortonormal y una base

coordenada y se exige que sean iguales, se obtiene el postulado vielbein [2]:
A _ A A A B _
Ve =0, —T",e" —w, pe” =0. (2.49)

La compatibilidad métrica y el postulado vielbein implican que la conexién de espin
es antisimétrica en los indices planos AB. Ademas, la posicién de los indices planos
es irrelevante. Del postulado vielbein (2.49) también se sigue que

[V, Ve, =0 (2.50)
De acuerdo a (2.21), esto implica que

R, ,(D)e,* + R, p(w)e,” =0, (2.51)

vpo poc B

donde R*,, (T') esta dado por (2.22) y RpOAB(w) es el tensor de curvatura de wMAB,

RpJAB(w) = a[pWU]AB + (JJ[,DAC(JJU]CB. (252)
Al despejar el tensor de Riemann de (2.51) se obtiene

Rt (T) = —e"e® R "pw). (2.53)

vpo ( po B

Del postulado vielbein (2.49) también se sigue que la conexién de Levi-Civita I”, se
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puede expresar en términos del vielbein y la conexion de espin como

I, = e’ , (QLGVA — quBeVB) } (2.54)

La constriccion de torsién cero I'?,,) = 0 establece la siguiente constriccion adicional

Oe) —w, e p =R, =0, (2.55)

n

donde se ha definido RWA =e pAFp j) POT conveniencia. La conexion de espin tiene
tantas componentes independientes como RWA y solo aparece en RWA multiplicada
por vielbiens. Esto significa que la constricciéon adicional (2.55) se puede resolver
unicamente para la conexion de espin. Al escribir

A A A A A A _
R, e "+ R, "¢ —R, """ =0, (2.56)
se encuentra la siguiente solucién
quB(e, de) = 2€A[A8[A€H]B] + euce’\AepBa[)\ep]C. (2.57)

Bajo una transformacién infinitesimal local de Lorentz Ay = 65 + A4, la conexién
de espin (2.57) transforma de acuerdo a

dw, AP = 9, XA + 22y Pl (2.58)

La definicion de estos objetos del formalismo vielbein de relatividad general nos per-
mitirdan mas adelante entender la formulacién de la geometria de Newton-Cartan.
Pero antes, es importante revisar el limite newtoniano de relatividad general.

2.6. Limite Newtoniano de GR

El limite newtoniano de GR consiste en una serie de condiciones bajo las cuales la
relatividad general se reduce a la gravedad newtoniana [2, 6]. Para una particula con
coordenadas z#(7) = (2°(7) = ct, 2(7)) estas condiciones son:

@< i (2.59)
guu = 77/u/ + efl,“/ con e K 1, (2591:))
go; = 0 con Guv = Guv (332) (2590)

La condicién (2.59a) captura el limite no relativista: la velocidad espacial |v| de la
particula es mucho menor que la velocidad de la luz c. La condicién (2.59b) establece
que el campo gravitacional es débil, de modo que se puede expandir la métrica general
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alrededor del vacio de Minkowski 7,,, y trabajar a orden lineal en la perturbacién f,,,
o a orden O(e) = O(v*/c?). La condicién (2.59¢) establece que el campo gravitacional
es estatico, es decir, solo depende de las coordenadas del espacio.

Para revisar que en efecto el limite newtoniano (2.59) aplicado sobre las ecuaciones
de Einstein (2.24) reproduce las ecuaciones newtonianas (2.7), resulta conveniente
considerar unicamente los términos de orden O(¢) y, por simplicidad en la notacién,
omitir el pardmetro de expansion e. Entonces, de la expansién (2.59b) se sigue que la
conexién de Levi-Civita (2.20) y el tensor de Ricci (2.23) se reducen a

1 o o o
Fp;w = §np (aufua + auf;w' - aaf,uz/) ) R,uz/ = aor 72 a,uF ov* (260>

Esto implica que el tensor de Einstein (2.25) se ve como
o 1 2 1 1 T QP 2
Guy =0 8(,ufzx)a - 58 f,uz/ - §8uauf - 577;111 (8 0 fap -0 f) ) (261)

donde f = n"f,, + O(e?) es la traza de f,, y 0 = n*9,0, es el laplaciano del
espaciotiempo. Esta expresion se puede simplificar al definir

o = Foo = 5 P (2.62)

Con esta definicién las ecuaciones de Einstein (2.24) con A = 0 se ven como

1,52 . 1 3
G = _582fuu + 070 fre = 577Waaapf0p = Kl (2.63)

Esto se puede simplificar atin més al considerar la siguiente transformacién de f,,,

fow = fow + 200,80 (). (2.64)

Al resolver la ecuacién 0" f/w = —0%, para £, se puede hacer una transformacion
(2.64) para tener 0*f,, = 0. Entonces, las ecuaciones de Einstein se simplifican a

O fr = —2KT,,. (2.65)

Estas son las ecuaciones de Einstein en la aproximacién lineal.
Por otro lado, el tensor de energia-momento para una densidad de materia p(z*)
con velocidad #(7) se puede expresar como

TH = p(a)iti". (2.66)

En el limite no relativista (2.59a) se encuentra que Tog = p(a#)c® y Ty = T;; = 0. La
condicién estatica (2.59¢) implica que la densidad de materia p = p(z") solo depende
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de las coordenadas del espacio y que la perturbacion f,, no depende del tiempo, es
decir, 9y fu = Oofu = 0. Al sustituir estas expresiones en (2.65) se obtiene

Afoo = —26%p, Afy = 0. (2.67a)
Al comparar estas expresiones con la ecuacién de Poisson para ¢(z) en (2.7), se obtiene

- —2KC% ¢

Joo = e T =0, (2.68)

que en la perturbacién original f,, se traduce a

et et

fOO:_M7 fij:_m

dij. (2.69)
Esta solucién para la perturbacion f,,, reproduce precisamente la ecuacién de Poisson
(2.7) para el potencial newtoniano ¢.
Finalmente, en el limite no relativista (2.59a), la ecuacién de la geodésica (2.28)
solo contribuye en el stmbolo de Christoffel I'* ), es decir,
d?z+ daz® dx®

1
72 PMOOEE =0, Iy = —577“p(9pfoo- (2.70)

Ademss, por la condicién estética (2.59¢) se tiene que I'%, = 0, es decir, la ecuacién

de movimiento para z°(t) estd dada por i = 0. Esto permite elegir la norma estdtica

z° = 7. Entonces, al sustituir la componente fyo en (2.70) se obtiene

R ket
0o:0 =0 2.71
iz T 3Gyg, 9= 0 (2.71)
donde
G
- C4N, (2.72)

Esta es precisamente la ecuacion de movimiento de una particula en el potencial
newtoniano ¢ (2.7).

El analisis realizado en esta seccién resulta interesante ya que nos permite entender
coOmo a partir de cierto limite es posible reproducir una teoria predecesora, en este
caso reproducir la gravedad newtoniana a partir de la relatividad general de Einstein.
En la siguiente seccién revisaremos la version geometria de la gravedad newtoniana
conocida como gravedad de Newton-Cartan.
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2.7. Gravedad de Newton-Cartan

La gravedad de Newton-Cartan es una reformulacién geométrica de la gravedad de
Newton [2]. La motivacién principal de esta reformulacién consiste en interpretar las
ecuaciones de movimiento de una particula que se mueve en el potencial newtoniano
¢ (2.7) como la ecuacién de la geodésica (2.28). Esta interpretacion se consigue al
fijar la norma estdtica 2° = 7 y expresar las tinicas componentes diferentes de cero
de la conexion de Levi-Civita y el tensor de Riemann asociado como

Ty = ijaj P, RinO = 5ikakaj¢- (2.73)

Al imponer la ecuacién de movimiento Ry, = 4wGnp se obtiene la ecuacién de Poisson
(2.7). En este punto I'¥,, es una conexién simétrica independiente de la métrica. El
espaciotiempo correspondiente es llamado el espaciotiempo de Newton-Cartan.

Para poder escribir la ecuacién de Poisson de una forma covariante primero se debe
introducir una métrica del espaciotiempo. Para dotar de una estructura métrica al
espaciotiempo newtoniano, el intervalo de espaciotiempo asociado debe ser invariante
bajo las transformaciones de Galileo (2.1). Para esto se construye una matriz A*,,
analoga a las matrices de Lorentz, en términos de las transformaciones de Galileo,

o'+ 1 0
L — _
AP, = e (U A) . (2.74)

Una métrica contravariante g"” invariante de Galileo debe satisfacer

AupAvkgﬂA = g", (2.75)

es decir
g7 = vivg® 4 200 A9, g% 4 Af, A gH (2.76a)
% = g 4 Al Ok, (2.76b)

Para impulsos y rotaciones generales en D = 4, estas restricciones se cumplen si
g =0, g7 =¢", (2.77)

Para construir una métrica covariante g, invariante de Galileo, se construye una
matriz inversa A" en términos de las transformaciones inversas de Galileo,

ox* 1 0
AI/'LL = W = <—A_11] A—l) ) (278>
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y se exige que esta métrica debe satisfacer

ApMAAyg‘uy — gp)\7 (279)
es decir
Joo = oo — Akiva[jvlgij - Akivkﬁio, (2.80a)
Gio = AfGwo — AFA VG, (2.80b)
g, = AFAlg.. (2.80c)

Para impulsos y rotaciones generales en D = 4, estas restricciones se cumplen si
gio = 9i; = 0, (2.81)

con gop = cte, por convencion se considera gopg = 1. Es importante notar que g,, es
una métrica independiente que no corresponde con la inversa de g"”. Al renombrar
G = T Y g™ = h*| estas métricas se ven explicitamente como [2],

1000 0000

oo oo w |0 100

w=1g00o0| " =|oo1o0 (2.82)
0000 000 1

Las transformaciones de Galileo (2.1) mantienen invariante dos métricas indepen-
dientes 7,, y W que son degeneradas, es decir, h*’7,, = 0. Estas son las métricas
degeneradas que definen el espaciotiempo de Newton-Cartan.

Un camino alternativo para obtener estas métricas degeneradas invariantes de
Galileo es considerar la métrica de Minkowski y su inversa,

T )2 = (_01 13302) o= (_10/02 ]?3> _ (2.83)

Al tomar el limite no relativista ¢ — oo se obtiene una métrica covariante temporal
degenerada 7, con tres ceros como valores propios y una métrica contravariante
espacial degenerada h*” con un cero como valor propio.

La version vielbein de las métricas 7, h*” y sus inversas se define en términos de
campos independientes 7", e/, y sus inversas, respectivamente, tal que

Tw = TuTy, T :TMTV7 (284&)

h, = e/ e o;, W' =ee ;0. (2.84D)

nv
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Estos vielbeins independientes satisfacen las siguientes condiciones de invertibilidad,

T, = 1, e“ie”i +7,7" =0, (2.85a)

e el = &, The, =T, =0, (2.85Db)

que en términos de las métricas se traducen a
py pv po s T vp _
T =1, hWh,, + "7, =06 W7, =Ry, " = 0. (2.86)

La degeneracién en las métricas implica que h*¥'7, = h,, 7 = 0. Al imponer la
compatibilidad métrica sobre la métrica espacial h*" y el vielbein temporal 7,

V,h =0, V,7, =0, (2.87)

es posible escribir la conexién mdas general compatible con (2.87) como

o o 1 o 2N
[ =770,7, + 5h7 (8,h,, +8,h,, —0d,h,,)+h"K,,T,, (2.88)
donde K, es un tensor arbitrario. En este andlisis, la conexion [, no se determina
tnicamente por las condiciones de compatibilidad métrica (2.87). Esta es la razén por
la que se anade un tensor arbitrario K, en (2.88), para considerar el hecho de que
las condiciones (2.87) se preservan bajo el cambio
' A

re, =1, +hK,,T,. (2.89)
La compatibilidad métrica sobre 7, implica que 7, = Jd,f(z), donde f(z) es una
funcién escalar. Para las coordenadas adaptadas f(z) = x°, las componentes de la
conexion (2.88) estan dadas por

T'og = 1Y (Gohjo = 50;ha0 + Kyo) = 70, (2.90a)
Fin = n* (%@Ohjk + Oy hugo — 3K) = Bt (300h + Qi) (2.90b)
[y = 5h" (Ohy, + Ophy, — 9,hy) . T°, =0. (2.90c)

La eleccién de estas coordenadas adaptadas se preserva bajo las transformaciones

20 = 2%+ ¢° (2.91a)
vt = o'+ (). (2.91Db)

Al reemplazar la ecuaciéon de movimiento Ry = 4nGp por la expresién covariante

Ry, = 4nGnpT,Ty, (2.92)
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las coordenadas adaptadas f(z) = 2 implican que R;; = R;p = 0. La condicién

R;; = 0 en D = 4 indica que se puede usar una métrica espacial plana h;; = 0;; y
h' = §". La eleccién de esta métrica plana permite despejar ®; y Q;x en (2.90),

rin = n*Q, Qij:hk:[jrki]o (2.93a)
[y = h7®; < &, =h,ly. (2.93D)

La eleccién de una métrica plana también reduce las posibles transformaciones de
coordenadas (2.91) a las transformaciones de Galileo (2.1).

Para obtener la ecuacién de Poisson desde la expresion covariante (2.92), se deben
imponer dos condiciones adicionales. La primera es la condicion de Trautman:

hPre, (1) =0, (2.94)
que en coordenadas adaptadas implica que

00 mi — O ®y) = 0, 0Qpi) = 0, (2.95)
o equivalentemente

8pK,W =0 — K;w = 28[um1,], (2.96)

donde m,, es un campo vectorial. La segunda es una de las tres condiciones de Ehlers:

h R, (D)RY , (L) = 0, (2.97)
R, = 0, (2.98)
hPRA, () = 0. (2.99)

Cada una de estas condiciones por separado da lugar a la condicién J;2;; = 0 en
coordenadas adaptadas y entonces €;; = (). De hecho, se puede hacer €2}, =
0, o equivalentemente F/ioj = 0, a través de una rotacién dependiente del tiempo
z = A’;(t)2’. En este nuevo sistema de coordenadas, la condicién (2.95) implica que
0@’ = 0, es decir, &; = 9;® para algtin escalar ®. Esto implica que [, =69 Py
entonces la expresion covariante (2.92) da lugar a la ecuacién de Poisson,

En este nuevo sistema de coordenadas también se obtiene la ecuacion de la geodésica

i%r)=0, i(r)+d'®d=0. (2.101)
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Esta breve descripcion de la gravedad de Newton-Cartan nos permitird més adelante
entender algunos conceptos importantes de la geometria de Newton-Cartan en el
contexto de la teoria de cuerdas. En el siguiente capitulo revisaremos los fundamentos
de la teoria de cuerdas relativistas.



Capitulo 3

Teoria de Cuerdas

En este capitulo revisamos algunos conceptos importantes de la teoria de cuerdas.
En particular, empezamos con una breve descripcion de la dinamica de una particula
puntual. Posteriormente, revisamos la accién de la hoja de mundo y el espectro de
masas de una cuerda que se propaga en un fondo plano. Finalmente, revisamos la
accion del modelo sigma no lineal, las ecuaciones de movimiento del espaciotiempo,
la accién efectiva de bajas energias y la solucién de Dabholkar-Harvey para una cuerda
que curva el espaciotiempo a su alrededor. Todo esto en el contexto de cuerdas que
se mueven en un espaciotiempo de D dimensiones. Revisamos la bibliografia general
para abordar este tipo de temas, [7, 8, 9, 10].

3.1. Particula Puntual (Relativista)

La idea basica detras de la teoria de cuerdas es considerar un objeto extendido a
lo largo de una dimension espacial, una cuerda infinitamente delgada, como el cons-
tituyentes mas fundamentales de la naturaleza, en vez de una particula puntual de
dimensién cero. Antes de revisar la dindamica de una cuerda, resulta til revisar la
dindmica de una particula libre. Una particula que se propaga en el espaciotiempo
barre una linea de mundo que se parametriza por un parametro 7, el tiempo propio
de la particula. Este parametro 7 toma valores en todos los nimeros reales R. La
incrustacion de la linea de mundo en el espaciotiempo, en este caso un espaciotiem-
po plano con métrica 7, = diag(—1,1,---,1), se describe por funciones X*(7). La
fisica solo depende de las funciones X* y no del parametro 7. La accion de la linea
de mundo invariante bajo reparametrizaciones de 7 més general para una particula

libre esta dada por
S = —m/dﬂ/ —XnX1,, (3.1)

22
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donde m es la masa de la particula y un punto denota derivacion con respecto a .

La accién (3.1) es invariante bajo reparametrizaciones de la linea de mundo
T — 7(7) y bajo transformaciones globales de Poincaré del espaciotiempo (2.9). Es-
ta invariancia bajo reparametrizaciones es la que permite elegir la norma estética
7 = X%(7). De hecho, la invariancia bajo reparametrizaciones es una simetria de
norma. En términos simples, una simetria de norma es un cambio en uno o todos
los parametros de un sistema que no implica ningin cambio en las leyes de la fisica.
La simetria de norma también indica que la descripcion de la teoria es redundante,
es decir, hay mas grados de libertad que los grados de libertad fisicos del sistema.
Para remover estos grados de libertad adicionales se imponen las constricciones del
sistema. La accion (3.1) resulta tener una constriccién, conocida como constriccion
de capa de masa, que se obtiene al calcular el momento canénico de la particula de
masa m,

L X
OL _ X% Y= ptem? =0, (3.2)

P ' —

SRV &9
donde L es el lagrangiano de la accién (3.1), S = [ drL. Desde la perspectiva de la
linea de mundo, la constriccion de capa de masa establece que la particula, al menos,
siempre se estd moviendo en la direccién temporal pi > m?. Esta es una constricciéon

primaria porque se satisface debido a la definicién de p,,, sin considerar las ecuaciones
de movimiento. Al variar la accién (3.1) se obtienen las ecuaciones de movimiento

d(aL)—aL =p,=0 — X“:EX“, (3.3)

dr \ gxu OXH L

que son ecuaciones diferenciales de segundo orden, no lineales y no homogéneas.
Este mismo andlisis se puede desarrollar desde el formalismo hamiltoniano, donde
el hamiltoniano candnico de la accién (3.1) estd dado por

Hean = pu X" — L = 0. (3.4)
El hamiltoniano total se define como
H = Hean + Mo(7) Vo, (3.5)

donde \o(7) es un multiplicador de Lagrange. En el formalismo de primer orden las
coordenadas X* y momentos p, son independientes y las velocidades X" se pueden
expresar en términos de p* a través de un multiplicador de Lagrange A\o(7) = 1/2m.
En este contexto, las ecuaciones de Hamilton son

X =0, pup'+m’=0, (3.6)
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que son respectivamente la ecuacion de una particula libre (2.3) y la relacién (3.2).
La accion (3.1) tiene algunos inconvenientes: no brinda informacién para particulas
con m = 0 y la cuantizaciéon de la teoria a través del formalismo de integral de
trayectoria se dificulta debido a la raiz cuadrada de la acciéon. Estos inconvenientes
se resuelven cuando se introduce la métrica de la linea de mundo. En este caso, la
accién de la linea de mundo para una particula libre de masa m esta dada por

I= —% / dry/—hq. (h”X“XM + m2> : (3.7)

donde h,, es la métrica intrinseca de la linea de mundo. La equivalencia entre la
accion (3.1) y la accién (3.7) se establece a través de la ecuacién de movimiento de

h"l‘T?
XX, — hy,m? = 0. (3.8)

La accién (3.1) también se puede reescribir como
1=2[ar (% 2
=3 T(e H—em), (3.9)

donde e(7) = v/—h,, = es un einbein, un campo escalar tal que e(7) = m~'y/ - X1 X,
Para la cuantizacién canonica, las variables dindmicas X* y p, se promueven a

operadores hermitianos, que cumplen relaciones de conmutacién, y se introduce la

funcion de onda W(X). Esta funcién de onda satisface la ecuacién de Schrodinger,

0V

152

Hepn 0. (3.10)

De esta expresion se sigue que la funcion de onda no depende del pardmetro 7, ya
que para la accién (3.1) se tiene He,y = 0. La constriccién de capa de masa (3.2) se
impone como una ecuaciéon de operadores sobre la funcion de onda,

(pup" +m*) W = 0. (3.11)

En la representacién usual del momento, p, = —id/0X", esta constriccién da lugar
a la ecuacion de Klein-Gordon de la mecdnica cuantica relativista.

3.2. Accion de Nambu-Goto

Analogamente, una cuerda que se propaga en el espaciotiempo barre una hoja de
mundo que se parametriza por dos coordenadas adimensionales c®, a = 0, 1, el tiempo
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0% = 7 y la ubicacién espacial 0! = ¢ de la cuerda. El pardmetro 7 toma valores en R

y el pardmetro o toma valores entre cero y la longitud de la cuerda l;. Por convencion
ls = 2m para cuerdas cerradas y [, = 7w para cuerdas abiertas. La incrustacién de
la hoja de mundo en el espaciotiempo plano con métrica 7, = diag(—1,1,---,1)
se describe por funciones X*(1,0). Las funciones X* tienen ciertas condiciones de
frontera dependiendo de si se trata de una cuerda cerrada o abierta. La fisica solo
depende de las funciones X* y no de los parametros 7 y o. La accién de la hoja de
mundo invariante bajo reparametrizaciones mas general de una cuerda libre esta dada
por la acciéon de Nambu-Goto [11],

S = —T/d2a\/— det (0, X105 X"1w), «,8=0,1, pv=0,1,.,D—1;(3.12)

donde d*c = do%do’ y T = 1/2ma’ es la tensién de la cuerda, que estd en términos
de la pendiente de Regge o/ = [2. Para cuerdas fundamentales, cuerdas infinitamente
delgadas, la tension toma valores un orden de magnitud debajo de la escala de Planck,
T < M3 = (10'%GeV)?, donde Mp; es la masa de Planck. Estas cuerdas tienen
relevancia para gravedad cudntica y la accién (3.12) da una descripcién completa
de la dindmica de este sistema. Sin embargo, la accién (3.12) también describe con
buena aproximacion tubos de flujo magnético en superconductores y tubos de flujo
cromoelectromagnético en QCD, donde se encuentra que T ~ (1GeV)?2.

La accién (3.12) es invariante bajo reparametrizaciones de la hoja de mundo o® —
%(t,0) y bajo transformaciones globales de Poincaré del espaciotiempo (2.9). La
accion (3.12) tiene algunos inconvenientes: las ecuaciones de movimiento resultan en
ecuaciones no lineales y la cuantizacién de la teoria a través del formalismo de integral
de trayectoria se dificulta debido a la raiz cuadrada de la accion. Estos inconvenientes
se resuelven cuando se introduce la métrica intrinseca en la hoja de mundo.

3.3. Accién de Polyakov

La accién de una cuerda libre con tension T' también se puede describir a partir de
la accién de Polyakov [12],

T
I=-5 / >/ —hh*P0, X" 05 X" Ny, (3.13)

donde h,p es la métrica intrinseca en la hoja de mundo, h* es la inversa de h,gs
y h = det hys. La equivalencia entre la accién de Polyakov (3.13) y la accién de
Nambu-Goto (3.12) se establece a través de las ecuaciones de movimiento de hqg,

hap = 2f(7,0)0uX"05X,, [ '(r,0)=h""0,X"0,X,, (3.14)
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donde f(7,0) es un factor conforme. Este factor permite incluir una simetria extra
a la teoria, llamada invariancia conforme. Esta simetria mantiene angulos fijos en
la hoja de mundo pero cambia la longitud, es decir, realiza un reescalamiento. Los
términos v —h y h* en la accién (3.13) escalan respectivamente como f y f~1. Esto
implica que el producto se cancela y por lo tanto el factor conforme no aparece en la
accion de Polyakov. Al variar la accién (3.13) con respecto a las coordenadas X* se
obtiene

00 2r om
68 =T / dr / dov/=h [0, (6X"0°X,) — X" (V°X,)],  (3.15)
—0o0 0

donde V2 = V,V*, con V, la derivada covariante definida con respecto a la métrica
de la hoja de mundo h,s. El primer término de (3.15) corresponde a un término de
frontera. Este término de frontera se anula si

" XH(1,0) = 0° XH(r,m) = 0. (3.16)

Estas son las condiciones de frontera de Neumann para la cuerda abierta. Establece
que los extremos de la cuerda abierta se mueven libremente en el espacio. El término
de frontera de (3.15) también se anula si

7 XH(1,0) = 97 XH(r,2m), (3.17a)
XH*(1,0) = XH(1,2m), (3.17b)
hog(T,0) = hap(T,27). (3.17¢)

Estas son las condiciones de periodicidad para la cuerda cerrada. Establece que los
extremos de la cuerda se unen para formar una cuerda cerrada. Las condiciones (3.16)
y (3.17) son las tnicas posibilidades consistentes con la invariancia de Poincaré. En
cualquiera de los dos casos se obtiene la siguiente ecuacién de movimiento

VEXH = 0. (3.18)

La accién (3.13) es invariante bajo reparametrizaciones de la hoja de mundo
o% — 6%(1,0), bajo transformaciones globales de Poincaré del espaciotiempo (2.9) y
también bajo transformaciones de Weyl de la hoja de mundo,

hag(T,0) — ilag(ﬂ o) = eQw(T’U)hQB(T, o) (3.19)

donde w(7, o) es una fase arbitraria. La invariancia de Weyl es una simetria de norma
de la cuerda. Esto significa que si dos métricas de la hoja de mundo estan relacionadas
a través de una transformacion de Weyl (3.19), entonces describen el mismo sistema
fisico. La invariancia bajo reparametrizaciones permite hacer conformalmente plana
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la métrica de la hoja de mundo, h,s = €21, y la invariancia de Weyl permite elegir
¢ = 0. Este procedimiento se conoce como fijar la norma y permite obtener

hap = 1as = diag(—1,1), (3.20)

que es la métrica plana. En esta métrica, la accién de Polyakov (3.13) se reduce a la
acciéon que describe D campos escalares libres y la ecuacién de movimiento (3.18) se
reduce a la ecuacién de onda libre de una cuerda relativista,

H0, X" = 0. (3.21)

Por otro lado, la invariancia de Weyl, al ser una simetria de norma, indica que la teoria
es redundante. Las constricciones que eliminan los grados de libertad adicionales se
obtienen al calcular el tensor de energia-momento de la hoja de mundo,

dral 68
\/—h 0heB’
La invariancia de Weyl implica que la traza de este tensor es cero, 7T, Al

= 0.
considerar las ecuaciones de movimiento de hqg (3.14) se obtiene que 7,3 = 0. En 1
métrica conforme h,g = 1,4 estas constricciones se ven como

Tp = (3.22)

Q

Ty = X'"X, =0, (3.23a)
L /o,e /
Toy = Tu=; <X“XH X HX[L) —0, (3.23b)
donde un punto y una variable primada denotan derivacién con respecto a 7 y o,
respectivamente. Estas son las constricciones de la ecuacién de onda libre (3.21).

3.4. Espectro de la Cuerda

En las coordenadas del cono de luz de la hoja de mundo, o* = 7 & o, la ecuacién de
movimiento (3.21) y las constricciones (3.23) se ven respectivamente como

0,0_X"=0, (0,X)*=(0_X)*=0. (3.24)

Si se considera la condicién de periodicidad para cuerdas cerradas (3.17) con X* =
(0,7) = X#(0 + 2m,7), la soluciéon més general posible de (3.24) se puede ver como

X*(o,1) = X{(0o,7) + Xk(0o,7), (3.25)
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donde
1 1 / 1 .
Xf(oh) = o'+ aplot +iyf % > e, (3.26)
n#0
1 1 / 1 -
Xh(o7) = o'+ 5aploT +iyf % ; e (3.27)

Las funciones X} y X} describen ondas que se mueven hacia la izquierda y hacia
la derecha, respectivamente. Las variables xz# y p* son la posicién y momento del
centro de masa de la cuerda. Los coeficientes a# v & son los modos de Fourier de las
soluciones. Al calcular 0_X* y 0, X*, es posible identificar los modos con n = 0 de
la siguiente forma,

o =1/=p" (3.28)

Esta identificacion permiten expresar las constricciones (3.24) como

O-X)?=a'> Lee™™ , (0:X)’=a'Y Lye ™, (3.29)
donde
Ly=1 > Bn=23 G -a (3.30)
n - 2 —~ an—m am; n - 2 ~ an—m am' .

Las funciones L, y L,, son los modos de Fourier de las constricciones. Cualquier
solucién clasica de la cuerda de la forma (3.26) debe satisfacer

L,=L,=0, neZ (3.31)

En particular, las constricciones Lg y Lo incluyen el cuadrado del momento p*, que
en el espacio de Minkowski, esta relacionado con el cuadrado de la masa en reposo
de la particula, p,p* = —M?. Esto significa que las constricciones con n = 0 estdn
relacionadas con la masa efectiva de la cuerda cerrada en términos de los modos, es
decir,

M? = %Zan N %Z&n N (3.32)

n>0 n>0

Dado que los modos off v & son iguales a /a//2pH, se tienen dos expresiones para
la masa invariante: una en términos de los osciladores derechos o y otra en términos
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de los osciladores izquierdos a#. Por consistencia en la teoria, se exige que o y a¥
deben de ser iguales para todo n € Z. Esto se conoce como coincidencia de nivel.
Para la cuantizacion candnica de la teoria, resulta util primero parametrizar todas
las soluciones clasicas de la cuerda y después promover a operadores las variables
dindamicas. Para esto, se introducen las coordenadas del cono de luz del espaciotiempo,

1
X* = \@ (X0 £ XP1). (3.33)
En estas coordenadas, el intervalo del espaciotiempo asociado se ve como

D—-2
ds* = —2dXVdX™ + ) dX'dX". (3.34)

i=1

La solucién mds general para X y X~ también se puede descomponer en una parte
izquierda y una parte derecha, es decir,

Xt =X (oY) +X}t(e7), X =X, (c")+Xz(07). (3.35)

Las transformaciones de Weyl y la invariancia bajo reparametrizaciones permiten
elegir
T S OV AN TR SR Y A
XL:§SL’ +§ozpa : XRzix +§ozpo (3.36)

tal que
Xt =zt +adptr. (3.37)

Esta es la norma del cono de luz. La ventaja de trabajar en esta norma es que las
constricciones (3.24) se pueden escribir como

D—-2 D—-2

. . 1 . .
20. X 0, X" =Y 0, X0, X' — 0,X] = = > 0.X'0. X", (3.38a)
=1 i=1

D—-2 D-2
) . 1 ) .
28_X_8_X+ — E a_XZa_XZ — a_X}g — W E a_Xza_XZ. (338b)
=1 =1

Esto significa que X~ estd completamente determinada por las coordenadas X°. Al
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integrar el lado derecho de (3.38) se encuentra la expansién usual en modos,

1
X;(oh) = §m + ap ot +iy/— Z A e (3.39a)
Xs(07) = 1:lc*+—o/ o+ gz—ofefimi (3.39b)
BTt TRt T Ty Lt ’ '

donde z~ es la constante de integracién y p~, a;,, &, se fijan por las constricciones

n n

(3.38). Explicitamente, los modos &, y «,, se ven como

+oo D2 +oo D-2 '
\/ er Opm m’ \/ er Z ZOK —m& Zn 340)

*oozl m=—o0 1=1

Los casos especiales &, = oy = y/&//2p~ dan lugar a la siguiente expresién

— 1 D-2 1 1 D—-2 1
:QF;< P+ da n>:217i21< Py + > anal ) (3.41)

n#0 n#0

De esta expresion se sigue que la masa M estd dada por

M?* = 2ptp~ Z p'p Z D alal = % al,ak. (3.42)

Esto significa que las excitaciones fisicas de la cuerda estan determinadas tinicamente
por los modos de oscilador transversos o' y &'.

Una vez identificados los grados de libertad fisicos de la cuerda para la cuantizacion
candnica, ahora se promueven las variables dindmicas a operadores hermitianos, z°,
x7,p%, p7, al y @i, y se establecen las siguientes relaciones de conmutacién,

@', ) =i6Y, a7, pT) =i, [og,ad] = [ay, ] = 1696, (3.43)
El estado vacio en el espacio de momentos |0;p) se define tal que
P'10;p) = p*|0;p) . ol |0;p) = @; [0;p) =0 para n > 0. (3.44)

El espacio de Fock se construye al actuar sobre el estado vacio con los operadores de
creaciéon o', y &', con n > 0. Los operadores de aniquilacién serfan of, y &', con
n > 0. En este procedimiento el espacio de Hilbert no contiene estados con norma
menor o igual a cero. Por otro lado, existe una ambigiiedad en el orden del producto
de los operadores o' y &' en el lado derecho de (3.42). El modo normal es cuando
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todos los operadores de creacién estan en el lado izquierdo de todos los operadores de
aniquilacién en un producto, por ejemplo, o’ ! y &' &' son productos que estdn
en modo normal. Si se elige el orden normal de operadores, esta ambigiiedad se revela
en una constante global a. En términos de esta constante a, la masa (3.42) se ve como

- % (z_: > al ol — a) = 3 (2 > al,.a - a) (3.45)

i=1 n>0 i=1 n>0

Al introducir

)

2
N = Zza,n o, N=) > a_.a, (3.46)
1 n>0

i=1 n>0 %

la expresién (3.45) se puede reescribir como

M2:£(N—a):i,(]\7—a>. (3.47)

o o

La constante a se puede determinar a través de un procedimiento heuristico. Para
esto, se ignora por un momento el orden normal y se descompone la siguiente suma

Sl =2 Y a4 Yl (3.48)

n#0 n<0 n>0

Al imponer el orden normal de operadores, los operadores de aniquilacién «, con
n > 0 en el lado derecho, el primer término del lado derecho de (3.48) se modifica a

% Z [adal, —n(D-2)] + % Z o' ol Z ol al, —|— 2 n, (3.49)

n<0 n>0 n>0 n>0

donde, después de un proceso de renormalizacion, se tiene que

Z n=—— (3.50)

Esto significa que la constante a de la formula de masa (3.47) estd dada por

4 D -2 4 (- D-2
M=—(N-"—"")=—(N-""). 51
o/ ( 24 ) o/ < 24 ) (3:51)
Esta es la formula de masa que determina el espectro de una cuerda cerrada libre.
Para el estado vacio |0;p) definido en (3.44) y sin modos de oscilador excitados,
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la formula de masa (3.51) se reduce a

1D—-2
M?=-=—"" 3.52
Vi (3.52)
Esta masa cuadrada negativa corresponde a las particulas llamadas taquiones. Por
otro lado, al actuar sobre el vacio con los operadores de creacién o’ | y a* ; se obtienen
(D — 2)? estados de particulas @' ;o' |0;p), cada uno con formula de masa

4 D—2
MP==(1-Z-2), .
O/( 24) (3.53)

Estos primeros estados excitados transforman en la representacién de SO(D — 2). Si
se exige que la teoria cudntica preserve la simetria de Lorentz SO(1,D — 1), estos
estados tienen que ser no masivos. Esto solo se consigue si se fija la dimensién del
espaciotiempo en D = 26, que es la dimensién critica de la cuerda bosénica. Las
particulas no masivas son interesantes porque dan lugar a fuerzas de largo alcance.
Entonces, los primeros estados excitados transforman en la representacion 24 ® 24
de SO(24). Estos se descomponen en tres representaciones irreducibles: simétrico sin
traza, antisimétrico y singulete. A cada uno de estos modos se le asocia un campo sin
masa en el espaciotiempo tal que las oscilaciones de la cuerda se pueden identificar
con cuantos de estos campos. Estos campos son: un campo métrico GG,,,,, un campo
antisimétrico o campo de Kalb-Ramond B, y un campo dilaténico ®.

Es importante recordar que todo el analisis previo es para la cuerda cerrada con
condicién de periodicidad X*(o + 27w, 7) = X*(o, 7). Sin embargo, un andlisis similar
se puede realizar a partir de las condiciones de frontera para cuerdas abiertas (3.16).
Mas en general, si se divide la dimension D =0,1,....,p,p+ 1,..., D — 1, imponiendo
condiciones de Neumann para (0, 1,...,p) y Dirichlet para (p + 1,...,D — 1), estas
condiciones fijan los extremos de la cuerda en una hipersuperficie de p+1 dimensiones
en el espaciotiempo llamada D-brana o Dp-brana si se quiere especificar la dimension
p de la brana. En este lenguaje, DO-brana es una particula, D1-brana es una cuerda,
D2-brana es una membrana, etc. El espectro de masas para la cuerda abierta también
incluye taquiones y estados no masivos asociados a campos de norma y escalares sobre
la D-brana.

También es importante mencionar que existe una generalizacion de la cuerda
bosénica con modos fermionicos sobre la hoja de mundo llamada supercuerda. Esta
teoria de la hoja de mundo es supersimétrica. En esta generalizacion, la dimension
critica de la supercuerda es D = 10. El espectro de masas de la supercuerda permite
los mismo estados no masivos de la cuerda bosénica y los estados taquidénicos con
masa cuadrada negativa no se encuentran en la teoria. Ademads, mientras la teoria de
cuerdas bosonicas es unica, existen diferentes teorias de supercuerdas que dependen
de la manera en la que se agregan campos fermionicos a la teoria.

Iz
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Finalmente, para reconciliar la brecha entre el concepto de un universo basado
en cuatro dimensiones observables con las diez o veintiséis dimensiones que requiere
la teoria de cuerdas, se acude a lo que se conoce como compactificacion. Para la
compactificacién de la cuerda bosénica, un espaciotiempo de la forma R'?* x S!, se
considera un circulo de radio R tal que la coordenada S! tiene periodicidad

X®(o+271) = X*(0) + 2rwR, w € Z, (3.54)

donde w es el nimero de enrollamiento de la cuerda. El momento espacial p?® estd
cuantizado en unidades enteras, p*> = n/R con n € R. Lo interesante de mencionar
la compactificacién de la teoria es que la formula de masa se modifica a

24 2 2 p2
n w*R 2 ~
MZZ—E p‘up'u:ﬁ—l— o2 +3<N+N_2>a (3'55)
p=0
donde
N — N = nuw. (3.56)

La interpretacién de esta nueva formula de masa es la siguiente. El primer término
establece que una cuerda con n > 0 unidades de impulso alrededor del circulo con
radio R gana una contribucién a su masa de n/R. El segundo término establece
que una cuerda enrollada w > 0 veces al rededor del circulo toma una contribucién
2mwRT a su masa, donde T'= 1/27a/ es la tensién de la cuerda.

3.5. Modelo Sigma No Lineal

Hasta ahora, se ha considerado una cuerda que se propaga en un espaciotiempo plano.
Para describir la dindmica de una cuerda que se propaga en un fondo de espaciotiempo
curvo, se acoplan campos a la hoja de mundo de la cuerda. La generalizacion natural
es considerar a estos campos como los estados no masivos de la cuerda. En particular,
para la cuerda bosodnica se tienen los siguientes estados no masivos: un campo métrico
G (X), un campo antisimétrico B, (X) y un campo dilaténico (X). La accién de
la hoja de mundo de una cuerda que se propaga en un fondo de espaciotiempo que
involucra a estos campos esta dada por el modelo sigma no lineal [13, 14]

1
Yt

S = / P [ (VERRHGry = €7 B, ) 0, X" 0;X7 + o/ V=REDD] | (3.57)

donde €'© = 1y R® es el escalar de Ricci definido con respecto a hap. Fisicamente, el
acoplamiento con G, describe como la cuerda se propaga sobre un estado coherente
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de gravitones asociado al espaciotiempo curvo, el acoplamiento con B, dota de carga
eléctrica/magnética a la cuerda y la exponencial del valor esperado del campo ® en
el vacio, (®), esta relacionado con la constante de acoplamiento de la cuerda,

gs = e\, (3.58)

3.6. Ecuaciones de Movimiento

Un fondo consistente en teoria de cuerdas debe preservar la invariancia de Weyl a
nivel clasico y cuantico. Esto es equivalente a exigir que la traza del tensor de energia-
momento (sobre la hoja de mundo h®?) T, 4, definido en (2.27), se anule en todos los
niveles. La accién (3.57) resulta ser la accién més general que presenta la anomalia
de Weyl: la traza del valor esperado de T4 es cero a nivel cldsico pero diferente de
cero y proporcional a las funcionales beta cuando los efectos cuanticos aparecen. La
estructura general de la traza de T,5 de la accién (3.57) estd dada por

B 1
2

i 1
(T, hP0, X 05 X" B, (G) — 5.7 0a X105 X" B0/ (B) — 515><2>ﬁ(<1>), (3.59)

donde las funcionales beta de un lazo de cuerdas bosoénicas estan dadas por [15, 16],

/

Bu(G) = o' Ry + 20/'V,V, & — O‘ZHW,JH;P, (3.60a)
!
Bu(B) = —%V"Hw +d'VIOH,,,, (3.60D)
al a/ vo
B(®) = ~a'V, V!0 — TR+ 'V, VP o H, HM, (3.60¢)

donde R, es el tensor de Ricci definido con respecto a G, R es el correspondiente
escalar de Ricci, Hy,o = V|, By es la intensidad del campo antisimétrico By, y V,
es la derivada covariante definida con respecto a G,. Las funcionales beta son los
objetos que describen cémo los acoplamientos con los campos dependen de una escala
. Por ejemplo, para un campo G, (X), se tiene

0G ., (X
[ u( 1)

BMV(G) ~ aﬂ

. (3.61)

La consistencia de la teorfa se asegura si el tensor de energia-momento (3.59) se
anula. Esto se garantiza si cada una de las funcionales beta (3.60) se iguala a cero, es
decir,
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Estas funcionales beta igualadas a cero se pueden considerar como las ecuaciones de
movimiento del espaciotiempo donde las cuerdas se pueden propagar consistentemen-
te a nivel cudntico. Basicamente, las ecuaciones (3.62) se pueden interpretar como
una generalizacion de las ecuaciones de Einstein, de Maxwell y de Klein-Gordon,
que se obtienen al imponer la invariancia de Weyl sobre la teoria. En el caso de la
supercuerda, estas son las ecuaciones de movimiento de una teoria de supergravedad.

3.7. Accién Efectiva de Bajas Energias

Las funcionales beta igualadas a cero (3.62) también se pueden obtener a partir de
un principio variacional de una acciéon efectiva de bajas energias. El régimen de bajas
energfas corresponde a energias E < 1/va/, que es equivalente a fijar E y hacer
o — 0. En términos de la longitud de la cuerda, I, = v/o/, esta regién indica que los
objetos son mucho mayor que la longitud de cuerda [;. En este régimen los estados
masivos de la cuerda se desacoplan y solo los estados no masivos son de importancia.
En el marco de cuerdas, la accién efectiva de bajas energias para cuerdas bosénicas
estd dada por [14, 17]

1 1
§=55 / d* X/ ~Ge™® <R + 4V, 0V P — EH“”"HW) : (3.63)
0

donde G = det G, y ko es una constante. Al variar la accién (3.63) con respecto a
los campos no masivos se recuperan las funcionales beta (3.60),

1
2K2

5S = d* X\ ~Ge?* {6G* B,,(G) + 6 B" B,,(B)

+ (25@ _ %GWcSG“”) 8.7(G) — 45(@)]} (3.64)

Al minimizar la accién, 05 = 0, se recuperan las ecuaciones de movimiento (3.62).
También es posible escribir la accién (3.63) en el marco de Einstein. Esto se
consigue al aplicar una transformacion de Weyl sobre la métrica del espaciotiempo,

G, =e"°G, (3.65)

donde ' = & — &y, con P, el valor asintético del campo dilaténico. Entonces, en el
marco de Einstein, la accién efectiva (3.63) se ve como [14]

1 1 1 /
§=g55 | PXV-C (R’ — VOV - e /3HWH“”“) ,  (3.66)
K

donde G’ = det G, y k> = 871Gy = Kge*™ ~ [2'gZ, con Gy la constante gravitacional
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de Newton en D = 26 dimensiones.

Ademads de los estados no masivos de la cuerda bosoénica, también se pueden
acoplar los estados no masivos de la supercuerda. En particular, para la supercuerda
tipo IIB [18, 19] se tienen los siguientes estados no masivos correspondientes al sector
Ramond-Ramond: un escalar Cg), un tensor de rango dos C(2) y un tensor de rango
cuatro C(y). Las intensidades asociadas a estos campos son F(1)y = dCy, F(3) = dCa) y
F(5) = dC\4), respectivamente. En el marco de cuerdas, la parte bosénica de la accion
efectiva de bajas energias para supercuerdas tipo IIB esta dada por

1 1
S = F/leX\/a€_2¢ |:R+4VM(I)VM(I) _ §|H(3)|2:|
Ko
1 9 -2 11~ |2
= 4—,%'2/6110)( {\/E (]F(l)\ +|F| +5|F0) )1
0
1
— 12 | "X (Cay NHigy N Fi) (3.67)
Ko
donde
Fgy = F—Co A Hy, (3.68a)
~ 1 1
sy = Fis)— 50(2) N H) + 53(2) N Fz). (3.68Db)
Ademas, se impone la constricciéon de autodualidad en F(g)), es decir, F(5) = *F(g)).

Esta constriccion de autodualidad se debe imponer en la soluciones y no sobre la
accion. Por simplicidad en la notacién, se define H ,,, = H(zy y B, = B(a).

El primer renglén de la accién (3.67) involucra la parte usual de la cuerda bosénica,
que corresponde a los campos del sector de Neveau-Schwarz en la supercuerda. El
segundo renglén corresponde a los campos del sector Ramond-Ramond. El dltimo
renglon corresponde a un término de Chern-Simons que relaciona ambos sectores.
Resulta interesante notar que si se ignoran los campos Ramond-Ramond, la acciones
efectivas (3.63) y (3.67) difieren inicamente en la dimensién del espaciotiempo. Esto
significa que las ecuaciones de movimiento para la cuerda bosénica y la supercuerda
son exactamente las mismas ecuaciones de supergravedad (3.62).

3.8. Solucién de Dabholkar-Harvey

Las p-branas negras son soluciones cldsicas de las ecuaciones de supergravedad (3.62)
que se interpretan como agujeros negros extendidos en p dimensiones espaciales. La
solucion mas sencilla en coordenadas esféricas que describe N supercuerdas, cargadas,
estaticas y estiradas en la direccién X7, encontrada por A. Dabholkar y J. A. Harvey
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en 1989, esta dada por [20, 21],

ds* = h7'(=dX§ +dX7) + dr® + rdQz, (3.69a)
et = ¢*ht, (3.69b)
By, = —hl, (3.69¢)

donde

6 7 a—1
h=1+ %, RS, = 32n°Ng2ls,  dQ2 = do? + Z (H sin? 0m> doz. (3.70)
a=2 \m=1

Al calcular cada uno de los términos diferentes de cero de la solucién (3.69) que
contribuyen a las ecuaciones de supergravedad (3.62), con el paquete de Mathematica
Riemann Geometry and Tensor Calculus, se obtienen los siguientes resultados. Para
la funcional beta 3(®) se encuentra que:

36 R
V, Ve = ——— D 3.71
: r2(r + R{y)? (3.71a)
126R}
R = ——F5—2—. (3.71b)
r2(rf + Riy)?
9R12
V,oVHe = D0 3.71
: r2(r + Riy)? (3:71c)
216 R
HyoH" = —— D1 3.71d
: 7200+ Ry )? (3.71d)
Para la funcional beta (,,(B) se encuentra que:
412
VoH,y — 0 fon  gey o (3.72a)
6 6 )3
(r® + Rpy)
18 Ri}
VoD H, 0 ko1 W VL2 5 £ Y (3.72b)

(r® + RGDH)3
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Para la funcional beta (3, (G) se encuentra que:

, 7201 RI2
HOUpHO = ﬁ, (373&)
%+ Rpy)
oy 1,7 =~ ZQT4]§§2H)3, (3.73b)
r° + DH
H2UpH20p = - 2<762R]1);HG )2- (373(3)
re(r’ + Apy
412
Ry = %T—R?H?), (3.74a)
(r® + Rpy)
361 RI2
Ry = ———— 20, (3.74b)
(r® + Rpy)
Ry = —6R6DH(7T6_2R%H) (3.74¢)
r?(rS+ R%y)®
6RY
Ryy = —— 2L (3.74d)
6+ Ry
6RS,.. sin’ 0,
Ry = ——24°— — 3.74
. r6 + RY (3.7e)
6RS, [12_, sin® 6,
Rss = ——2hsie=l : (3.74f)
6 + RSy
6RS, [12_, sin® 6,
Reg = ———r-o=] ; (3.74g)
6+ Ry
16RS; []._, sin? 4,
Ry = ——>i2led , (3.74h)
6 + ROy
6RS, [12_, sin® 6,
Rgg = ——lhsie=l : (3.74i)
6 + RSy
6R%y [ 1o, sin® 0,
Ry — —Ofbullysin?0 (3.74))

rf + RGDH
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VoVo®

V1V1<I>

VyVod

V3V3®

V4V @

V5V

VeV

ViV @

Vng(I)

VoVyd

IrtRIZ,
(r® + RﬁDH)g ’
IrtRIZ,

(% + R6DH>3’

3Ry (Tr° + Rpy)

72 (r6 + R]6)H)2
3RS
r6+ RS
3RS, sin? 0,
r6 + RS,
3RS, 12, sin%6,
r6 + RS
3RS, 12, sin%6,
76 + R]%H
3RS, [Th, sin?6,
r6 + RS,
3RS, [10_, sin%6,
r6 + RS,

9

’

Y

Y

9

3RS, [1°_, sin%6,

r6 + RS
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(3.75a)

(3.75D)

(3.75¢)

(3.75d)

(3.75e)

(3.75f)

(3.75g)

(3.75h)

(3.751)

(3.75])

Al sumar cada uno de estos términos, de acuerdo a las funcionales beta (3.60), se en-
cuentra que la solucién de Dabholkar-Harvey (3.69) satisface las ecuacién (3.62). Este
calculo nos permite entender como verificar si un fondo es soluciéon de las ecuaciones
de movimiento (3.62), ya que més adelante estudiaremos este mismo fondo bajo cierto

limite.



Capitulo 4

Teoria de Cuerdas No Relativistas

La teoria de cuerdas no relativistas (NRST, por sus siglas en inglés) se define a partir
de un limite de bajas energias de la teoria de cuerdas estdndar [22, 23]. Este limite
estd estrechamente relacionado con el limite de bajas energias o/ — 0 que define
a la teorfa de cuerdas abiertas no conmutativas (NCOS, por sus siglas en inglés)
24, 25, 26]. Esencialmente se trata del mismo limite, pero sin considerar D-branas
en la teoria. La no conmutatividad de estas teorias se encuentra en el hecho de que
la coordenada temporal X° y una coordenada espacial, generalmente X!, conocidas
como coordenadas longitudinales, no conmutan, es decir, [X° X'] ~ 0, donde 6
es un parametro real que mide la no conmutatividad de la teoria. Las coordenadas
restantes, X2, --- . XP~! son conocidas como coordenadas transversales, donde D es
la dimensién del espaciotiempo, D = 26 para la cuerda bosénica y D = 10 para la
supercuerda. La formulacion original de estas teorias se realiz6 a partir de una teoria
de cuerdas estandar en espaciotiempo plano con métrica 7, = diag(—1,1,---,1).

La teorfa NCOS en p+1 dimensiones (p < 5) se obtiene al considerar un arreglo de
Dp-branas con un campo de norma antisimétrico By; en un limite de bajas energias
o — 0 donde By se aproxima a su valor critico. Inicialmente se pensé que esta teoria
solo contenia cuerdas abiertas, en particular esto significa que no habia gravitones.
Sin embargo, Klebanov y Maldacena, en el contexto de 1+ 1 NCOS [27], descubrieron
que, cuando la direcciéon del campo de norma se compactifica sobre un circulo de
radio R, cuerdas cerradas con numero de enrollamiento estrictamente positivo w > 0
aparecen en la teorfa. El gravitén (w = 0) seguia ausente, pero el espectro de masas de
NCOS ya contenia estados de cuerdas cerradas similares con w > 0. Este resultado
motivd a preguntar si tenia sentido formular una teoria completa de solo cuerdas
cerradas con w > 0, es decir, sin considerar Dp-branas. Esta pregunta se contesto
afirmativamente con el descubrimiento de NRST [23], también conocida como teoria
de cuerdas enrolladas (WST, por sus siglas en inglés) [22].

Interesantemente, en [22] se senalé que el espectro de masas de NRST permite
estados con w = 0 solo si tienen momento transverso p; = 0 y niveles de oscilador

40
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Ny, = Nr = 0. Esto significa que NRST contiene gravitones, dilatones y antisime-
tricones. De hecho, estas particulas son las tnicas particulas no masivas de la teoria
responsables de mediar la interaccién de largo alcance tipo newtoniana entre cuer-
das no relativistas [22, 28]. Estos campos no masivos de NRST son importantes ya
que se pueden utilizar para describir cuerdas no relativistas que se propagan en un
espaciotiempo curvo.

Recientemente, en [29, 30, 31], con trabajo previo de [32, 33, 34, 35|, se mostro6
que los campos no masivos de NRST corresponden a los campos independientes que
definen la geometria de Newton-Cartan de cuerdas, (TMA, EMA', mMA), un campo
antisimétrico By, y un campo dilaténico ®. El acoplamiento de estos campos con la
hoja de mundo describe una teoria de cuerdas no relativistas que se propagan sobre
una geometria de Newton-Cartan de cuerdas acoplada a un campo antisimétrico y un
campo dilatonico. Esta teoria tiene bien definida una acciéon del modelo sigma no lineal
y unas ecuaciones de movimiento del espaciotiempo [31, 36, 37]. Interesantemente, en
[31, 38] se mostré que la geometria de Newton-Cartan de cuerdas se puede obtener a
partir de un limite no relativista ¢ — oo de la geometria riemanniana de relatividad
en el formalismo vielbein. De hecho, también se mostré que el modelo sigma no lineal
y las ecuaciones de movimiento de NRST se pueden obtener al aplicar este mismo
limite sobre las propiedades andlogas de la teoria de cuerdas estandar.

En este capitulo derivamos la accion de la hoja de mundo y el espectro de masas
de NRST en espaciotiempo plano a partir de un limite ¢ — 0 de las propiedades
analogas de la teoria de cuerdas estdandar. Desarrollamos estas ideas con base al
analisis del limite no relativista e — 0 para particulas puntuales. Después derivamos
la geometria de Newton-Cartan de cuerdas a partir de un limite € = ¢=2 — 0 de la
geometria riemanniana de relatividad general en el formalismo vielbein. Finalmente,
derivamos el modelo sigma no lineal, las ecuaciones de movimiento y una solucién
tipo Dabholkar-Harvey de NRST en espaciotiempo curvo al aplicar este mismo limite
sobre las propiedades analogas de la teoria de cuerdas estandar.

4.1. Limite de Bajas Energias de NRST

En el limite de bajas energias de NRST (e — 0) la constante de acoplamiento g, la
longitud de la cuerda I,, la métrica del espaciotiempo plano 7, y el campo de norma
antisimétrico By de la teoria de cuerdas estandar compactificada sobre un circulo de
radio R a lo largo de la direccién X!, escalan como

gs = 7, ls = LVe, gu =diag(—1,1,¢¢,...), By =1- )¢, (4.1)
€

donde Gy, Ls, Ry A son constantes fijas. G es la constante de acoplamiento efectiva,
L, es la longitud efectiva de la cuerda y A es un parametro libre de la teoria que se
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relaciona con el término finito que se deja después de remover una divergencia. La
eleccion mas simple es considerar A = 0, que corresponde a no dejar una contribucion
remanente del campo de norma en la teoria resultante, en este caso, en NRST.

Las propiedades de NRST se pueden obtener al aplicar el limite (4.1) sobre las
propiedades andlogas de la teoria de cuerdas estandar. Este es el enfoque adoptado
en [22, 24, 25, 27]. Un enfoque complementario, desarrollado por Gomis y Ooguri
[23], consiste en aplicar el limite (4.1) sobre la accién de la hoja de mundo de la
teoria de cuerdas estandar para obtener una accién propia de NRST y derivar las
propiedades de la manera usual, a partir de la acciéon. Gomis y Ooguri denominaron
a la teorfa resultante como teoria de cuerdas cerradas no relativistas (NRCS, por sus
siglas en inglés) por el hecho de que el espectro de masas de la teorfa tiene una forma
no relativista. La naturaleza no relativista de NRST también se puede observar en
el rescalamiento de la métrica en (4.1), que hace que la velocidad de la luz tienda a
infinito. Curiosamente, los articulos [22, 23] se publicaron el mismo dia por dos grupos
de investigadores que no estaban asociados, y ambos hacen referencia a la misma
teorfa. Algunas propiedades obtenidas con estos dos enfoques se compararon en [28]
y algunas propiedades se generalizaron a objetos de mayor dimensién en [39, 40].

4.2. Particula Puntual (No Relativista)

El limite (4.1) también es conocido como limite enrollado [22] ya que define una
teoria de cuerdas donde todos los objetos tienen niimero de enrollamiento w > 0. Sin
embargo, este limite es una simple generalizacién del limite no relativista e — 0 para
particulas puntuales, donde los parametros para una particula relativista de masa m
acoplada a un campo de norma A, escalan como

M
m= = G = diag(—1,€,¢,...), Ag=1— e, (4.2)

con M y X constantes fijas. Evidentemente, al tratase de objetos de dimensién cero, la
nocién de enrollamiento se pierde y la naturaleza no relativista es la tinica propiedad
que se hace evidente. En este sentido y de manera general, el limite (4.1) también es
conocido como limite no relativista para cuerdas.

Las propiedades de una particula no relativista se obtienen al aplicar el limite (4.2)
sobre las propiedades analogas de una particula relativista. Una propiedad importante
que se puede analizar con este tipo de limites es la accién de la teoria. En este caso,
la accién de la linea de mundo para una particula puntual relativista de masa m
acoplada a un campo de norma A, estd dada por [22]

S = —m/dT {\/ —XnXvg,, — AHX“} , (4.3)
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o equivalentemente por [22]

I= —% dr [\/—_y <7—1X“X”g,w + 1) — 2AMX“] : (4.4)
donde v = X+ X g es la métrica intrinseca de la linea de mundo y un punto denota
derivacién con respecto a 7. En el limite (4.2), la raiz cuadrada de la accién (4.3)
se puede expandir en potencias de e. El término dominante, X°, es finito, por lo
que multiplicado por m o< e ! implicarfa una contribucién divergente a la accién.
Sin embargo, este término se cancela precisamente con la contribucion dominante del
campo de norma. Los términos subdominantes dan lugar a la siguiente accion finita

2
Snp = — / dr [—%% + )\MX0] : (4.5)
que se puede identificar como la acciéon de una particula no relativista de masa M
acoplada a un término remanente del campo de norma. La eleccion A = 0 determina
la accién de una particula libre no relativista de masa M. Las coordenadas espaciales
se denotan por X | = X, y se contraen con la métrica euclideana 6;;.

La accion (4.5) es invariante bajo reparametrizaciones de la linea de mundo 7 —
7(7) y bajo las transformaciones de Galileo (2.1), que infinitesimalmente se ven como

onX" =" 6, X =N X, 6eX'=NX" 0pX'=(, (4.6)

donde ¢°, ¢*, A’; y A* parametrizan translaciones temporales, translaciones espaciales,
rotaciones espaciales e impulsos, respectivamente. Los subindices H, J, G y P denotan
los generadores asociados a estas transformaciones. Una observacion importante es
que el lagrangiano de (4.5) transforma como una derivada total bajo impulsos (4.6).
Esto conduce a una carga de Noether modificada que da lugar a un algebra de Galileo
centralmente extendida que contiene un generador de carga central Z. Esta algebra
de Galileo centralmente extendida es el dlgebra de Bargmann [41]. Esto significa
que la accién (4.5) es cuasi-invariante bajo el dlgebra de Galileo. Las ecuaciones de
movimiento correspondientes a la accién no relativista (4.5) estdn dadas por

.. X0 .

X'=—X" (4.7)
X0

que son las ecuaciones de movimiento de una particula libre no relativista.
Interesantemente, la accién (4.5) se puede escribir de una forma covariante al

introducir los campos independientes que definen la gravedad de Newton-Cartan de

P _ _ 4 . ., .
particulas, 7, = 7,7, hw = €,'e,?d;; y my,. La relacién que existe entre estos campos
y la accién (4.5) se encuentra codificada en un procedimiento que asocia una variaciéon
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de un campo de norma a cada uno de los generadores del algebra de Bargmann.
Por ejemplo, una variaciéon o7, = 0,7 estd asociada al generador H. Al imponer
constricciones de curvatura se puede formular la gravedad de Newton-Cartan a partir
de este procedimiento [42]. En términos de estos campos, la accién (4.5) se ve como

iy XP XY : :
S = % / dr [“— — 2m, X" 4 AMr, X" | | (4.8)

p
TpX

donde el término mMX " es necesario para hacer a la acciéon invariante bajo impulsos.
Esta accién si es invariante bajo las transformaciones de Galileo infinitesimales (4.6)
y es cuasi-invariante del dlgebra de Bargmann: bajo transformaciones Z, ém, = 0,0,
el lagrangiano de (4.8) transforma como una derivada total, mientras que bajo las
otras transformaciones el lagrangiano se mantiene invariante.

También es posible considerar el limite (4.2) sobre la accién (4.4). En este limite

y en la norma n = —1, la accién (4.4) se reduce a
€

Es claro que el rescalamiento relativo en (4.2) entre m y las componentes espaciales
de la métrica se elige de modo que la acciéon para las coordenadas espaciales X sea
finita. Para tratar con la divergencia en la coordenada temporal, se reescribe la accion
(4.9) en términos de un multiplicador de Lagrange [, es decir,

[=-— /dT {Z(XO — Ag) = el 1 (Ag)? %Xﬁ] | (4.10)

Entonces, en el limite € — 0 se obtiene la siguiente accion finita
0 M .,
INR: — dr l(X —1)—7XJ_—|—>\M , (411)

que se puede identificar como la acciéon de una particula no relativista de masa M
acoplada a una término remanente del campo de norma. La ecuacién de movimiento
para [ implica la condicién de norma estdtica X = 1, que es justo la condicion de
norma original v = X“X”gW = —1, en el limite (4.2).

Otra propiedad importante que se puede analizar con este limite es el espectro de
masas de la teoria. Dicho espectro se puede obtener al calcular el momento canénico de
cualquiera de las dos acciones (4.5) o (4.11) y revisar las constricciones que satisfacen.
Sin embargo, resulta més sencillo aplicar el limite no relativista (4.2) directamente
sobre el espectro de masas para el caso relativista. En este caso, el espectro de energia
de una particula relativista de masa m acoplada a un campo de norma A, estd dada
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por

Do = \/m2 + g9 (pi — Ai) (pj — Aj) — mA,. (4.12)

En el limite (4.2), el momento espacial escala como p, = p; o< € ' y entonces la
raiz cuadrada de (4.12) se puede expandir en potencias de €. El término divergente,
M /e, se cancela precisamente con el término divergente de la contribuciéon mAy. Los
términos restantes dan lugar al siguiente espectro finito [22]

iy

= M 4.1
o M. (4.13)

Po
que se puede identificar como el espectro de una particula no relativista de masa
M acoplada a una contribucién remanente del campo de norma. La eleccion A = 0
determina el espectro de una particula libre no relativista de masa M.

Con estas dos propiedades analizadas, es claro que el papel principal que juega
el campo de norma es el de remover las divergencias tanto en la acciéon como en el
espectro de la teoria. Este hecho permite definir estas propiedades de manera finita
en el limite (4.2) y asociarlas a una teoria de particulas no relativistas. Ademas, la
eleccion A = 0 elimina la contribucién remanente del campo de norma y determina
las propiedades de una particula libre no relativista.

4.3. Accién Tipo Nambu-Goto

Un andlisis similar se puede realizar considerando el limite (4.1) para derivar las pro-
piedades de NRST en espaciotiempo plano. En este caso, en vez de tener una coor-
denada temporal X° y D — 1 coordenadas espaciales X |, se tienen dos coordenadas
longitudinales X4, A = 0,1y D—2 coordenadas transversales X4, A’ =2, ..., D—1.
Ademss, en vez de tener la masa de la particula m o< €1, se tiene la tensién de la
cuerda T' = 1/27l? < ¢ !. Evidentemente, al tratarse de objetos extendidos a lo largo
de una dimensién espacial, en vez de acoplar un campo de norma A,, se acopla un
campo de norma antisimétrico B,,. La accién de la hoja de mundo de una cuerda
(relativista) de tensién 7" acoplada a un campo de norma antisimétrico B, estd dada
por la accién de Nambu-Goto,

S=-T / d*o {\/ —det (0, X105 X" gu) — %eaﬂaaXM@ﬁX”BW : (4.14)

donde o, B = 0, 1 son indices de la hoja de mundo, asociadas a las coordenadas ¢° = 7
y ol = 0,y €8 es el tensor antisimétrico de Levi-Civita que satisface €*! = +1. Como
resultado de la invariancia bajo reparametrizaciones de la hoja de mundo, el tensor

de energia-momento de la hoja de mundo de (4.14) es cero.
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Para revisar los efectos del limite (4.1) sobre la accién (4.14), resulta conveniente
desarrollar explicitamente el determinante de la accién (4.14) de la siguiente forma:

det(.) = (XA%q+eXVXu) (XX +eX X))
_ (XAX;‘ + eXA’X;,,) <X’BXB + eX’B/XB/> , (4.15)
y despreciar los términos de orden O(e?), es decir,

det(...) = XAX,X"X'p— XX, X'""Xp
+ e (XAXAX’B'X’B/ P XXX PX - 2XAX AX’B'XB,) , (4.16)

donde un punto denota derivacién con respecto a 7 y una variable primada indica
derivacién con respecto a o. Los indices A y A’ se contraen con n4p = diag(—1,1)
y 04/pr, respectivamente. Los primeros dos términos de este determinante se pueden
ver como un cuadrado perfecto si se considera la identidad

XAXAXPX g — XAX (X"P X g = det (0, X105 X Pniap) = — (€00, X 05X 1) (4.17)

que es valida solo si €79, X% X! > 0, es decir, si la cuerda estd orientada a lo largo
de la direccién +X1. Si esto sucede, entonces, en el limite (4.1), la raiz cuadrada de la
accién (4.14) se puede expandir en potencias de €. El término dominante (longitudinal)
es finito, por lo que multiplicado por T o ¢! implicarfa una contribucién divergente.
Sin embargo, se cancela precisamente con la contribucion dominante del campo de
norma. Los términos subdominantes dan lugar a la siguiente accién finita [22]

SNR _ _TNR/dQO_ |:_)\ <XOX/1 _XlXIO)

IXAX  X"P Xp — XAX,XP' X' — XB X XX 4
2 (Xox - X1x1)

. (4.18)

que se puede identificar como la accién tipo Nambu-Goto de una cuerda no relativista
con tension efectiva Tyg = 1/27L? acoplada a una contribucién remanente del campo
de norma. La eleccion A = 0 determina la acciéon de una cuerda libre no relativista.

Al definir la métrica de la hoja de mundo longitudinal A ; = 0, X A05XBnagp, que
es precisamente el argumento del determinante en la identidad (4.17), la accién (4.18)
se puede reescribir de una forma familiar:

T ! ! !
S = == [ dPoV=W (h B XA 9 X P 6 — 2)\> , (4.19)
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donde ' = det h;, 5. Las ecuaciones de movimiento de la accién (4.19) tienen la forma
Da <\/—h’h/a585XA/) — 0, (4.20)

que son las ecuaciones de movimiento de una cuerda libre no relativista [22].
La accién (4.19) es invariante bajo reparametrizaciones de la hoja de mundo o —
(o) y bajo las transformaciones galileanas de cuerdas

SXA =AM XP 1 ¢4 6XY = A XP 4 A XA+ ¢, (4.21)
donde los pardametros ¢4, ¢4, A5, A", v A%, son translaciones longitudinales
constantes, translaciones transversales constantes, rotaciones transversales, impulsos
cuerderos y rotaciones longitudinales, respectivamente. Una observaciéon importante
es que el lagrangiano de (4.19) transforma como una derivada total bajo impulsos
cuerderos. Esto conduce a una carga de Noether modificada que da lugar a una
extension del adlgebra galileana de cuerdas que contiene dos generadores: Z4 v Zap.
Los generadores de esta algebra galileana de cuerdas extendida se pueden asociar a
variaciones de campos de norma [35]. Al imponer constricciones de curvatura se puede
formular lo que se conoce como la gravedad de Newton-Cartan de cuerdas, donde los
A

. . ’ ’ .,
campos independientes son 7, = T, TMBHAB, Py = EMA EVB oapy mMA. La accién

(4.19) se puede reescribir de una forma covariante a través de estos campos,

T /
Snr = _% o =77 0o X 0 X" (hyy — QmuATVA —-2)), (4.22)

donde 75 = 9, X" X" 7, y 7' = det7/s. El término m,*7,” es necesario para
hacer a la accién invariante bajo impulsos cuerderos. Esta accién es cuasi-invariante
del algebra de Galileo de cuerdas extendida: bajo transformaciones Z 4, 5muA = 0,04
el lagrangiano (4.22) transforma como una derivada total, mientras que bajo las otras
transformaciones el lagrangiano se queda invariante. De hecho, bajo transformaciones
Z ap el lagrangiano también se queda invariante.

4.4. Accion Tipo Polyakov o § — v

La accion tipo Polyakov o f — v de NRST se puede obtener al considerar el limite
(4.1) sobre la accién de Polyakov para una cuerda. En este caso, la accién de la hoja
de mundo para una cuerda (relativista) con tensién T = 1/271% acoplada a un campo
de norma antisimétrico B, estd dada por la accién de Polyakov

T
I=-3 /d20 [V —hhP 0, X s X" gy — €00 X" 03 X" By | (4.23)
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donde hng = 0, X"03X" g, es la métrica intrinseca y h = det hos. En el limite (4.1)
y en la norma conforme h,p = 1,5 = diag(—1, 1), la accién (4.23) se simplifica a

T
;] = 2B / d*0 [11°P0, X205 X Pryap — 26470, X°05 X" By (4.24)

2e
I L s, x 2 9,7 s
9 an o 8 A'B’-.

Una vez mads, es claro que el rescalamiento relativo en (4.1) entre la tensién de la
cuerda T' = 1/27l? y las componentes transversales de la métrica g, se elige de tal
modo que la accién para las coordenadas transversales sea finita.

Para tratar con las divergencias en las coordenadas longitudinales en (4.24), resulta
conveniente introducir las siguientes coordenadas del cono de luz

0=0,4+0, 0=-0.+0, ; v=X"+X' ~5=-X"4X1 (4.25)

donde
Oy = +X°4+ X'+ x4+ X", (4.26a)
oy = X'+ X' - x4 X", (4.26b)
oy = X' X'+ X"+ X" (4.26¢)
v o= +X°— X' x4 X" (4.26d)
es decir

N7 = +(X°)? +2X°X"" — (X2 —2X' X0 — (X" + (X'")?, (4.27a)
Oy = +(X9)? —2X°X" — (X2 42X X" — (X*)2 4+ (X'1)2. (4.27D)

Por lo tanto, los términos longitudinales de la accién (4.24) se simplifican a

no‘ﬂﬁaXAaﬁXBnAB = % (8757 + 3757) , (4.28a)
P90, X205 XPBp = % (0707 — 0707) (1 — Ae), (4.28D)

y el término transversal se simplifica a
NP0, XY 05X P S pp = OXYOXE 6410, (4.29)

Con esto en mente, la accién (4.24) se puede reescribir de la siguiente forma

T _ — — T P
I = —% e [6737 + % (0757 — 8787)] - % PPc0XYIXP'§ 1 p.(4.30)
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Ademas, en la norma conforme se tiene que X - X’ = 0y X2 = —X’?, que junto
con el limite (4.1) implica que X'° = X' y X’ = X° de modo que 95 = 9y = 0
pero 9y05 # 0. Este hecho permite reescribir la accién (4.30) en términos de dos
multiplicadores de Lagrange (3 y B con las constricciones 07 = ey 0y = €ﬁ~ , es decir,

I= _% d*o {557 + By + € (1 — %) BB+ %8’@7 + aXA’EXB'(SA/Bfl (4.31)

Entonces, en el limite € — 0 se obtiene la accién finita [28]:

T = 7 Ao = 5B
Ihw=—-—3% [ do {Bav + B0y + 50707 + 0XVDXT 5A'B'} : (4.32)

que se puede identificar como la accién tipo Polyakov o § — v para una cuerda no
relativista con tension Tygr acoplada a una contribucién remanente del campo de
norma. La eleccion A = 0 determina la acciéon de una cuerda libre no relativista con
tensién Tygr. Las ecuaciones de movimiento de la accién (4.32) estdn dadas por [28§]

ov=0v=0, 0B+ %857 =0, 0B+ %857 =0. (4.33)

Al tomar A = 0, las ecuaciones de movimiento se reducen a 85 = 9y = §3 = 93 = 0.
También es posible considerar el caso A = 1/2 para cumplir con la convencién habitual
de la teorfa NCOS. Sin embargo, en [28] se mostré que el espectro dindmico de NCOS
no depende de A, por lo que consistentemente se puede tomar A\ = 0.

El espectro de masas de NRST se podria obtener al calcular el momento canénico
de la cuerda no relativista a partir de cualquiera de las dos acciones (4.18) o (4.32),
imponer las condiciones de periodicidad para cuerdas cerradas y usar la expansion en
modos usual. Sin embargo, también se puede obtener al considerar el limite de NRST
(4.1) sobre el espectro de masas para cuerdas cerradas usual.

4.5. Espectro de Masas de NRST

El espectro de masas de NRST se puede obtener al aplicar el limite (4.1) sobre el
espectro de masas para cuerdas cerradas de la teorfa de cuerdas estdndar [27]. En
presencia de un campo de norma antisimétrico By, el espectro de masas para cuerdas
cerradas, con la direccién del campo de norma compactificada sobre un circulo de radio
R, con n unidades de momento y w unidades de enrollamiento esta dada por

9 whiR wR\? 9 n\> 9 2
Do + 2[)0801[-2 — l_2 (1 — BOl) — E 2 Z_Q (NL + NR) = O7 (434)

S
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donde p; es el momento transverso y Ny y Ngi son respectivamente los niveles de
oscilador izquierdo y derecho, que satisfacen la condicion de coincidencia de nivel,

El espectro de masas (4.34) se puede ver como una ecuacién cuadratica para la energia
po, donde las dos soluciones estan dadas por [27],

BoywR wR\ > n\ > 2
Do = — 0}2 i\/(l—Q) +(E) +pi+l—2(NL+NR). (436)

El término cuadratico en By se ha cancelado dentro de la raiz cuadrada. Si se restringe
la atencién al intervalo fisico |By;| < 1, se elige la solucién con signo positivo en (4.36)
para tener energias positivas py > 0. En el intervalo |By;| > 1, la eleccién de cualquiera
de las dos soluciones da lugar a estados con energia negativa py < 0. Por ahora no se
considera este intervalo.

En el limite (4.1), el momento transverso escala como p, = k, /e, donde k, es
una constante fija. Para estados con w = 0, el espectro de masas (4.36) se reduce a

2
n 2

que es una energfa divergente, py o< € /2 — 00, al menos que k;, = N, = Ny = 0. En

este caso, se tiene py = |n|/R. Por otro lado, para estados con w # 0, la raiz cuadrada
del espectro de masas (4.36) se puede expandir en potencias de ¢, es decir,

wR AR |w|R L?
——

1 NL —I— NR TZQLE
el? L? el?  2w|R

B2 |
LT TR TR

Po = (4.38)

En el limite € — 0 este espectro diverge, al menos que w > 0. En este caso se obtiene

AwR L2

Np + Ngr
L? N 2WR ’

k2
1 wR

Po = (4.39)

que se puede identificar como el espectro de masas de NRST. Los estados no masivos
con w =0, p;, = N, = Ngr =0, son los responsables de mediar la fuerza newtoniana
entre cuerdas no relativistas [28]. Esto significa que NRST contiene gravitones, antisi-
metricones y dilatones. Por argumentos de conservacion del nimero de enrollamiento,
el espectro dindmico de NRST se define sin considerar el primer término de (4.39),
es decir, es independiente del pardmetro A [22].



CAPITULO 4. TEORIA DE CUERDAS NO RELATIVISTAS 51

4.6. Geometria de Newton-Cartan de Cuerdas

La geometria de Newton-Cartan de cuerdas es a la gravedad de Newton-Cartan de
cuerdas lo que la geometria riemanniana es a la relatividad general. La gravedad de
Newton-Cartan de cuerdas es una generalizacién de la gravedad de Newton-Cartan
de particulas. Esta generalizacion se puede obtener al asociar variaciones de campos
de norma con los generadores de la extensién del algebra galileana de cuerdas y
establecer constricciones de curvatura [35]. De hecho, la gravedad de Newton-Cartan
de particulas y la relatividad general en el formalismo vielbein también se pueden
obtener bajo un procedimiento analogo aplicado sobre los generadores del dlgebra de
Bargmann [42] y el dlgebra de Poincaré [43, 44], respectivamente. Alternativamente,
las propiedades generales de la geometria de Newton-Cartan de cuerdas se pueden
obtener a partir de un limite no relativista ¢ — oo de la geometria riemanniana de
relatividad general en el formalismo vielbein con un campo de norma auxiliar M, w
que no describe grados de libertad de propagacién, d;,M,, = 0, [31].

Para revisar el resultado de [31] en términos de un hmlte e — 0, que sea consistente
con un rescalamiento transversal en vez de uno longitudinal, resulta 1util adoptar la
notacion del articulo e introducir la siguiente expansion explicita de las componentes
del vielbein del espaciotiempo E A y el campo de norma auxiliar M s

ESA = X A+em,t BN =VeEY, M, =—-X,"X,"c 5 (4.40)
donde
A_ A A
X, =1"—¢C". (4.41)

El ndice interno A se ha dividido en un fndice longitudinal A y uno transversal A'.
En esta notacion, los términos con gorro representan propiedades de la geometria
riemanniana y los términos sin gorro representan propiedades de la geometria de
Newton-Cartan de cuerdas. Los campos T“A, EHA/ y m“A corresponden a los campos
independientes que definen la geometria de Newton-Cartan de cuerdas; en particular

Ay E, Al Juegan el papel del vielbein longitudinal y transversal, respectivamente. El
campo m 4 estd relacionado con el generador Z4 de la extensién del dlgebra galileana
de cuerdas. Bésicamente, m 4 es necesario para que NRST sea invariante bajo las
transformaciones galileanas de cuerdas (4.21). Los campos C“A son arbitrarios y no
forman parte de los campos independientes que definen esta geometria.

La expansion del vielbein inverso o 4 se elige de tal forma que al sustituirla, junto
con la expansion (4.40), en (2.44) y tomar el limite € — 0, se obtenga lo siguiente:

1, =0, TMATVA + EMA/EV =0, (4.42a)

ENEYy =Yy, T EN =BT, =0 (4.42b)



CAPITULO 4. TEORIA DE CUERDAS NO RELATIVISTAS 52

La expansion de las componentes de E* 4 que dan lugar a estas condiciones son:

i

e B
EA—TA—ETB(m

B, = %E“A, —ert, (m,* = C,*) EY. (4.43b)
Las condiciones de invertibilidad (4.42) son precisamente las condiciones que dan
lugar a las relaciones usuales que satisfacen las métrica de Newton-Cartan (2.86). La
unica diferencia es que para este caso cuerdero la relacién 7, 7 = 1 se reemplaza por
T T = 2. Esto resulta claro si se considera que, en vez de tener una métrica temporal
y una espacial, se tiene una métrica longitudinal 7, =7, Az Bn,p v una transversal

I
h,, = E#A/EVB/(S - La métrica longitudinal /transversal inversa se construye en
términos del vielbein longitudinal /transversal inverso.

Otro ingrediente importante de la formulacion vielbein de relatividad general es
la conexién de espin Q AB , que tiene asociada un tensor de curvatura I;’ AB con
dependencia explicita de la conexién de espin dada por (2.52). Se introduce la 31gu1ente

expansion no explicita de las componentes de la conexién de espin:

Y=, QA =7 (4.44)

B_cC,P)rYy, (4.43a)

v

~

A AB __ AB
Q, (Q + en )
asi como una expansion similar de las componentes de su tensor de curvatura,

» AB AB D AA AA » A'B’ A'B’
R,LLI/ =R M)E ’ R,uy - \/ERpV (G)7 R;w = Ruv (J)7 (445)

,uzz(

donde se ha introducido un campo de norma n, para parametrizar los términos de
orden O(e) en la expansion de Q#AB . Este término se vuelve irrelevante en el limite
¢ — 0. Los tensores de curvatura R, (M), RWAA’(G) y RWA'B’(J ) estén asociados con
los generadores de rotacion longitudinal M, de impulso G 44/ y de rotacion transversal
Jarp, del dlgebra galileana de cuerdas (4.21), respectivamente.

La conexion de espin no es un campo de norma independiente, de hecho, depende
del vielbein de una manera tal que se cumpla la constriccién de torsion cero (2.55).
La expresion explicita de la conexion de espin en términos del vielbein y sus derivadas
estd dada por (2.57). Al aplicar la expansién del vielbein (4.40) y la expansién de la
conexién de espin (4.44) sobre la constriccién de torsion cero (2.55) se obtiene

R,MNH)+¢e(R,MNZ) —2C,") + O(e) (4.46a)
R,Y(P)+0O(e) = o, (4.46b)

I

donde

A A A B
C P G[MC'V] + € BC[;/, QV] (447)

0
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Los tensores R ,*(H), RWA/(P) y R,,*(Z) en (4.46) estan asociados a los generadores
de translacion longitudinal H 4, translacién transversal P4 y al generador Z4 de la
extension del dlgebra galileana de cuerdas (4.21), respectivamente. La expresion semi-

explicita de estos tensores esta dada por

RMVA(H) = 2(8[#7'1/]14 + €ABT[NBQV]), (448&)
R,M(P)=200,E," + E,” Q" 5 — 7,47, (4.48b)
RMVA(Z) = 2(8[umV}A + EABm[uBQV] + T[MBnn]eAB + E[MA/QV}AA/>. (448C)

Por otro lado, al aplicar la expansién del campo de norma auxiliar M L (4.40) sobre
la constriccién de curvatura cero, d;, M, = 0, se obtiene
_ A B
0= X[M 0VXp] €AB
= €ap [T[uAava]B — ¢ (T[MAQJCP]B + C[uAava]B)] + O(€2>
= %EAB {T[MARVP}B(H) — € [O[MARVP}B(H) + 2T[MACVP}B:| } + O(EQ). (449)

Al despejar R,,*(H) de (4.46), sustituirlo en (4.49) y tomar € — 0, se obtiene

sy Ry, " (Z) = 0. (4.50)

Al utilizar las propiedades del vielbein, de intercambiar indices planos y curvos a
través del vielbein inverso, la constriccién (4.50) se puede expresar como

Ry MZ) = Rup”(Z) =0. (4.51)
Al aplicar el limite € — 0 en (4.46), también se obtiene

R, A(H)=R,"(P)=0. (4.52)

nv g

Las constricciones (4.51) y (4.52) son las constricciones de torsién cero de la geometria
de Newton-Cartan de cuerdas, independientes del campo de norma n,, y las funciones
arbitrarias C’HA. Estas constricciones permiten resolver todas las componentes en la

., ’ 'B’ 7 ) !
conexién de espin, Q,, QHA B" asi como QuAA , con

O =M — 7 B (4.53)

, . !/ ’ .
donde el término W 54" corresponde a las componentes de QuAA que aparecen sin
constricciones e independientes. Explicitamente, este término se ve como

Wag A= Ryap(Z) —2 [mA’AB - %nABmA’CC] . (4.54)
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, . . . ’ / .
En términos de los campos independientes TMA, E#A , muA y W,p?', se tiene que

Q# =P (TuAB - ;T#CTABC) ’ (4.55)
Q, AAT —2F, [A'B] | E, cpA BC/ + AmA/B/A, (4.55b)
Q, e _E, a E,p BANE |y WA Tupm P

+2m,p [0 énABmA' o] + 7P Wy . (4.55¢)

Por otro lado, al sustituir la expansién (4.44) en la expresién explicita del tensor de
curvatura de la conexién de espin (2.52), comparar con la expansiéon hecha en (4.45)
y tomar el limite € — 0, se obtiene lo siguiente

R,uu(M) - a[ Qy]7 (456&)
A'B’ A'B' A'C’ B’

R,ul/ (‘]) = a[,uQV] + Q[p, Qy] !y (456b)

RMVAA (G) — a[#QV]AA + GABQ[MBA Qy] + Q[MAB QV]A B (4560)

Al utilizar la expansion explicita (4.55), se puede reescribir la expansion (4.56) de
manera explicita en términos de los campos independientes TMA, EMA/, mMA Y Wagar -
También es posible calcular el limite € — 0 de la conexién de Levi-Civita lA“pW

(2.54) y el tensor de Riemann R*, (I') (2.53). Se obtienen los siguientes resultados

vpo
e, =1",+0(@, Rr,,[T)=FR,,[T)+0() (4.57)
donde
F”W =7’ ((‘3#7'1,’4 —€ BQ T, ) + B, (8HEZ,A/ - QuA/B/El,B, -+ Q#AA/TVA)
+ By, A, PWoas ™, (4.58)
y
RPUMV<F) o ATo R/,I,VA (G) - 7_pAT BRMVAB(M) EPA’E B/Ruy B’(‘])‘ (459)

Estos elementos describen la curvatura de la geometria de Newton-Cartan de cuerdas.

4.7. Modelo Sigma No Lineal de NRST

Hasta ahora, se ha revisado la dindmica de una cuerda no relativista que se propaga
en un espaciotiempo plano. Para describir la dinamica de una cuerda no relativista
que se propaga en un fondo de espaciotiempo curvo, se utilizan los estados no masivos
de NRST. El espectro de masas de NRST permite estados no masivos (w = 0) con
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momento transverso p; = 0 y niveles de oscilador N = Np = 0. Esto significa que
NRST contiene cierto tipo de gravitones, antisimetricones y dilatones. Estos campos
corresponden a los campos independientes que definen la geometria de Newton-Cartan
de cuerdas, TMA, EMA', muA, un campo antisimétrico B, y un campo dilaténico ®
(29, 30, 31]. Al acoplar estos campos a la hoja de mundo se obtiene una teoria de
cuerdas no relativistas que se propagan sobre una geometria de Newton-Cartan de
cuerdas acoplada a un campo antisimétrico B, y un campo dilaténico ®.

Para obtener el modelo sigma no lineal de NRST a partir de un limite ¢ — 0 del

modelo sigma no lineal estandar (3.57), se introduce la siguiente expansién:

Guw=FE"E ;5 Buw=Muy,+eB,, ®=0+n 7o (4.60)

donde los campos con gorro, G, B, y (f, representan los campos de la teoria
de cuerdas estandar y los campos sin gorro B, y ® representan los campos de la
teorfa de cuerdas no relativistas. La funcién M, w €8 un campo antisimétrico auxiliar
con la constriccién de ser pura norma, a[uMup} = 0. La expansién explicita de éw
y Muv estd en términos de los campos independientes que definen la geometria de
Newton-Cartan de cuerdas, TMA, EMA', muA, de acuerdo a la expansién (4.40). La
expansién (4.60) se puede interpretar como una generalizacion de la expansién para
el caso plano (4.1). Por ejemplo, la expansion de @W se sigue de la definicion del
vielbein del espaciotiempo ENA en (2.45). Ademsds, en la expansién (4.40) se observa
que el vielbein transversal escala como EMA/ ~ /€, justo como la raiz cuadrada de
las componentes transversales de la métrica en el caso plano, mientras que el vielbein
longitudinal E “A se mantiene sin rescalamiento y solo se ajusta con el campo m MA para
asegurar la invariancia bajo impulsos de las transformaciones galileanas de cuerdas
(4.21). La expansién de BW se puede considerar como una generalizacién covariante
de la expansion del caso plano, donde My; = 1 y Bygy = —A. La expansiéon de d se
ajusta con un término logaritmico divergente ya que para el caso plano la constante
de acoplamiento diverge, g; ~ e®* = G,/+/¢, donde G, = e®, es decir, la expansién de
® es consecuencia de la expansién de Js-

La expansion (4.60) se puede expresar explicitamente en términos de los campos
de la geometria de Newton-Cartan cuerdas al considerar la expansién (4.40),

GW = T + €Hy — € (1,2C,7 + 7,2C,P) nyp + O(€%), (4.61a)
é;w = —TMATVBEAB +eB,, +e€ (TuACVB — TZ,AC'MB) eap + O(e%), (4.61D)
. 1
®=o+In—, (4.61c)

e
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donde

T,U,I/ = T#ATVBTIAB, H,UJ/ = E#A/EVB/(;A/BI + (TMAmVB + TVAmMB) nAB (462a)

Los campos 7, y H,,, son invariantes bajo impulsos de las transformaciones galileanas
de cuerdas (4.21).

Antes de sustituir la expansion explicita (4.61) en la accién del modelo sigma no
lineal estandar (3.57) y tomar el limite ¢ — 0, resulta conveniente reescribir esta
accion estandar S de una forma general. Para hacer esto, se considera que la integral
de trayectoria correspondiente a esta accién se puede ver como

Z = / DXM\/ —Ge ™ = / DXHe % (4.63)

donde D es la medida de integracion, suma sobre todas las configuraciones del campo
posibles, G = det G, y S¢ es una accién efectiva,

1 -
So=5- < / d?ovV/—hRP Iny/ -G, (4.64)

con R® el tensor de Ricci de la hora de mundo hap y h = det hyg. Por otro lado, por
definicién, el vielbein de la hoja de mundo e, es tal que

hog = ea“eﬁbnab. (4.65)
Al introducir las siguientes coordenadas del cono de luz,
ea=¢+et, en=-e"+e}, (4.66)

y definir

1 1
V=h V=h

donde V, es la derivada covariante definida con respecto a h,g, es facil ver que

V= P2, Vs, V= Pea Vs, (4.67)

~hVXIVX" = P86,V XIV; X"
= (—e)’ey) —ey'ey') ViXHV XY
+ (—e%," —e)'e)') VoXHV X"
— (—ee)” —ee)! +egle” +eg'ey!) ViXHV XY

Los dos ultimos términos de (4.68) se suman o restan cuando se aplican sobre tensores



CAPITULO 4. TEORIA DE CUERDAS NO RELATIVISTAS 57

simétricos G, 0 antisimétricos B, respectivamente. También resulta 1til desarrollar
el determinante de la métrica de la hoja de mundo,

h = det ea“eﬂbnab

Para matrices invertibles h,g se cumple que
! =deth” = — (%€, — 601610)2. (4.70)

De estas expresiones para h y h™! y de las condiciones de invertibilidad para el vielbein
en (2.44), se sigue que

VXV XYGy = hPV o XV X G, (4.71)

V=hV X'V X"B,, = PV, X"V X"B,,. (4.72)

Estas definiciones permiten reescribir la accién (4.64) como

1
472

Se — / dQU\/—_h{VX“VX” (éﬂy - E’W)

+2R® [cﬁ - iln (—G)} } (4.73)

Al introducir las coordenadas del cono de luz para T#A y C'#A,
n=7"+7", T.=-1+7' C.=C+cC,', C,=-CL+C,, (474)

y, en analogia al limite del caso plano (4.1), considerar un rescalamiento de la longitud
de la cuerda como Iy = Lgv/€, la accién (4.73) se puede expresar en términos de los
campos de la geometria de Newton-Cartan de cuerdas, de acuerdo a (4.61), como

1 ) 7 VvV
S¢ =— A L2 /dQJ _h{VXHvX (Hu — Buw)
1 .
2 p(2) - _¢2
+ LR [CD 4111( € G)] }

/ oV —h{VX'VX" 7,7, — € (7.C, +7,C)] } + O(e).  (4.75)

671

 4rnl2
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Para tratar con la divergencia en el término 7,7, se introducen dos multiplicadores
de Lagrange § y (. En términos de estos multiplicadores, la accién (4.75) se ve como

1
Am L2

+ L2R® [cp - iln (—626:)] }

Sa =

/dQO'\/ —h{VXHvXV (HNV - B/U/)

il f |
- 47;? / o | (85 - BVX"C, - BVX"T,)|. (4.76)

En el limite e — 0 se obtiene la siguiente accién finita:

1 X7 VvV
Se =~ - I / de/—h{VX“VX (Hu — Bu)
_ ~ 1
+ BV Xtr, + VX'F, — L2R® (cp -3 In G) } (4.77)
donde
G = 151(1) 2G = det (H,,) det (TpAHpUTJB) . (4.78)

H" es lainversa de H,,. La accién finita (4.77) se identifica como la accién del modelo
sigma de NRST en espaciotiempo curvo con torsién cero. La expresion mds general
de (4.77) contiene un término adicional de deformacién torsional 53, ver [45, 36],

! / oy ~hBBU(X),

 AxL?

Ss3

donde U(X) es una funcién del espaciotiempo que controla el acoplamiento de BB.
Al anadir este término en la accién (4.77), revertir la expansién de la longitud de la
cuerda, L2 = ¢ 112 = U2, e integrar sobre 8 y 3 se recupera la accién del modelo
sigma no lineal estandar (4.73), donde se encuentra que

. . A 1
Gy =Tw +UH B, = —1,%7,Peap + UB,,, <I>:<I>—§ln]U|. (4.79)

n2 I
En el limite plano, la accién (4.77) se reduce a (4.32):

A=, BY =6V, B,—0, -0, m"*—0 &=L (4.80)
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4.8. Ecuaciones de Movimiento de NRST

Los objetos que describen cémo los acoplamientos dependen de una escala y son las
funcionales beta de la teoria. Esquematicamente tienen la siguiente forma:

0G . (X;
[ u( M)'

o (4.81)

ﬁw(é) ~

Con esto en mente, es posible expresar las funcionales beta estandar (3.60) en términos
de las funcionales beta de NRST a través de la expansion (4.61), es decir,

B (G) = [1,28,%(7) + B, ()7, "] nap
(

+ B (H) =€ [8,(1)C,F + 8,4T)C, ] nap + O(?),  (4.82a)

By (B) = — [1,48,5(7) + B, ()7, "] eap
— eB,(B) +e[8,4(71)C,° + 8,(1)C, | esp + O(?),  (4.82b)
B(F)=eB(F)+0O(?), F=d— im(-é), F=%— iln G, (4.82¢)

donde 8,4(7), B (H), Bu(B) y B(F) son las funcionales beta de NRST [31].

Las funcionales beta estandar (3.60) son a un lazo, esto significa que son de orden
O(a/ =12 ~ ¢€). Es decir, al dividir ambos lados de (4.82) por ¢, existen divergencias
de orden O(e!) en los primeros dos términos del lado derecho de (4.82a) y (4.82b).
Para remover estas divergencias se multiplican ambos lados de estas expresiones por
los campos inversos 7', , E",, y ciertas combinaciones de los mismos y se utilizan las
condiciones de ortogonalidad (4.42). Las expresiones con las que estas divergencias se
remueven son las siguientes:

E A’E B’/BMV<H) = L PA’B’ + O(E) (483&)
E* y E'p Bu(B) = L;Q up + Oe), (4.83b)
™ P Buw(H) — €*PB,,(B)] = L2 (n"P Pap — €' Qup) + O(e),  (4.83¢)
T B 4 (64 B (H) + €4”Bus(B)) = L (Paar +€4"Qpar) + O(e), (4.83d)
donde
1 i !
Puw = Ru +2V,.V,® = 2 H up H AP (4.84)
1 / /
Qu = —ivA Hyp +VYOH,,,. (4.85)

Las variables V,, y R, estan definidas con respecto a los elementos de la geometria
de Newton-Cartan de cuerdas, I'”,, en (4.58) y R’,,, en (4.59). De (4.58) se sigue

v
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que I'* , se puede reescribir de la siguiente forma:

1 1
rr = §E”” (OuHoy + 0, Hyy — 0,Hp) + §Np" (OuTov + OuTop — OsTy)

uv
+ EPA/TMATVB (WABA/ + 2mA/(AB) - WABmA/cC) , (4.86)
donde

EF = E° E°Y, NP =12, 74 — 2F® 479 ym AR (4.87)

Y

E?P? y NP? son invariantes bajo transformaciones de impulso galileanos de cuerdas.
También se introduce la intensidad del campo de norma B,, de manera habitual,
H,yo = V,B,s). Para el caso de 3(F') se encuentra que:

’ 1 / / 1 1Rl
6(F> = VA/VA (I)+ ZRA/A - VA q)VA/(I) - EHA/B/C/HABC . (488)

Al exigir la invariancia de Weyl sobre las funcionales beta de NRST en (4.83), se
obtienen las ecuaciones de movimiento de NRST en una geometria de Newton-Cartan
de cuerdas acoplada a un campo antisimétrico B, y un campo dilaténico ®,

Puyp = QA/B’ = UABPAB — GABQAB = Pyga + ‘EABQBA’ = 0, (489&)
/ 1 / / 1 A slrall
VaVA0 + ZRA/‘ — VAV 4 — s HAP'C = 0. (4.89b)

4.9. Solucién Tipo Dabholkar-Harvey

Al aplicar el limite de NRST (4.1) sobre la solucién de Dabholkar-Harvey (3.69),
donde r escala como r = u+/€, se encuentra que la funcion arménica se reduce a

h=1+ Ahexl b 1 donde RY . = 3212 NG2LE. (4.90)
ub € ub €’ DGK ss

Con esto en mente, la solucién de Dabholkar-Harvey (3.69) se puede reescribir como

6
48 = €| (—dXZ +dX?) + du® + u?d0Z| , (4.91a)

RDGK

. 1 ub

® = -In(G} 4.91b
() o

A u6
BOl —€ (491C)
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Este resultado indica que la estructura de los campos en (4.91) es diferente a la
estructura de los mismos campos en (4.61), ya que no se tienen todos los términos
del mismo orden en €, y por lo tanto, no se trata de una solucién a las ecuaciones de
movimiento no relativistas (4.89). De hecho, si se asume que el término 7, de CA?M,,
en (4.61) es cero, para anular el orden €, se encuentra un vielbein THA degenerado.

En principio, la expresion (4.91) no pareciera ser solucién de algunas ecuaciones
de movimiento. Sin embargo, tomando en cuenta que el factor global de € en GW y
B,,, simplemente implementa el reemplazo 12 = L2, nuestro fondo equivale a

6

ds* = —f— (—dXZ +dX?) + du? + u?dQ2, (4.92a)
RDGK
1 u®
¢ = —In <G2—> : (4.92b)
2 Rpak
uG
BOl = _RGG . (492C)
DGK

E interesantemente, al calcular los términos de las funcionales beta estandar asociados
a (4.92), se encuentra que esta expresién es solucién de las ecuaciones de movimiento
estandar (relativistas). Los cdlculos son los siguientes; Para §(®) se encuentra que:

36

AL S (4.93a)
126
9
V,dVHD = — (4.93¢)
u
216
HNVO—HM — —? (493d)
Para ,,(B) se encuentran que:
- 36ut o
VHs01 = ——5— = =V Hoy, (4.94a)
Rpax
18u?
VOOH, g = — o = —VOH, . (4.94D)

6
RDGK
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Para (,,(G) se encuentran que:

72ut
H,, H," = ,
oo R
72u*
H,, H°"=— ,
topd RGDGK
- 72
HZop H2 P = _ﬁ
36u*
Roo
RYqk
36u*
Ry
Rygk
12
R T2
R33 = —6

R44 = -6 sin2 Ql

2
R55 = —6 H Sin2 0,1

a=1

3
R66 =—6 H SiIl2 Ha

a=1

4
R77 = —6 H Sin2 Qa
a=1

5
Rgg = —6 H SiIl2 Qa

a=1

6
Rgg = —6 H Sin2 Qa

a=1
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(4.95a)

(4.95b)

(4.95¢)

(4.96a)

(4.96b)

(4.96¢)

(4.96d)
(4.96e)

(4.96f)

(4.96g)

(4.96h)

(4.961)

(4.96;)

(4.96k)
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9yt

VoVOCD = — (497&)
RDGK
9 4
ViVid = —— (4.97b)
RDGK
3
VQVQ(I) = _ﬁ (497C)
V3Vsd =3 (4.97d)
V4V,® = 3sin? 6, (4.97e)
2
VsV5® = 3] [ sin’ 0, (4.97f)
a=1
3
VeVe® =3[ [ sin’0, (4.97g)
a=1
4
V;V:® = 3] ] sin’ 0, (4.97h)
a=1
5
VsVs® =3 ] [ sin® 6, (4.971)
a=1
6
VoVo® = 3] [ sin’ 0, (4.97)

a=1

Con estos célculos, es facil ver que la expresién (4.92) satisface la ecuacion (3.62).

También resulta interesante analizar el limite asintético u — oo de la expresion
(4.91). Para esto, se realiza el siguiente cambio de variable: u = ¢ YSRpag, y se
utilizan coordenadas cartesianas para los términos transversales. Con esto en mente,
la expresién (4.91) se reduce a

ds* = —dX? + dX? + € (dXo+ - - + dXo) (4.982)
. 1 1

5 n +In \/E ( )

BOl = 0. (498C)

Al comparar este resultado con las expansiones (4.61) y (4.40), se encuentra que

’ !’ ].
A A A A
nt =6l BEX=6 B.,=0 @=7hC. (4.99)
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Ademsds, se puede tomar m#A = 0 y entonces G = 1. Esto indica que la expresion
(4.91) es asintoticamente plana no relativista y solo en este limite asintdtico u — oo
se satisfacen las ecuaciones de movimiento no relativistas (4.89).
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Conclusiones

En este trabajo estudiamos la teoria de cuerdas no relativistas y la relacion que existe
con la geometria de Newton-Cartan de cuerdas. Verificamos que tanto la acciéon de
la hoja de mundo como el espectro de masas de la teoria de cuerdas no relativistas
en espaciotiempo plano se pueden derivar a partir de un limite de bajas energias de
las propiedades andlogas de la teoria de cuerdas estandar. Posteriormente, derivamos
algunas propiedades de la geometria de Newton-Cartan de cuerdas al aplicar un limite
no relativista sobre la geometria riemanniana de relatividad general en el formalismo
vielbein. Después, presentamos una expansion de la métrica del espaciotiempo, el
campo antisimétrico y el campo dilaténico en términos de los campos que definen
la geometria de Newton-Cartan de cuerdas y aplicamos un limite de bajas energias
para derivar la accién del modelo sigma no lineal y las ecuaciones de movimiento del
espaciotiempo a partir de las propiedades analogas de la teoria estandar.

Hasta este punto, todo parecia indicar que era posible derivar cualquier propiedad
de la teoria de cuerdas no relativistas a partir de un limite de bajas energias de la
propiedad andloga de la teoria de cuerdas estdndar. Sin embargo, cuando decidimos
analizar la solucién de Dabholkar-Harvey encontramos algunos detalles. Después de
aplicar el limite de bajas energias sobre la solucién de Dabholkar-Harvey encontramos
que los campos resultantes no tienen la misma estructura que la expansion de estos
mismos campos en términos de los campos de la geometria de Newton-Cartan de
cuerdas, que previamente se habia utilizado para derivar la acciéon del modelo sigma
no lineal y las ecuaciones de movimiento del espaciotiempo de la teoria de cuerdas no
relativistas. Es decir, el limite de bajas energias del fondo de Dabholkar-Harvey no
es solucion de las ecuaciones no relativistas previamente derivadas.

Después de esta conclusion, decidimos investigar mas acerca de las ecuaciones
de movimiento que este resultado debia satisfacer. Para esto, consultamos algunos
articulos recientes donde notamos que la expresion mas general de la acciéon del modelo
sigma no lineal de la teoria de cuerdas enrolladas contiene un término de deformacién
torsional que desaparece en el limite de bajas energias. Sin embargo, al anadir este

65
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término a la accién e integrar sobre los multiplicadores de Lagrange se puede recuperar
la acciéon del modelo sigma no lineal estandar. Esta observacion nos dio la pauta de
analizar el resultado con las ecuaciones de movimiento estandar, y el resultado fue
que el limite de bajas energias de Dabholkar-Harvey sigue siendo solucion de las
ecuaciones de movimiento de la teoria estandar.

Finalmente, decidimos estudiar el limite asintético de la coordenada radial del
resultado que se obtuvo al aplicar el limite de bajas energias sobre la solucién de
Dabholkar-Harvey. Notablemente, en este limite, este resultado da lugar a un fondo
de espaciotiempo plano de NRST, donde la métrica se puede descomponer en un
vielbein longitudinal y uno transversal, el campo dilaténico es constante y el campo
antisimétrico es cero. Evidentemente, este fondo no relativista satisface las ecuaciones
de movimiento de NRST. Este resultado indica que el limite de bajas energias de
Dabholkar-Harvey es asintoticamente no relativista plano y fuera de ahi se comporta
como una solucion relativista estandar.

Este resultado deja abierta una puerta para investigar més sobre este tipo de
soluciones donde asintoticamente el espaciotiempo en la frontera se comporta como
un ente no relativista, mientras que en el interior se comporta como un ente relativista.
Sin duda, existen muchas otras soluciones que podrian ser analizadas de una manera
similar, ademéds de posibles aplicaciones de la correspondencia AdS/CFT con sistemas
no relativistas.



Bibliografia

[1] G. Dautcourt, On the Newtonian limit of General Relativity, Acta Phys. Pol. B
21 (1990) 755.

[2] R. Andringa, Newton-Cartan gravity revisited, Ph.D. thesis, High-Energy Fron-
tier, Groningen U., Groningen U., 2016.

[3] J. Taylor, Classical Mechanics, University Science Books (2005).

[4] C.W. Misner, K.S. Thorne and J.A. Wheeler, Gravitation, W. H. Freeman, San
Francisco (1973).

[5] R.M. Wald, General Relativity, Chicago University Press, Chicago, USA (1984).

[6] B.F. Schutz, A First Course in General Relativity, Cambridge University Press,
Cambridge, UK (1985).

[7] M.B. Green, J.H. Schwarz and E. Witten, Superstring Theory. Vol. 1: Introduc-
tion, Cambridge University Press (1987).

[8] M.B. Green, J.H. Schwarz and E. Witten, Superstring Theory. Vol. 2: Loop Am-
plitudes, Anomalies and Phenomenology, Cambridge University Press (1987).

[9] J. Polchinski, String theory. Vol. 1: An Introduction to the Bosonic String, Cam-
bridge University Press (1998).

[10] J. Polchinski, String theory. Vol. 2: Superstring Theory and Beyond, Cambridge
University Press (1998).

[11] Y. Nambu, Lectures on the Copenhagen Summer Symposium, Unpublished.
(1970) .

[12] A.M. Polyakov, Quantum Geometry of Bosonic Strings, Phys. Lett. B 103 (1981)
207.

[13] E. Fradkin and A.A. Tseytlin, Effective Field Theory from Quantized Strings,
Phys. Lett. B 158 (1985) 316.

67


https://doi.org/10.1016/0370-2693(81)90743-7
https://doi.org/10.1016/0370-2693(81)90743-7
https://doi.org/10.1016/0370-2693(85)91190-6

BIBLIOGRAFIA 68

[14] E. Fradkin and A.A. Tseytlin, Quantum String Theory Effective Action, Nucl.
Phys. B 261 (1985) 1.

.G. GQallan, Jr., E.J. Martinec, M.J. Perry an . Friedan, Strings in BDack-
15] C.G. Call Jr., E.J. Marti M.J. P d D. Fried Stri m Back
ground Fields, Nucl. Phys. B262 (1985) 593.

[16] J. Callan, Curtis G. and L. Thorlacius, Sigma Models and String Theorys, in
Theoretical Advanced Study Institute in Elementary Particle Physics: Particles,
Strings and Supernovae (TASI 88), pp. 795-878, 3, 1989.

[17] M. Dine and N. Seiberg, Couplings and Scales in Superstring Models, Phys. Rev.
Lett. 55 (1985) 366.

[18] M.B. Green and J.H. Schwarz, Supersymmetrical Dual String Theory, Nucl. Phys.
B 181 (1981) 502.

[19] M.B. Green and J.H. Schwarz, Supersymmetrical String Theories, Phys. Lett. B
109 (1982) 444.

[20] A. Dabholkar and J.A. Harvey, Nonrenormalization of the Superstring Tension,
Phys. Rev. Lett. 63 (1989) 478.

[21] A. Dabholkar, G.W. Gibbons, J.A. Harvey and F. Ruiz Ruiz, Superstrings and
Solitons, Nucl. Phys. B340 (1990) 33.

[22] U.H. Danielsson, A. Guijosa and M. Kruczenski, IIA/B, wound and wrapped,
JHEP 10 (2000) 020 [hep-th/0009182].

(23] J. Gomis and H. Ooguri, Nonrelativistic closed string theory, J. Math. Phys. 42
(2001) 3127 [hep-th/0009181].

[24] N. Seiberg, L. Susskind and N. Toumbas, Strings in background electric field,
space / time noncommutativity and a new noncritical string theory, JHEP 06
(2000) 021 [hep-th/0005040].

[25] R. Gopakumar, J.M. Maldacena, S. Minwalla and A. Strominger, S duality and
noncommutative gauge theory, JHEP 06 (2000) 036 [hep-th/0005048].

[26] R. Gopakumar, S. Minwalla, N. Seiberg and A. Strominger, (OM) theory in
diverse dimensions, JHEP 08 (2000) 008 [hep-th/0006062].

[27] 1.R. Klebanov and J.M. Maldacena, (1+1)-dimensional NCOS and its U(N) gau-
ge theory dual, Int. J. Mod. Phys. A16 (2001) 922 [hep-th/0006085].


https://doi.org/10.1016/0550-3213(85)90559-0
https://doi.org/10.1016/0550-3213(85)90559-0
https://doi.org/10.1016/0550-3213(85)90506-1
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.55.366
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.55.366
https://doi.org/10.1016/0550-3213(81)90538-1
https://doi.org/10.1016/0550-3213(81)90538-1
https://doi.org/10.1016/0370-2693(82)91110-8
https://doi.org/10.1016/0370-2693(82)91110-8
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.63.478
https://doi.org/10.1016/0550-3213(90)90157-9
https://doi.org/10.1088/1126-6708/2000/10/020
https://arxiv.org/abs/hep-th/0009182
https://doi.org/10.1063/1.1372697
https://doi.org/10.1063/1.1372697
https://arxiv.org/abs/hep-th/0009181
https://doi.org/10.1088/1126-6708/2000/06/021
https://doi.org/10.1088/1126-6708/2000/06/021
https://arxiv.org/abs/hep-th/0005040
https://doi.org/10.1088/1126-6708/2000/06/036
https://arxiv.org/abs/hep-th/0005048
https://doi.org/10.1088/1126-6708/2000/08/008
https://arxiv.org/abs/hep-th/0006062
https://doi.org/10.4310/ATMP.2000.v4.n2.a3, 10.1142/S0217751X0100400X, 10.1142/S0217751X01004001
https://arxiv.org/abs/hep-th/0006085

BIBLIOGRAFIA 69

[28]

[29]

[35]

[36]

[37]

[38]

[39]

[40]

U.H. Danielsson, A. Guijosa and M. Kruczenski, Newtonian gravitons and
d-brane collective coordinates in wound string theory, JHEP 03 (2001) 041
[hep-th/0012183].

E. Bergshoeft, J. Gomis and Z. Yan, Nonrelativistic String Theory and T-Duality,
JHEP 11 (2018) 133 [1806.06071].

J. Gomis, J. Oh and Z. Yan, Nonrelativistic String Theory in Background Fuelds,
JHEP 10 (2019) 101 [1905.07315].

E.A. Bergshoeff, J. Gomis, J. Rosseel, C. Simsek and Z. Yan, String Theory and
String Newton-Cartan Geometry, J. Phys. A53 (2020) 014001 [1907.10668].

J. Gomis, J. Gomis and K. Kamimura, Non-relativistic superstrings: A New so-
luble sector of AdS(5) x S**5, JHEP 12 (2005) 024 [hep-th/0507036].

J. Brugues, T. Curtright, J. Gomis and L. Mezincescu, Non-relativistic strings
and branes as non-linear realizations of Galilei groups, Phys. Lett. B 594 (2004)
227 [hep-th/0404175].

J. Brugues, J. Gomis and K. Kamimura, Newton-Hooke algebras, non-relativistic
branes and generalized pp-wave metrics, Phys. Rev. D 73 (2006) 085011
[hep-th/0603023].

R. Andringa, E. Bergshoeff, J. Gomis and M. de Roo, ’Stringy’ Newton-Cartan
Gravity, Class. Quant. Grav. 29 (2012) 235020 [1206.5176].

Z. Yan and M. Yu, Background Field Method for Nonlinear Sigma Models in
Nonrelativistic String Theory, JHEP 03 (2020) 181 [1912.03181].

E.A. Bergshoeft, J. Lahnsteiner, L. Romano and C. Simsek, Non-relativistic
String theory, PoS CORFU2019 (2020) 146.

E. Bergshoeff, J. Rosseel and T. Zojer, Newton—Cartan (super)gravity as a non-
relativistic limit, Class. Quant. Grav. 32 (2015) 205003 [1505.02095].

J. Garcia, A. Guijosa and J. Vergara, A Membrane action for OM theory, Nucl.
Phys. B 630 (2002) 178 [hep-th/0201140].

J. Garcia, A. Guijosa and J. Vergara, M, membranes, and OM, AIP Conf. Proc.
670 (2003) 256 [hep-th/0301223].

[41] V. Bargmann, On Unitary ray representations of continuous groups, Annals

Math. 59 (1954) 1.


https://doi.org/10.1088/1126-6708/2001/03/041
https://arxiv.org/abs/hep-th/0012183
https://doi.org/10.1007/JHEP11(2018)133
https://arxiv.org/abs/1806.06071
https://doi.org/10.1007/JHEP10(2019)101
https://arxiv.org/abs/1905.07315
https://doi.org/10.1088/1751-8121/ab56e9
https://arxiv.org/abs/1907.10668
https://doi.org/10.1088/1126-6708/2005/12/024
https://arxiv.org/abs/hep-th/0507036
https://doi.org/10.1016/j.physletb.2004.05.024
https://doi.org/10.1016/j.physletb.2004.05.024
https://arxiv.org/abs/hep-th/0404175
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.73.085011
https://arxiv.org/abs/hep-th/0603023
https://doi.org/10.1088/0264-9381/29/23/235020
https://arxiv.org/abs/1206.5176
https://doi.org/10.1007/JHEP03(2020)181
https://arxiv.org/abs/1912.03181
https://doi.org/10.22323/1.376.0146
https://doi.org/10.1088/0264-9381/32/20/205003
https://arxiv.org/abs/1505.02095
https://doi.org/10.1016/S0550-3213(02)00175-X
https://doi.org/10.1016/S0550-3213(02)00175-X
https://arxiv.org/abs/hep-th/0201140
https://doi.org/10.1063/1.1594342
https://doi.org/10.1063/1.1594342
https://arxiv.org/abs/hep-th/0301223
https://doi.org/10.2307/1969831
https://doi.org/10.2307/1969831

BIBLIOGRAFIA 70

[42] R. Andringa, E. Bergshoeff, S. Panda and M. de Roo, Newtonian Gravity and
the Bargmann Algebra, Class. Quant. Grav. 28 (2011) 105011 [1011.1145].

[43] R. Utiyama, Invariant theoretical interpretation of interaction, Phys. Rev. 101
(1956) 1597.

[44] T.W.B. Kibble, Lorentz invariance and the gravitational field, J. Math. Phys. 2
(1961) 212.

[45] G. Oling and Z. Yan, Aspects of Nonrelativistic Strings, Front. in Phys. 10 (2022)
832271 [2202.12698].


https://doi.org/10.1088/0264-9381/28/10/105011
https://arxiv.org/abs/1011.1145
https://doi.org/10.1103/PhysRev.101.1597
https://doi.org/10.1103/PhysRev.101.1597
https://doi.org/10.1063/1.1703702
https://doi.org/10.1063/1.1703702
https://doi.org/10.3389/fphy.2022.832271
https://doi.org/10.3389/fphy.2022.832271
https://arxiv.org/abs/2202.12698

	Agradecimientos
	Resumen
	Introducción
	Fundamentos de Gravedad
	Gravedad de Newton
	Gravedad de Einstein
	Solución de Schwarzschild
	Solución de Reissner-Nordström
	Formalismo Vielbein de GR
	Límite Newtoniano de GR
	Gravedad de Newton-Cartan

	Teoría de Cuerdas
	Partícula Puntual (Relativista)
	Acción de Nambu-Goto
	Acción de Polyakov
	Espectro de la Cuerda
	Modelo Sigma No Lineal
	Ecuaciones de Movimiento
	Acción Efectiva de Bajas Energías
	Solución de Dabholkar-Harvey

	Teoría de Cuerdas No Relativistas
	Límite de Bajas Energías de NRST
	Partícula Puntual (No Relativista)
	Acción Tipo Nambu-Goto
	Acción Tipo Polyakov o -
	Espectro de Masas de NRST
	Geometría de Newton-Cartan de Cuerdas
	Modelo Sigma No Lineal de NRST
	Ecuaciones de Movimiento de NRST
	Solución Tipo Dabholkar-Harvey

	Conclusiones
	Bibliografía

