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RESUMEN

En este trabajo se estudia una membrana viscoelastica que disipa energia cuando esta inmersa
en fluidos newtonianos 0 no newtonianos. Esta membrana crea oscilaciones en el flujo
volumétrico y este, a su vez, induce orientacion y cambios en la curvatura. La primera
aproximacion dentro de esta investigacion es observar el efecto provocado por la disipacion y la
parte eléstica de la membrana sobre la potencia disipada, es decir, la funcién de transferencia
compleja, a partir de una ecuacion constitutiva que describe la viscosidad y la elasticidad de una
membrana orientada por el esfuerzo de una fuerza externa, en este caso, el campo eléctrico, dado
por el gradiente negativo de un potencial eléctrico. Posteriormente, se utilizan los recursos de
programacion-simulacion de Wolfram Mathematica para obtener una representacion visual del

comportamiento del sistema a distintos valores de frecuencia.

p(z=0)=p, plz
Left fluid Right fluid
E@)
0,) 0,0
| 2L
z=0 z=L

Figura 1. llustra el sistema de estudio en este trabajo de investigacion. El campoeléctrico producido por los
fendmenos electrofisioldgicos del cuerpo humano induce que la membrana se deforme hacia arriba y hacia abajo y
forma un domoesférico, como el que se observa en el sistema. Los flujos volumétricos Q1 = Q2 y son generados

por el movimiento de las fases liquidas viscoelasticas en el medio.
Palabras clave: Ecuacién de continuidad, Flexo-electricidad, Fluido newtoniano, Fluido no-

newtoniano, Flujo de Poiseuille, Funcidn de transferencia compleja, Mecanismos disipativos,
Membranas flexo-eléctricas, Modelo de Maxwell, Transformada de Fourier.
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CAPITULO 1
ESTADO DEL ARTE



1.1 INTRODUCCION

Los fluidos complejos son sistemas que presentan las siete propiedades bésicas de la reologia
como son: (I) Adelgazamiento al corte, (Il) Engrosamiento al corte, (IIl) Tixotropia, (V)
Reopexia, (V) Primera diferencia de esfuerzos normales (V1) Segunda diferencia de esfuerzos
normales y (V1) Flujo bandeado (Herrera-Valencia et al. 2022, 2023). Los cristales liquidos
son sistemas que presentan caracteristicas de fluido complejos y estructurados y que presentan
alineamiento y orientacién por efecto del corte (Khadem y Rey 2019a, 2019b, 2021). Uno de
los sistemas que puede ser tratado mediante las teorias de los cristales liquidos, son las
membranas bioldgicas (Abou-Dakka et al. 2012).

Las células ciliadas (CCE), ubicadas en el oido interno, desempefian un papel crucial en la
amplificacion de la informacion sonora que transita a través del sistema auditivo externo e interno
(Ramirez-Torres et al., 2024). La flexo-electricidad, aplicada a las membranas bioldgicas
mediante un campo eléctrico impuesto, induce una flexion que las CCE utilizan para potenciar
el sonido que se desplaza desde el oido externo al medio a través del complejo sistema auditivo
(Wang et al., 2022, 2023; Herrera-Valencia y Rey, 2023). Ademas, la flexo-electricidad en las
membranas timpanicas, resultado del acoplamiento electromecéanico entre la curvatura promedio
de la membrana y la polarizacion eléctrica macroscépica, es esencial para la fisiologia auditiva
(Herrera-Valencia y Rey 2014). En este proyecto-tesis se pretende incorporar los siguientes
puntos importantes:

a. Modelo electro-reoldgico que describe el sistema de tres fases termodinamico
consistente en dos liquidos viscoelasticos y una membrana sélida flexo-eléctrica.

b. Proponer una variante del modelo Herrera-Valencia/Rey (Herrera-Valencia y Rey
2023) para incorporar la viscosidad de la membrana. Esta, podria ser una medida de la
resistencia que presenta al cambio de curvatura por efecto de la fuerza motriz (campo
eléctrico). EI modelo, nuevo se puede expresar mediante la siguiente ecuacion analitica

de relajacion:

do 9\ dvz
5= 6 (14 37) 57 (1)
En la Ec. (1) Am [S] es un tiempo de relajacion de la membrana, G [Pa] es el modulo elastico de

corte y oVz/or [s1].
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1.2 ANTECEDENTES
1.2.1 Membranas flexo-eléctricas

Remontandonos a Bird et al. (1987), se abordo el desafio de calcular la permeabilidad
dindmica de sistemas compuestos por fases sélidas flexo-eléctricas inmersas en fases liquidas
viscoelasticas tipo Maxwell. Este estudio pionero sentd las bases para comprender la

interaccion entre las propiedades eléctricas y mecanicas en materiales complejos.

Posteriormente, con los trabajos de Harden et al. (2010), se report6 un avance significativo
en la comprension de la flexo-electricidad, con coeficientes flexo-eléctricos alcanzando
valores de hasta 35 nC/m en cristales liquidos tipo banana, lo que representa un salto

cualitativo en la aplicacion de estos materiales en transductores mecanico-eléctricos.

Avanzando en la linea del tiempo, Abou-Dakka et al. (2012) y Herrera-Valencia y Rey
(2014), exploraron el potencial de las membranas flexo-eléctricas como sensores biol6gicos,
destacando su relevancia en el campo de la materia suave. Esta linea de investigacion ha
demostrado como la flexo-electricidad en materia suave puede complementar y extender las
aplicaciones tradiciones de los materiales piezoeléctricos, que tipicamente acoplan la
deformacion con la polarizacion en materiales mas rigidos como cristales y ceramicos. En este
mismo afio, se subrayd la importancia de la respuesta dindmica del sistema, influenciada por
variables como la amplitud y la frecuencia de las curvas resonantes para el funcionamiento de
las células ciliadas externas (CCE). La relevancia de este hallazgo radica en su aplicacion
potencial en el disefio de dispositivos biomiméticos y sistemas de deteccion de sonido.

Continuando con Herrera-Valencia y Rey (2014), se exploré el espacio material definido
por la inercia, la viscosidad y la elasticidad de la membrana, lo que permite una clasificacion
y caracterizacion detallada de la respuesta en frecuencia del sistema eléctrico-mecanico. Este
enfoque metodoldgico proporciona una herramienta valiosa para el analisis de sistemas

complejos donde la interaccion entre diferentes propiedades fisicas es fundamental.

En el afio 2018, Herrera-Valencia y Rey, examinaron el modelo reologico lineal y su
contribucion al entendimiento de los motores biolégicos, como las células ciliadas externas.

Se puso especial énfasis en la deformacion de la membrana como un factor critico en la entrega

Pagina | 12



de energia mecénica, a través de la electro-motilidad y su transformacion en energia
dependiente de la frecuencia. Este trabajo amplia nuestra comprension de como las fuerzas
mecanicas y eléctricas interactlan en sistemas biologicos y su importancia en la transduccién

de sefales. (Herrera-Valencia y Rey, 2018).

Finalmente, en 2023, Herrera-Valencia y Rey avanzaron en el analisis de como los procesos
biolégicos dependen de la inercia de las fases viscoelasticas y la interaccion entre la
elasticidad de la membrana y los liquidos electro-reologicos. Este estudio reciente destaca la
complejidad de los sistemas y bioldgicos y la necesidad de un enfoque multidisciplinario para
descifrar los mecanismos subyacentes que regulan la funcién de estructuras tan especializadas

como las CCE. (Herrera-Valencia y Rey, 2023).

Curvatura

Figura 2. llustra el efecto del campo eléctrico en las células ciliadas externas y su deformacion por efecto del

campo eléctrico.

1.2.2 Campo Eléctrico.

Para introducir la influencia del campo eléctrico en células ciliadas Raventds (2015), realizo
un estudio en donde se detalla como los campos eléctricos pueden inducir oscilaciones en la
membrana celular, lo que resulta en la activacion de mecanismos de transduccion de sefales.
Este fendmeno es crucial para entender la bioelectricidad y su influencia en la funcién celular.
(Raventds, 2015).
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Herrera-Valencia et al. en 2019, avanzaron en este campo con el estudio de los efectos
mecano-eléctricos y flexo-eléctricos inducidos por el campo eléctrico E en membranas
elasticas. Estas oscilaciones son capaces de desplazar las fases viscoelasticas, permitiendo la
conversion de energia eléctrica a mecanica. Profundizando mas en el tema, en los afios 2014-
2023 se han enfocado en la comprension de estos fendmenos, resaltando la importancia de la
integracion de los efectos flexo-eléctricos y mecénicos en la funcionalidad de las células

ciliadas. Los aspectos cruciales de esta conversion son:

1. La potencia liberada en el contacto de las fases viscoelasticas debido a la imposicion de un
campo eléctrico.

2. La energia elastica almacenada en la membrana, que es un componente critico para la
funcionalidad del sistema.

3. Las propiedades de las curvas resonantes, que incluyen la frecuencia de resonancia, el
maximo valor en curvas resonantes y la anchura de estas, fundamentales para la

caracterizacion y el disefio de dispositivos basados en estos principios.

Estos avances proporcionan una base tedrica sélida para futuras investigaciones y abren
nuevas vias para el desarrollo de tecnologias emergentes en el campo de ingenieria biomédica

y los materiales avanzados (Herrera-Valencia y Rey, 2023, 2018, 2014).

1.3 HIPOTESIS
Si el efecto de introducir una componente oscilatoria en el campo eléctrico modifica el flujo
volumeétrico, entonces este serd cuantificado a través de la funcion de transferencia compleja, y

de los mecanismos: (1) inerciales, (I1) solvente y (111) viscoelasticos.

1.4 OBJETIVOS
1.4.1 General.

G: Estudiar la respuesta dinamica, disipativa y oscilatoria de una membrana flexo-eléctrica
inmersa en fases newtonianas y no newtonianas en una geometria cilindrica de radio r=a 'y

longitud z=L.
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1.4.2 Particulares.

P.1. Mediante primeros principios, obtener un modelo lineal que describa la disipacion viscosa
de la membrana flexo-eléctrica, inmersa en fases newtonianas y no newtonianas en funcién
de las propiedades materiales.

P.2. Aplicar la transformada integral de Fourier con el fin de obtener una expresion analitica
para la funcién de transferencia compleja, en donde la variable de entrada es el campo eléctrico
y la de salida es el flujo volumétrico.

P.3. Proponer un conjunto de variables adimensionales con el fin de escalar las ecuaciones,
obtener numeros adimensionales que describan los mecanismos fisicos que gobiernan al
sistema de estudio.

P.4. Calcular la parte real, imaginaria y norma de la funcion de transferencia en funcion de las
propiedades materiales y geométricas en el sistema.

P.5. Deducir las condiciones materiales y de operabilidad para que el dispositivo muestre las
curvas resonantes tipicas y se comprendan o al menos se explique el complejo

comportamiento de la amplificacion acUstica humana.

1.5 DISTRIBUCION DEL MATERIAL
Este documento esté organizado de la siguiente manera:
Seccion 1.

Introduccion al problema y los antecedentes de la permeabilidad dinamica en fluidos

newtonianos y no newtonianos, en geometrias inelasticas y elasticas.
Seccion 2.

Marco tedrico donde se presentan los elementos basicos esenciales para entender esta
investigacién: (i) Flujo de Poiseuille en un tubo y (ii) Flujo de Poiseuille en una corona

circular.

Seccién 3.

Problema fisico y el modelo constitutivo empleado junto con las restricciones matematicas,

fisicas y bioldgicas del sistema de trabajo.
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Seccién 4.

Modelado matematico y obtencion de la funcion de transferencia del sistema de estudio.

Seccion 5.
Predicciones variando los grupos adimensionales correspondientes y aplicacion al sistema

bioldgico de estudio.
Seccion 6.

Conclusiones y trabajo futuro.
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CAPITULO 2
MARCO TEORICO



2.1 MODELOS VISCOELASTICOS LINEALES
2.1.1 Modelo de Maxwell.
Este modelo describe a los fluidos viscoelésticos en el régimen de viscoelasticidad lineal,
combina la deformacion presente en el solido de Hooke y la deformacion del fluido

newtoniano, por lo tanto, la deformacion total es:
Y=Yv+ve (2.1)

La deformacion viscosa expresada mediante la ecuacion de fluido newtoniano y la del sélido

de Hooke, toma la siguiente forma:
0 = GoYg (2.2)

Donde:
Go: Modulo elastico de corte.

Y Deformacion elastica.

Para obtener el modelo constitutivo de Maxwell se debe tomar la derivada temporal de la
ecuacion de deformacién total (Ec. 2.1) y a su vez combinarla con las ecuaciones del fluido
newtoniano y del solido de Hooke:

o+ Ag50 = 21D (2.3)

Donde:

Ay: Tiempo de relajacion de Maxwell.

Cuando el tiempo de relajacion tiene valor cero el sistema se reduce al comportamiento de un
fluido newtoniano, mientras que, si presenta una rapidez de deformacién baja, el sistema
puede ser integrado con respecto a dicho valor (tiempo de deformacion) y la ecuacion se
reduce al solido de Hooke.

Es importante recordar que las propiedades materiales que intervienen en este modelo pueden
ser calculadas mediante pruebas de flujo oscilatorio y de flujo en estado estacionario (Calderas
et. al, 2009; Bird, et. al, 1987).
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2.2 ECUACIONES BASICAS PARA EL MODELADO MATEMATICO.
2.2.1 Ecuacion de Continuidad y Transporte.
La dindmica no lineal de la membrana est4 determinada por ecuaciones de continuidad,
transporte y un balance de fuerzas en la membrana. La primera de las ecuaciones que se

describe es la ecuacién de continuidad en el sistema de estudio:

Lt V- (pV) =0 (2.4)
Para la fase viscoelastica se tiene lo siguiente:
%21V (prV) =0 (2.5)
La ecuacion de movimiento puede ser descrita para cada fase de la siguiente forma:
pr(3) = VP +V-0p + prg (2.6)
Por lo tanto, para la fase L.:
pL (%) =-Vp+V-0,+p.9 (2.7)

2.2.2 Ecuacion Constitutiva Reoldgica.
La reologia y el flujo son descritos a través de la ecuacion constitutiva reologica de Maxwell,
por lo que se tiene lo siguiente:

v

6+A 6=1D (2.8)
Y
\%
6+A;6=1D 29)
La derivada codeformacional tiene la forma:
V' De
cz——{va -c+c-vv}
Dt (2.10)
En donde la derivada material del tensor de esfuerzos toma la forma:
Do do
D—t—a+V'V0' (2.11)
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Al sumar las expresiones obtenidas, tenemos la siguiente expresion analitica:

(pL+ Pr) (%) =—(Vpr+Vp) +V-(ogr+0,) +(pr+ P9 (2.12)

Al suponer la presencia de flujo cortante en la Ec. 2.15 se presenta la simplificacion:
V-vW =0

Por lo tanto, la ecuacion de movimiento (Ec. 2.15) toma la forma:

v

at

(pr+Pr) (3) = —(Vpr + Vpy) + V- (g + 01) + (Pr + PL)g (2.13)

En donde el gradiente de presion en la interfase se puede expresar como la suma de las
contribuciones de la fase viscoelastica R y la L, respectivamente:

Vb = (Vpw), + (Vpw), = 22 (2.14)

2.2.3 Ecuacion de Flujo Combinado de Poiseuille y Gravitacional.

Para el desarrollo de la ecuacion de flujo

combinado de Poiseuille y Gravitacional se W
debe tomar en cuenta las siguientes
consideraciones: )S__
a) Flujo incompresible: a a
En donde:
| D Q
P = Pcte
b) Se trata de un fluido newtoniano Z

c) Se encuentra en estado estacionario
d) No presenta cambios de temperatura, es

Figura 3. Representacion esquematica de las direcciones de
decir, un fluido isotérmico. flujo en coordenadas cartesianas. El liquido newtoniano es
e) La direccion de su flujo es en un solo deformado continua e irreversiblemente.

sentido (unidireccional) (véase Figura 3),

por lo tanto:

V =[Vx,VyVz] =[0,0,Vz]
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f) Ladivergencia de la velocidad es nula:
V-v=0,;

Por lo tanto, la velocidad en zeta no es funcion de esta, es decir:
Vz #+ f(2)

Cabe recalcar que la velocidad no depende del eje y, o0 z, ni del tiempo por ello se dice

que:
Vz=Vz(x)

De la funcién inicial:

(Dv)—v+v2+
P\pg) = VPt HVu+tpg

La derivada material es aproximadamente igual a cero, por lo tanto:
0 ~ —Vp + uVu + pg
0~ - () + () + pa
Al reacomodar términos se obtiene:

d (dv;)_ 1d .
;(E)—udz(p P9z)

Si se incluye el término de presién modificada:
P=p-pg,
Y al sustituir la Ec. (2.16) en la Ec. (2.15):

d(de)_ldP
dx \ dx _udz

Al resolver la Ec. (2.17) para Vz, se obtiene:

1 (dP\ x?
V=—(—)— cix+c
z udz2+1+2

(2.15)

(2.16)

(2.17)

(2.18)

Para resolver la Ec. (2.18) se toman en cuenta las siguientes condiciones de frontera para

encontrar las constantes (c1 y C2):
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C.1. Vz(x,+B) =V,
C.2. Vz(x,—B)=0

Al resolver, obtenemos los siguientes valores para las constantes:

@=2-(2)E) 219)
¢ =L (2.20)

Al sustituir las Ec. (2.20) y (2.19) en (2.18):

dpP\ 1 V
v, = (E)Z(x2 ~B)+2(G+1) (2.21)

Para encontrar el flujo masico se utiliza la ecuacion:

Q=[' [0 v,(x)dxdy (2.22)
Resolviendo:
Q=|voB- % (&)|w (2.23)

2.3 FISIOLOGIA DEL OIiDO.
La generacién de sensaciones auditivas en el ser humano es un proceso completo que consta de

tres etapas basicas:

1. Captacion y procesamiento mecanico de las ondas sonoras.

2. Conversion de la sefial acUstica (mecanica) en impulsos nerviosos y transmision de dichos

impulsos hasta los centros sensoriales del cerebro.

3. Procesamiento neural de la informacion codificada en forma de impulsos nerviosos.
Dentro de estas etapas se pueden distinguir dos regiones del sistema auditivo: la region periférica
y laregion central. La funcion de la region periférica es conservar el caracter original de las ondas
mecanicas para convertirlas en sefiales electroquimicas, mientras que la funcion de la region
central es transformar estas sefiales electroquimicas en sensaciones (Sachs et.al, 2009; Messini
et. al, 2002; Brownell et al., 2001; Oghalai et. al, 2000; Thornton & Abbas, 1980; Ehrenstein
& lwasa, 1996).
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2.3.1 Funcionamiento de las células ciliadas externas (CCE).

El funcionamiento de las células ciliadas externas es muy complejo ya que estas poseen una

capacidad Unica de contraccion-expansion la cual es la base de la electromotilidad (Abou-Dakka

etal, 2012; Herrera-Valenciay Rey 2014, 2018, Ramirez-Torres et al, 2024). A continuacion,

se describe de forma general el proceso de activacion de dicho concepto:

a)

b)

d)

El estimulo eléctrico viaja a traves de la escala vestibular en forma de vibraciones
mecanicas, excitando la membrana basilar, la cual vibra a una frecuencia de resonancia
que se acopla con la frecuencia de las vibraciones mecénicas produciendo el efecto de
resonancia. (Abou-Dakka et al, 2012).

La membrana basilar oscila hacia arriba y abajo permitiendo que estas vibraciones
muevan las células ciliadas externas, dandole cierto grado de inclinacion a los
estereocilios que se encuentran en su polo apical, dando lugar a la transduccion mecano-

eléctrica. (Herrera-Valenciay Rey 2014).

El efecto mecano-eléctrico abre los canales que permiten el paso de fluido rico en iones
potasio (endolinfatico), este fluido a su vez modifica el potencial eléctrico de la célula
ciliada, lo cual resulta en una contraccion de lamembrana plasmatica. (Ramirez-Torres
et al, 2024).

Finalmente, al regresar a su potencial de equilibrio la célula expande su membrana
plasmatica; estos cambios de curvatura inducen un flujo volumétrico debido a una
potencia de energia liberada, la cual es una medida indirecta de la transduccién

electromecanica. (Herrera-Valencia et al, 2023, 2024).
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CAPITULO 3
PROBLEMA FISICO



3.1 RAZONAMIENTO

En este capitulo se presenta la discusion entre el sistema fisico y el modelado matematico de las
ecuaciones de transporte. Para este caso, se utilizaran las ecuaciones que describen el
comportamiento de los fluidos newtonianos y no newtonianos, en las cuales se involucra la
relacion del gradiente de velocidad y el esfuerzo de corte, asi como la ecuacion de continuidad
para un sistema sin reaccion quimica. Posteriormente, al obtener la expresion del gradiente de
velocidad, y, por consecuente, el tensor de rapidez de deformacion, se introduciran las series de
Fourier para obtener la velocidad en términos de la variable radial y la frecuencia, ya que de esta
forma se torna posible introducir esta informacion dentro de las Series de Bessel con el fin de

calcular la ecuacién que exprese el flujo volumeétrico.

3.2 ECUACIONES TEORICAS.
En esta seccion, se presentan las ecuaciones mas importantes en el sistema.
La primera de ellas es la ecuacion de continuidad, la cual es un balance de masa sin reaccion

quimica.
21v-pV=0 (3.1)

La ecuacion de movimiento para el sistema, o bien, la segunda ley de Newton aplicada a un
medio continuo:

apV

=V -T+fp (3.2)

Donde:

V: Vector velocidad.
T: Tensor de esfuerzos totales.
f: Fuerzas de bulto en el sistema.

Para un mejor entendimiento, el tensor de esfuerzos totales toma la forma:
T=-pl+o (3.3)
Donde:

I: Matriz unitaria.
p: Escalar asociado a la presion en el sistema.
o: Tensor de esfuerzos viscosos y viscoelastico.
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3.2.1 Fluido newtoniano.
Se define la ecuacion del fluido basico en fendmenos de transporte y reologia, fluido
newtoniano, ya que su comportamiento es fiel a la ley de Newton (Bird et al, 1987), donde el

esfuerzo de corte es proporcional al gradiente de velocidad de corte:

o= 2uD (3.4)

D =2 (W + V7 (3.5)

Donde:

o: Tensor de esfuerzos viscosos (Pa).
w: Viscosidad newtoniana (Pa-s).

D: Tensor de rapidez de deformacion.
VV: Gradiente de velocidad.

T: Transpuesta del tensor (Matriz 3x3).

3.2.2 Fluido no newtoniano.

En los fluidos no newtonianos, la rapidez de deformacion no muestra una relacion lineal entre
el esfuerzo y la rapidez de deformacion (Bird et. al., 1987), por lo cual, la viscosidad no es
constante y va a depender de la rapidez con la que se aplique la deformacion de la muestra, la
temperatura, la presién, concentracion, pH, entre otras variables (Bird et. al., 1987). Las

ecuaciones involucradas en este tipo de fluido son las siguientes:

o= 2n(ll,)D (3.6)

n(lIp) = J2(D:D) (3.7)
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CAPITULO 4
MODELADO MATEMATICO



4.1 ANALISIS DEL SISTEMA FISICO
A continuacién, se describen las caracteristicas del sistema fisico (ver Figura 4) estudiado para
realizar el calculo de la permeabilidad dindmica de un fluido viscoelastico lineal mediante la

transformada de Fourier.

p(z=0)=p,
Left flmd
L()
0,0
|
z=0

Figura 4. Representacién esquematica del sistema fisico. El campo eléctrico entra por la parte izquierda del
sistema y activa la membrana con el fin de que oscile a través de las dos fases liquidas. El flujo derecho e

izquierdo es el mismo y la membrana perturba las fases liquidas viscoelasticas.

4.1.1 Condiciones del sistema.
a) Liquido newtoniano.

b) Liquido incompresible: La densidad no depende de la posicién ni del tiempo.

c) Proceso en estado estacionario: La velocidad y la presion dependen del tiempo, i.e.

(presion pulsatil).

d) El fluido se deforma de manera continua e irreversible debido a un gradiente de

presion pulsatil en la direccién axial.

e) Los mecanismos gravitacionales se desprecian con respecto al gradiente de presion
pulsatil y los mecanismos viscoelasticos lineales ya que el capilar (a<<L) se encuentra

en posicion horizontal.
f) Existe simetria angular, es decir:

0e[0, 2]
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4.2 PROBLEMA FISICO Y ECUACIONES

De las ecuaciones teoricas, antes mencionadas, se tiene que:

X1v-pV=0 (4.1)
%V=V'T+f3 (4.2)
T=-pl+o (4.3)

La ecuacion constitutiva que se empleara para los datos del fluido es la siguiente:

0 =01+0,+ 03 (4.4)

Y cada una de las ecuaciones constitutivas, por lo que se tiene lo siguiente:

o1 = 21n1D (4.5)
o, = 212D (4.6)
do a
2=6 (1 + g (a)) 2D (4.7)

Al combinar las Ecs. (4.3-4.6) se obtiene una expresion para el modelo constitutivo que sera
punto de partida en los célculos de este sistema:
o =20,(D,)D (4.8)

Al sustituir y realizar el arreglo de las Ecs. (4.1-4.7), se obtiene el siguiente modelo lineal, el cual
es una variante del modelo de Navier-Stokes:

p(3+V VV)=—-Up+0,(D)IV?V +pg (4.9)
Asumiendo que el sistema cuenta con un flujo cortante simple, se tiene lo siguiente:

V-vV=0 (4.10)

Por lo que la Ec. (4.9) se simplifica a lo siguiente:

av
p (%) =-vp+0,(D)VV + pg (4.11)
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Si asumimos que los mecanismos gravitacionales son despreciables con respecto a la inercia y

mecanismos superficiales, se tiene los siguiente:

1

V=F—-—V 4.12
p%-On(Dt)VZ (=vp) ( )

Entonces, se tiene la siguiente expresion para la permeabilidad dindmica del sistema:

1
K=——-—— 4.13
P%- on(Dt)Vz ( )

Suponiendo que la velocidad del fluido es la coordenada axial “z”, la direccion del gradiente de
velocidad es en la coordenada radial r y el 6 es el eje neutro o de la vorticidad. Por lo tanto, el

vector velocidad se representa como:
vV =(0,0Vz(r) (4.14)

El gradiente de velocidad se representa de forma matricial, tal que:

aVz(ro

0 0 ar
0 0

0

Por lo que, al obtener la transpuesta del gradiente de velocidad la nueva forma matricial es:

0 00

T _ 0 00
Vv = Vi) (4.16)

o 00

Al obtener el gradiente de velocidad y su transpuesta, se puede calcular el tensor rapidez de

deformacion de la siguiente forma:

2D =Vvv +pvT (4.17)
Obteniendo como resultado:
0 0 aVz(rt)
ar
2D = 0 0 0 (4.18)
aVz(rt) 0 0
ar
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Posteriormente, se sustituyen las Ecs. (4.14-4.16) en la Ec. (4.12):

1

rar or
Al realizar la multiplicacion del vectorial por el vector unitario la Ec. (4.11) toma la forma:

VZ =V'ez —W( p ez)—m(—Vzp) (420)

4.3 SERIES DE FOURIER
Para resolver la Ec. (4.19) se supone que las funciones son continuas y de clase C* en un dominio
abierto de R?, por lo que la transformada de Fourier toma la forma:

F(w) = ” f(petotdt (4.21)

1
ﬁf_
Al aplicar la transformada integral (Ec. 4.20) sobre las ecuaciones involucradas en la Ec. (4.19)

se deduce una expresion analitica para la velocidad en términos de la variable radial “r” y la

frecuencia.

4.3.1 Condiciones del sistema.
En este punto se utilizaran las siguientes condiciones de frontera obteniendo lo siguiente:

Vz(r=at) =0 (4.22)
Y la velocidad axial debe ser finita en r=0, por lo que:
Vz(r=0,t) = finita (4.23)

4.3.2 Flujo volumétrico.
El flujo volumétrico en el sistema se puede calcular mediante la integral de superficie en el

espacio de Fourier.

Q) = [,V -dS = [ [ Vz (r,0)rdrd0 (4.24)

Pagina | 31



Finalmente, se tiene la siguiente expresion analitica:
0(w) = 27a? fol Vz(r,w) rdr (4.25)

A partir de la Ec. (4.20), se construye la permeabilidad dinamica en el sistema o funcién de

transferencia compleja, dando lugar a:

W = T(w) = Re[T()] + ilm[T(w)] (4.26)

Donde:

T (w): Funcion de transferencia compleja.
Qy: Flujo viscoelastico.

Qy: Flujo newtoniano.

La funcion de transferencia compleja tiene la siguiente estructura matematica:

nR3
Qnv(w) = T‘Poo'w(w) (4.27)
Por lo tanto:
T(@) _ g:2 0®(i)/90 ( ) ]1(Rﬁ(w))/Rﬂ(w)>
v 0L (RB())” Jo(Rp(w)) (4.28)
Donde:

0 &: Funcion fluidez compleja dependiente de la frecuencia.

p: Inverso de la longitud caracteristica (Funciones de Bessel).

El pardmetro B proporciona la informacion reoldgica asociada a los procesos viscoelasticos

en el sistema.
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4.4 FLUJO DE POISEUILLE
Se considera la Figura 5 como la representacion esquematica del flujo de Poiseuille utilizado en

este caso de estudio:

Figura 5. Esquema del sistema estudiado para el calculo del Flujo de Poiseuille.

4.4.1 Condiciones del sistema.

a) Flujo incompresible, por lo tanto: p = constante, no depende de la posicion ni del tiempo.
b) Fluido Newtoniano.
c) Proceso en estado estacionario: La velocidad y la presion dependen del tiempo.
d) No presenta cambios de temperatura, es decir, el sistema es isotérmico.
e) Su flujo es unidireccional (véase Figura 5), se presenta lo siguiente:
V =[Vx,Vy,Vz] =[0,0,Vz]

f) La parte central de la membrana presenta un movimiento vertical (Arriba hacia abajo y

viceversa).

4.4.2 Desarrollo matematico del sistema.
La méaxima relacién de flujos esta dada por:

Q = Q(V,P) (4.29)
La fuerza motriz se representa con la siguiente expresién matematica:

_ ar
v,P=2 (4.30)
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El comportamiento de fluido Newtoniano se expresa:

O =K (4.31)
El flujo viscoelastico de Maxwell utiliza la siguiente ecuacion
dogr dav,
O + Ao . (4.32)
Por lo tanto, el flujo se determina mediante:
1'[(14
Q = o (v,P) (4.33)
La velocidad esta dada por la derivada material:
LipW-v)=0 (4.34)

Si la derivada material es cero, el valor de la densidad toma el valor de cero, matematicamente:

% =0 y p(V-v) =0; respectivamente.
Sin embargo, en este caso de estudio, la densidad adopta un valor distinto a cero, lo que
conlleva a que:

p+0 y V-v=0 (4.35)

Donde el gradiente de velocidad se representa como:

1d 1/dVg av,
;; (TV,-) + - (W) + E (436)

r

Tal como se menciond en las condiciones del sistema, el movimiento es unidireccional, por
lo que la velocidad en el eje z no depende de la funcion en z, tal que:
v, # f(2)
Por lo que, al presentarse una geometria cilindrica:
V, = V(1)
Al analizar la derivada material, se deduce que:

po=—Vp+uriv+pg bt (4.37)

Al saber que la velocidad es aproximadamente cero y se presenta en una distancia larga, se

desprecia la fuerza de la densidad en la direccién g. Por lo que la ecuacion toma la forma:

1d (_dv,\ _1dp
() = 2 dz (4.38)
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Al resolver la integral para la velocidad en z, se obtiene:

1 dp
Z=EEr2+c1 Inr+c, (4.39)

Se presentan las siguientes condiciones de frontera para encontrar las constantes del resultado
de la integral anterior:
CFR1LV,(r=a)=0
=0

CF.2.V,(r ) = finita; % . = 0
r=
Al resolver, los valores de las constantes son:
Cl = O
B 1 dp )
2= 4udz @
Sustituyendo c1 y c2:
1d
2= P %) (4.40)

Una vez encontrada la expresion para la velocidad en el eje z, se obtiene el flujo volumétrico

con la ecuacion:

Q=["['V,(r) «r drdo (4.41)

Al resolver la doble integral, finalmente obtenemos la expresion para el flujo volumétrico:

4

Q=-5n(2) (4.42)

8u dz

4.5 SERIES DE BESSEL
Para comenzar esta seccion, en donde se utilizaran las series de Bessel, tenemos la siguiente

ecuacion:

po=—Vp+Vo+p,g (4.43)

Al desarrollar la ecuacion (4.43), obtenemos:

WV,rt) _ 9P 19 (. aV,(rt)
a 9z ®) + o (r ar ) (4.44)

Se utiliza el cambio al espacio de Fourier, en donde se involucra el parametro de frecuencia:

2 > iw Vv, t) = V,(r o) (4.45)
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Donde:

w: Parametro de frecuencia

P(t) - P(w) p% > piwV,(r, ) (4.46)

Por lo tanto, al sustituir las Ecs. (4.46 y 4.45) en la Ec. (.43):

piwV,(r,w) = — Z—: (w) + uli (r ) ) (4.47)

ror ar

Al reacomodar y asignarle el valor de i? a -1:

10P 19 (T aV,(r,.w)

Bpw
) + L2y, (r, @) (4.48)

uoz rar

Para entender las siguientes ecuaciones, es necesario cambiar los términos obtenidos a términos
de operador fluidez. Cuando la viscosidad "u" tiende a infinito, la fluidez "¢" tiende a cero. Y

cuando la fluidez "¢" tiende a infinito, la viscosidad "u" tiende a cero, se representa como:

U — oo -0
@ > 0 u—-0
Por lo tanto, la viscosidad es inversamente proporcional a la fluidez:
1
==
U
Entonces el operador fluidez es igual a:
Loy 1
0,(iw) = oniw) (4.49)

Al sustituir la expresion de la viscosidad en términos de fluidez en la Ec. (4.48), se usan los

siguientes operadores:

, L 0P
0,(iw) o~ (w) (4.50)
Por lo tanto:
. L OP _ 19 WV, (rw) Bpw
0,(iw) . (w) = —o (r P ) + p V,(r,o) (4.52)

Para reducir términos, se insertan los siguientes conceptos:

A=0,(0) L () pr =1L
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Por lo que:

A=2(rZ20) 4 g2Y,(r, w) (4.52)
Si se supone que A =0:
2 (rZ2)) 4 g29,(r, w) = 0 (4.53)
Con el fin de seguir el objetivo de reduccion de términos se agrega el operador  como % en
donde hay “r”:
Br2? ;’2 a4 B 4 (1262 — 0)V,(r,w) = 0 (4.54)
De la misma forma, si fr = x entonces:
28200 4 1 P00 | (32 — )V, (r, ) = 0 (4.55)

Reescribiendo la Ec. (4.55) en términos de funcion, se tiene que:

Xy +xy +(@x*-n*)y=0 (4.56)

Una vez obtenida la forma de la funcidn, se puede aplicar la serie de Bessel de la siguiente forma:
y(x) = CJn(x) + €Yy (x) (4.57)

Dado que:

VGeneral = VHomogenea + vParticular

La solucién de la parte homogénea toma la forma:
Vy,(r,w) = CJo(B, 1) + C2Yo(B, 1) (4.58)

Mientras que la solucion de la parte particular es:

0,(iw) 5 (@) = 1-(v52) + B2C = 0 + B2C (4.59)

ror

De acuerdo con la Ec. (4.59), el valor de la constante C es:

(w) (4.60)

0,(iw) 9P

C= Bz oz
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Si el valor de C se expresa en términos de velocidad:

Vp,(r,w) = C entonces Vp,(r,w) = 0"’;(")3—5((») (4.61)
Por lo tanto, la solucién general es:
0,(iw) P
Vez =Vuz +Vpz = CJo(B,1) + CYo(B, 1) + (,,ﬁ;w 5, (@) (4.62)

Al proponer las siguientes condiciones de frontera para encontrar C; y C,:
Vezr=a)=0 Vez(r = 0) = finita

Se obtiene que:

0,(iw) a_P

G =~ G o

I
(=}

(w); C,

Y al sustituir en la Ec. (4.62):

0yp(iw) 9P Jo(B.1)
Vez = 22525 (@) [1 - D (4.63)

Una vez determinada la ecuacion para el calculo de la velocidad en z, se saca el flujo volumétrico

mediante la ecuacion:

Q=["[V,(r)xrdrdo (4.64)

Al resolver la doble integral, se observa que el flujo volumétrico se expresa como:

J1(B)
480, (iw) apP .
Q=""Gr (_E(w)> ¢ ll 2 Jouz/)ﬂ (4.65)

Recordando que: i2 = —1
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CAPITULO 5
SIMULACION Y ANALISIS DE
RESULTADOS



5.1 RESONANCIA EN FLUIDOS NEWTONIANOS
FLUIDO NEWTONIANO
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Figura 6. llustra la respuesta real e imaginaria de la funcion de transferencia compleja en funcion de la frecuencia
para el caso Newtoniano.

En la Figura 6 se muestran las simulaciones realizadas en el programa de Mathematica licencia

UNAM de la funcién de transferencia compleja para un liquido newtoniano.

A frecuencias bajas, la parte real de la funcion de transferencia compleja (FTC) muestra un
comportamiento constante e independiente de la frecuencia. A una frecuencia critica, el sistema
experimenta un comportamiento monoétono decreciente hasta un segundo valor critico, donde la
FTC despliega una segunda meseta, en la que es independiente de la frecuencia. Este tipo de
comportamientos son muy comunes en los procesos de relajacion; por lo tanto, la parte real para
el fluido newtoniano se puede modelar mediante mecanismos de relajacion asociados a la
variable de entrada (campo eléctrico) y variables de salida (flujo volumétrico). Por otra parte, la
parte imaginaria muestra un comportamiento resonante tipo campana de Gauss, donde a bajas y
moderadas frecuencias el sistema muestra un comportamiento monotono creciente hasta un valor
maximo, el cual esta dominado por un acoplamiento entre los mecanismos inerciales y viscosos
del sistema. A una frecuencia mayor a la resonante, el sistema experimenta un comportamiento
monotono decreciente y relaja hasta una segunda meseta que tiende asintoticamente a cero.

Fisicamente, la parte imaginaria de estas funciones de transferencia esta asociada a los procesos
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disipativos por efecto de la friccion entre las capas del fluido. Por Gltimo, la norma de la funcion
de transferencia es la magnitud de la raiz cuadrada del cuadrado de los componentes (partes real
e imaginaria) y esta nos da una medida de qué mecanismo domina la funcion de transferencia.
En este caso, el mecanismo dominante es el proceso de relajacion porque es muy parecido a la
parte real de la funcién de transferencia compleja. A continuacion, mencionamos los puntos méas

Importantes de este sistema:

a. El fluido newtoniano no presenta ningin mecanismo de tipo resonante y esto se debe analizar

a través de la norma de la funcién de transferencia compleja.

b. La resonancia de la parte imaginaria del fluido newtoniano es un efecto asociado a la
disipacion; por lo tanto, no se considera que exista resonancia debido a que no hay elasticidad en

el sistema.

c. Para que un sistema presente resonancia debe existir energia almacenada y, por lo tanto,
elasticidad para que se recupere el sistema. En este punto, el fluido viscoelastico contendré la

fisica necesaria para describir una resonancia principal seguida de un tren de picos secundarios.

En particular, en este trabajo de tesis, se analiza la viscoelasticidad de la membrana, es decir, no
solo la de los liquidos viscoelasticos sino también la disipacion asociada al cambio en la
curvatura. En la siguiente seccion, analizaremos el fluido de Maxwell, pero a través del nimero

de Deborah y de las propiedades materiales asociadas a este sistema.
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5.2 RESONANCIA EN FLUIDOS VISCOELASTICOS

FLUIDO DE MAXWELL
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Figura 7. llustra la parte real de transferencia compleja vs frecuencia para un fluido viscoelastico en funcién del

ndmero de Deborah.

La Figura 7 muestra la respuesta de la parte real de la funcion de transferencia compleja en
funcion de la frecuencia para diferentes valores del nimero de Deborah. Se observa que, en todos

los casos, el sistema presenta una resonancia dominante seguida de un tren de resonancias.

Es claro que, al aumentar el nimero de Deborah, el fluido presenta una disminucion drastica en
el maximo de la resonancia dominante. Esto se debe, principalmente, a que la parte elastica del
material aumenta en comparacion de las fuerzas inerciales. Noétese, que el efecto de los
mecanismos elasticos induce que la resonancia dominante se obtenga a menores valores en la

frecuencia, por lo que la elasticidad juega un papel negativo en el contexto del flujo resonante.
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Figura 8. llustra la parte imaginaria de la funcién de transferencia compleja vs frecuencia para diferentes valores

del nimero de Deborah.

En la Figura 8 se observa que el sistema presenta las clasicas curvas discontinuas tipo dientes de

sierra.

Es importante resaltar que, como en la Figura 8, el efecto de la elasticidad del material disminuye
la respuesta anti-resonante de la funcion de transferencia compleja. Notese, que la parte
imaginaria de estos sistemas siempre presenta resonancias; sin embargo, el fluido newtoniano
solamente muestra un pico aislado como se observa en la Figura 7. Al incorporar la elasticidad,
se observa que el fluido presenta varias curvas resonantes, lo que indica que la contribucién del

solido de Hooke induce la respuesta resonante del material.
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Figura 9. llustra la norma de la funcién de transferencia compleja vs frecuencia en funcién del nimero de
Deborah.

En la Figura 9, se representa la norma de la funcidon de transferencia vs frecuencia para el modelo
viscoelastico de Maxwell en funcién del nimero de Deborah.

En la simulacion realizada, se destaca una resonancia dominante que se manifiesta claramente
en la gréafica, seguida por una serie de picos de menor magnitud a medida que la frecuencia
incrementa. Este fendbmeno es particularmente notable, ya que, al incrementar el nimero de
Deborah, que representa la influencia de los mecanismos elasticos en comparacion con los
tiempos caracteristicos del flujo, se observa una disminucién significativa en el valor maximo
alcanzado por la norma de la funcién de transferencia compleja. Dicho comportamiento es

coherente con las observaciones previas y el analisis matematico detallado en la Figura 8.

Es crucial resaltar que el comportamiento negativo observado en las simulaciones anteriores se
asocia intrinsecamente con la elasticidad del material estudiado. Fisicamente, este efecto puede
interpretarse como un contraflujo, el cual podria ser el resultado de las oscilaciones en el

gradiente de presion o en la variacion del campo eléctrico aplicado.
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5.3 EFECTO DE LA VISCOSIDAD EN LAS MEMBRANAS FLEXO-ELECTRICAS

En esta seccion se presenta el efecto de la viscosidad de la membrana en el modelo propuesto.
La ecuacion bésica que se utiliza es un modelo basado en el de Hooke. i.e. de la forma:

o, =Gy (5.1)

r

Al calcular la derivada temporal de la ecuacion de Hooke, se tiene la siguiente expresion

analitica, por lo que:

0o oy
—Z=-G—=G 5.2
p 5 -G (5.2)

Este modelo fue utilizado por Herrera-Valencia y Rey (2018; 2023). La contribucion primaria de
este trabajo es suponer la resistencia de la membrana al cambio de curvatura por lo que se

modifica el modelo anterior, a la siguiente propuesta:

0o 0

—ZL=Gy=G|1+A, — 5.3
ot Y ( M ath (5.3)
Por lo que, en esta contribucién la membrana es flexo-viscoelastica y la ecuacién constitutiva

que describe este fendmeno, es un modelo matematico que tiene la siguiente forma:

oG 0
r_G|1+A, — 54
< ( . &jv (5.4)

En forma adimensional, la expresion anterior puede escribirse como:

0o o0 \" k 0
L2 =G|1+De, — |y=—| 1+ De,, —
" [ Matjy l—k( " ot

jv (5.5)

Es decir, al introducir el efecto de la viscosidad de la membrana, y utilizar las variables
adimensionales previamente establecidas, y aplicando el formalismo de Fourier, se tiene lo

siguiente:

k 1+ D(-,?M -(im)y(m)

1-k T0) (5.6)

O ((’)) -
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La viscosidad compleja, tiene la forma:

k 1+De,, (i)

o, \®
n(e)= - T1-k 0 6.7)
v(o)
El mddulo complejo tiene la forma:
G(o)=n(n)io (5.8)
Por lo que, para esta propuesta tiene la forma:
G(o)= L(1+De (i0)) (5.9)
1-k M

En la ecuacidén anterior, k es la elasticidad de la membrana definida anteriormente. El nimero de

Deborah Dewm, se define como el cociente de dos tiempos caracteristicos.

Ay _ Tiempo de relajacion membrana

Im
z, Tiempo total viscoelastico

De,, =

En particular, cuando Dem = 0, se replican los resultados obtenidos por otros investigadores
(Dakka et al. 2012; Herrera-Valencia et al. 2014, 2018, 2023). Las aportaciones de este trabajo

se ven empatadas en la Figura 10. Es claro, que se tiene los siguientes puntos:

a. El efecto de la viscosidad en la membrana es negativo, es decir la viscosidad en este
contexto, disminuye la respuesta dindmica del sistema.

b. El efecto de los mecanismos de relajacion de la membrana con respecto a los mecanismos
viscoelasticos de bulto, son cuantificados a través del nimero de Deborah.

c. El efecto de la resonancia en estos sistemas se debe exclusivamente a los siguientes
mecanismos acoplados:
C.1 Asimetria en las fases viscoelasticas IT. << 1, i.e., IT) = 10*
C.2 Viscosidad de bulto alta (Maxima disipacion viscoelastica), £. << 1, i.e., ¥ = 10
C.3 Membrana deformable k <<1
C.4 El nimero de Deborah debe ser muy pequefio en comparacion con el tiempo total
viscoelastico del fluido.
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Figura 10. llustra la norma de la funcion de transferencia compleja vs frecuencia en funcién del nimero de

Deborah de la Membrana Dewm. Los otros nimeros adimensionales son los mismo que en la Figura 9.

La Figura 10 exhibe de manera gréafica la correlacion entre la norma de la funcion de transferencia
y la frecuencia dentro del contexto de un modelo viscoelastico de Maxwell, poniendo especial
énfasis en el papel que juega el nimero de Deborah de la membrana. La simulacion despliega un
panorama donde, a pesar de que los demas grupos adimensionales se mantienen constantes tal
como se presenta en la Figura 9, el comportamiento del sistema es uniformemente consistente en
todos los escenarios analizados. En el extremo inferior del espectro de frecuencias, el sistema
parece ser insensible, evidenciando una ausencia de respuesta dinamica notable. No obstante, al
incrementar la frecuencia hasta cierto umbral, se desencadena un fenémeno resonante distintivo
en una frecuencia critica especifica. Tras superar este punto critico, la respuesta del sistema se
atentia de forma mondtona, lo cual es seguido por una serie de curvas secundarias de menor
intensidad. Estas Gltimas son generadas por las funciones de Bessel, cuyas caracteristicas

oscilatorias son las responsables de instigar el mencionado efecto resonante.

El nimero de Deborah asociado a la membrana tiene una influencia directa y bidimensional sobre

el fendmeno de la resonancia:

a. Regulalaintensidad del pico maximo observado en las curvas resonantes, actuando como

un dial que ajusta la amplitud de la respuesta del sistema.
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b. Determina desde una perspectiva matematica el valor del pico maximo, lo cual es una
consecuencia directa de las propiedades combinadas de la membrana, que incluyen

aspectos inerciales, viscoelasticos y visco-elasto-flexoeléctricos.
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CAPITULO 6
CONCLUSIONES



6.1 APORTACION AL CONOCIMIENTO.

En este trabajo se estudié una membrana viscoelastica que disipa y almacena energia cuando esta
inmersa en fluidos no newtonianos. La membrana esta sujeta a la mitad de un capilar horizontal
de longitud 2L. La mitad del capilar (0 < z < L) estd inmerso con un fluido viscoelastico de
Maxwell y en la otra mitad (L < z < 2L) se encuentra el otro fluido. Cuando se aplica un campo
eléctrico, la membrana se activa y empieza a oscilar de derecha a izquierda. La membrana
transfiere el momento a los fluidos viscoelasticos y debido a las caracteristicas de estos, la
membrana disipa energia por efecto de la friccion. Un hecho importante, es que el cambio de la
curvatura H, se visualiza por medio de un casquete esférico que se visualiza en la Figura 1. Si el
casquete esférico se dibuja hacia la derecha, la curvatura es positiva, si es hacia la izquierda es
negativo H < 0 y si H = 0, el radio de curvatura es infinito. Los objetivos primarios de este

proyecto fueron los siguientes:

a. Obtener una expresion analitica para describir el efecto del campo eléctrico y el flujo

volumeétrico en funcion de las propiedades del sistema.

b. Proponer una modificacion al modelo Herrera-Valencia /Rey con el fin de incluir los efectos

viscosos y elasticos en la membrana.
c. Obtener un nimero adimensional que cuantifique los procesos de relajacion del sistema.

d. Analizar el efecto de incorporar los mecanismos viscosos en la resonancia del sistema y

cuantificar desde un punto de vista bioldgico su efecto.

Para resolver los puntos (a-d) se utilizd el balance de masa sin reaccion quimica, la ecuacion de
movimiento en su forma Lagrangiana (Segunda ley de Newton aplicada a un medio continuo), y
el modelo reoldgico constitutivo propuesto en este trabajo. Este modelo se basa en un sistema
mecanico en paralelo conformado por elementos de Maxwell (viscoelasticos) y la membrana
como un elemento visco-plastico. Este modelo mejora el propuesto por Herrera/Valencia-Rey
incorporando la viscosidad del solido. Este término, se puede atribuir a una resistencia que

presenta la membrana al cambio de curvatura, siendo que su estado inicial es el de curvatura cero.

El modelo reoldgico es valido para bajas deformaciones, es decir no presenta primera ni segunda

diferencia de esfuerzos normales. Por lo que, se puede reformular la ecuacion de Navier-Stokes
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con el fin de incluir los mecanismos viscoelasticos. La ecuacion resultante contiene un operador
viscosidad o fluidez que depende de la derivada parcial temporal y las propiedades materiales
del sistema, como son: (I) Tiempos de relajacion, (II) Tiempos de retardo, (I1I) Tiempos

geométricos, (IV) Viscosidades y (V) Modulo de corte.

Suponiendo flujo cortante simple, i.e., el campo de velocidades depende de las variables
temporales t y de la coordenada radial r, se obtiene una ecuacion diferencial parcial que describe
los cambios espaciales y temporales en funcién de la fuerza motriz asociada al campo eléctrico.
El modelo, satisface dos condiciones de frontera: (1) La velocidad en el centro es finitay (1) la
velocidad en la pared es cero. La ecuacion resultante se resuelve mediante las técnicas de la
transformada de Fourier con el fin de pasar el espacio del tiempo a las frecuencias. El resultado
es una ecuacion diferencial de Bessel no homogénea que se resuelve en términos de las funciones
especiales de la fisica matematica conocidas como funciones de Bessel de primera y segunda
especie de orden cero, la cual contiene dos constantes que deben de ser determinadas con las
condiciones de frontera. Una vez que se sustituyen las condiciones de frontera en la ecuacién
general y se determinan los valores de C1y C2, se tiene el perfil de velocidades en funcién del
operador fluidez y una funcién no homogénea que depende de un pardmetro 3. Ese parametro es
el inverso de una longitud caracteristica que depende de la inercia, propiedades viscoelasticas a
través de la fluidez y en forma adimensional del nimero de Deborah.

Al integrar el perfil de velocidades sobre una seccidn transversal de area, se obtiene una expresion
para el flujo volumétrico en funcién de la fuerza motriz asociada al campo eléctrico. Mediante
arreglos matematicos, obtenemos que el flujo viscoelastico se puede expresar como el producto
de una amplitud Newtoniana, una funcion de transferencia que depende de las propiedades

reoldgica del sistema y del campo eléctrico complejo, i.e.,
Qy (1.0, )=Q\T(B.w, ) E(t,w,)

La funcion de transferencia T(B,wo) encapsula toda la fisica del sistema y depende de dos
numeros adimensionales principales: (1) De y (1) Dem. El Deborah de la membrana depende de
un cociente de dos tiempos caracteristicos asociados a los mecanismos de relajacion de la

membrana y los viscoelasticos de los fluidos.
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Un hecho importante, es que al tomar en cuenta la viscosidad de esta, la resonancia del sistema
decrece por lo que, este hecho implicaria que la resistencia que presenta el sélido flexo-eléctrico
al cambio de curvatura, tiene un efecto negativo en el contexto de la resonancia y amplificacion
del sonido. La pregunta que nos formulamos aqui, ¢Puede haber una patologia que induzca una
disminucion de la resonancia o aumente la viscosidad de la membrana lo cual cause una mayor
resistencia a formar una curvatura?, Es importante resaltar que una medida de esta resistencia es
el Deborahy que este puede depender de la concentracion, del pH, y otras propiedades materiales.
En este momento, bajo esta investigacion original de licenciatura, es una pregunta abierta que

debe ser contestada mediante méas simulaciones y datos in vitro e in vivo de estas células.

6.2 TRABAJO FUTURO.

Al realizar la investigacion de la respuesta dindmica, disipativa y oscilatoria de las membranas
flexoeléctricas en distintos entornos, se formularon expresiones tedricas que constituyen la base
para el progreso biotecnolégico, enfocado en el desarrollo de soluciones auditivas innovadoras
para personas con pérdida auditiva. Por lo tanto, en la linea natural de esta investigacion se

encuentran, pero no limitandose a, los siguientes puntos:

a) Estudios experimentales a nivel laboratorio de los mecanismos de disipacion y respuesta
de las membranas que integran el sistema auditivo con el fin de contrastar los resultados
tedricos.

b) Simulaciones computacionales que permitan: evaluar los resultados de los estudios
experimentales, desarrollar modelos virtuales de aplicacion y posteriormente,
proporcionar bases para la creacién de prototipos para la solucién del problema principal,
dentro de los cuales se podrian incluir implantes cocleares mejorados, audifonos

avanzados, dispositivos de asistencia auditiva no invasivos, etc.

Finalmente, este proyecto representa una busqueda constante de conocimientos centrados en las
areas de fenomenos de transporte y reologia de fluidos que proporcionen nueva informacién con

el fin de apoyar a la solucion de problematicas presentadas en la rama de bio-ingenieria.
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Deformacion:

Ecuacién Constitutiva:

Ecuacién de continuidad:

Ecuacién de movimiento:

Esfuerzo en pared:

Estado estacionario:

Fluido:

Flujo cortante:

Flujo homogéneo:

Fluido incompresible:

Fluido newtoniano:

Fluido no-newtoniano:

Flujo oscilante:

Flujo pulsatil:

Fluido viscoelastico:
Flujo volumétrico:

Frecuencia:

GLOSARIO

Cambio de posicion con respecto a otra.

Ecuacion que relaciona las variables dindmicas en un sistema
(Rapidez de deformacion, esfuerzo, deformacion).

Ecuacion diferencial parcial que representa la conservacion de
materia de un sistema fisico.

Segunda ley de Newton aplicada a un medio continuo.

Direccion de fuerza aplicada y evaluada en el limite del sistema
(pared).

Estado en el que ninguna propiedad dindmica del sistema depende
del tiempo.

Es aquel que al aplicarle un esfuerzo cortante sufre una
deformacion continua e irreversible.

Flujo que aplica una fuerza tangencial al sistema que se deforma
continua e irreversiblemente.

Es el flujo en el cual su posicidn no representa afectacion en las
propiedades del sistema.

Fluido que tiene una densidad constante.

Fluido con viscosidad constante e independiente de la rapidez de
deformacion.

La viscosidad es una funcion de la rapidez de deformacion.

Flujo originado por una oscilacién de un plato de forma periddica.
Flujo asociado a un gradiente de presién pulsatil representado por
una funcién matematica estocastica.

Es aquel fluido que tiene una contribucion viscosa y otra elastica.
Volumen por unidad de tiempo.

Frecuencia de movimiento, puede ser expresada en proporcion al

cambio de direccion o angulo.
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Funcidn estocastica:

Modelo constitutivo de

Maxwell:

Rapidez de deformacion:

Tensor de esfuerzo:

Tiempo de relajacion:

Tiempo de retardo:

Velocidad promedio:
Viscoelasticidad lineal:

Viscoelasticidad no lineal:

Viscosidad:

Funcidn probabilistica que evoluciona en el tiempo.

Ecuacion constitutiva que describe el comportamiento reolégico
de fluencia, relajacion y recuperacion de sistemas con
comportamiento viscoelastico.

Rapidez con la que se deforma un sistema.

Matriz simétrica de nueve elementos (3x3) en la cual se describe
el estado de las fuerzas en un elemento de control.

Tiempo necesario para el sistema con el fin de alcanzar un estado
de equilibrio después de un periodo de esfuerzo.

Tiempo que necesita el sistema para llegar a un equilibro después
de ser sometido a un esfuerzo cortante.

Velocidad axial promediada a través del area de flujo.

Region a bajas deformaciones, en esta zona el fluido presenta
respuestas viscosas y elasticas constantes.

Region a bajas deformaciones, en esta zona el fluido presenta
respuestas viscosas y elasticas variables.

Medida de la resistencia a fluir de un sistema.
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