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INTRODUCCION

John Forbes Nash (o simplemente John Nash) es uno de los nombres mas
conocidos en el mundo de las matematicas modernas, ya sea por sus aportaciones,
los reconocimientos y premios que le fueron entregados (entre ellos el premio Nobel
y el premio Abel) o por su vida (llevada al cine). Hablando sélo de su trabajo como
matematico, una de sus aportaciones mas importante es su trabajo en el campo de
la teorfa de juegos, particularmente por la definicién de cierto tipo de equilibrio (el
cual posteriormente llevaria su nombre) en juegos no cooperativos; la definicién
de estrategias mixtas en dicho tipo de juegos; y por establecer las condiciones
bajo las que se puede asegurar la existencia de puntos de equilibrio en juegos no
cooperativos.

Dada la relevancia que el trabajo de Nash tuvo en el campo de la teoria de
juegos y por su aplicacién en diversos campos de estudio, sobre todo en economia,
en 1994 fue galardonado con el premio Nobel en dicha disciplina.

Como sucede muchas veces con grandes resultados matemaéticos, implicitamen-
te cargan consigo anos de desarrollo de otras ramas matematicas. El teorema de
Nash es uno de esos casos, pues el desarrollo de la topologia, funciones multiva-
luadas, selecciones continuas y puntos fijos, por mencionar algunas, forman parte
intrinseca del trabajo de Nash.

Por lo anterior, el presente trabajo de tesis tiene la intenciéon de presentar un
seguimiento de los conceptos y resultados que son piezas esenciales para llegar a
comprender la demostracion del teorema de Nash. El seguimiento realizado mos-
trard como el resultado al que llegdé John Nash en 1950 puede verse como un
teorema de existencia de puntos fijos y he de ahi que la teoria sobre este topico es
de especial importancia cuando se quiere llegar a la demostracién del teorema.

El presente trabajo se divide en tres capitulos. El primero contempla el desa-
rrollo de los conceptos y resultados claves que son requeridos para los capitulos 2 y
3. Se revisaran los conceptos de convexidad, paracompacidad, redes y se presentard
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el teorema del punto fijo de Brouwer, asi como algunas de sus generalizaciones.
El teorema del punto fijo que Brouwer asegura la existencia de puntos fijos en
funciones continuas de la bola cerrada unitaria en R™ en si misma. Sin embargo,
veremos que por medio de homeomorfismos es posible extender el resultado para
conjuntos compactos y convexos.

En el segundo capitulo se presentara la teoria sobre funciones multivaluadas,
también llamadas correspondencias, y los conceptos que extienden la idea de con-
tinuidad en este tipo de funciones. Se presentard la prueba para el teorema de
seleccion de Michael, mismo que sera usado para la demostracién del teorema del
punto fijo de Kakutani, el cual es de hecho otra generalizacién del teorema del
punto fijo de Brouwer. Ademds, se probard el resultado conocido como teorema
del maximo de Berge, que junto con el teorema del punto fijo de Kakutani seran
usados en el capitulo 3 para la demostracion del teorema de Nash.

El tercer capitulo estara enfocado en dar una breve introduccion a los juegos
no cooperativos, presentar ejemplos, introducir lo que en teoria de juegos se define
como equilibrios de Nash y presentar las condiciones en las que se puede asegurar
la existencia de al menos un punto de equilibrio de este tipo, es decir, el teore-
ma de Nash. A continuacién, se presentard la demostracién de este importante
resultado, en la cual se podra apreciar como un punto de equilibrio de Nash es un
punto fijo para ciertas funciones multivaluadas, construidas a partir de la defini-
cién de equilibrio. Ademas, se presentaran algunos ejemplos populares en la teoria
de juegos.



CAPITULO 1

PRELIMINARES

A continuacion, y en lo que resta del capitulo, presentaremos algunas notacio-
nes, convenciones, definiciones y resultados que son necesarios para el desarrollo
de los capitulos restantes.

El intervalo y subconjunto de la recta real [0, 1] serd denotado por I.

Un espacio métrico topoldgico, es aquel espacio topoldgico inducido por una
métrica, mientras que un espacio metrizable sera aquel espacio topologico en que
existe una métrica que induce la topologia. Cuando se hable de espacios topologi-
cos! (X, 7) se asumird la existencia de una topologia 7 y se escribira sélo X.

Se dice que un subconjunto A de un espacio topoldgico es compacto si cualquier
recubrimiento abierto admite un subrecubrimiento finito, donde un recubrimiento
C sera una familia de abiertos, cuya unién contiene al conjunto A, mientras que
un subrecubrimiento sera un subconjunto de C', que a su vez es un recubrimiento
de A.

Una vecindad para algtiin elemento de un espacio topolégico serd un conjunto
abierto que contiene a dicho elemento.

Un espacio topolégico sera 175 o Hausdorff si cumple que, para cualesquiera
dos elementos distintos, existen dos abiertos disjuntos que contienen a cada uno,
respectivamente.

Se usaran resultados bésicos? relacionados con los espacios métricos y en par-
ticular con el espacio métrico R", resaltando el Teorema de Heine-Borel (Un
subcongunto A de R™ serd compacto si y sélo si es cerrado y acotado) y el Teo-
rema de Weierstrass (57 A es un conjunto compacto en un espacio topoldgico
y [+ A — R una funcion continua, entonces existen x1 y xo en A tales que

'Para consulta de la teorfa sobre espacios topolégicos se usé como referencia [3], [6] y [15].
2Para consulta de la teorfa de espacios métricos y R se han tomado como referencia [7] y [3].
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CAPITULO 1. PRELIMINARES

f(z1) < f(x) < f(z2) para cualquier x en A). Cuando se hable de R™ y cuando
no se detalle de manera explicita, la métrica asociada sera la métrica euclidiana.
Cuando se hable de espacios lineales® se supondra que se encuentran definidos
con respecto al campo de los nimeros reales. Cuando a un espacio lineal se le asocia
una topologia Hausdorff 7 tal que las operaciones de suma interna (+ : X x X — X
con +(z,y) = « +y) y producto por escalar (- : X x R — X con -(\,y) = \-y)
son continuas, entonces se dice que el par (X, 7) es un espacio topolégico lineal.

1.1. Convexidad

Comenzaremos con el concepto de conjuntos convexos que, de manera simple,
podria definirse como aquel conjunto que contiene el segmento de recta que une a
cualquier par de puntos dentro del conjunto.

Definicién 1.1.1. Sea L un espacio topoldgico lineal y A un subconjunto de L.
Entonces, A es convexo si para cualesquiera x, y en A y para todo o en I, se tiene
que ax + (1 — a)y es elemento de A.

A las combinaciones lineales de elementos de un espacio lineal se les llama
combinaciones convexas si cumplen que todos los escalares son no negativos y que
la suma de ellos es igual a 1.

Definicién 1.1.2. Sea L un espacio topologico lineal y A un subconjunto de L. Se
define al casco convexo de A, denotado por Conv(A), como el conjunto convezo
mds pequeno que contiene a A, es decir, es tal que, si un conjunto convexo B
contiene a A, entonces se cumple que Conv(A) se queda contenido en B.

Conv(A) = m{B | B es convexo y A C B}.

El casco convexo estd bien definido y siempre existe, pues el espacio lineal L es
convezo y conliene a A, asequrando asi que la familia {B | B es convexo y A C B}
€s no vacia.

Como la interseccién de subconjuntos convexos es convexa, se sigue que Conv(A)
es convexo.

Veremos a continuacion que el casco convexo de un conjunto puede ser carac-
terizado como la coleccién de todas las combinaciones convexas de elementos del

3En [12] se hace una diferencia entre espacios lineales y espacios vectoriales, sin embargo, para
este trabajo, ambos conceptos se entenderan como sinénimos que definen la estructura algebraica
usual.



1.1. CONVEXIDAD

conjunto. Para ello se define, para todo natural n, el conjunto Conv,(A) de la
siguiente manera:

Convn(A):{x]x:Z/\ixiy Zz\izlcon)\iEI,xieAelgiSn}.

i=1 =1

Ademds, se define el conjunto C'onve,(A) como
Conve(A) = UComJn(A).
n=1

Los primeros conjuntos son combinaciones convexas de a lo méas n elementos
de A, mientras que Convy(A) es el conjunto de todas las combinaciones convexas
de elementos de A.

Lema 1.1.3. Sea L un espacio topoldgico lineal y A un subconjunto de L. Entonces,
se cumple la siguiente igualdad

Conv(A) = Conve(A)

Demostracion. Para probar la primera contencién notemos que Conv,,(A) es un
conjunto convexo, pues si tomamos dos de sus elementos x e y, asi como un real «
en I, se tiene que existen subconjuntos {z1,...,z,} v {v1,...,ym} de A, asi como
conjuntos {A,..., A\ } vy {B1,...,Bm} de elementos de I, tales que z = Y1 | Ny,

Y= "By >N =Y.y Bi = 1. Entonces,
ar+ (1 —a)y = Z&Aiaf;i + Z(l — a)Biyi,
i=1 i=1

ademas,

m

Zoz)\i—i-Z(l—oz)ﬁi:aZAﬁ—(l—a)Zﬁi:a(1)+(1—a)(1) =1,

=1

por lo tanto, ax + (1 — a)y es un elemento de Conv,,m(A) y en consecuencia
es un elemento de Convs(A). Ahora, como A C Convs(A), se concluye que
Conv(A) C Convy(A).

Probaremos la segunda contenciéon usando induccién para probar que, para
todo natural n, el conjunto Conv,(A) se queda contenido en Conv(A).

5



CAPITULO 1. PRELIMINARES

Se sigue facilmente que Convy (A) = A C Conv(A). Supongamos que Conv,, (A) C
Conv(A), para n mayor o igual que 1 y probemos que Conv,1(A) C Conv(A).
Sea z un elemento de Convy,1(A), entonces cumple que

n+1 n+1
:C:Z)\ixicon)\ieIparatoda1§i§n+1, Z)‘izl yx; € A.

i=1 =1

Si algin «; es igual a cero, entonces se cumple que x es elemento de Conv,,(A)
y por lo tanto, x es elemento de Conv(A). Entonces, supongamos que \; # 0 para
toda 1 <i <n+ 1y definamos el valor a de la siguiente manera:

a = 1/271:)\@
i=1

Notemos que a\; estd en I para toda ¢ < ny Y . a)\ = 1. Entonces, y :=
> aXz; se puede escribir como una combinacién convexa de n elementos de A
y, por lo tanto, y es elemento de Conv,,(A).

Como Conuv,(A) C Conv(A), se sigue que z,,+1 e y estan en Conv(A), mas ain
se tiene que x se puede escribir como una combinacién convexa de dos elementos
en A, de la siguiente manera:

T = (Z /\i) Y+ A 1Tng1

=1

Se concluye que z es elemento de Conv(A), demostrando asi la segunda contencion.

]

Definicién 1.1.4. Sea L un espacio topologico lineal. Un subconjunto finito A de
L es llamado afinmente independiente en L si, para todo x en A, el conjunto

Ay ={z—z|ze€ A\{z}}

es linealmente independiente.

Si A es un subconjunto arbitrario de L, A serd afinmente independiente en L
st todo subconjunto finito de A es afinmente independiente en X.

A es afinmente dependiente si no es afinmente independiente.

De la definiciéon anterior notemos que, si L es un espacio topolégico lineal
de dimension finita n, entonces la cardinalidad de todo subconjunto afinmente
dependiente sera a lo mas n + 1.

En el siguiente resultado se puede observar que los conjuntos afinmente inde-
pendientes pueden ser caracterizados por medio de combinaciones lineales afines,
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donde una combinacién lineal afin o simplemente una combinacion afin serd aque-
lla combinaciéon lineal de elementos de un espacio lineal cuyos coeficientes seran
nimeros reales y cuya suma sea igual a 1.

Proposicion 1.1.5. Sea L es un espacio topologico lineal. Entonces, un subcon-
gunto no vacio A de L, es afinmente independiente si y solo si para todo B C A,
distinto del vacio y finito (digamos |B| =n) y para todo A\ € R", se cumple que

Z)‘ibi =0y Z)‘i = 0 tmplica que X = 0,

i=1 i=1
donde B = {by,ba,...,b,} y A= (A1, Aa, ..., Apn)-

Demostracion. Para la primera implicacién tomamos B = {by, bs, ..., b,} subcon-
junto de A, finito y distinto del vacio y A = (A, A2, ..., A,) en R™ tal que

=1 i=1

Si tomamos 1 < k < n, se tiene que

> Xl —by) = Z Ai(b; — by)
ik i=1
= Abi— ) Aibx
=1 =1
= i Aib; — <i )\i> by,
=1 =1
=1

=0.

Como B es afinmente independiente en L, el conjunto By, = {b; — by | i <nyi#
k} es linealmente independiente, entonces para toda i # k, A\; = 0, pero como
Z;Zl A = 0, se sigue que A\, = 0y, por lo tanto, A = 0.

Para probar la otra implicacion, debemos probar que para cualquier 1 < k < n
el conjunto By, es linealmente independiente. Para ello tomemos una combinacién
lineal de elementos de B, igual a cero y probaremos que esta combinacion es la
trivial.
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Sea A en R"! tal que A = (Ay, ..., Akt Moty - -5 An) Y

> X —bi) = 0.

itk
Si desarrollamos y definimos A\, := — > \;, se sigue que
i#k
0=> Nbi—be)=> Xbi—> Nbp=> A\bi+ (— > >\l-> b= Aib;.
ik ik i#k ik itk i=1

Ademas, notemos que

i=1

ik ik

lo cual implica que A\; = 0 para toda i < n. Asi se concluye que Bj, es linealmente
independiente y B es afinmente independiente.
O

Ahora, con apoyo de la caracterizaciéon de los conjuntos afinmente indepen-
dientes, se vera un importante resultado que muestra una caracteristica muy tutil
del casco convexo de un subconjunto de un espacio lineal de dimensién finita.
Dicho resultado fue demostrado por el matematico Ernst Steinitz como una gene-
ralizacion del teorema presentado por Constantin Carathéodory, quien lo formuld
originalmente para espacios topoldgicos lineales y para subconjuntos compactos.

(a) Convi(A) =A (b) Conva(A) (c) Convz(A) = Conv(A)

Figura 1.1
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Teorema 1.1.6 (Carathéodory). Sea L un espacio topoldgico lineal de dimen-
sion n, A un subconjunto de L y x un elemento del casco convero de A. Entonces,
x se escribe como una combinacion convexa de a lo mds n+1 elementos de A.

Demostracion. Sea x en Conv(A), entonces por el Lema 1.1.3 existe un subcon-
junto finito T" de A tal que x se puede escribir como una combinacién convexa de
elementos de T. Mas aun, existe un subconjunto 7, de A, el cual es el conjunto
mas pequeno con dicha propiedad.

Sea N = |T,,| y T = {y1,%2,-..,yn}, entonces existe A = (A1,..., A\y) en RY
tal que

N N
T = Z/\Z-yi con \; >0 paratodai < Ny Z)‘i = 1.
i=1 i=1
Probaremos el teorema por contradicciéon. Supongamos que N > n+ 1. Enton-
ces, T, es afinmente dependiente y por la Proposicién 1.1.5 existe a = (aq, ..., ay)

en RY tal que
N N
Zaiyi =0y Zoéi =0,
i=1 i=1

pero a; # 0 para algin 1 < j < N.

Comoa;«éOyZij\ilai:O, el conjunto S :={i|a; >0con1<i< N}esno
vacio.

Definimos 6 := min{\;/a; | i € S}y C :={i | \; —0a; =0con 1 <i < N}.
Notemos que el conjunto C' es no vacio.

Observemos que para cualquier ¢ en {1,..., N}, A\; — fa; > 0, pues

1. Si a; =0, entonces \; — 6a; = \; > 0.
2. Si a; > 0, se llega a que \;/a; > 6y, si multiplicamos ambos lados de la

desigualdad por el nimero negativo —q; y sumamos A; en ambos lados, se
concluye que \; — 0a; > Ay — (A\;/ay)a; = 0.

3. Sia; <0, sesigue que —fa; > 0 > —\;, ya que tanto 6 como \; son positivos,
entonces se puede concluir que A\; — fa; > 0.

Por la construccion de 6 y C' se puede observar lo siguiente:

D (= bai) =) (A — 0 ()
i¢C i=1

. 6(0) i

= 1.
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Ademas,

N
Z()\ — )y, Z)\ — O,y

i¢C
N
Z i — 0 Z QY
=1 i=1
= .

Resumiendo lo anterior, hemos escrito a x como combinacién convexa de N —
|C| elementos, pero N — |C| < N, lo cual es una contradiccién, pues N es la
cardinalidad minima con dicha propiedad.

]

Definicién 1.1.7. Sea U subconjunto convexo de un espacio topoldogico lineal L y
sea f: U — R una funcion. Se dice que f es cuasiconcava en U si para toda a € R,
el conjunto U, :={z € U | f(x) > a} es convezo.

v

-

Figura 1.2: Funcién cuasiconcava

Proposiciéon 1.1.8. Sea U subconjunto convero de un espacio topolégico lineal
Ly f:U — R una funcion. Entonces, [ es cuasiconcava en U si y solo si para
cualesquiera x1, x9 en U y X en I se cumple que

fz1 4+ (1= Naz) = min{f(z1), f(z2)}-

Demostracion. Supongamos que f es cuasiconcava. Entonces, si tomamos un par
de elementos x1, x2 en U y definimos a := min{ f(z1), f(z2)}, se sigue de inmediato

10



1.1. CONVEXIDAD

que {1, 22} C U, ={x € U | f(x) > a}. De tal manera que, al ser U, convexo,
se tiene que para toda A en [0, 1], Az + (1 — A)zy se queda dentro de Uy, pero esto
ultimo implica que, para toda A en I, f(Ax;+ (1 —A)xg) > a = min{ f(x;), f(z2)}.

Para la siguiente implicaciéon tomemos a € Ry probemos que U, es un conjunto
convexo.

Si U, es vacio, se cumple trivialmente que U, es convexo. Entonces, supongamos
que U, es distinto del vacio y tomemos x1, x5 en U, y A en I. Se ha de probar que
Az + (1 = A)zg es elemento de U, lo cual es equivalente a probar que f(Az; +
(1 =XNzp) > a.

Como z1, xs son elementos de U, se sigue que min{ f(z1), f(x2)} > a. Ademés,
por la hipétesis se tiene que

fAzy + (1 = Nag) > min{ f(z1), f(x2)} > a.

Por lo tanto, Ax; 4+ (1 — A\)zy estd en U, y se concluye que U, es convexo.
O

Ejemplo 1.1.9. Sea f una funcion lineal en un espacio lineal X, entonces f es
cuasiconcava.

Demostracion. Probaremos que, para todo x e y en X y toda « en I, se cumple
la siguiente desigualdad

min{ f(), f(y)} < flaz + (1 - a)y).

Como f es lineal, la desigualdad anterior es equivalente a

min{f(z), f(y)} < af(z) + (1 —a)f(y).

Sin pérdida de generalidad, supongamos que f(z) = min{f(x), f(y)}. Enton-
ces, f(r)=af(x)+ (1 —a)f(z) <af(z)+ (1 —a)f(y), con lo cual se cumple la
desigualdad.

[

Ejemplo 1.1.10. Si una funcion f es concava, serd también cuasiconcava.

Demostracion. Recordemos que una funcién céncava es aquella que para cualquier
elemento « en [ y para cualesquiera dos elementos x e y en su dominio, se cumple
que

flax+ (1= a)y) > af(x) + (1 —a)f(y).

11



CAPITULO 1. PRELIMINARES

Como se vio en el ejemplo anterior, se cumple que af(z) + (1 — a)f(y) >
min{ f(z), f(y)} para cualesquiera dos elementos z e y en el dominio de f y para
cualquier elemento « en /. Como consecuencia se tiene que f(azx + (1 — a)y) >

min{f(z), f(y)} y por lo tanto, f es cuasicéncava.
[l

1.2. Paracompacidad

Se iniciara esta seccién probando una caracterizacién de los conjuntos compac-
tos en términos de la llamada propiedad de interseccién finita.

Definicién 1.2.1. Si F = {A;}ica s una familia de conjuntos, se dird que F
cuenta con la propiedad de interseccion finita si para cualquier subfamilia, no vacia
y finita de F, la interseccion de todos sus elementos es distinta del vacio.

Teorema 1.2.2. X es un espacio topologico compacto si y solo si cualquier fami-
lia de subconjuntos cerrados de X con la propiedad de interseccion finita cumple
ademas que la interseccion de todos sus elementos es distinta del vacio.

Demostracion. Supongamos que X es compacto y tomemos una familia de con-
juntos cerrados de X, F = {F,}aca, con la propiedad de interseccion finita. Si
tomamos la familia de conjuntos U = {X \ F, }aeca, esta serd una coleccién de sub-
conjuntos abiertos de X. Ahora, supongamos que la interseccién de los elementos
de F es igual al vacio, es decir,

ﬂFa:Q).

acA

Notemos que U es una cubierta abierta de X, pues

&\ F)=x\ (ﬂFa> = X.

acA acA

Entonces, existe una subcubierta finita {X \ F,,,..., X \ F,, }, tal que X =

n n

U (X \ F,,), o equivalentemente, () F,, = 0, lo cual es una contradiccién, pues F
i=1 i=1

es una familia con la propiedad de interseccion finita. Asi pues, podemos concluir

que () F, #0.

acA

La siguiente parte se realizard también por contradiccién. Supongamos que
existe un cubierta abierta U = {U,}qaca de X tal que no cuenta con ninguna
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1.2. PARACOMPACIDAD

subcubierta finita. Entonces, para cualquier subfamilia finita {Uy,...,U,} de U,

se cumple que
n

X\UUi:ﬂ(X\Ui) # 0.
i=1 i=1
Asi, la familia £ = {X \ Ua}aea es una familia de conjuntos cerrados con la
propiedad de interseccién finita y por hipétesis también cumple que () (X \U,) #

acA
(). Asi, podemos notar lo siguiente:

X\ JUa= (X \Ua) # 0.

acA acA

Lo anterior contradice el hecho de que U sea una cubierta de X y, por lo tanto,
podemos concluir que X es compacto.

]

A continuacion, se definira el concepto de paracompacidad, introducido en 1944
por el matemético francés Jean Dieudonné y que resulta ser una generalizacién del
concepto de compacidad para espacios Hausdorff.

Definicién 1.2.3. Sea X un espacio topolégico y sea U = {Uy}aca una coleccion
de subconjuntos de X. U es localmente finita si para todo punto x en X, existe una
vecindad V de z, tal que V interseca una cantidad finita de elementos de U.

Definicién 1.2.4. Sea X un espacio topologico, U y V cubiertas de X. Se dice
que V es refinamiento de U, o bien, que V refina a U, si para todo V en V, existe
UenU tal que V C U.

Definicién 1.2.5. Sea X un espacio topologico de Hausdorff. Se dice que X es
paracompacto si toda cubierta abierta posee un refinamiento localmente finito.

Como ya se menciond, la nociéon de paracompacidad es una generalizacién de
la nocién de compacidad, pues si una cubierta abierta cuenta con una subcubierta
finita, esta es en particular un refinamiento localmente finito, por lo cual un espacio
compacto Hausdorff sera siempre paracompacto. Sin embargo, el reciproco no se
puede asegurar. Por ejemplo, si X es un espacio topolégico de cardinalidad infinita
dotado con la topologia discreta, entonces X sera paracompacto, pues la coleccién
de conjuntos unitarios de cada elemento en X serd un refinamiento localmente
finito para cualquier cubierta abierta, pero no sera compacto, ya que la coleccion
de conjuntos unitarios de cada elemento en X serd una cubierta abierta que no
cuenta con una subcubierta finita.

13
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Uno de los ejemplos més importantes de espacios paracompactos es cualquier
espacio metrizable, como lo establece el teorema de Stone que a continuacion se
enuncia y cuya prueba puede verse en [15, Teorema 3.22] o en [3, Teorema 20.9].

Teorema 1.2.6 (Stone). Si X es un espacio metrizable, entonces X es un espacio
paracompacto.

Definicién 1.2.7. Sea X es un espacio topoldgico y % es una familia de funciones
continuas de X a I. Se dird que F es una particion de la unidad en X si para todo
x en X eziste una vecindad U, de x y un subconjunto finito %, de F que cumple
lo siquiente:

1. > fly) = 1 para toda y en U,

feTs
2. f(y)=0 para toda f en F \ F, y toda y en U,

Lema 1.2.8. Sea X un espacio topolégico y F una particion de la unidad en X.
Entonces, U(F) := {f71((0,1])| f estd en F} es una cubierta abierta localmente
finita.

Demostracion. U(F) estd compuesto por conjuntos abiertos, pues cada f en .7
es continua y el intervalo (0,1] es abierto en [0,1].

Ahora, probemos que U(.%) cubre a X. Para ello tomamos = en X y observemos
que, por ser particion de la unidad, existe una vecindad U, de x y un subconjunto
finito #, de .7 tal que > f(y) = 1, lo cual implica que existe f en %, tal que

feFs
f(z) # 0. Se concluye que U(.#) es una cubierta para X.

La cubierta U(.#) es localmente finita, pues si tomamos x arbitrario, existen
U, y %, como se define anteriormente, de donde f~'((0,1]) N U, # @ para todo f
en Z,y [~1(0,1))NU, = (0 para todo f que no estd en .%,, es decir U, interseca a
una cantidad finita de elementos de U (.%), pues %, es finito, y f~1((0,1])NU, = 0
para toda f que no esté en .%,.

O

Definicién 1.2.9. Sea .% una particion de la unidad en un espacio topolégico X
y V una cubierta. Se dice que .F estd subordinada a 'V si la cubierta U(.F) refina

aV.

A continuacién, veremos una forma de construir particiones de la unidad en
espacios metrizables a partir de cubiertas abiertas localmente finitas que, ademaés,
cumplen con ser subordinadas a la cubierta que les da origen.
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1.2. PARACOMPACIDAD

Si se tiene una cubierta abierta localmente finita U para un espacio topolégico
metrizable X, con métrica acotada admisible d, es decir, una métrica que induce
la topologia en X, a cada U en U se asocia una funcién llamada la K-funcion y
definida de la siguiente manera:

_d(z, X\ U)
- Y d, X\ V)

Veu

KU<£L'>

La familia # = { Ky }yey serd la familia de las K-funciones respecto a la cubierta
U. Notemos que las K-funciones estan bien definidas, pues la suma en el denomi-
nador cuenta con al menos un término mayor a cero, pero a lo mas una cantidad
finita de ellos. Ademas, la imagen de las K-funciones son subconjuntos de I.

Lema 1.2.10. Sea X un espacio topologico metrizable, d una métrica acotada
admisible y U una cubierta localmente finita.

La familia % de las K-funciones, respecto a la cubierta U, es una particion
de la unidad y ademds estd subordinada a U.

Demostracion. Probaremos primero que cada Ky en £, es continua. Para ello
tomamos = en X y usando el hecho de que U es localmente finita, podemos asegurar
la existencia de una vecindad W de x tal que el conjunto

A={UcU|UnW # 0}

es finito, digamos de cardinalidad n, es decir, A = {Uy,...,U,}.
Si definimos a Py como la restriccién de Ky sobre W, es decir Ky |, entonces
se tiene que, para todo z en W,

Py - HEX\D) __dX\D)
ZAEXAV) S x vy

Como la distancia de un punto a un conjunto es continua y A es finito,

Zd(zﬁ X \ Ui)

es una suma de funciones continuas, por lo tanto, Py es continua.
Gracias a que W es una vecindad de x, podemos concluir que Ky es continua
en .

15
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Para x, tomamos la subfamilia finita 7, de ¢ tal que ¢, = {Ky | U esta en A}.
Notemos que para toda y en W, se tiene que

\ > d(y, X\ U;)
> Kuly) =) A X\ | =1
Koes =1 ;d(y,X \ U;) ;d(y,X \ Ui)

Ademas, si y esta en W y Ky no es parte de %, en particular y no es elemento de
U, entonces Ky (y) = 0. Por lo tanto, la familia de las K-funciones es una particién
de la unidad.

Por tltimo, notemos que por la manera en que estan construidas las K-funciones,
la cubierta U(#") resulta ser la misma U, por lo tanto, £ estd subordinada a U.
O

Teorema 1.2.11. Sea X un espacio topolégico metrizable*, d una métrica admi-
sible para X. Entonces, para cualquier cubierta abierta U, existe una particion de
la unidad F subordinada a U.

Demostracion. Notemos que, si .% estd subordinada a una subcubierta, lo estara
también a la cubierta principal. Por ello y por el Teorema de Stone 1.2.6, podemos
suponer sin pérdida de generalidad que U es localmente finita.

Sea # = {Ky | U € U}, la familia de las K-funciones respecto a «. Como U
es localmente finita, por el Lema 1.2.10 podemos concluir que .# es una particion

de la unidad en X que ademas esta subordinada a U, como se queria probar.
]

1.3. Teorema del punto fijo de Brouwer

Si tenemos una funcién f : X — Y entre espacios arbitrarios X e Y, se dice
que zg es un punto fijo de f si f(zg) = xo. En ese caso, se dice que f admite un
punto fijo.

El estudio de las condiciones que deben cumplir las funciones y los espacios
para asegurar la existencia de puntos fijos ha llevado a varios resultados que en
conjunto son conocidos como teoremas de punto fijo, siendo uno de ellos el Teo-
rema del Punto Fijo de Brouwer, el cual cuenta con varias maneras en que puede
ser demostrado. Sin duda una de las mds elegantes se presenta en [12] en donde

4El teorema puede extenderse para cualquier espacio topoldgico paracompacto, gracias al
Lema de Urysohn, el cual asegura la existencia de funciones con caracteristicas que engloban a
las de las K-funciones. Eso puede verse en [15].
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se emplean conceptos de topologia algebraica, mientras que en [2] se presenta una
demostracion basada en propiedades combinatorias de las subdivisiones de un sim-
plejo.

Teorema 1.3.1 (Teorema del Punto Fijo de Brouwer). Sea B(0,1) la bola
cerrada unitaria en R™ y f : B(0,1) — B(0,1) una funcion continua. Entonces f
admite un punto fijo.

Corolario 1.3.2. Sea A un subconjunto de R"™. Si A es homeomorfo a B(0,1) y
f:A—= A es una funcion continua. Entonces f admite un punto fijo.

Demostracion. Sea g un homeomorfismo entre B(0,1) y A.

Definimos la funcién h : B(0,1) — B(0,1) de la siguiente manera: h(z) :=
g (f(g(x))). Notemos que h es continua, pues g~*, f y g son funciones continuas.
Usamos el teorema del punto fijo de Brouwer para asegurar la existencia de un
punto fijo zy en B(0,1) de h. Entonces, este punto cumple que

hzo) = g (f(9(z0))) = w0

Si aplicamos la funcién g en la igualdad anterior, tenemos que f(g(zo)) = g(zo),

lo cual nos dice que g(xg) es un punto fijo de f.
]

Lema 1.3.3. Toda bola cerrada B(z,r) en R™ es homeomorfa a B(0,1).

Demostracion. Definimos la funcién f: B(0,1) — B(0,r) por f(z) = rz.
Notemos que f es un homeomorfismo entre B(0,1) y la bola cerrada, centrada
en el origen y de radio 7.
Por otra parte, si definimos la funcién g : B(0,r) — B(z,r) como g(z) = z+uz,
esta resulta ser un homeomorfismo entre B(0,7) y B(z,r). Asi, la funcién go f es
un homeomorfismo entre B(0,1) y B(x,r).

]

Lema 1.3.4. Sea A un subconjunto compacto y convero de R™ y x en R"™. Entonces,
existe un unico elemento y € A tal que d(x,y) = min{d(z, 2)}.ca, donde d es la
métrica inducida por la norma euclidiana.

Demostracion. Tomamos la funcién f : A — R, definida por f(z) = d(z,2).
Notemos que f es continua y A es compacto, entonces existe un y en A tal que
d(xz,y) = min{d(z, z) },ea.

Ahora, probemos que y es unico. Lo haremos por contradiccion, supongamos
que existe ¢’ en A distinto de y tal que d(z,y) = d(z,vy") = min{d(z, 2) },ca =: a.
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Por la convexidad de A, y%y se encuentra en A y, por lo tanto, d(z, y%y) >
a. Ademads, como A es subconjunto de R™, se cumple la ley del paralelogramo,
teniendo con ello lo siguiente:

d(m—y,x—y/)QZH(I—y)—(aj y)II”
=2l = yl*+llz = ¥'I*) = (= = ) (x =)
s He D)
]
:4a2—4d(aj,y—;y,)2
< 40’ — 4a?

=0.

De la desigualdad anterior, podemos concluir que x —y = = — ¢/, lo cual implica

que y =y vy, por lo tanto, y es tnico.
O]

Proposicion 1.3.5. Sea A un subconjunto compacto y convero deR™ y f : A — A
una funcion continua. Entonces, f tiene un punto fijo.

Demostracion. Como A es compacto en R™, en particular es acotado y, por ende,
existe r > 0 tal que la bola cerrada de radio r centrada en el origen contiene a A.
Tomamos la funcién ¢ : B(0,7) — A definida por g(x) := z donde

KIS {y €A | d(l’,y) = min{d(x7z>}Z€A}'
Por el Lema 1.3.4, g esta bien definida.

Sea x en B(0,7) y z en A. Entonces, para todo t en I, z; :=tz+ (1 —t)g(z) es
un elemento de A. Ademas, por la definicién de g, se cumple que

(z—g(z),2 — g(x)) = [|lz — g(=)||"
<z — |
= llz — (tz + (1 = t)g(x)) |
= ||z — g(z) — t(z — g(=))|I"

= (& —g(x) = t(z = g(2)),x — g(z) = 1(z = g(x))).
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De la desigualdad anterior, se sigue lo siguiente:

0<(z—g(x),r—g(r)) —t{x —g(z), 2z — g(z)) — t{z — g(z),z — g(z))
+t2(z —g(x),z — g(x)) — (x — g(x),z — g(x))
=t*]|z — g(a)|*—2t(x — g(x), z — g(z)).

_~ T

Por lo tanto,
0 < tllz — g(2)[*~2(z — g(x), 2 — g(x)).

Ahora, si t es igual a 0, se cumple que (x — g(x),z — g(z)) <0.

Para probar que g es continua, tomamos dos elementos distintos y y w en
B(0,7). Como ¢(y) v g(w) son elementos de A y por la desigualdad anterior, se
cumplen las siguientes desigualdades:

(y—9(),g9(w) —g(y)) <0

(w—g(w),g(y) — g(w)) <0.

Lo cual implica que
(—9),9(y) —g(w)) =0

(g(w) —w, g(y) — g(w)) > 0.

Sumando ambas desigualdades, tenemos que

0<(y—9y),9(y) — g(w)) + (g(w) —w,g(y) — g(w))
= (v, 9(y) — 9()) — (9(v), 9(y) — g(w)) + (g(w), g(y) — g(w))
+ (—w, g(y) — g(w))
=y —w,g(y) — g(w)) — {9(y) — g(w), g(y) — g(w)).

Es asi que
(y—w,g(y) — g(w)) > (g(y) — g(w), g(y) — g(w)) = [lg(y) — g(w)]]*.

Usando ahora la desigualdad de Cauchy-Schwarz, se obtiene la siguiente des-
igualdad

ly — wll-lg(y) — g(w)||= (¥ — w, g(y) — g(w)) = [lg(y) — g(w)]|>.

Por lo tanto, ||y —wl||> ||g(y) — g(w)||. Concluyendo con ello que g es Lipschitz vy,
por ende, es continua.
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Luego, la composiciéon f o g : B(0,r) — A es continua, pues f y g lo son.
Ademsds, la podemos considerar como una funcién de B(0,7) en si misma, debido
a que A estd contenida en B(0,7).

Usando el Corolario 1.3.2 y el Lema 1.3.3, para la funcién f o g existe un punto
fijo o en B(0,7), esto es f(g(zo)) = xo. Ademds, como la imagen de f o g estd
dentro de A, zy estd en A.

Por la forma en que esta definida ¢ y dado que z( estd en A, se tiene que

g(xo) = xo, lo cual implica que f(xy) = zo.

]

1.4. Redes

De manera formal, una sucesién en un conjunto X es una funcién del con-
junto de los naturales a X. A partir de la nocién de sucesiones es posible hacer
una generalizacion en espacios topologicos, para ello es necesario recuperar o bien
generalizar el papel que juegan los niimeros naturales, es decir, indexar.

Definicién 1.4.1. Sea A un conjunto y =< una relacion en A. Se dice que < es
una direccion en A si cumple lo siguiente.

1. Para cualquier x en A, x < x (Propiedad reflexiva).

2. Para cualesquiera x,y,z en A tales que x <y e y = z, se cumple que x =X z
(Propiedad transitiva).

3. Para cualesquiera x,y en A existe z en A tal que x <z ey =X 2.

Al par (A, =) se le llama conjunto dirigido, pero por convencién omitiremos la
relacion y diremos que el conjunto A es un conjunto dirigido, en donde implicita-
mente se tiene una direccion.

Si < es una direccion, usaremos la notacién x < y si x =<y, pero x # y. Con la
misma logica, podemos definir x = ysiy Sz, yxr >ysiy <.

Al dotar a un conjunto con una direccién, se puede generalizar el papel que
juegan los naturales. De la definicién se puede observar que dos elementos de un
conjunto dirigido no necesariamente estan relacionados por la direccién.

Ejemplo 1.4.2. El conjunto de los numeros naturales donde la direccion la da el
orden usual (<), es decir (N, <) es un conjunto dirigido.

Ejemplo 1.4.3. El sistema de vecindades N, de un punto x en un espacio to-
poldgico es un conjunto dirigido, donde la direccion < estd definida por U <V
siempre y cuando U C V.

20



1.4. REDES

Este congunto dirigido es muy tmportante y util, como se puede observar en
algunos de los siguientes resultados.

Definicién 1.4.4. Sean X un conjunto y A un conjunto dirigido. Se define como
red a cualquier funcion x : A — X. St a es un elemento de A, al elemento z(«)
se le denota como x,,.

Una red es denotada por (T4)aca-

Notemos que, en particular, las sucesiones son redes definidas en el conjunto
dirigido de los niimeros naturales.

El siguiente paso sera introducir la definicién de convergencia de una red, para
ello se generalizara la idea de convergencia de sucesiones, es decir, que eventual-
mente los elementos de la red se quedan tan cerca de un punto como se quiera.

Definicién 1.4.5. Sea (24)aca una red en un espacio topoldgico X. Diremos que
la red converge a un punto x* si para cualquier vecindad V' de x*, existe oy tal que
o €s elemento de V' para todo o = «y.

De manera similar a lo que ocurre con las sucesiones, una red tiene a lo mas
un limite si se encuentra definida en un espacio topolégico Hausdorff.

Teorema 1.4.6. Sea A un conjunto de un espacio topolégico. Entonces, un ele-
mento x estard en la cerradura de A si y sélo si x es el limite de una red contenida

en A.

Demostracion. Tomamos un elemento = de la cerradura de A. Luego, notemos
que, si V' es una vecindad de z, entonces existe un elemento xy en la interseccion
de V' y A, de tal manera que si tomamos la red (zy)yen,, donde N, es el sistema
de vecindades de x dirigidas por el orden definido en el Ejemplo 1.4.3, se sigue que
la red esta contenida en A y x es un punto limite.

Luego, para probar la segunda implicacién, notemos que si una red (z,)aca
contenida en A converge a un punto x, entonces para toda vecindad V de z, la
intersecciéon de V' y A es distinta del vacio (ya que hay un elemento de la red en
V) y, por lo tanto, z es un punto de la cerradura de A.

m

Del teorema anterior se obtiene el siguiente corolario que da una caracterizacién
de los conjuntos cerrados en relaciéon con la convergencia de las redes.

Corolario 1.4.7. Si A es un subconjunto de un espacio topoldgico, entonces A
serd un conjunto cerrado si y solo si toda red convergente y contenida en A tiene
sus limites en A.
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Siguiendo con las generalizaciones de los conceptos que envuelven a las suce-
siones, se define lo que es una subred, la cual es una generalizacion de las subsu-
cesiones.

Definicién 1.4.8. Sea X un espacio topolégico y (x4)aca una red. Una red (ys)sen
serd subred de (T4)aca St existe una funcion f: B — A que cumple lo siguiente:

1. yg = xy() para todo 3 € B
2. Para cada o € A existe algin By € B tal que f(B) = ag para toda B = Py.

Definicién 1.4.9. Sea X un espacio topoldgico y (To)aca una red en X. Se dice

que la red aglomera o tiene un punto de aglomeracion en x si y solo si para cada

vecindad U de x y cada ag en A, existe algin o = ag tal que x,, es elemento de U.
Se dice entonces que la red (To)aca €s cofinal en cada vecindad de x.

Teorema 1.4.10. Sea (24)aca una red en un espacio topolégico X. Un punto x es
punto de aglomeracion si y solo si la red tiene una subred convergente en x.

Demostracion. Sea x un punto de aglomeracién de la red (x,)aca. Definimos el
conjunto S de la siguiente manera

S:={(a,U) | @« € Ay U una vecindad de x tal que x, € U},

para este conjunto se define una direccién como (aq,U;) < (g, Us) si y sélo si
a; <apy Uy CULL

Definimos la red (Y(a,0))(a,0)es POT Y(a,u) = Tf((a,vy ¥ donde la funcién f :
S — A esta dada por f(«o,U) = a.

Ahora, veamos que la red definida es de hecho una subred. En efecto, si tenemos
a € A, podemos tomar («,U) para algun U arbitrario fijo, el cual cumple que si
(', U") > (a, U), entonces en particular o' > «, lo cual es igual a que f((a’,U’)) >
Q.

Probemos ahora que la subred converge a z. Para ello tomamos una vecindad
U de z. Por hipétesis existe a tal que x, estd en U. Asi («a,U) cumple que si
(',U") > (o, U), entonces x, estd en U, ya que x/ estden U y U CU.

Por lo tanto, se puede concluir que la subred generada por f converge a x.

Para demostrar la segunda implicacién, supongamos que f : B — A define una
subred (ys)gen, convergente a . Tomamos o en A y V una vecindad de z.

Como la subred converge en x, existe 3y tal que xfg) estd en V, para cualquier
B = Bo.

Por ser (yg) una subred, existe 5, tal que f(5) > «a, para cualquier 5 > (.
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Ahora, por la propiedad de la direccién, podemos tomar 35 tal que B = By y
B2 = B, teniendo asi que f(B) = oy xfs,) estd en V. Por lo tanto, = es un punto
de aglomeracion.

]

Teorema 1.4.11. Sea X un espacio topolégico. Entonces, X es compacto si y solo
si toda red en X tiene una subred convergente en X.

Demostracion. Supongamos que X es compacto y probemos la primera implicacién
por contradiccién. Para ello supongamos que existe una red (y,)aca que no tiene
ninguna subred convergente.
Usando el resultado previo, podemos asegurar que la red (z,), 10 tiene ningin
punto de aglomeracién, lo cual significa que para cada x en X podemos encontrar
una vecindad, U,, de x y un «, tal que y, no esta en U, para todo a > a,. Luego,
usando el hecho que X es compacto, podemos asegurar la existencia de x1,...,z,
n

en X tal que X = |JU,,. Tomemos ahora cualquier « tal que a > a,, ..., ay,,
i=1

entonces z, no es elemento de X, lo cual es una contradiccion.

Supongamos ahora que toda red en X tiene una subred convergente y probemos
que X es compacto. Para ello tomemos una familia F = {F;};c4 de subconjuntos
cerrados de X con la propiedad de la interseccién finita, esto es, F;, N---NF; # ()

para cada {iy,...,i,} € A. A continuacién, mostraremos que [ F; # (). Para ello
icA
definiremos el conjunto

A:{{zl,,Zn}|21,,zn€Ayn€N}

Definimos un orden en A de la siguiente manera: \; = {iy,...,ix} < Ao =
{j1,-- -, jn} siysblosi {i1,... i} € {J1,...,7n}. Claramente < es una direccién.

Dado que la familia F posee la propiedad de interseccion finita se satisface que,
para toda A = {iy,...,it} € A, podemos encontrar un elemento z, € F; N---N
F;,,. Si usamos la hipdtesis, la red (z))ea tiene una subred convergente, digamos
(Zx,, )amen- Lo cual nos asegura la existencia de un elemento x en X tal que la
subred converge a x.

Ahora, mostraremos que dicho punto x es elemento de F; para cada i € A. Para
lo cual fijamos Fj, esto implica la existencia de mq tal que A\,,,, > {i}. De tal manera
que {i} C A\, para todo \,, > A, lo cual implica que x,,, € F;, N---NEF; CF;,
para todo A, = {i1,...,in} > A

Por otro lado, como la subred converge a x y Fj; es un conjunto cerrado, se
sigue del Corolario 1.4.7 que x es elemento de F;. Por tltimo, notemos que por el
teorema 1.2.2 se sigue que X es compacto.

]
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CAPITULO 2

TEOREMA DE SELECCION DE MICHAEL

En este capitulo se definiran las funciones multivaluadas y la nocién de con-
tinuidad en éstas. También se presentaran resultados que dan muestra de sus
propiedades y como una de sus aplicaciones relevantes (que serd usada en la de-
mostracién del Teorema de Nash) se presentard la demostracién del Teorema del
Maximo de Berge. Se introducira la idea de selecciones de una funciéon multivalua-
da y se probara el Teorema de Seleccién de Michael, el cual da condiciones para
asegurar la existencia de selecciones continuas. Posteriormente y equipados de este
ultimo teorema, se probara el Teorema del Punto Fijo de Kakutani, el cual se trata
de una generalizacion a funciones multivaluadas del Teorema del Punto Fijo de
Brouwer.

La teoria y pruebas presentes en el capitulo fueron estructuradas tomando como
referencia y basado en las publicaciones [3],[12], [7] y [2]. En particular, la prueba
del Teorema del Punto Fijo de Brouwer y el Teorema de Berge siguen la ruta
seguida en [7], [3] y [2], mientras que la demostracién del Teorema de Seleccién de
Michael sigue el camino presentado en [12].

2.1. Funciones multivaluadas

Cuando se estudian las funciones, un ejemplo clasico de lo que no es una funcién
se presenta al intentar construir en R? una funcién a partir de la ecuacién de
la circunferencia, y? + 22 = r2, pues la relacién resultante, y = /72 — 22, no
cumple que los elementos del dominio estén relacionados con un unico elemento.
Lo anterior lleva a tener que elegir un tnico signo de la raiz para poder construir
una funcién, con la consecuencia de limitarse a la mitad de la circunferencia.
Este es un ejemplo de que en ocasiones es necesario contar con la posibilidad de
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CAPITULO 2. TEOREMA DE SELECCION DE MICHAEL

relacionar a un elemento con mas de un elemento, por ello se introduce la nocién
de funcién multivaluada, que precisamente llega a cubrir la restricciéon binaria de
las funciones.

/12 — 22

Figura 2.1: Grafica de la circunferencia de radio r

Una funcién multivaluada puede entenderse como una funcién cuyo codominio
corresponde al conjunto potencia de algin otro conjunto.

Las funciones multivaluadas también son llamadas correspondencias, como alu-
sion a la correspondencia que envia una persona o direccién de correo. En este
trabajo se tomara el nombre de funciones multivaluadas y cuando se hable de fun-
ciones, se entendera que se trata de una relacién binaria en el sentido usual.

Definicién 2.1.1. Sean X eY dos conjuntos no vacios. Una funcion multivaluada
o correspondencia F de X a'Y es una funcion de X al conjunto potencia de Y sin
el vacio. Es decir, F: X — 22(Y) \ 0.

Escribimos F' : X =Y, para distinguir una funcion multivaluada.

Si F': X = Y es una funcién multivaluada, X es el dominio de F'y Y es el
rango o codominio. La imagen de un subconjunto A de X sobre F' se define como
el conjunto

F(A):={yeY | ye F(z) paraz en A} = UF(ZL‘)
€A

Es claro que una funcién de X a Y puede verse como una funciéon multivaluada,
la cual a cada punto de X se le relaciona con un conjunto de cardinalidad 1 de Y.

Ejemplo 2.1.2. 57 X e Y son espacios topologicos, y f : X — Y es una funcion
suprayectiva, se define la funcion multivaluada F 1Y = X en cada y € Y por

F(y) == ().
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2.1. FUNCIONES MULTIVALUADAS

Es decir, esta funcion multivaluada envia a cada elemento de Y a su preimagen
bajo la funcion f.

Ejemplo 2.1.3. F':[0,1] = [0, 1] definida por

0,1] sixz€0,1/3]
F(x) =< [1/3,2/3] siz e (1/3,2/3]
0,1] six € (2/3,1]
1 |
23 |
1/3 |
1/3 2)3 1
Figura 2.2

Cuando la imagen de todo elemento del dominio de una funcién multivaluada
es un conjunto cerrado, abierto, compacto o convexo, se dice que la funciéon multi-
valuada es de valores cerrados, abiertos, compactos o convexos, respectivamente.

Al intentar extender la nociéon de imagen inversa de una funciéon multivaluada
se llega a que existen al menos dos maneras claras en que podria hacerse. Veremos
mas delante que debido a ello se pueden llegar a mas de una manera de extender
la nocién de continuidad en funciones multivaluadas, una por cada tipo de imagen
inversa.

Definicién 2.1.4. Sean X e Y espacios topologicos y F' - X = Y una funcion
multivaluada. Se definen los siguientes dos conjuntos:

1. La tmwversa superior de un subconjunto B de Y sobre F' es el conjunto
FY“(B) :={x € X | F(x) C B}.
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2. La tnversa inferior de un subconjunto B de Y sobre F' es el conjunto

F'(B):={zx € X | F(z)NB #0}.

Es claro que cuando se trata de una funcién multivaluada inducida por una
funcion, la inversa superior y la inversa inferior coinciden y son igual a la imagen
inversa ya conocida.

Se vera a continuaciéon la extension de la nocién de continuidad para funcio-
nes multivaluadas. Al ser una funciéon también una funcién multivaluada no es
de extranar que las definiciones sobre continuidad para funciones multivaluadas
guarden relacion con las nociones de continuidad para funciones, pues al particu-
larizar dichas definiciones sobre estas tltimas, se llegue a las definiciones conocidas
para funciones. Pensandolas como generalizaciones se puede partir de la idea de
que funciones continuas son aquellas que devuelven conjuntos abiertos a conjun-
tos abiertos, es decir, una funcién continua es aquella cuya imagen inversa de un
conjunto abierto resulta ser también un abierto. Sin embargo, como ya se vio en
la definicién anterior, existen dos nociones de imagen inversa y cada una de ellas
induce una nocion de continuidad, que por no ser unicas son llamadas semiconti-
nuidad .

A continuacién se presentan las definiciones de semicontinuidad para funciones
multivaluadas y en los siguientes resultados se podra observar la caracterizacion
de éstas en relacion con las imagenes inversas.

Definicién 2.1.5. Sean X e Y dos espacios topologicos, F : X =Y una funcion
multivaluada y x en X.

1. F' es superiormente semicontinua en x si para cualquier abierto U en'Y
que contiene a F(x), existe una vecindad V de x la cual cumple que F(V') C
U.

I es superiormente semicontinua st es superiormente semicontinua en cada
elemento de X.

2. F es inferiormente semicontinua en x si para cualquier abierto O en'Y
tal que F(x) N O # 0, existe una vecindad W de x la cual cumple que para
todo ' en W, F(2')NO # 0.

F es inferiormente semicontinua si es inferiormente semicontinua en cada
elemento de X.

IExisten nociones de semicontinuidad para funciones [3], que no deben confundirse las nocio-
nes de semicontinuidad para funciones multivaluadas.
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3. F es continua en x si es superiormente semicontinua e inferiormente se-
micontinua en x.
F' es continua si es continua en cada elemento de F'.

Ejemplo 2.1.6. Si tomamos la funcion multivaluada F : [0,1] = [0,1] definida
por

F(z) =10,x].

Figura 2.3

Entonces, F es continua.

Ejemplo 2.1.7. La funcion definida en el Ejemplo 2.1.3 no es inferiormente se-
micontinua en 1/3, pero si en el resto de los puntos. No es superiormente semi-
continua en 2/3, pero si en el resto de los puntos.

Como ya observamos, cuando vemos a una funcién como una funcion multiva-
luada, la inversa superior y la inferior son la misma. Si una funcién es continua,
vista como una funciéon multivaluada, sera tanto inferior como superiormente se-
micontinua, lo cual muestra que dichas nociones son generalizaciones de la conti-
nuidad para funciones.

Proposicion 2.1.8. Sean X e Y espacios topologicos y F : X = Y una funcion
multivaluada. FEntonces, F' es superiormente semicontinua si y solo st para todo
conjunto abierto U de Y, el conjunto F*(U) es un conjunto abierto en X.
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Demostracion. Para la primera parte tomamos un abierto U en Y y x en F*(U),
es decir, F'(x) estd contenido en U. Como F' es superiormente semicontinua, existe
una vecindad V' de z, la cual cumple que F(V') C U, pero esto implica que todo
punto en V se queda dentro de F*(U), por lo que F*(U) es abierto en X.

Para la segunda implicacién tomamos z en X y U un abierto que contiene a
F(z), entonces x estd en F*(U), el cual es abierto, y en particular cumple que
F*(U) C F*(U) y, por lo tanto, F/(F*(U)) se queda contenida en U, probando asi
que F' es superiormente semicontinua.

]

Proposiciéon 2.1.9. Sean X e Y espacios topologicos y F' : X =Y wuna funcion
multivaluada. Entonces, F es inferiormente semicontinua si y solo st para todo
conjunto abierto U de Y, el conjunto F'(U) es abierto en X.

Demostracion. Para probar la primera implicacién tomamos un abierto U en Y
y x en FI(U), esto es F(z) NU # (. Como F es inferiormente semicontinua y
U es abierto, existe una vecindad V' de x tal que para cada 2’ en V se tiene que
F(2')NU # (), entonces V se queda contenido en F'(U) y, por lo tanto, F'(U) es
abierto en X.

Tomamos ahora x en X y U un abierto en Y tal que F(x) N U # 0, luego x
es elemento de F'(U) el cual es abierto en X y, ademds, por definicién, cumple
que para cada 2’ en FY(U), F(2') N U # (), teniendo asi que F es inferiormente
semicontinua.

[]

Las siguientes proposiciones dan caracterizaciones secuenciales de la semicon-
tinuidad superior e inferior en funciones multivaluadas entre espacios topoldgicos
metrizables. En el caso de la semicontinuidad superior, dicha caracterizacion solo
se garantiza para funciones multivaluadas con valores compactos. Por otro lado,
la caracterizacién de la semicontinuidad inferior es general.

Proposicion 2.1.10. Sean X e Y espacios metrizables, F' : X =Y una funcion
multivaluada de valores compactos.

Entonces, F es superiormente semicontinua si y solo si para todo x en X y para
cualesquiera sucesiones (x,)nen en X que converjan en = y (Yn)neny en Y tal que
Yn € F(z,,) para toda n en los naturales, existe una subsucesion de (Yn)nen la cual
converge a un punto en F(x).

Demostracion. Para la primera implicaciéon suponemos que F' es superiormente
semicontinua. Tomamos x en X, (2,)nen una sucesién convergente a x y sea (Y )nen
una sucesién tal que y,, estd en F'(x,) para toda n € N.
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Lo probaremos por contradicciéon. Supongamos que ninguna subsucesién con-
verge a ningun punto en F'(z). En particular (y,),en no converge a ningiin punto
de F(xz), lo cual implica que para todo z en F(z) hay una vecindad U, de z y un
natural n, tal que para toda m > n, se tiene que y,, no esta en U,.

Dado que F(x) es compacto, existen z1, 2, ..., 2z, en F(x) tal que

F(z) CU := O U.,.

=1

Sea ng = max{n.,,n.,,...,n;, }, la cual satisface que para todo m > ng se
tiene que y,, no esta en U.

Por otro lado, al ser F' superiormente semicontinua en z, se sigue en F*(U) es
un abierto y una vecindad de x y, por lo tanto, existe mg tal que x,, es elemento
de F“(U) para cada n mayor que mg. Tomando un natural ny, mayor que mg y ng
a la vez, tenemos que z,, es elemento de F*(U) y, por lo tanto, F'(x,,) se queda
contenido en U, pero como y,, es elemento de F(z,,), se tiene ademds que y,, es
elemento de U, lo cual es una contradiccién.

Para la otra implicacion, supongamos que F' no es superiormente semicontinua
en x, entonces existe un abierto O que contiene a F'(z) y tal que la imagen bajo
F de toda vecindad de x no se queda contenida en O. En particular para toda n
en los naturales se cumple que

F(B(z,1/n)) € O.

Entonces, se pueden construir sucesiones (z,)nen ¥ (Yn)nen tales que x,, es
elemento de B(x,1/n) y y, es elemento de F(x,) \ O. Luego, claramente (x,)nen
converge a r y, ademas, 3, no puede tener ninguna subsucesion convergente a
ningin elemento de O y, por lo tanto, tampoco a ningtin elemento de F(z), pues
la sucesién se queda contenida en Y \ O, el cual es cerrado, llegando asi a una
contradiccion.

]

Proposicion 2.1.11. Sean X e Y espacios topologicos metrizables y F : X =Y
una funcion multivaluada. Entonces, F' es inferiormente semicontinua en x si y
sélo si dado x en X, para toda sucesion (x,)neny e€n X que converge a x y para
toda y en F(x), existe una sucesion (Y )nen en'Y que converge a y, tal que y, estd
en F(x,), para todo natural n € N,

Demostracion. Sea x en X, yen Y y (x,)n,en una sucesion en X convergente a x.
Para cada k € N tomamos B(y, 1/k), la bola de radio 1/k y con centro en y.
Como F es inferiormente semicontinua en x, existe un nimero real positivo d; tal

que F(z) N B(y,1/k) # 0 para todo z en B(z,d), .
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Por otro lado, ya que (z,),en converge a x, para todo 0y existe un natural ng
tal que z, estd en B(x, ), para toda natural p > ny. Lo cual implica a su vez que
F(z,) N B(y,1/k) # 0.

Con lo anterior, podemos construir la sucesién (¥, )men de la siguiente manera:

1. Para m < np, tomamos un elemento arbitrario y,, en F(z,,).

2. Cuando m = ny, para alguna k € N, tomamos un elemento y,, en B(y, 1/k)N

3. Para cada m tal que ny < m < ngyq, con k € N, tomamos un elemento y,,
en B(y,1/k) N F(x,).

De la construccién de la sucesion, es claro que y,, € F(x,,) para toda natural
m. Veamos ahora que la sucesién converge a y. Para ello tomamos un niimero real
positivo g, y podemos asegurar la existencia de un natural &k tal que ¢ > 1/k.
Notemos que, para todo natural m > ny, y,, estd en B(y, 1/k), asegurando asi la
siguiente desigualdad d(y.,,y) < 1/k < e, y con ello la convergencia a y.

Para la segunda implicacion, lo haremos por contradiccion. Entonces, existe un
abierto O en Y el cual cumple que O N F(x) # 0 y es tal que para toda vecindad
V de x, existe un zy en V el cual cumple que F(zy) N O = (). En particular, para
toda n € N habra un x,, en B(z,1/n) tal que F(x,)NO = .

Si tomamos y un elemento de O N F(z), por hipdtesis existe una sucesién
{Yn}nen tal que y, estd en F(x,) y que converge a y, pero como y estd en Oy
este ultimo es abierto, existe un N € N tal que yy esta en O, lo cual es una
contradiccién, pues F(xy) N O = 0.

0

Dicho de otro modo, la proposicién anterior nos dice que una funcién multiva-
luada inferiormente semicontinua es aquella en la que todo elemento y en la imagen
de x puede verse como el limite de una sucesién de elementos que se encuentran
respectivamente en la imagen de una sucesién de elementos que convergen a .

Las proposiciones anteriores nos dan caracterizaciones para funciones multiva-
luadas entre espacios metrizables, pero las siguientes proposiciones dan caracteriza-
ciones, por medio de redes, para funciones multivaluadas entre espacios topoldgicos
arbitrarios.

Teorema 2.1.12. Sean X e Y espacios topolégicos, F' : X = Y wuna funcion
multivaluada. Entonces, F' es inferiormente semicontinua si y solo si dado x en X,
(Za)aca una red de X que converge a x y cada abierto W en'Y tal que F(x)NW #
0, existe ag con la propiedad de que para todo o > o, F(xe) MW £ 0.
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Demostracion. Supongamos que F' es inferiormente semicontinua. Tomamos (4, )aca,
una red convergente a z y un abierto en W C Y, tal que F(z) "W # (. Al ser '
inferiormente semicontinua, se sigue que F'(W) es abierto en X y ademds es una
vecindad de z. Luego, al ser la red convergente a z, existe un g tal que para todo
a > ap se cumple que x, estd en FY(W), es decir, F(z,) N W # 0.

Para demostrar la segunda parte, lo haremos por contradiccién. Entonces, su-
pongamos que existe W un abierto en Y tal que el conjunto F'(W) no es abierto
en X. Es decir, existe z en F'(W) el cual no es punto interior de F'(W), lo cual
significa que no existe vecindad de x que se quede contenida en F'(W).

Tomamos N, el conjunto dirigido de todas las vecindades de z, el cual serd
dirigido por inclusién. Entonces, de lo anterior se tiene que para cada V en N,
existe zy en V tal que xy no estd en F'(W), de tal forma se construye la red
(xv)ven,, la cual converge a x. Notemos que F(x) N W # (), pues x estd en
F'(W), teniendo asf las condiciones de la hipdtesis para asegurar la existencia de
Vo, tal que para todo V' > Vj se cumple que F'(zy) NW # (), o visto de otra forma,
significa que zy estd en FY(W), lo cual es una contradiccién a la forma en que se
construyé la red.

O

Teorema 2.1.13. X e Y espacios topologicos y F' : X = Y wuna funcion mul-
tivaluada. Entonces, F es superiormente semicontinua si y solo si dado x en X,
(To)aca una red de X que converge a x y W un abierto en'Y tal que F(x) C W,
existe ag con la propiedad de que para todo o > o, F(z,) C W.

Demostracion. Supongamos que F' es superiormente semicontinua. Sean (4 )ac4,
una red convergente a z y W un abierto en Y tal que F(x) C W. Por hipétesis
F*“(W) es abierto en X y ademéds es una vecindad de z. Luego, al ser la red
convergente a x, existe un aq tal que para todo a > g se cumple que x,, esta en
F“(W), es decir, F(z,) C W.

Para demostrar la segunda parte, lo haremos por contradiccion. Supongamos
que existe W un abierto en Y tal que el conjunto F*“(W¥) no es abierto en X.
Entonces, existe z € F*(W) el cual no es punto interior de F*(W), lo cual significa
que no existe vecindad de = que se quede contenida en F*(W).

Tomamos N, el conjunto dirigido de todas las vecindades de z, el cual serd
dirigido por inclusion. Se sigue que para cada V en N, existe xy en V tal que xy
no estd en F“(W). De tal forma se construye la red (zy)ven, la cual converge a
x. Notemos que F(z) C W, pues z estd en F“(IV), teniendo asi las condiciones de
la hipétesis para asegurar la existencia de Vj, tal que para todo V' > Vj se cumple
que F(zy) C W, o visto de otra forma significa que xy esta en F*(W), lo cual es
una contradiccién a la forma en que se construyé la red.

]
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Definicién 2.1.14. Sea F' : X = Y wuna funcion multivaluada entre espacios
topoldgicos X e Y. Se define la grdfica de F, denotado por Gr(F), como el sub-
congunto del espacio X XY definido de la siguiente manera:

Gr(F) :={(z,y) e X xY |y € F(z)}.

Si la grdfica es de F es un conjunto cerrado en X XY, se dird que F tiene
grafica cerrada.

Veremos con los siguientes resultados que la propiedad de tener grafica cerrada
esta relacionada con que la funcién multivaluada sea superiormente semicontinua.

Lema 2.1.15. Si X es un espacio topoldgico Hausdorff, A un subconjunto com-
pacto de X y x un elemento que no estd en A. Entonces, existen abiertos disjuntos
U yV tales que x es elemento de U y A un subconjunto de V.

Demostracion. Como X es Hausdorff, para cada y en A existen abiertos disjuntos
U, v V,, tales que son vecindades de x e y, respectivamente. El conjunto {V,},ca
es una cubierta abierta de A y al ser éste un conjunto compacto, existen y1, ..., Yn
tal que {V}}7_, es una subcubierta finita. Definimos ahora los conjuntos abiertos

U::ﬁUiyV::OVi.
i=1 i=1

Notemos que A esta contenido en V. Resta probar que, U y V son disjuntos,
para ello supongamos que existe z en la interseccion de U y V, por ende, z es
un elemento de V,, para algun natural k& menor o igual a n, pero ademas es un

elemento de U,,, lo cual es una contradiccion.
O

Proposicion 2.1.16. Sean X e Y espacios topologicos y F' : X =Y una funcion
multivaluada. Si'Y es Hausdorff y F es superiormente semicontinua de valores
compactos, entonces F tiene grifica cerrada.

Demostracion. Demostraremos que el complemento de Gr(F') es abierto. Sea (z,y)
en X XY \Gr(F), es decir, y no estd en F(x). Al ser F'(x) compacto y Y Hausdorff,
por el Lema 2.1.15, existen abiertos disjuntos V' 'y W tales que y estd en V' y F(z)
se queda contenido en W. Luego, como F' es superiormente semicontinua, la inversa
superior F*(W) es abierto en X, por lo tanto, el conjunto F"(W) x V es abierto en
X xY y contiene a (x,y). Més ain, (F“(W) x V) N Gr(F) =0, es decir, F*(WW)
es una vecindad de (z,y) contenida en X x Y \ Gr(F), concluyendo asi que Gr(F)
es un conjunto cerrado.

]
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Proposicion 2.1.17. Sea F : X = Y una funcion multivaluada entre espacios
topologicos X e Y. St Y es compacto y F tiene grdfica cerrada, entonces F es
supertormente semicontinua.

Demostracion. Lo demostraremos por contrapositiva. Supongamos que F' no es
superiormente semicontinua, entonces existe un abierto W en Y para el cual F*(WW)
no es abierto en X . Por consiguiente, existe x en F(WV) tal que para toda vecindad
V de z, habrd un zy en V que no esté en F“(WW), lo cual asegura a su vez la
existencia de un elemento yy en F'(zy) que no estd en W.

Si tomamos como conjunto dirigido a N, el conjunto de todas las vecindades de
x dirigidas por inclusién, (yy)ven, es una red en Y\V. Dado que, Y es compacto,
existe una subred de (yy)yen, la cual converge a un punto y en Y. Més atn y
estd en Y \ W por ser un conjunto cerrado. Luego, y no estd en F'(x), pues no
estd en W. Entonces, logramos encontrar una red (zy, yy )ven, en Gr(F') que tiene
una subred convergente a un punto (x,y) el cual no estd en Gr(F), lo cual es una
contradicciéon al hecho de que la grafica de F' sea cerrada. Se concluye asi que F
es superiormente semicontinua.

]

De las dos proposiciones anteriores se sigue el siguiente resultado que da una
equivalencia entre funciones multivaluadas superiormente semicontinuas y funcio-
nes con grafica cerrada, bajo ciertas condiciones.

Teorema 2.1.18. Sea F': X = Y wuna funcion multivaluada con valores cerrados
entre espacios topologicos X e Y, con'Y un espacio compacto Hausdorff. Entonces,
F' es superiormente semicontinua st y solo si F' tiene grdfica cerrada.

Demostracion. Si F' es superiormente semicontinua y de valores cerrados, entonces
es de valores compactos, ya que todo subconjunto cerrado de un conjunto compacto
es también compacto. Més atin, F' tiene grafica cerrada debido a que Y es Hausdorff
y se dan las condiciones de la Proposicion 2.1.16.
Por otro lado, si F' tiene grafica cerrada, al ser Y compacto se sigue de la
Proposicién 2.1.17 que F' es superiormente semicontinua.
m

Como todo espacio métrico es Hausdorff, podemos asegurar que toda funcién
multivaluada con codominio métrico y compacto serd superiormente semicontinua
y con valores cerrados si y solo si tiene grafica cerrada.

2.2. Preservacion de la semicontinuidad

En los siguientes resultados veremos la preservaciéon de la semicontinuidad en
funciones multivaluadas construidas a partir de operar sobre otras funciones mul-

35



CAPITULO 2. TEOREMA DE SELECCION DE MICHAEL

tivaluadas. Probaremos que la clausura y producto de funciones multivaluadas
dan como resultado funciones que preservan las propiedades de semicontinuidad.
Ademas, se probaran algunos resultados sobre la preservacién de la semicontinui-
dad en funciones multivaluadas que se definen a partir de otras funciones multi-
valuadas.

Para cualquier funcién multivaluada F' entre espacios X y Y, se puede definir
de manera natural la funcién multivaluada F' : X = Y con valores cerrados, en
donde a cada x en X le corresponde la cerradura de F(z). A F la llamaremos la
cerradura de F'.

Proposicion 2.2.1. Sean X e Y espacios topologicos y F : X = Y una funcion
multivaluada. Entonces, la cerradura de F' es inferiormente semicontinua si y solo

si I es inferiormente semicontinua®.

Demostracion. Notemos que para toda x en X y para todo abierto W en'Y, F(x)
NW # 0 siysolosi F(z) N W # 0.
De lo anterior se sigue que FZ(W) = FY(W) y gracias a la por la Proposicién

2.1.9, se tiene lo deseado.
O

Si se tiene una coleccién finita de funciones multivaluadas {F; : X; = Y},
entre espacios topoldgicos, se puede operar sobre ellos para definir una funcién
multivaluada F' conocido como el producto de las funciones multivaluadas, la cual

n n

estara definida entre los espacios producto X := H X, yY = H Y;, v es tal que
i=1 i=1

para cualquier elemento (z1,...,x,) en X se define por

n

F(xy,... x) =[] Filw).

i=1

A continuacion, veremos que el producto de funciones multivaluadas superior-
mente semicontinuas también es una funcion superiormente semicontinua, pero
antes demostraremos un lema que facilitara la demostracion.

Lema 2.2.2. Sean X, Xs,..., X, espacios topologicos, X = HX,- el producto
i=1
topoldgico de dichos espacios, {U;}?_, una coleccion de conjuntos compactos con U;

2La proposicién equivalente para la cerradura de funciones multivaluadas superiormente se-
micontinuas no se cumple, a menos que el codominio sea un espacio topolégico normal [3, Lema
17.22].
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contenido en X;, respectivamente y V' un conjunto abierto en X tal que H U CV.
i=1

n
Entonces, existe un conjunto abierto bdsico de X, W = HWi’ donde W; es
i=1

abierto en X;, tal que HU" CWcCV.

=1

Demostracion. Lo haremos por induccién sobre n.

Supongamos que n = 2 y tomamos conjuntos compactos U; en X; y Uy en X,
V un abierto en X tal que U; x Uy C V.

Para V existe una familia de abiertos basicos {G, X J, }aca en X7 x X5 tal que

V=|]JGax Ja.
acA

Dicha familia es una cubierta abierta de U; x Us y como este tltimo es compacto,
existe una subcubierta {G; x J;}"_, finita que, cumple

U1><U2§UG,~><J,~§V.

i=1
Para cada x en U; tomamos
G, = ()G
zeG;
la cual es una vecindad de z. De igual manera para y en U, tomamos la vecindad

Iy =7

yeJ;

Ahora, si (x,y) estd en Uy x Uy existird un G, X J,, en {G; x J;}1_| que lo contiene,
esto nos dice que x esta en G,, y y estd en J,,, por lo tanto, podemos asegurar
que, si (z',y) es un elemento de G, X Jy, se sigue que z estd en G, y de igual
manera y estd en J,,, teniendo asi que

Gy x Jy C Gy X I,

Definimos ahora

W, = UGf” y Wy = UJy,

xeU yeUs
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ambos abiertos en X y X, respectivamente y W := W; x Ws.
Se tiene que W es un abierto basico de X; x X, y ademéas cumple que

U1><U2§WQUGZ-><JZ-§V.

i=1

Si suponemos cierto para el n, podemos tomar

Y:HXi Y Xat1,

=1

lo cual nos lleva al caso para n = 2, teniendo asi que la afirmacién es validad para

cualquier n en los naturales.
m

Teorema 2.2.3. Sean X4,...,X,, Y1,...,Y, espacios topologicos y para toda i €
{1,...,n}, F;: X; = Y, funciones multivaluadas superiormente semicontinuas y
de valores compactos. Si se definen los espacios productos X y'Y de la siguiente

manera. n n
X=][XyYy=]]V
=1 =1

entonces la funcion multivaluada F : X =Y, definida como el producto de las
funciones multivaluadas Fiy, ..., F,, es superiormente semicontinua y de valores
compactos.

Demostracion. Sean x en X y V un abierto en Y tal que F'(z) C V. Notemos que
F(z) es compacto por ser el producto finito de compactos. Por el lema anterior,
existe un abierto U en X de la forma

con U; abierto en X;, tal que F(z) CU C V.

Para i = 1,...,n tomamos F*(U;), la inversa superior de U; sobre Fj, dichos
conjuntos son abiertos, pues F; es superiormente semicontinua. Si tomamos un
elemento x’ en

w =T W)

el cual es una vecindad de X, tenemos asi que
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se queda contenido en U y por consecuencia en V. Teniendo asi que F(W) C V,
por lo tanto, F es superiormente semicontinua.

Por 1ultimo, F' es de valores compactos, pues cada F; es de valores compactos.
m

Los siguientes dos lemas dan muestra de la preservacion de la semicontinuidad
inferior en funciones multivaluadas entre espacios metrizables, cuando éstas estan
definidas a partir de una funcién multivaluada inferiormente semicontinua.

Lema 2.2.4. Sean X e Y espacios topologicos con'Y metrizable, F : X =Y una
funcion multivaluada inferiormente semicontinua, f : X — Y una funcion conti-
nua, d una métrica admisible para' Y y r un nimero real tal que d(f(x), F(z)) <r
para todo x en X. Entonces, la funcion multivaluada G : X =Y definida por

G(x) == F(x) N B(f(x),7)
es inferiormente semicontinua.

Demostracion. Sea U un abierto en Y y z en GY(U). Como x estd en G'(U), existe
y en G(x) N U y podemos definir ¢ :=r — d(f(z),y).
Como y estd en B(f(x),r)) NU, el cual es abierto, existe 0 < ¢ < ¢ tal que

B(y,0) € B(f(x),r)NU.

Como y estd en F(xz) N B(y,d/2) v F es inferiormente semicontinua podemos
definir una vecindad de z de la siguiente manera:

Vo = F'(B(y.6/2)).

Por otro lado, f es continua y podemos definir otra vecindad de x de la siguiente

manera;

Vi = fH(B(f(x),0/2)).
Tomamos V' := VN V] que también es vecindad de x y mostraremos que V esta
contenida en G'(U).

Sea 2’ en V| mostraremos que G(z') N U # (. Como z’ estd en Vj existe ' en
F(z') N B(y,d/2), pues 2’ estd en V. Mas ain y estd en U. Ademds, f(z') estd
en B(f(z),d/2), pues 2’ estd en V.

Luego, y' estd en B(f(z'),r)), pues

d(y', f(2') <d(y',y) +dly, f(x)) + d(f(z), f(z))
<0/24r—e+§/2
<§/24+r—0+0/2

=r
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Por todo lo anterior ¢ se encuentra en (F'(z') N B(f(«'),r))NU = G(2/)NU
y, por lo tanto, V estd contenida en G'(U), como se querfa probar. Recapitulando,
llegamos a que, para cualquier z en G'(U) existe una vecindad de z que se queda
contenido en GY(U), por lo tanto, podemos concluir que G'(U) es abierto y en
consecuencia G es inferiormente semicontinua.

Se concluye que V' C GY(U). Entonces, G'(U) es abierto en X y por la Propo-
sicién 2.1.9, G es inferiormente semicontinua.

]

Lema 2.2.5. Sean X e Y espacios topologicos metrizables, F' : X = Y wuna fun-
cion multivaluada, d una métrica admisible para X y € un numero real positivo.
Entonces, la funcion multivaluada G : X =Y definida por

G(z) = F(B(z,e))= |J F()

es inferiormente semicontinua.

Demostracion. Sea V un abierto en Y y z en G(V).

Como z estd en GY(V), existe zo en B(z,¢) tal que F(zo) NV # 0. Tomamos «
un real tal que 0 < o < € — d(zo, ).

Sea y en B(z,«), entonces

d<y7 xO) < d(y7 x) + d(*TOu l’)

< a+d(zo,x)
< e —d(zg,x) + d(xo, )
=e.

Consecuentemente g estd en B(y, ¢), ademés F(xo) NV # ), por lo tanto, G(y) N
V # . Se concluye que B(z,a) C G'(V) y por consecuencia, G'(V) es abierto y
G es inferiormente semicontinua.

[

Si a la imagen de cada elemento bajo una funciéon multivaluada, le asociamos
su casco convexo, obtenemos una funcién multivaluada que preserva la semiconti-
nuidad inferior.

Teorema 2.2.6. Sean X, Y espacios topoldgicos lineales normados de dimension
ny F:X =Y una funcion multivaluada inferiormente semicontinua. Entonces,
la funcion multivaluada G : X =Y definida por

G(z) := Conv(F(z))

es inferiormente semicontinua y de valores convexos.
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Demostracion. Claramente G es una funcion de valores convexos, asi que basta
probar que es inferiormente semicontinua.

Por la Proposicion 2.1.12 basta demostrar que para cualquier x en X y cualquier
abierto V en Y tal que F'(z) NV # 0, si (4)aca es una red en X que converge a
x, entonces existe un ag tal que para todo o > ayp, se tiene que G(z,) NV # 0.

Sea y en G(x) NV, por el Teorema de Carathéodory existen {y1,vs,. .., Yni1}
en F(z) tal que

y € Conv({y1, Y2y -y Ynt1})-
En consecuencia, se puede escribir a y como una combinacion lineal convexa de

{y1,92, .., Yns1}, es decir,
n+1

Yy = Z AiYi
i=1

donde para toda i, \; estd en el intervalo [0,1] y Z?;rll A; = 1. Dado que y estd en
V', el cual es abierto, existe r un niimero real positivo tal que

B(y,r) C V.

Como F es inferiormente semicontinua y y; estd dentro de F'(x) N B(y;, r) para
cadai=1,...,n+ 1, existe o; en A tal que para a > «;, F(xy) N B(y;,r) # 0.
Por ende, existe y;,q) en F(za) N B(y;, 7).

Tomamos ap = max{ao, ..., a,+1}. Entonces, para a > «y, el elemento

n+1

Yo - = Z )‘iy(i,oa)
i=1

se queda dentro de G(z,). Mas ain, y, estd en V, pues B(y,r) CV'y

n+1 n+1
Hya - y” = Z )‘iy(i,a) - Z Aili
=1 =1
n+1
= Z )\i(y(i,a) — Ys)
=1

n+1

< Z Aill(Yia) — yill
i=1

n+1
< Z )\ﬂ“
=1

n+1

:TZ/\Z

i=1
=7
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Se concluye que para toda a > ag, G(z,)NV # 0y, por lo tanto, G es inferiormente
semicontinua.

]

Uno de los recursos para la prueba del Teorema de Nash, sera el teorema co-
nocido como Teorema del Maximo de Berge.

Teorema 2.2.7 (Teorema del maximo de Berge). Sean X e Y subconjuntos
de R" y R™, respectivamente, F' : X =Y una funcion multivaluada continua y
de valores compactos, f : X XY — R una funcion continua. Se define la funcion
maultivaluada G : X =Y como

G(r) = {y € F(x)| f(x,y) > f(x,y') para todo y" en F(x)}

y g: X — R una funcion definida por

g(x) = f(x,y) para algin y en G(x)
Entonces, G es de valores compactos y superiormente semicontinua y g es continua.

Demostracion. Por el Teorema de Weierstrass podemos asegurar que G(x) es dis-
tinto del vacio, por lo cual GG esta bien definida.

Probemos ahora que, para = en X, G(x) es cerrado. Tomamos (y,)neny una
sucesién convergente en G(x), la cual converge a un punto y en F(x), pues F(x)
es cerrado.

Como (Y )nen estd en G(x), f(z,y,) > f(x,y0) para toda n natural y todo yg
en F(x). Tomando el limite cuando n tiende a infinito y usando el hecho de que f
es continua, tenemos

fla,y) = fz, limy,) = Mm f(z,y,) > f(z,y0) para toda xo en F(z).
n—oo n—oo

Se concluye que y estd en G(z), por lo tanto, G(z) es cerrado.

Claramente G(z) es compacto, pues es un conjunto cerrado dentro de F'(x) el
cual es compacto.

Para probar que G es superiormente semicontinua usaremos la caracterizacién
secuencial presentada en la Proposiciéon 2.1.10.

Sea x en X, (z,)nen una sucesion convergente a ' y (¥, )nen una sucesién en Y
tal que para toda n en los naturales y, estd en G(x,,). Se tiene que, para toda n en
lo naturales, y,, estd en F(x,)y como F(x,) es compacto, se asegura la existencia
de una subsucesion (yy,, )men que converge a algin punto y en F(x).

Probemos ahora que y estéd en G(z), para ello usamos que F' es inferiormente
semicontinua, lo cual implica que, para toda ¢’ en F(zx), existe una subsucesion
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(¥ Jnen en Y convergente a 3’ tal que, para toda n en los naturales, 3/ estd en
F(z,). Como y, esta en G(z) y f es continua,

f(@ns Yn) > f(@p, Y, ) para toda m € N.

Tomando el limite cuando m tiende a infinito tenemos que

lim f(x,, ,Yn,,) = f(lim z,, , lim y,, )
m—o0 m—o0 m—o0
= f(z,y)
> f(z,y')
= f(lm z,,,, lim y, )
m— m—

’ /
lim f(zn,,, Yn,,)-

Como la desigualdad anterior es valida para toda 3 en F(x), se concluye que
y estd en G(z). Por lo tanto, G es superiormente semicontinua.

Por tltimo, demostraremos que g es continua. Para ello tomamos una sucesién
(Tn)nen en X que converge a = en X.
Sabemos que para cada n € N, existe y,, en G(x,,) tal que g(x,) = f(x,, y,). Como
G es superiormente semicontinua existe una subsucesion de (y,),en que converge
a un punto y en G(zx).

Como G es inferiormente semicontinua, para cada n € N existe y/, en G(z,)
tal que la sucesion (y/)nen converge a y.

Asi g(z,) = f(zn,y),) converge a g(x) = f(x,y). Por lo tanto, la funcién g es
continua.

]

2.3. Selecciones y teorema de seleccion de Mi-
chael

Para cada elemento en el dominio de una funciéon multivaluada es posible elegir
o seleccionar un tinico elemento en su imagen, de tal manera que se podria construir
una funcion conocida como seleccién. De manera formal, una seleccion se detalla
en la siguiente definicion.

Definicién 2.3.1. Sea F : X = Y una funcion multivaluada. Una seleccion de F
es una funcion f: X —'Y tal que, para todo z en X, f(x) estd en F(x).

Una seleccion puede ser arbitraria y ser o no ser continua. Como consecuencia,
es de interés saber en qué condiciones es posible obtener una seleccién continua.

43



CAPITULO 2. TEOREMA DE SELECCION DE MICHAEL

Para dar un primer tratamiento de la existencia de selecciones continuas, veremos
antes un resultado que, si bien no asegura lo buscado, si asegura la existencia
de una aproximacién de seleccion continua para funciones multivaluadas definidas
entre un espacio topolégico lineal normado y un espacio topolégico metrizable.
Decimos que es una aproximacion de selecciéon, pues puede que algunos elementos
de la funcion en cuestion no se encuentren dentro de su imagen, pero si muy cerca

de ella.

Lema 2.3.2. Sea L un espacio topologico lineal normado, X un espacio topologico
metrizable y F : X = L una funcion multivaluada inferiormente semicontinua tal
que, para toda x en X, F(z) es convera.

Entonces, para toda r > 0 existe una funcion continua f : X — L tal que, para
toda x en X, d(f(z), F(x)) <.

Demostracion. Sea % = {B(y,r)| y € L}. Por el Lema 1.2.11 existe una particién
de la unidad £ en X que estd subordinada a F'(#) = {F'(B)| B € %}.
Asi, para toda p en & existe b, en L tal que

pH((0,1]) € F(B(by, 7).

Se define f : X — L como

fx) = pa)b,.

peEP

Usando que & es una particién de la unidad, podemos asegurar que para toda x
en X existe U, vecindad de = y un subconjunto finito G(x) de & tal que

U, Np ((0,1]) # 0 si y s6lo si p estd en G(x).

Fijando x en X. Observamos que la restriccién de f en U, esta dada por

peG(z)

la cual es una funcién continua en y, ya que G(z) es finito. Asi, f estd bien definida
y es continua en X.

Sea ¥ (z) := {p € Z| p(x) # 0}, para todo p en ¥(x) se tiene que = estd en
p~1((0,1]) C FY(B(by, 1)) v, por lo tanto, F(x) N B(b,, 1) # 0.

Tomamos y, en F(z) N B(by, ). Notemos que

fley="> p@b,y Y pla)=1,
) )

pEY (x pEY (x
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lo cual implica que

F) =Y p@| = || D p@)b,— > p()yy

pe () pEY () pEY ()

=1 Y p(x)(b, — yp)

pEY ()
= Z p()][by — Yyl
PEY ()

= ||bp - yp”
<r

Ya que f(z) es convexoy > p(z) =1, se tiene que > p(z)y, estd en F(x)y
p€Y () pEY ()
como consecuencia se tiene que d(f(x), F(x)) <.
O

Los siguientes lemas seran utilizados para la demostracién del Teorema de
Seleccion de Michael.

Lema 2.3.3. Sean X, Y espacios metrizables, d una métrica admisible para Y y

(fn)nen una sucesion de Cauchy con f, : X — Y wuna funcion continua para toda

n, tal que lim f,(x) existe para todo x en X. Entonces, la funcion f : X — Y
n—oo

puntualmente definida por f(z) := lim f,(z) es continua.
n—oo

Ademds, si f, es acotada para toda n en los naturales, entonces f también es
acotada y la sucesion (fn)nen converge uniformemente a f.

Demostracion. Aseguramos que para todo € > 0 existe un N en los naturales tal
que para todo x en X y m > N d(f(x), fm(z)) < . Al ser (f,)ney una sucesion
de Cauchy, para ¢ > 0 existe N en los naturales tal que d(f,, f,,) < €/2 para
cualesquiera n,m > N.

Sea x en X, se tiene que d(f,(z), fim(z)) < € para cualesquiera n,m > N y
como f(x) = nh_}n;@fn(x), se tiene que, para todo m > N,

A (@) fnl@) = Y d(fo(@), fn(a)) < 2/2 < =

Concluimos que (fy,)neny converge uniformemente a f en C(X,Y).

Probemos ahora que f es continua. Sea x en X y € > 0, por la afirmacion existe
N en los naturales tal que d(f,(x), fm(x)) < £/3 para toda m > N. Como fy es
continua en X, existe 0 > 0 tal que si d(z,y) < 9, entonces d(fy(z), fn(y)) < /3.
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Tomando z en X tal que d(x,2) < d, se tiene que

d(f(x), f(2)) < d(f(z), fn(x)) +d(fn(2), f(2))
< d(f(x), fn(x)) +d(fn(2), fn(2)) +d(fn(2), f(2))
<e/3+¢/3+¢/3

= E&.

Con lo anterior se concluye que f es continua en X.

Suponemos ahora que f, es acotada respecto a la métrica d para toda n en los
naturales. Nos queda demostrar que diam(f(X)) < oc.

Primero notemos que existe M en los naturales tal que para todo x en X
d(f(x), fu(z)) <1sin> M.
Tomamos x,y en X, entonces

d(f(z), f(y)) < d(f(x), fu(z)
< d(f (), fu(x)
< 2+ diam(f(X)).

) +d(fa(), f(y))
)+ d(fu(x), fur(y)) +d(fu(y), f(y))

Como f)y es acotada respecto a d, d(f(x), f(y)) < ooy, por lo tanto, diam(f(X)) <
0.

Usando la primera afirmacién, se concluye que f = lim f,, es acotada respecto
n—oo

ad.
O

Lema 2.3.4. Sean X, Y espacios metrizables, F' : X = Y una funcion multivalua-
da inferiormente semicontinua, A un subconjunto cerrado de X y f : A =Y una
seleccion continua para la funcion multivaluada F | 4: A = Y. Entonces, la funcion
multivaluada G definida de la siguiente manera es inferiormente semicontinua.

{f(z)} sizeA
G(m):{ Flz) sizeX\A

Demostracién. Afirmamos que, para todo abierto U, f~1(U) C FY(U). En efecto,
si z estd en f~H(U), se tiene que f(z) € U. Ademds, f(z) estd en F(x) N U, ya
que f(x) estd en F(z). Por lo tanto, x estd en F'(U).
Por ser f continua, f~1(U) es abierto en A, por lo cual f~}(U) = ANV para algin
abierto V en X.

Como f~1(U) esta contenido en F'(U) y este es abierto, podemos suponer sin
pérdida de generalidad que V estd contenido en F'(U), pues de no ser asi, se puede
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tomar V' := V N FY(U) la cual es abierta y sigue cumpliendo que f/(U) = ANV’
De tal forma llegamos a que

GYU) =V U(FY (U)\ A)

la cual es una unién de abiertos y, por lo tanto, G'(U) es abierto y G es inferior-
mente semicontinua.

]

En 1956, el matemético estadounidense Ernest Michael, publicé en [11] el Teo-
rema que lleva su nombre y que da condiciones para asegurar la existencia de
selecciones continuas.

Teorema 2.3.5 (Seleccién de Michael). Sea L un espacio topolégico lineal nor-
mado, X un espacio metrizable y sea F' : X = L una funcion multivaluada in-
feriormente semicontinua de valores convexos tal que, para toda x en X, F(z) es
completo con respecto a la norma de L. Entonces, para todo subconjunto cerrado
A de X y para toda seleccion continua f : A — L de la funcion multivaluada
F |a: A= L, existe una seleccion continua g : X — L de F, la cual extiende a f.

Demostracion. Comenzamos para el caso cuando A = (). Por induccién se puede
construir una sucesién de funciones continuas (f,,)nen de X a L tal que

L d(fo, frsr) <2700
2. d(fu(z), F(z)) < 27" para toda x en X.

Paran = 1y r = 27! aplicamos el Lema 2.3.2 para encontrar f; : X — L con
la propiedad de que d(fi(z), F(z)) < 27! para toda x en X. Supongamos que f,
estd bien definida, entonces se define F}, : X = L por

F.(x) = F(x) N B(fn(x),277).

Entonces, F), es inferiormente semicontinua por el Lema 2.2.4 y la Proposicion
2.2.1.
Usando nuevamente el Lema 2.3.2 se puede encontrar f, 1 : X — L tal que

A(frs1(x), Fp(x)) < 27D para toda = en X.

Notemos que
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lo cual implica que

d(fri1(2), F(2)) < d(foia(x), Fulz)) <277

Teniendo asi que f,,.1 cumple con la propiedad 2. Luego, para toda x en X, existe
zen F,(z) tal que d(fn1(2),2) < 2~ Entonces,
d(fr1(@), fu(@)) < d(fasa(2), 2) + d(2, ful@))
S 2—(n+1) + 2—n
—= 3.2 (D),

Por lo tanto,

d(fn-i—la fn) S 3- 2—(n+1)
< 4- 2—(n+1)
= o~(n-1),
Asi, podemos concluir que f, 1 es la funcién buscada.
Afirmamos que, para todo z en X, lim f,(x) existe y estd dentro de F(z).
n—oo

Tomando x en X. Por 2 podemos asegurar que para toda n en lo naturales existe
a, en F(z) tal que d(f,(z),a,) < 27". Consecuentemente, por 1 se tiene que

d(am an+1) < d(ana fn<x)) + d(fn(x)a Jns1 (m)) + d(fnJrl (x)a an+1)
< 2771 T 27(7171) + 27(n+1)
< n2,

Asi se tiene que (a,)nen es de Cauchy y como F'(x) es completo, a = lim a,, existe.
n—oo

Como d(f,(x),a,) < 27" para toda n en los naturales, concluimos que
lim () = f(2)
también existe, y es igual a a. Ya que a estd en F(z), se tiene que f(x) estd en
Por la Proposicion 2.3.3 concluimos que f es continua y es la seleccion reque-
rida.

Si A # (), entonces podemos definir la funcién

{f(z)} sizeA
G(x):{ F(z) sizeX\A

Por el Lema 2.3.4, GG es una funcion multivaluada e inferiormente semicontinua que
ademas es de valores convexos y completos respecto a la norma en L. Volviendo
asi al caso cuando A = (), con lo cual podemos asegurar la existencia de la una
seleccion continua para G que ademaés extiende f.

m
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2.4. Teorema del punto fijo de Kakutani

Para una funciéon multivaluada F': X = Y, un punto fijo de F' serda un punto
xo en X tal que xg estd en F(xg).

Para la demostracion del Teorema de Kakutani, el cual como ya se ha mencio-
nado anteriormente, es una generalizacién del Teorema del Punto Fijo de Brouwer,
utilizaremos precisamente este tltimo teorema como apoyo, ademas del Teorema
de Seleccién de Michael y un lema que a continuacién demostraremos.

Antes de enunciar el lema, aclaramos una notacién que sera usada. Si tenemos
un conjunto A en un espacio métrico y un nimero real 9, el conjunto B(A,0), al
cual llamaremos la bola de radio ¢ y centro en el conjunto A, se define por

B(A,0) := ] B(z,9).

z€EA

Lema 2.4.1. Sean X, Y espacios topolégicos metrizables con X compacto e Y un
subconjunto compacto y convexo de un espacio lineal normado y de dimension finita
L. Sea F : X =Y wuna funcion multivaluada de valores converos y con grdfica
cerrada. Entonces, para todo > 0 existe una funcion multivaluade G : X =Y
inferiormente semicontinua de valores convexos tal que Gr(G) C B(Gr(F), 5).

Demostracion. Por el Lema 2.2.5 y el Teorema 2.2.6, la funciéon multivaluada
G.(z) = Conv(F(B(z,¢))) es inferiormente semicontinua y de valores convexos.
Fijamos # > 0. Afirmamos que para alguna ¢ > 0 la funcién G, es la fun-
cion buscada. Para demostrarlo supondremos lo contrario, es decir, para toda
e > 0, Gr(G.) ¢ B(Gr(F),B). En particular para toda natural n, Gr(G1/,) €
B(Gr(F),B). Asi, es posible encontrar una sucesion (z,, yn)nen tal que (T, yy,)
estd en Gr(G1/y), pero (z,,y,) no esta en B(Gr(F'), ), es decir, para todan € N,

d(Zn, yn), Gr(F)) = 5.

Como (2, yn) estd en Gr(Gyy,), para todan € N, y, estd en Gy, (). Ademds,
por el Teorema de Carathéodory, existe una coleccién de ntimeros reales positivos

A(l,n), )\(zm), ce )\(m_l,_]_,n) tal que

m+1
D M =1
i=1
y un conjunto {y(in), Y@n), - - - » Ym+1,n)} contenido en F(B(z,,1/n)) tal que
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m—+1

Yn = Z )\(z,n) Y(in)-
=1

Més atin, existe z(; . en B(zy,1/n) tal que y( ) estd en F'(z(; ).
Como X, Y y [0, 1] son espacios métricos compactos, sin pérdida de generalidad
podemos suponer que las sucesiones definidas anteriormente convergen cuando

n — 0o, es decir,
-x, v EX
- Yo yeyY
- Aim) = N € 0,1] para toda 1 <i <m+1
- Yan) — ¥i €Y para toda 1 <i <m+1

- m’(in) — ;€ X para toda 1 <i<m+ 1.

Si fijamos 4, al cumplirse que, para toda n € N, d(x’(
x = .

Luego, para toda n € N, (:c’(ivn), Yiiny) estd en Gr(F) y usando que la gréfica es
cerrada, se llega a que (x,y;) estd en Gr(F), esto es y; estd en F(x).

Notemos lo siguiente

m),xn) < 1/n, se tiene que

m+1 m+1
2 h=D lim A
=1 i=1
m+1
= Jim > A
=1

Ademas,

m+1
i =1 . )
m—+1
= 2t A 18 Y6
m—+1

= Z Aili
=1
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Como F(z) es convexo, (x,y) estd en Gr(F'). Por otro lado, cuando n tiende
a infinito, (z,,y,) tiende a (z,y). Es decir, para § existe un N € N tal que, para
todan > N, d((zn,yn), (z,y)) < B.

Mas atn, tenemos que d((xn,yn), Gr(F)) < d((zn,yn), (x,y)) lo cual implica
que d((xn,yn), Gr(F)) < B, lo cual es una contradiccién, pues, para todo natural
n,

d((xn, yn), Gr(F)) = .

]

En el lema anterior podemos pedir que la funcién G sea cerrada, lo cual se
muestra en el siguiente corolario.

Corolario 2.4.2. Sean X, Y espacios topologicos metrizables con X compacto e Y
compacto y convexo. Sea F : X =Y una funcion multivaluada de valores convexos
y con grdfica cerrada. Entonces, para todo f > 0 existe una funcion multivaluada
G : X =Y inferiormente semicontinua de valores cerrados y convezros tal que

Gr(G) € B(Gr(F), B).

Demostracion. Por el Lema 2.4.1, para /4 existe una funcién multivaluada G :
X =Y inferiormente semicontinua con valores convexos tal que

Gr(G) C B(Gr(F), B/4).

Se define la funcién multivaluada G : X = Y como la cerradura de la funcién
multivaluada G, es decir, G(z) = @ Por el Lema 2.2.1, G es inferiormente
semicontinua y ademds toma valores convexos.

Probemos ahora que Gr(G) C B(Gr(F),[). Para ello tomamos (x,%) en
Gr(G), esto es y estd en G(z). Luego, existe una sucesién (y,)neny en G(z), la
cual converge a y. Asi la sucesién (z,y,)nen se queda contenida en Gr(G)
converge a (z,y). Por ende, para /4 existe N € N tal que para toda n >
d((z,y), (xz,y,)) < /4. En particular d((x,y), (z,yn)) < /4.

Ademas, (z,yy) estd en Gr(G), el cual estd contenido en B(Gr(F'),[/4), en-
tonces existe (2/,y') en Gr(F') tal que d((x,yn), (2',y)) < B/4.

Por ltimo,

y
N

d((z,y),Gr(F)) < d((z,y), («",y))
< d((z,y), (z,yn)) +d((=",y), (z, yn))
< B/4+ /4
= 6/2
< p.
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Por lo tanto, (x,y) estd en B(Gr(F),f).
0

Teniendo estos tltimos resultados, el Teorema del Punto Fijo de Brouwer, mas
el teorema de seleccién de Michael, la demostracion del Teorema del Punto Fijo
de Kakutani esta a nuestro alcance.

Teorema 2.4.3 (Teorema del punto fijo de Kakutani). Sea X un subconjun-
to de R™ distinto del vacio, compacto y convezo, F : X = X una funcion multiva-
luada de valores convexos y con grdfica cerrada. Entonces, F tiene un punto fijo,
es decir, existe z en X tal que x estd en F(z).

Demostracion. Tomando F' como en la hipdtesis. Por el Corolario 2.4.2, para toda
n € N existe una funcién multivaluada G,, : X = X inferiormente semicontinua
con valores convexos y cerrados tal que Gr(G,,) C B(Gr(F),1/n).

Por el Teorema de Seleccién de Michael existe f,, una seleccién continua para
G,,. Entonces, (z, f,(z)) estd en Gr(G,,). Asi

d((z, fu(x)),Gr(F)) < 1/n para toda x en X. (2.1)

Por el Teorema del Punto Fijo de Brouwer, para toda n € N, f,, cuenta con un
punto fijo x,. Luego la sucesién (x,,)nen estd en X, el cual es compacto. Asi, existe
(Zn,, )men una subsucesién convergente en X.

Sea z' = lim x,,,, entonces
m—0oQ

lim f,, (z,,)= limz, =1’

m—r0o0 m—0o0
Dado que la distancia a un conjunto es una funciéon continua en X x X y por la
desigualdad 2.1,

d((«',2"),Gr(F)) = 0.
Usando que G(F') es cerrado, se tiene que (2,2') estd en Gr(F'), es decir, 2
estd en F(2').
[

Ejemplo 2.4.4. Definimos la funcidn mutivaluada F : [0,1] = [0, 1] de la siguien-
te manera:
F(x)=[2/3 —x,1—z].

F' cumple las hipotesis del Teorema de Punto Fijo de Kakutani, asequrando asi
la existencia de al menos un punto fijo.
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Notemos también que si ' € [0,1] es un punto fijo para F, entonces debe de
ser parte del intervalo [2/3 — ', 1 — 2']. Equivalentemente, x' debe de satisfacer la
desigualdad

2/3—1' <2 <1-2a.

Resolviendo la desigualdad se llega a que los puntos fijos para F' son los ele-
mentos del intervalo [1/3,1/2].

1 €
F(1/3)
F(1/2)
Puntosfijos
1/3 1/2 1
Figura 2.4
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CAPITULO 3

JUEGOS'Y TEOREMA DE NASH

La teoria de juegos surge, al igual que muchas dreas de la ciencia, por la btisque-
da de soluciones a problemas o fenémenos de la vida cotidiana a través de una es-
tructuracion légica. Un primer acercamiento a la motivacion de la teoria de juegos
y a los problemas que intenta dar solucion, tal vez también la mas obvia, es por
medio de la idea tradicional o empirica que se tiene de los juegos competitivos.

Partiendo de juegos competitivos, resalta precisamente el elemento de com-
petitividad, pues cada participante buscara obtener el mayor beneficio posible,
beneficio que por cierto ha de poder ser cuantificado claramente, en contraste con
los juegos no competitivos. Los beneficios pueden ser de cardcter monetario, en
cuyo caso la cuantificacion es clara. Por otra parte, en los juegos en donde se
busca la satisfaccion personal a través de la victoria, ésta puede ser cuantificada
numéricamente con un valor positivo (1 generalmente) y la derrota con un valor
negativo y en la misma proporcién que la victoria (generalmente -1).

La competitividad llevaria a otra de las caracteristicas de los juegos de interés:
la cantidad minima de participantes, pues al haber competitividad se requiere al
menos 2 participantes o jugadores que lo hagan posible, aunque cabe senalar que
los juegos disefiados para un unico participante (llamados juegos unipersonales),
también son objeto de estudio de la teoria de juegos, pero para fines de motivacion
se dejaran de lado.

En los juegos competitivos debe haber interaccion entre jugadores de tal ma-
nera que las acciones de cada jugador repercuten en el beneficio del resto de los
participantes, pues de no ser asi, se perderia la competitividad y podria tratarse
de un juego unipersonal.

Cada participante, siguiendo las reglas del juego, buscard obtener el mayor
beneficio, decidiendo las acciones que considere adecuadas para ello y esperando
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que las acciones de sus competidores le favorezcan. Es importante resaltar que las
reglas del juego hacen posible conocer y describir las acciones por las que pueden
optar los jugadores.

Por todo lo anterior, se podria decir que los elementos basicos de un juego com-
petitivo son: el conjunto de posibles acciones de cada jugador (determinadas por
las reglas del juego), los participantes (al menos dos para tener competitividad)
y el beneficio que brinda el juego a cada jugador (cuantificable y determinado a
partir de las acciones de todos los participantes), aunque existen otras caracteristi-
cas que podrian incluirse, llevando a clasificaciones de juegos con sus respectivas
estructuras y tratamientos. Por ejemplo, un juego puede ser no cooperativo, en
cuyo caso los jugadores buscan su beneficio individual y actian de forma egoista,
o puede ser cooperativo al existir alianzas entre jugadores; puede ser simultaneo,
donde los jugadores eligen al mismo tiempo su accion, o secuencial, en donde los
jugadores eligen su acciéon bajo un orden establecido; pueden ser juegos con in-
formacion completa, en donde las posibles acciones y las posibles recompensas de
cada jugador es de conocimiento del resto de participantes, no asi de la accién
que toma cada jugador; puede ser extensivo, en donde los jugadores deberan to-
mar mas de una decisiéon a lo largo del juego, o de una sola accién, en cuyo caso
el juego termina después de que cada jugador haya realizado una tunica accién.
Ademas, los juegos secuenciales pueden ser de informacion perfecta o imperfecta
dependiendo de la informacion que cada jugador tenga sobre la accion realizada
por sus competidores.

Retomando los elementos basicos de los juegos competitivos, es posible avanzar
mas alla de la idea convencional de juego e incluir a cualquier interaccién entre
maés de 2 participantes (llamase individuo, empresa, grupos sociales, grupo politico,
etc.) que por medio de sus acciones buscan maximizar su beneficio, mismo que es
determinado a partir de las acciones conjuntas de los participantes. Asi, juegos
como el ajedrez, damas y el poker son objeto de estudio de la teoria de juegos,
pero también situaciones politicas y econémicas, y de hecho son éstas las que dieron
origen formal y han impulsado la teoria de juegos.

3.1. Juegos no cooperativos

Para fines de presentar el teorema de Nash en los términos originales, el presente
trabajo se enfocara en presentar la estructura matematica de juegos simultaneos,
no cooperativos, de una sola accién, también llamados representacion normal de
juegos no cooperativos o juegos rectangulares siguiendo. Como se verd a conti-
nuacion, la definicion formal de un juego se basa en los elementos basicos antes
descritos: jugadores, acciones y beneficios.

La teoria y notaciones de la teoria de juegos que usaremos aqui estan basados

26



3.1. JUEGOS NO COOPERATIVOS

en las publicaciones [7], [9], [13] v [16].

Definicién 3.1.1. Un juego rectangular, es una coleccion finita de conjuntos y
funciones G = {(X1,m1),...,(Xn,mn)} = {(Xi, 1)}, donde X; es un conjunto
arbitrario mo vacio, llamado espacio o conjunto de acciones o estrategias puras
del jugador v, y m;, llamada la funcion de recompensa del jugador i, es cualquier
funcion entre el espacio producto de los conjuntos de accion y el conjunto de los
nimeros reales, es decir, m; : [[_; X; — R.

Al espacio de acciones conjuntas de todos los jugadores menos el espacio de
accion del jugador v, se le denotard como

sz' = HX]

J#i

Por otro lado, un elemento de este conjunto se le denotard como x_; y es tal que
r_; = (T1,...,%i—1,Tis1, ..., T,) donde cada x; estd en X;.

Para cada elemento x_; se define la funcion m,_, como una funcion entre el
espacio de accion del jugador i y el conjunto de los reales y es tal que

To_ (@) = (1, o 1, Ty Ty 1y e ey )

De la definicién anterior se resalta el hecho de que los espacios de estrategias
son llamadas “puras”, debido a que, como se vera mas adelante, se pueden definir
otro tipo de estrategias a partir de éstas.

Si un juego rectangular cumple que cada espacio de accién es un conjunto finito,
se dice que el juego rectangular es finito.

Definicién 3.1.2. Para un juego rectangular 9 = {(X;, )}, y para cada juga-
dor 1, se define la funcion de mejor respuesta b;, como una funcion multivaluada
entre el espacio X_; y X; tal que

bz<l’_z) = {ZL’Z € X; | Wm_i(xi) > Wm_i(xf) v l‘: S Xz}

Una manera de interpretar la funcién de mejor respuesta es como el conjunto
de acciones que podria elegir un jugador, una vez concluido el juego y conociendo
las estrategias de sus oponentes, para maximizar su beneficio bajo el supuesto de
que se le diera la oportunidad de cambiar su estrategia, mientras se mantienen
intactas las estrategias de sus oponentes.
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3.2. Ejemplos de juegos

A continuacién, se presentan algunos ejemplos de juegos rectangulares que dan
muestra de cémo, mediante la modelaciéon adecuada, situaciones reales y juegos
populares pueden ser presentadas como modelos matematicos bajo la teoria de
juegos.

Los ejemplos que a continuaciéon se muestran, siguen la estructura de las si-
guientes publicaciones: [7] para el dilema del prisionero y [9] para el resto de los
ejemplos.

1. Piedra, papel o tijeras.

El juego clasico de piedra papel o tijeras se puede representar como un juego
rectangular de 2 jugadores ¥ = {(X1,m), (X2, m)}, en donde el espacio de estra-
tegias X1 = Xy = {piedra, papel, tijera} seréd idéntico para ambos jugadores, y las
funciones de ganancia de cada jugador se definen siguiendo las reglas usuales del
juego, es decir, tijera vence a papel, papel vence a piedra, piedra vence a tijeras y
existe un empate cuando ambos jugadores eligen la misma estrategia. Si ganar lo
identificamos con el nimero 1, perder con el nimero -1 y el empate con recompensa
0, la funcién de recompensa de cada jugador estara dado de la siguiente manera:

0 sl x1 = 29
m1(r1,x2) = —1 si (x1,29) € {(tijera, piedra), (piedra, papel), (papel, tijera)}
1 si(x1,29) € {(tijera, papel), (piedra, tijera), (papel, piedra)}

0 sixy = 29
mo(x1,x2) = —1 si (z1,29) € {(tijera, papel), (piedra,tijera), (papel, piedra)}
1 si(x1,29) € {(tijera, piedra), (piedra, papel), (papel, tijera)}

Y la funcién de mejor respuesta b; para el jugador ¢, con i en {1,2}, es:
{piedra} six; =tijera
bi(x;) = ¢ {papel} six; = piedra
{tijera} si x; = papel

2. Dilema del prisionero

El juego conocido como el dilema del prisionero [14] fue nombrado y formalizado
por el matematico Albert W. Tucker en una conferencia en la universidad de Stan-
ford y que se basa en un experimento ideado por los matematicos Melvin Dresher
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y Merill M. Flood. La historia y las condiciones del juego han ido modificandose
a lo largo del tiempo, atn asi, la esencia y conflicto intrinseco siguen siendo el
mismo. En este trabajo se tomardn las reglas y contexto planteados en [7].

El contexto y reglas del juego son los siguientes: dos sospechosos de un crimen
son detenidos por la policia, son encerrados en celdas distintas en las que no tienen
posibilidad de comunicarse. El fiscal, quien estd seguro de la culpabilidad de los
sospechosos, solo cuenta con las pruebas para sentenciarlos por un cargo menor
(usando una frase coloquial, podria decirse que el fiscal no tiene pruebas, pero
tampoco dudas) les propone el mismo trato a ambos prisioneros: si uno decide
confesar y el otro no, quien confiesa sera liberado por cooperar con la justicia, por
otro lado, quien no confiesa sera condenado a 6 anos de prisién; si ambos confiesan,
ambos recibiran una sentencia de 5 anos; por ultimo, si ambos deciden no confesar,
al no existir pruebas suficientes sélo se les podrd imputar el crimen menor cuya
sentencia es de 1 ano de prision.

La situacién anterior se puede expresar como un juego rectangular de 2 juga-
dores ¥ = {(X1,m1), (Xs,m)} donde Xy = Xy = {no confesar, confesar} y

( —5 six, = confesary xs = confesar

—1 six; = no confesary xo = no confesar
mi(w1,72) = 0  six; = confesary xo = no confesar
—6 si x; = no confesary xy = confesar

([ —5 sixy = confesar'y xy = confesar

—1 sixy = no confesary xy = no confesar
ma(@1, 22) = —6 sixy = confesary xo = no confesar

0  six; = no confesar y xo = confesar

Y la funcién de mejor respuesta b; para el jugador i, con i en {1,2}, es:

bi(z;) = {confesar} si x; = no confesar
S {confesary  six; = confesar

3. Duopolio de Cournot

Inspirado por la competencia en la produccion del mercado de agua mineral embo-
tellada, el matematico y economista Antoine Augustin Cournot presenta en 1838
su trabajo [5], en la que se destaca su modelo de duopolio, basado en los siguientes
supuestos:
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1. Dos empresas compiten por la produccién de un producto homogéneo, es
decir, su decisiéon serd la cantidad del bien a producir y no hay diferencias
entre el bien producido por las empresas.

2. Ambas empresas actian de manera independiente, es decir, no existe coope-
racion.

3. El precio del producto se determina en funcién de la cantidad producida por
ambas empresas.

4. Cada empresa cuenta con una capacidad de produccion, es decir, su produc-
cién es limitada.

5. La produccién implica un costo que esta en funcién de la cantidad a producir.

6. Ambas empresas buscardn maximizar sus ganancias.

Dados los supuestos anteriores, el modelo que permite ver la situacién como
un juego rectangular de 2 jugadores, es el siguiente:

G = {([0, a1],m), ([0, ], m2),

en donde aq, as son nimeros reales positivos y representan la capacidad de pro-
duccion del jugador 1 y 2, respectivamente; la funcion de recompensa o utilidad
para la empresa ¢ estd dado por

(21, o) = xi f (11 + x2) — i),

donde la funcién f : [0, a3 + az] — R es una funcién decreciente y determina el
precio de mercado del producto, de acuerdo con la produccion del mercado; y la
funcién creciente ¢; : [0, ;] — R, mide el costo de produccién de la empresa i.

4.-Duopolio lineal de Bertrand

Después de la publicacion del Modelo de Duopolio de Cournot, el matematico
Joseph Bertrand publica su trabajo [1] donde critica el modelo de Cournot y con-
sidera que las empresas compiten en precios y no en nivel de produccién, como
lo propuso Cournot. Los supuestos o reglas que permiten modelar el duopolio
propuesto por Bertrand son los siguientes:

1. Los productos que ofertan ambas empresas son idénticos, es decir, no hay

algiin incentivo, distinto del precio, por el cual preferir el producto de una
empresa.
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2. El costo de produccién para ambas empresas es el mismo.
3. Los consumidores tienen a su alcance ambas ofertas.

4. Las ventas que genera cada empresa estan en funcién de los precios determi-
nadas por ambas empresas.

Dad a > 0, se define el juego ¢ := {([0, o], m;)i=12}, donde
(i, T2) = 2 Di(xi, 12) — cDi(x1, 72).

En este modelo, las empresas compiten en precios, es decir, el espacio de accion
de cada empresa serd el precio al cual ofertaran su producto. La constante ¢ repre-
senta el costo de produccion por unidad, la funcién D; es la funcién de demanda,
la cual refleja la cantidad de clientes interesados en dicho producto y « es el precio
maximo al que pueden ofertar el producto.

5.-Tragedia de los bienes comunes

En 1968 Garret Hardin presenta un articulo [10] en la revista Science, en don-
de retoma y nombra a un escenario concebido originalmente por el matematico
William Forster Lloyd; el escenario en cuestién plantea de manera general la ex-
plotacién de un bien comun al que tiene acceso un grupo de individuos. De manera
particular, Hardin plantea lo siguiente: un grupo de pastores cuenta con una pro-
piedad comunal en donde pueden llevar a pastar la cantidad de ovejas que decidan
y crean conveniente; la propiedad comunal cuenta con un limite de ovejas que pue-
den ser pastadas a la vez; ir incrementando el nimero de ovejas reduce la calidad
de alimentacién de todas las ovejas de manera proporcional; el beneficio total que
obtiene cada pastor es creciente respecto a la unidad de ovejas.

Con el fin de modelar la tragedia de los bienes comunes como un juego rectan-
gular ¢ = {(X;,m;)},, supongamos que n es el nimero de pastores que tienen
acceso a la propiedad comunal y ninguno de ellos se quedara sin pastar una oveja.
Tomamos M como el nimero méximo de ovejas que pueden ser pastadas a la vez
y suponemos que el espacio de eleccion es continuo, es decir, pueden elegir fraccio-
nes de ovejas a pastar, asi el espacio de eleccion X; del jugador i sera el intervalo
[0, M]. Tomamos una funcién g decreciente, la cual determina la ganancia bruta
por unidad de oveja y esta en funcion del total de ovejas llevadas a pastar. Ademaés,
consideramos el valor ¢ como el costo o dano que se incurre por agregar una oveja
al campo. Entonces, la funcién de recompensa del jugador ¢ sera:

n

Ti(T1, ., x,) = xig(ij) — cx;.

J=1
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3.3. Equilibrio de Nash

Retomando el ejemplo del dilema del prisionero, una pregunta natural seria
jcudl es la mejor decisién para cada jugador? Una primera respuesta podria ser
aquella estrategia conjunta en que se obtenga el mejor resultado posible, es decir, la
estrategia que maximice la suma de las recompensas'. Es facil ver que dicho punto
es aquel en que ambos prisioneros no confiesan, ambos reciben una sentencia de
1 afio de prisién y ademas no causaria conflictos o rencores entre jugadores. Sin
embargo, si se opta por no confesar, apelando a la lealtad de su companero de
crimen, se corre el riesgo de que la lealtad no sea tan fuerte para no verse tentado
por la posibilidad de libertad, dejando asi al otro jugador con la sentencia maxima
y arrepentimiento por su decision. Entonces, para llegar a un punto de equilibrio
social se requiere de una cooperacion, que no es posible en el juego, por lo que
se corre el riesgo de caer en un desenlace contraproducente. Optar por este punto
dependera de condiciones como la confianza que se tenga en el oponente y que no
entran dentro de la estructura matematica del juego rectangular.

Dentro de la btisqueda de las mejores estrategias para tomar en un juego, John
Nash plantea una respuesta por medio de estrategias colectivas a las que llama
puntos de equilibrio, posteriormente bautizadas como puntos de equilibrio de Nash.

Definicién 3.3.1. Sea ¥ = {(X;, m) 1} un juego rectangular. Se dice que x =

(x1,22,...,2,) en X = [[X; es un equilibrio de Nash si para todo i=1,...,n
i=1

mi((T1y @iy xn) > m((21, ..o 2], .o, ) para todo xf en X.

Escrito en términos de funciones de mejor respuesta, © serd un equilibrio de
Nash si para cada i=1,...,n, se tiene que x; es elemento de b;(x_;).

Un equilibrio de Nash se dice que es simétrico si x1 = x9 = -+ = x,. Por otro
lado, al conjunto de todos los equilibrios de Nash se le denota como EN(9 ), el cual
podria ser igqual al vacio.

Entonces, un equilibrio de Nash si bien no asegura la recompensa maxima posi-
ble para cada jugador, si asegura una recompensa en la que ninguno toma ventaja
sobre otro. También podria decirse que un equilibrio de Nash es aquel conjunto de
estrategias bajo la cual, una vez finalizado el juego, ninguno de los jugadores se
arrepiente de la estrategia elegida, ya que de tener la posibilidad de cambiarla, no
obtendria una mejor recompensa.

IEl punto descrito es conocido como punto de equilibrio social, bajo el cual se espera que no
existan diferencias significativas en las ganancias que puedan originar conflictos.
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Definicién 3.3.2. Un juego rectangular ¢ = {(X;,m)f,} se dice que es regu-
lar si toda X; es un subconjunto no vacio, compacto y convexro de un espacio
euclidiano, toda m; es continua y toda m,_, es cuasiconcava para cada x_; en X_;.

En el siguiente resultado veremos que en cualquier juego regular se puede ase-
gurar la existencia de algin punto de equilibrio de Nash.

Teorema 3.3.3. Si ¥ = {(X;,m)l,} es un juego regular, entonces EN(¥) es
distinto del vacio.

Demostracion. Para cada 1 < i < n tomamos b;, la funcién de mejor respuesta y
definimos la funciéon multivaluada b : X = X como

b(x) :=b1(x_1) X bo(x_2) X -+ X bp(T_p).

Gracias a que cada espacio de accién es compacto y por el teorema de Weiers-
trass, la funcion multivaluada b esta bien definida. Luego notemos que si x esta
en b(x), entonces para toda i en {1,...,n}, z; estd en b;(z_;) y, por lo tanto, = es
un punto de equilibrio de Nash. Entonces, para completar la prueba, basta probar
que el teorema del punto fijo de Kakutani es valido en b .

Primero notemos que X es convexo y compacto, ya que, paratodaien {1,...,n},
X; es compacto y convexo.

Veamos ahora que b es de valores convexos, es decir, si tomamos = (21, ..., x,)
en X, asi como dos elementos y = (y1,...,9n) Vv 2 = (21,...,2,) en b(z) y

0 < XA < 1, entonces Ay + (1 — A)z es también un elemento de b(x). Para ello
demostraremos primero que cada componente Ay;+(1—\)z; es elemento de b;(x_;).

Usando el hecho de que y; y z; son mejores respuestas para la estrategia z;, es
decir, ambos son elementos de b;(x_;), se sigue que 7, _.(y;) = m,_,(z;) y maximizan
la funcién 7, _,, recordando que la funcién 7, _, es tal que, m,_ (x;) = m(z_;, 25)
para toda x; € X;. Tomando ahora que m,_, es cuasicéncava, se tiene que,

T, (A + (1= N)zi) > 7o, (yi)-

Pero, m, ,(y;) es maximo, entonces 7, ,(Ay; + (1 —\)z;) = m,_,(y;) y como conse-
cuencia, se tiene que A\y; + (1 —\)z; es una mejor respuesta para x; y esta en b;(x_;).
Como lo anterior es vélido para toda i en {1,...,n}, se concluye que \y+ (1 —\)z
estd en b(x) y, por lo tanto, b es de valores convexos.

Probaremos ahora que b es superiormente semicontinua y para ello probaremos
primero que para toda i en {1,...,n}, b; es superiormente semicontinua. Definimos
las funciones multivaluadas F; : X_; = X, como
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Notemos que F; es superiormente semicontinua, pues si U es un abierto en X, la
imagen inversa superior es tal que

Ademas, F; es inferiormente semicontinua, pues si U es un abierto en X;, la imagen
inversa inferior es tal que

! |0 siU=10

Por lo tanto, F; es continua. Mas atn, F; es de valores compactos, ya que cada X;
es compacto.

Entonces, tenemos una funciéon multivaluada F; : X_; = X, continua y de
valores compactos, una funcion continua m; : X_; x X; — R y ademads b; cumple
que

bi(x_;) ={x; € F(x_y) | mi(x_s,x;) > mi(w_y,x}) Vaf € Fa;)},

por lo tanto, se cumplen las hipotesis del Teorema del Maximo de Berge 2.2.7,
concluyendo asi que b; es superiormente semicontinua y de valores compactos vy,
por el Teorema 2.2.3, se sigue que b es superiormente semicontinua y de valores
compactos. Luego, por el Teorema 2.1.18 se cumple que b es de grafica cerrada.
Por 1ultimo, notemos que se tienen las condiciones del Teorema del Punto Fijo de
Kakutani 2.4.3, teniendo con ello que b admite un punto fijo.

O

A partir de los juegos antes presentados, se realizaran analisis para buscar los
puntos de equilibrio de Nash.

1.-Piedra, papel o tijera

El juego de piedra papel o tijera no es regular, ya que el espacio de estrategias
de los jugadores no es compacto y convexo, lo que impide asegurar la existencia
de un punto de equilibrio de Nash, y de hecho, veremos que el juego no cuenta con
equilibrios de Nash. Para hacerlo notar podemos resumir los resultados finales en
dos posibles escenarios: el primero en que ambos jugadores elijan la misma estrate-
gia, dandose un empate con recompensa 0 para ambos, y el segundo cuando eligen
estrategias distintas, ddndose un ganador y un perdedor. Bajo el primer escenario
y manteniendo la estrategia del ponente, se podria cambiar la estrategia de tal ma-
nera que se gane el juego. Mientras que, bajo el segundo escenario, si se mantiene
la estrategia del jugador ganador, el jugador que haya perdido podria cambiar su
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estrategia de tal manera que empate o gane, mejorando asi su recompensa.
2.-Dilema del prisionero

El dilema del prisionero no cumple las hipotesis del Teorema, ya que el espacio
de estrategia de los jugadores no es compacto y convexo, lo que impide asegurar la
existencia de un punto de equilibrio de Nash, sin embargo veremos que si cuenta
con uno. Con el fin de identificarlo, analizaremos los casos posibles en busca de un
punto de equilibrio de Nash.

Caso 1. Ambos jugadores deciden no confesar.

En este caso, ambos jugadores obtienen una sentencia de un ano de carcel
(recompensa -1). Sin embargo, si la decisién del contrincante permanece sin alte-
rarse, podrian cambiar su decision a una confesion, mejorando asi su recompensa,
es decir,

mi(no confesar, no confesar) = —1 < m(confesar, no confesar) =0

mo(no confesar, no confesar) = —1 < mo( no confesar, confesar) = 0.

Caso 2. Uno de los jugadores confiesa mientras que el otro no lo hace.

El jugador que confiesa serd liberado, alcanzando la recompensa maxima po-
sible en el juego (recompensa 0), mientras que el jugador que no lo hace recibe la
recompensa minima posible en el juego (recompensa -6). Esta estrategia conjunta
no es un equilibrio de Nash, pues el jugador que no confiesa podria mejorar su
recompensa si decide confesar, sabiendo que su oponente ya lo hizo, teniendo asi
una recompensa de -5, en lugar de -6. Lo anterior se expresa de la siguiente manera
para ambos jugadores.

m(no confesar, confesar) = —6 < m(confesar, confesar) = —5

mo(confesar, no confesar) = —6 < my(confesar, confesar) = —5.

Caso 3. Ambos jugadores deciden confesar.

Notemos que este caso resulta un equilibrio de Nash, pues ambos jugadores
reciben recompensa igual a -5 y si uno de ellos pudiera cambiar su estrategia,
manteniendo la del oponente intacta, seria contraproducente, pues su recompensa
serfa menor a lo que ya habia obtenido. Escrito en términos de las funciones de
recompensa tenemos que

m(confesar, confesar) = —5 > m(no confesar, confesar) = —6

ma(confesar, confesar) = —5 > ma(confesar, no confesar) = —6.
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No habiendo otros casos posibles podemos concluir que el tinico equilibrio de
Nash en el dilema del prisionero es aquel en que ambos jugadores confiesan, tal
como también puede observarse de las funciones de mejor respuesta.

3.-Duopolio de Cournot

Para ejemplificar los puntos de equilibrio, definiremos el duopolio de Cournot
de la siguiente manera: los costos de produccion seran constantes e iguales para
ambos jugadores, las funciones de precio seran iguales a f(x1,z2) = d — (21 + 22),
teniendo asi que las funciones de recompensa de los jugadores son:

T (x1, 22) = x1(d — 1 — x3) — x1C
7T1<1'1,ZZ'2> = l’g(d — T — SL’Q) — I9C.

Entonces, un punto de equilibrio de Nash debe de cumplir con las condiciones
de primer orden, es decir,

d
ﬂ:d—2xl—x2—c:0
dIl

d
ﬂ:d—%sg—wl—c:o.
dl‘g

Equivalentemente, un punto de equilibrio de Nash (z1,z5) serd un punto fijo
para la funcién multivaluada b : X; x Xy = X; X Xy definida por b(xy,xs) =
b1 (x2) X ba(xq) donde las funciones b; y by son las funciones de mejor respuesta y
quedan definidas como:

b1($2)2{$1|d—21’1—$2—020}
bg(l‘l):{.TQ‘d—2$2—$1—0=0}.

Resolviendo el sistema de ecuaciones resultante se llega a que existe un unico
punto de equilibrio de Nash, que ademas es simétrico, xo = x1 = d%C.
En su momento Cournot identificé los puntos de equilibrio? de Nash en su mo-

delo, adelantdndose més de un siglo a la definiciéon general dada por Nash.
4.-Duopolio de Bertrand
Existe un supuesto adicional que se puede hacer sobre el duopolio de Bertrand

y es la existencia o no de diferencias entre los productos que producen los compe-
tidores, pues de no haber diferencia, el competidor con el precio mas bajo se lleva

2En muchas publicaciones es comiin ver que junto con el modelo de Cournot se mencione los
puntos de equilibrio de Nash bajo el nombre de equilibrio de Cournot.
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el mercado completo, mientras que el mercado es repartido entre ambos cuando
existe una igualdad en los precios. Por otro lado, cuando los productos son distin-
tos, existen otros factores que un consumidor considera a la hora de elegir a quién
comprar.

La experiencia nos dice que un supuesto mas cercano a la realidad es aquel en
que los productos son iguales, debido en parte a que los consumidores ademas del
producto por si mismo, buscan experiencias al momento de comprar. Por ello se
analizara el segundo caso para buscar los puntos de equilibrio.

Supongamos que las funciones de produccion de cada jugador serdn los siguien-
tes:

fi(zr,22) = a — x1 + by

fo(z1,29) = a — x9 + bxy.

En donde a y b son dos niimeros naturales positivos. Se tiene entonces que las
funciones de recompensa estaran dadas de la siguiente manera:

7T1(£L’1,$2) = (CL — X+ bSL’Q)(Il — C)
mo(21, 22) = (@ — x3 + by ) (22 — C).

Entonces, para encontrar los puntos de equilibrio de Nash, se ha de resolver el
sistema de ecuaciones dado por las condiciones de primer orden sobre las funciones
de recompensa, es decir,

d
ﬂ:a—2x1+bx2+c:()
d,Il

d
ﬂza—2x2+bx1+c:0.
dxg

Equivalentemente, un punto de equilibrio de Nash (z1,x3) serd un punto fijo
para la funcién multivaluada b : X; x Xy = X; X X, definida por b(zy,x2) =
bi(x2) X be(xq) donde las funciones by y by son las funciones de mejor respuesta y
quedan definidas como:

bi(xe) ={x1 | a — 2x9 + bx1 + c =0}
bo(z1) = {x2 | @ — 229 + bz + ¢ = 0}.

Resolviendo el sistema de ecuaciones resultante se obtiene que el punto de equi-

librio® de Nash en el duopolio de Bertrand es tal que x; = 24 = g—fg

3 Al igual que sucede con los puntos de equilibrio de Nash en el modelo de Cournot, es comiin
ver que ciertos autores y publicaciones llamen puntos de equilibrio de Bertrand a los puntos de
equilibrio de Nash dentro del modelo de Bertrand.
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Para no dejarlo de lado, notemos que al suponer productos idénticos para am-
bos jugadores, el inico punto de equilibrio de Nash es cuando ambos jugadores
asignan el precio igual al costo ¢, pues de otro modo los casos podrian simplificarse
en dos: el primero en que ambos asignen precios iguales y mayores a ¢, sin embargo
en este caso ambos jugadores tienen el incentivo de bajar ligeramente el precio y
asi hacerse del mercado completo; mientras que en el caso de precios diferentes,
quien tenga el precio mas alto tendra el incentivo de igualar el precio de su con-
trincante o bien estar ligeramente por debajo (siempre que no sea menor que c)
para asi mejorar su recompensa.

5.-Tragedia de los bienes comunes

El analisis de los puntos de equilibrio de Nash en el juego de la tragedia de los
bienes comunes se realizara sin dar funciones explicitas, con el fin de evidenciar la
caracteristica que le da nombre al juego. Se supondra que la funcién de utilidad
bruta g, es continua y con primera y segunda derivada menor a 0, lo cual tiene
sentido suponer, pues el modelo establece que la funcién es decreciente.

Notemos que el juego es regular y, por lo tanto, podemos asegurar que existe
al menos un punto de equilibrio.

Recordemos que la funcién de recompensa de cada jugador esta dada por

n

(21, x,) = xig(ij) — cx;.

J=1

Obtenemos la derivada de las funciones de recompensa para cada jugador.

d’ﬂ'i T = ’ -
d:zs ) =g (Z;@) + x;9 (Z@) —c.
¢ j=1 j=1

*
n

Entonces, si * = (z7,...,2}) es un punto de equilibrio de Nash, se cumple para

cada jugador que

g <ix§> + g <ix§) —c=0.
o j=1

Si sumamos sobre todos los jugadores, se llega a que

ng (ixf) —I—zn:xfg’ (ixj) —nc =0,
i=1 i=1 i=1
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o equivalentemente

g (i x;k> i > 79 O, 7)) =0, (3.1)

n

Por otro lado, un punto éptimo social es aquel punto z° = (x9,...,2%) que

maximiza la suma de las ganancias de los jugadores, es decir,

g (i%o) il’f—ciﬂcf >y (i%) i% - cixi para todo z € X
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

y como consecuencia ha de cumplir la condicién de primer orden

g (Z xf) + Z 27g’ <Z xf) —c=0. (3.2)

Ahora, probemos que Y, zf > " x?. Para ello supongamos lo contrario,
. n n
es decir, >z} <Y 9, entonces se cumple que

Zﬁ—l x¥ n
== < 2. 3.3
- ;x (33)

Luego, como la funcién g es decreciente, se cumple que

g (Z x) <g <Z x) . (3.4)

Recordemos ahora que ¢ y ¢” son negativas, entonces podemos asegurar la
siguiente desigualdad

g (Zx) <d (Z x) <0. (3.5)

Si se toman las desigualdades (3.3) y (3.5), se tiene que

SR N) Dt Dt
/ o o < =1 "1 =1 z‘ 36

Ahora, si sumamos (3.4) y (3.6), y restamos el costo ¢, llegamos a que

9 (i xf) + ix?g/ (i xf) —c<yg <z”: :rj) + Zyil xjg;b(z?1 ;) el
=1 =1 i=1 i=1
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lo cual es una contradiccién, ya que por (3.1) y (3.2), ambas expresiones son iguales
a cero. Podemos concluir que la suma sobre los componentes del punto de equilibrio
de Nash es mayor que la suma sobre los componentes del punto éptimo social.
Asi pues, cuando se decide de manera racional y buscando el beneficio individual
(punto de equilibrio de Nash) se llega a una sobrexplotacién de los bienes comunes
que podrian ocasionar la erosién del suelo, la falta de alimento para el ganado y
probablemente la muerte de éste. He de ahi el adjetivo de “tragedia”dado al juego.

Visto en términos descritos por Hardin*, un pastor racional verd viable ir au-
mentando la cantidad de ovejas a pastar, pues el costo de hacerlo es repartido
entre todos, mientras que el beneficio neto por incluir otra oveja serd sélo para él.
Sin embargo, si todos los pastores son racionales y piensan de la misma manera,
provocaran una sobrexplotacion.

3.4. Estrategias mixtas

En los juegos vistos previamente, los jugadores eligen entre sus opciones la
estrategia que prefieren por razones que a ellos los mueva, pero a continuacién, se
presentaran otro tipo de estrategias, conocidas como estrategias mixtas, bajo las
cuales los jugadores no deciden la estrategia que usaran en el juego per se, sino una
manera en cémo dicha estrategia sera elegida, es decir, asignando probabilidades
a cada una de sus estrategias.

Antes de definir las estrategias mixtas, revisaremos el concepto de medida de
probabilidad.

Una medida de probabilidad® para la o-algebra® S, de un conjunto A, serd una
medida que cumpla:

1. P(0) =0y P(A) = 1.
2. P(B) > 0 para cualquier elemento B de la o-élgebra.

3. P(U2,B;) = > .2, P(B;) para cualquier coleccién de elementos numerables
y disjuntos.

A la terna (A, S,P) se le conoce como un espacio de probabilidad.

4Hardin menciona que la tragedia de los bienes comunes es ejemplo de una situacién en que
no se cumple la teoria de la “mano invisible’de Adam Smith, bajo la cual se teoriza que los
individuos toman decisiones que terminan beneficiando al resto, aun cuando sus decisiones son
tomadas de manera egoista.

Para consulta de los conceptos de la teorfa de probabilidad se tomé como referencia [4].

6Si A es un conjunto, una coleccién de subconjuntos de A, serd una o-algebra si satisface las
siguientes 3 propiedades: el vacio es uno de sus elementos, 2) es cerrado bajo complementos y 3)
es cerrado bajo uniones numerables.
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Definicién 3.4.1. Sea {X;, m;}!, un juego rectangular con espacios de accion.
Una estrategia mizta p; para el jugador i es una medida de probabilidad p; en X;.

Cuando el juego rectangular es finito, es decir, el espacio de acciéon de cada
jugador es finito de cardinalidad m;, entonces una estrategia mixta u; puede ser
representada como un elemento de R™ de la forma (p; (1), . . ., pti(Tim,)), en donde
cada entrada del vector es la probabilidad asociada a la accién z;;. En este sentido,
el conjunto de todas las posibles estrategias mixtas, al cual se denotara como 5j;,
puede ser definido de la siguiente manera:

Si = {(Si1,8i2,- -, Sim;) € R™ | 8,5 >0 para todo 1 < j <m; y Zsij =1}
j=1

Al producto cartesiano de los espacios de estrategias mixtas se le denota como S
y puede verse como un subconjunto de R™, donde m = mqy +ms + -+ - + m,,.

Ha de notarse que si una estrategia mixta s; es tal que s;; = 1 para alguna
1 <5 <m,;, entonces s; es una estrategia pura.

Existen multiples interpretaciones que pueden darse a las estrategias mixtas
como pueden verse con mayor detalle en [9], [16] y [13], entre ellas destaca la idea
de que las estrategias mixtas miden la frecuencia en que se estard usando cada
estrategia pura, bajo el supuesto de que un juego se realice mas de una vez. Otra
forma de pensar las estrategias mixtas es cuando en ciertos juegos cobra sentido
suponer que los jugadores pueden construir una estrategia por medio de repartir su
decision en cada una de las estrategias puras, teniendo asi que la estrategia mixta
representa la proporcion otorgada a cada estrategia pura, por ejemplo, cuando el
juego se trata de inversionistas que tienen que elegir la manera en que repartiran
su capital en los distintos instrumentos de inversion.

A partir de un juego rectangular y los espacios de estrategias mixtas es posible
construir otro juego rectangular, conocido como extensién mixta de un juego
rectangular, cuyos espacios de accion seréan los espacios de estrategias mixtas y
las funciéon de recompensa de cada jugador se definira como el valor ponderado o
esperanza de las estrategias mixtas de todos los jugadores, como se muestra en la
siguiente definicion.

Definicién 3.4.2. Sea 4 = {(X;,m)X,} un juego rectangular finito y S el pro-
ducto de espacios de estrategias mixtas, se define para el jugador i la funcion de
ganancia en estrategias mixtas R; : S — R como

Ri(s) = Z Sty " Sna, Ti(T1, Loy ooy Ty).

(z1,225-..,2n ) EX
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Dado que la extensién mixta de un juego rectangular finito es a su vez un
juego rectangular, las definiciones y conjuntos anteriores se extienden a éstos. En
particular si ¢ es un juego rectangular finito, un equilibrio de Nash en estra-
tegias mixtas serd un equilibrio de Nash en su extensién mixta, es decir, sera
un elemento s = (s1,892,...,8;,...,5,) de S tal que R;(s1,89,...,8i,...,5,) >
Ri(s1,...,8i%,...,8,), para todo jugador y cada s;* en S;. En términos de las fun-
ciones de mejor respuesta, s sera un equilibrio de Nash en estrategias mixtas para
el juego ¥, si s; es elemento de b;(s;) para toda s;, donde b; es la funcién de mejor
respuesta para el juego de extensién mixta de ¥.

Veamos a continuacion un resultado que sera de utilidad para probar el Teorema
de Nash en estrategias mixtas.

Lema 3.4.3. Sea ¥ = {(X;,m)}_,} un juego rectangular finito tal que | X;| = m;
ym =my+mo+---+m,. Entonces, el producto de espacios de estrategias mixtas
S, es un subconjunto compacto y convero de R™.

Demostracion. Para probar la compacidad de S, basta ver que es acotado y cerra-
do. Si s es un elemento de S, entonces cada componente s; consta de elementos en
R™ de componentes no negativos cuya suma es 1. Entonces,

Si C{(51,82, -, 5m;) ER™ [0 <s; <1V j},

el cual es acotado. Asi, el conjunto S es acotado.
Para probar que S es cerrado tomaremos una sucesion

(z1)ien = ((@1,)1en, - - - (Tn, )1en)

en S, la cual converge a x = (z1, 2, ..., x,). Ahora, probaremos que = esta dentro
de S, para lo cual basta probar que cada z; es una estrategia mixta para el jugador
7.

Primero notemos que, para cada i, j,, el elemento de la sucesién x;; cumple
que

0< @y, <1,

lo cual nos lleva a que 0 < z;; < 1.

Ademas, notemos que, para cada z;,, se cumple que Z;’Zl xi;, = 1, teniendo asi
que

m;

lfm E xiy;, = lim1 = 1.
l—00 < 7 l—00
]:

También se tiene que
lim E Tii = E limx;; = E T;i
=00 i oo o
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mg
por lo tanto, ) x;;, = 1 y como consecuencia se tiene que z esta en S.
j=1
Resta probar que S es convexo. Para ello tomamos x,y en S y probaremos que
az + (1 — a)y es elemento de S para cualquier « en I. Lo anterior es equivalente
a demostrar que cada componente ax; + (1 — «a)y; estd en S;. Se sigue que a, (1 —

a), i, yi; > 0, entonces ax;; + (1 — a)y;; > 0. Por otro lado, notemos lo siguiente
azy; +(1—a)y; <a+(l—a)=1,

por lo tanto,
0 < A4 + (1 — Oé)yij < 1.

Por tltimo, haciendo algunos calculos obtenemos lo siguiente

Dl (l-ayl=a) zy+(1-a)) yy=a+l-a=1
Jj=1 j=1 j=1

Podemos concluir asi que az; + (1 — a)y; estd en S; y, por ende, S es convexo.
O

John Nash introdujo el concepto de equilibrio de Nash y demostré que cual-
quier juego rectangular finito, siempre tendra un punto de equilibrio en estrategias
mixtas. Notemos que el Teorema 3.1.17 resulta ser mds general que el presentado
por Nash en su momento y de hecho partiremos de éste para probar el resultado
original al que lleg6 Nash.

Teorema 3.4.4 (Nash). 51 ¢ = {(X;,m)",} es un juego rectangular finito,
entonces existe un punto de equilibrio de Nash en estrategias miztas.

Demostracion. El objetivo serda probar que el juego de extension mixta de ¢ es
regular y asi poder usar el Teorema 3.3.3. Sabemos que el espacio de estrategias
mixtas de cada jugador es un subconjunto no vacio de R™ y por el Lema 3.4.3
sabemos que es compacto y convexo. Ahora bien, notemos que la funcién de uti-
lidad R; es una funcién multilineal y, por lo tanto, es continua. Luego, la funcién
R; restringida a X; es una funcién lineal y por el Ejemplo 1.1.9, es una funcién
cuasiconcava. Por todo lo anterior, el juego de extensién mixta es un juego regular
y por el Teorema 3.3.3 se asegura la existencia de un punto de equilibrio.

O

"Nash en su tesis doctoral [8] prueba directamente que un juego rectangular cuenta con al
menos un punto de equilibrio en estrategias mixtas. Sin embargo, de su demostracién se puede
llegar de manera natural a definir los juegos regulares y la generalizacién del teorema a estos
ultimos.

73



CAPITULO 3. JUEGOS Y TEOREMA DE NASH

Como lo vimos anteriormente, el juego de piedra papel o tijera no cuenta con
equilibrios de Nash en estrategias puras. Sin embargo, por el teorema anterior
podemos asegurar que existe un equilibrio de Nash en estrategias mixtas para el
juego. Para ello obtengamos las funciones de recompensa del juego de extension
mixta haciendo un ligero ajuste al espacio de estrategias puras de los jugadores
con el fin de simplificar la notacién, asi piedra=1, papel=2 y tijera=3.

3 3

31(811,3127313,3217822,323):E E 81z32j71(i7j)

=1 i=1
= —S511S22 + S11523 + S12821 — S12523 — S13S21 + S13S22.
Usando el hecho de que s13 = 1 — (511 + S12) ¥ S23 = 1 — (S21 + S92), se sigue
que
Ry (s1,52) = —S11522 + S11 — S11821 — S11822 + S12521 — S12 + S12521
+ S12822 — S21 + S11S21 + S12821 + S22 — S11S822 + S12522
= 3512521 — 3511522 + S11 + S22 — S12 — Sa1.

Por la simetria de los resultados del juego, se tiene que la funcién de recompensa
en la extensién mixta para el jugador 2 es

R2(81, Sg) = 3511522 — 3512521 — S11 — S22 + S12 + So1.

Entonces, un punto de equilibrio de Nash debe cumplir las condiciones de
primer orden en las derivas parciales de R; y Rs, es decir,

0R,

—=-3 1=0
D11 S0 +

0R,

—— =3591—1=0
8812 521

OR
T2 = 35541 =0
0591

OR

2 =35, —1=0.
0599

Y eso sucede s6lo cuando Sgs = So1 = S12 = $11 = 1/3 y, por lo tanto, también
S13 = S93 = 1/3. Asi, el tinico equilibrio de Nash en estrategias mixtas para el juego
piedra, papel o tijeras es cuando se asigna una distribuciéon uniforme al espacio
de estrategias puras. De lo anterior podriamos concluir que, cuando se juega mas
de una vez el juego, es conveniente elegir de igual manera cada una de las tres
estrategias disponibles.
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