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Introduccion

Este trabajo se enfoca en el estudio de procesos de difusiéon como solucién a ecuacio-
nes diferenciales estocésticas. También en su simulacién, estimaciéon de sus parametros
y aplicaciones. Como primer objetivo se busca dar un contexto amplio, tanto teérico
como computacional sobre este tipo de procesos y su estimaciéon paramétrica.

Las ecuaciones diferenciales estocasticas sirven para modelar sistemas dindmicos alea-
torios. Por ello, una de sus principales aplicaciones es en finanzas. Son usadas por
ejemplo para modelar el precio de acciones o indices, para la valuacién de instrumen-
tos financieros derivados o para modelar tasas de interés. Para aplicar los modelos
teodricos es necesario tener datos. Por lo tanto, la falta de informacion resulta un pro-
blema. Un segundo objetivo del trabajo es utilizar el contexto tedrico para trabajar
con datos de bases reales, tanto de datos completos como incompletos, y poder ajustar
modelos de finanzas.

En el Capitulo 1 se enuncian algunas definiciones y notaciones necesarias como base
para los temas a tratar en los siguientes capitulos. El Capitulo 2 se enfoca en calculo
estocastico, con el objetivo de construir la integral estocéastica. Se presentan algunas
propiedades de ésta y finalmente se enuncian las formulas de 1t6.

Estas formulas serdn esenciales para el Capitulo 3, enfocado en ecuaciones diferen-
ciales estocésticas y en particular en procesos de difusion, los cuales son definidos
dentro del mismo. Se enuncia el teorema de existencia y unicidad, asi como propieda-
des y ejemplos de procesos de difusion. En el Capitulo 4 se trabaja con la simulacién
de los procesos de difusiéon presentados en el capitulo anterior. Para ello se utilizan los
métodos de aproximacion de Euler y Milstein. Los diferentes procesos son simulados
y graficados utilizando R.

En el Capitulo 5 se habla sobre estimacion paramétrica para procesos de difusion,
enfocado en el proceso de Vasicek y movimiento browniano geométrico. Primero, se
presentan los estimadores méaximo verosimiles de ambos procesos. Estos pueden ser
calculados facilmente ya que la probabilidad de transicion de los dos procesos esta
bien definida. Después se presentan los algoritmos Esperanza-Maximizacion (EM),
EM Monte Carlo (EMMC) y EM estocastico (EME). Con este tltimo también se es-
timan parametros para ambos procesos. Los estimadores son implementados en R.

Por ultimo, en el Capitulo 6 se mencionan aplicaciones en finanzas para ambas di-
fusiones. Para el proceso de Vasicek se trabaja con modelos de tasa corta para la
valuacion de bonos cup6n cero. El movimiento browniano geométrico se aplica para la
valuacion de opciones europeas, utilizando la formula de Black y Scholes. Se da una
breve introduccion teodrica sobre las dos aplicaciones. Finalmente se ajusta una base
de datos a los procesos correspondientes y se estiman pardmetros con los métodos del
Capitulo 5.



Capitulo 1

Definiciones y notaciéon

Se enuncian algunas definiciones, resultados y notacién de teoria de probabilidad,
procesos estocésticos e inferencia estadistica. Seran importantes para la construccion
de la integral estocastica, las ecuaciones diferenciales estocasticas y la estimacion de
parametros. Para consultar detalles de los conceptos presentados en la Seccion 1.1 y
Seccion 1.2 ver [7], [12],[19] y [20]. Para detalles de conceptos abordados en la Seccion
1.3 consultar [13] y [26].

1.1. Teoria de probabilidad

Definicion 1.1.1. Un espacio de probabilidad es una terna (€2, F,P) donde:
(i) © es un conjunto.
(7) F es una o-algebra de (.

(73) P: F — [0, 1] es una medida de probabilidad.

Para las siguientes definiciones se asume el espacio de probabilidad (€2, F,P).

Definicion 1.1.2. Una wvariable aleatoria X es una funciéon medible de © a R, es

decir:
X :Q =R,

VB € BR), X '(B) e F.
B(R) es la o-algebra de Borel en R.

Definicion 1.1.3 (Espacio LP(P)). Sea (Q, F,P) un espacio de probabilidad y 1 <
p < oo. La variable aleatoria X : Q@ — R esta en L? si E|X|? < co. La norma en el
espacio es

IXll= (EIX )"
En particular, si p = 2 entonces L? es el conjunto de variables aleatorias cuadrado
integrables.

Definicién 1.1.4. Una sucesion de variables aleatorias { X, },en converge en LP a la

variable aleatoria X si
lim E|X,, — X|P =0.

n—oo

Si p = 2 se dice que converge en media cuadrdtica.



Observacion 1.1.1. Si 1 < ¢ < p entonces L(P) C LP(P). Por lo tanto, si X : Q@ — R
E|X|* < o0 = E|X]| < 0.

Observaciéon 1.1.2. El espacio L?(P) es un espacio completo. Por lo tanto, toda
sucesion de Cauchy definida en el espacio converge dentro del mismo.

1.2. Procesos estocasticos

Definicion 1.2.1. Un proceso estocdstico es una coleccion parametrizada de variables
aleatorias {X; : t € T}. El conjunto T es llamado espacio parametral. Se utilizara
T =1[0,7] donde 0 < T < oc.

Definicion 1.2.2. Una filtracion es una familia creciente de sub-o-algebras de F. La
filtracion natural del proceso estocastico {X; : ¢t € [0,T]} se define como {F; : t > 0}
donde F; es la o-algebra generada por el proceso hasta el tiempo ¢, es decir:

Fr=0{Xs:0<s <t}

{Fi} se interpreta como la informacion de {X; : ¢ € [0,7]} hasta el tiempo ¢. Las
filtraciones usadas a lo largo del texto seran la filtracion natural, a menos que se
indique lo contrario.

Notaciéon. Para procesos estocasticos se utilizara la notacion:

Sin corchetes X; representa la variable aleatoria que toma el proceso al tiempo t. Se
utilizara como filtracién la natural con la notacién

{F} ={F:t=0}

Definicién 1.2.3. Un proceso de Markov es un proceso estocastico {X;} adaptado a
la filtracion {F;} que satisface la siguiente propiedad:

]:P(XS+t - A|]:S) = P(X5+t S A|XS), Vs,t c T, A € f

A esta propiedad se le conoce como propiedad de Markov. Una defincion equivalente
es si para cada 0 < s <ty f:R — R medible tal que E[f(X;)] < oo se tiene

E[f(X)|Fs] = E[f(Xo)[ X].

Definiciéon 1.2.4. El proceso { X;} es gaussiano siy solo si para cualesquiera ty, ..., t; €
[0, 7] se tiene que (X3, ..., X}, ) es una variable aleatoria gaussiana multivariada.

A continuacion se definen dos procesos estocasticos necesarios para la construcciéon de
la integral estocéstica: las martingalas y el movimiento browniano. Se recuerda la defi-
niciéon de esperanza condicional como variable aleatoria y algunas de sus propiedades.
Esta es fundamental para la definicién de los procesos Martingala.

Definicion 1.2.5. La FEsperanza Condicional de la variable aleatoria Y, dada la o-
algebra F; se denota como E[Y|F;]. Es la tnica variable aleatoria que satisface las
siguientes propiedades:



(i) E[Y|F] es Fi-medible.
(74) Para cada evento A € F que sea Fy-medible,

EE[Y|F]La] = E[Y'14].

Proposicion 1.2.1. ! Sea {X;} un proceso adaptado a la filtracion {F; }. La esperanza
condicional E[Y|F;] satisface las siguientes propiedades:

» Si la variable Y es F;-medible, entonces E[Y|F;] =Y.

Si A € F es Fi-medible, por definicion
E[E[Y|F]1a] = E[Y14].

En particular
EE[Y|FR] =E[Y].

= Si la variable aleatoria Y es independiente de las variables X, para toda 0 <
s < t entonces

E[Y[F] = E[Y].

La independencia de Y con X, 0 < s < t implica que F; no contiene informacién
sobre Y. Por eso es igual condicionar o no la esperanza de Y con respecto a F;.

= Si Z es una variable aleatoria F;-medible, entonces
E[Y ZIF] = ZE[Y|F.

= La esperanza condicional es lineal. Si Z es otra variable aleatoria y a,b cons-
tantes entonces

ElaY + bZ|F] = aE[Y|F] + bE[Z|F).
» Propiedad torre: Si s <t (Fs; C F;) entonces
EE[Y|F]|IF] = EY | F] = E[E[}Y [ F]|F].

Definicion 1.2.6. Un proceso {M; : t > 0} = {M,} es una martingala con respecto
a la filtracion {F;} si

(i) My es Fi-medible.

(7) Es integrable, i.e., E|M;| < occ.
(#i) Para cada 0 < s <t pasa casi seguramente que

E[M,|Fs] = M.

Definicion 1.2.7. Un proceso estocastico {B; : t > 0} = {B;} es un movimiento
browniano que comienza casi seguramente (c.s.) en x € R, con media m y varianza o>
si cumple con las siguietes propiedades:

La prueba de la proposiciéon se puede consultar en [7] pp. 205-2013 y [12] pp. 3-T7.
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(i) Las trayectorias t — By son funciones continuas de ¢ casi seguramente.

(#4) Tiene incrementos estacionarios

VO0<s<t, B, — Bs~N(m(t—s)o*t—s)).

(#i) Tiene incrementos independientes

s<t,(By—Bs) L B, Vr<s.

Si el proceso tiene incrementos estacionarios e independientes y comienza en 0 c.s. el
proceso es un movimiento browniano estindar. A menos que se indique lo contrario,
al hablar de movimiento browniano se estaré hablando del estandar.

Proposicién 1.2.2. 2 Algunas propiedades del movimiento browniano son:
= Es una martingala continua.
= Es un proceso de Markov.
= Es un proceso gaussiano.

Definicion 1.2.8. Sean X = {X;} e Y = {Y;} dos procesos estocasticos definidos en
(Q, F,P). El proceso X es una modificacion de Y si

P(X,=Y,)=1 Vtel0,T]. (1.2.1)
Los procesos son indistinguibles si para casi todo w € €2 se tiene X; = Y;, para todo

t €10,7]. Es decir
P(X,=Y, Wt e[0,T]) =1 (1.2.2)

1.3. Estimadores maximo verosimiles

Definiciéon 1.3.1. Una muestra aleatoria es un conjunto de variables aleatorias X, Xo, . ..

independientes e idénticamente distribuidas. La funcion de densidad conjunta de la
muestra esta dada por

n

Ix1 %, (X1, T2y 03 0) = H fx;(xi;0).

=1

Definicion 1.3.2. El conjunto de valores que puede tomar la muestra aleatoria
Xq,..., X, se llama espacio muestral y se denota como X. El conjunto de valores
donde puede tomar valores 6, el vector de parametros, se define como espacio para-
metral denotado como © C RP.

Definicion 1.3.3. Una estadistica es una funcién de la muestra aleatoria que no
depende de paradmetros desconocidos. Se denota como T'(X) = T(Xy,...,X,). Un
estimador es una estadistica T'(X) = 6 utilizada para aproximar los valores de 6.

2La prueba de la proposiciéon se puede consultar en [12] Capitulo 2.6 y [10] Capitulo 1.

» Xn



Definicion 1.3.4. Sea X1, ..., X, una muestra aleatoria proveniente de una distri-
bucion con densidad f(z;60). La funcion de verosimilitud es la funcion de densidad
conjunta de la muestra, denotada como L(0) o L(0|z).

Se define a la log-verosimilitud de f(z;6) como

1(0) = In(L(6)) = Zln (fx,(x::0)).

Definicién 1.3.5. Sea Xj,..., X, una muestra aleatoria de una distribucién con
densidad f(z;60) y verosimilitud L(#). Se dice que § = T'(X) es un estimador mdzimo
verosimil (MLE, por sus siglas en inglés) de 6 si para cualquier § € © se cumple que
L(0) > L(6). Es decir
f = arg max L(0).
9co
Observacion 1.3.1. Dado que el logaritmo natural es una funcién monétona se tiene
que tanto la verosimilitud como la log-verosimilitud alcanzan su méaximo en el mismo
valor 6. Por lo tanto N
6 = argmax L(#) = argmax ((f).

€O 0cO
Observacion 1.3.2. Los estimadores maximo verosimiles pueden no ser tnicos. Bajo
la condicién de un modelo identificable, es decir que para todo 6 € O la funcién
0 — L(0) es inyectiva, se tiene que el estimador maximo verosimil es tnico.

Definiciéon 1.3.6. La funcion score, denotada s(6) es el gradiente de la log-verosimiltud.

s = 20 (az(e) a1(0) azw))

o0\ 00, 96, 08,

La matriz Hessiana, denotada H (6) tiene como entradas las segundas derivadas de la
funcion [(6). Es decir

021(0)
H(9), , = —=~.
(0)is 00,00,
Observacion 1.3.3. Si § satisface
~ o210
s(0) =0, 80(2>:O

entonces 6 es un estimador maximo verosimil.

Definicion 1.3.7. Se define como matriz de informacion de Fisher a la matriz de

covarianzas de la funcién score.
9 2
— (8 )
(509 ]

La matriz puede ser definida también en términos de la matriz Hessiana.

7(0) = Var(s(0)) = E

7(0) = —E[H(0)] = —E [age(f )} |

9



Proposicién 1.3.1. 3 Suponiendo que el modelo es identificable y que la funcién
de log-verosimilitud es integrable se tienen las siguientes propiedades del estimador
maximo verosimil.

i) El estimador 9 es consistente. Es decir que converge en probabilidad al para-
metro verdadero conforme n — oo.

it) Normalidad asintética. El estimador 6 converge en distribucion a una variable
normal multivariada.

Vil — o) 5 N (0.(Z(60)) ) .
donde 6 es el pardmetro verdadero y n el tamano de la muestra.

Definicién 1.3.8. Se denota EC M (6) al error cuadratico medio del estimador 6,
definido como A R
ECM(0) = E[(6 — 0)].

Esta funcién permite evaluar la bondad de un estimador puntual.

3La prueba a la proposicion se puede consultar en [23].

10



Capitulo 2

Calculo estocastico

En la Seccién 2.1 de este capitulo se construye la integral estocastica. Primero se
construye para procesos simples. Después, por medio del lema de aproximaciéon se
define para procesos continuos. Ademés, se enuncian propiedades importantes de la
integral estocastica. La Seccion 2.2 aborda las formulas de It6. El capitulo se basa en
[12], principalmente en los capitulos 2 y 3, donde se pueden consultar las pruebas a
las proposiciones y teoremas.

2.1. Construccion integral estocastica

En el calculo diferencial e integral usual, la derivada % f(t) representa la tasa de
cambio para una funciéon f(¢). La funcion derivada puede depender tanto del tiempo
como de la funcién original. Usando la notacién de ecuacion diferencial se lee como

df (t) = C(t, f(t))dt.

Dada una condicién inicial f(0) =ty se puede recuperar la funcion f(t)

f() = to + / C(s, £(s))ds.

Por otro lado, en el célculo estocastico la tasa de cambio de un proceso { X;} cuenta con
un factor aleatorio que puede depender tanto del tiempo como del proceso. Agregando
este factor, la tasa de cambio del proceso se describe con la siguiente notacion

dXt - AtdBt —+ Ctdt, (211)

At = A(t7Xt)7 Ct = C(t7 Xt)7

donde B; es un movimiento browniano. Dada la condicién inicial Xy, la notacion
(2.1.1) y la siguiente son equivalentes

t t
X = Xo+ / AsdBg + / Cids.
0 0

El objetivo de esta seccion es definir al proceso Z; = fg A,dBs; la integral estocastica
o integral de Ito.

11



2.1.1. Integral estocastica para procesos simples

Definicion 2.1.1. {A;} es un proceso simple adaptado a la filtracion {F;} si existen
tiempos 0 = ¢p < t; < ... <t, =1t < oo y variables aleatorias Y;, j = 0,...,n tales
que el proceso es de la forma

n—1
A= Z}/}l[tj:tj+1)‘
=0

Las variables aleatorias Y; son J;,-medibles y E|Y]2| <oo, 7=0,1,...,n.

Observacion: Si a,b son constantes y {A;},{C;} son procesos simples, entonces el
proceso {aA; + bCy} también es un proceso simple.

Para definir la integral estocéastica de un proceso simple se recuerda la integral de Rie-
mann de una funcion escalonada. Dado el intervalo [0,1], 0 =ty <t; < ... <t, =1
una particion del intervalo, y la funcién escalonada

f(t) = aj, tj <t< tj+1,

con a; constante para toda j =0,...,n — 1, se define a la integral fol f(t)dt como

—_

/O f(t)dt = ' a;lti — tj].

J

Il
=)

Para integrar {X,;} con respecto al movimiento browniano {B;} se hace la suma de
las variables aleatorias Y; y en vez de multiplicar por el tamano del intervalo, se
multiplica por el incremento By, — B;,. Este incremento es una variable aleatoria
con distribucion N(0,¢;41 — t;).

Definiciéon 2.1.2. La integral estocdstica del proceso simple {A;}, se define como
. Sit, =t

n—1
Zy =7 Yj[Bjn1 — By).
=0

s Sit, <t

n—1
Zy = Yj[Bj1 — Bj]+ Y,[B; — B,].
=0

Se denota como Z; = fg AydBs.

El proceso {A;} y el movimiento browniano {B;} son ambos adaptados a la filtracion
{F:}. La siguiente proposicion describe cuatro propiedades de la integral estocastica
para un proceso simple.

Proposiciéon 2.1.1. Sea {B;} un movimiento browniano y {A;},{C;} dos procesos
simples, Los tres procesos son adaptados a la filtracion {F;}. Entonces se cumple que

12



(i) Linealidad: para a,b € R, la integral del proceso simple {aA; + bC}} es

¢ ¢ ¢
/ (aAg + bCy)dBs = a/ A,dBs + b/ C,dBs.
0 0 0

La linealidad también se cumple respecto a los limites de integracion. Si0 < r <t
entonces . ; .
/ A,dBs = / A,dBs + / A.dBs.
0 0 r

(i) Martingala: La integral 7, = fot AsdBs como proceso estocéstico es una mar-
tingala con respecto a {F;}.

(7i) Isometria: El proceso {Z;} es cuadrado integrable y su varianza es
t
Var|z)] = E[72] = / E[A2)ds.
0
(iv) Continuidad: La funcién ¢ — Z; es continua con probabilidad 1.

2.1.2. Integral estocastica para procesos continuos

A partir de integrales de procesos simples se define la integral para un proceso continuo
y acotado. Esta integral se define como un limite. El siguiente lema asegura que existe
una sucesion de procesos simples {A,E")}neN que permite definir la integral estocastica
del proceso continuo {4;}.

Lema 2.1.1. Sea {A;} un proceso continuo adaptado a la filtracion {F;}. Sea C' < 0o
tal que P(|A;] < C) = 1 para toda ¢t > 0. Entonces existe una sucesion de procesos

simples {A,E")}neN tales que para toda ¢t > 0

t

lim | E[A, — A™|*ds = 0.

n—oo 0

Ademas, |A§n)| < C para todo n € N;t > 0.

Definicion 2.1.3. La integral estocdstica del proceso continuo y acotado {A;}, deno-
tada Z; = f; AydBs se define como

t

Z; = lim [ A™dBs,

n—oo 0

donde {AE”)}%N es una sucesion de procesos simples que cumple (2.1.1).

Se nota que la sucesion de procesos {Ai")}neN no necesariamente converge al proceso
{A;} para un valor fijo de t. Sin embargo eso no es necesario para definir la integral de
{A;}. La propiedades de la Proposicion 2.1.1 también se cumple cuando {A4;} v {C;}
son procesos continuos y acotados.
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La integral estocastica se puede definir para procesos {A;} que sean continuos pero
no acotados. Para ello se define al tiempo de paro T,, = min{t : |4 = m} y al
proceso {AT} = {Asnr, }, €l cual es continuo y acotado. Por lo tanto se puede definir
la integral de {A™} como

t
Zm = / A™dBs. (2.1.2)
0

Definiciéon 2.1.4. La integral estocdstica del proceso continuo {A;}, denotada
t
Z; = [, AsdBs es
Zy = lim Z}".

m—00
Z" se define como en (2.1.2).

Para {A;} y {C}} procesos continuos se cumplen (i) y (iv) de la Proposicion 2.1.1.

Proposicion 2.1.2. Sean {B;} es un movimiento browniano y {A;} un proceso con-
tinuo, adaptados a la filtracion {F;}.

(ii) Isometria de It6: La varianza del proceso {Z,;} es

Var[Z;] = E[Z}] = E Uot Agds] = /OtE[Ag]ds.

La varianza puede ser infinita. Si Var[Z;] < oo entonces Z; es cuadrado integra-
ble.

(74) Martingala: Si Var[Z;] < oo entonces {Z;} como proceso es una martingala.

2.1.3. Variaciéon y covariaciéon cuadratica

A continuacion se definen la variacion total, variacién cuadratica y covariacion cuadra-
tica de un proceso {X;}. Son necesarias para definir las formulas de It6. La variacion
y covariacion cuadratica de un proceso son a su vez procesos estocésticos.

Definicion 2.1.5. Sea Il = {0 =, < t; < ... < t, =t} una particién del intervalo
[0,t]. La norma de II es la longitud del intervalo con mayor longitud dentro de la
particion

1T = mx [t — il

Definiciéon 2.1.6. La variacion total del proceso {X;} se define como

Vi(X) = lim Z’Xti—XtH
=1

([11][—=0

La variacion total se interpreta como la longitud de la trayectoria del proceso hasta el
tiempo t. Un proceso tiene variacion acotada si la variacion total es finita; Vi (X) < oo.

Definicion 2.1.7. La variacion cuadrdtica de un proceso es
n

(X)) = 1m > (X, - X;,,)"

ITT]|—0 “=
=1
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Se utilizara a I como la particion uniforme de [0,¢]. Asi, la variacion cuadratica del
proceso {X;} se puede definir también como

tn

§ 2
(Xt) = nh_{{)lozl (Xi/n - X(z—l)/n) .
Proposicién 2.1.3. El movimiento browniano {B;} tiene variacion total infinita, pero
variaciéon cuadratica finita. Ademas:

Definicion 2.1.8. Sean {X;} y {Y;} dos procesos definidos en el mismo espacio de
probabiliad. La covariacion cuadrdtica de {X;} y {Y;} es

n

<Xt7 Y;5> = lim (Xti - Xti&) (Y;fz - }/;ifl)'

[I11]]—0 “=
i=1

También se puede definir usando la particion uniforme de [0, ¢].

tn
(X, Y) = nh_{{)lo Z (Xz'/n - X(zel)/n) (Yz‘/n - Yv(ifl)/n) .
i=1

Proposicion 2.1.4. Si X, es continuo y Y; de variacién acotada entonces:

(X,,Y;) =0, Vt>0.

2.2. Fo6rmulas de ItO

Hasta ahora se ha definido al proceso Z; = fot A,dBs; la integral estocéstica de un
proceso estocastico {4;}. Por el teorema fundamental del calculo la funciéon f € C*
en [a, b] se puede reescribir de la siguiente manera

Fo =0+ [ ' Fs)ds

Es decir, se puede ver en términos de la integral de su derivada. El equivalente en el
calculo estocastico al teorema fundamental del calculo es la formula de 1t6. En esta
seccion se define la formula de It6 en sus diferentes versiones. Primero para procesos
estocasticos que dependen de {B,}.

Teorema 2.2.1 (Féormula I de 1t6). Sea f € C? y {B;} un movimiento browniano.
Entonces para toda t > 0

¢ ! 1 ¢ 1
f(B) = 1B+ [ f(Byass+; [ f(Baas
0 0
En su forma diferencial

df (By) = f/(Bt)dBt + %f”(Bt)dt
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Ejemplo 2.2.1. Se resuelve la integral estocastica fot cos(Bs)dBs usando el teorema
anterior. Sea f(t) = sin(t), entonces

I'(t) = cos(t), 1"(t) = —sin(t).

f'(By) = cos(By), ["(B;) = —sin(By).
Remplazando en la formula de 1t6
t 1 t
sin(By) zﬁinGBo/f—F/ cos(Bs)dBg — 5/ sin(Bs)ds.
0 0

t 1 t
/ cos(B;)dBs = 5/ sin(Bs)ds — sin(By).
0 0

La siguiente version de la formula de 1t6 se utiliza para procesos que dependen de 2
variables (por ejemplo tiempo y espacio).

Teorema 2.2.2 (Férmula IT de 1t6). Sea f(t, ) una funcién tal que f € Cl en t y C?
en x, {B;} un movimiento browniano. Para toda ¢ > 0

t t
1
F(t, By) = £(0, By) + / 8, f(s, B)dB, + / [as f(s,Bs)+§8mf(s,Bs)]ds.
0 0
En su forma diferencial

df (t, By) = O, f(t, B;)dB; + [@f(t, B;) + %&mf(t, Bt)] dt.

Ejemplo 2.2.2. Se define al proceso estocastico X; = ¢ (%)2 y se utiliza el teorema

z

t)z’ la funcién cumple las hipotesis

anterior para encontrar dX;. Sea f(t,z) = e " (
del teorema y X; = f(t, By).

=B =2 agen—- (52) ().

t? t

2 t

2\ (¢ 'B; B\ (1 2
e =) (5 )+ [(760) (= =0) o

df(t, By) (}%) f(t, B)aB, + [£(t, B (Bif _ ﬁ) |t

t

2B —t —tBQ 2 —t
df(t,Bt):tt—;dBt+[—(e t)( +t)+€—}dt,

Por lo tanto el diferencial del proceso X; = e™* (%)2 es

2X, 1 241t
dX, = —dB; + X; | — — —— | dt.
t B, ¢+ t(BtQ ; )
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La tercera version de la formula de Itd es el equivalente a la regla de la cadena en
el calculo estocéstico. Describen a f(X;) v f(t, X;); funciones que dependen de un
proceso {X,}. Por ultimo, se define la regla del producto para el calculo estocastico.

Definicion 2.2.1. Un Proceso de Ité {X; : t € [0,T]} es de la forma
t t
Xy =Xo+ | Hyds+ / AsdBs, (2.2.1)
0 0

donde {H,}, {A;} son dos procesos estocasticos adaptados a la filtracion browniana
{F:}, ¥ que cumplen casi seguramente

T
H es integrable: / |H,|dt < oo. (2.2.2)
0

T
A es cuadrado integrable: / AZdt < oo. (2.2.3)
0
En su notacién diferencial
dX, = H,dt + AdDB,. (2.2.4)

La ecuacion (2.2.4) es una ecuacion diferencial estocdstica. El proceso X; es solucion
a la ecuacion (2.2.4) si se escribe como en (2.2.1).

Proposicion 2.2.1. Si {X,} es un proceso de It6, definido como en 2.2.1 entonces

t
(X)) = / A2ds.
0

Al ser una integral estocéastica, la variacion cuadratica se puede escribir en su forma

diferencial

Teorema 2.2.3 (Formula de It6 I1I). Sea {X;} un proceso de It que satisface (2.2.4),
f€C? f:R — R una funcién. Entonces

f(Xy) = f(Xo) + /f s)dXs+ = /f”

f(Xo) + / (X Hds+A dB —/ f"(X,)A%ds,

_ F(Xo) 4+ /[f’(X)H+ (XA ds+/f JALdB,.

0
En su forma diferencial

AFX0) = [F1OCOH A () A db + /(%) AdB.

En cambio si f: R? = R, f(t,z) € C* paraty f(t,z) € C* para x entonces

f(t, Xy) = £(0, Xop) +/ Osf(s, Xs)ds + /S Ouf (s, Xs)d X +%/O Oua f (8, Xs)d(Xs)

0 0

— £(0,X0) + / 0./ (5, X.) + H.0, f(s, X,)

2

t
+ % mf(s,Xs)] ds+ | A0, f(s, Xs)dBs.
0
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En su forma diferencial
A%(t)
d(f(t, Xy)) = [0 f(t, Xy) + HiO f(t, Xy) + Taa:xf(ta Xy)| dt + A0, f(t, X;)dBy.
Teorema 2.2.4. Sean {X;} y {Y;} dos procesos de It6

dXt — tht + AtdBt, d}/t — tht ‘I— CtdBt.

Entonces

d(XiY;) = XydY, + Yid X, + d(X,,Y;). (2.2.5)

(Xy,Y:) es la covariacon cuadrética de los procesos {X;} y {Vi}.
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Capitulo 3

Ecuaciones diferenciales estocasticas y
procesos de difusion

Aunque existe una fuerte relacion las ecuaciones diferenciales estocésticas (EDE), sus
soluciones y los procesos de difusion, no son conceptos equivalentes. De forma sencilla
se puede definir un proceso de difusiéon como un proceso de Markov a tiempo continuo
cuyas trayectorias son continuas casi seguramente.

Como se defini6 en la seccion anterior, una EDE es un sistema dindmico estocastico

de la forma
dXt — tht + AtdBt,

donde {H,;} y {A:} son dos procesos estocésticos. Es importante notar que no siempre
se tiene una solucién explicita para la EDE, o esta puede no ser tnica. En la Seccion
3.1 de este capitulo se presentan condiciones de existencia y unicidad para verificar si
una EDE tiene o no soluciones, y si estas son fuertes o débiles.

Es posible definir a un proceso de difusion por medio del calculo estocéstico, ya que
una representacion de una difusion es como soluciéon a una EDE. En la Secciéon 3.2 se
presentan algunas definiciones relativas a este tipo de procesos.

Por dltimo, en la Secciéon 3.3 se mencionan algunos ejemplos de procesos de difu-
sion y las EDEs que satisfacen. Se obtiene el proceso solucionando la ecuacion y se

presentan algunas propiedades cada proceso.

El capitulo se basa en [17| donde se pueden consultar las pruebas e informacion com-
plementaria.

3.1. Existencia y unicidad de soluciones fuertes y dé-
biles

Definicion 3.1.1. Consideremos la siguiente ecuacion diferencial estocastica:

{dXt =m(t, X;)dt + o(t, X,)dB, (3.1.1)

Xo =9
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donde dado T > 0:

Coeficiente de deriva. m : [0,7] x R — R,
Coeficiente de difusion. o : [0,7] x R — R,

son dos funciones medibles que satisfacen las condiciones (2.2.2) y (2.2.3), respectiva-
mente. Un proceso X que satisface (3.1.1) es un proceso de difusion.

Si m(t,X;) = m(Xy) y o(t, Xy) = o(Xy) proceso de difusion homogéneo. Los coefi-
cientes de deriva y difusiéon no dependen del tiempo.

Definiciéon 3.1.2. El proceso X = {X;} es una solucidn fuerte de (3.1.1) si dado cual-
quier espacio de probabilidad (2, F,P) con la filtracion {F;} y {B;} un movimiento
browniano sucede que

(a) X es continuo y adaptado a {F;},
(b) Para todo t € [0,T]

t t
X :Xo—l—/ m(s,Xs)ds—l—/ o(s, Xs)dBs c.s. (3.1.2)
0 0

t t
ie., P (Xt :X0+/ m(s,Xs)d8+/ o(s, Xs)dBs, Vt € [O,T]) =1
0 0

X es la condicion inicial del proceso, la cual puede o no ser aleatoria. En caso de
ser aleatoria debe ser independiente de {F;} y cuadrado integrable. En este caso se
utilizara una condicién inicial determinista Xy =z € R.

Definicién 3.1.3. Una solucidn débil con condicion inicial z para (3.1.1) es un proceso
{X}} definido en algun espacio de probabilidad (€2, F,P) tal que para algin movimien-
to browniano {B;} y filtracion {F;} el proceso es adaptado y satisface (3.1.2).

Observacion 3.1.1. En la solucién fuerte, a diferencia de la débil, se conoce a priori
el espacio de probabilidad, la filtracion y el movimiento browniano. El proceso { X;} se
construye a partir de la condicién inicial y la informacion generada por el movimiento
browniano hasta el tiempo .

En cambio en la soluciéon débil el proceso puede no depender del browniano, pues
no se necesita conocer la filtraciéon previamente. Si una ecuacion diferencial tiene una
solucion fuerte, entonces es también débil. El regreso de esta implicaciéon no se cumple.

A continuacion se enuncia el Teorema de existencia y unicidad para soluciones fuertes
de (3.1.1), donde tanto el proceso X como el movimiento browniano son unidimensio-
nales. Para ello se definen las siguientes dos condiciones.

Condicion 1. (Globalmente Lipschitz). Para todo z,y € Ry t € [0,T], existe una
constante D < oo tal que

Im(t, z) — m(t,y)| + |o(t,z) — o(t,y)| < D]z — yl. (3.1.3)
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Observacion. De la condiciéon anterior se sigue que
Im(t,z) —m(t,y)| < Dlx —y|, |o(t,x) —o(t,y)| < D]z —yl. (3.1.4)

Condicién 2. (Crecimiento lineal). Para todo x € Ry t € [0,T], existe una constante
C < oo tal que
Im(t, )| + |o(t, )| < C(1+ |z|). (3.1.5)

Esta condiciéon garantiza que el proceso X no explote. Es decir, que no tome valores
infinitos en tiempos finitos.

Teorema 3.1.1. (Existencia y unicidad)!' Sea T' > 0 y
m:[0,T]xR—=R, o¢:[0,T]xR—R

dos funciones medibles que cumplen las condiciones (2.2.2) y (2.2.3), respectivamente.
Si se satisfacen también las condiciones (3.1.3) y (3.1.5) entonces existe X = {X;},
una unica solucion fuerte, continua y adaptada para la ecuacion diferencial estocdstica
(3.1.1). Ademds

E [/OT |Xt]2dt] < 0. (3.1.6)

El teorema habla de unicidad en el sentido de trayectoria. Esto significa que cuales-
quiera dos soluciones que satisfagan (3.1.2) deben ser indistinguibles.

Ejemplo 3.1.1. (Ecuacion de Tanaka) Se considera la funcion g(z) = |z|. Al aplicar
la formula de 1t6 a g(B;) se obtendria

9(B:) = 9(By) +/0 g (Bs)dB;, + %/0 g"(Bg)ds.

Sin embargo esto no es posible, pues g no es una funcién de clase C?. Para solucionar
el problema se definen para € > 0 las funciones g..

(2) = ||, |z = 0 L)
ge\L) = %<5+”—j>,\x|<6. o

Siz € (—¢,¢)

go(z) =

N8

Por lo tanto
t t Bs
/g;(BS)ﬂBse(s,s)st:/ ?]lBSE(fE,E)st'
0 0

La integral anterior converge en L*(P) a 0 si ¢ — 0. Por isometria de la integral

estocastica, y dado que B, < ¢
t B, 2 t o2
</ _ﬂBse(—s,s)st) <E |i/ _2]1356(—5,5)d3:|
o ¢ o €
t
E []1336(5,5)] ds

t

P(B; € (—¢,¢))ds.

E

S— S—

'La prueba al teorema puede ser consultada en [21].
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Notemos que HH(I) P(Bs € (—¢,e) = P(Bs = 0) = 0. Por lo tanto si € — 0 ocurre
e—

t
/ g;(Bs)ﬂBse(fs,s)st 7 0.
0

Si |Bs| > ¢ entonces

t t
/ gé(Bs)ﬂBsg(_Evg)st = / Sigﬂ(Bs)]lBsg(_&a)st,
0 0

. +1 >0
sign(z) = { 1 r<0 (3.1.8)
Por otro lado la segunda derivada de g. es
0,|z| >0
92 (x) :{ 1 ||x|| — . (3.1.9)

Entonces

1 /t ”(B )d = 1 t]l d
2 Jo Je 2e Jo Bse(==e)

Aplicando la formula de 1t6 a g.(B;)
t

t
1
ga(Bt) = ga(BO) + / (g;(Bs)ﬂ-Bs¢(fs,5) + g;(Bs)]]-BSG(fs,a)>st + 2_5 ]]-Bse(fs,s)ds'
0 0

Tomando el limite cuando € — 0 se obtiene
t
| Bi| = |Bo +/ sign(B;)dB; + L, (3.1.10)
0

donde L' es el tiempo local del movimiento browniano en 0 definido por

Ahora, se define la siguiente ecuacion diferencial estocéastica

XOZO

La funciéon o(t, x) = sign(x) no es continua. Por lo tanto no cumple la condiciéon de
Lipschitz y la ecuacion diferencial no tiene una solucion fuerte, pero si tiene una solu-
cion débil. Sea {Bs} un movimiento browniano definido en un espacio de probabilidad
filtrado (€2, F,P) con filtracion {F;}. Sea {Y;} el proceso definido como

t
Yt:/ sign(B;)dBs.
0

Teorema 3.1.2. 2 Sea dY, = vdB; un proceso de Ité6 con condicion inicial Yy = 0.
El proceso coincide en ley con un movimiento browniano si y sdélo si v?
sequramente.

=1 cast

2Una redaccion mas formal y prueba de este teorema se puede encontrar en [17] p. 143-146.
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Por el teorema anterior {Y;} coincide en ley con un movimiento browniano. Entonces

— —~ 1 —~
d}/;f = Sign(Bt)dBt = —/\d}/; = dBt
sign(By)

dB, = sign(B,)dY,

Por lo tanto {E} es una solucion débil para la ecuacion diferencial estocastica (3.1.11).
Por la igualdad (3.1.10) se tiene la siguiente contencion de filtraciones

Y = Bl — Byl — L.

U()@:OSSS?&)CU(|B\S|:Ogsgt)CJ(E\S:OSSSt). (3.1.12)

Supongamos que {X;} es una solucion fuerte para (3.1.11). En ese caso {B;} es un
movimiento browniano y {X;} es adaptado a la filtracion generada por {B;}.

dXt = Sign(Xt)dBt
dBt = Sign(Xt)dXt

{X}} coincide en ley con un browniano. Usando la misma idea que en (3.1.12) se tiene
0(Bs:0<s<t)Co(Xs:0<s <)M

Se tiene que {X;} no es adaptado a la filtracion browniana, lo cual es una contradic-
cion. Por lo tanto la ecuacion de Tanaka no tiene soluciones fuertes.

3.2. Propiedades de los procesos de difusion

Definicion 3.2.1. Sea {X;} un proceso de difusion definido como en (3.1.1). La
densidad de transicion del estado y al estado x, en un lapso de tiempo t — s es un
kernel de probabilidad que satisface

o0
p(t,zls,y) = / p(t, x|r, 2)p(r, z|s,y)dz para cualquier s < r < t.

o0

Definiciéon 3.2.2. El proceso {X,} es homogéneo (con respecto al tiempo) si

p(t,ﬂf’S,y) = p(t - 8,;U|0,y> = p(t - S,.T’y)-

Este tipo de difusiones son invariantes bajo traslaciones en el tiempo, pues los coefi-
cientes no dependen explicitamente de t. En este caso la densidad de transicion puede
ser escrita como

p(t, xly) = / p(t — s,z|2)p(s, z|y)dz para cualquier 0 < s < t.

—00
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3.3. Ejemplos ecuaciones diferenciales estocasticas

3.3.1. Ornstein-Uhlenbeck y Vasicek

Definicion 3.3.1. El proceso {X;} es un proceso de Ornstein-Uhlenbeck (OU) si
satisface la siguiente ecuacion diferencial estocastica

dX, = (a(t)Xt + B(t))dt +o(t,B)dB, t>0, (3.3.1)

donde «(t) y 5(t) son funciones continuas e integrables y o (¢, B;) es continua y cua-
drado integrable. Bajo estas condiciones el proceso tiene una tnica solucion fuerte.

Solucion: Se define A(t) = ft

o als)ds.

dX, = (a(t)Xt + 6(t)>dt +o(t, B)dB,
e 40X, — e MWa(t) Xydt = e 2O B(t)dt + e Do (t, B,)dB,.
Se usa la igualdad (2.2.5) y la Propiedad 2.1.4.

d (e *X,) = e DdX, + Xyd (e7*W) + d(e ", X,)

= e AAX, — Xye A Oa(t)dt + d(e=APTX).
d (e M0X;) = e AOp(1)dt + e Vol(t, By)dB;
t t
eiA(t)Xt = eiMXo +/ eiA(S)B(S)dS +/ eiA(S)U<Sa BS)dBS
0 0
Por lo tanto la solucion fuerte a la ecuacion diferencial (3.3.1) es
t t
X, = AW [Xo + / e A9B(s)ds + / e "o (s, Bs)st} : (3.32)
0 0

Definicion 3.3.2. El proceso de Vasicek es un caso particular del proceso Ornstein-
Uhlenbeck, en el cual se satisface la siguiente ecuacion diferencial estocéstica

dXt = G(b — Xt)dt + O'dBt, (333)
a,b,o eR, a,0 >0, Xg=ux9>0.

A partir de la solucién (3.3.2) para el proceso OU se obtiene la solucion para (3.3.3)
t t
X, =e {xo —/ abe*ds +/ U@“SdBS} ,
0 0
t
Xt = 6iat |:£L’0 - b(eat - 1) + O'/ e“sst] .
0
Asi, la solucion a la ecuacion (3.3.3) es
t
X; =zoe™™ —ble ™ —1) + 0/ e~ =) dB,. (3.3.4)
0
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.. t _a(t— . .,
Observacion 3.3.1. Notemos que o fo e~ *(=9)dB, es la integral de una funcion de-
terminista con respecto a By, que es un proceso gaussiano. Por lo tanto X; es la suma
de funciones deterministas més un término cuyos incrementos distribuyen normal.

Los coeficientes de deriva y difusiéon son
m(t,x) =alb—x), o(t,X;)=o0.

Ambas son funciones lineales respecto a X;, asi que cumplen las condiciones de Lips-
chitz y crecimiento lineal. Por lo tanto (3.3.4) es una solucion fuerte y tunica para
(3.3.3). Ademas el proceso es homogéneo.

Se calculan la esperanza y varianza del proceso. Para el célculo de la esperanza se

utiliza la propiedad de martingala de la integral estocastica, y la propiedad de isome-
tria para el calculo de la varianza.

E[X;] = E[zoe™*] — E[b(e™* — 1)] + UM

=z —ble™™ - 1). (3.3.5)

t
Var(X;) = Var (azoe_at —ble™ —1) + 0/ e_a(t_s)st>
0

t
= g2e 2%Var (/ e“Sst>
0

t
— 026—2at/ E [€2asj| ds
0

026—20,75 ou
- S e
2
= - (1—e), (3.3.6)
Notemos que lim E[X;| = b. Por lo tanto al coeficiente b se le llama media a largo

t—o0
plazo. El coeficiente o representa la wolatilidad, y a la velocidad de reversion a la

media. A partir de la Observacion 3.3.1 y los resultados (3.3.5) y (3.3.6) se tiene la
siguiente Proposicion.

Proposicion 3.3.1. Los incrementos de {X;} un proceso de Vasicek distribuyen como
o2
XX, ~ N (Xse“(ts) —be7t=9) — 1), —(1 — e2a<t3>)> L, 0<s<t (337

2a

Por lo tanto, la densidad de transiciéon de un estado y al estado x en un tiempo t esta
dada por

p(t, zly) = ! 7 exp (— (z =yt +b(e ~ 1) ) . (3.3.8)

V/mo2(1 — e~ 2at o%(1 —e2t)/q

El modelo de Vasicek es utilizado en finanzas para modelar tasas de interés. Esta
aplicacion se vera a mayor profundidad en el Capitulo 6.
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3.3.2. Movimiento browniano geométrico

Definicion 3.3.3. El proceso {X;} es un movimiento browniano geométrico si satis-
face la siguiente ecuacion diferencial estocastica:

dXt:MXtdt+UXtdBt, ,LLER,O‘>O, Zzl,,N (339)

Solucion. Sea o € R una condicién inicial. El siguiente proceso es un movimiento
browniano geométrico

2
X, = zoexp ((u — %) t+ aBt) . (3.3.10)

Se verifica utilizando la féormula I de It6:
2

F(t,7) = o exp ((u - %) - om) Cf(t.B) =X,

2

O f(t,x) = (u— %) ft,x), Ouf(t,x) =0cf(t,x), Owf(t,z) =0 f(t, x).

Sustituyendo en la férmula de 1td

2

dX, = o f(t, B,)dB, + Ku — %) ft, By + %an(t, Bt)} dt
— 0 X,dB, + uXdt.
Por lo tanto, X; satisface (3.3.9). Los coeficientes de deriva y difusion son
m(t, Xy) = pXy, o(t, Xy) =0 X;.

Ambas funciones son lineales respecto a X;. Por lo tanto la solucién a la ecuacion es
fuerte y tnica, y el proceso es homogéneo,

0.2

Dado t > 0, la variable Y; tiene distribuciéon normal,

2
3@~N((g—%> t,a%).

Por lo tanto X; = exp(Y;) es una variable con distribucién log-normal.

Sea

Proposicion 3.3.2. Si {X,} es un movimiento browniano geométrico entonces

2

Xi| X =m0 ~ Lognormal(ln(a:o) + (,u - %) t, 0225). (3.3.11)

La densidad de transicién del proceso esta dada por

In(z) —In(y) — (p— %)t :
p(t,zly) = T 12m exp —< 537 )
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Como consecuencia de (3.3.10) y (3.3.11) se tiene que, dado Xy = xq

X\ o? o? 5

Se calcula la esperanza de X; utilizando la funcién generadora de momentos de Y;.
E[X =E [xoeyt}

a2)
— )t 4o
= xoe(“ 2 )%l

= zoet.

Se calcula la varianza de X;.
2 om [ .2V 2 2(u—§)t 4o 2 2uitot
E[X7] = 23E [¢*] = afe e’ =xge .

Var(X,) = E[X7] — (E[X}])?

2
_ 1‘362Mt+0 t x%th“

= 222 (7 — 1),

Una de las aplicaciones mas importantes del proceso es modelar precios tal como el
de acciones financieras. Gracias a la funciéon exponencial, X; > 0 para toda t > 0;
como el precio de las acciones, el proceso s6lo toma valores positivos. Esta aplicacion
se retomara en el Capitulo 6.

Asi como el movimiento browniano tiene incrementos independientes, el browniano
geométrico tiene razones de cambio independientes. Por ejemplo, dados los tiempos
0=1t;i_1 <t <tiy1, Yy, es independiente a Yy, , —Y;,.

7

Xu v Xuw oy,

= € s
th',l Xt

) Xy, . . Xy,
Por lo tanto la razén de cambio Xt# es independiente a —t+.
i—1

X,

71— ‘T

3.3.3. Puentes brownianos

Definicion 3.3.4. Sea {B;} un movimiento browniano. El proceso {X; : t € [0, T}
es un puente browniano estandar si

(X, :t€0,T]} < {B,:t€0,T]|Br =0}

Es decir que tiene la misma distribucién que un movimiento browniano condicional a
tomar el valor 0 al tiempo t =T

Una segunda definiciéon para el puente browniano estandar es la de representacion
adelantada, en la cual se construye de forma explicita el puente con un movimiento
browniano.
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Definicion 3.3.5. Sea {B;} un movimiento browniano. El proceso {X, : t € [0, T}
es un puente browniano estandar si

t

Una tercera forma de definir al puente browniano es como solucién a una ecuaciéon
diferencial estocéstica. Esta definicion generaliza al puente browniano estandar. En
este caso se tiene Xg =a 'y Xr = £.

Proposicion 3.3.3. El puente browniano {X; : ¢t € [0,7]} satisface la siguiente
ecuacion diferencial estocastica

_ B=X
{dX,_7L“ﬁ+chteﬂlﬂ. (3.3.14)
X() =
Solucion. Sea Y; =  — X;. Se aplica la férmula III de Ito6.

fx)=p8—u, f(z)=—1, f'"(z) = 0.

AY) = FX)AX0+ L (Xd(X)
= —dX,.

Se hace el cambio de variable a Y;.

Y,
—dift:T_ttdt+dBt
Y,
Y, — —dB
dt+T—t dB;
dY; 1 \? dB,
Yidt = —
T—t+(T—t) ! T—t
S __dB,
Tt Tt
Y, Yo Lo
-0 _ dB,
T—t T /OT—S
b — « /t 1
X)) =" (T —t)— (T -t dB..
(B—Xy) T( ) —( >0T—5

Por lo tanto la solucion a la ecuacion (3.3.14) es

¢ |
Xt—a—i-f(b—a)%—(T—t)/o T

— S

3.3.4. Puentes de difusion

Todas las EDEs presentadas anteriormente se pueden asociar a un proceso de difusion
que las soluciona. Para la ecuacion que se presenta a continuaciéon no siempre se conoce
de forma explicita un proceso de difusiéon que la solucione.
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Definicion 3.3.6. Sea {X;} un proceso de difusién como en la Definiciéon 3.1.1

(3.3.15)

dXt = m(t, Xt)dt + O'(t, Xt)dBt,
X() =, ac R.

Se dice que {XTF} = {X? . t € [0,T]} es un puente de difusion si tiene la misma
distribucion de probabilidad que {X;} condicionado a X7 = 3,y XOT e

Notacién. Se denota como (0,a, T, 3)-puente al proceso {XT#}. Si el proceso es
solucion a (3.3.15) y Xy, = ay Xy, = B, con t; < ty € [0,7] se denota como
(tla «, t27 B)_puente'
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Capitulo 4

Simulacion de difusiones mediante
ecuaciones diferenciales estocasticas

Cuando se conoce, es posible simular un proceso de difusiéon mediante su densidad
de transicién. También es posible simular el proceso como soluciéon a una EDE. Este
método es ttil cuando no se conoce de forma explicita la transicion.

En este capitulo se aborda la simulacién de los procesos descritas en el capitulo ante-
rior. Aunque para la mayoria de los procesos si se conoce la densidad de transicién,
la simulacién se hara por medio de la ecuaciéon diferencial que satisfacen. El capitulo
esta basado en [10].

En las Secciones 4.2 y 4.3 se describen los métodos de Euler y Milstein, con los cuales
se discretiza y aproxima un proceso continuo. La transformada de Lamperti permite
relacionar ambos métodos y tener una mejor convergencia del proceso aproximado al
continuo, temas tratados en las Secciones 4.4 y 4.5. Por tultimo, en la Seccién 4.6 se
muestran diferentes ejemplos de simulaciéon de difusiones y la ecuacion diferencial a la
cual son solucion.

4.1. Orden de convergencia
Sea {X;} un proceso de difusion, solucion a la siguiente ecuacion diferencial

dXt = m(t,Xt)dt + U(t,Xt)7 0 S t S T,
XO = X29-

Definiciéon 4.1.1. Consideremos el intervalo de tiempo [0, 7] y la particion I ([0, T7)

Se define Yy, la discretizacion o aprozimacion del proceso X = {X;} correspondiente
a IIn([0,T) como el conjunto de observaciones

Yy={X,:i=0,1,....,N}.

Al simular ecuaciones diferenciales estocésticas se busca que las trayectorias del pro-
ceso aproximado sean similares a las del proceso de It6 original. Para verificar qué tan
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6ptima es la aproximacion se pueden usar criterios de convergencia, ya sea fuerte o

débil.

Se define 6 =|| II || como la norma de la particion, o el tamano de paso més grande.
Si la particion es uniforme entonces § = % y la particion es

x ([0, T]) = {ti:%:izo,l,...,N}. (4.1.2)

Sea X un proceso continuo que se aproxima utilizando la particion IT por medio del
proceso Y .

4.1.1. Orden fuerte de convergencia

Este criterio se utiliza para verificar la convergencia de una aproximaciéon al proceso
de forma trayectorial.

Definicion 4.1.2. Se dice que Y converge fuertemente con orden v € (0,00] a X si
para cada tiempo 7" > 0

E|Yr — Xp| < C8", V6 < &,

con dy > 0 y C una constante independiente a d.

4.1.2. Orden débil de convergencia

Cuando no se necesita una aproximacion en el sentido de trayectoria del proceso, sino
una aproximacion de la distribucién de probabilidad del proceso, se puede usar el
criterio de convergencia débil.

Definiciéon 4.1.3. La aproximacion Y converge debilmente con orden 3 a X si para
cada 1" > 0
Eg(Yr) — Eg(X7)| < C8°, V& < d,

donde g € C?#+1) es una funcién con crecimiento polinomial, §, > 0 y C una constante
independiente a 0.

4.2. Meétodo de Euler

Definiciéon 4.2.1. El proceso estocastico continuo Y es la aproximacion de Fuler de
X si satisface el siguiente esquema iterativo:

Donde
Aty =t — 1,
ABti == Bti+1 — Bti, ABtl ~ N(O, Atl),
parat =0,1,...,N — 1y Yy = Xy. Cuando el incremento en el tiempo es constante
se define

At =t —t; =T/N,
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ABt = Bt — Btia ABt (g N(O, At)

41

Para que el proceso sea continuo se define Y; haciendo interpolacién lineal.

t—1t
— (%

Y,=Y, +
! b tiv1 — 1

Vi), t € [titivr).

i+1 Tt

El método de Euler tiene un orden de convergencia fuerte v = 0.5 y orden de conver-
gencia débil g = 1.

4.3. Meétodo de Milstein

El método de Milstein anade un término de segundo orden al esquema de Euler. Se
utiliza la formula de It6 para mejorar la aproximacion del proceso.

Definicion 4.3.1. Se utiliza el mismo proceso y discretizacion que en el método de
Euler. El proceso continuo Y es la aprozimacion de Milstein de X si satisface el
siguiente sistema iterativo:

1

1+1 2
Como AB;, ~ N (0, At;) entonces AB;, = \/At;Z donde Z ~ N(0,1). Por lo tanto
(AB,)* — Aty = At 77 — At

El esquema de Milstein se puede escribir también de la siguiente forma

Y,

41

1

Los érdenes de convergencia débil y fuerte coinciden y son v =1 = £.

4.4. Transformacién de Lamperti

A continuacion se define la transformacion de Lamperti, la cual se usara para dar una
relacion entre los esquemas de Milstein y Euler.

Sea {X,;} un proceso que satisface una ecuacion diferencial estocéstica, cuyo coefi-
ciente de difusiéon depende tnicamente del proceso

Definicion 4.4.1. La transformacion de Lamperti de {X,;} (definido como en (4.4.1))
es

Xt 1
Y, = F(X)) = / L, (4.4.2)

o(u)

donde z es un elemento arbitrario del espacio de estados de {X;}.
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La transformacion de Lamperti permite transformar la ecuacion (4.4.1) a una ecuacion

con coeficiente de difusion unitario. Esto se verifica aplicando la formula III de Ito6 a
Y = F(Xy).

dF(X,) = (m(t, X)) F'(Xy) + %az(Xt)F”(Xt)> dt + o(X;)F'(X;)dB;

~(m(t, Xy) _102 o' (Xy) o(Xy)
= (") a7 X ) B

4y, — (% - %a’(xt)) dt + dB,

4.5. Relaciéon Euler y Milstein

A diferencia del método de Euler, el método de Milstein anade un término que invo-
lucra la primera derivada del coeficiente de difusion. Este término permite refinar el
esquema de Euler. Ahora bien, si el proceso tiene un coeficiente de difusion constante
se anulara el término adicional. Por lo tanto no habria diferencia entre aproximar
dicho proceso con uno u otro método.

Consideremos {X;} un proceso tal que
dXt = m(t, Xt)dt + O'(t, Xt)dBt

Sea Y; = F(X;), donde F(z) = y es la transformacion de Lamperti. Utilizando la
formula IIT de Ito

Y, = (F’(Xt)m(t, X))+ %F”(Xt)UQ(t, Xt)> dt + F'(X,)o(t, X,)dB,.

Al aplicar la transformaciéon se obtiene

m(t,X;) 1,
dY, = | ———= — —o'(t, X}) | dt + dBs.
t < O'(t7Xt) 20- ( ) t) + t

La aproximacion de Euler para Y; es

X)) 1

¢ O-(t’iaXti) 2
tn X)) 1
AY; = M — —O'/(ti,Xt.) Atz + \/ AtZZ
! O—(t“th) 2 !

Sea G(y) = F~!(y) la funcion inversa de F'.

G'(y) = (F'(y)) = Py o(t,G(y)),
G"(y) = (o(t,G(y))) = o'(t, G(y))G'(y) = o'(t,G(y))o(t, G(y)).

La serie de Taylor de G es
Gly) = G(1) + G (h)(y — ) + 5G"(h)(y — hY? + O((y — ")
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Siy=Y;,,, =Y, +AY,, y h=Y,, entonces y — h = AY,,.

i+1

G(Y,.,) = CY) + C(V)AY, + LG (¥, )(AY,)? + O((AY,)")

(3

= G(Y,,) + o(t;, G(Y)) [( <fj§>> - %a'(tz,Xt ) At; + \/A_tiz]

<
50 G ote 6O [ (T S, ) ) At VA Z} L o((AY;)?)

= G(Y;) + ( (ti, Xp) — §a(tZ,X 2o (i, X, )) At; + o (ti, X, )V ALZ

1
-+ 50’(@', Xti)O'/(ti, th)At,LZQ —+ O((Atz)g/Z)

Por lo tanto
1
AG(EZ) = (m(t“ th) - EO'(ti,Xti)OJ(ti,Xti)) Atz + 0-<ti7Xti)\/ AtzZ

1
+ 50(15@-, X))o (ti, X, ) A, Z% + O((A)%/?).

Utilizando (4.3.2) se tiene que la aproximacion de Milstein de X es
1
AXU = (m(t“ th) - 50‘(1':7;, Xti)OJ(ti, th)) Atl + O'(ti, Xti)\/ AtlZ

1
+ éa(ti, Xti)O'/(ti, th)AtZZQ

Por lo tanto, la aproximacion de Milstein de X y la aproximacion de Euler de la
transformada del proceso son equivalentes hasta el orden At.

4.6. Simulacion de algunas difusiones

Los codigos usados para la simulacion de difusiones pueden ser consultados en el
repositorio de Github dentro de la carpeta Codigos.

4.6.1. Simulaciéon movimiento browniano

Existen diferentes formas de simular el movimiento browniano. En este trabajo se
utilizard la propiedad de incrementos estacionarios para generar las trayectorias.

Algoritmo 1 : Simulacién movimiento browniano

1: Dado [0, 7] un intervalo de tiempo, generar una particion uniforme con N subin-
tervalos como en (4.1.2). El tamano de paso serd At =T /N.

2: Generar N variables aleatorias con distribucion X;, ~ N(0, At) parai=1,..., N,
X() =0.

3: Se hace una suma acumulada sobre las variables aleatorias, obteniendo una tra-
yectoria simulada del proceso.

{Bti:i:Xti:z':Ql,...,N}.

J=0
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En la Figura 4.1 se simula una trayectoria del movimiento browniano hasta el tiempo
T = 2 y con condicién inicial Xq = 1. La aproximacion se hace generando N = 1000
variables aleatorias.

Movimiento Browniano

Mov. Browniano
002 000 0.02 0.04
| | |

-0.04

0.0 0.2 04 06 08 1.0

Figura 4.1: T =1, Xy, =1, N = 1000

4.6.2. Simulacion Vasicek

El proceso de Vasicek tiene un coeficiente de difusién constante, por lo tanto se apro-
xima usando el esquema de Euler. Sean a,b,0 € R, a,0 > 0, Z ~ N(0,1). La
aproximacion del proceso Vasicek en un intervalo de tiempo [0, 7], con tamanos de
paso constantes At = T'/N sigue el siguiente esquema iterativo

Xti+1 = Xti + a(b — th)At + oV AtZ

En la Figura 4.2 se simulan dos procesos con los mismos parametros pero con diferente
condiciéon inicial y diferente parametro a. Recordando que b = 0.75 representa la
media a largo plazo y a representa la velocidad de reversion a la media, se puede
ver como ambos procesos se aproximan a la media conforme avanzan en el tiempo.
La trayectoria verde se aproxima mas rapido que la naranja, ya que su velocidad de
reversion es mayor.
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Proceso de Vasicek

Xt
02 04 06 08 10 12

=
o
I

0.0

|
2%
Nl

Figura 4.2: T'=10,b=0.75,0 = 0.1, N = 1000

Las trayectorias simuladas en la Figura 4.3 tienen misma condicion inicial y coeficiente
a, pero diferente coeficiente b (media a largo a plazo) y o (volatilidad). Cada trayecto-
ria toma valores cercanos a b conforme avanza el tiempo, y la trayectoria verde tiene
mayor volatilidad que la naranja, pues su coeficiente o es mayor.
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Proceso de Vasicek

(]
S _
w0 |
- b=2.5=01
= b=0506=03
=
@
w0 |
(]
I I I I I I
0 2 4 6 8 10

Figura 4.3: T'=10,a = 1, N = 1000

4.6.3. Simulacién movimiento browniano geométrico

El movimiento browniano geométrico con coeficientes de deriva p y difusion o es
solucion a la ecuacion diferencial (3.3.9). Se utiliza At = T//N un tamafio de paso
constante y la particion uniforme (4.1.2). Simulando con el método de Milstein se
tiene el siguiente sistema iterativo

1
Xty = Xp, + p X, At + 0 Xy, VALZ + §aXtiAt(ZQ —1).
En la Figura 4.4 se tienen tres trayectorias simuladas para un movimiento browniano
geométrico con diferentes coeficientes de deriva. Asi como en el modelo continuo, en

el modelo simulado las trayectorias con un coeficiente p mayor tienen pendientes mas
grandes.
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Movimiento Browniano Geométrico: Milstein

1.6

0
025
05

15

13 14

W.B. Geométrico
1.2

09

0.0 02 0.4 06 0.8 1.0

Figura4.4: T =1,Xy=1,0 =0.1, N = 1000

En las trayectorias simuladas en la Figura 4.5 se varia el coeficiente de difusion. Como
es de esperar por el modelo tedrico, la simulacion con ¢ = 0.1 tiene poca varianza
comparada con la de parametro o = 1.2.

Movimiento Browniano Geomeétrico: Milstein

M.B. Geométrico
15 20 25 30
|

1.0

0.5
|

0.0

0.0 02 04 06 0.8 1.0

Figura4.5: T =1, Xo=1,0=0,N = 1000

El proceso puede ser simulado también usando el método de Euler. Para ello se aplica
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la transformacion de Lamperti.

F(x) = llH(I) = F'(z) = i’ F'(z) = — 1

o o ox?’
Sea F'(X}) la transformacion de Lamperti del movimiento browniano geométrico { X, }.

X, 1
dF(X;) = (g—XZ - 50) dt + dB,

1
dIn(X;) = (,u — 502> dt + od B,
1
In(Xe,,,) =In(Xy,) + <,u - 502) At + oV ALZ

1
X, = exp (ln(Xti) + (u — 502) At + oV AtZ) .

En las Figuras 4.6 y 4.7 se simulan trayectorias usando el método de Euler para la
transformacion de Lamperti. De nuevo se varian los pardmetros de deriva y difusion
para comparar los comportamientos.
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Movimiento Browniano Geométrico: Lamperti

1.8

I
000

13 14 15

W.B. Geométrico
12

08

0.0 0.2 04 0.6 0.8 1.0

Figura 4.6: T =1, Xy =1,0 = 0.1, N = 1000

Movimiento Browniano Geométrico: Lamperti

M.B. Geométrico
1.5 2.0 25 30
|

1.0

05

0o

0.0 02 04 0.8 08 1.0

Figura 4.7: T =1,Xo=1,0 =0, N = 1000

El comportamiento de las simulaciones usando el método de Euler coincide con las
trayectorias simuladas usando el método de Milstein.

40



4.6.4. Simulacién puente browniano

En el capitulo anterior se defini6 al puente browniano como solucién a la ecuacion
diferencial (3.3.14) y también como una transformacion del movimiento browniano

(3.3.13).

La primera representacion permite simular al proceso utilizando el método de Mils-
tein. El proceso tiene un coeficiente de difusiéon unitario, por lo tanto en este caso el
método de Euler coincide con el de Milstein. Dado el intervalo de tiempo [0, 7] y una
particion uniforme con subintervalos de tamano At = T'/N, se aproxima el proceso
con el siguiente esquema iterativo

— X,
X =X, + (ﬁT — tt) At +VALZ.

En la Figura 4.8 se simulan diferentes trayectorias de un puente browniano con para-

metros « = 0,5 = 2 y T = 1. Todas las trayectorias comienzan en 0 y terminan en
2.

Puente Browniano

Xt

Figura 4.8: T =1,a =0, =2, N = 1000

Otra forma de simular trayectorias del puente browniano es utilizando la representa-
cion adelantada.
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Algoritmo 2 : Simulacién puente browniano mediante representacion adelantada

1: El intervalo de tiempo [0, 7] se discretiza con N valores 0 =ty <t} < ... <ty =
T.

2: Se simula {B;, }| una trayectoria del movimiento browniano utilizando la dicre-
tizacion de [0, 7] y el Algortimo 1.

3: Nos fijamos en Bry; el dltimo valor que toma la trayectoria browniana simulada.

4: Para cada i =0,... N se define X; = B; + % Br.

Se puede ver en la Figura 4.9 que al simular se obtienen diferentes trayectorias de un
puente browniano estdndar. Como se mencioné en el capitulo anterior, este es el tipo
de puente generado con esta representacion.

Puente Browniano: Representacion Adelantada

Xt
0.00 0.01 0.02

-0.01

-0.02

0.0 0.2 04 06 08 1.0

Figura 4.9: T =1, N = 1000

4.6.5. Simulacién puente de difusién

Los procesos hasta ahora simulados tienen una representacién como soluciéon a una
ecuacion diferencial estocastica. Por lo tanto, se pueden usar usando los métodos de
Euler o Milstein. Sin embargo los puentes de difusién no siempre se pueden representar
de esta forma, por lo que se usara otra técnica para la simulacion de trayectorias. Esta
subseccion esta basada en [3|, donde se pueden consultar las pruebas a los teoremas
enunciados.

Sea {X;} un proceso de difusion que satisface la siguiente ecuacion diferencial es-

tocastica
dXt = m(t, Xt)dt -+ O'(t, Xt)dBt
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Sean B} y B? dos movimientos brownianos independientes. Se definen {X}} y {X?}
como las soluciones a las siguientes ecuaciones

dX} = m(t, X dt + o(t, X})dB} dX? = m(t,X})dt + o(t, X})dB}
Xt=a, aeR ’ X2=p, BER

Se discretiza el intervalo de tiempo [0, 7] utilizando una particion uniforme Iy ([0, )
como en (4.1.2). Usando tal particion se definen {Y;'} y {Y;?} aproximaciones para
{X}} y {X?}, respectivamente.

Consideremos {Y,2} = {Y;? _} el proceso a tiempo reverso de {¥;*}. Notamos que
Yr=Yo=5

Se simulan trayectorias de {Y'} y {fftf} hasta que haya un cruce entre ellas. Por ser
discretizaciones, la tnica manera computacional de detectar un cruce es si hay @ tal
que V' <Y2yY! >Y2 oY2<Y!yY?2 >V} .Sedefine v como

7 7 1+1 141 7 7 i+1

tit1

min{iE{l,...,N}:Yt}Sﬁf} si Y > V2

min{i e{l,...,N}:Y! Zf/tf} st Y) <YZ
Entonces una aproximacion del (0, «, T, )-puente es

V! i=01,...,v—1
YA: i ) ’
i {th i=v,....,N |,

dado v < N. Es decir, antes del cruce se construye con los valores de {Y;'} y después

(4.6.1)

del cruce con {)N/f} Existe la probabilidad de que las trayectorias no se crucen. Esta
depende de la longitud del intervalo, los coeficientes de deriva y difusion y la distancia
entre a y .

La justificacion tedrica se basa en el siguiente teorema.
Teorema 4.6.1. Sea 7 = inf{t € [0,7] : X! = X2 _,} (Inf @ = 00). Se define

g _ X} 0<t<rT
Pl XE, t<t<T.

Entonces la distribucion de {Z; : 0 < t < T'} condicionado a {r < T} es igual a la
distribucion condicional de {X; : 0 <t < T} dado Xy = oy Xp = . Es decir, {Z;}
es un (0, o, T, B)-puente.

4.6.6. Simulacién puente Vasicek

Se hace una implementacion del algoritmo anterior para el caso particular de un
proceso de Vasicek. Consideremos {X;} un proceso de Vasicek cuya media a largo
plazo es 0

dXt = —QXtdt + O'dBt,
XO = Xp.

El siguiente lema da la distribucién de un puente de Vasicek exacto.

43



Lema 4.6.1. Sea {0 =t; < t; < ... < ty = 1} una particion del intervalo [0, 1]. Se
define X;, como

Xti+1 = eigAtXti + Wi
Xo = o,
parai=0,..., N — 1, donde las variables W; son independientes y distribuyen como

N 20At 02
~ 1- 7).

Se define Z;, para¢=20,..., N como
ot

e’ —e”
6915]\7 _ 6—915]\7 :

ot;
Zti - Xti + (l’ - XtN)

Entonces {Z;, : i =0,1,..., N} distribuye como un puente de Vasicek con Zy = xq y
Zy

NILU.

Ejemplo 4.6.1. Consideremos {X;} un proceso de Vasicek que satisface la siguiente
ecuacion

Se simulard {X;} usando la aproximacion descrita anteriormente y usando el Lema

4.6.1.

En las Figuras 4.10 y 4.11 se muestran diferentes trayectorias del (0,0,0,1)-puente
de difusion para {X;}; aproximado y puente exacto. Se utilizan los pardmetros 7" = 1
y N = 100.

Puentes de Vasicek: Aproximacién

05

Xt
0.0
|

0.0 0.2 04 06 0.8 1.0

Figura 4.10: Puente Aproximado
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Puentes de Vasicek: Exacto

05

-0.5

0.0 02 0.4 06 08 1.0

Figura 4.11: Puente Exacto

Estas dos simulaciones permiten que se haga una comparacion entre las distribuciones
de los puentes resultantes. Las distribuciones empiricas se comparan utilizando un
grafico Q-Q para poner a prueba el algoritmo.

Grafico Q-Q puente Vasicek

10

05

Puente Aproximado
0.0

-0.5

-1.0

\ T \ T \
-1.0 0.5 0.0 05 1.0

Puente Exacto

Figura 4.12: Grafico de Q-Q

En la Figura 4.12 se aprecia como la distribuciéon se aproxima a la recta identidad.
Por lo tanto, hay evidencia empirica de que el puente aproximado tiene la misma
distribuciéon que el puente exacto. Entonces, el algoritmo para aproximar puentes de
difusion se verifica.
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4.6.7. Simulacién puente browniano geométrico

Ejemplo 4.6.2. Se simulara un (0,1,1,1)-puente un proceso con la siguiente difusion
dXt == O?)Xtdt + XtdBt.

Es decir, un movimiento browniano geométrico con u = 0.3 y ¢ = 1. Las trayectorias
del proceso simulado se muestran en la Figura 4.13.

Puentes Mov. Browniano Geométrico

15

05

0.0

0.0 02 0.4 06 08 1.0

Figura 4.13: Puente Browniano Geométrico
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Capitulo 5

Estimacion de parametros

Al estudiar datos que pueden ser modelados con la solucion de una ecuacion diferencial
estocastica, es comin no saber cuales son los parametros de dicho proceso. En este
capitulo se presentan métodos para la estimacion de los pardametros. En la Secciéon 5.1
se trata a los estimadores maximo verosimiles, en particular para procesos de difusion.
Se hace un céalculo de los estimadores maximo verosimiles para los procesos de Vasicek
y movimiento browniano geométrico. Para detalles sobre los conceptos presentados en
esta seccion ver [9], [24], [16], [4] v [5]-

En la Seccién 5.2 se aborda el algoritmo EM (Expectation-Maximization por sus
siglas en inglés). Este sera ttil cuando los datos observados no son suficientes para
tener convergencia con el estimador maximo verosimil. De igual manera, se pone a
prueba estimando pardmetros para los procesos de Vasicek y movimiento browniano
geométrico. Ver [2] para mas informacion sobre el algoritmo EM.

Los codigos con la implementacion de los estimadores se encuentran dentro del re-
positorio de Github en la carpeta Codigos.

5.1. Estimadores basados en verosimilitud

Consideremos {X;} el proceso de difusion homogéneo que satisface la siguiente ecua-
cion diferencial estocastica

donde § € © C RP es el vector de parametros y Xg es la condicién inicial. Las fun-
cionesm:Rx0© - Ryo:Rx0O — (0,00) cumplen las condiciones del Teorema
3.1.1. Por lo tanto existe una solucion para (5.1.1). Adicionalmente a las 2 condiciones

del Teorema 3.1.1, los coeficientes de deriva y difusiéon deben cumplir también con las
siguientes condiciones para poder hacer inferencia basada en verosimilitud.

Condicién 3. (Positividad del coeficiente de difusion).
inf o (x;6) > 0.

Condicion 4. (Momentos acotados). Para cada k > 0 el k-ésimo momento del proceso
{X:} existe y es acotado.
sup E|X;|F < oc.
t

47


https://github.com/lolaserrano28/Tesis-Licenciatura
https://github.com/lolaserrano28/Tesis-Licenciatura
https://github.com/lolaserrano28/Tesis-Licenciatura/tree/main/C%C3%B3digos

Condicion 5. (Coeficientes suaves o diferenciables). Los coeficientes de deriva y di-
fusion son 3 veces derivables respecto a #, y de crecimiento polinomial respecto a
x.

Definicién 5.1.1. Supongamos que se tienen observaciones discretas X, en los tiem-
pos 0 =ty <ty <...<t, =T. La funcion de verosimilitud para la muestra de
observaciones esta dada por

Lo(0) = [ [ po(At;, X,

i=1
donde At; =t; —t;_1 y po(t,-|z) es la densidad de transicion de X; dado Xy = x. La
funcion de log-verosimilud, denotada ,,(0) es

1,(0) = In <H po(Aty, X,

i=1

i1)Po(Xo), (5.1.2)

i1)p9(X0)>

- Z In (p9(Ativ Xti|Xti—1)p9<X0))

=1

= Z In (pe(Atzw X,
i=1

1)) + I (pe(Xo)) - (5.1.3)

Los procesos utilizados en este trabajo tienen densidades de transiciéon conocidas ex-
plicitamente. Esto representa una gran ventaja porque se puede maximizar la verosi-
militud de forma directa.

5.1.1. Verosimilitud del proceso Vasicek

Sea {X;} un proceso de Vasicek. El proceso satisface la siguiente ecuacion diferencial
estocastica
dX; = a(b— X;)dt + odB;. (5.1.4)

a,b,o eR, a,0>0, Xg=u1x9>0.

La ecuacion cuenta con tres parametros 0 = («,b,0). Se calcula la funcion de log-
verosimilud utilizando (3.3.1).

Proposicion 5.1.1. La log-verosimilitud de {X;} esta dada por

e—aAti o b(l o e—aAti))2

—2aA a(Xti - th'f
1.(0) :——ln 27) ——Zln (Qa t)) Z O.;<1_e—2aAti)

i=1
(5.1.5)
Demostracion. Se calcula In(pg(At;, X, | Xt,_,))-
1 —(Xtv _ Xt —aAti + b(e—aAti _ 1))2
n(pe(At;, X |X, ) =1 i
n(pe( ti ) =In <\/7r02(1 ~ e 2B /g eXp ( 02( — ¢-208t) /g

: ( 02(1 — e_QaAti)) - (_(Xm T Gl
2 2a

= —5In{2m~ o2(1 — e—2aBt) g

11 (2 ) 11 2(1 anAtv)
= -_— n —_— - n [ _ £
g TG ‘

))2>



Como Xy = x es una condicion inicial determinista entonces pg(Xo) = 1y In(pg(Xy)) =

0. Por ultimo se calcula Y | In(pg(At;, X,

1)

;hl(pe(Ati’ X | Xe, ) = ZZI (—5 In(27) — 5 In
a
S o2(1— 672aAti) (Xe,

Zln (2r) — = Zln (
Z(Xti

i=1

a
6—2(1At7; )

o2(1—

- X,

g

(&

a

i—

2a

- Xti71

Por lo tanto la log-verosimilitud del proceso Vasicek es

(1-

672(1At¢ >>

1e—aAti + b(e—aAti . 1))2)

o—2alt; >>

7(J,At¢ + b(efaAti

~ 1)),

_ 72aAt a(Xti B XtifleiaAti B b(l B eiaAti))2
1, (0) = ——ln 27)—— Zln (Za )> ; o2(1 — e—208t)
Para facilitar la lectura se define
}/ti — th- _ Xti_le_aAti _ b(]_ _ e—aAti% /Yz — e—(lAti'
Se reescribe la log-verosimilitud como
l(@):——ln27r ——Zln( 1—’)/Z>> Zm
i=1 g
Observacion 5.1.1. Las derivadas parmales de 1,,(0) estan dadas por
(0) n Z (Ve (77 = 1) + 2aAtiyi((Xy, — b)ys — (X4, — D))
da 2 Znto1 o 177
I, (0) _ 2a Z Vi (1 =)
ob o2 —~ 177
o,(0)  n a o~ Y7
do 207 ot =19
Las segundas derivadas parciales estan dadas por
L0  n 22": At2? 4a zn: AAY?  8a Z A}Y?
0> 22 T (1-9)? P (1-92)P? P (1P
- At?fyi(Xtifl _ b)Y;‘/z 8a - Atz?fV?(Xtiq B b)Y;fz At?in?(Xtifl
0% = 1—77 0% (1—77) 0% = 1—77
4 = At?Y 4 & Aty(Xy,, — b)Yy,
+ = Z 22 42 Z _ 12 ’
o i=1 (]‘ ,71 ) g i=1 1 ’Yl
0?1, (0) _2a i (1— %)2
ov? o= 1- 2’
PlL0) n 2~ Yo
(022 202 of 1—~%
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Proposicién 5.1.2. ' Dado At; un tamaifio de paso constante, los estimadores maxi-
mo verosimiles del proceso de Vasicek estan dados por

1 n Z?:l XtiXti—l B Z?:l th‘ Z?:l Xti—l

ti ny i Xi_, — (Ei:l Xti—l)
-~ 1 u Xt- & Xt',
n zz (1 _ e_aAti) ZZI eaAti _ 1 ’
. ~ . 2
> 2a n (th - Xti—le_aAti - b(l - e_aAti)>
o= -~ (1 — e—2abhi)

Observacion 5.1.2. Aunque en este trabajo se utilicen tamafios de paso constantes,
es posible que los momentos donde se observan los datos no sean equidistantes. En ese
caso el parametro At; de las funciones (5.1.2) y (5.1.3) serian una muestra de tiempos
de observacion, en lugar de un valor fijo. Los momentos en los que se observan los
datos pueden afectar a los pardmetros obtenidos.

Resultados y analisis. Se observo que independientemente de la combinaciéon de
parametros b y o, el estimador a esta sesgado, en especial para valores cercanos a 0.
En la Figura 5.1 se muestra el estimador a contra el valor del parametro, para dos
combinaciones diferentes de by o.

. A . A
Sesgo estimadora: b=3, =2 Sesgo estimadora: b=0.1, =1
© 4
@9 ’,
' rd
” o
4 s
7 7
- ”
” o~ ”,
g o o Ve 8 4
© -’ ® -
E - £ -
2 PR @ 4
o o rd
o I o P
3 g 8 < -
= - re
g P g s
@ ’, @ I
o ” o Ve
” ”
-, ’
o - o 4 ’
-~ ”
s 4
7 /
e rd
7 /
s e
~ 4 rd - ] rd
T T T T T T T T T
1 0 1 2 3 -1 0 1 2
Parametro real Parametro real

Figura 5.1: Sesgo estimador a

En el Teorema 3.4 de [9] se afirma que para T'/n = At; fijoy n — oo

54 QeaAti + eQaAti
Ela] = O(n™?).
[a] = a+ A, +O(n™7)

Por lo tanto, para tamafios de paso At; pequeiios se puede aproximar e®** con 1+aAt;
y aproximar el parametro a “sin sesgo” como

L n(Eal —4)

n+2

La prueba puede ser consultada en [9] y [24]
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Ver [9] v [24] para pruebas y mas detalles sobre el sesgo del estimador.

Se prueba la implementacion de los estimadores con los pardmetros a = 1,b = 3
y o = 1, utilizando Xy = 0,7 =10 y N = 1000.

Se pone a prueba la consistencia de los estimadores. Para ello se simula una trayectoria
y se grafica el namero de observaciones usadas en la estimacion vs. el parametro
estimado. En las Figuras 5.2, 5.3 y 5.4 se observa céomo al incrementar el ntmero
de observaciones el estimador se aproxima mejor al parametro real. Por lo tanto son
consistentes. Ademés se tiene evidencia empirica de que el tamano de paso At; =
10/1000 = 0.01 da estimadores consistentes.

Estimador a Estimador a sin sesgo
o
o
S
o _|
o _| 0
(7]
o |
<w ¥ 1. IO D - pa S ——
o |
o~
O o e e e et e = -
gl -
T T T T I T T T T T T T
0 200 400 600 800 1000 0 200 400 600 800 1000
Namero de observaciones Namero de observaciones

Figura 5.2: Consistencia estimador a = 1

Estimador b

50

-50
|

-100
|

I I I I I I
0 200 400 500 800 1000

Nlmero de observaciones

Figura 5.3: Consistencia estimador b = 3
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Estimador o

14

1.0

<2

08

02

I I I I I I
0 200 400 500 800 1000

Nlmero de observaciones

Figura 5.4: Consistencia estimador o = 1

En la Tabla 5.1 se muestran los estimadores puntuales, estimadores por intervalos
de 95% de confianza y error relativo del estimador puntual. Se usa el estimador a
con sesgo. La Tabla 5.2 exhibe la misma informacion pero estimando a sin sesgo. Se
utilizan 1000 trayectorias diferentes.

Estimador puntual | Estimador por intervalos | Error relativo
a 1.46582 (1.42696, 1.50468) 0.46582
b 2.9938 (2.97356, 3.01405) 0.00206
o 1.00553 (1.00414, 1.00691) 0.00553
Tabla 5.1: Estimadores MLE y error, a sesgado
Estimador puntual | Estimador por intervalos | Error relativo
a 1.042 (1.00345, 1.08056) 0.042
b 2.9791 (2.9089, 3.0493) 0.007
o 1.00348 (1.00203, 1.00488) 0.00348

Tabla 5.2: Estimadores MLE y error, a sin sesgo

Notamos que al hacer la correccion del sesgo mejora la estimacion del pardametro a.
Las estimaciones para los pardametros b y o asi como los intervalos de confianza son
casi iguales en ambos casos y en ambos se obtienen buenos estimadores.

Al hacer la correcciéon del sesgo, 7 de los estimadores 1000 para a tomaron valores
negativos, ya que sin la correccion eran valores cercanos a cero. Este es un problema
pues por definiciéon a > 0. Aun asi estos estimadores si fueron considerados para el
estimador puntual e intervalos de confianza para no alterar la muestra.
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Se verifica que el estimador tenga normalidad multivariada asintontica, es decir
Vi@ —0) 5N (0.z@)).

Se utilizara una prueba de Mardia? que prueba normalidad multivariada de una mues-
tra por medio de la asimetria y curtosis. Se utiliza la funciéon mvn() de la paqueteria
MVN en R, obteniendo el siguiente resultado para una muestra de 100 estimadores. La
prueba en el Codigo 5.1 da evidencia de que el estimador maximo verosimil para el
proceso de Vasicek sigue normalidad asintotica.

Codigo 5.1: Prueba Mardia: Normalidad estimadores Vasicek

>n = 100

> muestra_estimadores = matrix(NA,n,3)

> for(i in 1:mn){

+ X = vasicek(a_real,b_real,sigma_real,X0,T,N)

+ muestra_estimadores[i,] = (MLE_vasicek(T_, X)-c(a_real,b_real, sigma_real))*N

+ 2

> mvn(data = muestra_estimadores ,mvnTest = "mardia")$multivariateNormality
Test Statistic p value Result

1 Mardia Skewness 14.3361165884682 0.158204902893079 YES

2 Mardia Kurtosis -1.67262837978281 0.0944004764227302 YES

3 MVN <NA> <NA> YES

2Ver [14] y [1] para méas informacion sobre la prueba e implementaciéon computacional.
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5.1.2. Verosimilitud del movimiento browniano geométrico

Consideremos ahora {X;} un movimiento browniano geométrico, el cual satisface la
siguiente ecuaciéon diferencial

dXt = MXtdt + O'XtdBt, (516)

nweR o>0, Xg=uz9>0.
En este caso 0 = (pu, o).

Definicion 5.1.2. Se definen los log-rendimientos de X; como

X,
Y;ti = hl(th) o 1n<Xti—1) =In ( . > '
Xti—l

0'2 2

Proposicion 5.1.3. Las funciones de log-verosimilitud de {X;} y {Y;} estan dadas
por

Por (3.3.12) sabemos que

) 2
< - n 1 L (ID(XZ) - ln(Xl-,l) (,LL - %) At)
l;(0) = ; 5 In (27At;0%) + In(X,,) + 297AL, :
(5.1.7)
) 2
v — a5 [ Lincomar, o+ (o™ (=) %)
l; () = —nln(o) ; 5 In(2rAt;) + 5oTAT, . (5.1.8)

Demostracion. Se demuestra primero (5.1.7) calculando In(pg(At;, Xy, | Xy, ,))-

) 2
i (W) = (X, ) = (- 5)An)
o X,/ 2m AL, exp 202 At

hl(pg (Atm th'

Xti—l)) =1In

() 05, ~ (- 1)

= In((v/2027At;) 1) — In(Xy,) —

20’2Ati
2
— ~lmEretan) - | n(x,) + (1n%) ~ i) = (1= $)4)
T T HEATT Ak A 202 AL,
Sumando sobre i = 1,...,n.
2
- " 1 ) (hl(XtJ —In(X;,_,) — (0 — %)Ati)
;m(p@(mi,xti X, )= 2 —5 In(@2ro*At) — | In(X,) + 207AL
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Por lo tanto

2
n In(X;,) —In(X;, ) — (- % )AL
1 ti i—1 2
L) =3 | —5n@ro®An) — | In(X,) + ( 202, )

i=1

Se demuestra (5.1.8). Por 3.3.12 se tiene que

2
1 <Y;51 - (:u - %2> Atl)
po(AL, Yy, Ve, ) = m eXp | — 202 At
Se calcula In(pg(At;, Yy, |Y:,_,)) y después se suma sobre i = 1,...,n.
) 2
1 <}/tz - (/1’ - %) Atz)
hl(p@(Atia Y;fz Y:fif1>) = In \/m e 202 At;

iy iy - L= 5)20)

20'2Ati

S A i) = 32 [ (5 ey L (%) )

X - 20’2Ati
=1 i=1

2
i=1 v

Por lo tanto
n

1¥(0) = —nln(o) —

i=1

2
<Yti _ (u _ —U;> Ati>
In(27At;) + S0PAT,

DO | —
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Observacion 5.1.3. Las primeras derivadas parciales de [X(6) y 1Y () son

alif (9) _ Zn: QMAt,? 1112 (Xh;l) — O'2At,? IHQ(Xtiil) — 2Atz In (th) In (Xtifl)
a,u B - 20’2Ati ’
i=1
oIX(0) n n - (ln(Xti) — At (u — "72> ln(Xti71)> 2
do o o3t

i=1
—2uc A In*(X;, ) + P A2 In*(X,, ) + 20At1In(X,,) In(X,, )
20’2Ati ’

+

ore) oY (%) o

o — o2 ’
o) o (Yo lmm)an (v (oo g)au)
do o o o3 At

=1

Las segundas derivadas parciales de [2X(0) estdn dadas por

L@ z’”‘: At; In*(X,, )
o — o2 ’
PLO 0 L3 <ln(th.) — At - 2) 1n(Xti_1)) 2
do2 o2 — ot At
2 (—2uo A In*(Xy, ) + P At? In*( Xy, ) + 20At; In(Xy,) In(Xy, ,))
O'3Ati
N —2pA21n*(X,, ) + 302At2 In* (X, ) + 2A: In(Xy,) In(X,_,)
20‘2Ati ’

Proposicién 5.1.4. 3 Los estimadores maximo verosimiles del movimiento browniano
geométrico estan dados por

Y +82
’M_At,- 2’
~ 11 —
2=_ Y, —Y)?

Donde Y =+ 37" | Y.

Resultados y anilisis. Utilizando = 0.5 y 0 = 0.2 con At; = 0.001 se prueba la
consistencia del estimador y la normalidad asintética.

Las Figuras 5.5 y 5.6 reflejan como al incrementar el ntimero de observaciones el
estimador se aproxima al parametro real, lo cual es evidencia de que el estimador es
consistente y de que el tamano de paso At; = 0.01 es adecuado.

3La prueba puede ser consultada en [16] y [4]
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Figura 5.5: Consistencia estimador @ = 0.5
Estimador &
(]
('\! e — - S — — — ——— — — — — — —— i i e
(]
0
<
<y
(e ]
=
| | | | | T
0 200 400 600 800 1000

Numero de observaciones
Figura 5.6: Consistencia estimador o = 0.2

En la Tabla 5.3 se muestran los estimadores puntuales y por intervalos usando un
95 % de confianza. Para obtenerlos se utilizaron 1000 trayectorias diferentes.

Estimador puntual | Estimador por intervalos | Error relativo
1 0.501288 (0.49736, 0.50521) 0.002575
o 0.199866 (0.19959, 0.20014) 0.000669

Tabla 5.3: Estimadores MLE y error relativo

Los estimadores obtenidos son precisos con un error relativo pequeno.

Al igual que con el proceso de Vasicek se prueba la normalidad asintética usando
la prueba de Mardia en R. Los resultados de la prueba en el Codigo 5.2 indican que
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hay normalidad asintética en el estimador maximo verosimil para el movimiento brow-
niano geomeétrico.

Codigo 5.2: Prueba Mardia: Normalidad estimadores MBG

n = 100
muestra_estimadores = matrix(NA,n,2)
for(i in 1:mn){

X = MBG(mu_real,sigma_real ,X0,T,N)

muestra_estimadores[i,] = (MLE_gbm(T_,X)-c(mu_real,sigma_real))*N
}
mvn (data = muestra_estimadores ,mvnTest = "mardia")$multivariateNormality
Test Statistic p value Result
Mardia Skewness 4.29178960713916 0.367954335199054 YES
Mardia Kurtosis -0.360998538636744 0.718100539514371 YES
MVN <NA> <NA> YES
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5.2. Algoritmo EM

En la seccién anterior se utiliza la metodologia del estimador maximo verosimil. En
ella se asume que la informacién es completa. Es decir, que los datos de la muestra
sobre la cual se hace inferencia son suficientes para que haya convergencia entre el
estimador y el parametro real.

En la préctica, los datos y muestras con las que se trabaje pueden no tienen in-
formacion suficiente para utilizar el estimador maximo verosimil. En ese caso se dice
que hay informaciéon incompleta.

El algoritmo EM sirve para hacer estimacion de parametros en casos donde hay infor-
macion incompleta, en particular para difusiones cuya transiciéon no es conocida. Este
es un algoritmo que maximiza la verosimilitud iterando sobre dos pasos: esperanza y
maximizacion.

Notacion. Consideremos @ un vector aleatorio proveniente de una variable aleatoria
X, con datos observados y datos faltantes. La densidad de los datos completos es
f(x;0). Sea y el vector de datos observados con densidad fy(y;6), y z el vector de
datos faltantes con densidad condicional a y fzy(z|y : #). Entonces © = (y,2) y

f(x;0) = fY(y§0)fZ|Y(z|y§ 0).

Sea [(0; x) la log-verosimilitud de los datos completos. Entonces la log-verosimilitud
de los datos observados es

ly(0;y) = 1(0; ) — In(fzy (2|y;0)).

El primero paso para maximizar [(0; ) es reemplazar los datos faltantes con el valor
esperado dado los datos observados. En el segundo paso se busca un pardmetro que
maximice la log-verosimilitud obtenida en el paso anterior.

Algoritmo 3 : EM

1: Condiciones iniciales: 8, k = 0.
2: Paso E: Calcular Q(#;0%) donde

Q(0; 0™ = Eyw [1(6; ) |y].

3: Paso M: Obtener §**V tal que maximice Q(6;6*)). Es decir
QO™ 9™y > Q(h;0%)) Vo € O.

4: Parar si
ly (0% y) — Iy (W y) < 6

para ¢ suficientemente pequena. En otro caso, k = k + 1 y volver al Paso E.
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Observacion 5.2.1. El algoritmo se simplifica cuando f(x;0) pertenece a la familia
exponencial de forma canoénica. En ese caso se pueden reescribir su densidad y log-
verosimilitud como

f(x;0) = h(x) exp [GTt(zc) — A(@)] ,
n(h(x)) + 07t(x) — A0).

=~
—
3
8
N~—
I
—

Por lo tanto
Q(8;6"™)) = By [In(h(x))|y] + 0" Egw [t(a) [y] — A(6).

Por ser de la familia exponencial se cumple que

Eft(z); 0] = %A(@).

En el Paso M se maximiza respecto a #. Notamos que Eyu) [In(h(x))|Y].

DQ0:0%) = By 1(z) ] — 55 A)

= Eym [t(x)|y] — Eg[t(x)]. (5.2.1)

El paso E se reduce a calcular Eyu[t(z)|y] v el paso M a encontrar 0%+ tal que
(5.2.1) sea igual a 0.

Algoritmo 4 : EM Familia Exponencial

1: Condiciones iniciales: 8, k = 0.
2: Paso E: Calcular t**) donde

t = By [t(z)y).

3: Paso M: Obtener #*+1 tal que resuelva la ecuacion

t#) = Ey[t(z)].

4: Parar si
by (0% y) — Iy (0™ y) < §

para ¢ suficientemente pequena. En otro caso, k = k + 1 y volver al Paso E.

Teorema 5.2.1. * Sea %) k=0, 1,... el parametro estimado en la k-ésima iteracion
del algoritmo EM, tal que:

1. La sucesion {ly (0%;y)}22, es acotada.

2. Q(O*+D; 9y — QM) gk)) > \(9F+D) — gy (9k+1) — 9NT para algtn escalar
A > 0y para todo k.

Entonces la sucesion {#()}2°  converge a algtin §* € ©.

4Ver [6]
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5.2.1. Algoritmo EMMC

En ocasiones el célculo de la esperanza en el Paso E del algoritmo EM puede ser muy
complicado o no existe una forma cerrada para la funcién Q(#;6%*)). Una solucién a
este problema es reemplazar la esperanza por el estimador de Monte Carlo. La funcién
Q(0; 0%)) puede ser reescrita de la siguiente manera

Q(6;0"™) = Egun [1(6; ) |y]
= By [In(f(y, 2;0))[Y]

= /ln(f(y, z;@))fz|y(z|y;9(k))dz. (5.2.2)

En cada iteracion se genera una muestra de tamano m a partir de la densidad

fZ\Y(Z\y;e(k))-
20 = W k),

Entonces el estimador de Monte Carlo para (5.2.2) es

m

A 1
gy 1 ey (B)
QO 0%) = — > 1(b:y. %),

i=1

En el Paso M se maximiza la funcion Q(é’; 6*)). Asi como en el algoritmo EM, para el
EMMC también se tiene la convergencia del estimador a un parametro. Los resultados
pueden ser consultados en [15].

Algoritmo 5 : EMMC

1: Condiciones iniciales: 8, k = 0.

2: Paso MC E:

a) Simular el vector aleatorio z®) = (2\¥ . 2y

fzy (z]y; 0W).

b) Calcular Q(0;60®) donde

de la funcién de densidad

n 1
9: 00 — — 1(0: (k) .
Q( Y ) m Z ( 7y721, )

3. Paso M: Obtener %D tal que

~

QEO"I:0%) > Q(8:0%) v € ©.

4: Parar si
(0% y) — 1y (0W;y) < 6

para ¢ suficientemente pequena. En otro caso, k = k + 1 y volver al Paso MC E.
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5.2.2. Algoritmo EME

Este algoritmo es un caso particular del algoritmo EMMC donde m = 1. En el Paso
E se simula solo una variable aleatoria z*) a partir de la densidad fzy(z]y; 0*). El
estimador de Monte Carlo es

Q(6;0W) = 1(0;y,2").

Algoritmo 6 : EME

1: Condiciones iniciales: 8, k = 0.
2: Paso E E: Simular la Vafiable aleatoria z® utilizando la funcion de distribucion
fzv (z]y; ). Caleular Q(0; ™)) donde

Q0;0%)) = 1(6;y, 2M).
3. Paso M: Obtener #*+Y tal que
QO™ 0®) > Q(0;0W) Vo € ©.

4: Parar si
(0% y) — 1y (0W;y) < 6

para ¢ suficientemente pequena. En otro caso, k = k + 1 y volver al Paso MC E.

5.2.3. Algoritmo EME para procesos de difusion

Consideremos {X;} un proceso de difusiéon definido como en (5.1.1) y Xy = {X;, 1Y,
una discretizacion del proceso, la cual representa a los datos completos. Sea X,, =
{ X4, }7— una muestra de Xy, donde n < N. Esta submuestra representa a los datos

observados.

Se utiliza el algoritmo anterior para estimar los parametros de los procesos de Va-
sicek y movimiento browniano geométrico. Esto se puede hacer ya que son procesos
de difusion para los cuales se conocen las probabilidades de transicion

En el paso E se generan puentes estocasticos utilizando los datos observados y los
parametros %), Sea

Zl(k) = (Xti_pti—luXti?ti)? 7 = 17 o n

la discretizacion del puente generado entre los datos observados X, |, v X;,. Esta cons-
ta de % + 1 datos. Se denota por Z*) al puente completo entre Xy, y X, , generado

por los ZZ-(k) puentes en la k-ésima iteracion. Este puente tiene N + 1 datos. Asi, se
reconstruye una trayectoria que simula los datos completos.

En el paso M se maximiza la verosimilitud, calculando los estimadores maximo vero-
similes con los datos del puente generado en el paso anterior.

Para probar los algoritmos se utilizara N = 1000 y n = 100, tomando 1 de cada
10 observaciones de los datos completos.
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EM proceso Vasicek

Algoritmo 7 : EME Vasicek

1: Condiciones iniciales: 8O, k = 0.
2: Paso E: Generar los puentes de difusion {Zi(k) = (X¢,_,,tic1, Xy, i) 12 con los

parametros 0%) y calcular Q(0;6™).
3: Paso M: Actualizar los estimadores

(k
a(k+1)__ 1 In NZZ IZ Zz 1Z Zz 1Z)
= —_— 2 Y
Nzizxzt,, - (X, zb)

At;
N
P+ (Z Z(’“ oA Z (k) )
_ aA ti— )
N(1 — e—aaL — !

~ (k+1 ~ ~ 2
P ey S (- 2 - )

=1

4: Parar si k = K . En otro caso, k = k + 1 y volver al Paso MC E.

Pruebas y resultados

Se prueba el algoritmo usando los parametros a = 1,b =3 y ¢ = 1 con una condicién
inicial Xy = 3. Los pardmetros iniciales son los estimadores méximo verosimiles para
la informacion incompleta. Se itera K = 1000 veces, promediando las tltimas 100
iteraciones para obtener el estimador.

A partir de 1000 trayectorias, calculan los estimadores puntuales y por intervalos
usando el algoritmo EM. Se calcula el error relativo del estimador EM respecto al pa-
rametro real. También el error relativo al pardmetro obtenido como estimador puntual
usando maxima verosimilitud (ver Tablas 5.1 y 5.2).

Los estimadores y errores se muestran en las Tablas 5.4 y 5.5. Los estimadores obteni-
dos para las 1000 trayectorias, asi como el calculo de los errores, pueden ser consultados
en el repositorio de Github en los archivos Estimadores Vasicek.xslx y Estimado-
res_ Vasicek sin_sesgo.xslx.

Estimador Estimador Error Error
puntual por intervalos relativo | relativo MLE
1.32565 | (1.28454, 1.36675) | 0.32565 0.09563
2.99239 (2.9717, 3.1031) | 0.00254 0.00047
0.93789 (0.9327, 0.9431) | 0.06210 0.06726

Q| o

Tabla 5.4: Estimadores EM y errores, a sesgado
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Estimador Estimador Error Error
puntual por intervalos relativo | relativo MLE
0.83853 | (0.79676, 0.88030) | 0.16147 0.19527
3.01179 | (2.84746, 3.17613) | 0.00393 0.01097
0.90719 | (0.90224, 0.91214) | 0.09281 0.09596

Q| O

Tabla 5.5: Estimadores EM y errores, a sin sesgo

Una primera observaciéon a partir de los resultados es que en ambos casos el estimador
puntual EM del pardmetro a es menor que el estimador puntual MLE, y que la dife-
rencia entre EM y MLE es mayor cuando se corrige el sesgo. Esto se puede explicar por
la correlacion que hay entre el estimador MLE y EM. Los coeficientes de correlacion
son p = 0.898 y p = 0.917 para los estimadores sesgados y corregidos, respectivamente.

En las Figuras 5.7 y 5.8 se muestran los gréaficos de dispersion de los estimadores

obtenidos para cada una de las 1000 trayectorias simuladas. En azul claro se tiene la
linea de regresion y en azul oscuro la recta identidad.

Correlacion estimadores a

y=1.079x-0.2075, R?=0.807

EM
3
|

MLE

Figura 5.7: Regresion MLE ~ EM: parametro a
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Correlacion estimadores a sin sesgo

— y=X
—— y=1.0376x-0.2277,R*=0.841

EM

MLE

Figura 5.8: Regresion MLE ~ EM: parametro a sin sesgo

La linea de regresion esta por debajo de la recta identidad. Es decir que, por lo gene-
ral, el estimador MLE para una trayectoria es mayor que el estimador EM.

El mismo resultado se observa con el pardmetro o. Los coeficientes de correlacion
son p = 0.258 para el caso sesgado y p = 0.328 en el otro caso. En las Figuras 5.9
5.10 se muestran los graficos de dispersion entre ambos estimadores y las lineas de
regresion en azul claro.

Correlacion estimadores o

[+

14

4 — y=x
I y:0.97386x70.04111,R2:0.0066

EM

094 096 098 1.00 1.02 104 106 1.08

Figura 5.9: Regresion MLE ~ EM: pardmetro o
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Correlacién estimadores o sin sesgo

12

X
1.1416x - 0:2382, R*=0.1078

EM
08 10 1.1
1

08
1

07
|

T T T T T T T T
094 0.96 098 1.00 1.02 1.04 1.06 1.08

MLE

Figura 5.10: Regresion MLE ~ EM: parametro o sin sesgo

De nuevo la recta de regresion se encuentra por debajo de la recta identidad, llegando
a una conclusion anéloga a la del pardmetro a. En este caso la conclusién no es muy
fuerte, pues tanto los coeficientes de correlacion como los de determinacion son valores
pequenos. Para el estimador b se obtienen estimadores buenos con un error relativo
cercano a 0.

En algunos casos el algoritmo no tuvo convergencia, generando estimadores que ten-
dian a infinito. La divergencia se dio en 23 de 1000 trayectorias para el caso donde a
esta sesgado, y 6 de 1000 trayectorias en el otro caso. Esto sucedia en trayectorias cuya
condicion inicial (MLE usando informacién incompleta) para el parametro a tomaba
valores grandes. En la Tabla 5.6 se muestra la condicién inicial en promedio para las
trayectorias con EM divergente.

Promedio valor inicial | a b o
a sesgado 3.8448 | 3.0358 | 1.0885
a sin sesgo 3.7466 | 2.8510 | 1.0370

Tabla 5.6: Trayectorias con EM divergente
Por dltimo, en las Figuras 5.11, 5.12, 5.13 y 5.14 se muestran los estimadores obte-

nidos en cada iteracion para 4 trayectorias con diferentes condiciones iniciales. Los
estimadores se aproximan al parametro independientemente de la condicién inicial.
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Figura 5.11: Estimador EM a =1

Estimador a sin sesgo
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Figura 5.12: Estimador EM a = 1 sin sesgo
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Figura 5.13: Estimador EM b = 3
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Figura 5.14: Estimador EM o =1
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EM movimiento browniano geométrico

Algoritmo 8 : EME MBG
1: Condiciones iniciales: 8O, k = 0.
2: Paso E: Generar los puentes de difusion {Z7 = (X,
parametros 0%) y calcular Q(0;6™).
3: Paso M: Actualizar los estimadores:

tio1, Xi,,ti) -, con los

i—17

A
qkny 270 L 7
At; 2
N
~ (k+1) 1 A —
= AT >z - 7).

Donde Z%) = + SV Zt(ik).
4: Parar si hay k=K. En otro caso, k = k + 1 y volver al Paso MC E.

Pruebas y resultados

El algoritmo se prueba con trayectorias de movimiento browniano geométrico cuyos
parametros son 6§ = (0.5,0.2) y valor inicial X, = 1. Se itera K = 1000 y el esti-
mador se obtiene de promediar las tltimas 100 iteraciones. Los pardmetros iniciales
son los obtenidos con el estimador méximo verosimil usando la trayectoria incompleta.

Se calculan los estimadores puntuales y por intervalos usando 1000 trayectorias. Tam-
bién, los errores relativos respecto al parametro real y respecto al estimador MLE
puntual (ver Tabla 5.3). Los estimadores y errores se muestran en la Tabla 5.7. Los
estimadores obtenidos y el calculo de los errores se encuentran en el archivo Estima-
dores  MBG .xslx dentro del repositorio.

Estimador puntual | Estimador por intervalos | Error relativo | Error relativo MLE
f 0.503699 (0.49966, 0.50774) 0.007398 0.004810
o 0.211008125 (0.21014, 0.21188) 0.05504 0.05575

Tabla 5.7: Estimadores EM y errores

Los estimadores obtenido son buenos, con errores relativos cercanos a cero. Para el
movimiento browniano geométrico no hubo trayectorias donde el algoritmo fuera di-
vergente.

En las Figuras 5.15 y 5.16 se grafican los estimadores obtenidos en cada iteracion
para 4 trayectorias. En cada prueba se empieza el algoritmo con una condicion inicial
diferente. A partir de las graficas se observa que hay convergencia del estimador al
parametro y que esta es independiente de los valores iniciales () = (u(©), ¢©)).
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Figura 5.16: Estimador EM o = 0.2
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Capitulo 6

Aplicaciones de procesos de difusiéon
en finanzas

En este ultimo capitulo se utilizan las bases teéricas y computacionales descritas ante-
riormente, para trabajar con dos aplicaciones financieras. En la Seccion 6.1 se aborda
la aplicaciéon correspondiente al proceso de Vasicek. Esta es en modelos de tasa corta
y la valuacion de bonos cupén cero. En la Seccion 6.2 se trabaja con valuacion de
opciones, usando la formula de Black-Scholes y el movimiento browniano geométrico.
Ver [25] para detalles sobre modelos de tasa corta y [22] y [18| para detalles sobre
Black-Scholes y opciones.

Dentro de cada seccién se da un contexto tedrico de como se usan los procesos de
difusion a las aplicaciones correspondientes. También se implementan computacional-
mente los modelos. Finalmente, se hace estimaciéon paramétrica a partir de una base
de datos reales ajustada a cada modelo.

6.1. Proceso de Vasicek y tasas de interés

6.1.1. Modelos de tasa corta

Una tasa corta r; es una tasa continuamente compuesta, anualizada para un periodo
infinitesimalmente corto en un tiempo futuro ¢. Esta representa el interés por prestar
o invertir dinero.

Las tasas cortas no son constantes, sino que dependen del tiempo. Tampoco son de-
terministas pues estan sujetas a factores aleatorios que influyen en el mercado. Por lo
tanto la dinAmica de las tasas cortas es modelada por medio de un proceso de difusion,

d?”t = m(rt, t)dt + O'(Tt, t)dBt

Las tasas de interés son una pieza fundamental a la hora de valuar un instrumento.
En este caso se trabajara en la valuacién de bonos cupén 0 con fecha de maduracion
T. Dada una tasa corta r; y un valor de redenciéon unitario, la valuacion neutral al
riesgo del bono al tiempo t < T' esta dada por

P(t,T)=E [exp <— /tT 7’st> ‘]—“t] ,
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donde F; es la filtracion natural del proceso de tasa corta al tiempo t. En otras pala-
bras, la informacién disponible sobre la tasa hasta ese momento.

Los modelos de tasa corta pueden ser modelos de equilibrio, en los cuales el resul-
tado del modelo es la tasa, o modelos de arbitraje donde la tasa es un parametro del
modelo. También se pueden clasificar como modelos de un factor o modelos multifac-
tor. Los modelos de un factor tienen como supuesto que hay sola variable afectando a
la tasa de interés, mientras que los multifactor toman en cuenta 2 o mas variables .

6.1.2. Modelo de Vasicek

En 1977 Oldrich Vasicek propuso modelar la dindmica de las tasas de interés de
acuerdo a la ecuacion (3.3.3). Este es un modelo de equilibrio y de un solo factor. Un
supuesto importante es que r; es un proceso de Markov continuo; es un proceso que
no da saltos y donde el comportamiento para un tiempo futuro es independiente de
la dinamica en tiempos pasados. También asume que el mercado es eficiente; no hay
costos de transaccion, los inversionistas acttiian de forma racional y la informacion es
completa y simultdnea para todos los participantes.

Recordamos algunos resultados enunciados en la Secciéon 3.3.1. La ecuacion diferencial
estocastica que satisface r; es

d?"t = a(b — T't)dt + O'dBt, (611)

donde a,b,0 € Ry a,0 > 0. La solucién a la ecuaciéon dado un valor inicial r, esta
dada por

t
rp=e T ple ) 1) 4 a/ e~ =W dB,. (6.1.2)
La esperanza y varianza dada la informacion al tiempo s son

E[r|F.] = ree” %) — ple7ol=9) — 1),

2

g —2a(t—s
Var(ry|Fs) = %(1 — g 20l )).
Ademas, sabemos que r|rs sigue una distribucion normal
re|rs ~ N (E[r|Fy], Var(ry| Fy)) .

Se dice que r; es un proceso con reversion a la media. Recordamos que el parametro b
representa la media a largo plazo y a la velocidad de reversion a la media. Si las tasas
estan por encima de la media entonces 7, > b y el factor de deriva en dr; es negativo.

re>b=alb—ry) <O0.

Por lo tanto la tasa decrece, acercandose a la media. Analogamente si r; < b la tasa
creceréd hacia b. También notamos que

lim E[r|rs] = b,

t—o00

Ver [25] para mas detalles sobre modelos de estructura temporal de tasas.
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es decir, el valor esperado de r; al largo plazo es precisamente la media a largo plazo.
Una ventaja del modelo es la reversion a la media. Este es un comportamiento que se ha
visto empiricamente e historicamente en el mercado. Al seguir una distribucién normal
las tasas pueden llegar a tomar valores negativos. Aunque este no es una escenario
deseable, se ha llegado a observar en momentos de crisis. Existen alternativas al modelo
donde no se admite el supuesto de posibles tasas negativas, como Cox-Ingersoll-Ross
y Vasicek exponencial.

6.1.3. Valuacién bonos cupoén cero

Como se menciond anteriormente, el precio justo al tiempo ¢ de un bono con periodo
de maduraciéon T, valor de redenciéon unitaria y con una tasa corta r; estd dado por

Pit.T) =B o (- [ ) ru) 7).

Buscamos expresar este precio usando la dinamica de tasas propuesta por Vasicek.
Recordamos que la funciéon generadora de momentos de una variable aleatoria X con
distribucién normal esta dada por E[eX] = exp (E[X] + 1 Var(X)). Por lo tanto

T T
P(t,T) = exp (E {—/ rudu|ft:| + %Var (—/ TudU|]:t)) :
t t

Se calcula ftT rudu usando la solucion (6.1.2).

T T T T pu
/ rydu = / ree” " gy — b/ (e’“(“’t) — 1)du + a/ / e~ =9 B.du
t t t t t

—al\u— T u
Ty —a(u—t)\ T € (w2) g —a(u—s)
=——|e J; +0 —u| +o e dBgdu

_ ,—a(T—-t) T ru
=1 — e Ty 4 p <(T —t) — 16—) + a/ / e~ """ dBdu.
a t t

a

A partir del resultado anterior se calcula E [— ftT rudu]]—"t} =—E [ ftT rudul}}} )

T _ ,—a(T—t)
Tt (T 1—e
E d —E|[(1 —eoT-) Elb((T -t - —
T u
—|—E{0 / / e—a<u—5>stdu]
t t

1 — e—a(T—1) T u
= Tt(l —e Ty 1 p <(T —t)— 6—) + a/ E [/ e“(“S)dBS] du.
t ¢

a a

Los primeros dos sumandos son deterministas, por lo que salen como constantes de la
esperanza. La tercera esperanza corresponde a la integral estocéastica de una funcion
determinista. Por lo tanto su esperanza es cero. Entonces

T — e—a(T—t)
E {—/ rudu\]-"t] = (1 = a0y ((T —1) — 1€—> .
t a

a
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. . T ..
Se calcula la varianza. Como los dos primeros sumandos de ft rydu son deterministas,
por lo que su varianza es cero. Entonces

T T u
Var (—/ rudu|]:t) = Var (—0/ / e_a(“_s)stdu> )
t t Jt

Por la isometria de It6 la varianza se reduce a
T u 2
(—U/ / e“(“s)stdu) )
t Jt

T u
Var (—o— / / e“(”s)stdu) —E
t t

Utilizando el Teorema de Fubini y la isometria de Itd se obtiene

T (u T T 2
Var <—a/ / e_“(“_s)stdu) =K (—0/ / e~ =9 dy dBS)
t Jt t Js
T T 2
02/ (/ e_a(u_s)du) ds] )
t s

Se llega a la esperanza de una funciéon determinista, por lo que sale como constante y
se integra el resultado.

E

2

T jpu T T
Var (—0/ / e_“(“_s)stdu) :UZ/ (/ e_“(“_s)du> ds.
t Jt t s

T —a(u—s) | T\ 2

:02/ (_e ) ds
t a s

T _ —a(T—s)\ 2

:02/ (16—) ds
' a

a

o2 26—a(T—s) e—2(z(T—s) T
_E(S_ a * 2a )t

o2 efa(Tft) -1 1— 672a(T7t)
— 7 ((r—t)+2

Flroe () )

Por lo tanto el precio P(¢,T) para un bono que rinde de acuerdo a la tasa modelada
por (6.1.2) es

Pt T) = exp { (—%(1 —en ) —b ((T — 1) - L(T‘“))

a

o2 efa(Tft) -1 1— 672a(T7t)
— (T —1t)+2 .
o (e () )

_e—a(T—t)

Se define B(t,T) =1

y se sustituye en P(t,T).

a
2

2a2

P(t,T) :exp{(—rtB(t,T) —b((T —t) — B(t, 7)) + = <(T—t) —9B(t,T) +
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e—2a(T—t)

El sumando 1= S

se puede expresar en términos de B(¢,T).

1—-9 —a(T—t) —2a(T—t)
B(, T)2 _ e +e

a2
azB(t, T)2 =1 —2¢ T~ 4 g=2a(T~1)

2 —a’B(t,T)* — 9p—a(T—t) _ 1 _ ,—2a(T—t)

2 —a®B(t,T)? — 2e~o(T—0) ] — ¢=2a(T—0)

2a 2a
1—e T aB(t,T)? 1—e 20D
a B 2 - 2a
B(t.T)? 1 — —2a(T—t)
gy~ BT _1=e .
2 2a

Sustituyendo en P(t,T).

2

P(t,T) = exp {(—rtB(t, T)—b((T —t) — B(t,T))) + —— ((T —#)— B(t,T) —

2a2
o?B(t,T)*
4a ’

2

e {_TtB@, )+ (g— _ b) (T — 1) = B(t,T)] -

a
Por lo tanto el precio P(t,T) para la tasa r; estd dado por
P(t,T) = A(t,T)e "PED),

donde

2

A(t,T) = exp { (‘2’—& - b) (T —t)— B(t,T)] —

4a

o?B(t,T)? } ‘

6.1.4. Implementaciéon computacional

A continuacién se muestran diferentes graficas comparando el precio determinista del
cupén contra el precio P(t,T). El precio determinista esta dado por t — =0T En
la Figura 6.1 se muestran trayectorias variando b, la media a largo plazo. Los para-
metros usados son 1o =5%, T =1,a=05y o = 1.

Notamos que si b < rq los precios estocésticos toman valores mayores a los del precio
determinista, y al contrario cuando b > ry. Si b = ry entonces hay un mayor parecido
entre los precios deterministas y aleatorios. En el caso donde b = 1% y rg = 5%
el proceso r; decrecera para tender a la media b. Por ser un instrumento valuado a
descuento al bajar las tasas el precio incrementa. Es por ello que las trayectorias de
precios simulados se encuentran por encima del precio determinista.
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Trayectoria Precios: b =10%

=
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Figura 6.1: precios teéricos vs simulados

6.1.5. Estimaciéon paramétrica

A partir de las herramientas descritas en el Capitulo 5, se hara estimacion paramétrica
sobre una serie de tasas correspondientes a bonos cupoén-zero del gobierno de Canada
a 1 afio.? Se utilizara una muestra de 251 datos diarios del ano 2019, considerando
unicamente dias héabiles. En la Tabla 6.1 se presenta estadistica descriptiva sobre la
base de datos

Min. Q1 Mediana Q3 Max. Media Var. SD
1.51 1.68 1.72 1.76 193 1.73 0.007 0.086

Tabla 6.1: Estadistica descriptiva tasas cupo6n 0.

En las Tablas 6.2 y 6.3 se presentan los estimadores obtenidos usando tanto estimacion
MLE como EM.

a b o
MLE | 10.6416 1.7108 0.3538
EM 8.7281 1.7054 0.3066

Tabla 6.2: Estimadores para proceso r;

’La informacién fue obtenida en https://www.bankofcanada.ca/rates/interest-rates/
bond-yield-curves/. La base de datos puede ser consultada en el archivo Tasas_Canada.csv
dentro del repositorio de Github en la carpeta Bases de datos
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a b o
MLE | 6.5889 1.7014 0.3516
EM 4.3618 1.6855 0.3013

Tabla 6.3: Estimadores para proceso r; con correcciéon de sesgo

Para obtener los estimadores se hace una particién uniforme del intervalo de tiempo
[0, 1]. Las particiones son de tamano 251 y 51 para los estimadores MLE y EM, res-
pectivamente. Es decir, se divide 1 ano entre el nimero de datos observados. Por lo
tanto, los tamanos de paso constantes son Aty p = ﬁ y Atpy = %.
Para la estimacion EM se utilizoé un dato semanal, o 1 de cada 5, pensando en sema-
nas de dias héabiles. Por lo tanto se tienen 50 datos, equivalente a 80 % de informacion
faltante. Los pardmetros iniciales son los estimadores méximo verosimiles para la in-
formacion incompleta. El algoritmo EM ejecuté con 1000 iteraciones, y los estimadores
obtenidos son un promedio de las ultimas 100 iteraciones.

En las Figuras 6.2 y 6.3 se grafican las tasas de la muestra de datos, asi como tra-
yectorias simuladas usando los pardmetros maximo verosimiles. Similarmente, en las
Figuras 6.4 y 6.5 se muestra la informaciéon incompleta de las tasas y trayectorias
simuladas a partir de los estimadores EM. En ambos casos se ve que las trayectorias
simuladas tienen un comportamiento similar a la muestra de datos.

Simulaciones con Parametros MLE

24
E i \J\" /
- / L««"t i Mf‘\ﬂ/\
} W
0| Tasas simuladas
i — Tasa Corta

T T T T T T T T T T T T
Ene. Feb. Mar. Abr. May. Jun. Jul. Ago Sep. Oct MNov. Dic

T

Figura 6.2: Tasa corta: real y simuladas
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Figura 6.3: Tasa corta: real y simuladas

Simulaciones con Parametros EM

Tasas simuladas " o e

—— Tasa Corta -

T T T T T T T T T T T T
Ene. Feb. Mar. Abr. May. Jun. Jul. Ago. Sep. Oct MNov. Dic

Figura 6.4: Tasa corta: real (incompleta) y simuladas
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Simulaciones con Parametros EM sin sesgo
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Figura 6.5: Tasa corta: real (incompleta) y simuladas

Por ultimo, se grafican los precios del bono utilizando la base de datos de tasas. Este
precio esta dado por P(t) = e~ I r(9ds También se grafican dos trayectorias de precios
utilizando trayectorias de tasas simuladas, utilizando los parametros estimados. Como
se puede ver en las Figuras 6.6 y 6.7 los precios simulados se ajustan a la trayectoria
real de precios.

Precio Bono
2 _ /
— Precio Real
Precio Simulado MLE 7
Precio Simulado EM
w
@
.’ .
rd
w0 =
® o 7 -
"
o
o
o
~ e
o ,_.d
—
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- g™
™ — — = -
S -

T T T T T T T T T T T T
Ene. Feb. Mar. Abr. May. Jun. Jul. Ago. Sep. Oct Mov. Dic

T

Figura 6.6: Precios: real y simulados
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Precio Bono: estimador a sin sesgo
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Figura 6.7: Precios: real y simulados

Validaciéon del modelo
Se valida que el proceso de Vasicek con los parametros estimados realmente modelen
los datos reales. Se aplica la transformacion de Lamperti a la ecuaciéon 6.1.1.

b_
dY, = udt+ dB,,
ag

donde Y; = “. Se define a los residuales A/B\t como

—

BBy, = = |, =iy —alb—r)At], i=2,...,251,

SHE

Donde a, b, 6 son los parametros estimados.

Para verificar la bondad de ajuste de los residuales a la distribuciéon normal, se gene-
raron pruebas de Kolmogorov-Smirnov. En el caso de los residuales con estimadores
maximo verosimiles, se generaron 1000 muestras de vectores normales de tamano 250
(namero de residuales), con media 0 y varianza Aty g = ﬁ. Las 1000 muestras
se compararon con los residuales y se promediaron los p-values obtenidos con cada
muestra.

El mismo proceso se hizo para comparar los residuales de los estimadores EM y la
distribuciéon normal. En este caso las 1000 muestras de vectores normales eran de ta-
mano 50 con una varianza de Atgy = %. En la Tabla 6.4 se muestran los p-values
obtenidos en cada caso.
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MLE EM
a con sesgo | 0.1992 | 0.7282
a sin sesgo | 0.1832 | 0.6377

Tabla 6.4: p-values pruebas K-S

En cada caso, los 1000 vectores normales fueron sumados entrada a entrada y el vec-
tor resultante multiplicado por 1}]00 (para recuperar la varianza). Con ese vector se
generaron graficos QQ que comparan la muestra normal con los residuales.

Las gréficas (a) y (b) de la Figura 6.8 muestran los graficos QQ para los estimadores
MLE y EM, respectivamente, haciendo el calculo de los estimadores con a sesgado.

Grafico QQ Estimador MLE Grafico QQ Estimador EM
o]
o
= -
o
S ~
© w °
E E
o [=}
Z o Z o
@ (=T @ o
g g
= = o
- o
= :
=
<
o~
o
T T T T T T T T T T
-0.2 -0.1 00 0.1 02 -04 -0.2 00 02 04
Residuales Residuales
(a) Estimador MLE (b) Estimador EM

Figura 6.8: graficos QQ: tasa corta

Las graficas de la Figura 6.9 muestran la misma informacion que la Figura 6.8 pero
usando los estimadores de la Tabla 6.3. Es decir, los estimadores obtenidos haciendo
la correccion del sesgo para el parametro a. 3

3Las muestras utilizadas para la validacién, asi como los p-values obtenidos para cada muestra se
encuentran en el archivo Muestras_Validacién_Tasa_Corta.xlsx en el repositorio de Github en la
carpeta Bases de datos
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Grafico QQ Estimador MLE: a sin sesgo Grafico QQ Estimador EM: a sin sesgo
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Figura 6.9: graficos QQ: tasa corta, a sin sesgo

A partir de los p-values y los graficos QQ se tiene evidencia de que los datos reales se
ajustan al modelo de Vasicek con los parametros estimados. También se concluye que
hay buen ajuste haya sesgo o no, pero que es mejor en el primer caso.
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6.2. Movimiento browniano geométrico y valuacién
de opciones

6.2.1. Opciones financieras

Las opciones financieras son instrumentos derivados que otorgan el derecho, pero no la
obligacion, de comprar o vender un activo subyacente a un precio establecido y en una
fecha determinada. Al precio establecido se le llama precio de ejercicio y se denota
con la letra K. A la fecha final se le conoce como fecha de vencimiento y se denota con
la letra T'. Las opciones se pueden clasificar de acuerdo a cuando se pueden ejercer:

= Europeas: Solo pueden ser ejercidas en la fecha de vencimiento.

= Americanas: Pueden ser ejercidas en cualquier momento entre la compra y la
fecha de vencimiento.

También se pueden clasificar como call y put:

= Call: Quien toma la posicion larga de la opcion tiene derecho a comprar el activo
subyacente. En ese caso, la posicion corta tiene la obligacion de venderlo.

= Put: El comprador del contrato tiene derecho a vender el activo subyacente. El
emisor tendria la obligaciéon de comprarlo.

Se define S; como el precio del activo subyacente para t € [0,7T], So y Sr representan
el precio inicial y final, respectivamente.

Consideremos una opcioén call Europea . Si al tiempo T se tiene Sy > K el comprador
decidira ejercer la opcion de compra, pues supondria una ganancia de Sy — K. En caso
contrario no ejerce una opcién, por lo que no tiene ganancia pero tampoco pérdida.
Se define como wvalor intrinseco a la diferencia positiva entre el precio de mercado del
activo subyacente y el precio de ejercicio de la opcion. Es decir

6.2.2. Valuacioén libre de arbitraje y Black-Scholes

La teoria y pruebas correspondientes a esta seccion pueden ser consultadas en [18].

Sea {A;} el precio de un activo libre de riesgo con tasa de rendimiento r.
dAt = ’I"Atdt, At = Aoert7 t Z 0.

Sea {S;} el precio de un activo riesgoso, por ejemplo una accion. Este representara
el activo subyacente de la opcién. Suponemos que el precio sigue un movimiento
browniano geométrico con media p y varianza o2

4De ahora en adelante al hacer referencia a una opcién sera de tipo call y Europea.
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Un portafolio tiene invertido al tiempo ¢ las cantidades 7; y &, en los activos A; y S,
respectivamente. Por lo tanto, el valor del portafolio al tiempo t esta dado por

Vi = Ay + &5

A continuacién se enuncian algunas definiciones y proposiciones necesarias para definir
el precio libre de arbitraje de una opcion.

Definicion 6.2.1. Un reclamo contingente es una variable aleatoria no negativa de-
notada C' > 0. Este caso C' representa el precio de la opcion al tiempo 7.

Definicion 6.2.2. El reclamo contingente C' es alcanzable si existe un portafolio con
estrategia {n, & }iejo,r) tal que C' = Vp. Se dice entonces que el portafolio cubre al
reclamo contingente.

Definiciéon 6.2.3. El portafolio con la estrategia {n;, &} es autofinanciado si el valor
del portafolio es constante al pasar de {n;, &} a {nevar, Eerar b

Aprane + Sevatss = Avvarirar + SevarSitde

En ese caso
At+dtd7]t = —St+dtd§t-

Es decir, la compra (venta) del activo libre de riesgo entre ¢ y t + dt se financia con la
venta (compra) del activo riesgoso.

Definiciéon 6.2.4. El portafolio con la estrategia {n;, &} es una oportunidad de arbi-
traje si:

1. Vo <0,
2. Vi >0,
3. P(Vp > 0) > 0.

Definicion 6.2.5. Una medida de probabilidad P* en €2 es una medida neutral al
€590 Si
E*[S¢|Fu] = =g, 0> u >t

Proposicion 6.2.1. Sea {X;} el proceso de precios a descuento del activo riesgoso,
es decir X; = e "S;. La medida de probabilidad P* es neutral al riesgo si y sélo si
{X:} es martingala bajo P*.

Teorema 6.2.1. (ler teorema fundamental de valuacion de activos). Un mer-
cado no tiene oportunidades de arbitraje si y solo si admite al menos una medida de
probabilidad neutral al riesgo.

En los modelos mateméticos para mercados financieros se utiliza el principio de no
arbitraje, al cual se hace referencia en el Teorema 6.2.1. Matematicamente se tiene que
la ganancia esperada es cero, y que el rendimiento a valor presente del activo riesgoso
es una martingala.
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Intuitivamente en este mercado se tiene un “juego justo” para los diferentes com-
petidores. Black, Scholes y Merton propusieron el precio C(t,S;) que debe valer una
opcion usando este principio.

Dado que el precio del activo riesgoso es un movimiento browniano geométrico, el
proceso {X;} satisface
dX; = (u—r)Xdt + 0 X dBy.

Recordamos que se ha trabajado en el espacio de probabilidad (Q,F,P). Sipu#r
entonces {X;} no es martingala bajo P. Se define B; como

Bt::lu_r
o

t+ DB;.

Entonces dX; = aXtdBt. Se define P* tal que Bt sea un movimiento browniano. Asi,
por la propiedad de martingala de la integral estocéstica, {X;} seria martingala. La
medida P* es neutral al riesgo si se define por

dP* p—r (1 — 1)’
= — Bp ————~—T]. 2.
ap ~ P ( o 7 202 (6:2.3)

Entonces, por el Teorema 6.2.1, se cumple el principio de no arbitraje. Para hacer el
cambio de medida se utiliza el Teorema de Girsanov. Los detalles de como se define
P* pueden ser consultados en el Capitulo 6 de [18]. En adelante al usar P* o E* sera
la medida definida en (6.2.3).

Proposicion 6.2.2. Sea {n;, &} la estrategia de un portafolio autofinanciado que
cubre al reclamo contingente C. Sean C(t,z) y ¢(x) tales que

Vi=C(t,5), C=Vr=0¢(ST).
Entonces el precio bajo el principio de no arbitraje del reclamo esta dado por
O(t, S) = e T IE [¢(Sr)| F]
Ademas, la funcion C(t, z) resuelve la ecuacion diferencial parcial de Black-Scholes.

{TC’(t, r) = %—?(t, x) + %xzaz%(t, x)+ rx‘g—g(t, x)

C(T.x) = ola), (6.2.4)

y & = aa—g(t, S;). A esta derivada se le denomina la Delta del precio de la opcion.

En el siguiente teorema se enuncia la solucién a la ecuacion (6.2.4), dada por la formula
de Black-Scholes. Esta representa el precio justo de la opcion.

Teorema 6.2.2. (Féormula de valuacién de Black-Scholes) Consideramos una
opcion call europea con funcion de paga (valor intrinseco) ¢(x) = (x — K)T, precio
de ejercicio K y vencimiento T'. El precio de la opcion al tiempo ¢ estd dado por

C(t,S;) = S, ®(w) — Ke "I Dd(w — /T — 1).

(r+02/2)(T —t) + log(S;/K)
ov1T —t '
donde P es la funcién de distribuciéon normal estdndar bajo la medida de probabilidad
P*.




Proposicion 6.2.3. La Delta de la opcion descrita en el Teorema 6.2.2 esta dada por
& = d(w) €0, 1].

Al tiempo t el portafolio tiene invertido S;& = S;®(w) en el activo riesgoso. Simulta-
neamente la cantidad invertida en el activo libre de riesgo es

A = —KAUe*T(T*t)CID(w —oVT —1).

Como ®(w) > 0,5, > 0 siempre se toma una posicion larga en el activo subyacente.
En cambio la posiciéon en el activo libre de riesgo siempre es corta.

El tener una férmula cerrada hace que el céalculo sea mucho mas rapido, ya que no
hay necesidad de simular. El modelo puede ser usado también para la valuacion de
opciones con otros subyacentes como opciones o commodities. Una desventaja del
modelo es que asume volatilidad y tasas de interés constantes, o que no considera el
pago de dividendos de la acciéon subyacente.

6.2.3. Implementaciéon computacional

Se simula el precio de una opcién usando los siguientes parametros
Ay=1, r=15%, So =1, p=0.15, 0 =0.05, K =4, T = 10.

A partir de 20 diferentes trayectorias de Sy, en la Figura 6.10 se simulan diferentes
trayectorias de C(t, St). Notemos que

E[S7] = e'® ~ 4.48.

El valor final esperado del activo subyacente es mayor al precio de ejercicio. Por ello
en la mayoria de las simulaciones si se ejerce la opcion.

Precio Black-Scholes: K=4

1.0 15 20

Ct St

0.5
I

00
I

Figura 6.10: Simulacién precio opciéon con K = 4.
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En la Figura 6.11 se hace la misma simulacién pero usando un precio de ejercicio
K = 5. En la mayoria de las trayectorias C'(T, St) = 0. Esto se puede explicar porque
E[ST] < K.

Precio Black-Scholes: K=5

06
l
[
A
=

04

CtSt)
03

0.1

Figura 6.11: Simulacién precio opciéon con K = 5.

6.2.4. Estimaciéon paramétrica

Consideremos como activo subyacente al ETF VOO, el cual replica al indice S&P
500. Se hara estimacién paramétrica para una muestra de datos del precio de cierre
diario del 01/01/2019 al 31/12/2019° suponiendo que se modelan con un movimiento
browniano geométrico. Se consideran tinicamente dias habiles, contando con 251 datos
para hacer la estimacion. En la Tabla 6.5 se presenta estadistica descriptiva sobre la
base datos.

Min. Q1 Mediana Q3 Max. Media Var. SD
224.5 259.4 268.0 275.3 296.7 267.3 189.2 13.8

Tabla 6.5: Estadistica descriptiva datos VOO.

Al igual que en la Subseccion 6.1.5 para el estimador EM usa 1 de cada 5 datos (50
datos en total). Los parametros iniciales son los estimadores maximo verosimiles pa-
ra la informaciéon incompleta. El algoritmo EM se ejecuté con 1000 iteraciones y los
parametros obtenidos son el promedio de las ultimas 100 iteraciones.

Los tamanos de paso usados en la estimacion fueron de Aty = % y Aty = %.
La Tabla 6.6 muestra los estimadores obtenidos usando ambos métodos de estimaciéon
parametrica: maximo verosimil y EM.

5Los datos se encuentran en el archivo V00.csv en la carpeta Bases de datos del repositorio de
Github.

88


https://github.com/lolaserrano28/Tesis-Licenciatura/blob/main/Bases%20de%20datos/VOO.csv
https://github.com/lolaserrano28/Tesis-Licenciatura/tree/main/Bases%20de%20datos
https://github.com/lolaserrano28/Tesis-Licenciatura
https://github.com/lolaserrano28/Tesis-Licenciatura

1 o
MLE | 0.256812 0.124395
EME | 0.254534 0.104331

Tabla 6.6: Estimadores precio indice S&P500

En la Figuras 6.12 y 6.13 se grafican los precios reales, asi como simulaciones de precios
hechas a partir de los parametros estimados. El valor inicial de las simulaciones es el
valor inicial de los datos reales. El comportamiento de las trayectorias simuladas es
similar a los precios verdaderos.

Simulaciones Estimador Maximo Verosimil

o Sim. 1 — Precios S&P500
S 7 im: 2
im. 3
m. 4
(=)
2 4
o™
& (=]
o 4
o™
o
L 4
™
[w]
a2 4
o™
T T T T T T T T T T T T
Ene. Feb Mar Abr May Jun Jul Ago Sep Oct Nov. Dic
T
Figura 6.12: Precios indice: real y simulados.
Simulaciones Estimador EM
[=] Sim. 1 — Precios S&P3500 .
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™
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Figura 6.13: Precios indice: real (incompleto) y simulados.
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Utilizando los estimadores méximo verosimiles se simulan precios del ETF. Con los
precios se valia una opcion con precio de ejercicio K = 300 y tasa r = 10%. En la
Figura 6.14 se muestra una simulacién donde se ejerce la opcion, en la Figura 6.15 un
caso en el que no.

St

Cltst)

St

CltSt)

280 320

240

10 20 30 40

0

240 280 280 300

234567

1

0

Simulaciones precio de activo y opcién

| K=300
— = - 5im. activo subyacente

0.0 02 0.4 06 0.8

Precio opcion

0.0 02 04 0.6 0.8

Figura 6.14: Opcion con valor final positivo

Simulaciones precio de activo y opcion

K=300

-| = = - Sim. activo subyacente

0.0 0.2 04 0.6 0.8

— Precio opcién

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8

Figura 6.15: Opcién con valor final cero
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Validacién del modelo

Se valida que los datos de precios efectivamente sean modelados con el proceso y
parametros propuestos. Aplicando la transformacion de Lamperti a 6.2.2 se tiene que

—— 1 | 1
ABti:—ln( S, )—(u—§02) At;, i=2,...,252.

Donde /i y ¢ son parametros estimados.

Para comparar los residuales obtenidos con los estimadores MLE se generan 1000
vectores normales de tamano 250, con media 0 y varianza Aty p = ﬁlo. Para cada
muestra se realiza una prueba de Kolmogorov-Smirnov y los p-values obtenidos se

promedian obteniendo p — value = 0.10496.

El mismo proceso se hace para los residuales resultantes de los estimadores EM, pero
con un vector normal de tamano 50 y varianza Atgy = %. Se obtiene p — value =
0.13023.

Los 1000 vectores normales se suman y se multiplican por 1100 . El vector normal
resultante se compara con los residuales por medio de graficos QQ), los cuales se pue-
den ver en la Figura 6.16

:

Grafico QQ Estimador MLE Grafico QQ Estimador EM

03
|
04

Muestra Normal
-01 00 01 02
1 1
Muestra Normal
-02 0.0 0.2
1

-0.2

03
1

04

T T T T T T T T T T T T
03 02 0.1 00 01 02 03 04 02 00 02 04

Residuales Residuales
(a) Estimador MLE (b) Estimador EM
Figura 6.16: graficos QQ: precio VOO
Por medio de los graficos QQ de la Figura y de las pruebas Kolmogorov-Smirnov

mostradas a continuacion, se puede concluir que el modelo y los parametros estimados
ajustan a la base de datos.%

6Las muestras utilizadas para la validacion, asi como los p-values obtenidos en cada muestra se
encuentran en el archivo Muestras_Validacién_Opciones.xlsx en el repositorio de Github en la
carpeta Bases de datos
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Conclusiones

Este trabajo tenia como objetivo poder dar un contexto general, tanto teorico
como computacional, sobre procesos de difusion, ecuaciones diferenciales estocasticas
y métodos de estimacion paramétrica para los procesos de difusion. El contexto fue
dado y utilizado en aplicaciones relacionadas a finanzas.

El principal logro fue poder ajustar bases de datos reales a los modelos de Vasi-
cek y Black-Scholes. Ademés del ajuste se hizo estimacién paramétrica con los datos.
Se evidencidé que es posible trabajar con bases de datos incompletas. Por lo tanto
se puede concluir que el estimador EM para procesos de difusion es ttil en casos de
informacion faltante. Los estimadores implementados son precisos y eficientes.

Los dos modelos presentados en el Capitulo 6 son muy bésicos pero ttiles como primer
acercamiento. Como siguiente paso se podria trabajar con modelos y problemas més
complejos, por ejemplo con el modelo CIR donde las tasas de interés son siempre no
negativas. Para la valuacion de opciones un siguiente paso serfan las opciones america-
nas; que pueden ser ejercidas en cualquier momento previo a la fecha de vencimiento.
Otro posible camino es estudiar y hacer estimacién paramétrica para procesos de difu-
sion continuos distintos al proceso de Vasicek y al movimiento browniano geométrico,
o trabajar con difusiones con saltos.
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