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Resumen

En los ltimos anos, el uso de algoritmos de Machine Learning ha experimen-
tado un crecimiento significativo, impulsado por su diversidad de aplicaciones, lo
que ha planteado nuevos desafios. En particular, en el ambito del andlisis de da-
tos multidimensionales, el objetivo central radica en transformar la representacién
de conjuntos de datos caracterizados por una alta dimensionalidad, reduciendo la
cantidad de variables. Este proceso tiene como meta mejorar el rendimiento de los
modelos predictivos. Sin embargo, surge el problema de la dimensionalidad. En
este contexto, la distancia Euclideana, ampliamente utilizada, muestra sus limita-
ciones, ya que en espacios de alta dimensién, los puntos de un conjunto de datos
tienden a estar a distancias similares, lo que dificulta la diferenciacion entre ellos.
Ademas, los enfoques tradicionales tienden a fracasar cuando el conjunto de datos
esta inmerso en estructuras no lineales. Diversos estudios previos han abordado
este desafio desde la perspectiva de considerar tanto la densidad como la geometria
de los datos, intentando equilibrar dos objetivos aparentemente opuestos: reducir
la dimensionalidad sin perder informacién significativa.

En este contexto, este trabajo abarca desde los fundamentos de la nocién
de distancia hasta la aplicacién de distancias innovadoras, como la distancia de
Hausdorff-Fermat, en el andlisis de datos complejos en estructuras no lineales.

En el primer capitulo, sentamos las bases al introducir la nocién de distancia
y profundizar en la conocida Distancia de Hausdorff. Esta distancia sirve para
cuantificar la similitud entre conjuntos. Esto ha tenido una gran cantidad de apli-
caciones en la época moderna, desde la detencién de caras hasta segmentacion de
iméagenes. Este capitulo establece el escenario para comprender como las distancias
pueden ser poderosas herramientas en la resolucién de problemas reales.

En el segundo capitulo se presenta la Distancia Power-Weighted Shortest-Path
y algunos teoremas que aseguran convergencia en ciertos contextos Ademads, intro-
ducimos la Distancia de Fermat, que se convierte en un componente fundamental
en nuestro enfoque. Ambas distancias tienen como objetivo principal alcanzar un
equilibrio que permita capturar tanto la densidad de los datos como la estructura
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de su soporte, superando las limitaciones de las distancias tradicionales.

El tercer capitulo mostramos aplicaciones practicas de la Distancia de Fermat,
con un énfasis especial en algoritmos de clusterizacion. Posteriormente definimos
la Hausdorff-Fermat, una variante que incorpora la densidad de los datos. A través
de ejemplos simples pero reveladores, exploramos el potencial de esta distancia en
la segmentacion de imégenes, especialmente en el campo de la medicina.

Agradezco al proyecto PAPIIT-DGAPA IN102822 por el apoyo en infraestruc-
tura y condiciones de trabajo que permitieron realizar esta tesis.
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Capitulo 1

Distancia de Hausdorft

La nocion de distancia es algo que surge naturalmente desde los animales que
tienen la intuicién de cercania o lejania para conseguir alimentos y/o modificar
su lugar de estancia dependiendo del clima de una regiéon. En la humanidad, el
concepto de distancia ha sido de vital importancia para transporte de recursos.
Para dar un ejemplo simple, los vuelos siguen trayectorias geodésicas para ir de un
poblado a otro que no son necesariamente una linea recta.

En las Matematicas se ha axiomatizado el concepto de distancia. Esto ayuda
a tener un formalismo para obtener resultados interesantes al respecto. En este
capitulo presentamos este concepto matematico y algunas consecuencias basicas.
También daremos la definicion de la distancia de Hausdoff y algunas de sus apli-
caciones. A lo largo de este capitulo seguiremos las exposiciones del libro [1].

1.1. Introduccion

Definicién 1.1 (Distancia) Una funcién d : X x X — R* es considerada una
distancia o métrica en un conjunto X si para cualesquiera dos elementos p,q € X

se cumple lo siguiente:

L. d(p,q) > 0sip#q;yd(p,p) =0.
2. d(p,q) = d(q,p).

3. d(p,q) < d(p,r)+ d(r,q) para cualquier r € X.

Ademas, el conjunto X que cumple con lo anterior es considerado espacio métrico.
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Por ejemplo, una distancia posible en el conjunto R es el valor absoluto de la
diferencia entre dos elementos, es decir,

d(p,q) = p — (| Vp,q € R.

También es posible definir una distancia entre nodos de una grafica, por ejemplo
la conocida distancia del tazi [2]. En este caso, el espacio X es la grafica, y la
distancia entre dos nodos se define como el minimo nimero de segmentos que
tienen que ser recorridos para ir de un nodo a otro.

Es posible definir una distancia en diferentes espacios, como la distancia entre
graficas, entre matrices, entre funciones o entre conjuntos. Profundizaremos en este
ultimo caso méas adelante.

Una de las distancias més importantes en el espacio R” es la distancia Eucli-

deana.

Definicién 1.2 (Distancia Euclideana) Sean p,q € R, con p = (p1,...,pr) ¥

q=(q,-..,q), la distancia Euclideana est& definida como

(1.1)

A pesar de que cumple las condiciones de ser una distancia, no siempre es la
mejor manera de medir, porque medir depende del problema y del espacio con el
que se esté tratando. Por ejemplo, podemos pensar en la superficie de la tierra
siendo un subconjunto de R3. Cuando queremos medir la distancia entre dos ciu-
dades distintas, no ocupamos la distancia Euclidiana, ya que estariamos midiendo
con una linea recta, es decir, como si pasaramos por un tunel a través de la tierra.
Lo que se hace realmente es medir el camino mas corto entre las ciudades con la
restriccion que todos los puntos de la trayectoria se encuentren sobre la superficie
de la tierra. Entonces, podemos definir la distancia entre dos puntos p, ¢ sobre la
superficie S como

ds(p,q) = minlongitud(y), (1.2)

yCS
donde 7 es cualquier trayectoria que inicia en p y termina ¢, tal que v C S. De aqui
es importante observar que todo subconjunto ¥ C X de un espacio métrico X,
es por si mismo un espacio métrico, pues la funcién d restringida al subconjunto
Y x Y sigue satisfaciendo las propiedades requeridas.
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1.2. Distancia de Hausdorff

Una cuestién que surge es como definir una distancia entre conjuntos, es decir,
cuantificar la similitud entre dos conjuntos. Una de las soluciones mas conocidas es
la distancia de Hausdorff [3]. Primero daremos unas definiciones que nos ayudarén
a entender mejor los conceptos de esta seccion.

Definicién 1.3 Consideremos un espacio métrico (X, d). Seap € X y r > 0. La

bola abierta centrada en p con radio r es definida por By(r) = {x € X : d(z,p) <

r}.

Definicién 1.4 Un conjunto £ C X es acotado en (X,d) si existen p € X y
M > 0 tales que E C B,(M).

Definicién 1.5 Una sucesion {x,} es una sucesion de Cauchy si para cada & > 0

existe un entero positivo N tal que d(x,,x,,) < € para todo m,n > N.

Definicién 1.6 Un espacio métrico (X, d) es un espacio métrico completo si toda

sucesion de Cauchy en (X, d) converge a un punto en X.

Definicién 1.7 Un conjunto £ C X es compacto en (X, d) si cada sucesién en E

tiene una subsucesion que converge a un punto en FE.

Consideremos un espacio métrico completo (X, d). Y consideremos M(X) el
conjunto de todos los subconjuntos compactos no vacios de X. Consideremos un
elemento A € M(X) y definimos la r-expansién de A, denotada por A, como

A = | Bu(r) = | J{y € X s d(z,y) <r}. (1.3)

T€EA T€A

Definicién 1.8 (Distancia de Hausdorff) Sea (X, d) un espacio métrico com-

pleto. Definimos la distancia de Hausdorff entre A, B € M(X) como

dy(A,B) =mf{r >0: Bc A"y Ac BM}, (1.4)
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con la convencion de que el infimo del conjunto vacio es oco.

Entonces, la distancia de Hausdorff es el menor valor de r para el cual la r-
expansion de A contiene a B y la r-expansién de B contiene a A.

Una definicién equivalente puede ser construida. Consideremos un elemento
p€ Xy AeM(X), definimos la distancia de un punto p a un conjunto A por

d(p, A) = inf d(p,y). (1.5)

Definicién 1.9 La distancia de Hausdorfl estd definida como

dy(A, B) = max {sup d(p, B),sup d(q,A)} ) (1.6)

pEA qEB

Entonces, la distancia de Hausdorff es la distancia mas alejada de cualquier
punto de B al conjunto A o la distancia de cualquier punto de A al conjunto B;
la que sea mayor.

Proposicién 1.1 Las definiciones 1.8 y 1.9 son equivalentes.

Demostracion. Para fines practicos denotemos a la distancia de la Definicién 1.8
como d; y a la de la Definicién 1.9 como ds.
Sea r = dy(A, B). Por definicién se tiene que A C B, entonces d(a, B) < r

para toda a € A, por lo que sup d(a, B) < r. De igual manera se tiene que B ¢ A",
a€A

entonces d(b, A) < r para toda b € B, por lo tanto sup d(b, A) < r. Entonces,
beB

di(A, B) = méx {sup d(a, B),supd(b, A)} <r=dy(A,B).

acA beB
Ahora, consideremos di(A, B) = r, entonces d(a, B) < r para toda a € A,

por lo que A € B, También, por definicién, tenemos que d(b, A) < r para toda
b € B, entonces B € A", Asi obtenemos que

d>(A, B) < di(A, B).
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Notemos que dy(A, B) = oo es equivalente a que para toda r > 0 ocurre que

A ¢ B" o B¢ A" esto ocurre si y solamente si existe a € A tal que d(a, B) > r
ob € B tal que d(b,A) > r. A su vez, esto es equivalente a que di(A,B) > ry
como es vélido para toda r > 0 entonces d; (A, B) = 0o. Se concluye que d; = ds.
|

Proposicién 1.2 Sea (X, d) un espacio métrico completo. Entonces dg(-) induce

una distancia en el conjunto M(X).

Demostracion. A continuacién mostramos que se cumplen las tres propiedades de
la Definicion 1.1.

1. Por definicién y considerando que d(-) es una funcién no negativa, es claro
que dy (A, B) > 0.

Por otro lado, si A = B entonces d(p, B) = 0 = d(¢q, A) paratodap € Ay
q € B, entonces dg (A, B) = 0. Ahora, supongamos que dg (A, B) = 0 lo cual

implica que supd(p, B) = 0, entonces, d(p, B) = 0 para todo p € A. Por lo
peEA
que A C B. De manera similar obtenemos que B C A. Por lo tanto A = B.

2. La simetria se cumple por definicion,

(A B) = mix {sup d(p, ). supal 4) | = (5. ).
qeB

pEA

3. Consideremos A, B,C € M(X). Ya que A, B,C son compactos podemos
garantizar que para cada a € A existe ¢, € C tal que d(a,C) = d(a,a.).
Entonces,

d(a, B) = inf{d(a,b) : b € B} < inf{d(a,c,) + d(c,,b) : b € B}
=d(a,c,) + mf{d(c,,b) : b € B} =d(a,c,) + d(cq, B)
< d(a,C) + d(cq, B).

Entonces,
supd(a, B) <supd(a,C) +supd(c, B) (1.7)

acA a€A ceC

De manera analoga a la anterior, podemos probar que

supd(b, A) < supd(b,C) + supd(c, A) (1.8)

beB beC ceC
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Con los resultados de las ecuaciones (1.7) y (1.8), obtenemos que

dy(A, B) = méx {sup d(a, B),supd(b, A)}

a€A beB

a€A ceC beB ceC

— dy(A,C) +dy(C, B).

< méx {sup d(a,C),supd(c, A)} + méx {sup d(b,C),supd(c, B)}

Se concluye que dy (A, B) < dy(A,C) + dy(C, B).

Por lo tanto, dg(-) induce una distancia en M(X).
|
Cabe mencionar que comunmente la literatura se refiere a la distancia de Haus-
dorff cuando d(-) es la norma Euclideana. Sin embargo, como hemos visto, puede
definirse para cualquier espacio métrico completo (X, d).

1.2.1. Aplicaciones

Como hemos mencionado antes, la distancia de Hausdorff sirve para cuantificar
la similitud entre conjuntos. Esto ha tenido una gran cantidad de aplicaciones
en la época moderna. Desde de la década de los noventa miltiples trabajos se
han enfocado en implementar la distancia de Hausdorff para comparar imagenes
bidimensionales y tridimensionales. Sin embargo consideran ciertas restricciones a
la imagen, como la identificacién de un objeto sélo si éste esta escalado [4, 5.

A pesar de que tedricamente la implementacién es directa, de manera compu-
tacional puede llegar a causar inconvenientes debido a la cantidad de informacion
que se tiene que evaluar. Es por ello que diferentes variaciones de la distancia de
Hausdorff han sido implementadas con el fin de ser més eficientes numéricamente.
Su principal uso ha sido en la deteccién de caras [6-8]. También ha tenido gran
importancia en el a&mbito de la medicina, donde es utilizada para segmentacion
de imégenes con el objetivo de aislar el drea de interés para visualizaciéon o un
posterior andlisis, por ejemplo, en la deteccién de zonas cancerigenas [9].

En la siguiente figura se muestra un ejemplo del uso de la distancia de Hausdorff
para encontrar un figura objetivo en una imagen.
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Figura 1.1: En el panel (a) se muestra el objeto a buscar en la imagen mostrada
en el panel (b). En el panel (c) se muestra la imagen tras un procesamiento para
resaltar los bordes encontrados. En el panel (d) se muestra en que parte de la imagen
se encontré el objeto a buscar. Imagen tomada de [10].

Actualmente, las distintas variaciones y mejoras computacionales han permiti-
do obtener una cuantificacién robusta ante errores en la posicién de los puntos de
la imagen, asi como ante la presencia de outliers y puntos faltantes [10].




Capitulo 2

Distancias de trayectoria 6ptima

El problema de la trayectoria mas corta entre dos puntos es un problema muy
interesante, tanto tedricamente como en aplicaciones, ya que surge naturalmente
en problemas de optimizacién. En este capitulo definiremos una distancia en un
conjunto de puntos aleatorios @, = {qi,...,¢,} muestreados de una densidad
f con soporte en una variedad Riemaniana M C R? con la intencién de que
la definicién de la distancia nos dé un balance que logre capturar la estructura
geométrica de M y la densidad f.

En este capitulo presentaremos la distancia PWSP (Power-Weighted Shortest-
Path) y la distancia de Fermat. Empezaremos mostrando pruebas de convergencia
para el caso donde el soporte de los datos es R%. Posteriormente iremos extendiendo
los resultados al caso de variedades. Por tltimo, daremos una breve descripcion
de la complejidad computacional de las distancias. Este aspecto nos brindara una
comprensién més profunda de las implicaciones précticas y los posibles desafios en
la implementacion y aplicaciones de estas distancias en entornos reales.

2.1. Motivacion

En los ultimos anos el uso de algoritmos de Machine Learning ha aumentado
debido a su amplia variedad de aplicaciones y con esto nuevos retos han surgido.
En el caso de analisis de datos multidimensionales se trata de ocupar la mayor
cantidad de variables para hacer modelos més complejos que tengan un mejor des-
empeno, por ejemplo, en algoritmos de clusterizacién o en calibracion de modelos
estadisticos. Sin embargo, surge el problema de la dimensionalidad que consiste en
que la distancia Euclideana no es buena opcién debido a que en espacios de alta
dimensién los puntos de un conjunto grande de datos estdn a una distancia similar
[11]. Existen enfoques cldsicos como anédlisis de componentes principales (PCA) o
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escalamiento multidimensional (MDS) que dan buenos resultados cuando los datos
se encuentran en un subespacio lineal de un espacio de dimensién mas alta [12].
Esto hace posible cambiar la representacion del conjunto de datos, que se encuen-
tra en términos de un gran nuimero de variables, a una descripciéon que requiera
menos variables. Sin embargo, estos métodos sélo funcionan cuando el subespacio
es aproximadamente lineal. Cuando el conjunto de datos estd contenido en estruc-
turas no lineales, los métodos de PCA y MDS fallan. Por ejemplo consideremos el
conjunto de iméagenes de un mismo objeto tomadas de diferentes dngulos bajo la
misma condiciéon de iluminaciéon, como se muestra en la Fig. 2.1. Si una imagen
puede representarse como una malla de pixeles de n X n en escalas de grises, donde
cada pixel guarda la intensidad de luminosidad, entonces, cada posible imagen es
un punto en R™. Sin embargo, el espacio de todas las imagenes del mismo objeto
tiene una estructura no lineal, esto causa que ambos métodos fallen [12].
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Figura 2.1: Un ejemplo de reduccién de dimension. Los datos corresponden a 698
imagenes, de 64 x 64 pixeles, de una cara desde diferentes angulos. Imagen tomada
de [12].

Existen diferentes métodos donde cada dato multidimensional es mapeado a
un espacio bidimensional o tridimensional, de manera que sea més facil ver algu-
nas similitudes entre los datos [12—15]. Sin embargo, algunas veces estos métodos
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fracasan al tratar de preservar la estructura local de los clusters y la geometria
global de los datos [16]. Otro posible camino para resolver el problema consiste
en elegir una distancia de manera adecuada. Diferentes trabajos se han basado
en considerar la densidad y la geometria de los datos, tratando de equilibrar dos
objetivos opuestos [17-22]. Estos tltimos trabajos mencionados son en los que se
basa la definicién de distancia que se estudia en este trabajo.

Notacion Definicion
X, X, ={Xi,...,X,} C R conjunto finito de datos.
(M, g) Variedad Riemaniana con tensor métrico asociado
D, (x,y) Distancia PWSP, véase ecuacién (2.1).

~

do(x,y; X)) Distancia muestral PWSP dado X,,, véase ecuacién (2.3).

Toy Trayectoria asociada a da(x, y; Xy).
I Constante de tiempo de percolacion
H Proceso Poisson Homogéneo de intensidad .
B(z; R) Bola de radio R respecto a la distancia especificada.
(¢, 45) Trayectoria geodésica entre ¢; y ¢;.
(1,92, ---,q,) | Unién de segmentos de trayectorias geodésicas consecutivas.
(¢ q5) Recta entre ¢; y g;.
m Union de segmentos de trayectorias rectas consecutivas.

Tabla 2.1: Notaciones usadas en este trabajo.

2.2. Distancia PWSP

A continuacion daremos algunas notaciones y supuestos que seran usados a lo
largo de este capitulo. Consideremos M una variedad Riemaniana suave compacta
d-dimensional sin frontera con tensor métrico g para d > 1. También, considere-
mos el espacio de probabilidad (M, B(M),P) donde P es la ley de la distribucién
sobre los conjuntos de Borel B(M) del espacio M. Asumamos que la ley de distri-
bucién tiene densidad de probabilidad f. Consideremos X,, = {X1,...,X,,} una
coleccién de variables aleatorias (v.a.) independientes idénticamente distribuidas
(i.i.d.) sobre M con funcién de densidad f. Por ltimo, consideraremos a > 1.

10



2.2 Distancia PWSP

Definicién 2.1 (Distancia PWSP) Sea f como anteriormente descrita, =,y €
M. Definimos la distancia PWSP (Power-Weighted Shortest-Path) por sus siglas

en ingles de x a y como

1
Dy (z,y) = fgf/ F) =9 (v, v dt, (2.1)
0

donde el infimo es tomado sobre todas las curvas contenidas en M, v : [0, 1] — M,
que empiezan en 7y = x y terminan en ; = y. Cuando una curva alcanza el infimo,

la denominamos curva D, -geodésica.

Notemos que cuando a = 1 el factor de la densidad desaparece y se obtiene
la longitud de la curva geodésica clasica entre dos puntos. De cierta manera, el
parametro « es un equilibrio entre las trayectorias que pasan por regiones de alta
densidad y entre las trayectorias que no se “desvian” tanto de la curva geodésica
clasica. Ademads, podemos asegurar que el infimo se alcanza debido a que M es
compacto.

Para el caso 0 < a < 1, la trayectoria prefiere pasar por regiones de baja
densidad incluso si eso implica grandes deformaciones, dando lugar a resultados
contraintuitivos. Lo cual es opuesto a lo que se requiere en aplicaciones, principal-
mente de Machine Learning [23]. Cuando a@ — 00, la trayectoria éptima es aquella
que tenga el minimo sobre el segmento mas largo de las trayectorias. Este caso ha
sido utilizado y ha demostrado tener gran precision en algoritmos de clusterizacion,
principalmente para mezcla de modelos no paramétricos [24].

Ahora, supongamos que no conocemos la funcion de densidad f y s6lo tenemos
una muestra de n observaciones. Una forma de estimar la ecuacién (2.1) es de la
siguiente forma.

Definicién 2.2 (Distancia muestral PWSP) Sea un conjunto no vacio X C

M. Para x,y € M, definimos la distancia muestral PWSP como
k—1
da<x7 Y; :X:) = inf{z Dl(ai7 ai—i—l)a a; € XU {l’, y}7
i=1

(ay,...,a;) una trayectoria de x a y}

(2.2)

11
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Notamos que la distancia muestral PWSP busca la trayectoria de menor costo
que pase por los puntos a; € X,,, (véase Fig. 2.2), donde el costo de cada segmento
es la distancia geodésica entre a; y a;41 elevada a la a-potencia. En este caso se esté
ignorando de manera directa la influencia de la funcién de densidad, sin embargo,
su relevancia esta implicita en la muestra X,,. Denotamos por 7, a la trayectoria
entre x y y que alcanza el valor cza(a:, y; ).

Figura 2.2: Representacion esquemadtica de la trayectoria mas corta, respecto a
cia, entre x1 y z. Como se muestra, la trayectoria entre x; y x;41 no es una linea
recta necesariamente, sino la geodésica entre z; y x;11 que esta determinada por la
estructura M.

Proposicion 2.1 La distancia muestral PWSP es una distancia en X,,.

Demostracion. Probemos que la distancia muestral PWSP cumple las propiedades
de la Def. 1.1.

1. Dados z,y € X, C M, = # y, existe una trayectoria (qx,,...,qx), con

) -1
Qi # Qrys ey = T Gy, = Y tal que do(2,4:X) = 37 Da(r, @iyy) > 0. Por lo
i=1

12



2.3 Constante del tiempo de percolacién

tanto, cia(x,y; X) > 0.

Por otro lado, consideremos z, y tales que cZa (x,y; X) = 0. Esto es equivalente
a que exista una trayectoria (q,, . . ., g, ) tal que Dy(qk,, Gr,,,) = 0 para todo
i, que a su vez es equivalente a qx, = qy,,,. Por lo que x = y.

2. La igualdad cza(x,y; X) = cfa(y,x;DC) se cumple trivialmente debido a la
simetria de D,,.

3. Consideremos dgo (2, y; X) y da(y, 2; X) v sus respectivas trayectorias (g, , . . ., k)
Y (Qys -y @n)- Yaque = g,y = qr, = qjy, 2 = qj,,, €Xiste una trayectoria
(Qhys- s Qs Gns - - - » ) de & & z de longitud do(z,y;X) + du(y, z;X). Por
lo tanto, do(z, 2; X) < da(x, y: X) + daly, 2; X).

Asi, mostramos que cumple con la definiciéon de distancia.
|
Notemos que dado X,,, cfa() no cumple con la definicién de distancia en M.
Por ejemplo, consideremos M = R, X, = {0,1} y o > 2. Tomemos el punto
2 = 0.5. Veamos que dy(0,1; X,) = 1y dy(0,0.5; X, ) 4+dn (0.5, 1; X)) = 2(0.5)* < 1.
Entonces, la desigualdad del triangulo no se cumple. En general, no se cumple para
todo punto z € (0, 1). Por lo tanto, no cumple con la definicién de distancias para
todo R.

2.3. Constante del tiempo de percolacién

A continuaciéon enunciaremos un teorema de convergencia cuando X, es un
Proceso Poisson homogéneo y M = R?, cuya prueba puede consultarse en [25, 26].

Denotemos por H, a un proceso homogéneo Poisson en R? de intensidad con-
tante A > 0. Sea é; = (1,0, ...,0) € R? un vector unitario. Por la invarianza trasla-
cional y rotacional del proceso homogéneo Poisson, tenemos que para z,y € R? la
distribucion de d,(z, y; H,) es igual a la distribucion dg (0, té1; Hy) con t = |z —y|
[27].

Teorema 2.1 Sea H; un proceso homogéneo Poisson en R? con intensidad A = 1.
Entonces,

lim E (2.3)

CZO,(O, tél, %1)
T s

donde p = p(d, ) es una constante positiva que depende de sélo de d y a.

13



2. DISTANCIAS DE TRAYECTORIA OPTIMA

Teorema 2.2 Bajo las mismas condiciones del teorema anterior,

~

(0, té1: H _
th % =L, casi seguramente. (2.4)
—00

Los teoremas anteriores pueden ser extendidos al caso donde el proceso Poisson
estd definido en un conjunto abierto convexo S C R?, aplicando un reescalamiento
[28].

Teorema 2.3 Sea S C R? un conjunto abierto convexo y H,, un proceso Poisson

con intensidad n dividida por el volumen de S. Entonces existe p = u(d, «) tal

que para toda z,y € S, se tiene que

A

o do(2,y; Ha) :
nh_)ngo ey o casi seguramente. (2.5)

Maés aun, dados b > 0 y € > 0, existen constantes positivas 1,5 tales que si

|z — y| > b, entonces
]:ED <

La constante p es conocida como constante del tiempo de percolacion de primer
pasaje [29, 30]. En tal contexto, se tiene una malla de nodos en donde cada arista
entre los nodos tiene asociada una variable aleatoria que representa el tiempo que
toma ir de un nodo a otro. Entonces, it caracteriza el tiempo asintético mas rapido
posible que toma ir de un nodo a otro cuando estan a distancia ¢. En nuestro caso,
el peso entre los nodos estd determinado por la distancia. Sin embargo, el esquema
de estudio tiene cierta analogia.

~

do(7,y;H0)
n(t=e)/dz —y|

1

> 5) < exp (—Hlnﬁ) , (2.6)

para toda n > 1.

2.4. Resultados de convergencia local

En esta seccién mostraremos algunos resultados para el caso M = R? que
después se extenderan para el caso de variedades Riemanianas. Notemos que para

14



2.4 Resultados de convergencia local

este caso, Di(x,y) = |x — y| donde | - | es la norma Euclideana. A lo largo de esta
seccién, ocuparemos la notacion

B(z;R) = {r € R": |z — y| < R}, g = d—|—12a' (2.7)

Empezaremos acotando la probabilidad de la distancia minima entre los ele-
mentos de X,,.
Lema 2.1 Sea I, un proceso Poisson en un conjunto conexo S C R? y X,, una
muestra. Sea (X1,...,X,) una trayectoria minimizante. Dado § > 0, existe una

constante positiva 6; > tal que
P <mé}fx 1 X0 — X;| > 5) < exp(—6in).
J<K;i

Demostracion. Definamos la funcién h(X;, X;;-) : S — R,
X, Xy u) = | X —ul™ + [ X —ul* = [X; = X", (2.8)

y consideremos 0(X;, X;j11) = {u € S : h(Xj, X;11;u) < 0}, es decir, 0(X;, X;41)
es el conjunto de puntos u tal que que la trayectoria (X, u, X;11) es mds corta
que (X;, Xj41), (véase Fig. 2.3). Entonces, existe una constante ¢ = 61(d, a) >
0 tal que existe existe un conjunto € de volumen 6;|X; — X;41|? contenido en
6(X;, X;+1). La probabilidad que no haya un punto contenido en € estd acotada
por exp(—cn) con ¢ > 0. Si Iﬁ%cx | X;+1 — Xj| > 6, entonces

P <m‘ix 1 X0 — Xj| > 5) < exp(—6in).
J<ki

|
A continuacién enunciamos una variacién del lema anterior cuya demostracion

es similar y se dejara de lado.
Lema 2.2 Sea z € RY y R > 0. Supongamos que X, es una muestra en R?
con funcién de densidad f y que f,, = inf{f(u) : u € B(z; R)} es estrictamente
positivo. Sea b > 0. Para cada par 1 < i < j < n, definamos el evento H,(, j)

como la interseccién de los siguientes eventos:

15



2. DISTANCIAS DE TRAYECTORIA OPTIMA

a=1.1 oa=2 a=10
3 3 3
(] 0 ’ €2 0 [Sp) 0
-3 -3 -3
-3 0 3 -3 0 3 -3 0 3
e; €1 €1

Figura 2.3: Ejemplo bidimensional donde X; = (—1,—1) (punto color verde) y
X9 = (1,1) (punto color purpura), donde la regién (X, X2) estd sombreada de
color gris. Para valores de « cercanos a 1, la regién es “delgada”. Conforme «
aumenta, la region se va ensanchando hasta alcanzar la interseccién de los circulos
centrados en X1, Xy, respectivamente, con radio | X7 — Xs|.

» G.1: X, y X, estan en B(z; R),
= G.2: |X; — X;| > 0P (nf,) -1/

» G.3: la trayectoria més cercana de X; a X sobre X,, respecto a d, no contiene

a algun otro punto de X,,.

Sea F,, = (| H,(i,j)°. Entonces, existe una constante #; > 0 tal que
Z‘7j

1—-P(F,) <exp (—6in”). (2.9)

Notemos que la condicién de la cota inferior, | X;— X;| > b%(nf,,)#~/4, decrece
en funcién de n. Entonces, la expresiéon 1 — P(F,) < exp(—6;n?) nos dice que
conforme n crece, la probabilidad de que haya un segmento de trayectoria “ largo”
también decrece exponencialmente.

A continuacién enunciaremos dos lemas cuya demostracion puede consultarse
en [21, 25], donde se ocupa la teorfa y resultados del Proceso Poisson [27]. Daremos
dichos resultados por verdaderos para demostraciones posteriores. Ademas, en todo
este trabajo, u denotard a la constante del tiempo de percolacion de primer pasaje.

Lema 2.3 Sean z € R?, R, > R; > 0. Suponga que la funcién de probabilidad f

es uniforme en B(z; Rs), pero no necesariamente en el resto del soporte. Sean & > 0

16



2.4 Resultados de convergencia local

vy b€ (0,2R;). Entonces, existe ng > 0 tal que para todan > ngy =,y € B(z; Ry)

con |z — y| > b, se tiene que

E |da(z,y; Xn N B(z; Ry))
0 —p| <E. (2.10)

f(2)0=/dz —y|

Lema 2.4 Sean z € R? Ry, > R; > 0. Suponga que la funcién de probabilidad f
es uniforme en B(z; Ry), pero no necesariamente en el resto del soporte. Sean € > 0
y b € (0,2R;). Entonces, existe una constante f3 > 0 tal que para n suficientemente

grande y para toda x,y € B(z; Ry) con |x — y| > b, se tiene que

|

Los Lemas 2.3 y 2.4 nos indican convergencia en media y en probabilidad,
respectivamente. Lo que nos indica es que si tenemos una regién donde la probabi-
lidad es uniforme, podemos asegurar que la distancia PWSP, entre cualquiera dos
puntos ,y, escalada por un factor (nf(z))*=*/4z — y| converge a una constante
i que solo depende de la dimension de la region y «. De cierta manera, dichos
resultados son una extensién de los Teoremas 2.1, 2.2 y 2.3.

~

do(2,y; X, N B(z; Ry))
(nf(2))0-d|z —y|

) > 5) < exp (—03n”) . (2.11)

A continuacion enunciamos un lema que nos da una cota para la diferencia de
las distancias entre elementos contenidos en una bola de radio R. Dicha cota sera

usada mas adelante.

Lema 2.5 Sea z € R4, R > 0y b € (0, R/2). Suponga que la funcién de proba-
bilidad f es uniforme en B(z; R), pero no necesariamente en el resto del soporte.
Sea ¢ > 0 lo suficientemente pequena para que (u +¢)/2 < (u —€)5/8, es decir,

9e < . Sea v,u,x,y € B(z; R). Si los siguientes eventos ocurren,
s A.1l: el evento F), del Lema 2.2,

s A2: |z —u|y |y —v| es menor que b?(nf(z))B-1/d,

17



2. DISTANCIAS DE TRAYECTORIA OPTIMA

» A3 |z —y| >0,

n A4

do(u,v; %, ﬂB(zR))<M+€ (2.12)
a <t .

FEN= =]

entonces, existe ng > 0 tal que

a?a(:c,y; DCnﬂB(z;R)) d, (v, v; X N B(z; R)) <¢/2 (2.13)
G . .

(nf(2))0 =z —y| f(2)0=/u — v

Demostracion.

Por la desigualdad del triangulo podemos acotar el lado izquierdo de la ecuacion
(2.13) por

do(z,y: X, N B(2;R))  da(u,v;X, N B(z; R))
(nf(2)) 0=z —y| — (nf(2))0- ]z —y]
do(u,v;X, N B(2;R))  da(u,v;X, N B(z; R))
(nf(2)) iz —y| — (nf(2))0- /] — |

Por A.1 tenemos que cada segmento en la trayectoria mas corta es de longitud a
lo més b%(nf(z))~Y/¢ Aunado a la condicién A.2, tenemos que

|do (2,43 X, N B(2; R)) — da(u,v; X, N B(2; R))| < 2(0°)%(nf(2)) P~V (2.15)

Y usando A.3 tenemos que

d( o,y X, N B(z: R))  da(u,v: X, N B(2; R)) < zbaﬁ(nﬂz))(aﬁ_l)/d' (2.16)

T~y (nf ) —y] | b

Ya que (a5 —1) < 0, existe n; tal que la ecuacién anterior es acotada por £/4 para
toda n > n,.
Por otro lado, de A.2 tenemos que ||u —v| — |z —y|| < 2b%(nf(2))B-D/ v

18



2.4 Resultados de convergencia local

junto con A.4, el segundo término de (2.14) es acotado por

A

do(u,v; X, N B(2;R))  da(u,v; X, N B(z; R))
(nf(2)) 0=z —y[  (nf(2))0-|u — o]

0 D) el = ) 217)
= I ol | oy
—-1)/d
< (ot IO

Ya que (8 — 1) < 0, existe ny tal que la ecuacién de arriba puede ser acotada por
/4 para toda n > na.
En conclusidn, la ecuacion (2.13) se cumple tomando ng = max{ny, na}.

|
A continuaciéon enunciaremos un lema, el cual asegura que con muy alta pro-
babilidad para n suficientemente grande, la trayectoria entre dos elementos =,y €

B(z; R/4) no se sale de B(z; R).

Lema 2.6 Sea z € R4 R > 0y b € (0, R/2). Suponga que la funcién de proba-
bilidad f es uniforme en B(z; R), pero no necesariamente en el resto del soporte.

Definamos los eventos:

= F,(e) al evento tal que para toda = € B(z; R/4) y u & B(z; R),

Heou-in en

» £ (e) al evento tal que para toda x,y € B(z; R/4) con |x — y| > b se tiene
que

do(z,1; X)) = do(z,y; X N B(z; R)) (2.19)

Lo (2, y; X)
(nf)) -y —y] <e. (2.20)
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2. DISTANCIAS DE TRAYECTORIA OPTIMA

Sea € > 0 lo suficientemente pequeno para que (u+¢)/2 < (u—¢)5/8, es decir,

9¢ < u. Entonces, existe 4 > 0 tal que

1 —P(E,() N E!(¢)) < exp(—04n°). (2.21)

Demostracion.
Definamos &, = b°(nf(z))#~1/4. Para un conjunto de puntos {w;}, € R?, sea
{B(w;; &) : w; € B(z; R/4),1 < i < m} una cubierta abierta finita de B(z; R/4)
con m del orden de n, m = O(n). De igual manera, para un conjunto de puntos
{vpl_, € R sea {B(vg; &) @ vp € B(2;TR/8),1 < k < [} una cubierta abierta
finita abierta de la frontera de B(z;7R/8) con | = O(n).

Definamos los supuestos:

= B.1: el evento F;,, del Lema 2.2, ocurre.

= B.2: para toda w;, vy se tiene que

d( (w(z,;)k,l DCQ /r;ii(z_ Z)|) _ul<e)2 (2.22)
n B3 A

Afirmamos que el evento FE,(g), ecuacién (2.18), ocurre bajo los supuestos B.1
y B.2.

Sea r > 0. Denotemos por cza(x; X,;7) ala distancia minima, respecto a cza, de
x a la frontera de B(z;1), es decir,

Ja(ﬁ;xn;r) = min aAla(x,y; Xn). (2.24)

Jo=yl=r

Notemos que para = € B(z;R/4) y u ¢ B(z; R) se tiene que do(z, 13 X,) >
do(x; X,; TR/8). Entonces, para asegurar que se cumple la ecuacién (2.18) es sufi-
ciente con mostrar que

do(z:X,0; TR/R)
(nf(2)t=e/d

> (n—e)bR/8, (2.25)
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2.4 Resultados de convergencia local

Ademas, notemos que cza(x; Xn; TR/8) = cia(x; X, N B(z; R); TR/8), ya que si la
trayectoria mas corta a la frontera saliera de B(z; R), la trayectoria ya habria
pasado por la frontera, lo cual es una contradiccion.

Para toda = € B(z; R/4), existe w; tal que |z — w;| < &,, y para toda ¢ en la
frontera de B(z;7R/8), existe vy tal que |¢ — vg| < &,. Notemos que se cumplen
las hipotesis del Lema 2.5, entonces tenemos que

e da(wi,wis Xy N B(2R) _ da(w,4: %, 0 B(z R))
—— T~ qamyr . (2.26)
(nf ()= w; —v| — (nf(z))0- | —q
Junto con el supuesto B.2, obtenemos que para n suficientemente grande
do(z,¢; X, N B(z; R))
(nf(2))=)/dz — g

para toda x € B(z; R/4) y para toda ¢ que satisfaga |z — ¢| = TR/8. Asi, teniendo
en cuenta que |z — ¢q| > HR/8, afirmamos que el evento E,(¢), ecuacién (2.18),
ocurre bajo los supuestos B.1 y B.2.

Ahora, mostraremos por contradiccién que el evento E! (¢) se cumple bajo las
condiciones B.1, B.2 y B.3.

Sea x,y € B(z; R/4) y |v —y| > b. Entonces existen w;, w; tales que |w; — x| <
Eny |wj —y| < &. Supongamos que la ecuacién (2.19) no se cumple, es decir,
do (2, ;%) # do(z, y; X, N B(2; R)). Esto implica que la trayectoria entre z,y ha
cruzado la frontera de B(z; TR/8), se sigue que do(x; X,; TR/8) < do(z,y; X,). Por
la ecuacién (2.25) se tendria que

do(x; X0 TR/8) do(z,1; X,)

- < < . 2.2
(= <PRISS S pa 0=t = a0 229
Pero por el otro lado, por Lema 2.5, tenemos que
do(z,y; X, N B(2; R)) _ dg(ws, wy; X, N B(z; R))
< +¢/2, 2.29
nF O~y = () —wy] P )
y por B.3 tenemos que
do(w;, w;; X, N B(z; R
(i, w, R _vepo. (2.30)

(n.f (2)) 0=/ w; — wy]
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2. DISTANCIAS DE TRAYECTORIA OPTIMA

Ademés, teniendo en cuenta que |z —y| < R/2, da a lugar

do(, ;%) < da(,y; X, N B(2; R))
(nf(z))d=el/d = (nf(z))1-e)/d

< (u+e)R/2. (2.31)

Sin embargo, recordemos que ¢ fue elegido lo suficientemente pequeno para ase-
gurar que (p+¢)/2 < (o — €)5/8. Entonces, por las ecuaciones (2.28) y (2.31)
obtenemos una contradiccién. Concluimos que las condiciones B.1, B.2 y B.3 im-
plican la ecuacién (2.19).

Ahora, consideremos

o(w,y;%,)

(nf(z) Tz —y]

< a(ﬂ? y? ) Oé(w“wﬁ:x )

= (nf () e — g~ (nf ()0 dw;, — w)| (2.32)
(w3, ;5 X,)

)T e, —wy "
<eg/2+¢/2=c¢,

donde hemos ocupado la condicién de la ecuacién (2.19), el Lema 2.5 para acotar
el primer término y la condicién B.3 para el segundo término. Asi obtenemos que
también se cumple la ecuacién (2.20).

Por lo tanto, las condiciones B.1, B.2 y B.3 implican que se cumplen los eventos
E,(¢) v E!(¢). Entonces,

1 —=P(E,(e) N E,(e) < (1 -P(F))
N Z P ( do(w;, vg; X, N B(z; R))

2\ | @), — ]

+ZIP’<

| > 5/2)
(2.33)

1 >5/2>.

El primer término puede ser acotado por el Lema 2.2. Ambas sumas son de orden
polinomial y cada término puede ser acotado por el Lema 2.4. De esta manera,
obtenemos que

da(wl,wj,x NB(zR))
(nf(2) 0=/ dw; — wj|

1 —P(E,(e)N E/(c)) < exp(—04n”). (2.34)
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|

Los resultados anteriores dan paso a un lema donde la condicién de uniformidad

en B(z; R) es relajada. Este resultado serd usado para el caso en donde el soporte
es una variedad.

Lema 2.7 Suponga que f es continua en z € R? y f(2) > 0. Sea ¢ > 0 lo
suficientemente pequetia para que se cumpla que (4 ¢)/2 < (u —€)5/8, es decir,
9¢ < p. Para R > 0y b € (0,R/2) definimos H,, = H,(z, R,e,b) al evento que

cumple

lo(z,y;X)
(nf(z) Tz —y] ~#

<e (2.35)

para toda x,y € B(z; R/4) con |z — y| > b, y simultdneamente

A~

eI >

para toda © € B(z; R/4) y u € B(z; R). Entonces existe R = R(z) > 0 tal que

para toda b € (0, R/2) se cumple que
1 —P(H,(z R,¢e,b)) < exp(—05n%), (2.37)

con 65 > 0 para n suficientemente grande.

Demostracion.
Sean

fm=if f(q) y fau= sup f(q). (2.38)

9€B(%R) g€B(z;R)

Ya que f es continua en z podemos elegir a R lo suficientemente pequena para que
fm ¥ fur sean valores cercanos a f(z) para asegurar que se cumplen las siguientes

desigualdades (a—1)/(d)
a—1)/(d

(n+5) <f152)) e o
(a=1)/(d)

(=3) (ff(;)) = o
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SuVaR* <1, (2.41)

donde V; denota el volumen de una bola unitaria d-dimensional.
Para cada X; € X,,, sea Y; un punto arbitrario fuera de B(z; R), y sea Z; una
v.a. Bernoulli con probabilidad de éxito f,,/f(X;). Definamos una nueva v.a.

Xm = X ¢ Bz R) (2.42)
X:Z;+Y;(1-2Z;) if X; € B(z; R).
Ast X" = {X7",..., X"} es una muestra que restringida a B(z; R) es uniforme

con intensidad f,,.

Por otro lado, para X; € X, definimos otra nueva v.a. X como sigue. Sea
o= [(fm — f(u))du donde la integral es sobre B(z; R). Por (2.41), 0 < o < 1. Sea
Y; un punto aleatorio dentro de B(z; R) con funcién de densidad (fy — f(u))/o
para u € B(z; R), y sea Z; una v.a. Bernoulli con P(Z; = 1) = 1 — 0. Definamos

M _ Xi~ ] ] si X; € B(z; R), (2.43)
Ast XM = {XM ... XM} es una muestra que restringida a B(z; R) es uniforme

con intensidad fy.
Definamos los eventos

» C.1: los eventos E,(¢/2) y E!(¢/2) ocurren para X7,
= C.2: los eventos E,(£/2) y E!(¢/2) ocurren para XM.
Consideremos que C.1 ocurre. Sean z,y € B(z; R/4) con |z —y| > b. Ya que
(XN B(z;R)) C (X,, N B(z; R)), tenemos que
da(@,y: Xn) < da(,y: X, N B(2: R)) < da(,y; X 0 B(z; R)). (2.44)

Entonces, por (2.19), tenemos que cZa(x, y; Xp) < cza(x,y; X™), lo que nos lleva a

~

Aa(%y; Xn) do(z,y; X) f(2) T
(nf(z))d-o/d|z — y| < (nfn)=/d|z —y| ( ra ) . (2.45)
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Por (2.20) y (2.39) tenemos que

a—1

do (2, y; X) f\ T _ pte
n < 2 < . 2.46
e s (3) T st e
Entonces, de (2.45) obtenemos
@yiX) L. (2.47)

(nf(2)) 1=z —y|

Lo que nos da la cota superior de la ecuacién (2.35).
Ahora, supongamos que el evento C.2 ocurre. Sean x € B(z; R/4) y

v = argmin do(z, y; Xp). (2.48)

y:lz—y|=R

Entonces, do(z,v; X,) = dy(x,v; X, N B(z; R)). De otra manera la trayectoria mas
cercana de x a v pasaria a través de otro punto en la frontera de B(z; R), y esto
contradice la eleccién de v. Ya que (X, N B(z; R)) C (X N B(z; R)),

~

do(,v; %) = do(,v; X, N B(2; R)) > da(z,0; X3 N B(2; R))

do (i, v; X51),
(2.49)
entonces A .
do(z,y;X,,) do(z,y; XM) [ f(2)\ ©
(nf ()= = i far) 0=V ( o ) - (2:50)

Debido a que v € B(z; R), se sigue de la ecuacién (2.18) que

Ao, :%0) (B (M); (2.51)

(nf(z))t-ee = 8\ fu
y por (2.40) A
ek e 2 (=GR (252

Ahora, si u € B(z; R), la trayectoria do(z,u;X,) cruza la frontera de B(z; R)
en algin punto ', entonces d,(x,u;X,) > do(z,u';X,) > do(z,v;X,) por la
minimalidad de v y recordemos que x € B(z; R/4). Lo que implica la ecuacion
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2. DISTANCIAS DE TRAYECTORIA OPTIMA

(2.36) bajo la suposicién de que el evento C.2 ocurre.

Ahora, mostraremos que la ecuacién @.35) se cumple bajo C.1 y C.2. Sean
x,y € B(z; R/4). Entonces d,(x,y; X,,) = do(z,y; X,NB(z; R)). De otra manera, si
afa(x,y; X,) alcanza algin punto u ¢ B(z; R), entonces cza(x,u; X,) < a?a(:c, y; Xn),
debido a que |z — y| < R/2, por la ecuacién (2.47) tendriamos que

A A A

do@,iXn) _ _ _ da(z,uiXn) . dal@, i Xn)
R/2(nf(z))=)/d = R/2(nf(2))=/d = |z — y[(nf(z)) -/

- <p+e, (2.53)

y por la condicién (u+¢€)/2 < (u — €)5/8, se tendria que

do(,u; X,,) 5

R ()i < #=e)gh (2.54)

lo cual entra en contradiccién con la ecuacion (2.36).
Ahora, podemos repetir un argumento similar usado para obtener (2.47) y
mostrar que

(z,y; Xy) > cza(x,y; xi\z/[) (f(z)

R F )T e =] = (o) s 5 fM) > (=2 (25)

Entonces, con (2.47) y (2.55), obtenemos (2.35). Asi, mostramos que la ocurrencia
de los eventos C.1 y C.2 asegura las condiciones necesarias enunciadas en el Lema
2.7. Las muestras X™ y a XM son independientes entre si. Aplicando Lema 2.6 a
cada una de las muestras, obtenemos que

1 —P(H,(z, R,¢,b)) < exp(—05n®), (2.56)

con #5 > 0 para n suficientemente grande, lo cual establece el Lema 2.7.

2.5. Resultados en variedades

En esta seccién extendemos los resultados de la seccién pasada al caso donde
el soporte de la funcién es una variedad Riemaniana suave compacta. Para z € M
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y R > 0 consideramos
B(z;R) ={ueM: Di(z,u) < R}, (2.57)
donde D(+) es la distancia geodésica descrita en la ecuacién (2.1).

Lema 2.8 Sea (M, g;) una variedad Riemanniana con tensor métrico g;. Sean
z € My e > 0. Suponga que f(z) > 0y que f es continua en z. Para R > 0y
b e (0,2R), denotamos por J,,(B(z; R),e,b) al evento que cumple

» D.1: Si la trayectoria mas corta pasa a través de B(z; R) entonces los segmen-

tos de trayectoria en B(z; R), ponderados por Dy, miden a lo més b®(n.f(z))#=1/4,

» D.2: para cualesquiera x,y € B(z; R) con Dy(z,y) > b se cumple que

A

do(x,y; X))
W=D, (z, )

- ,u‘ <e (2.58)

Entonces, para n suficientemente grande, existe R = R(z) > 0 tal que para toda

b e (0,2R) existe 5 > 0 tal que

1 —P(J,(B(2; R),e,b) < exp(—0n”). (2.59)

Demostracion.
Demostraremos el lema, mostrando que la probabilidad de que ocurra cada una
de las dos condiciones anteriores esta acotada de manera exponencial como en la
ecuacién (2.59). Acotar la probabilidad de la primera condicién es muy similar al
argumento dado en la prueba del Lema 2.2. La diferencia es que en vez de tomar
la distancia Euclideana, tomamos la distancia Dy(-).

Para acotar la probabilidad de la segunda condicién elijamos ¢ > 0 lo suficien-
temente pequena para asegurar que

2(1+0)* < 2(1—08)%, (2.60)

DN | Ut
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2. DISTANCIAS DE TRAYECTORIA OPTIMA

(%%%y%u+sﬂ)§u+s, (2.61)

1-6\"
— —e/2) > u—ce. 2.62
(155) G-emz - (2:62)
Definamos U = B(z;4R). Ya que f es continua, podemos elegir R > 0 lo suficiente-
mente pequeia para asegurar que existe una transformacién ¢ : U ¢ M — V C R?
tal que el evento H,(¢(2),4R,e/2,b/(1 + §)), definido por las ecuaciones (2.35) y
(2.36), satisface la ecuacién (2.37) y ademads satisface que

(1= ) sup < 1(2) = F(6(2) < (1+)int f (2.6
| s Dilw) g (2.64)
= o(u) — o(v)| ’

para todo u,v € U, con u # v [31]. Afirmamos que H,(¢(z),4R,c/2,b/(1 + §))
implica D.2.

Sean z,y € B(z;R) C U. Por la desigualdad del tridngulo tendremos que
Di(z,y) < Di(z,2) + D1(z,y) < 2R por lo que la curva D;-geodésica estd conte-
nida en U. Entonces, tendremos que

) (1-a)/d

Dy(z,y) < Di(z,y) (igf f (2.65)

Ademas, notemos que la curva D,-geodésica esta contenida en U por lo que

(1-a)/d
Do(z,y) = Di(z,y) (sup f) : (2.66)
U

Supongamos ahora que la curva D,-geodésica no esta contenida en U. Entonces,
(1—a)/d
la distancia D,(z,y) es al menos 3R (sup f) ya que z,y € B(z;R) y U =
U

B(z;4R). Sin embargo, recordemos que Di(x,y) < 2R y por la ecuacion (2.63),
tenemos que

(1—a)/d 145\ ! (1-a)/d
Daley) < Di(w,y) (inf f) <28 (L) <sup f> . (267)
U 1—9 U
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2.5 Resultados en variedades

y usando el resultado de la ecuacién (2.60) obtenemos que

5 (1—a)/d
Dy (z,y) < ot (sup f) : (2.68)
U

lo cual entra en contradiccién con la suposicién de que la curva D,-geodésica se
sale de U.

Ahora mostraremos que a?a(x, y; Xyp) = cza(w, y; X, N U), es decir, la trayectoria
mas corta entre z,y € B(z; R) estd contenida en U cuando H,(4(z), 4R, ¢/2,b/(a+
) ocurre. Para este argumento, denotemos por d, a la distancia en U y por d., a
la distancia en V.

Por contradiccién, supongamos que la trayectoria aza(x, y; X,,) sale de U. En-
tonces la trayectoria correspondiente en V' empieza en ¢(z) y sale de V', entonces
por la ecuacién (2.36) tenemos que

dy(0(2), () (X)) o
e 2 = <5R2 0

y usando el resultado la condicién (2.64) tenemos que

% > (u—¢)(1—0)*5R/2. (2.70)

Por otro lado, recordemos que ¢(x), ¢(y) € B(¢p(z); R) C V', lo que implica |p(x) —
#(y)| < 2R. Entonces, por la ecuacion (2.35) tenemos que

do(6(x), $(y); H(Xn N V)

e (z);)l - < (u+€)2R, (2.71)

y usando la ecuacién (2.64) obtenemos

do(z,y; X, NU)
(nf(z))t-e)/d

< (u+e)(1+8)°2R. (2.72)
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Entonces, por las ecuaciones (2.70) y (2.72) tenemos que

A A

do(z,y; X)) do(z,y; X, NU)

W= ORI S G < (af(z))0- o

< (u+)(1+8)°2R.
(2.73)

Sin embargo, la ecuacién anterior entra en contradiccién con la condicién impuesta
en la ecuacién (2.60). Por lo tanto, concluimos que do(z, y; X)) = do(, y; X, N U)
para toda x,y € B(z; R).

Ahora, queremos mostrar H,(¢(z),4R,e/2,b/(1 + ¢§)) implica D.3, es decir,
que se cumple la ecuacién (2.58). Veamos que por los resultados de las ecuaciones
(2.65), (2.64), (2.63) tenemos que

A A

do(z,y; X,) S do(z,y; Xy)
n(=/dD(x,y) ~ (nsupy f)I=/4Dy(z,y) (2.74)
cia(:v,y; Xn) '

= W50 [6@) — o) (0 (6(2))

Utilizamos el resultado de la ecuacién (2.64) para relacionar la distancia cza(x, y; XN
U)en Uy do(d(x),d(y); 9(X,,NU)) en V. Ademés, por la definicién de H,,, ecua-
ci6én (2.35), y la condicién (2.62) obtenemos

A

do(7,y; Xy) > <1 _5>a da(¢(x)v¢(y)a¢(xnmU))
(1+6)* |p(x) — d()] (nf(d(2))=/4 = X146 ) (nf(¢(2))) 1/ 4d(x) — ¢(y)]

> (1—;2>Q(M—6/2) > p—e.

(2.75)

Por lo tanto, cfa(x,y; X,.)/n1=/eD(x,y) > u — e. Para la cota superior el pro-
cedimiento es analogo. De esta manera, aseguramos que H, implica D.2 y por lo
tanto se cumple la cota de la ecuacién (2.59).

[

A continuacion mostraremos que si el resultado del Lema 2.8 se cumple lo-
calmente para cada punto en M, entonces se tiene una convergencia global de la

longitud de la curva.

Teorema 2.4 Suponga que M es compacto, y f es una funciéon continua con
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2.5 Resultados en variedades

fjl\l/tff > 0. Sea b > 0, z,y € M tal que Dy(z,y) > b, y € > 0. Entonces, existen

constantes = u(d, o) > 0y 0y > 0 que satisfacen lo siguiente

P | sup
.y

para n suficientemente grande, donde el supremo es tomado respecto a los elemen-

tos de M con Dy(x,y) > b.

N

do(z,y; Xy)
n=a)/dD,(z,y)

— B

) < exp (—fgn'/ 412 | (2.76)

Demostracion.

Para cada w € M puede ser asociada una R(w) > 0y V(w) = B(w;3R(w)) tal

que el evento J,(V(w),e/2,b), definido en el Lema 2.8, cumple la ecuacién (2.59).

Por compacidad, existe una coleccion finita {w; € M}, tal que |J B(w;; R(w;))
i=1

es una cubierta finita de M. Definamos R; = R(w;), U; = B(wi; R;) vy Vi = V(wy)

,1=1,...,m.

Consideremos z,y € M y la trayectoria asociada a da (z,y;X,) la cual denota-
mos por J;,. Recordemos que 7, , es una unién de segmentos de D;-geodésicas.
Sin pérdida de generalidad, consideremos x € U; y definamos z; = z. Si la trayec-
toria sale de Vi, entonces un punto 2z, € T, , puede ser elegido tal que 2, ¢ U; y
Dy (z1, z2) > Ry. De igual, manera, si la trayectoria sale de V5, existe z3 € T, tal
que z3 & Us y D1(z3, 23) > Ry. Repetimos el mismo proceso hasta que la trayecto-
ria termine en y € Vi, y = zx11. Entonces la trayectoria (z1, ..., zx) cumple que el
segmento (2, zi41) € Vi y Di(2i,2i41) > R; paratodai=1,...,k — 1. El valor de k
es finito pues estamos considerando una cubierta finita por lo que k¥ < m. Ademas,
notemos que los puntos z;’s no necesariamente pertenecen al conjunto X,,.

Definamos R* = min{Ry,..., Rx}. Ya que estamos suponiendo que el evento
Jn(Vi,€/2,b) ocurre, podemos ocupar el resultado de la ecuacién (2.58),

~

da Ziy % 7:X:n .
(lu - 8)Da<zi7 Zi-i-l) < (n(l—;_)l/d ) 1= 17 [EEE) k — 1’ (277)
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de manera que

k—1
(h—¢&)Dalz,y) < (1 —¢) ZDa(Ziazi+l)

i=1

o= da (2, 2i01: X) (2.78)

a iy Rit1; .
< nl—a)/d
=1
cia(zt y; Xy)
T

donde hemos ocupado que D, cumple la desigualdad del tridangulo, el resultado de
la ecuacién (2.77), y que a® + b* < (a + b)* para la primera, segunda y tercera
desigualdad, respectivamente. Los eventos J,,(V;, €/2, b) satisfacen (2.59) para toda
t=1,...,k, por lo tanto

02(517 y; Xn) 8
1_P<;cn§n(l — D, (z.3) —,uZ—e) < kexp (—0gn”). (2.79)

Ahora calculemos la probabilidad de la cota inferior. Recordemos los puntos z;
no pertenecen a X,, y estamos considerando que z; € T, ,. Por lo que en general
Zle cZa(zi,zHl;DCn) < cfa(ac,y; X,). Pero notemos que a partir de los caminos
mas cortos de z;_1 a 2; y de z; a z;41 se puede crear un camino entre z;_1 a 2;41
quitando el punto z;. Esto puede ser aplicado multiples veces y seguir obteniendo
una trayectoria de = a y. Ya que el Lema (2.8) aplica en cada V;, la D;-distancia
de z a z11 es a lo mas de b° (ninf f)(ﬂ_l)/ 4. De manera que cada “recorte” de la
trayectoria puede tener un costo adicional de a lo més (20%)®(ninf f)(F=Ye/d De
manera que

(x,y; X Z ( (zi, 2zir1; X )) + k(26°)% (ninf f)B-De/d (2.80)

=1

Si el evento J,,(V;,e/2, min{ R*,b}) sucede para cada V; entonces

WOV, (1,5 X,) < Dol ) (p+2/2) + K6 D d(inf £)(5- 0204, (281)
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Para n suficientemente grande, tenemos que

~

da(x7 Y; xn)
n(=a/aD, (. y

—p<e. (2.82)

De manera que el resultado del teorema se cumple al aplicar el Lema 2.8 a cada
V.
|
A continuacién mostramos un resultado andlogo al Teo. 2.3 en el cual consi-
derabamos que la muestra provenia de un proceso Poisson Homogéneo. En el caso
de una variedad tenemos que considerar D, (z,y) en vez de |x — y|. Sin embargo,
en ambos obtenemos convergencia casi segura.

Teorema 2.5 Suponga que M es completo y que f es continua con f(z) > 0 para

toda z € M. Sea z,y € M. Entonces,

~

, do(z,y;Xn) .
nh_g)lo W=D (5, 5) L casi seguramente. (2.83)
Demostracion.
Consideremos el conjunto
A={ueM: (u—¢e)Dy(z,u) < (1t —e)Dalz,y)}. (2.84)

De igual manera, definamos R; = R(w;), U; = B(wi; R;) y Vi = V(w;) , i =
1,...,m. Existe una coleccién finita {w; € A}", tal que |J B(w;; R;) es una cu-
—1

bierta finita de A y los eventos J,(V;,£/2,b), definido en el Lema 2.8, cumple la
ecuacion (2.59). Por los mismos argumentos del Teorema anterior, para n suficien-
temente grande tenemos que

nl* D, (2, y; X,) < (n+ €) Do, y), (2.85)
y si la trayectoria asociada T, , a cfa(x, y; X,,) no sale de A, entonces
n(ail)/ddoxxa Y; xn) Z (/JJ - €)DQ(IL’, y) (286>

A continuacién argumentaremos por que la trayectoria T, no sale de A, por
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contradiccién, sea v = argmind,(x,u’; X,)) donde el minimo es tomado sobre la
u/

frontera de A. Ya que la trayectoria se sale de A, tenemos que a?a(x,y; X,) >
do(z,u; X,,). Ademads, la trayectoria T, , esta contenida en A, entonces cumple con
la ecuacién (2.86) y con laigualdad (u—e) D, (2, u) = (u+¢€) Dy (2, y). Considerando

la ecuacién (2.85), tenemos que

A

do(z,y;X,)
nl—a)/d

~

do(z,y; Xy)
> n(—a)/d
> (10— €) Do (2, u)

(1 +e)Dalz,y) >

(2.87)

Lo cual es una contradiccién.
Por lo tanto, usando el Lema 2.8 y el Lema de Borel-Cantelli, obtenemos el

resultado de la ecuacién (2.83).
|

2.6. Distancia de Fermat

Como mencionamos al principio del capitulo, diferentes trabajos se han basado
en considerar la densidad y la geometria de los datos. En esta seccién detallaremos
los resultados de [28, 32], en donde las distancias estudiadas son muy similares a
las presentadas en este capitulo salvo pequenos detalles. Estos trabajos, proponen
la distancia de Fermat y la distancia muestral de Fermat, las cuales denotaremos
por Dy cZ’a , respectivamente. En el caso donde M = R?, la distancia de Fermat
es la misma que la usada en este trabajo.

El nombre de la “distancia de Fermat” surge del principio de Fermat en éptica,
el cual dice que la luz siempre elige la trayectoria que le permite llegar mas rapido
entre dos puntos que no necesariamente es una linea recta. En el contexto de la
clusterizacién de datos, la distancia de Fermat busca la rutas mas cortas para
conectar puntos, tratando de pasar por zonas de mayor densidad.

Definicién 2.3 (Distancia muestral de Fermat) Sean o > 1, X un conjunto
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no vacio y z,y € R?, definimos la distancia muestral de Fermat como

k-1
d,(z,y; X) = fnf Z |aiv1 — ai” :a; € XU {, y},
=1 (2.88)

(a1, ...,ax) una trayectoria de = a y

La diferencia es en el peso que le damos a los segmentos de trayectoria. En este
trabajo consideramos el peso D1 (a;, a;+1) v en la caso de la Definicién 2.3, el peso
asignado es la norma Euclideana |a;41 — a;|*. Sin embargo, se obtienen resultados
similares de convergencia, siguiendo pruebas analogas.

2.0
15{ * . S,
1.0-
0.51 .
0.0
—0.5 1

-1.04 *

—1.5

2.0 .

-3 -2 -1 0 1 2 3

Figura 2.4: Ejemplo de la distancia de Fermat. Tomemos de referencia los puntos
p1 = (—.3,.23) (verde), po = (—2,0) (morado) y ps = (.33,—.21) (rojo). Respec-
to a la distancia Euclideana, p; estd mas cerca de ps que de ps. Sin embargo, si
consideramos la distancia de Fermat con o = 2, tenemos que a?a (p1,p3) = .39 (tra-
yectoria roja), mientras que cia(pl,pg) = .25 (trayectoria morada). Esto se debe a
que la regién entre p; y ps es muy poco densa, mientras que para ir a ps se tiene lo
contrario.
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Teorema 2.6 Sea M C R? una variedad compacta. Sean f : M — [m, M;] una
funcién continua de densidad y X,, una muestra de f. Dados z,y € My € > 0,

existen constantes p, ¢y, co, ng tales que

|

para toda n > ng. Ademas,

d (z,y; X,)
n/aDr ()

> 6) <eman? (2.89)

()
lim
n—00 n(l—a)/dD’a(xj Y

] =p casi seguramente. (2.90)

2.6.1. Complejidad

Un aspecto importante a tomar en cuenta es la complejidad temporal del al-
goritmo la cual definimos como la cantidad de tiempo que le toma al algoritmo
finalizar en funcién de la cantidad de datos. Es una de las posibilidades para definir
la complejidad computacional, y sera a la que nos referiremos en este trabajo.

En el caso discreto calcular la distancia muestral de Fermat es equivalente a
encontrar el camino mas corto entre dos nodos de una grafica pesada donde el
peso de la arista entre dos nodos es justo la distancia Euclideana elevada a la
potencia «. Este problema ha sido extensamente estudiado y existen algoritmos
como Floyd-Warshall o Dijkstra cuya complejidad es O(n?) y O(n?) [33], lo cual
podria no ser deseable cuando se tiene una cantidad grande de datos. Una forma
de simplificar este problema es restringir la biisqueda a trayectorias en donde cada
punto ¢; 1 de la trayectoria satisface ser uno de los k-vecinos més cercanos de g;,
considerando k = log(n) [28]. Ademds, con alta probabilidad la distancia muestral
de Fermat coincide con la trayectoria restringida. Sin embargo, es importante tener
en cuenta que el k elegido asegure que la gréfica generada sea conexa. Ya que si
la densidad es muy bajas en algunas zonas y elegimos un k£ pequeno, puede que se
generen subgraficas disconexas, lo cual llevaria a resultados erréneos.

Definicién 2.4 Sean o > 1, X un conjunto no vacioy z,y € R%. Dado 1 < k <n

con k € N, g € X, definamos al conjunto de los k-vecinos mas cercanos de ¢ por la
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recursion:

7'€X\{q} 7 €X\{g,q™,...,g*—1}

Entonces, ¢/ es el vecino més cercano a ¢, ¢® es el segundo vecino més cercano a
q v asi sucesivamente. Notemos que debido a la recursion los empates también son
considerados. En caso de que haya empate con el ¢*) consideramos sélo uno. Deno-
tamos al conjunto de los k-vecinos més cercanos de ¢ como Ni(q) = {¢™, ..., ¢®}.

Definicién 2.5 (Distancia muestral de Fermat restringida) Para z,y € X,
a > 1y k € N, definimos la distancia muestral de Fermat restringida, a los k

vecinos mas cercanos, por

k-1
d];l(%y; X) = min {Z i1 — @l" 1 =2, gk = Y, g1 € Nk(%)} : (2.92)
i=1

Proposicion 2.2 Consideremos de nuevo las condiciones del enunciado del Teore-
ma 2.6. Dada e > 0, existen constantes positivas ¢4, c5 tales que si k > ¢4 log (n/e)+

Cs Oocurre que

P (d’;’(a;, y; X) = d, (,y; DC)) >1—e. (2.93)

La demostracion de la proposicion anterior se encuentra en [28]. De esta manera, la
forma de encontrar la trayectoria restringida mas corta entre cualquiera dos puntos
tiene una complejidad de O(n?log?*(n)) y con probabilidad 1 — ¢ la trayectoria
restringida coincide con la trayectoria sin restriccion.

37



Capitulo 3

Aplicaciones

En este capitulo, exploraremos algunas de las aplicaciones de la distancia de
Fermat, y su impacto en el campo de los algoritmos. Investigaremos cémo esta dis-
tancia influye en la creacion de grupos coherentes y discutiremos posibles mejoras
comparativas con métodos existentes. Ademads, consideraremos una innovadora
propuesta: la distancia de Hausdorff-Fermat. Esta nueva distancia combina los
principios de la distancia de Fermat con la robustez de la distancia de Hausdorff,
y discutiremos algunas posibles aplicaciones.

3.1. Clusterizacion

Como hemos mencionado al principio del Capitulo 2, los enfoques clasicos co-
mo anélisis de componentes principales (PCA) o escalamiento multidimensional
(MDS) dan buenos resultados cuando los datos se encuentran en un subespacio
lineal de un espacio de dimensién més alta [12]. La eleccién del algoritmo ade-
cuado y la distancia correcta son esenciales para obtener resultados precisos. Un
ejemplo de ello, es el algoritmo K-means [34]. Una componente fundamental en
el funcionamiento de algoritmos de clusterizacion es la definicién de la distancia
utilizada para medir la similitud entre puntos. A continuacién presentaremos un
ejemplo ilustrativo en el que la distancia Euclideana falla mientras que la distancia
de Fermat destaca en la eficacia para el algoritmo K-means.
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3.2 Distancia de Hausdorfl-Fermat
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Figura 3.1: En la grafica se muestra un ejemplo de clusterizacién con el algorit-
mo k-means. En el primer panel se ilustra los clusters obtenidos con la distancia
Fuclideana. En el segundo y tercer panel se muestra los clusters identificados para
a = 2,5, respectivamente. Debido a que las regiones de los clusters no son lineales,
se obtienen resultados poco 6ptimos con la distancia Euclideana. Este ejemplo des-
taca la ventaja de ocupar la distancia de Fermat en la clusterizaciéon de datos con
estructuras geométricas complejas.

3.2. Distancia de Hausdorff-Fermat

Como vimos en el primer capitulo, la distancia de Hausdorff definida en 1.8
funciona con cualquier distancia inducida. La mas comin y como normalmente se
le conoce a la distancia es la distancia Fuclideana. Entonces, podremos ocupar la
distancia de Fermat para inducir la distancia de Hausdorff a lo cual llamaremos la
distancia de Haussdorff-Fermat (HF) dup o).

Definimos la distancia de Fermat de un punto p a un conjunto A como

A

dy(p, A) = fof di, (2, y). (3.1)
yeA
Definicién 3.1 La distancia de Hausdorff-Fermat estd definida como

cZHF,a(A, B) = méax {Sup czla(p, B),sup CZ’a(q, A)} . (3.2)

peEA qeB

Por la Proposicion 1.2, podemos asegurar que la distancia de HF cumple con ser
distancia.
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3. APLICACIONES

A continuacién presentamos un ejemplo de la distancia de Hausdorff-Fermat.
Recordemos que para o = 1 la distancia de Hausdorff-Fermat se reduce a la dis-
tancia de Hausdorff clasica con la distancia Euclideana. Para mostrar la diferencia,
presentamos tres iméagenes con diferentes valores de parametro a = 1,2,5. Con-
sideramos tres conjuntos distintos a los cuales denotamos por P; (puntos color
verde), P, (puntos color rojo) y P3 (puntos color cian). A continuacién mostramos
un resumen de las distancias obtenidas y grafico de dichos conjuntos.

a=1 a=2 a=5
dur.o( Py, Py) 1.6511 0576  0.0133
dur.o(Py, P3) 31331 1.0764 0.0414
duro(Ps, Py)  2.5657 0.5598 0.0105

Tabla 3.1: Tabla de la distancia Hausdorff-Fermat entre los conjuntos Py, P> y Ps.

Figura 3.2: En la gréfica se muestran tres conjuntos distintoss: P; (puntos color
verde), P, (puntos color rojo) y Ps (puntos color cian). También se muestran las
trayectorias asociadas a las distancias de HF: dyp o (Py, P2) (color gris), dur o (P2, P3)
(color azul), y a?pra(Pg, Py) (color magenta).

Recordemos que las variaciones en la densidad estan implicitamente dentro de
la distancia HF. Entonces, es de esperarse que para conjuntos provenientes de una
densidad uniforme no se obtenga informacion relevante. A continuacion mostramos
la distancia HF para dos conjuntos, P, y Ps, muestreados de una densidad uniforme
con el mismo soporte y la grafica de dichos datos. Como es de esperarse realmente
no hay alguna diferencia significativa ni en la distancia ni en la trayectoria que
corresponde a dicha distancia.
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3.2 Distancia de Hausdorfl-Fermat

a=1 a=2 a=5

duro(Py, P5) 043 016 0.01

Tabla 3.2: Tabla de la distancia Hausdorff-Fermat entre los conjuntos Py y Ps.
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Figura 3.3: En la grafica se muestran dos conjuntos distintoss: P; (puntos color
negro) y P5 (puntos color cian). También se muestran las trayectorias asociadas a
las distancias de HF (color magenta).

Donde esperamos que tenga una aplicacién tangible es en la segmentacion de
imagenes. Una tarea crucial en el diagndstico y tratamiento de enfermedades es la
segmentacién de tumores en imagenes médicas como resonancias magnéticas (RM)
o tomografias computarizadas (TC). La distancia de Hausdorff es una herramienta
fundamental utilizada en varios algoritmos para lograr esta segmentacion precisa.
Uno de los enfoques comunes es el uso de la distancia de Hausdorff como medida
de similitud entre las regiones tumorales predichas por el algoritmo y las regio-
nes tumorales reales en la imagen original [9, 35]. A continuacién, se presenta el
procedimiento de manera general de como se usa la distancia de Hausdorff en la
segmentacion de tumores:

1. Preprocesamiento de imagenes: se comienza con la imagen médica que con-
tiene el tumor a segmentar, como una RM o una TC. Se aplican técnicas
de preprocesamiento para mejorar el contraste, reducir el ruido y realzar las
caracteristicas relevantes.

2. Umbralizacién inicial: se aplica un umbral inicial para separar la regiéon de
interés, que en este caso es el tumor, del fondo y otros tejidos circundantes.
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3. APLICACIONES

3. Algoritmo de segmentacién: se aplica un algoritmo de segmentacién para
identificar la region aproximada del tumor en la imagen. Algunos algoritmos
comunes utilizados en este paso son la segmentacién basada en crecimiento
de regiones [36] y métodos de contorno activo [37], entre otros.

4. Generacién de méscara: a partir de la regién estimada del tumor, se crea
una mascara binaria que representa la ubicacion aproximada del tumor en
la imagen.

5. Evaluacién con distancia de Hausdorff: se compara la méscara binaria gene-
rada con una mascara de referencia que contiene la ubicacion real del tumor
en la imagen original. La distancia de Hausdorff se calcula entre los bordes de
las dos méscaras para medir la discrepancia entre las regiones segmentadas
y las reales.

6. Ajuste y refinamiento: basandose en la distancia de Hausdorff calculada,
el algoritmo ajusta y refina la segmentacién. Puede expandir o contraer la
region estimada del tumor para que se ajuste mejor a la ubicacién real del
tumor.

7. Iteraciones y convergencia: los pasos 3 a 6 se pueden repetir iterativamen-
te para lograr una segmentacién cada vez mas precisa. El algoritmo puede
converger cuando la distancia de Hausdorff entre las regiones segmentadas y
reales es suficientemente baja.

En resumen, la distancia de Hausdorff se utiliza como una medida de similitud
para guiar y ajustar la segmentacion de tumores en imagenes médicas. Esto ayuda
a mejorar la precision de los algoritmos de aprendizaje. Sin embargo, en el caso
clasico de la distancia de Hausdorff no se toma en cuenta la densidad del conjunto.

En la Fig. 3.4 se muestran dos casos distintos de conjuntos. En las graficas del
primer panel mostramos los conjuntos Py (puntos negros) y Pr(puntos azules). En
las graficas del segundo panel mostramos los conjuntos Py (puntos negros) y Py
(puntos azules). En ambos casos, el par de conjuntos estén distribuidos en el mismo
soporte, pero con densidades diferentes. En el primer caso, los puntos Fy tienden a
estar mayormente distribuidos en el extremo derecho, mientras que hay mas puntos
del conjunto P en el extremo izquierdo. En el segundo caso, si consideramos la
parametrizacién clasica del circulo con @ refiriéndose al angulo, notamos que el
conjunto Py tiene mayor densidad para valores de 6 € [0,7) mientras que el Py
para los valores § € [m,27). Sin embargo, en ambos casos notamos que tenemos
puntos distribuidos sobre toda la “dona”.

En los dos pares de conjuntos mencionados anteriormente calculamos la dis-
tancia HF para los valores o = 1,2 y 5 presentados en la Tab. 3.3. Recordemos
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3.2 Distancia de Hausdorfl-Fermat

que o = 1 corresponde al caso clasico de Hausdorff. En ambos casos obtenemos
una distancia alta cuando se considera o = 1 y se va reduciendo para a = 2, 5.

Tomando como ejemplo csz,a(Pg;, P;) (primer panel de la Fig. 3.4). Para todos
los casos, los puntos asociados a la distancia HF son: el punto azul mas extremo a
la derecha p con el punto negro ¢ més extremo a la derecha inferior. La trayectoria
se muestra en color magenta. En el caso a = 1 vemos que se obtiene un valor de 2.1,
mientras que para a = 2,5 se obtiene 1.2 y 1.0, respectivamente. Esto se debe que
al considerar la densidad, es decir, considerar que hay una cantidad significativa
de puntos entre p y ¢ lo cual reduce la distancia HF. Con este en mente, creemos
que la distancia HF puede ser ocupada en segmentaciéon de imagenes cuando la
densidad no es tan relevante y cuando se tiene cierta tolerancia a la densidad que
en el caso de imagenes se traduciria a intensidad de los pixeles. Por ejemplo, si
quisiéramos segmentar el area de un tumor cancerigeno, quisiéramos detectar toda
el area posible. En ese caso no importaria tanto la densidad, solo nos interesa si
hemos pasado cierto umbral para considerar esa drea como afectada.

a=1 a=2 «=5

dup.o(Ps, Pr) 21571 1.2277 1.0281
dur.o(Ps, Py)  0.7417 0.2314  0.0097

Tabla 3.3: Valores de la distancia HF entre los conjuntos Ps y Pr, Ps y Py.
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Figura 3.4: En los paneles del primer renglén se muestra Ps (puntos color negro), Pr
(puntos color cian) y sus trayectorias asociadas a la distancias HF (color magenta).
En los paneles del segundo renglén tenemos lo mismo pero para los conjuntos Pg y
Py.

Otra forma en la cual creemos que pueda servir la distancia HF es en dar un
valor cualitativo de si un conjunto ha sido “desprendido” de otro. De igual manera,
lo hacemos pensando en un caso médico. En caso de tener una regiéon con multiples
areas cancerigenas, un aspecto importante es dar una medida que cuantifique si
un area ha sido “desprendida” de otra. En este caso, se tendria un indicador de
posible metastasis. En este caso, a menor distancia le asignamos mas posibilidad
de desprendimiento.

En la Fig. 3.5 consideramos los conjuntos Py (puntos negros) y Py (puntos
cian) y en la Tab 3.4 se muestran los valores obtenidos para a = 1,2, 5. Debido a la
forma del soporte de Pjy hace que la distancia de Hausdorff considere la distancia
entre los extremos superiores de ambos conjuntos, generando un valor alto, lo cual
indicaria un sentido de lejania. Sin embargo, cuando se considera o > 2, notamos
que entra en juego el funcionamiento de la densidad. Esto se puede notar en el
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3.2 Distancia de Hausdorfl-Fermat

segundo panel y tercer panel, donde lo trayectoria pasa primero por la parte mas
densa de Pjj hasta que encuentra una zona la longitude del “salto” de un conjunto
a otro no sea tan grande.

a=1 a=2 a=2>5H

dup.o(Pyo, Py) 2.9363 0.8387 0.07501

Tabla 3.4: Valores de la distancia HF entre los conjuntos Pig vy Pi1.
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Figura 3.5: En la grifica se muestran dos conjuntos distintos: Pjy (puntos color
negro) y Pi; (puntos color cian). También se muestran las trayectorias asociadas a
las distancias de HF (color magenta).

Por 1ltimo, el hecho de que la distancia HF tome en cuenta la densidad de
puntos, hace que sirva de mejor manera para medir la similitud entre muestras
aleatorias de funciones de densidad, particularmente en densidades de colas pesa-
das. En la Fig. 3.6 se muestran dos conjuntos de puntos que marginalmente en el
eje horizontal se distribuyen como una t-Student. Recordemos que la funcién de
densidad esta dada por

NG (e —p*\ "
Fnvo) = <” vo? ) |

donde v son los grados de libertad, o el parametro de escalamiento, i el parametro
de locacién. El conjunto Py (puntos negros) ha sido con p = 2.8 y el conjunto Pj3
(puntos cian) con p = 4.2. En ambos casos se considero o = 0.5 y v = 15.
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3. APLICACIONES

El problema de ocupar el distancia de Hausdorff como medida de similitud para
variables aleatorias es que tiende a ocupar los puntos méas extremos. En el caso de
densidades de colas pesadas, da grandes problemas ya que tiende dar valores muy
grandes. Sin embargo, con la distancia HF', no necesariamente se mide la distancia
entre los extremos ya que es ahi donde el papel de la densidad entra en juego.
A mayor cantidad de puntos “en medio” de los extremos, menor el valor de la
distancia HF, lo cual indicaria un nivel de similitud mayor.

a=1 aoa=2 «a=5

dup.o(Pro, Pi3)  2.1837 1.1531 0.7168

Tabla 3.5: Valores de la distancia HF entre los conjuntos Pia v Pi3.
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Figura 3.6: En la grafica se muestran dos conjuntos distintoss: P (puntos color
negro) y Pj3 (puntos color cian). También se muestran las trayectorias asociadas a
las distancias HF (color magenta). Ambos conjuntos se distribuyen marginalmente
en el eje horizontal con una distribucion t-Student.
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Capitulo 4

Conclusiones

En este trabajo hemos explorado y analizado los conceptos fundamentales en
torno a la distancia de Hausdorff, distancia PWSP y la distancia de Fermat, asi
como su aplicacién en el ambito computacional. Los resultados obtenidos por dis-
tintos autores y presentados en este trabajo han enriquecido la comprension de
estas distancias y han planteado posibles nuevas perspectivas en el campo de la
andlisis de datos.

En el primer capitulo, se ha desarrollado una introduccién a la distancia de
Hausdorff y se han discutido las aplicaciones computacionales que esta distancia
ofrece. Al comprender su significado y utilidad en la comparacién de conjuntos y la
evaluacion de similitudes, se ha sentado una base sélida para explorar su potencial
en problemas del mundo real.

En el segundo capitulo, nos enfocamos en demostrar resultados de convergencia
que dan una amplia perspectiva sobre el comportamiento de la distancia PWSP y
la distancia de Fermat. Estos resultados revelan que a medida que aumentamos la
cantidad de muestras o datos, la distancia muestral PWSP converge a la distancia
PWSP salvo una constante, donde dicha constante es la constante del tiempo de
percolacién. Este resultado es de gran interés para la aplicacién de andlisis de
datos, principalmente en la medida de similitud entre objetos.

En el tercer capitulo introdujimos un nuevo concepto al proponer la distancia
de Hausdorff-Fermat. Aunque se presentaron ejemplos simplificados para ilustrar
su potencial de aplicacién, estos casos sencillos sirven como cimiento para futuras
exploraciones méas complejas. La distancia de Hausdorff-Fermat, al considerar la
densidad de conjuntos, resulta ser méas robusta en términos de las densidades de
los datos, es decir, menos dependiente de datos atipicos. Por ello, tiene el potencial
de aportar nueva perspectiva en la segmentacion de imagenes y otros campos.

En resumen, el presente trabajo pretende mejorar la comprension de la distan-
cia de Hausdorff y Fermat, y hacer una propuesta nueva mediante la distancia de
Hausfdorff-Fermat, inspirada dentro del contexto de analisis de datos.
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