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Resumen

En el presente escrito se presentan algunos articulos desarrollados durante el doctorado.
Dado un grupo G y un entero n > 0, consideramos la familia F,, de todos los subgrupos
virtualmente abelianos de G de rango a lo mas n. En esta tesis estudiamos los espacios
clasificantes para la familia F,, para diversas colecciones de grupos como a continuacion
se describe:

= Se expone un trabajo realizado en colaboracién con el Dr. Luis Jorge Sanchez Sal-
dana [44], en concreto, para todo n > 2, se calcula explicitamente la dimensién
minima para el espacio clasificante para la familia F, para grupos fundamentales
de 3-variedades orientables, cerradas y conexas.

» También se presentan resultados obtenidos por el autor en [43], a saber, se demuestra
que para cada n > 2, la cohomologia de Bredon, con respecto de la familia F,,, de
un grupo abeliano libre con Rango k£ > n no es trivial en la dimensién k£ + n; esto
responde una pregunta de Corob Cook, Moreno, Nucinkis y Pasini [17, Question 2.7].
Como una aplicacion, se calcula explicitamente la dimensiéon minima de un espacio
clasificante para la familia F,, para grupos de trenzas, grupos de Artin de angulo
recto y graficas de grupos cuyos grupos vértices son grupos abelianos finitamente
generados, para todo n > 2.

» Finalmente, también se muestra un trabajo realizado en colaboraciéon con la Dra.
Rita Jiménez Rolland [33], en el cual damos una cota superior para la dimensién
virtualmente ciclica de grupos polilibres. Como una aplicacion mostramos que los
grupos de Artin pares de tipo FC y grupos de trenzas de superficies admiten espacios
clasificantes respecto de la familia F; de dimension finita.



Introduccion

Fijemos un grupo G discreto. Un modelo X para el espacio clasificante BG es un complejo
CW cuyo grupo fundamental 71 (X, x9) es G y todos sus grupos de homotopia superiores
son triviales. Definimos la dimension geométrica gd(G) como el minimo entero n tal que
existe un modelo para BG de dimension n, y si tal n no existe entonces la dimension
geométrica es infinita.

El espacio clasificante BG es importante porque por ejemplo, clasifica G-haces principales,
ver [54]. Un modelo concreto de BG nos permite calcular la cohomologia y homologia de
G. Estas son algunas razones del porque el espacio clasificante y la dimension geométrica
han sido estudiado ampliamente.

La dimension geométrica tiene su contraparte algebraica, la dimension cohomoldgica
cd(G), la cual en la categoria de Z G-mddulos se puede definir como el minimo entero
n tal que existe una resoluciéon proyectiva P, del médulo trivial Z de longitud n, y si
tal n no existe entonces la dimensién cohomolégica es infinita. Sean G un grupo virtual-
mente libre de torsion y H un subgrupo de indice finito de G libre de torsién, definimos
la  dimension cohomoldgica virtual, ved(G), como la dimensién cohomolégica de H. Un
resultado de Serre muestra que esta definicién no depende del subgrupo (ver por ejemplo
[13, Chapter VIIL.11.]).

La dimension cohomolégica y geométrica estan relacionados mediante las siguientes des-
igualdades
cd(G) < gd(G) < max{3,cd(G)},

ver por ejemplo [13, Proposition 2.2 y Theorem 7.1]. Una pregunta abierta, conocida como
la conjetura de Eilenberg-Ganea es la siguiente: si ¢cd(G) = 2 entonces gd(G) = 27

Dado un modelo X para BG tenemos que G actia libremente en el cubriente universal
X de X, es decir, los grupos de isotropia son triviales, y ademds X es contrictil. Esta
observacién permite considerar la nocién de espacios clasificantes para familias como una
generalizacion del espacio clasificante.

Sea GG un grupo, una coleccién de subgrupos F de G es una familia si es no vacia, es
cerrado bajo conjugacién y tomar subgrupos. Fijemos un grupo G y una familia F de
subgrupos de G. Un G-CW-complejo X es un modelo para el espacio clasificante ExG,
si cualquier grupo de isotropia de X pertenece a la familia F y el conjunto de puntos
fijos X es contrictil siempre que H pertenezca a F. Se puede demostrar que siempre
existe un modelo para ErG, mas aun cualesquiera dos modelos son G-homotdpicamente
equivalentes.
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Histéricamente, los espacios clasificantes para familias tomaron relevancia, especialmente
para las familias Fiv y Veove, que consisten de todos los subgrupos finitos y todos los
subgrupos virtualmente ciclicos de G, respectivamente. Esta relevancia se debe a que
estos espacios aparecen en los enunciados de las conjeturas de isomorfismo de Farrell-
Jones y Baum-Connes (ver, por ejemplo, [50]). Los espacios clasificantes surgen en otros
contextos. Se pueden usar para definir la cohomologia relativa de Adamson (ver por
ejemplo [3, Corollary 4.27]). Se pueden utilizar para calcular la complejidad topoldgica
de un grupo (ver por ejemplo [45]). Por las razones anteriores es importante construir
modelos para ExG concretos y minimales en el sentido de dimensién y/o del niimero de
células.

Similar al caso clésico se puede definir la dimensién cohomoldgica para familias. En 1967
Glen E. Bredon introduce la categoria de médulos de Bredon en [11] [12].

Dado un grupo G y F una familia de subgrupos de G. La categoria de orbitas OrG es
la categoria cuyos objetos son G-espacios homogéneos G/H con H € F y los morfismos
son G-funciones. La categoria de F-modulos de Bredon es la categoria cuyos objetos
son funtores contravariantes M: OxG — Ab de la categoria de orbitas a la categoria
de grupos abelianos, y los morfismos son transformaciones naturales f: M — N. Esta
es una categoria abeliana con suficientes proyectivos. El F-mddulo de Bredon constante
Zr: OrG — Ab esta definido en objetos como Zx(G/H) = 7Z y en morfismos como
Z ]:(QO) = ZdZ

Lo anterior nos permite definir la dimensién cohomolégica con respecto a una familia F,
denotada por cdx(G), en términos de resoluciones proyectivas del médulo de Bredon Zg.
Wolfgang Liick y David Meintrup demuestran en [49, Theorem 0.1] que el Teorema de
Eilenberg-Ganea se generaliza para familias. Como una consecuencia tenemos que

cdr(G) < gdz(G) < max{3,cdx(G)}.

Existen contraejemplos para la conjetura de Eilenberg-Ganea para familias. Por ejemplo,
para la familia de subgrupos finitos Noel Brady, Ian J. Leary y Brita E. A. Nucinkis
demuestran en [10] que existe un grupo de Coxeter de angulo recto W tal que cdp,y (W) =
2y gdp,, (W) = 3. Para otros ejemplos ver [62].

Uno puede generalizar naturalmente las familias F'iv y Veve como sigue. Sea n > 0 un
nimero natural fijo. Se dice que un grupo es virtualmente Z" si contiene un subgrupo de
indice finito isomorfo a Z". Definimos la familia

Fn.={H < G| H es virtualmente Z" para algin 0 < r < n}.
Notemos que las familias F'iv y Veve coinciden con las familias Fj y JF; respectivamente.

Los espacios claficantes Ez, G han sido estudiados recientemente por varios autores, por
ejemplo:

= En [17] en el 2018 se demostré que para un grupo abeliano libre de rango n se tiene
que gdz (G) <n+ k.

» En [56] en el 2019 se generalizé el resultado anterior a grupos poli-Z.
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= En [46, Proposicién A.] en el 2018 se demostré que gdz,(Z") = n + 2 para todo
n > 2.

» En [61] en el 2021 se de demostré el siguiente teorema.

Teorema. Sea G un grupo que actia propiamente mediante isometrias semisimples
en un espacio CAT(0) propio de dimension topoldgica n. Supongamos ademds que
G satisface la condicion (C). Entonces, para todo 0 < r < n, se tiene que

cdr (G) <n+r+1.

Ademas se generalizé el resultado de [17] para grupos virtualmente abelianos.

= Sea S una superficie orientable, compacta y conexa, posiblemente con un nimero
finito de punturas. Denotemos por Mcg(S) el mapping class group de S. En [34] en
el 2023 se demostro el siguiente teorema.

Teorema. Sea S una superficie orientable, compacta y conexa, posiblemente con un
numero finito de punturas. Supongamos que S tiene caracteristica de Euler negativa.
Entonces, para todo n € N, tenemos que

ad., (Mcg(S)) < ved(Meg(S)) + n.

Otros trabajos que también estudiaron estas familias F,, son [30, 62].

El objetivo principal de esta tesis es estudiar espacios clasificantes para las familias F,,,
para grupos fundamentales de 3-variedades orientables, RAAGs, grupos de trenzas, grupos
polilibres, y algunos grupos fundamentales de gréficas de grupos.

La distribucién de este escrito estd ordenado como sigue:

Capitulo 1: Se introduce la categoria de modulos de Bredon, la cual es una categoria abe-
liana con suficientes proyectivos. Lo anterior nos permite definir la dimensién cohomologi-
ca para familias en términos de resoluciones proyectivas. Posteriormente se introduce los
espacios clasificantes para familias y algunas construcciones de coproductos amalgamados
(push-outs) de espacios clasificantes los cuales se utilizaran en los capitulos posteriores.

Capitulo 2: En este capitulo se introducen las nociones bésicas de la teoria de Bass-
Serre, tales como gréaficas de grupos, el grupo fundamental de una gréafica de grupos, el
arbol de Bass-Serre. En particular se demuestra el siguiente teorema que se utilizard en
los capitulos 3 y 5.

Teorema (L.A.-Sédnchez Saldana, 2022). Sea Y wun grifica de grupos con grupo funda-
mental G finitamente generado y drbol de Bass-Serre T'. Supongamos que la accion de G
en T es acilindrica. Entonces, para todo k > 1 tenemos:

mix{ad s, g, (Go). 85,00, (Ce) |0 € V(Y).e € B(Y)) < gdy, (G)

gd]:k, (G) S mé’x{2’gd}—kﬁGv(GU>7gd}—kﬂGe(Ge) + 1 ‘ CAS V(Y>7 €€ E<Y)}
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Capitulo 3: Corob Cook, Moreno, Nucinkis y Pasini en [17] demuestran que gdz, (Z") <
n+k para todo 0 < k < n, ellos preguntan si esta cota superior es éptima en [17, Question
2.7]. En [43] respondi afirmativamente esta pregunta. En este capitulo se presentan los
resultados obtenidos en dicho trabajo:

Teorema (L.A., 2023). Sea k,n € N tal que 0 < k < n. Sea G un grupo virtualmente
Z". Entonces gdy, (G) = cdF, (G) =n+ k.

Como una aplicacion del teorema anterior se calcula explicitamente la F,-dimensién
geométrica de grupos de trenzas, grupos de Artin de angulo recto y graficas de grupos
con grupos vértices virtualmente abelianos, para todo n > 1.

Teorema (L.A., 2023). Sea k,n € N tal que 0 <k <n—1y G o bien el grupo de trenzas
completo B, o el grupo de trenzas puro P,. Entonces

gdz (G) = cd7, (G) =ved(G) +k=n+k—1.

Teorema (L.A., 2023). Sea Ar un grupo de Artin de dngulo recto. Entonces para 0 <
k < cd(Ar) se cumple gdx, (Ar) = cdF, (Ar) = dim(Sr) + k = cd(Ar) + k.

Capitulo 4: En colaboracién con la Dra. Rita Jiménez Rolland en [33] dimos una cota
superior para la dimensién virtualmente ciclica de un grupo polilibre. En este capitulo se
presentan dichos resultados:

Teorema (L.A.-Jiménez Rolland, 2023). Sea G un grupo normalmente polilibre de lon-
gitud n € N.

a) La dimension geométrica gd(G) = gdx (G) esta acotado superiormente por n. Ademds,
si G es normalmente poli-f.g.-libre, entonces gd(G) = n.

b) Si G es normalmente polilibre, entonces la dimension virtualmente ciclica satisface la
siguiente desigualdad
gdr (G) <3(n—1)+2.

El argumento utilizado para demostrar el teorema es por induccién sobre la longitud del
grupo polilibre. Ademas se necesité demostrar el siguiente resultado.

Teorema (L.A.-Jiménez Rolland, 2023). Sea G' un grupo tal que gdz (G) = 1, entonces
gdz (G) < 2. Ademds, si G es no virtualmente ciclico y tiene un elemento de orden
infinito, entonces gdz (G) = 2.

Como una aplicacion del teorema anterior se obtiene que para un grupo virtualmente
libre no virtualmente ciclico G se satisface gdz (G) = 2, esto nos permitié demostrar lo
siguiente.

Proposicién (L.A.-Jiménez Rolland, 2023). Considere una sucesion exacta corta de gru-
pos
l1-F—->G—7Z—1

tal que F' es un grupo libre. Entonces
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a) La dimension geométrica satisface gd(G) < 2, y se da la igualdad si el grupo G no es
libre.

b) La dimension geométrica virtualmente ciclica satisface 2 < gdz (G) < 3.

Capitulo 5: En el 2019 en [35] se calculé explicitamente la dimensién geométrica de
grupos de 3-variedades orientables con respecto de la familia F;. Como una generaliza-
ciéon natural, calculamos en trabajo conjunto con el Dr. Luis Jorge Sanchez Saldana la
dimensién geométrica de grupos de 3-variedades con respecto de las familias F, para todo
k > 2 [44]. En este capitulo se presenta dichos resultados obtenidos:

Teorema (L.A.-Sénchez Saldana, 2022). Sea M una 3-variedad coneza, cerrada y orien-
tada. Sean P, P,, ..., P, las piezas de la descomposicion prima de M. Denotemos G =
m (M, zo) y G; = m(F;, ;). Entonces, para todo k > 2,

si M = RP3#RP3,
2 sir>2,G; € F para todo 1 <1<,
gd}'k.(G> = . L.
y G es no virtualmente ciclico,

méx{gdz (G;) |1 <i<r} en otro caso.

Ademds

» G; € F, siy sélo si Py es modelada en S? 0 S? x E o P; = RP3#RP3.

» G, € F; siy solosi Gy € Fy 0 Gy es modelada en E3.

Dada la descomposicion prima de una 3-variedad M, el teorema anterior nos dice que
para conocer explicitamente la dimensién geométrica gdz, (G) del grupo fundamental de
una 3-variedad, necesitamos calcular la dimensién geométrica gdz, de las piezas primas
de M. La dimensiéon geométrica gdz, del grupo fundamental de una 3-variedad prima es
la siguiente.

Teorema (L.A.-Sédnchez Saldana, 2022). Sea M wuna 3-variedad prima coneza, cerrada
y orientada. Sean Ni, No, ..., N, las piezas de la descomposicion JSJ de M. Denotemos
G =m(M,x) y G; = m (N, x;). Si k> 2, entonces

2 st M es modelada en Sol,
max{gdr (G;) |1 <i<r} en otro caso.

gd]—'k(G) = {
Este teorema nos dice que para conocer explicitamente la dimensién geométrica del grupo
fundamental de una pieza prima, necesitamos calcular la dimensién geométrica de las pie-

zas de su descomposicion JSJ. Estas dimensiones geométricas se calculan explicitamente
en el capitulo y se listan en la siguiente tabla.
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Tipo de variedad N gdz, (11 (N, 20)) | gdg (m1(N,0)) con k > 3

Hiperbdlica con frontera 3 3
vacia

Hiperbdlica con frontera 3 3
no vacia

Seifert fibrado con base 0 0

orbidad B que es o bien
mala o modelada en S?
Seifert fibrado con base 2 2
orbidad B modelada en
H?, y frontera vacia o no
vacia

Seifert fibrado modelada 5 0
en E? con frontera no
vacia y base orbidad B
modelada en [E?

Seifert fibrado modelada 3 3
en Nil con frontera vacia
y base orbidad B mode-
lada en E?

Seifert fibrado con fron- 0 0
tera no vacia y base orbi-

dad B modelada en E?

Tabla 1: Fi-dimensién geométrica de las piezas JSJ.

En conclusién, esta tesis contribuyé al estudio de los espacios clasificantes Er, G para
algunas colecciones de grupos. En el calculo de la Fi-dimensién geométrica de grupos
fundamentales de 3-variedades se utilizo el Teorema de descomposicion prima y JSJ,
asi como la geometrizacion de Thurston. Varias de las herramientas utilizadas tienen su
analogo para 3-variedades no orientables y 3-orbidades orientables, por lo que se podria
calcular la Fj-dimension geométrica utilizando la misma estrategia, este serd un trabajo
a futuro, de particular importancia es construir modelos explicitos para Ex, Gy Er G
ya que potencialmente se podrian usar para calcular la K-teoria topoldgica y K-teoria
algebraica respectivamente.

En el el célculo de la Fj-dimension geométrica de Z" se utilizé que Z" es abeliano, y que
todo subgrupo esta contenido en uno maximal, por lo que estas técnicas no podrian usarse
para un grupo poli-Z en general.



Capitulo 1

Dimension cohomologica y
geométrica para familias

1.1. La categoria de F-moédulos de Bredon

El objetivo de esta seccién es definir la categoria abeliana de /-moédulos de Bredon, la cual
es una categoria abeliana con suficientes proyectivos, y como una consecuencia podemos
hacer algebra homoldgica.

1.1.1. Familias de subgrupos

Definicién 1.1.1. Sea G un grupo. Decimos que una coleccion F de subgrupos de G es
una familia si es no vacia, es cerrada bajo conjugacion y tomar subgrupos.

Ejemplos 1.1.2. Dado un grupo G podemos definir las siguientes familias de subgrupos
de G:

1) La familia Tr que consiste solo del subgrupo trivial {1}.

2) La familia Fix que consiste de todos los subgrupos finitos de G.

3) La familia V eve que consiste de todos los subgrupos virtualmente ciclicos de G.
4) La familia Acr que consiste de todos los subgrupos de G.

5) Un grupo se dice que es virtualmente Z" si contiene un subgrupo isomorfo a 7" de
indice finito. Sea n € N fijo. Definimos la familia

Fo={H <G| H es virtualmente Z" para algin 0 <r <n}.

Notemos que las familias Fiv y Veve coinciden con las familias Fo y Fi respectiva-
mente.

6) Sean F una familia de subgrupos de G y H un subgrupo de G. Definimos la familia
F N H como la coleccion de todos los subgrupos de H que pertenecen a F.
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1.1.2. La categoria de F-mdédulos de Bredon

Definicién 1.1.3 (Categoria de érbitas). Sea F una familia de subgrupos de G. Entonces
la categoria de orbitas OrG es la siguiente categoria pequena. Los objetos de OxG son
G-espacios homogeneos G/H con H € F y los morfismos de OxG son G-funciones.

Vamos a denotar el conjunto de todas las G-funciones de G/H en G/K por [G/H,G/K]¢.

El material de esta seccién es obtenido de [26, Chapter 1.] En el resto de este capitulo
fijamos un grupo G y una familia F de G.

Definicién 1.1.4 (Categoria de F-mdédulos de Bredon). Definimos la categoria de JF-
modulos de Bredon, como la categoria que tiene por objetos funtores contravariantes
OrG — Ab de la categoria de orbitas OrG a la categoria de grupos abelianos Ab, y
tiene como morfismos transformaciones naturales.

Un objeto de la categoria de F-moédulos de Bredon lo llamaremos F-médulo de Bredon
o OrG-mbdulo.

Sean M y N dos F-médulos de Bredon. Un morfismo f: M — N es una transformacion
natural del funtor M al funtor N. El morfismo f es monomorfismo, epimorfismo o iso-
morfismo si para todo H € F el morfismo fg/n: M(G/H) — N(G/H) es monomorfismo,
epimorfismo o isomorfismo respectivamente.

Ejemplos 1.1.5. Ejemplos de modulos de Bredon:

a) Sea A un grupo abeliano, el F-mddulo constante Ag es el funtor constante Ar: OrG —
Ab dado por: Ax(G/H) = A y A(Y) = id para cualquier objeto G/H y morfismo 1.

b) Sea K un subgrupo fijo de G. Construimos el F-mddulo de Bredon Z[?,G/K]qa co-
mo sigue: dado un objeto G/H de la categoria de drbitas OG le asignamos el grupo
abeliano libre Z|G/H,G/K]a con base [G/H,G/K]g. St ¢: G/H — G/L es un mor-
fismo de OxG, entonces ¢: Z|G/L,G/K|c — Z|G/H,G/K]|g es el inico homomor-
fismo de grupos abelianos que envia cada elemento de la base f € Z|G/L,G/K]|s a
fop€eZlG/H,G/K]g.

Cuando F es la familia trivial, se puede demostrar que la categoria de F-mddulos de
Bredon es equivalente a la categoria de ZG-mdédulos, ver por ejemplo [26, pag. 13].

F-Mobdulos de Bredon libres

Definicién 1.1.6. Un F-conjunto A = (A, ) es un par que consiste de un conjunto
A y una funcion p: A — F. Para H € F denotamos por Ay la pre-imagen o ' ({H?})
y es llamado el H-componente del F-conjunto A. Un morfismo f: (A, @) — (A, ¢)
de F-conjuntos es una funcion f: A — A’ de conjuntos tal que el siguiente diagrama

conmuta:
A ! NN
f
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Definicién 1.1.7. Sea M un F-mddulo de Bredon. Un F-conjunto (A, ) es una base
para M si:

a) Para todo H € F, Ay C M(G/H);

b) PGl = M.

TEA

Definicién 1.1.8. Decimos que un F-mddulo de Bredon es libre si tiene una base.

Teorema 1.1.9. Todos los F-mddulos de Bredon libres son de la forma

D zl?.G/el2)le

TEA

donde A = (A, ) es un F-conjunto.

Demostracion. Ver [26, Proposiciénl.18.]. O

1.1.3. Dimension cohomolégica para familias

Igual que el caso clasico vamos a definir la dimensién cohomoldgica para familias en
términos de resoluciones proyectivas.

Resoluciones proyectivas

Definicién 1.1.10. Un F-mddulo de Bredon P es proyectivo si, para cualquier epimor-
fismo g: M — N y cualquier morfismo f: P — N existe un morfismo s: P — M tal que
el siguiente diagrama conmuta

P

S//// lf
z/g

> N

Proposicién 1.1.11. Todo F-mddulo de Bredon libre es proyectivo.

M > 0.

Demostracion. Un F-médulo de Bredon P es proyectivo si y sélo si existe un F-moédulo
de Bredon @ tal que P & @ es libre [26, Proposicién 1.23.]. Se sigue que todo F-médulo
Bredon libre es proyectivo. O

Definicién 1.1.12. Sea M un F-mddulo de Bredon. Una resolucion proyectiva P, de M
es una sucesion { Py, tnen de F-mddulos proyectivos y morfismos {d,: Py, — Pp_1}nen tal
que ker(d,)) = im(d,,.+1) para todo n € N. Representamos esta resolucion como

PP S B p B p R,

Teorema 1.1.13. Todo F-mddulo de Bredon tiene una resolucion proyectiva.
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Demostracion. Ver [26, pag. 11, parrafo 4]. n

Definicién 1.1.14. Sean M un F-mddulo de Bredon y P, una resolucion proyetiva de M.
Definimos la longitud de P, como el minimo entero n tal que, para todo m > n, P, = 0.
Si tal n existe, si no P, tiene longitud infinita.

1.1.4. Dimension cohomolégica via resoluciones proyectivas

Vamos a estar interesados en resoluciones proyectivas del siguiente F-modulo de Bredon.

Definicién 1.1.15. Definimos el F-mddulo de Bredon constante Zx: OrG — Ab definido
en objetos por Zx(G/H) =7 y en morfismos por Zz(p) = idy.

Definicién 1.1.16 (Dimensién cohomolégica para familias). Sea G un grupo y F una
familia de subgrupos de G, definimos la dimension cohomolégica de G respecto de la
famalia F como

cdz(G)=min { n € N : existe una resolucion proyectiva de F-mdédulos de Bredon de
longitud n para el F-modulo Zx }.

1.1.5. Homologia y cohomologia de Bredon

Para definir la homologia de Bredon, necesitamos definir el producto tensorial de un F-
moédulo de Bredon M: OzG — Ab y un funtor covariante N: OxG — Ab.

Definicién 1.1.17. Sean M : OxG — Ab un F-mddulo de Bredon y N: OrG — Ab un
funtor covariante. Definimos el producto tensorial M @ N de M Y N como el F-modulo
de Bredon definido en objetos por (M @ N)(G/H) = M(G/H)® N(G/H), y definido en
morfismos por ¢: G/H — G/K — M(p) @ N(p).

Definicién 1.1.18 (Homologia de Bredon). Sean P, resolucion proyectiva del F-mddulo
de Bredon ZF representada por

d

s PP S B p 7 0,

y M: OrG — Ab un funtor covariante. Consideremos el siguiente complejos de cadenas
P, @ M

o= P, OM P, 1M — - —>P QM —>PM — ZrM — 0. (1.1)

Definimos la homologia de Bredon de G con coeficientes en M como HY (G, M) = H,(P.®

Definicién 1.1.19. Sean M y N F-mddulos de Bredon. Definimos hom(M, N) como el
conjunto de todos los morfismos de F-mdodulos de Bredon M — N.
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Definicién 1.1.20 (Cohomologia de Bredon). Sean P, resolucién proyectiva del F-mdédu-
lo de Bredon ZF representada por
P, M B p hg
M un F-moddulo de Bredon. Consideremos el siguiente complejo de cadenas
0 — hom(Zz, M) — hom(Fy, M) — hom(P;, M) — --- — hom(P,, M) — ---

Definimos la cohomologia de Bredon de G con coeficientes en M como H%(G, M) =
H, (hom(P,, M)).

1.2. Espacios clasificantes para familias

En esta seccion vamos a definir espacios clasificantes para familias. Para ello primero
vamos a definir la nocion de un G-CW-complejo, posteriormente veremos como un modelo
del espacio clasificante induce una resolucién proyectiva del F-médulo de Bredon Zx.

1.2.1. G-CW-complejos

Antes de definir espacios clasificantes para familias necesitamos ver la nocion de G-CW-
complejo.

Definicién 1.2.1. Sea G un grupo actuando en un espacio X. Decimos que X admite
una estructura de G-CW-complejo si existen:

1. Una filtracion de G-subespacios X© c XM c ... ¢ XM ... C UX(’“) = X.
k

Donde X©) es el conjunto discreto H G/Hy con Hy un subgrupo de G;
k

2. El espacio X tiene la topologia colimite con respecto a esta filtracion, es decir, un
subconjunto U C X es un cerrado en X si y sélo si U N X™ es cerrado en X™
para todo n € N;

n—1

3. Para todo n > 1, el subespacio X™ se construye a partir de XY adjuntando
n-células de forma equivariante, es decir, existe un G-coproducto amalgamado

[[G/H: x s X (=1
k

l

G/H, x D" X
];[ [ 11 Qs

La accion de G en D™ y S™ es trivial. El G-espacio X™ se llama el n-esqueleto de X .
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1.2.2. Complejo de cadenas inducido por un G-CW-complejo

Sea X un G-CW complejo. Denotamos por A,, el conjunto de todas las células de dimen-
sion n, y [G/H, A,]¢ el conjunto de todas las G-funciones de G/H en A,,. Notemos que
A,, es un G-conjunto. En la categoria de F-médulos de Bredon, vamos a construir un
complejo de cadenas inducido por X

dn—l

OB o (X)L B o) B O (X) S Zr—0

"
como sigue: definimos los F-médulos de Bredon de nuestro complejo de cadenas como

C

—n

(X) = Z[7, Anle

donde Z[?, A,]: OxG — Ab es el F-médulo de Bredon, definido en objetos como Z[?, A, |(G/H) =
Z|G/H, A, el grupo abeliano libre con base [G/H, A,]q. Definido en morfismos como: si

¢: G/H — G/K es una G-funcién, entonces definimos ¢*: Z|G/K,A,]l¢ — Z|G/H, A, ]

como el unico morfismo definido en la base por f +— f o .

Antes de definir los diferenciales del complejo de cadenas hagamos la siguiente observacion,
Observacioén 1.2.2. C,(X)(G/H) = C,(X) donde C,(X*) denota el n-enésimo vérti-
ce del complejo de cadena celular de X . En efecto
C,(X)(G/H) = Z|G/H, Ay]a
= Z[Ay]
= Ho (X, X;1))
= C,(X™).

(1.2)

Para cada n > 1 definimos el morfismo d,,: C,(X) — C,,_;(X) de F-mddulos de Bre-
don como sigue: si p: G/H — G/K es una G-funcién, entonces obtenemos el siguiente
diagrama

C.(X)(G/K) C.(X)(G/H)

dn,K dn,H

*

Co (X)(G/K) —2

G, 1(X)(G/H)

donde d,, ;¢ y d,u son las diferenciales del complejo de cadenas celular de X* y X#
respectivamente (por la Observacién 1.2.2). De hecho el diagrama conmuta; el morfismo
¢* es inducido por la funcién X7 — XX que envia 2 € XX a gr € X, esta tltima
funcién induce un morfismo de complejo de cadenas celular Co(X%) — Co(XH) que
es natural [29, pdg. 111], es decir, el diagrama conmuta. Por lo tanto podemos definir

d,(G/H) = d, g para todo H € F.
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Proposicién 1.2.3. La sucesion

SO X)) B (X)L B O (X)) B Oy (X) S Zr — 0

es un complejo de cadenas, donde € es el morfismo de aumentacién definido por ey : Co(XH) —
Z que envia cualquier 0-célula del CW-complejo X1 a 1.

n—1

Demostracion. Tenemos que mostrar que d,, o d,_; = 0, para ello basta mostrar que la
siguiente sucesion es un complejo de cadenas

e UG ) O ()G )

do,H

20 CL(X)(G/H) ™8 Co(X)(G/H) 5 Zx(G/H) — 0

para todo H € F.

La sucesién anterior corresponde al complejo de cadena celular aumentado de X por
construcion, por lo tanto d,, g o dyp—1. 57 = 0. ]

Lema 1.2.4. Sea X un G-CW-complejo. Si X* es contrdctil para todo H € F, entonces
el complejo de cadenas aumentado C,(X)

d

s C(X)B O (X)) B (X)) B (X)) S Zr— 0

es exacto.

Demostracion. Por observacién 1.2.2 el complejo de cadenas C',(X) es exacto si y sélo si
el complejo de cadenas celular Co(X*) es exacto para todo H € F.

El espacio X es contréctil, asi X tiene el mismo tipo de homotopia que un punto, luego
el complejo de cadenas celular Cy(XH) es exacto. O

1.2.3. Espacios clasificantes para familias

Definicién 1.2.5 (Espacio clasificante para familias). Sea G un grupo y sea F una fami-
lia. Un G-CW complejo X es un espacio clasificante de G para la familia F, o un modelo
para ExG, si satisface las siguientes condiciones:

a) Para todo x € X, el grupo de isotropia G, pertenece a la familia F;

b) SiY es un G-CW-complejo tal que, para todo y € Y los grupos de isotropia G, per-
tenecen a la familia F. Entonces existe una G-funcion f:Y — X que es unica hasta
G-homotopia.

Teorema 1.2.6. [47, Theorem 1.9.]. Sea G un grupo y F una familia de G. Entonces
existe un modelo para ExG.

La siguiente caracterizacion de espacios calsificantes serd ttil, [47, Theorem 1.9.].
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Teorema 1.2.7 (Caracterizacién de espacios clasificantes para familias). Sea G un grupo
discreto y sea F una familia de subgrupos de G. Un G-CW-complejo X es un modelo para
ExG siy solo si las siguientes condiciones se satisfacen:

a) Para todo x € X, el grupo de isotropia G, pertenece a la familia F;

b) Para todo H € F, X ={x € X : hx =2 Vh € H} es no vacio y contrdctil.

Ejemplos 1.2.8. Ejemplos de espacios clasificantes para familias.

1. Sean G un grupo y Tr la familia trivial de G. Sea X un modelo para el espacio
clasificante BG, entonces el cubriente universal X de X es un modelo para Er.G.

2. Sean G un grupo y F una familia de G tal que G € F, entonces el espacio de un
punto {x} es un modelo para ExG.

3. R es un modelo para Ex, 7 X Zs.

4. Sea F, el grupo libre en n-generadores, entonces (la realizacion geométrica de) su
grdfica de Cayley es un modelo para Ex, F,.

Definicién 1.2.9. Definimos la dimension de un espacio G-CW-complejo X conexo como
el mazrimo entero n tal que existe una célula de X de dimension n.

Definicién 1.2.10 (Dimensién geométrica para familias). Sea G un grupo y F una familia
de G. Definimos la dimension geométrica gdrG de G respecto de la familia F como la
minima n tal que existe un modelo para el espacio clasificante ExG de dimension n.

Ejemplos 1.2.11. Ejemplos de dimension geométrica

1. gdx(G) =0 siy sdlo si G € F.

2. Stallings[67] y Swan[69] caracterizan a los grupos libres como sigue:
gd(G) =1 si y solo si G es libre y no trivial.

La siguiente proposicion nos ayudara a dar cotas inferiores de la F-dimensién geométrica.

Proposicién 1.2.12. Sean G un grupo y H < G, entonces gdrny(H) < gdz(G) para
cualquier familia F de G

Demostracion. Se sigue del hecho de que un modelo X para ExG es también un modelo
para ErngH donde la accién esta dada por restriccion. O

1.3. El teorema de Eilenberg-Ganea para familias

Anadlogo al caso cldsico tenemos el siguiente teorema de Eilenberg-Ganea para familias
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Teorema 1.3.1 (El teorema de Eilenberg-Ganea para familias). Sean G un grupo y F
cualquier familia de subgrupos, entonces

cdr(G) < gdz(G) < max{3,cdx(G)}.

En particular si cdz(G) > 3, entonces cdx(G) = gdz(G).

Demostracion. La primera desigualdad se demuestra igual que el caso clasico. Sea X un
modelo del espacio clasificante ExG de dimension n = gd »(G). Vamos a demostrar que
el complejo de cadenas aumentado C,(X) inducido por X (ver Proposicién 1.2.3) nos da
una resolucién proyectiva del médulo de Bredon Zz. Por [26, Proposition 2.9] para todo
n >k > 1, el médulo de Bredon C',(X) es un médulo de Bredon libre. Por definicién de
ErG el conjunto de puntos fijos X es contrictil para todo H € F, luego por Lema 1.2.4
el complejo de cadenas aumentado C(X) es exacto.

Ahora notemos que C,(X) = 0 para todo k& > n + 1. En efecto por observacién 1.2.2
C.(G/H) = C,(X*) para todo H € F. Por otra parte X es un espacio CW-complejo
de dimensién < n, luego Cp(X#) = 0 para todo k > n + 1. Asi C,.(X) = 0 para todo
k>n-+1.

Por lo tanto obtuvimos una resoluciéon proyectiva de Zx de longitud n. Luego por la
definicién de dimensién cohomolégica para familias obtenemos cdr G < gd » G.

La segunda desigualdad se demuestra en [49, Theorem 0.1]. O

1.3.1. Dimension cohomolégica via cohomologia

Igual que en el caso clasico, la dimensiéon cohomoldgica se puede definir en términos de la
cohomologia de Bredon.

Definicién 1.3.2 (Cohomologia de Bredon de ExG). Sea X un modelo para ExG y M
un F-mddulo de Bredon. Sea Co(X) la resolucion de Zz inducido por X. Definimos la
cohomologia de Bredon H"(G,M) de X con coeficientes en M como la homologia del
complejo de cadenas hom(C(X), M).

Proposicién 1.3.3. Siguiendo la notacion de Definicion 1.3.2 anterior tenemos que la
cohomologia de Bredon H"(G, M) de X con coeficientes en M es la misma que HE(G, M)
definida en Definicion 1.1.20

Demostracion. El complejo de cadenas aumentado C;(X) inducido por X es una re-
solucion proyectiva del médulo de Bredon Zz como se mostrdé en la demostracion de
Teorema 1.3.1. La proposicion se sigue de que la definiciéon de la cohomologia de Bredon
no depende de la resolucién proyectiva. O]

Proposicién 1.3.4 (Caracterizacién de la dimensién cohomolégica para familias). [56,
Corollary 3.5] Sean G un grupo discreto y F una familia de subgrupos de G, entonces

cdr(G) =sup{n € N|IM € Mod — OzG : Hx(G, M) # 0}
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1.4. Construcciones de coproductos amalgamados

1.4.1. La construccion de Luck-Weiermann

Una forma de construir modelos para espacios clasificantes ExG es hacerlo a partir de
otros ya conocidos. En lo que sigue vamos a describir la construccién de Liick-Weiermann
[51, Theorem 2.3] el cual nos permitird construir de manera inductiva Ez, G.

Definicién 1.4.1. Sean G un grupo, y familias anidadas F C G. Se dice que una relacion
de equivalencia ~ en G — F es fuerte si satisface las siguientes condiciones

a) Si HHK € G—F con HC K, entonces H ~ K;
b) Si HHKeG—F ygeG, entonces H~ K siy solo si gHg ' ~ gKg™'.

Definicién 1.4.2. Sean G un grupo y L, K subgrupos de G. Decimos que L y K son
conmensurables si L N K tiene indice finito en L y en K.

Ejemplos 1.4.3. Ejemplos de relaciones de equivalencia fuertes

1. Sean k > 0 y G un grupo. Consideremos las familias anidadas Fr C Fry1 de
G, definamos una relacion de equivalencia ~ en Fry1 — Fr como sique: H K €
Fri1 — Fp estan relacionados si y solo st H, K son conmensurables, i.e., H N K
tiene indice finito en ambos H y K. Esta relacion es fuerte, en efecto, verifiquemos
las condiciones, demostremos primero la condicion a), sean H, K € Fyi1 — Fr con
H < K, como H y K son virtualmente Z*" se sigue que H tiene indice finito en
K, y como H= HN K la condicion se sigue.

Finalmente verifiquemos la condicion b), HL K € G — F y g € G, tenemos que
demostrar H ~ K si y sélo si gHg™! ~ gKg~'. Consideremos el automorfismo
v: G — G dado por conjugacion por g. Por definicion H K € Fpi1 — Fi estan
relacionados si y solo si H N K tiene indice finito en ambos H y K si y solo si
©(H N K) tiene indice finito en ambos o(H) y ¢(K), esto termina la demostracion
de esta condicion.

Definicién 1.4.4. Sea G un grupo, H un subgrupo de G y F una familia de subgrupos
de G. Definimos la familia F N H de H como todos los subgrupos de H que pertenecen a
F. Podemos completar la familia F N H para obtener una familia F N H de G, es decir,
F N H es la interseccion de todas las familias que contienen a F N H.

Observacion 1.4.5. Siguiendo la notacion de Definicion 1.4.4 notemos que:

» St H=C_G entonces FNH = F.
s St H es un subgrupo normal de G, entonces FNH =F N H.

Definicién 1.4.6. Sean G un grupo y H un subgrupo de G. Definimos el conmensurador
de H en G como el subgrupo

NglH] :={g € G| gHg " es conmensurable con H}.
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Sea G un grupo, H un subgrupo de G y n > 0. Consideremos las siguientes familias
anidadas de G, F, " H C F,,1 N H, sea ~ la relaciéon de equivalencia en F,,1 N H —
Fn, N H dada por conmensurabilidad. Es facil comprobar que esta es una relacién de
equivalencia fuerte.

Introducimos la siguiente notacion:

» Denotamos por (F,;1 N H — F, N H)/ ~ las clases de equivalencia en F,, ;1 N H —
Fo.NH.Sea L € (F,s1 N H — F, N H) denotamos por [L] su clase de equivalencia.

» Sea [L] € (Fpy1 N H — F, N H)/ ~, definimos la siguiente familia de subgrupos de
Ng|L]

Fon VHL] = {K € No[L] | K € (Fory AV —F AV H), [K] = [LI}U(F A HNNGIL)).

Teorema 1.4.7. [51, Theorem 2.3] Sea G un grupo, H un subgrupo de G yn > 0. Con-
sideremos las siguientes familias anidadas de G, F, " H C F,11 N H, sea ~ la relacion
de equivalencia dada por la conmensurabilidad en F, 1 N H — F, N H. Sea I un conjunto
completo de representantes de las clases de conjugacion en (Fni1 N H —F, N H)/ ~. Eli-
jamos arbitrarios Ng[L]-CW-modelos para Ezmmnng i Ne Ll v EFrmmmNelLl, y un
G-CW-modelo arbitrario para EzA7G. Consideremos el siguiente G-coproducto amalga-
mado

1
|_| G X NglL] E(]—'nﬂH)ﬂNG[L] Ng[L] EmG
[Llel
|| ide xnow) fi
[L]el
|_| G X noin) Bz mamn NelL] X
[Llel

tal que fir) es una G-funcion celular para cada [L] € I y o bien (1) i es una inclusion de
G-CW-complejos , o (2) tal que cada funcion fi) es una inclusion de G-CW complejos
para cada [L] € I e i es una G-funcion celular. Entonces, X es un modelo para Em(}’.

Observaciéon 1.4.8. Las condiciones en Teorema 1.4.7 no son restrictivas. Por ejemplo,
para satisfacer la condicion (2), podemos usar el teorema de aproximacion celular equiva-
riante para asumir que los funciones i y fi) sean funciones celulares para todo [L]| € I,
y para hacer que la funcion fir) sea una inclusion para cada [L] € I, podemos reemplazar
los espacios por los mapping cylinders. Ver [51, Remark 2.5].

Siguiendo la notaciéon de Teorema 1.4.7 tenemos
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1.4.2. Sucesion de Mayer-Vietoris

Siguiendo la notacién de Teorema 1.4.7, por [21, Proposition 7.1] [51] tenemos la siguiente
sucesién exacta larga

- H'(X/G) - (HH e NalLl/NolH J))@H%EWG/GH

Lel

HHn (FanH ﬁNg[L]NG[ |/Nc[L]) — H”H(X/G) -

Lel

1.4.3. Espacio clasificante para la union de dos familias

Proposicién 1.4.10. [19, Lemma 4.4] Sean G un grupo y dos familias de subgrupos F,
G de G. Elijamos arbitrarios G-CW-complejos modelos para Ex, Eg y Erng. Entonces el
siguiente G-coproducto amalgamado homotdpico

E]:mgG —_— E]:G
EgG—)X

nos da un modelo X para Er gG.

Con la notacién de Proposiciéon 1.4.10 tenemos

Corolario 1.4.11. gdg +(G) < méx{gd+(G),gdg(G),gdgnr(G) + 1}.

1.4.4. Familias anidadas

Proposicién 1.4.12. [51, Proposition 5.1 (i)] Sea G un grupo y sean F y G dos familias
de subgrupos tales que F C G. Supongamos que para todo H € G tenemos gd zry (H) < d.
Entonces, gdz(G) < gdg(G) +d.

Proposicién 1.4.13. Sea G un grupo. Sean F y G familias de subgrupos de G tales que
F CG. St X es un modelo para EgG, entonces

gdr(G) < méx{gdr~q, (G,) +dim(o) | o es una célula de X}.

Observacion 1.4.14. Los resultados presentados en Corolario 1.4.9, Corolario 1.4.11, y
Proposicion 1.4.12 tienen contrapartes cohomoldgicas. Mds precisamente, si reemplazamos
gdr por cdg, todos los resultados andlogos son ciertos, ver por ejemplo [61, Observacion
2.9].

1.4.5. Variantes de la construccion de Liuck-Weiermann

Definiciéon 1.4.15. Sea G un grupo finitamente generado, y F C F' un par de familias de
subgrupos de G. Decimos que una coleccion A = { Ay }acr de subgrupos de G es adaptada
al par (F,F') si las siguientes condiciones se cumple:
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a) Para todo A,B € A, o bien A=B o ANB € F;

b) A es cerrado bajo conjugacion;

c) Cualquier A € A es autonormalizado, es decir, Ng(A) = A;
d) Para todo A € F'\ F, existe B € A tal que A < B.

Teorema 1.4.16. [42, P. 302] Sea F C F' familias de subgrupos de G. Asumimos que
la coleccion A = {Au}acr €s adaptada al par (F,F'). Sea H un conjunto completo de re-
presentantes de clases de conjugacion en A, y consideremos el G-coproducto amalgamado
celular

| | GxuErH Y EsG
HeH

f h
I—l G XH E]:/H © X
HeH

(1.3)

tal que o bien (1) f sea la union disjunta de H-funciones celulares, y g sea una inclusion
de G-CW-complejos, o (2) h sea la union disjunta de inclusiones de H-CW-complejos, y
g sea una G-funcion celular. Entonces X es un modelo para ExG.

Lema 1.4.17. Sea G un grupo discreto finitamente generado, sea F C F' C F" tres fami-
lias anidadas de subgrupos de G. Sea A una coleccion adaptada al par (F,F"). Entonces
A es una familia adaptada al par (F,F') y (F', F")

Demostracion. Primero mostremos que A es una familia adaptada al par (F, F").

1) Sean A, B € A, porque A es adaptada al par (F, F") tenemos que A = Bo ANB € F.
Asi la primera condicién se cumple.

2) Porque A es adaptada al par (F, F") es cerrada bajo conjugacién por definicién, luego
la segunda condicion se cumple.

3) Por la misma razon la tercera condicién se cumple.

4) Sea A € F'\ F, notemos que F'\ F C F"\ F porque F' C F"), entonces A € F"\ F.

A es adaptada al par (F, F"”) por hipétesis luego la cuarta condicién se cumple.

Por lo tanto A es una familia adaptada al par (F,F’). Para el otro par procedemos de
forma anéloga. O]
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Lema 1.4.18. Sea ¢: G — Gy un morfismo de grupos discretos sobreyectivo, sea F C F'
un par de familias de subgrupos de Gy, y sea A = {Aq}acr una coleccion adaptada al par
(F,F"). Entonces A = {¢™"(Aa)}aes €s una coleccion adapada al par (F,F') de familias
de subgrupos de G.

Demostracion. Verifiquemos que A cumple con las condiciones 1.4.15

1) Sean ¢ '(A), p~1(B) € A. Por hipétesis A es adaptada al par (F, F'), entonces por la
propiedad 1) 1.4.15 A= B o ANB € F, luego p ' (A) = ¢~ (B) 0o ¢ (A)Np~'(B) €
F pues o1 (AN B) = ¢~ (A) N~ (B);

2) Sean H € Ay g € G, supongamos que H = ¢ 1(A). A es una coleccién adaptada, en-

tonces p(g)Ap(g)~" € A, notemos que o~ (p(g)Ap(g)™") = gp ' (A)g~' = gHg™" €
A.

3) Sea p~}(K) € A. Porque A es una coleccién adaptada tenemos Ng,(K) = K. Para
mostrar que K es autonormalizado basta mostrar que ¢~ !(Ng,(K)) = Ng(¢ '(K))
por la ecuacion anterior.

G € Ng(p H(K)) & Go ' (K)G =9 HK) e p(G)Kp(G) ' = K & G € ¢ ' (Ng, (K))

por lo tanto tenemos que ¢~ 1(K) es autonormalizado.

4) Sea o 1 (A) € F'\ F. A € A entonces existe B € A tal que A < B, se sigue que
p~H(A) <p7H(B).

]

Teorema 1.4.19. [35, Theorem 4.5.]Sea F una familia de subgrupos de un grupo discreto
finamente generado G. Sea ¢: G — Go un morfismo sobreyectivo. Sea Fo C Fy un par
de familias anidadas de subgrupos de G satisfaciendo .7:"0 CFCF, ysea A={Antaer
una coleccion adaptada al par Fo C Fj. Sea H un conjunto completo de representantes de

las clases de conjugacion en A = {7 (Aa) }aer, y considere el siguientes G-coproducto
amalgamado celular

| | G x4 ExH —— B, G,y
HeH

7 h
| | & xq E-H % X

HeH



1.4 Construcciones de coproductos amalgamados 21

Entonces X es un modelo para ExG. En el G-coproducto amalgamado anterior requerimos
que obien (1) f sea la union disjunta de H-funciones celulares, y g sea una inclusion de
G-CW-complejos, o (2) h sea la unidn disjunta de inclusiones de H-CW-complejos, y g
sea una funcion G-funcion celular

Demostracion. El morfismo ¢ hace que Er Gy = Fz Gy Er,H = EJ,—:OET donde la accién
esta dada por gxr = p(g)xz donde g € Gy © € Ex,Gy . De Lemmal.4.17 y Lemmal.4.5
tenemos que A es una coleccién adaptada a al para (}:0,]-" ), entonces podemos aplicar
el Teorema 1.4.16 para ver que el G-coproducto amalgamado anterior nos da un modelo
para ErG. O

Observacion 1.4.20. Las condiciones (1) y (2) que aparecen en Teorema 1.4.16 y Teo-
rema 1.4.19, no son restricciones y se pueden satisfacer utilizando el construccion de
mapping cylinder y el teorema de aproximacion celular equivariante.



Capitulo 2

Fi-dimension de grupos
fundamentales de graficas de grupos

El objetivo de este capitulo es aproximar la Fi-dimension geométrica de grupos funda-
mentales de graficas de grupos. Al final de este capitulo se demostrara el Teorema 2.4.3
que se utilizara en los capitulos 3 y 5.

Para demostrar el resultado principal utilizaremos la teoria de Bass-Serre, la cual se
introduce en la siguiente seccion.

2.1. Basicos de teoria de Bass-Serre

Un grupo libre se puede caracterizar como sigue: Un grupo es libre si y sélo si actia en
arbol libremente. Una pregunta natural es saber que sucede si relajamos la condicién de
actuar libremente ;jqué tipos de grupos pueden aparecer? Una respuesta a estas cuestiones
es la teoria de Bass-Serre.

En esta seccion vamos a definir la nocién de una grafica de grupos, posteriormente vamos
a definir el grupo fundamental de una grafica de grupos. Finalizaremos con un resultado
fundamental de la teoria de Bass-Serre que nos dice que el grupo fundamental de una
grafica de grupos actia en un arbol con cociente igual a la grafica de grupos inicial.

Gréficas en el sentido de Serre y su realizacién geométrica

Definicién 2.1.1 (Definicién de gréfica en el sentido de Serre). Una grdfica Y consiste
de un conjunto de vértices V(Y'), un conjunto de aristas E(Y) y dos funciones

EY) = V() xV(Y),y~ (o(y),t(y))
EY)—=EY)y—y
que satisface la siguiente condicion: para caday € Y tenemosy =1y, §y £y, yo(y) = t(y).

En la definicién anterior o(y) denota el punto inicial de y y t(y) denota el vértice terminal
de y. y es la arista inversa de y.
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Definicién 2.1.2. Sean XY graficas. Una funcion ¢: X — Y es de grdficas si envia
aristas en aristas y vértices en vértices.

Definicién 2.1.3. Sea T un drbol. Un automorfismo de T es una funcion de grdificas
p: T — T tal que existe una funcion de grdficas ¢: T — T que cumple con py = id y
o =id. El conjunto de todos los automorfismos de T' lo denotamos por Aut(T), notemos
que Aut(T') es un grupo con la composicion de funciones.

Definicién 2.1.4 (Gréfica orientada). Sea Y una grdfica. Una orientacion de la grdfica
Y es un subconjunto X, de E(Y) tal que E(Y) es la union disjunta de Xy y X,. Si
elegimos una orientacion de Y decimos que la grafica esta orientada.

Definicién 2.1.5 (Realizacién geométrica de una grafica). Sea Y una grifica, definimos la
realizacion geométrica de' Y como el siguiente espacio cociente: tomemos la union disjunta
V(Y)LI(E(Y)xI) donde V(Y) y E(Y) tienen la topologia discreta. Definimos la relacion
de equivalencia en V(Y )| |(E(Y) x I) generada por: para caday € E(Y) ys € I, (y,s) ~

(7,1 =35), (y,0) ~oly) =t(y) y (y,1) ~ t(y) = o(y).

o ® o o

o(y) Y)

{y, 7}
ty) & e (@) ®

Figura 2.1:

Definicién 2.1.6. Sea X la grdfica 2.2 con la orientacion natural.

@ L 4 L J e o o @ L 4
1 2 3 n—2 n—1

S e

Figura 2.2:
Un camino de longitud n en una grdafica Y es un morfismo v: X — Y. Un lazo v en 'Y
es un camino tal que su punto inicial es igual a su punto final.

Definicién 2.1.7 (Dominio fundamental). Sea G un grupo actuando en una grdfica X.
Un dominio fundamental de X/G es una subgrdfica Y de X tal que Y — X/G es un
isomorfismo.

Observacion 2.1.8. El dominio fundamental puede no existir, por ejemplo si considera-
mos a X =R con la estructura de grdfica candnica, y Z. actuando por traslaciones.

Gréficas de grupos y sus grupos fundamentales



2.1 Basicos de teoria de Bass-Serre 24

Definicién 2.1.9 (Gréfica de grupos). Una grdfica de grupos (G,Y) consiste de los si-
guientes datos:

1. Una grafica Y .
2. Una coleccion de grupos G que consiste de

a) Para cada vértice v un grupo G,.

b) Para cada arista y un grupo G, con la propiedad que G, = Gj.
3. Para cada arista y un morfismo inyectivo ¢, : G, — Gy, a > a’.

Observacion 2.1.10. Note que no pedimos que la grdafica de grupos este orientada.

Grafica de espacios

Definicién 2.1.11 (Grafica de espacios). Una grdfica de espacios (X,Y) consiste de los
siquientes datos:

1. Una grafica Y .
2. Una coleccion de espacios X que consiste de

a) Para cada vértice v un espacio X, .

b) Para cada arista y un espacio X, con la propiedad que X, = Xj.

3. Para cada arista y un morfismo inyectivo ¢, : X, — Xy

De forma andloga a Definicién 2.1.5 podemos definir la realizacion geométrica de una
grafica de espacios (X, Y"): tomamos la unién disjunta {X,}yevyv) [ {Xy X I}yepy). Defi-
nimos la relacion de equivalencia en {X,}yev(v) | {Xy X I }yep(v) generada por: para cada
yeEY)ysel, (x,s) € (Xy,s)~ (r,1—s) € (Xz1—39), (x,0) € (X,,0) ~ pz(z) €
Xig=otw) ¥ (7, 1) € (Xy, 1) ~ ¢y (2) € Xigy)=o()-

Definicién 2.1.12 (Grupo fundamental de una grafica de grupos). Dado una grdfica de
grupos (G,Y) podemos asociarle la siguiente grdfica de espacios: La grdfica subyacente
es Y, para cada s € V(Y)U E(Y) tomamos un modelo X para BG, notemos que los
monomorfismos p,: G, — Gy inducen monomorfismos o,: X, — Xy. Definimos el
grupo fundamental 71(G,Y") de la grifica de grupos (G,Y) como el grupo fundamental de
la realizacion geométrica de la grafica de espacios asociado.

Ejemplos 2.1.13. Calculando el grupo fundamental de una grdfica de grupos

1. Si la grdfica de grupos es la que se muestra en la Figura 2.3, entonces usando
el teorema de Seifert—Van Kampen el grupo fundamental es m(Y) = m (X, x0) =

le *G sz.

e
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Y X
(8 ®
Ge D
- ke T
o—=0 -
Figura 2.3:

2. En general si tenemos un drbol de grupos (G,T) entonces el grupo fundamental es

lim(G |_|S]|_|R|_|

veV(T) veV(T) y e AT

donde G, = (S, | Ry) y Ry = {a¥ =a¥ | a € G,}. Note que si T no es un drbol
esto no es cierto en general.

El arbol de Bass-Serre

Definicién 2.1.14. Sea G un grupo actuando en una grdafica Y. Una inversion consiste
de un elemento g en G y una arista y de Y tal que gy = 79.

Teorema 2.1.15 (El 4rbol de Bass-Serre). Sea (G,Y) una grdfica conexa de grupos.
Entonces existe un drbol X = X(G,Y) en el que G = m(G,Y) actia sin inversiones,
un morfismo p: X =Y que induce un isomorfismo X/G Y. Ademds ezisten secciones
V(Y) 5 V(X) P Py AY) = AX) y — 3. El drbol X = X(G,Y) se le llama el
drbol de Bass-Serre de Y .

Teorema 2.1.16. [66, Corollary 3, p.65] Sea G un grupo finitamente generado. Si cada
uno de sus elementos tiene un puntos fijo, entonces G tiene un punto fijo.

2.2. Grupos actuando en arboles

Arboles como espacios métricos

Definicién 2.2.1. Sea T' un darbol. Una geodésica entre dos puntos x1 y xo de T es un
camino de longitud minima que une x1 Yy Ts.

Proposicién 2.2.2. [66, p.18, Proposition 8] Sean P y @ dos vértices en un drbol T.
FExiste exactamente un geodésica entre P y @, y es un camino inyectivo.

Lema 2.2.3. Sean T' un drbol y s un automorfismo de T'. Si o« es una geodésica, entonces
s es una geodésica.

Demostracion. Notemos que basta mostrar que la afirmacion es cierta para geodésicas
de longitud finita, porque una linea geodésica se puede ver como un limite directo de
caminos de longitud finita. Sea entonces y un camino de longitud n, denotemos este camino

por v = (vg,v1,...,v,) = (7(0),7(1),...,7(n)). Sea B la geodésica entre s(vg) v s(vy),
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denotemos 3 como (s(vg),y1,- .., S(v,)). Vamos a mostrar que sy = (s(vg),...,s(v,)) =
(s(vo),y1,.-.,8(vn)) = B por induccién sobre i. Si i = 0, se sigue de la definicién de sy
que coinciden en el punto inicial de . Vamos a mostrar s(vg) = y. Supongamos que
s(v;) = y; para todo ¢ < k. Supongamos que s(vx) # yr. Notemos que sy se restringe
a un camino entre yx_1 y s(v,). Podemos usar el hecho de que T no tiene lazos, para
concluir que sy no es un camino inyectivo, es decir, existen ,j tal que s(v;) = s(v;).
Pero esto 1ltimo no puede pasar porque s es inyectivo. Luego s(vg) = yg. Concluimos que
sy = . m

Proposicion 2.2.4. [66, Proposition 24/Sea T un drbol. Supongamos que el automorfismo
s de T no tiene puntos fijos. Definimos l(s) = (p,sp) y K ={p € V(T)|d(p, sp) =

[(s)}

inf d
peV(T)

1. K es el conjunto de vértices de una linea geodésica.
2. s induce una traslacion de K de longitud [(s).
3. Si un vértice p de T esta a distancia n de K, entonces d(q, sq) = l(s) + 2n.

Definicién 2.2.5. Sea X un espacio topolégico y G un grupo actuando en X. Decimos
que la accidn es cocompacta si el espacio de orbitas X/G es compacto.

Proposicién 2.2.6. [66, Proposition 25] Sea s un automorfismo de un drbol T'. Entonces
las siguientes afirmaciones son equivalentes:

a) s no tiene puntos fijos.
b) s actia co-compactamente en una geodésica.

Definicién 2.2.7. Sea s un automorfismo de T. Decimos que s es eliptico si tiene un
punto fijo, si s actua en una linea geodésica de manera cocompacta decimos que es hi-
perbolico.

Grupos actuando en arboles

Lema 2.2.8. Sea T un drbol y G un grupo actuando en T sin inversiones. Sea H un
subgrupo de G tal que el conjunto de puntos fijos TH = {x € T | hx = 2 Vh € H} es no
vacio, entonces TH es un subdrbol de T.

Demostracion. Veamos que TH es arco-conexo. Sean z1,xs € T', entonces existe una
Unica geodésica o C T que une z1 y x5. Sea g € H, por el Lema 2.2.3 ga es una geodésica
que une z; y Zs, por la unicidad de la geodésica obtenemos que go = «, entonces o« C T,
asi TH es arco-conexo. Concluimos que T es un subgréfica conexa de T, luego T es un
subarbol de T'. O]

Teorema 2.2.9. Sea T un drbol y G un grupo actuando en T sin inversiones. Entonces
el drbol T es un modelo para Fig,rG, donde Isoq(T) es la familia {H < G | H <
Gy para algin x € T}.
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Demostracion. a) El érbol T' es un G-CW-complejo. El drbol T tiene una estructura
CW-complejo natural: las 0-células son los vértices de T' y las aristas de T son las
1-células. Ahora veamos que 71" es un G-CW-complejo. La accién de G en T es celular
porque la accién es por automorfismos de 7'. Si g € G fija una célula entonces la fija
puntualmente. En efecto, esta afirmacion se cumple trivialmente para las 0-células. Sea
e! una 1-célula tal que ge! = e! para algin g € G, entonces los vértices de e! quedan
fijos porque G actia en T sin inversiones, luego g fija puntualmente a el.

b) Si H € Isog(T) entonces TH es no vacio y contrictil, y si K ¢ Isog(T') entonces T es
vacio. En efecto, dado que H € Isog(T') entonces H C G, para algiun x € T'. Se sigue
que T es no vacio porque al menos contiene a . Por el Lema 2.2.8 T es un 4rbol
y, por lo tanto contractil. Por tltimo si H ¢ Isoq(T), entonces T tiene que ser vacio
de lo contrario existirfa un x € T tal que G, = H y como consecuencia H € Isog(T)
lo cual seria una contradiccion.

O

2.3. Grupos virtualmente abelianos actuado en arbo-
les

Lema 2.3.1. [2/, Lemma 1.1] [27, Lemma 1.4] Sea H un grupo virtualmente Z" actuando
en un drbol T'. Entonces pasa exactamente uno de los siguientes:

a) H fija un vértice de T.

b) H actia co-compactamente en una unica linea geodésica vy de T

La siguiente definicién de acilindricidad aparece en [22], el cual fue una generalizacién de
[65].

Definicién 2.3.2. Sea G un grupo actuando en un drbol T'. Decimos que la accion es
acilindrica si existe un entero k tal que, para cualquier camino v de longitud k en el drbol
de Bass-Serre T de Y, el estabilizador de ~y es finito.

Definicién 2.3.3. Definimos el grupo diedral infinito Do, como el producto semidirecto
Z % Zg.

Teorema 2.3.4 (Teorema de clasificacién de grupos virtualmente ciclicos). [64, Theorem
5.12.] Sea G un grupo virtualmente ciclico, entonces o G es finito, o G se suprayecta a
Dy, con kernel finito o G se suprayecta a 7. con kernel finito.

Lema 2.3.5. Sea vy una linea geodésica en un arbol T'. Entonces el grupo de automorfismos
Aut(y) es isomorfo a Dy,.

Demostracion. La linea geodésica 7 es isomorfo como grafica a la linea real R con su
estructura de graficas canénica. Luego basta mostrar que el subgrupo discreto H de Iso(R)
que preserva la estructura de gréaficas anterior es isomorfo a D.,. Recordemos que cualquier
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elemento de Iso(R) es de la forma +x + b donde b € R. Entonces todo elemento de H

es de la forma +x + n con n € Z. Notemos ahora que H esta generado por r(zx) = —x
y t(x) = x 4+ 1. Podemos dar un morfismo ¢: H — 7Z X Zy definido en generadores por
r — (1,0), s = (0,1). Se puede verificar que ¢ es un isomorfismo. ]

Lema 2.3.6. Los subgrupos de D, son o bien finitos, o isomorfos a Z. 0 a D.
Demostracion. El grupo D, = Z X Zs induce la siguiente sucesion exacta corta

1 57 —ZxTy 5Ty — 1.

Sea L un subgrupo de D, a partir de la sucesion anterior tenemos la siguiente sucesién
exacta corta

1—-ZNL—L—y(L)—1

Ahora bien, 1 (L) es el grupo trivial o Zy. Se sigue de la sucesién exacta corta anterior
que L es finito o isomorfo a Z o a D.. n

Lema 2.3.7. Sea Y una grdfica de grupos con grupo fundamental G, y drbol de Bass-
Serre T'. Supongamos que la accion de G en T es acilindrica, entonces el estabilizador de
cualquier linea geodésica en T es virtualmente ciclico.

Demostracion. Sea G una linea geodésica de T'. Denotemos por Fixg(7y) el conjunto de
todos los elementos de G que fijan puntualmente a v, y Stabg(y) el conjunto de todos los
elementos de G que fijan a 7 como conjunto. De Lema 2.3.5 y Lema 2.3.6 se sigue que
tenemos la siguiente sucesion exacta corta

1 — Fixg(y) — Stabg(y) = D — 1

donde D o bien es finito, isomorfo a Z o a D.,. Por hipdtesis Y es acilindrica, luego
Fixg(7y) es finito porque vy contiene caminos de longitud arbitraria. Se sigue de la sucesién
exacta anterior y de Teorema 2.3.4 que Stabg(7) es virtualmente ciclico. [

Lema 2.3.8. Sea Y una grafica de grupos con grupo fundamental G, y darbol de Bass-
Serre T'. Supongamos que la accion de G en T es acilindrica, entonces todo subgrupo
virtualmente Z" de G con n > 2 fija un vértice de T.

Demostracion. Sea H un subgrupo virtualmente Z" de G con n > 2, entonces por el
Lema 2.3.1 pasa exactamente uno de los siguientes: o bien H fija un vértice de T o
actiia co-compactamente en una unica geodésica v de T'. Supongamos que H actia co-
compactamente en una tnica geodésica v de T

Sea L un subgrupo de H isomorfo a Z" con n > 2 y de indice finito, este grupo exis-
te porque H es virtualmente Z". Notemos que L actia por restriccion en -, es decir,
tenemos un morfismo L 5 Aut(vy) cuya imagen contiene un subgrupo de traslaciones
por el Lema 2.3.5. Por el Lema 2.3.6 la imagen (L) o bien es isomorfo al grupo ciclico
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Z o al grupo dihédrico infinito D.,. Pero ¢(L) no puede isomorfo a D, de lo contra-
rio (L/ker(¢)) = Dy no seria nilpotente, porque Do, no es nilpotente. El morfismo
L % Aut(y) induce la siguiente sucesién exacta corta

1 = ker(p) > L— (L) =1

Sea Fix(y) el subgrupo de H que fija puntualmente a . Notemos que Fix(y) contiene a
ker(¢). Como (L) es isomorfo a Z, la sucesién anterior lo podemos escribir como:

1 = ker(p) > L—Z—1

Usando que la sucesion exacta corta anterior se escinde y que L es isomorfo a Z" con
n > 2, obtenemos que ker(y) es un subgrupo infinito de L, esto tiene como consecuencia
que Fix(y) D ker(¢) sea un subgrupo infinito y por ende cualquier subcamino de v de
longitud arbitraria tiene estabilizador infinito, lo cual contradice que Y sea acilindrica.
Por lo tanto, H fija un vértice de T. n

2.4. La F,-dimensién de grupos fundamentales de grafi-
ca de grupos

Definicién 2.4.1. Sea Y una grafica de grupos con grupo fundamental G y drbol de Bass-
Serre T'. Decimos que un elemento g € G es hiperbdlico (resp. eliptico) si su accion en T
es hiperbdlico (resp. eliptico).

Teorema 2.4.2. [/4, Theorem 6.3] Sea Y una grifica de grupos con grupo fundamental
G y arbol de Bass-Serre T'. Consideremos la coleccion A de todas las geodésicas de T tal
que admiten una accion co-compacta de un subgrupo virtualmente Z de G. Entonces el
siguiente coproducto amalgamado homotopico

| |v——T (2.1)

yeEA

J

| |[{+}—T

yEA

da un modelo T para By G donde Isoc(T) es la familia {H < G | H < G, para alginz €

T}, es decir, coneando las geodésicas de A en T obtenemos un modelo para EISOG@)G.
Ademds, si suponemos que la accion G = m(Y') en T es acilindrica, entonces la familia
Isoq(T') contiene la familia F,, de G con n > 0.

Demostracion. a) El espacio T es un G-CW-complejo. El espacio T tiene una estructura
de complejo simplicial natural: El arbol T tiene una estructura simplicial donde los
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0-simplejos son los vértices de T' y los 1-simplejos son las aristas de T. Al conear una
geodésica vy € A agregamos un unico 0-simplejo *, que corresponde al vértice del cono,
un 1-simplejo [x.,v] por cada vértice v de v, y un 2-simplejo [*., v, w] por cada arista
[v,w| de . De esta manera obtenemos una estructura simplicial de T que en particular
es una estructura de CW-complejo de T.

Definimos una accién de G en Ti como sigue: Como G actia celularmente en 7', vamos
a extender esta accién a todo T'. Sea x € T'\ T entonces z pertenece al cono de una
geodésica o € A, luego x pertenece a un 2-simplejo que corresponde a una arista [v, w]
de a. Si x es el vértice del cono, definimos gz como el vértice del cono de la geodésica
ga, si no es asi, entonces x pertenece al segmento que une el punto cénico con un
punto s € [v,w|, definimos gz como el Gnico punto que le corresponde en el segmento
que une el punto cénico *4, con gs € [gv, gw] C ga.

Veamos que si H € ISOG(T) entonces T es no vacio y contractil, y si H & IsoG(T)
entonces TH es vacfo. En efecto, sea H € ISOG(T ), entonces H < G, para algin x € f,
se sigue que TH es no vacio porque al menos contiene a x. Ahora mostremos que TH
es contractil. Tenemos dos casos x € T'o x € T'\ T. En el primer caso tenemos por el
Lema 2.2.8 que T es un sub-arbol de T'. Luego TH se obtiene de TH coneando unas
geodésicas, entonces el espacio T tiene como retracto por deformacion a TH pero TH
es contrictil por ser un drbol, se sigue que T es contréctil. En el segundo caso tenemos
que x € T'\ T pertenece al cono de una geodésica digamos 7, asi © = %, 0 & # *.,.
Si z no es el vértice del cono, entonces G, = G, con s € v, porque G, = G; NG,

y G5 C G, , se sigue que TH es contraible por lo discutido en el caso que x € T'. Si
x = *,, entonces el subgrupo H de G, tiene un elemento hiperbélico o no. Si H tiene

un elemento hiperbdlico, entonces TH = *., esto es as{ porque s actia en una tnica
geodésica. Si H no tiene elementos hiperbolicos, entonces H tiene un punto fijo x € T',
por consiguiente K < G, con x € T, luego por lo discutido anteriormente 75 es no
vacio y contractil.

SiH ¢ ISOG(T) entonces T es vacio de lo contrario existirfa un y € T tal que H < Gy,

asi H € Isog(T') lo cual seria una contradiccion.

La familia F,, de G esta contenida en Isog (7). En efecto, sea H € F,, entonces podemos
tener tres casos: H es finito, H es virtualmente Z o H es virtualmente Z* con k > 2.
Si H es finito, entonces tiene un punto fijo ¢ € T' porque un grupo finito siempre tiene
un punto fijo en un arbol, luego H < Gy y asi H € Isog(T). Si T es virtualmente Z
entonces por el Lema 2.3.1 H fija un vértice de T o actua co-compactamente en una
tunica geodésica yy. En el caso que H fije un vértice de T, se sigue que H € Isog(T)
por gl mismo argumento que el caso finito, en el otro caso, tenemos por construccion
de T que el grupo de isotropia del punto conico de vy contiene a H, se sigue que
H € Isog(T). Por tltimo si H es virtualmente Z* con k > 2 tenemos por el Lema 2.3.8
que H tiene un punto fijo s € T, luego H < G, asi H € ISOG(f).

O

Teorema 2.4.3. Sea Y una grdfica de grupos con grupo fundamental G finitamente ge-
nerado y drbol de Bass-Serre T'. Supongamos que la accion de G en T es acilindrica.
Entonces, para todo k > 1 tenemos:
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mie{ad s, g, (Gu). 85,0, (Ge) [ € V(Y).e € B(Y)} < i, (G)

85, (G) < mix{2, 85,6, (o) 85y, (Go) +1 [0 € V(Y), e € E(Y)}

Demostracion. Para cada s € V(Y)U E(Y) tenemos que Gy es un subgrupo de G, por lo
tanto la primera desigualdad se cumple. Ahora demostremos la segunda desigualdad. La
acciéon de G' en T' es acilindrica, entonces podemos usar Teorema 2.4.2 para obtener un
espacio bidimensional T" que se obtiene de T" al ’conear’ algunas geodésicas a T', ver Figu-
ra 2.4 , el espacio T es un modelo para EIsoG(T)G y Fr C Isog(T). Por Proposicién 1.4.13

T

Figura 2.4: Promoviendo T a T.
tenemos

gdz (G) < méx{gdz g, (G,) +dim(o) | o es una celda de TY.

Sea o una celda de T', calculamos gdz nq, (Go) +dim(o).

= Si 0 es una 0-célula, tenemos dos casos: ¢ € T o 0 € T —T. En el primer caso
tenemos G, = G, para algin v € V(Y), en el segundo caso tenemos que G, es
virtualmente ciclico, entonces gdz, g, (G5) +dim(o) = gdr, ¢, (Gy) 0 0.

= Si 0 es una 1-célula, tenemos dos casos: o € T' 0 ¢ tiene un vértice en T —T. En
el primer caso tenemos G, = G, para algin e € E(Y'), en el otro caso tenemos que
G, es virtualmente ciclico, entonces gdz, q, (Go) + dim(o) = gdr, o, (Ge) +1 0 1.

= Si o es una 2-célula, entonces o tiene un vértice en T - T, por lo que GG, es virtual-
mente ciclico. Entonces, gdz,q, (G,) + dim(o) = 2.

Por lo tanto, hemos demostrado que gdz, (G) < max{2,gdz g, (Gv),2dr ~q, (Ge) + 1 |
veV(Y),ee E(Y)}, lo cual completa la demostracion del teorema. O



Capitulo 3

Fr-dimension geométrica de RAAGs,
grupos de trenzas y graficas de
grupos abelianos

Corob Cook, Moreno, Nucinkis y Pasini en [17] demuestran que gdz (Z") < n + k para
todo 0 < k < n, ellos preguntan si esta cota superior es 6ptima en [17, Question 2.7]

Pregunta 3.0.1. /17, Question 2.7] ;Para 0 <k <n, es gdz (Z") =n+k?

En [43] respondi de forma afirmativa esta pregunta. Para k = 1, esto fue demostrado en
[51, Teorema 5.13] y para k = 2 en [46, Proposicién A.]. Como una aplicacién, proporcio-
namos cotas inferiores para la Fi-dimension geométrica de grupos virtualmente abelianos,
grupos de trenzas y grupos de Artin de dngulo recto (RAAGs). Lo anterior es gracia a
que se conoce en la literatura que todos estos grupos tienen un subgrupo isomomorfo a
un grupo abeliano libre de rango la ved del grupo correspondiente. Combinando estas
cotas inferiores con resultados previamente conocidos en la literatura, demostraremos que
son 6ptimos. En el caso de los RAAGs se tuvo que mejorar la cota superior para calcular
explicitamente la Fj-dimension geométrica. También demostraremos que la Fj-dimension
geométrica es igual a la Fj-dimensién cohomoldgica en todos estos casos.

En lo que sigue se enuncian los resultados que se demostraran en este capitulo.

La Fi-dimension de grupos virtualmente abelianos.

Teorema 3.0.2. Sea k,n € N tal que 0 < k < n. Sea G un grupo virtualmente Z".
Entonces gdr, (G) = cdr, (G) =n + k.

Para k = 1, el Teorema 3.0.2 fue demostrado en [51, Theorem 5.13|. Para k = 2, un caso
particular fue demostrado en [46, Proposition A.], especificamente gd B(Zk ) = k+ 2 para
todo k > 3. Como un corolario de Teorema 3.0.2 tenemos

Corolario 3.0.3. Sean > 1 y sea G un grupo que tiene un subgrupo virtualmente Z".
Entonces para todo 0 < k < n tenemos que gdz (G) >n+k ycdr (G) >n+ k.

La Fi-dimension geométrica de grupos de trenzas.
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Existen varias formas de definir el grupo de trenzas (completo) B, en n hebras. Para
nuestros propositos, la siguiente definicién es conveniente. Sea D,, el disco cerrado con n
punturas. Definimos el grupo de trenzas B, en n hebras como las clases de isotopia de
difeomorfismos que preservan la orientacion de D,, y que se restringen a la identidad en
la frontera 0D,,. En la literatura, este grupo es conocido como el mapping class group de
D,,. Definimos el grupo de trenzas puro, P,, como el subgrupo de indice finito de B,, que
consiste de todos los elementos que fijan puntualmente las punturas.

Es bien conocido que gdz (B,) = n — 1, ver por ejemplo [28]. En [34, Teorema 1.4, se
demostrd que gdz (B,) < n+ k — 1 para todo k € N. Utilizando Corolario 3.0.3 y [25,
Proposicién 3.7], se demuestra que esta cota superior es éptima.

Teorema 3.0.4. Sea k,n € N tal que 0 < k < n—1y G o bien el grupo de trenzas completo
By, o el grupo de trenzas puro P,. Entonces gdz, (G) = cdF, (G) = ved(G) +k =n+k—1.

La F,, -dimension geométrica de los grupos de Artin de angulo recto.

Sea I una gréafica simple finita, es decir, una grafica finita sin lazos ni multiples aristas
entre vértices. Definimos el grupo de Artin de dangulo recto (RAAG) Ar como el grupo
generado por los vértices de I' con todas las relaciones de la forma vw = wv siempre que
v y w estén unidos por una arista.

Sea Ar un RAAG. Es bien sabido que Ar es un grupo CAT(0), de hecho, Ar actiia en el cu-
briente universal Sp de su CW-complejo de Salvetti Sr, ver Seccién 4.2. En [61] se demostré
que cdg, (Ar) < dim(Sr)+k+ 1. Siguiendo la demostracién de [61, Demostracion del Teo-
rema 3.1] y usando [30, Proposicién 7.3], podemos mostrar que cdz, (Ar) < dim(Sr) + k
en Teorema 3.3.5. Ademas, utilizando Corolario 3.0.3 y Observacion 3.3.1, podemos de-
mostrar que esta cota superior es 6ptima.

Teorema 3.0.5. Sea Ar un grupo de Artin de dngulo recto. Entonces para 0 < k < cd(Ar)
se cumple gdr, (Ar) = cdz, (Ar) = dim(Sr) + k = cd(Ar) + k.

Este calculo de la Fj-dimension geométrica de un RAAG Ar es explicito porque la di-
mension del CW-complejo de Salvetti St es el méaximo de los naturales n tales que hay
una subgrafica completa IV de I' con |V(I')| = n (ver Lema 3.3.4).

Usando Corolario 3.0.3 podemos dar una cota inferior para la Fj-dimension geométrica
del grupo de automorfismos externos Out(Ar) de algunos RAAGs Ar.

Proposicién 3.0.6. Sea n > 2. Sea F,, el grupo libre en n generadores. Entonces
gdz (Out(Fy,)) >2n+k—3
para todo 0 < k < 2n — 3.

Proposicién 3.0.7. Sea Ay el grupo de Artin de dngulo recto dado por una cadena de d
diamantes (ver Figura 5.1). Entonces gdr, (Out(Aq)) > 4d+k—1 para todo 0 < k < 4d—1.

La Fip-dimension geométrica de graficas de grupos abelianos finitamente gene-
rados.
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D

Figura 3.1: Cadena de d diamantes

Proposicién 3.0.8. Sea Y una grdfica finita de grupos tal que para cada v € V(Y)
el grupo G, es virtualmente abeliano infinito finitamente generado, con Rango(G.) <
Rango(G,). Supongamos que la descomposicion de G = m(Y') es acilindrica. Sea m =
méx{Rango(G,) | v € V(Y)}. Entonces para 1 < k < m tenemos que gdr, (G) = m + k.

Corolario 3.0.9. Sea Y una grdfica finita de grupos tal que para cadav € V(Y) el grupo
G, es virtualmente abeliano infinito finitamente generado, y para cada e € E(Y') el grupo
G, es finito. Sea m = max{Rango(G,) | v € V(Y)}. Entonces para 1 < k < m tenemos
que gdr, (G) =m + k.

La distribucién de este capitulo es como sigue: en la seccién 3.1 se calcula la
Fr-dimension geométrica de grupos virtualmente abelianos. Posteriormente se presenta
algunas aplicaciones de Teorema 3.0.2 por ejemplo en la seccion 3.2 se calcula la Fj-
dimension geométrica de grupos de trenzas, en la seccion 3.3 se calcula la Fj-dimension
geométrica de grupos de Artin de angulo recto, en la seccion 3.4 se calcula la Fj-dimension
geométrica de grafica de grupos con grupos vértices virtualmente abelianos.

3.1. Fi-dimensién de grupos virtualmente abelianos

El objetivo de esta seccién es demostrar Teorema 3.0.2. Sea G un grupo virtualmente
Z". Por [61, Proposicién 1.3], Teorema 1.3.1 y dado que la dimensién cohomolégica F es
mondtona, tenemos para todo 0 < k < n las siguientes desigualdades

n+k > gdr (G) > cdr, (G) > cdr,qzn (Z7).

Por lo tanto, para demostrar Teorema 3.0.2, es suficiente mostrar que cd g,z (Z") > n+k
para 0 < k < n. En Teorema 3.1.6, demostramos esta desigualdad. Para demostrar Teo-
rema 3.1.6 necesitamos Lema 3.1.1, la sucesién de Mayer-Vietoris, Lema 3.1.5, y Corola-
rio 3.1.3.

Lema 3.1.1. Sean k,t,n € N tal que 0 < k <t <n. Sea H un subgrupo de Z" de Rango
t, entonces gdz g (Z") < n+ k.

Demostracion. La demostracion es por induccion en k. Sea G = Z". Para k = 0 tenemos
gdznu(G) = gd(G) = n. Supongamos que la desigualdad es cierta para todo k < m.
Demostraremos que la desigualdad es cierta para k = m. Sea ~ la relacién de equivalencia
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en F,, VH — F,,_1N H definida por conmensurabilidad, y sea I un conjunto completo de
representantes de las clases en (F,, N H — F,,,_1 N H)/ ~. Por Corolario 1.4.9 tenemos que

gdr, an(G) <méx{egdr,  ~uy(G)+1,edz,nmmn(G) | Lel}
< méx{n +m, gd(xz, nm(G) | L € I}

entonces demostrar que gdz ~y(G) < n +m es suficiente mostrar que gd, z, ) (G) <
n + m para todo L € I. Sea L € I. Podemos escribir la familia

(FnNH)L={K<G|KeF,NH—-F, 1 NHK~L}U(F,-1NH)

como la unién de dos familias (F,,NH)[L] = GU(F,,.1NH) donde G es la familia generada
por {K <G|K e F,NH—F,_1NHK|=]L]}. Por Corolario 1.4.11 tenemos

gd(}'mﬂH)[L}(G> < méx{gd]-'m_lﬂH<G)a gdgm(fm_mH)(G) +1, gdg(G)}
<méx{n +m —1,gdgnz, ,nm(G) +1,8dg(G)}, por hipdtesis de induccién.

Vamos a demostrar las siguientes desigualdades
a“) gdg(G> <n-— m,
b) gdgm(fm,mH)<G) <n+m-—1

y como consecuencia tendrfamos que gdz ~p(G) < n + m. Primero demostraremos
el inciso a). Notemos que un modelo para Ex,(G/L) es un modelo para EgG via la
accién dada por la proyeccion G — G/L. Dado que G/L es virtualmente Z"™™ por [61,
Proposition 1.3], tenemos gdz (G/L) < n —m.

Ahora demostraremos el inciso b). Aplicando Proposicién 1.4.12 a la inclusién de las
familias G N (F,,—1 N H) C G obtenemos

gdgn(}‘m,mH)(G) < gdg(G) +d

para algin d tal que para cualquier K € G se cumpla que gdgnz,, ,nmnix (K) < d. Dado
que ya mostramos que gdg(G) < n —m, nuestra siguiente tarea es mostrar que d puede
elegirse igual a 2m — 1.

Recordemos que cualquier K € G es virtualmente Z' para algin 0 < t < m. Dividamos
nuestra demostracién en dos casos. Primero supongamos que K € G es virtualmente Z'
para algin 0 < ¢t < m—1. Por lo tanto, K pertenece a F,,_1MNH, se sigue que K pertenece
a GN(Fpu-1NH)y concluimos que gd gz, ,nm)nx (/) = 0. Ahora supongamos K € G
es virtualmente Z™. Afirmamos que (G N (F,,-1 N H)) N K = F,,_1 N K. La inclusién
GN(FuoiNH)NK C FpuqNK es clara ya que F,,_1 N H C F,,_1. Para la otra
inclusién, sea M € F,,_1 N K. Dado que K < H obtenemos que F,,_1 " K C F,,_.1NH
y como consecuencia M € F,,_1 N H. Por otro lado, M < K € G, por lo tanto M €
(GN(Fn-1NH))N K. Esto demuestra la afirmacion. Concluimos que

edignFn_inmynx (K) =gdg, nx(K) <m+m-—1=2m—1
donde la desigualdad se sigue de [61, Proposition 1.3].
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La siguiente proposicién es una pequena generalizacion de [17, Lemma 2.3].

Proposicion 3.1.2. Sea H un subgrupo de Z" que es mazximal en F, — F;_1. Entonces,
para todo 0 < k <t se cumplen que todo elemento L € (FxNH —F,_1NH) esta contenido
en unico elemento maximal M € (Fy — Fr—1) y M < H.

Demostracion. Tenemos dos casos Rango(H) = n o Rango(H) < n. En el primer caso
tenemos por la maximalidad de H que H = Z", y Fr N H = F. Sea L € (Fp — Fi_1),
consideremos la siguiente sucesién exacta corta

1> L—-72"5%7" /L -1

puesto que Rango(Z") = Rango(L) + Rango(Z" /L) y por el teorema de clasificacion de
grupos abelianos finitamente generados tenemos que Z" /L es isomorfo a Z" % aF donde
F es la parte de torsién. Entonces es claro que p~!(F) es el tinico subgrupo maximal de
7" de rango k que contiene a L.

Supongamos que Rango(H) =t < n. Sea L € F, N H — Fr_1 N H, en particular L € F;
entonces L esta contenido en un tnico maximal M € F — Fj_1. Afirmamos que M < H.
Notemos que M H es virtualmente Z'

[HM :H] = [M:Mn0H] <[M:L] < o,

la maximalidad de H implica que H = M H. Esto finaliza la demostracién de la afirmacion.
Ahora es facil ver que M € F, N H — Fj,_1 N H es el iinico maximal en F,, N H — F,_1NH
que contiene L. De hecho, supongamos que hay otro N € F, N H — Fr_1 N H que es
maximal y contiene L. Entonces tenemos

[NM :N]=[M:MNN|]<[M: L <o
lo cual implica que NM € H N Fj. Esto contradice la maximalidad de N. ]

Corolario 3.1.3. Sea H un subgrupo de Z"" que es mazimal en F; — F;_1. Entonces, para
todo 0 < k <t se cumplen las siguientes afirmaciones

a) Cada L € (Fxy N H — Fr—1 N H) esta contenido en un dnico elemento mazximal M €
(]:k NH— Fr_1 QH).

b) Sea S € (FxNH—F_1NH) un elemento mazximal, entonces S es mazimal en Fy—Fp_1.

Lema 3.1.4. Seann,t € N tal que 0 < t < n. Sea L un subgrupo de Z"" que es mazximal en
Fi—Fi1. Sea SUB(L) la familia de todos los subgrupos de L. Entonces, gdgypp)(Z") <
n —t.

Demostracion. Un modelo para Ex (Z"/L) es un modelo para Esyp)Z" via la accién
dada por la proyeccién Z™ — Z™ /L. Dado que Z"/L = Z™*, un modelo para Ez (Z"/L)
es R"! con la accién dada por traslacion. O
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Lema 3.1.5. Sean p,t,n € N tal que 0 < k <p <t <n. Sea H un subgrupo de Z" que es
mazimal en Fy—Fi_1, y sea S mazimal en F,NH —F, 1NH (ndtese que S es un subgrupo
de H ). Entonces, podemos escoger un modelo X de Er,nsZ" con dim(X) <n+k, y un
modelo Y de Ex,np Z" con dim(Y') < n + k tal que tenemos una inclusion X — Y.

Demostracion. La demostracion es por induccion en k. Sea G = Z". Para k = 0 tenemos
ErnsG = EG vy Er,nyuG = EG. Un modelo para EG es R", por lo que la afirmacién
se sigue. Suponiendo que la afirmacion es véalida para todo k < m, vamos a demostrar
que también es cierta para k = m, es decir, mostraremos que existe un modelo X de
Ez nsZ" con dim(X) < n+m, y un modelo Y de Ex, ~y Z" con dim(Y') < n+m tal que
tenemos una inclusion X < Y. Sea ~ la relaciéon de equivalencia en F,, "H — F,,_1 N H
definida por conmensurabilidad. Sea I; un conjunto completo de representantes de clases
de subgrupos en (F,,NH —F,,_1NH)/ ~. Por Corolario 3.1.3, estos representantes pueden
ser elegidos maximales dentro de sus clases de comensuracion. Aplicando Teorema 1.4.7 y
Observaciéon 1.4.5, el siguiente G-coproducto amalgamado homotépico nos da un modelo
X1 para Ex ~pG

|_| Ez, oG L nnG
Lel

|_| EF.nmnG X1
Lel

(3.1)
Para L € I, por la maximalidad de L en su clase de conmensuracion podemos escribir la
familia
(FmNH)L={K<G|KeF,NH—-F, 1NHK~L}U(F,-1NH)
como la uniéon de dos familias

(FnNH)[L] = SUB(L) U (Fp—1 N H),

donde SUB(L) es la familia generada por todos los subgrupos de L.

Por otro lado, sea ~ la relacion de equivalencia en F,, NS — F,,_1 NS definida por la
conmensuracion. Sea I, un conjunto completo de representantes de las clases de subgrupos
en (F,NS — Fn_1NS)/ ~. Por la Corolario 3.1.3, estos representantes pueden elegirse
maximales dentro de sus clases de conmensuracién. Por Teorema 1.4.7 el siguiente G-
coproducto amalgamado homotépico nos da un modelo X, para Ex ~sG.
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|_| E]:m_1ﬂSG E}—m_lﬂSG
Lely
|_| EsupryuFn_ns)G Xy

Lely

(3.2)
Sea T' € I. Afirmamos que un modelo para Esypryu(F,_.nm)G es también un modelo
para Esypyu(F,._.na)G para todo L € I;. Sea L € I;. Notemos que T'y L son subgrupos
maximales de H, entonces H = L& N, y H = T'® N,. Podemos construir un automorfismo
de H, 0: L® Ny — T ® N, que envia L a T" de manera isomorfa. Puesto que H es
maximal en G podemos descomponer GG como G = H @ R. Por lo tanto podemos extender
el automorfismo ¢ a un automorfismo de G, 6: L& N ® R — T @® N, ® R, que envia L a
T de manera isomorfa y preserva el subgrupo H. Se sigue que Egsypryu(F,._.nm)G es un
modelo para Esypryu(r,._.nm)G via la acciéon dada por el automorfismo 6.

De Corolario 3.1.3 se deduce que I} = I, U (I; — I5). Por lo tanto, podemos reemplazar
los G-coproductos amalgamados homotdpicos en Ecuacion (3.1) y Ecuacién (3.2) con las
siguientes GG-coproductos amalgamados homotdpicos.

<|_| Efm_mHG> L ( | ] Efm_mHG> Er, .nnG

Lelr Lel -1

|

<|_| ESUB(T)U(]—'mmH)G> L ( |_| ESUB(T)U(]—'mmH)G> X
Lels Lel; -1y
(3.3)
|_| E}‘m_lﬂsG E]:m_1ﬂSG
Lels
|_| EsupmuF,_ins)G Xo
Lels (3 4)

Por hipétesis de induccién existe un modelo X de Ez, ,qsG con dim(X) < n+m — 1,
y un modelo Y de Ez, ,ngG con dim(Y) < n + m — 1, tal que tenemos una inclu-
sion X — Y. Por los G-coproductos amalgamados en Ecuacién (3.3) y Ecuacién (3.4),
para demostrar que existe una inclusion Er ng < Er Ay es suficiente demostrar que
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hay una inclusiéon Esypryur,._ins)G — Esvpr)uF,._.nm)G. Por Proposicién 1.4.10 los
siguientes G-coproductos amalgamados nos dan un modelo para Egypruz,._.ns)G ¥
EsuB(r)u(F,_nm)G respectivamente.

Esupmn(Fn_1ns)G —— Er,_nsG  EsupmnFnno)G — Er,,_nuG (3.5)
EsypirnG ——— Y, Esypir)/G ——— Y,

Notemos que SUB(T) N (Frpe1 NS) = Fror NT = SUB(T) N (Frn—1 N H). Se sigue
de estos G-coproductos amalgamados que tenemos una inclusion Esypryu(F,,_ins)G =
EsuB(r)u(Fm_.nm)G-

Finalmente mostraremos que dim(X;) < n + m y dim(Xs) < n + m. De Ecuacién (3.3)
se sigue

dim(X,;) < méx{gd]—'m_lﬂH(G)agd]—'m_lﬂH(G) + 1>gdSUB(T)u(fm_mH)(G)}
< max{n + m, gdgypryuF,._ nm(G)}, por hipbtesis de induccién

Entonces demostrar que dim(X;) < n+m es suficiente mostrar que gd gy pryu(x,, 1) (G) <
n 4+ m. Por Ecuacién (3.5) y dado que SUB(T) N (F—1 N H) = Fm1 N'T tenemos que

gdSUB(T)u(fm_mH)(G) < dim(Y7)
< mé‘x{gd}'m_lﬂH(G)? gdSUB(T)m(fm_mH)<G) +1, gdSUB(T)(G>}
=méx{gdr  ~x(G),gdz, ~r(G)+1,edsypm(G)}
<max{n+m —1,n+m,n —m}, By Lema 3.1.1 and Lema 3.1.4

=n-+m.
O

Teorema 3.1.6 (La cota inferior). Sea k,t,n € N tal que 0 < k <t < n. Sea H un
subgrupo de Z" que es mazimal en F; — F;_1, entonces H}:ﬁH(Z”;Z) £ 0.

Demostracion. Sea G = Z". La demostraciéon es por doble induccién sobre (¢, k). La
afirmacién es cierta para todo (t,0) € N x {0}. Sea H un subgrupo de G' que es maximal
en F; — F;_1, entonces

H304(G;2) = Hy (G5 2) = H"(G;Z) = L.

Supongamos que la afirmacién es verdadera para todo (t,s) € N x {0,1,...,k — 1},
demostraremos que la afirmacién es verdadera para (¢, k), es decir, H}Z:mkH(G :Z) # 0. Sea
~ la relacion de equivalencia en F, N H — F;_1 N H definida por conmensuracion. Sea I un
conjunto completo de representantes de clases de subgrupos en (FyNH—F_1NH)/ ~. Por
Corolario 3.1.3 estos representantes pueden ser elegidos maximales dentro de sus clases
de conmensuracién. Por Teorema 1.4.7 y Observaciéon 1.4.5 el siguiente G-coproducto
amalgamado homotépico nos da un modelo X para Er,~nG.
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|_| id
Lel

| | Er_ionG

Lel

| ] 1

Lel

| | EFinmmG

Lel

E}—k_lﬂHG

(3.6)

Para L € I, por la maximalidad de L en su clase de conmensuracion podemos escribir la
familia

(F.NH)L={K<G|KeF.NH-F, 1NHK~L}U(F,_1NH)
como la unién de dos familias
(Fr N H)[L] = SUB(L)U (Fr_1 N H),

donde SUB(L) es la familia generada por todos los subgrupos de L.

Sea S € I. Afirmamos que un modelo para Egsypsyu(r,_,nm)G es también un modelo para
EsupryuF_nmG para todo L € I. Sea L € I. Puesto que S y L son maximales en
H tenemos que H = S@® Ny y H = L ® N, luego podemos construir un automorfismo
oc: L® Ny — S@ Ny que envia L a S de manera isomorfa. Puesto que H es maximal
en (G, podemos descomponer a G como una suma directa G = H & R. Ahora podemos
extender o a un automorfismode G, 6: L&EN; PR —- SO N, ® H®D R, que envia L a S
de manera isomorfa y preserva H por construccion.

Se sigue que Egyp(s)uFs_na)G es un modelo para EsypLyur, ,nm)G via la accién dada
por el automorfismo &. Por lo tanto, podemos reemplazar el G-coproducto amalgamado
homotdpico en Ecuacién (3.6) por el siguiente G-coproducto amalgamado homotdpico.

| |id

Lel

|_| E]:kfllﬁlHG E]:lcflmHG
Lel
|| 7s
Lel
|_| EsvssyuF,_.nmnG X

Lel

(3.7)

Por Proposicién 1.4.10 el siguiente G-coproducto amalgamado homotépico nos da un
modelo Y para Esypsyur, nm)G.
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Esups)nF_nm)G Er, .naG

(8

Esups)G Y
h (3.8)

Notemos que SUB(S) N (Fx—1 N H) = Fr—1 N S. Por Lema 3.1.5, la funcién g puede ser
tomado como una inclusién, entonces por [71, Theorem 1.1] el G-coproducto amalgamado
homotépico puede ser tomado como un G-coproducto amalgamado. Se sigue que

edsvs)uF,_,nm(G) < dim(Y)
= méx{gdsyp5)(G), edr, ns(G),gdzr,_An(G)}
=max{n —k,n+k—1,n+k— 1}, by Lema 3.1.1 and Lema 3.1.4
=n+k—-1
(3.9)

Aplicando Mayer-Vietoris al G-coproducto amalgamado en Ecuacién (3.7), usando Ecua-
cion (3.9) y Lema 3.1.1, tenemos la siguiente sucesion exacta larga

o (H H ”*’“1<ESUB<s>u<me>G/G>) ® H"" N (Ex,_,0nG/G) 5
Lel
H H" """ Y Er nuG/G) —H" ™ (X/G) = 0

Lel

Entonces demostrar que HEY, (G Z) = H™™(X/G) # 0 es suficiente mostrar que ¢ es
no sobreyectiva. Por Ecuacion (3.7) tenemos ¢ = ([],c;, f§) — A, donde A es el encaje
diagonal. Primero, demostraremos que fg es no sobreyectiva.

Aplicando Mayer-Vietoris al G-coproducto amalgamado en Ecuacién (3.8) tenemos la
siguiente sucesion exacta larga

o= B By (s nm G/G) =2 H™ Y (Esyps)G/G) & H™ " (Bx,_,onG/G) —
H" WY Ex nsG/G) =0

Puesto que gd gy ps) (G) < n—ky dado que existe precisamente una G-funcién Er,_,ngG —
Esup(s)u(F,_.nm)G hasta G-homotopia podemos reducir la sucesién a

n+k— Is noh—
o= H" Y EsypsyurnmG/G) = H Y (Ex,_nuG/G) —
Hn—i_k_l(E}'k,lﬂSG/G) -0

Por hipétesis S es maximal en F N H — Fj,_1 N H, entonces por Corolario 3.1.3 a) tenemos

que S es maximal en Fj,—F_1, por hipétesis de induccién tenemos que H" ™Y (Ez,  ~sG/G) #

0, por lo tanto f& es no sobreyectiva.
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Finalmente veremos que ¢ es no sobreyectiva. De hecho, sea by ¢ Im(f%), para algin
K € I, entonces (0,0, ,bg,---,0) ¢ Im(p). Supongamos que no es el caso , i.e. existe

([Taz.e) € (H Hn%_l(ESUB(S)U(fk_mmG/G)) & H""* Y Er,_,nuG/G)

Lel Lel

tal que (0,0, ,bx, -+ ,0) = @(([I 10z, ¢)) = [per f5(ar) — Ale) = (fs(ar) — ¢)rer
Entonces f&(ar) = cpara L # Ky fi(ax) — ¢ = by, se sigue que

b = fslax) — fs(ar) = fslax —ar),

entonces by € Im(f§) v esto es una contradiccion. O

3.2. La Fj;-dimensién de grupos de trenzas

Como una primera aplicaciéon del Teorema 3.0.2, calculamos la Fj-dimension geométrica
de grupo del grupo de trenzas completo B,, y el grupo de trenzas puro B,,.

Teorema 3.2.1. Sean k,n € N tal que 0 < k <n—1y G o bien el grupo de trenzas
completo By, o el grupo de trenzas puro P,. Entonces gdz, (G) = cdz, (G) = ved(G) +k =
n+k—1

Demostracion. Es suficiente demostrar las siguientes desigualdades
n+k—12>gds (G)>cdr (G) >n+k—1.

En [34, Teorema 1.4] se demostré que gdz, (B,) < ved(B,) + k para todo 0 < k <n — 1.
Dado que P, tiene indice finito en B,, también tenemos gdr, (P,) < ved(P,) + k para
todos 0 < k < n — 1. Por otro lado, es bien conocido que gd (B,) = n — 1, ver por
ejemplo [28]. Esto demuestra la primera desigualdad. La segunda desigualdad se sigue
por Teorema 1.3.1.

En [25, Proposicién 3.7], se muestra que P, tiene un subgrupo isomorfo a Z"'. Por
lo tanto, por la monotonia de la Fj-dimension geométrica y Corolario 3.0.3, tenemos
gdz (Bn) > gdz (P,) > n+k — 1 para todos 0 < k < n — 1. Esto demuestra la tltima
desigualdad. O]

Para k = 1 este teorema fue demostrado en [25].

3.3. La F,-dimensiéon de RAAGs y sus grupos de au-
tomorfismos exteriores

En esta subseccion, calcularemos la F,-dimensién geométrica de grupos de Artin de angulo
recto (RAAG) y daremos una cota inferior para la F,-dimensién geométrica del grupo de
automorfismos exteriores de algunos RAAGs.
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Recordemos algunas nociones basicas sobre RAAGs, para mas detalles ver por ejemplo
[15]. Sea I' una gréfica simple finita, es decir, una gréfica finita sin lazos ni multiples
aristas entre vértices. Definimos el grupo de Artin de dngulo recto (RAAG) Ar como el
grupo generado por los vértices de I' con todas las relaciones de la forma vw = wv siempre
que v y w estén unidos por una arista.

El complejo Salvetti

Para la construccién del complejo Salvetti seguiremos [15, Subseccién 3.6]. Sea Ar un
RAAG, su complejo Salvetti Sr es un complejo CW que se puede construir de la siguiente
manera:

= El Sﬁl) esqueleto se construye de la siguiente manera: tomamos un punto xg, y para
cada v € V(I'), anadimos una 1-célula I = [0, 1] identificando los extremos de I a

1 - ,
xo. Entonces, el Sﬁ ) esqueleto es una cuna de circulos.

= El Séz) esqueleto se construye de la siguiente manera. Para cada arista de I' anadimos

una 2-célula I x I a S por la frontera d(I x I) como s,5,s; s,

= En general, el SIS") esqueleto se construye de la siguiente manera. Para cada subgrafi-

ca completa IV de T" con |V (I')| = n anadimos una n-célula I™ al esqueleto Sﬁn_l)
utilizando los generadores V' (IV).

Observacion 3.3.1. Notemos que por la construccion del complejo Salvetti Sr, su grupo
fundamental es Ar. Ademds, Sr tiene encajado un toro de dimension dim(Sr), lo cual se
deduce de su construccion. Por lo tanto, el grupo fundamental m(Sr,xo) = Ar tiene un
subgrupo que es isomorfo a ZEMST).

Teorema 3.3.2. [15, Theorem 3.6] El cubriente universal del complejo de Salvetti, Sr,
es un complejo cubular CAT(0). En particular, Sr en un espacio K(Ar,1).

Corolario 3.3.3. Sea G un RAAG. Entonces G es libre de torsion.
Lema 3.3.4. Sea Ar un RAAG entonces gd(Ar) = cd(Ar) = dim(Sr). Ademds

cd(Ar) = méx{n € N | eziste una subgrdfica completa I de T con |V (I')| = n}.

Demostracion. Es suficiente demostrar las siguientes desigualdades

La primera desigualdad se deduce de Teorema 3.3.2. La segunda desigualdad se deduce
de Teorema 1.3.1. Por [15, Subseccién 3.7], H4™Sr)(Sp) = HI™EN)(AL) es un grupo
abeliano libre generado por cada dim(Sr)-célula. De aqui se sigue la tercera desigualdad.

Por la construccién del complejo Salvetti Sr, tenemos que
dim(Sr) = mdx{n € N | existe una subgréfica completa I'' de " con |V (I")| = n}.

Dado que cd(Ar) = dim(Sr), la afirmacién se sigue. O
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Sea G un grupo de Artin de dngulo recto. En [61, Corolario 1.2], se demostré que
cdr, (G) < cd(G) + k + 1 para todo 0 < k < ¢d(G). Sin embargo, siguiendo su de-
mostracién en [61, Prueba del Teorema 3.1] y utilizando [30, Proposicién 7.3], podemos
demostrar que cdz, (G) < ¢d(G) + k para todo 0 < k < ¢d(G). En [61] y [30, Proposicién
7.3], trabajan con la Fj-dimensién cohomolégica en lugar de la Fi-dimensién geométrica,
esa es la razon por la que el siguiente Teorema 3.3.5 se enuncia en términos de la dimension
cohomologica Fy,.

Teorema 3.3.5. Sea G un RAAG. Entonces cdz, (G) < c¢d(G) + k para todo k € N.

Demostracion. La demostracion es por induccion sobre k. Para k = 0 se sigue de Le-
ma 3.3.4. Supongamos que la desigualdad es verdadera para todo k < m. Demostraremos
la desigualdad para k& = m. Sea ~ la relaciéon de equivalencia en F,,, — F,,_1 definida por
conmensuracion, y sea I un conjunto completo de representantes de clases de conjuga-
cién en (F,, — Fm—1)/ ~. Entonces, por la versién cohomoldgica de Corolario 1.4.9 (ver
Observacién 1.4.14) tenemos

cdz, (G) < max{cdr, ,(G) + 1,cdz, )(Ne[L]) | L € I}
< Acd(G) +m,cdg, ) (NelL]) | L € I}

Entonces demostrar que cdz,, (G) < cd(G)+m es suficiente demostrar que cdz,,11)(Ng[L]) <
cd(G) +m para todo L € I. Sea L € I, podemos escribir la familia

FonlL] = {K < Ng|L] | K € Fp = Fon1, K ~ L} U (Fpu1 N Ng|L))

como la unién de dos familias F,,[L] = G U (F,,—1 N Ng[L]) donde G es la familia ge-
nerada por {K < Ng[L] | K € F,, — Fim—1, K ~ L}. Por la versién cohomoldgica de
Corolario 1.4.11 (ver Observacion 1.4.14) obtenemos

cdz, 1) (Ne[L]) < méx{cdg(Nc[L]), cdz,, nngr)(Ne[L]), cdgnz,, , (Ne[L]) + 1}
S méX{Cdg(Ng[L]>, Cd(G) +m — 1, Cdgm]:mil(Ng[L]) + 1}

Vamos a demostrar las siguientes desigualdades

1. edg(Ng[L]) < cd(G) —m
2. cdgnr,, ., (Ne[L]) < cd(G) +m —1

Como una consecuencia tendriamos cdz,, ;1) (Ng([L]) < cd(G)+m. Procedemos a demostrar
el inciso (1). Definimos la familia F = {K < Ng[L] | [K : KN L] < co}. Afirmamos que
F = G. Para mostrar que G C F notemos que

(K < NG|L| | K € Fop = Fopor, K ~ LY C{K < Ng[L] | [K : KN L] < 00} = F

como por definicién G es la familia mas pequena que contiene {K < Ng[L] | K € F,,, —
Fm-1, K ~ L} se sigue que G C F. Ahora demostremos la otra inlusion F C G. Sea
S € F, entonces [S : SN L] < oo, notemos que [LS : L] =[S : SN L] < oo se sigue que
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LS es comensurable con L, y como una consecuencia S < LS € G, en particular se sigue
que S € G. Esto demuestra la afirmacion.

Puesto que demostramos que G = F se sigue de [30, Proposition 7.3] cdg(Ng[L]) <
cd(G)—m. Aplicando la versién cohomolégica de Proposicién 1.4.12 (ver Observacion 1.4.14)
a la inclusion de familias (G N F,,, — 1) C G obtenemos

edgnr,_,(G) < cdg(G) +d

para algin d tal que para cualquier K € G se tiene cdgnr,,_,nx(K) < d. Puesto que ya
demostramos gdg(Ng(L)) < ¢d(G) — m, nuestra siguiente tarea es mostrar que d puede
ser elegido igual a 2m — 1.

Recordemos que cualquier K € G es virtualmente Z' para algin 0 < ¢t < m. Vamos
a dividir la demostracién en dos casos. Primero asumamos K € G es virtualmente Z'
para algin 0 < t < m — 1. entonces K es elemento de F,,_1, se sigue que K es un
elemento de G N F,,—1 y concluimos que cdgnz, _,nx (LK) = 0. Ahora asumamos que
K € G es virtualmente Z™. Afirmamos que (G N Fy,—1) N K = F,,—1 N K. La inclusién
(GNFro1) N K C Fm1 N K es evidente. Para la otra inclusién, sea M € F,,,_1 N K.
Puesto que M < K € G, por lo tanto M € (GNF,,_1) N K. Esto termina la demostracién
de la afirmacion.

Concluimos que
cdgnr,_ nx (K) =cdr,_nx(K) <m+m—-1=2m—1

donde la desigualdad se sigue de [61, Proposition 1.3].
O]

Teorema 3.3.6. Sea G un RAAG. Entonces para 0 < k < cd(G) tenemos cdz, (G) =
cd(G) + k.

Demostracion. Por Teorema 3.3.5 tenemos que cdg, (G) < cd(G) + k. Por otro lado, por
Lema 3.3.4 G tiene un subgrupo isomorfo a Z°4% | la afirmacién se sigue de Corolario 3.0.3.
O

Teorema 3.3.7. Sea G un RAAG. Entonces para 0 < k < cd(G) tenemos que gdz, (G) =
Cd]:k(G>

Demostracion. Si k = 0 la afirmacién se sigue de Lema 3.3.4. Supongamos que k > 1,
por hipétesis c¢d(G) > 2. Por Teorema 3.3.6 tenemos que cdg, (G) > 3, entonces por
Teorema 1.3.1, gdf, (G) = cd 7 (G). O

Fijemos un grupo de Artin de dngulo recto Ar, denotamos por Aut(Ar) al grupo de
automorfismos de Ar y por Inn(Ar) al subgrupo que consiste de los automorfismos in-
ternos. El grupo de automorfismos externos de Ar se define como el cociente Out(Ar) =
Aut(Ar)/Inn(Ar). Si S C V(I'), entonces el subgrupo H generado por S se llama subgru-
po especial de Ar. Se puede demostrar que, de hecho, H es el grupo de Artin de angulo
recto Ag asociado al subgréfica completa inducido por S en I.



3.4 La Fj,-dimension geométrica de graficas de grupos abelianos
finitamente generados. 46

Sea F), el grupo libre en n generadores. El grupo F), puede ser visto como el RAAG
asociado a la grafica que tiene n vértices y no tiene aristas. En [18] se demostré que
ved(Out(F,)) = 2n — 3 para n > 2 y que Out(F,) tiene un subgrupo isomorfo a
7vedOutFn)) por Corolario 3.0.3 obtenemos la siguiente proposicion:

Proposicion 3.3.8. Sea n > 2. Sea F, el grupo libre en n generadores. Entonces
gdz (Out(Fy,)) >2n+k—3
para todo 0 < k < 2n — 3.

Sea Ay el grupo de Artin de dngulo recto dado por una cadena de d diamantes. En [20,
Proposition 6.5] se demostré que ved(Out(Ay)) = 4d — 1y que Out(Ay) tiene un subgru-
po isomorfo a Z'°4(Ou44) - Como consecuencia de Corolario 3.0.3, tenemos la siguiente
proposicion:

Proposiciéon 3.3.9. Sea Ay el grupo de Artin de angulo recto dado por una cadena de d
diamantes. Entonces gdz (Out(Ay)) > 4d +k — 1 para todo 0 < k < 4d — 1.

3.4. La Fi-dimensién geométrica de graficas de gru-
pos abelianos finitamente generados.

Proposiciéon 3.4.1. Sea Y una grifica finita de grupos tal que para cada v € V(Y)
el grupo G, es virtualmente abeliano infinito finitamente generado, con Rango(Ge) <
Rango(G,). Supongamos que la descomposicion de G = m(Y) es acilindrica. Sea m =
méx{Rango(G,) | v € V(Y)}. Entonces para 1 < k < m tenemos que gdr, (G) = m + k.

Demostracion. La descomposicién de G es acilindrica, entonces por Teorema 2.4.3 tene-
mos

g8d5 (G) = méx{gds, g, (Go), 8dzn6. (Ge) v € V(Y),e € E(Y)}
> méax{Rango(G,) + k, Rango(G.) + k | v € V(Y),e € E(Y)}, Corolario 3.0.3
= méx{Rango(G,) + k | v € V(Y)}, Rango(G.) < Rango(G,)
=m+k.
También por Teorema 2.4.3 tenemos que
g8dz, (G) < méx{2,gdz,ng,(Gv), 8d 506 (Ge) +1 v e V(Y) e € E(Y)}
= méax{2, Rango(G,) + k,Rango(G.) + k+ 1 |ve V(Y),e€ E(Y)}
= méx{Rango(G,) + k | v € V(Y)}, Rango(G.) < Rango(G,) y k > 1
=m+ k,
la primera igualdad es por Teorema 3.0.2. O

Corolario 3.4.2. Sea Y una grdfica finita de grupos tal que para cadav € V(Y) el grupo
G, es virtualmente abeliano infinito finitamente generado, y para cada e € E(Y') el grupo
G. es finito. Sea m = méx{Rango(G,) | v € V(Y)}. Entonces para 1 < k < m tenemos
que gdz (G) =m + k.



Capitulo 4

Dimension virtualmente ciclica de
grupos polilibres

En este capitulo se presenta un trabajo realizado en colaboracién con la Dra. Rita Jiménez
Rolland [33]. En éste damos una cota superior para la dimensién virtualmente ciclica de
grupos normalmente polilibres, para enunciar el teorema introducimos algunas definicio-
nes.

Un grupo G se llama polilibre si existe una filtracion finita de G' por subgrupos
1=Gy<Gi < - <G1<G,=G

tal que G; es normal en G, 41, y el cociente G, 11/G; es un grupo libre, para 0 <i < n—1.
Si tenemos que cada G; es normal en G, decimos que G es normalmente polilibre. Si hay
una filtracién tal que los grupos libres G;11/G; son de rango finito, decimos que G es poli-
f-g.-libre. Definimos la longitud de G como el minimo n € N tal que existe una filtracion
como la anterior.

En la literatura, hay varios ejemplos de grupos polilibres y normalmente polilibres:

= Los grupos poli-Z son un caso particular de grupos polilibres, y sus dimensiones
virtualmente ciclica fueron explicitamente calculados en [51, Section 5].

» En [32, Theorem 1.3] muestran que el grupo fundamental de un grafica finita cuyos
grupos vértices y aristas son grupos libres finitamente generados es normalmente
polilibre.

» Los grupos de trenzas puras de superficies con frontera no vacia [2].

» Los grupos de Artin pares de tipo F'C son normalmente polilibres [9, Teorema 3.18],
[72, Theorem A]. Es una pregunta abierta [6, Question 2] si todos los grupos de Artin
son virtualmente polilibres.

Los grupos polilibres satisfacen la Conjetura de Baum—Connes con coeficientes [14, Re-
mark 2] la conjetura de Farrell-Jones [14, Theorem A], véase también [2], [7, Theorem
1.1], [38, Theorem 2.3.7].
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Notacion: En la literatura es comin denotar a gdz v gdz como gd y gd respectivamente.
En este capitulo se demuestra el siguiente teorema. o

Teorema 4.0.1. Sea G un grupo polilibre de longitud n € N.

a) La dimension geométrica gd(G) = gd(G) esta acotado superiormente por n. Ademds,
si G es normalmente poli-f.g.-libre, entonces gd(G) = n.

b) Si G es normalmente polilibre, entonces la dimension virtualmente ciclica satisface la
siguiente desigualdad
gd(G) <3(n—-1)+ 2.

El argumento utilizado para demostrar el teorema anterior es por induccién sobre la
longitud del grupo polilibre. Y ademas se necesité demostrar el siguiente resultado.

Teorema 4.0.2 (L.A.-Jiménez Rolland, 2023). Sea G' un grupo tal que gd(G) = 1, en-
tonces gd(G) < 2. Ademds, si G es no virtualmente ciclico y tiene un elemento de orden

infinito, entonces gd(G) = 2.

Notemos que todo grupo libre F' no virtualmente ciclico satisface las hipotesis del Teore-
ma 4.0.2 anterior, por lo tanto @(F) = 2. Para grupos libres finitamente generados este
resultado ya se conocia ver por eT'emplo [39]. Pero existen grupos que no son virtualmente
libres y satisfacen las hipdtesis del teorema anterior, por ejemplo si tomamos un grupo
finito @ no trivial y tomamos el producto libre I' = Q * (Q x Q) * (Q X Q@ X Q) - - - , el grupo
I' se puede ver como el grupo fundamental de una grafica de grupos en donde los grupos
aritas son triviales y los grupos vértices son los correspondientes productos directos de ).
Esta grafica no tiene una cota uniforme en la cardinalidad de los grupos vértices, luego
por [64, Theorem 7.3] no es un grupo virtualmente libre, no es finitamente generado, y
satisface las hipdtesis del Teorema 4.0.2 anterior.

4.0.1. Basicos de grupos normalmente polilibres

Definicién 4.0.3 (Grupo polilibre). Un grupo discreto G se llama polilibre si existe una
filtracion finita de G por subgrupos 1 = Gog < Gy < -+ < Gp_1 < G, = G tal que G; es
normal en Gy, y el cociente G 1/G; es un grupo libre. Definimos la longitud de G como

min{n € N | eziste una filtracion de G de longitud n}.

Proposicion 4.0.4. Algunas propiedades de los grupos polilibres

a) Todo grupo polilibre es libre de torsion.

b) Sea G un grupo polilibre de longitud n, y H un subgrupo de G. Entonces H es un grupo
polilibre de longitud < n.

c) Seal - K - G 2y H — 1 una sucesion ezacta corta de grupos tal que K y H son
grupos polilibres, entonces G' es un grupo polilibre.
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Demostracion. Demostremos el inciso a). La demostracién es por induccién sobre la lon-
gitud del grupo polilibre. Si la longitud es 1 tenemos que el grupo es libre y la afirmacion
se sigue. Supongamos que la afirmacion es cierta para todos los grupos polilibres de lon-
gitud menor o igual que k£ — 1. Sea G un grupo polilibre de longitud k, es decir, existe
una filtracién por subgrupos 1 = Gy < G; < --- < Gy_1 < G = G tal que G; es normal
en G, y el cociente G411 /G; es un grupo libre. Consideremos la sucesién exacta corta
1 - Gy1 =& G — G/Gr_1 — 1 por hipétesis de induccion G_; es libre de torsidn,
también G/Gy_1 es libre de torsién por ser un grupo libre. Concluimos de la sucesién
exacta corta anterior que G es un grupo libre de torsion.

Demostremos el inciso b). Sea G un grupo polilibre de longitud n, es decir, existe una
filtracion por subgrupos 1 = Gy < Gy < --- < G,,_1 < G,, = G tal que G; es normal en
Git1,y el cociente G;41/G; es un grupo libre. Notemos que la filtracion anterior induce una
filtracién del subgrupo H de G: 1=GoNnH<GiNH<--- <G, 1NH<G,NH=H
afirmamos que esta filtracién cumple con lo requerido. Podemos restringir la sucesion
exacta corta 1 — G; — Gy — Giy1/Gy — 1 a Gi1 N H para obtener la siguiente
sucesion 1 - G; N H — Gix1 N H — @ — 1 donde @ es un subgrupo libre de G;41/G;,
se sigue la sucesién exacta corta anterior que (G4 N H)/(G; N H) es un grupo libre.

Demostremos el inciso ¢). Como K y H son grupos polilibres tenemos que existen filtra-
ciones por subgrupos 1 = Ko < K1 < -+ - < K, 1 < K, =Kyl=Hy< H <---<
H,, 1 < H,, = H tal que K; es normal en K; 1 ( H; es normal en H;,1), y el cociente
K;+1/K; es un grupo libre (el cociente H;,1/H; es un grupo libre). Se puede verificar que
la siguiente filtracién cumple con lo requerido: 1 = Ky < K; < -+- < K,_1 < p~(Hy) <
pHHY) <o <pTH(Hper) < pH(Hn) =G 0

Observacion 4.0.5. En general, el cociente de grupos polilibres no es polilibre. Por ejem-
plo el cociente de 7 por 27, es Zo.

Definicién 4.0.6 (Grupo normalmente polilibre). Un grupo discreto G se llama normal-
mente polilibre si existe una filtracion finita de G por subgrupos 1 = Gy < G; < --- <
Gno1 < G, = G tal que G; es normal en G, y el cociente G;11/G; es un grupo libre.

4.0.2. Dimension geométrica de grupos polilibres

Proposiciéon 4.0.7. Si G es un grupo polilibre de longitud n, entonces gd(G) < n.
Ademds, si G es normalmente polilibre y los grupos cocientes son grupos libres finita-
mente generados, entonces gd(G) = n.

Demostracion. La demostracion es por induccion sobre la longitud n del grupo. Sin =1,
entonces GG es un grupo libre no trivial, entonces gd(G) = 1. Supongamos que la afirmacién
es cierta para todo n < k — 1. Sea G un grupo polilibre de longitud k. Entonces, existe
una filtracién de G por subgrupos 1 = Gy < G; < -+ < Gy_1 < Gy = G tal que G;11/G;
es un grupo libre para 0 <7 < k — 1. Consideremos la siguiente secesién exacta corta

1—-Gr1—G— GGy — 1.
Dado que G/Gj_1 es un grupo libre, tenemos por [47, Teorema 5.15] que
gd(G) < gd(Gg-1) + 8d(G/G-1) < (k= 1) + 1=k,
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la segunda desigualdad se sigue por la hipotesis de induccion y el hecho de que la dimension
geométrica de un grupo libre es 1.

Observamos que gd(G) > cd(G) > hdg(G) > hd (G).

Si G es un grupo normalmente polilibre y los grupos cocientes son grupos libres finitamente
generados, en [53, Teorema 16] se demostr6 que hdg(G) = n, esto termina la demostracion.
O

4.0.3. Dimension virtualmente ciclica de grupos polilibres

Teorema 4.0.8. Sea G un grupo tal que gd(G) = 1, entonces gd(G) < 2. Ademds, si G

es no virtualmente ciclico y contiene un elemento de orden infinito, entonces gd(G) = 2.

Demostracion. Dado que gd(G) = 1, tenemos que existe un drbol T que es un modelo
para EG. Vamos a promover 7" a un modelo para EG coneando algunas geodésicas en T'.

Afirmamos que el estabilizador Stabg(7y) de cualquier linea geodésica v en T es virtual-
mente ciclico. De hecho, ya que Stabg(7) actiia mediante automorfismos simpliciales en -,
tenemos un morfismo ¢: Stabg(y) — Aut(y) = Ds. Luego tenemos la siguiente sucesién
exacta corta

1 — ker(p) — Stabg(y) & D — 1.

Dado que ker(yp) fija puntualmente los vértices de v y T es un modelo para EG, tenemos
que ker(¢) es finito. Por otro lado, D, es virtualmente ciclico, por lo que D es virtualmente
ciclico. De ello se deduce que Stabg(y) es virtualmente ciclico.

Dado que T es un modelo para EG, cualquier subgrupo virtualmente ciclico infinito de
G debe actuar co-compactamente en una unica linea geodésica de T ver por ejemplo
Lema 2.3.1. Consideremos la coleccion A de todas las geodésicas de T' que admiten una
accion co-compacta de un subgrupo infinito virtualmente ciclico de G. Consideramos el
espacio T dado por el siguiente G-coproducto amalgamado homotépico:

|_| y——T

yeA

J

|_| {#y} —T

yEA

Si H < G actua co-compactamente sobre la linea geodésica v de T'y g € G, entonces
gHg™! actia co-compactamente en gv. Se deduce que tanto |_|W€A7 como UWGA{*V} son

G-CW-complejos , y por lo tanto, el espacio T es un G-CW-complejo de dimensién 2.

Afirmamos que 7" es un modelo para EG, para esto necesitamos verificar lo siguiente:

a) Para todo z € T el grupo isotropia G, € Veve.
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b) El conjunto de puntos fijos TH = {z € T | he = z,para todo h € H} es contréctil
siempre que H pertenezca a Veve.

El inciso a) es por construccién. De hecho, tenemos dos casos: x € T ox € T'—T. En el
primer caso, tenemos que G, es finito, en el segundo, G, es virtualmente ciclico.

Verificamos el inciso b). Si H € Vove, por Lema 2.3.1 todo grupo virtualmente ciclico
actuando sobre un arbol fija un vértice o actia co-compactamente sobre una tunica linea
geodésica. Dado que H actiia en el arbol T por restriccion, se deduce que H fija un vértice
de T' o actia co-compactamente en una unica linea geodésica. En el primer caso, tenemos
que H es finito porque T es un modelo para EG, esto implica que TH es un subarbol
no vacio de 7', y por lo tanto, TH se obtiene de TH posiblemente coneando algunos
segmentos geodésicos, entonces TH es contractil. En el segundo caso, tenemos que H
actia co-compactamente en una unica linea geodésica y en 7', entonces v € Ay *, € TH.
Nétese que para todo z € T — Ll,ca{*-} tiene G, finito, entonces TH C U, eal*y} Por

la unicidad de v concluimos que TH# = {*,}.

Vamos a demostrar ahora la segunda parte del teorema. Supongamos que G no es vir-
tualmente ciclico y contiene un elemento de orden infinito h € G. El subgrupo ciclico
generado por h actiia de manera co-compacta en una unica linea geodésica v de T'. Dado
que el estabilizador de cualquier linea geodésica en 1" es virtualmente ciclico y G no lo es,
implica, que existe un elemento g € G que no esta en Stabg(y). Notemos que el subgrupo
H generado por i y g no es virtualmente ciclico. De lo contrario H actuaria en una linea
geodésica [ de T, en particular los subgrupos ciclicos generados por h y g, actian en 5.
La unicidad de v implica que 8 = 7, entonces g estabiliza v lo cual es una contradiccion.
Por [44, Lemma 2.2] tenemos que 2 < gd(H) < gd(G). O

Corolario 4.0.9. Sea G un grupo virtualmente libre y no virtualmente ciclico. Entonces

gd(G) =2.

Demostracion. Por [23, Teorema 3.2], se tiene que G es el grupo fundamental de una
grafica de grupos con grupos vértices finitos, lo anterior implica que el arbol de Bass-Serre
asociado a G es un modelo para Ex G, y como consecuencia gd(G) = 1. De Teorema 4.0.8,
concluimos que gd(G) = 2. O
La siguiente definicién fue introducida por W. Liick [48, Condition 4.1].

Definicién 4.0.10. Decimos que un grupo G satisface la condicion (C) si para todo
g,h € G con |h| = 00 y k,l € Z tenemos que ghfg=t = h! implica que |k| = |i|.

Lema 4.0.11. /48, Lemma 4.4] Sea n un entero. Suponga que G satisface la condicion
(C). Supongamos que gd(G) < n y para cada subgrupo ciclico infinito H de G tenemos
que gd(We(H)) < n. Entonces gd(G) < n + 1.

Lema 4.0.12. Consideremos una sucesion exacta corta de grupos
1l-F—>G—>7Z—1

donde F' es un grupo libre. Entonces el grupo G satisface la condicion (C).
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Demostracion. Consideremos el automorfismo ¢ : F' — F tal que G = F' %, Z.

Sea (z,a), (y,b) € F X, Z con |(x,a)| = ooy k,l € Z tales que

(y,b)(x,a)*(y,0) " = (2,a)"
Entonces b+ ka — b = la; si a # 0, se sigue que k = [.

Ahora supongamos que a = 0 y x # ep. Entonces tenemos que

(y.0)(2*,0)(y, )~ = (2, 0),

1 = 2! en F. En otras palabras,

lo que implica que yo®(x*)y~
¢y 0 p*(a*) = 2!, (4.1)

donde ¢, : F' — F es el automorfismo de F' dado por la conjugacién por y.

Es bien conocido que en un grupo libre todo subgrupo virtualmente ciclico C' esta conte-
nido en un unico subgrupo virtualmente ciclico maximal C,,,,. Consideremos el subgrupo
ciclico infinito C' = (z) de F. De Ecuacién (4.1), tenemos que el automorfismo ¢, 0’ de F
manda el subgrupo (") de C' en el subgrupo (z') de C, entonces Cj,,, se mapea de mane-
ra isomorfa a Cp,.. Por lo tanto, ¢, 0¢%|c,... es un automorfismo del grupo ciclico infinito
Cinaz y por ende ¢, 00°|c,. = +Id¢,, ... Se sigue que 2! = ¢, 00(2%) = £1dg,,, (2F) = 2*F,
entonces |k| = |]. O

Proposicién 4.0.13 (L.A.-Jiménez Rolland, 2023). Considere una sucesion exacta corta
de grupos
1= F—-G—=Z—1

tal que F' es un grupo libre. Entonces

a) La dimension geométrica satisface gd(G) < 2, y se da la igualdad si el grupo G no es
libre.

b) La dimension geométrica virtualmente ciclica satisface 2 < gd(G) < 3.

Demostracion. Si G es un grupo libre, la afirmacion se deduce de Corolario 4.0.9. Ahora
supongamos que G no es un grupo libre.

Primero veamos el inciso a). Por Proposicién 4.0.7 tenemos gd(G) < 2. Por otro lado, si
G es no trivial y no libre, entonces c¢d(G) # 0 y por Stallings-Swan (ver, por ejemplo,
[23, Teorema 3.5]) tenemos c¢d(G) # 1. Por lo tanto, 2 > gd(G) > c¢d(G) > 2, entonces
cd(G) = gd(G) = 2.

Veamos ahora inciso b). Para la cota inferior notemos que si F' = Z, entonces G es isomorfo
a Z* o Z.x 7 en cualquier caso tenemos por Teorema 3.0.2 que gd(G) = 3. Si F es no
ciclico, tenemos por Corolario 4.0.9 que 2 = gd(F) < gd(G). -

Ahora vamos a mostrar que gd(G) < 3. Por Lema 4.0.12 el grupo G = F' x Z satisface

la condicién (C'). Luego, por Lema 4.0.11 y el inciso a), es suficiente demostrar que para
todo subgrupo ciclico H de G = F x Z, se cumple que gd(Wg(H)) < 2. Tenemos dos
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casos: i) p(H) = 0 o ii) p(H) # 0. De la sucesién exacta corta 1 - F — G 5 Z — 1,
obtenemos la siguiente sucesion exacta corta:

1> FNNg(H)— Ng(H) »Q —1 (4.2)

donde @) es un subgrupo de Z.

En el caso i), tenemos que H C F. Dado que F' es un grupo libre, tenemos que F N
Ng(H) = Np(H) es un subgrupo ciclico. Luego, de Ecuacion (4.2) obtenemos que W¢(H)
es virtualmente ciclico:

1= (FNNg(H))/H—Wg(H)—Q — 1.

En el caso ii), si p(H) # 0, deducimos de Ecuacién (4.2) que Wg(H) es un grupo virtual-
mente libre:
1= FNNg(H) = Wg(H) — Q/p(H) — 1.

Estamos listos para demostrar el resultado principal.

Teorema 4.0.14. Sea G un grupo normalmente polilibre de longitud n. Entonces

gd(G) <3(n—1)+2.

Demostracion. La demostracién es por induccion sobre n.

Sin =1, la afirmacion se sigue de Corolario 4.0.9. Supongamos que la afirmacién es valida
para todos n < k — 1, demostramos que la desigualdad es valida para n = k.

Dado que G es un grupo normalmente polilibre de longitud k, existe una filtracién de G
por subgrupos 1 = Gy < G; < --- < Gi_1 < G} = G tal que G; es normal en G, y el
cociente Gj11/G; es un grupo libre. Consideremos la siguiente sucesién exacta corta:

1-G -G53 aG/G)—1.

Notemos que G/G7 es un grupo normalmente polilibre de longitud < k£ — 1. Consideramos
la familia pull-back p*(G) de subgrupos virtualmente ciclicos G de G/G1, es decir, la
familia generada por

{p~Y(L) : L es un subgrupo virtualmente ciclico de G/G1}

Notemos que un modelo X de Eg(G/G1) es un modelo de E,- )G a través de la accién
dada por la proyeccion p. Ademads, notemos que Veve C p*(G), entonces por Proposi-
cién 1.4.12 tenemos:

gd(G) < gdg(G/Gr) + max{gdy oyorp-1(2) (P~ (L)) : L es un subgrupo virt. ciclico de G/G1}
o (4.3)
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Para todo L subgrupo virtualmente ciclico de G/G mostraremos que
~1
ngcycmpfl(L)(p (L>> <3.
Consideremos la sucesién exacta corta:

1—-G —-p ' (L)=L—1 (4.4)

Si L = 1, entonces p~'(L) = G, es un grupo libre, se sigue de Corolario 4.0.9 que
gdy oyerp-1) (P (L)) = 2. Si L # 1, L es un subgrupo ciclico infinito porque G/G es
libre de torsién. Dado que G es un grupo libre, por Ecuacién (4.4) y Proposicién 4.0.13
tenemos ngcycﬂpfl(L) (p_l(L)) < 3.

De Ecuacion (4.3), tenemos que gd(G) < gdg(G/G1) + 3. Por la hipétesis de induccion,
se sigue que gd(G) < 3(k —1) + 2. O



Capitulo 5

La F;-dimension geométrica de
grupos de 3-variedades orientables

En el 2019 en [35] se calculd explicitamente la Fj-dimensién geométrica de grupos fun-
damentales de 3-variedades orientables. Como una generalizacién natural, calculamos en
trabajo conjunto con el Dr. Luis Jorge Sdnchez Saldana, la Fi-dimensién geométrica de
grupos fundamentales de 3-variedades, para todo k > 2 en [44]. Este trabajo se presenta
en este capitulo.

Para poder enunciar nuestro primer resultado, necesitamos recordar algunas definiciones
de 3-variedades. En la tesis vamos a asumir que todas las 3-variedades son orientables a
menos que se diga explicitamente lo contrario. Decimos que una 3-variedad M es prima, si
siempre que M sea homeomorfa a una suma conexa de 3-variedades N;# Ny implica que
uno de los factores INV; es homeomorfo a S*. Es bien sabido que toda 3-variedad cerrada
admite una descomposicién prima, ver Teorema 5.1.3.

Teorema 5.0.1 (L.A.-Sanchez Saldana, 2022). Sea M una 3-variedad conezxa, cerrada y
orientada. Sean Py, P,, ..., P, las piezas de la descomposicion prima de M. Denotemos
G =m (M, ) y Gy = m1(P;, z;). Entonces, para todo k > 2,

0 si M = RP34#RP3,
2 sir>2,G; € F, para todo 1 < i<,
y G es no virtualmente ciclico,
méx{gdz (G;) |1 <i<r} en otro caso.
Ademds

» G; € F, siy sélo si Py es modelada en S® 0 S? x E o P; = RP3#RP3.

n G; € Fy siy sélo si Gy € Fy 0 G; es modelada en E3.

Dada la descomposiciéon prima de una 3-variedad M, el teorema anterior nos dice que
para conocer explicitamente la Fj-dimension geométrica gdz, (G) del grupo fundamental
de una 3-variedad, necesitamos calcular la Fj-dimension geométrica gdz_de las piezas
primas de M.
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En una 3-variedad prima cerrada podemos encontrar una coleccién de toros tal que al
cortar atravez de estos toros las piezas que nos quedan son o bien hiperbdlicas o Seifert
fibrado, este resultado es conocido como descomposicién JSJ, ver Teorema 5.1.9. La Fp-
dimension geométrica gd z,del grupo fundamental de una 3-variedad prima es la siguiente.

Teorema 5.0.2 (L.A.-Sdnchez Saldana, 2022). Sea M wuna 3-variedad prima coneza,
cerrada y orientada. Sean Ny, Na, ..., N, las piezas de la descomposicion JSJ de M. De-
notemos G = m (M, zo) y G; = m (N, x;). Si k > 2, entonces

gd}'k (G) = {

2 st M es modelada en Sol,
méx{gdz (G;) |1 <i<r} en otro caso.

Este teorema nos dice que para conocer explicitamente la dimensién geométrica del grupo
fundamental de una pieza prima, necesitamos calcular la dimensiéon geométrica de las
piezas de su descomposicion JSJ, el cual mostramos en la siguiente tabla.

Tipo de variedad N | gd, (m (N, 70)) | gdg, (71 (N, 20)) con k >3

Hiperbdlica con fron- 3 3
tera vacia

Hiperbdlica con fron- 3 3
tera no vacia

Seifert fibrado con ba- 0 0

se orbidad B que es o
bien mala o modelada
en S?

Seifert fibrado con ba- 2 2
se orbidad B modela-
da en H?, y frontera
vacia o no vacia
Seifert fibrado mode- 5 0
lada en E? con fronte-

ra no vacia y base or-
bidad B modelada en
E2

Seifert. fibrado mode- 3 3
lada en Nil con fron-
tera vacia y base orbi-
dad B modelada en E?
Seifert fibrado con 0 0
frontera no vacia y
base orbidad B mode-
lada en [E?

Tabla 5.1: Fi-dimension geométrica de las piezas JSJ.

Los teoremas anteriores, Teorema 5.0.1 y Teorema 5.0.2 junto con la Tabla 5.1 se calcula
explicitamente la Fj-dimensién geométrica de grupos de 3-variedades con respecto de la
familia F, para todo k > 2.
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La distribucion de este capitulo es como sigue: en la seccién 5.1 se revisan algunas
nociones y resultados de 3-variedades tales como la nocién de 3-variedades de Seifert, el
teorema de descomposicion prima y JSJ. En la seccion 5.1 se calcula explicitamente la
Fr-dimensién geométrica de las piezas JSJ. En la secciéon 5.6 se demuestra los teoremas
principales.

5.1. Basicos de 3-variedades

El objetivo de esta seccién es recordar algunos resultados de 3-variedades orientables que
vamos a necesitar en las siguientes secciones, para mas detalles ver [63] y [5]. En toda
la tesis vamos a asumir que todas las 3-variedades son orientables a menos que se diga
explicitamente lo contrario.

Descomposicién prima

Es bien sabido que toda superficie conexa, compacta, orientable y sin frontera es o bien
la esfera, un toro o una suma conexa de toros. Con este resultado en mente es natural
preguntarse si toda 3-variedad se puede ver como una suma conexa de variedades mas
“sencillas”. Esta pregunta tiene una respuesta afirmativa.

Definicién 5.1.1 (Suma conexa de 3-variedades). Sean M y N dos 3-variedades. Elimi-
nemos el interior una 3-bola a cada 3-variedad M — Int(By), N — Int(Bs) y tomemos un
homeomorfismo ¢: 0By — 0Bs. La suma conexa M#N de M y N, se define como el es-
pacio cociente que se obtiene de la union disjunta M —Int(By) | | N —Int(By) identificando
x € OBy con (x). Si M y N estin orientadas, requerimos que ¢ cambie la orientacion
con respecto a la orientacion inducida a 0By y 0Bs.

Definicién 5.1.2. Decimos que una 3-variedad M es prima, si siempre que M sea ho-
meomorfa a una suma conexa de 3-variedades N1# No implica que uno de los factores N;
es homeomorfo a S®.

El siguiente teorema de descomposicién prima es debido a Kneser (existencia) [40] y
Milnor (unicidad) [55].

Teorema 5.1.3 (Teorema de Descomposicién Prima). Sea M una 3-variedad coneza,
orientable y cerrada. Entonces M se puede ver como una suma conexa de variedades
primas M = Py# - --#P,. Ademds, esta descomposicion es unica salvo el orden y homeo-
morfismo.

El teorema anterior nos dice que para estudiar una 3-variedad, podemos empezar por
estudiar sus piezas primas, pero estas piezas primas podrian ser todavia complicadas. En-
tonces, la pregunta natural es si estas piezas primas se pueden descomponer en piezas mas

“sencillas”. Esta pregunta tiene una respuesta afirmativa y se conoce como descomposicién
JSJ.

Antes de enunciar la descomposicion JSJ necesitamos definir una variedad de Seifert
fibrado.
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3-variedades de Seifert fibrado

Definicién 5.1.4. Sea D*> = {x € R* | |z| < 1}. Consideremos el espacio I x D?
2mixp

identifiquemos las tapas {0} x D* y {1} x D? mediante el automorfismo p(x) = x exp =

de D?, donde p y q son coprimos. El espacio cociente T (p,q) se llama un toro fibrado. Si
© es la identidad obtenemos el toro fibrado trivial S x D?.

Definicién 5.1.5. Una 3-variedad M es de Seifert fibrado si se puede ver como una union

disjunta de circulos (como conjunto) llamadas fibras M = I_l S! tal que cada circulo tiene

a€A
una vecindad homeomorfa a un toro solido fibrado. Una fibra de M se dice que es reqular

si tiene una vecindad tubular homemorfa a un toro solido fibrado trivial, la fibra se dice
que es singular en otro caso.

Observacién 5.1.6. Un toro fibrado no trivial T'(p, q) tiene a lo mds una fibra singular,
a saber, la fibra “central”. Se sigue que en una 3-variedad de Seifert fibrado las fibras
singulares son aisladas.

Ejemplos 5.1.7. Ejemplos de 3-variedades de Seifert fibrado

1) T8 =T?x 8" = | |{z} x 5"

reT?

2) Si'¥ es una superficie, entonces X x S' es una 3-variedad de Seifert fibrado.

3) Un haz fibrado de la forma:

Sl_i,E

ip

Sea M una 3-variedad de Seifert fibrado. Dada una descomposicién de M en circulos, se
puede colapsar cada circulo a un punto, al hacer esto lo que nos queda es una 2-orbidad B,
llamamos a B la base de M, ver [63, Section 3]. Tal orbidad B tiene su grupo fundamental
orbifold 7™ (B), que no necesariamente es el grupo fundamental del espacio topolégico
subyacente, pero esta relacionado con el grupo fundamental de M a través del siguiente
lema.

Lema 5.1.8. [63, lema 3.2] Sea M una 3-variedad de Seifert fibrado con base orbidad B.
Sea G el grupo fundamental de M. Entonces existe una sucesion exacta corta

1+ K—=G—7n"B) -1

donde K denota el subgrupo ciclico de G generado por una fibra reqular. El grupo K es
infinito excepto en los casos donde M es cubierto por S3.

Una 2-orbidad B es exactamente de uno de los siguientes tipos, dependiendo de la es-
tructura de su cubriente orbifold universal: malo, esférico, hiperbdlico o plano. En esta
tesis, dividiremos el calculo de la Fi-dimensién geométrica de una variedad de Seifert M
dependiendo del tipo de su base orbidad B.
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Descomposicién JSJ

Después del trabajo de Perelman [59] [60] y Thurston [70] el teorema de descomposicién
JSJ debido a Jaco-Shalen[31] y Johannson [36], se puede formular como sigue.

Teorema 5.1.9 (Teorema de descomposicién JSJ, Jaco-Shalen-Johannson, Perelman).
Sea M una 3-variedad prima, cerrada y orientada. Entonces existe una coleccion T C
M de toros incompresibles, es decir, propiamente encajada con haz normal trivial y -
inyectivo tal que cada componente de M\'T es o bien hiperbdlica o una variedad de Seifert
fibrado. Una tal coleccion es unica hasta isotopia.

Una herramienta que podemos utilizar al estudiar 3-variedades es la geometria diferen-
cial. A continuacién introducimos la nocién de geometria, para poder enunciar el Teore-
ma 5.1.13 que nos caracteriza las 3-variedades de Seifert fibrado con su geometria.

Definicién 5.1.10. Una n-variedad Riemanniana M es una variedad suave con una
métrica Riemanniana. Si el grupo de isometrias Iso(M) actia transitivamente en M,
entonces decimos que M es homogénea. Si M tiene un cociente con volumen finito decimos
que M es unimodular.

Definicién 5.1.11. Una geometria es una variedad Riemanniana M simplemente-conexa,
homogénea y unimodular.

Ejemplos de geometrias son las siguientes:

= BEuclidiana E”,
= Hiperbdlica H",
» Esférica S™.

Definicién 5.1.12. Decimos que una variedad N admite una estructura geométrica, si

existe una geometria M y un subgrupo I' de Iso(M) que actia libremente en M tal que
M/T es difeomorfo a N.

Por el teorema de uniformizacién las superficies compactas admiten las siguientes geo-
metrias: S?, E2, H2, ver por ejemplo [68], [57, Theorem 1.1.1]. Thurston mostré que exis-
ten 8 geometrias posibles para 3-variedades: Hiperbélica H?, Euclidiana E?, Esférica S3,

——

Sol, Nil, §? x E, H? x E, SLy(R). Ver por ejemplo [63, Theorem 5.1].

El siguiente teorema nos dice el tipo de geometria que puede admitir una 3-variedad de

Seifert fibrado.

Teorema 5.1.13. Sea M una 3-variedad compacta con frontera vacia o atoroidal. Asu-
mimos que M # S*x D?, M # St x St x I, y que M no es el I-haz torcido sobre la botella
de Klein. Entonces M es Seifert fibrado si y solo si M admite una geometria modelada

—~——

en uno de las siguientes geometrias: S*, E®, §? x R, H? x R, SLy(R) o Nil

Para una demostracién ver [63, Thoerem 5.3] y [5, Theorem 1.17].
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Dimension virtualmente abeliana de las piezas JSJ

Sea N una 3-variedad prima. Utilizando el Teorema de descomposicion JSJ podemos
encontrar una coleccién de toros {T;} en N tal que N \ IIT; las piezas que nos quedan
son o bien 3-variedades hiperbélicas o 3-variedades de Seifert fibrado. En las siguientes
subsecciones el objetivo es calcular la dimensién geométrica del grupo fundamental de una
3-variedad hiperbdlica y una 3-variedad de Seifer fibrado. En la ultima secciéon mostramos
una tabla de los cdlculos obtenidos.

5.2. El caso hiperbdlico

En esta seccién, calculamos la Fo-dimension geométrica de las variedades hiperbdlicas con
o sin frontera.

Teorema 5.2.1. Sea M una 3-variedad hiperbdlica de volumen finito (posiblemente con
frontera) y G = 71 (M, zy). Entonces gdg, (G) = 3.

Demostracion. Tenemos dos casos dependiendo de si la frontera de M es vacia o no.
Primero, supongamos que M no tiene frontera. De [63, Corolario 4.6], sabemos que G no
puede tener un subgrupo isomorfo a Z?2, y por lo tanto F; = F, para todo k > 1. Asi, por
[35, Proposicién 6.1}, gdz, (G) = 3, y el resultado se sigue.

Ahora supongamos que M tiene frontera no vacia. Destacamos dos observaciones:

1. La primera es que G es libre de torsion. De hecho, como M es hiperbdlica y en
particular asférica, entonces el cubriente universal H? de M es un modelo para EG,
y por lo tanto G tiene dimensién cohomolégica finita. De [13, Corolario 2.5] se sigue
que GG debe ser libre de torsion.

2. La segunda observaciéon es que todo subgrupo virtualmente ciclico infinito de G es
isomorfo a Z. Esto se sigue de la primera observacion y de la clasificacion de grupos
virtualmente ciclicos, ver por ejemplo [37, Proposicién 4].

Consideremos la colecciéon B de subgrupos de G que consiste de:

= Todos los conjugados de los grupos fundamentales de las cispides de M. Todos estos
grupos son isomorfos a Z?, ya que cada ctspide es homeomorfa al producto de un
toro y un intervalo.

= Todos los subgrupos virtualmente ciclicos infinitos maximales que no son subconju-
gados al grupo fundamental de una cuspide. Todos estos grupos son isomorfos a 7Z
por la observacién (2) anterior.

Observemos que G es hiperbdlico relativo a la coleccién dada por los grupos fundamentales
de las cuspides de M, ver por ejemplo [58, Example I, p.4]. Por [41, Theorem 2.6}, la
coleccién B es adaptada a (Fy, F1). Afirmamos que B es adaptada a (Fy, F3). Verifiquemos



5.2 El caso hiperbdlico 61

cada una de las condiciones en Definicién 1.4.15 para By Fy C F;. Las condiciones b) y
c) se siguen directamente de la demostracién de Lafont y Ortiz, ya que no dependen de
las familias, sino solo de la coleccién B. La condicién a) también sigue directamente de la
demostracion de Lafont y Ortiz, ya que tal condicion solo depende de la pequena familia
Fo. Para la condicién d), notamos que Lafont y Ortiz verificaron que todo subgrupo ciclico
virtualmente infinito de G' esta contenido en un elemento de B, asi que solo tenemos que
verificar que todo subgrupo virtualmente Z? de G estd contenido en un elemento de B. De
hecho, si H es un subgrupo virtualmente Z? de G, entonces H no contiene un subgrupo
isomorfo a un grupo libre en dos generadores. Por lo tanto, por la alternativa de Tits para
grupos relativamente hiperbdélicos, ver por ejemplo [8, Remark 3.5], H es subconjugado
al grupo fundamental de una cuspide.

Ahora estamos listos para usar Teorema 1.4.16 y Observacion 1.4.20 para construir un mo-
delo para Ex,G. Sea ‘H una coleccién de representantes de las clases de conjugacion en B,
entonces el espacio X definido por el G-coproducto amalgamado dado por Teorema 1.4.16:

Uyen G xu EH EG
f h
|—|H€HG X H E]:QH X

(5.1)

nos da un modelo para Er,G.

Afirmamos que X puede ser elegido de dimensién de 3. Observemos que, por Observa-
cién 1.4.20, la dimension de X es

max{dim(FH) + 1,dim(EG), dim(Ez, H)}.

Hemos visto que H es isomorfo a Z o Z?, por lo tanto, EH tiene un modelo de dimensién
1 0 2, y en ambos casos hay un modelo para Ex, H de dimensién 0. Esto prueba nuestra
afirmacién. Como consecuencia, gdz,(G) < 3.

Ahora vamos a mostrar que gdz,(G) > 3. Es bien conocido que gdz, (G) > cdx,(G), por
lo tanto, es suficiente mostrar que cdz,(G) > 3. Para demostrar esta tltima desigualdad,
probaremos que H% (G;Z) # 0. Aplicando Mayer-Vietoris a (5.1) obtenemos la siguiente
sucesion exacta larga

= H3,(G2) — HYG;Z) © €D HE,(H;Z) — @) H(H;2) — - - (5.2)

HeH HeH
Dado que existe un modelo de dimension 0 para Eg, H para todo H € H, entonces
H% (H;Z) = 0, lo que implica que @ H%(H;Z) = 0. Por [52, Teorema 1.1.7], existe

HeH
un complejo de dimension 2, X C M, tal que X tiene el mismo tipo de homotopia que

M. Por lo tanto, el cubriente universal X de X es un modelo para EG. Concluimos que
H3(G;Z) = H*(M;Z) = H*(X;Z) = 0. Como consecuencia de (5.2) y las observaciones
en el parrafo anterior, obtenemos la siguiente sucesién exacta:

o HNGZ) S @ HY(H;Z) — HE,(GZ) — 0

HeH H=7?
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Vamos a describir la funciéon ¢ de manera mas explicita. Recordemos que esta funcion esta
inducido por la tnica funcién H-equivariante | |y gaye: FH — EG considerando EG
como un H-complejo celular por restriccién, ver Observacion 1.4.20. Para dar una descrip-
cién concreta de esta inclusién, tomamos como modelo para EG del cubriente universal N
de la parte "gruesa” N de M, es decir, cortamos todas las cuspides de M. Dado que cada
subgrupo Z* en H es el grupo fundamental de una cispide, corresponden a los grupos
fundamentales de los componentes conexos de la frontera de N. Por lo tanto, la funcion
U ke iz G X EH — EG puede identificarse con la inclusién p~'(ON) — N, donde

p: N — N es la funcién de cubriente universal. Por otro lado, tenemos los isomorfismos
naturales H*(G;Z) ¥ H*(EG/G;Z) = H*(N;Z) y H*(H;Z) = H*(EH/H;Z), ver por
ejemplo [4, Example 4.3]. En conclusién, ¢ puede identificarse con el mapa inducido en
cohomologia de Bredon por la inclusién ON < N.

Para demostrar que H %Q(G; Z) # 0, es suficiente mostrar que la funcién ¢ no es sobreyec-
tivo. Utilizando la susecién exacta larga del par (N,IN):

.-+ = H*(N,ON) — H*(N) 5 H*(ON) — H3(N,0ON) — 0

podemos ver que ¢ no es sobreyectivo si y sélo si H3(N,ON) # 0. Por la dualidad de
Poincaré, H3*(N,0ON) = Hy(N) = Z. Por lo tanto, ¢ no es sobreyectivo. Esto completa la
demostraccion. O]

5.3. Caso Seifert fibrado

5.3.1. 3-variedades de Seifert fibrado con orbidad base mala o
aesférica

Teorema 5.3.1. [35, Proposition 5.1] Sea M una 3-variedad de Seifert fibrado con or-
bidad base B y grupo fundamental G. Asumimos que B es o bien una orbidad mala, o

una orbidad buena modelada en S?. Entonces G es virtualmente ciclico, en particular
gdr (G) =0 para todo n > 1.

5.3.2. 3-variedades de Seifert fibrado con orbidad base hiperbdli-
ca

Teorema 5.3.2. Sea M wuna 3-variedad de Seifert fibrado (cerrada o con frontera no
vacia) con orbidad base B y grupo fundamental G. Asumimos que B es modelada en H?,
entonces gdz, (G) = 2.

Demostracion. Primero vamos a mostrar que gdz, (G) < 2, para ello vamos a construir
un modelo para Er,G de dimensién 2 utilizando Teorema 1.4.19. Por Lema 5.1.8 tenemos
una sucesion exacta corta de grupos

1 K—>G5G, —1 (5.3)
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donde Gy = 7¢®(B) el grupo fundamental orbidad de B y K es un subgrupo ciclico
infinito de GG, generado por una fibra regular. Sea

F, ={H < Gy : H es virtualmente Z" para algin r =0,1,...,n}.

Notemos que Fj = F7, se sigue del hecho de que Gy no puede tener un subgrupo isomorfo
a Z* porque Gy es un grupo Fuchsiano. Por [41, Theorem 2.6] la coleccién A = {H < Gy :
H es virtualmente Z maximal en F| \ Fj} es adaptada al par (F{, F;) .

Consideremos las familias jaladas F y F) generadas por {¢™'(L) : L € Fj} y {¢o (L) :
L € F|} respectivamente. Notemos que F| C Fo C Fi, la primera contencién es por
inspeccion, demostremos la segunda contencion: Sea L € Fj, tenemos tres opciones L
es finito, L es virtualmente Z o L es virtualmente Z*. Si L es virtualmente Z*, entonces
existe un subgrupo L’ < L de indice finito isomorfo a Z*, notemos que ¢(L') es un
subgrupo ciclico de G que tiene indice finito en (L), asi ¢(L) € Fj. Concluimos que
0 1(o(L)) € F| y contiene a L. Los otros casos se procede de manera analoga. Sea H un
conjunto completo de representantes de clases de conjugacién en A* = {o~'(H) : H € A}.
Entonces por el Teorema 1.4.19 tenemos que el siguiente G-coproducto amalgamado da
un modelo X para Er,G

HFIE’H G X i E]:OH — E]:OGQ

l |

ien G xg ERH—— X

Verifiquemos que X tiene dimension 2. Para ello calculemos las dimensiones de los vértices
del G-coproducto amalgamado. Veamos que dimensién tiene Ex H. Puesto que H € A
tenemos que H es virtualmente Z, asi un modelo para Er,H es R para todo H e H.
Por [47, Theorem 4.6] un modelo para Ez Gy es H?. Por tltimo mostremos que H es
virtualmente Z? para todo H € H, 'y en consecuencia el espacio de un punto es un modelo
para Ex, H para todo H € H. Sea H € H, por definicién de H, H € A*, luego H = ¢~ 1(9)
para algun S € A. S es virtualmente Z, es decir, existe un subgrupo 7' < S tal que T es
isomorfo a Z y de indice finito en S. Entonces de 5.3 tenemos la siguiente sucesién exacta

1> K—p ' (T)—>T—1 (5.4)
esta sucesion exacta 5.4 es equivalente a la siguiente sucesion exacta que se escinde
1 =2Z =9 N T)—=Z—1

asi ¢~ Y(T) es isomorfo a Z x Z el cual es virtualmente Z>. ¢~ *(T) es de ndice finito en
H. Se sigue que H es virtualmente Z2. Observando las dimensiones del G-coproducto
amalgamado concluimos que X es de dimensién 2.

Ahora vamos a mostrar que gdz, (G) # 0,1. En [26, Proposition 3.19. y Proposition 3.20,
p. 49 | se demuestra que gdz,(G) = 0 si y s6lo si G € F>, entonces para mostrar que
gdz, (G) # 0 basta ver que G no es virtualmente Z2. Procedemos por contradiccion,
supongamos que G es virtualmente Z?, i.e, existe un subgrupo L < G isomorfo a Z?
y de indice finito. Observemos que ¢(L) es un subgrupo ciclico de Gy de indice finito,
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pero Gy = 7"°(B) no es virtualmente ciclico porque la orbidad B esta cubierta por una

superficie S, de genero por lo menos 2, luego Gy contiene a 71(S,), asi Gy no puede ser
virtualmente ciclico. Por lo tanto G no es virtualmente Z2.

Ahora veamos que gdz,(G) # 1. Procedemos por contradiccién, supongamos que existe un
modelo X para Erz,G de dimension 1. Notemos que X es un arbol y que cada elemento
g € G tiene un punto fijo pues X9 #£ (). Por Teorema 2.1.16 X% # ) lo cual es una
contradiccion porque GG no es un elemento de F». O

5.3.3. 3-variedades de Seifert fibrado con orbidad base plana

El objetivo de esta subseccion es demostrar los siguientes teoremas.

Teorema 5.3.3. Sea M una 3-variedad de Seifert fibrado, cerrada (sin frontera) con base
orbidad B vy grupo fundamental G. Supongamos que B estd modelada en E*. Entonces,
M estd modelada en E® o estd modelada en Nil. Ademds,

a) Si M estd modelada en E®, entonces gd, (G) = 5.
b) Si M estd modelada en Nil, entonces gd,(G) = 3.

Teorema 5.3.4. Sea M una 3-variedad compacta de Seifert fibrado, con base orbidad B
y grupo fundamental G. Supongamos que B estd modelada en E* y M tiene frontera no
vacia. Entonces, M es difeomorfa a T? x I o al I-haz torcido sobre la botella de Klein.
En particular, gdx, (G) = 0 para todo k > 2.

Antes de demostrar los teoremas anteriores necesitamos algunos resultados previos.

Clasificaciéon de elementos de G Ls(Z)

Teorema 5.3.5. Una matriz A € GLy(Z) satisface una y sélo una de las siguientes
condiciones:

a) Tiene orden finito. En este caso decimos que A es una matriz eliptica.

b) Es conjugada a una matriz triangular de la forma

<(1) i) (5.5)

para algun s # 0. En este caso decimos que A es parabolica.

¢) No es eliptica y no deja fijo ningin subgrupo ciclico de Z*. En este caso decimos que
A es hiperbdlica.

Mas ain, A € GLo(Z) es eliptica (resp. parabdlica, hiperbdlica) si y solo si A™ es eliptica
(resp. parabélica, hiperbélica) para todo r > 1.
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Teorema 5.3.6. Sea M una 3-variedad con grupo fundamental isomorfo a G = Z* Xy L
donde p: 7 — Aut(Z?) = GLy(Z). Entonces:

a) Si (1) = A es eliptica, entonces gdz,(G) = 5.
b) Sip(1) = A es parabélica, entonces gd, (G) = 3.

c) Si (1) = A es hiperbdlica, entonces gdz,(G) = 2.

Para demostrar el Teorema 5.3.6 necesitaremos los siguientes lemas que enunciamos y
demostramos a continuacion.

Lema 5.3.7. Sea G = Z* x,Z con ¢(1) = A un elemento parabdlico en G Ly(Z). Entonces

a) La matriz A fija un subgrupo ciclico infinito de Z*. Ademds el subgrupo ciclico infinito
mazimal fijado por A es normal en G y G/N es iqual a Z* 0 a 7 x 7.

b) Consideremos el homomorfismo ©: G — G/N. La familia jalada F! de la familia F,
es igual a la familia Fy

Demostracion. Demostremos el inciso a). Por Teorema 5.3.5 la matriz ¢(1) = A es con-
jugada a una matriz de la forma 5.5, luego podemos elegir una base B de Z? tal que la
transformacion asociada a A en esta base B se vea de la forma 5.5. Asi podemos suponer
que A es de la forma 5.5 y fija un subgrupo ciclico infinito. Sea N el subgrupo ciclico
infinito maximal de Z? fijado por A. Notemos que N es un subgrupo del centro de G. En

efecto, sea ((‘2) Jw) en Z2 %, 7
()G =) ()

por otro lado

Se sigue que N es normal en G. Observemos que G/N = (Z* /N) x Z es isomorfo a Z°
0 a Z x Z. Ahora demostremos el inciso b). Primero mostremos J7 es esta contenido en
F3. Recordemos que la familia F| esta generada por {r~'(L) : L € F,}, luego basta ver
que la contencién es cierta para el conjunto generador. Sea S € F| entonces tenemos
dos opciones S es finito o S es virtualmente Z. Supongamos primero que S es finito, el

grupo trivial 1 es de indice finito en S, en consecuencia N es de indice finito en 771(.9),
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ast 771(S) es virtualmente Z. Ahora supongamos que S es virtualmente Z, i.e, existe un
subgrupo L < S tal que L es isomorfo a Z y de indice finito. Tenemos una sucesién exacta

1> N—-aYL)—-L—1 (5.6)
esta sucesion exacta es equivalente a la siguiente sucesion exacta que se escinde
1-Z—-7aYL)—-7Z—1 (5.7)

asi 771(L) es isomorfo a Z*® 0 a Z x Z, en cualquier caso 7 (L) es virtualmente Z°. Puesto
que 7 (L) es de indice finito en 77(), concluimos que 7~!(S) es virtualmente Z>.

Ahora mostremos que JF, esta contenido en ]:“{ Sea L € F;, tenemos tres opciones L
es finito, L es virtualmente Z o L es virtualmente Z*. Si L es finito entonces (L) es
finito, pero L/N es libre de torsion se sigue que 7(L) es trivial. Asi L < m(S) para todo
S € F|. Ahora supongamos que L es virtualmente Z, i.e, existe un subgrupo K de L
isomorfo a Z y de indice finito. Observemos que 7(K) es abeliano, y como L/N es libre de
torsién tenemos que m(K) es trivial o ciclico infinito. Se sigue que (L) es virtualmente
Z o trivial, en cualquier caso 7(L) € Fj. Concluimos que 7 '(w(L)) € F; y contiene
a L. Por tltimo supongamos que L es virtualmente ZZ, es decir, existe un subgrupo
T < L tal que T es isomorfo a Z? y de indice finito. Notemos que 7' N ker(7) # 1 de lo
contrario G tendrfa un subgrupo isomorfo a Z*, en efecto, recordemos que el subgrupo
ciclico infinito N = ker 7 esta en el centro de GG, luego un generador h de N conmuta con
los generadores de T" digamos a y 3, asi el subgrupo generado por h, a, 8 es isomorfo a
Z3. En consecuencia gdr, G > 4, pero en [35, Proposition 5.4. | muestran que gdz, G = 3
por lo que encontramos una contradiccién. Observemos que el subgrupo n(7) de G/N es
abeliano, usando el hecho que L/N es libre de torsién y T'Nker () # 1 tenemos que 7(7T') es
un subgrupo ciclico infinito. Ahora, el subgrupo 7(T') es de indice finito en 7(L), asi 7(L)
es virtualmente Z, luego w(L) € F}. Concluimos que L es un subgrupo de 7~ ! (7 (L)) € F{
y en consecuencia L € Fj. O

Lema 5.3.8. Sea G = Z° x,Z con (1) = A un elemento hiperbélico en G Ly(Z). Sea H
el subgrupo Z* x{0} de G. Entonces

a) Todos los subgrupos de G isomorfos a Z* son subgrupos de H. En particular, la familia
Fy de G es la siguiente union Fy = F1 USUB(H) donde SUB(H) es la familia de todo
los subgrupos de H.

b) Sea C un subgrupo ciclico infinito de G, entonces

7Z siCLH
Ng(O) =
o(©) {W siC<H
Demostracion. Demostremos el inciso a). Procedemos por contradiccién, supongamos que
existe L un subgrupo de G isomorfo a Z? que no es subgrupo de H. De la sucesién exacta

corta
1572 5G5S 71 (5.8)



5.3 Caso Seifert fibrado 67

obtenemos la siguiente sucesion exacta corta
1= LNZ— L—y(L)—1 (5.9)

Puesto que L no es subgrupo de H = ker 1, tenemos que (L) es no trivial, asi ¢(L) =
(rZ) con r # 0. Como L es isomorfo a Z? tenemos que L N Z? es isomorfo a Z. Por
lo anterior y de 5.9 tenemos que L = Z x(rZ), en consecuencia A" (¢(1) = A) fija un
subgrupo ciclico infinito de Z?, asi A" no es hiperbélico lo cual es una contradiccién al
Teorema 5.3.5.

Ahora demostremos la igualdad F, = F; USUB(H). Por inspeccién Fy U SUB(H) C Fo.
Entonces sélo resta probar que Fo C F; USUB(H). Sea L € F, entonces tenemos dos
casos L es virtualmente ciclico o L es virtualmente Z*. Supongamos primero que L es
virtualmente ciclico, asi L € F; y en particular L € FyUSUB(H). Por ultimo supongamos
que L es virtualmente Z?. De la sucesién exacta corta

157225 G52 1 (5.10)
obtenemos la siguiente sucesion exacta corta

1= LNZ— L—y(L)—1 (5.11)

como L es virtualmente Z? y H contiene todos los subgrupos de G isomorfos a Z? tenemos
que L NZ?* es isomorfo a Z*. Asf la sucesién anterior la podemos escribir como

1 =7~ L—y(l)—1 (5.12)

Vamos a mostrar que ¢(L) = 0. Por contradiccién, supongamos que (L) # 0, entonces
(L) = (mZ) con m # 0. De la sucesién exacta 5.12 tenemos que L = Z* x(mZ), lo
cual es una contradiccién porque L es virtualmente Z>. Por lo tanto (L) = 0. Asi L es
isomorfo a Z*, luego L € SUB(H) en particular L € F;USUB(H) que es lo que queriamos
mostrar.

Demostremos el inciso b). Primero supongamos que C' £ H, entonces los elementos de C'

son de la forma ((8) ,1). Sea ((;) ,w) € Ng(C), luego

(2) o (2) o =(2) () o (20 -w)

()G

Se sigue que A" (:g) = (:;) , por hipotesis A es hiperbélico, luego por el Teorema 5.3.5
x

A" es hiperbdlico, asf (:y) = <8> De lo anterior concluimos que Ng(C') = Z.
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Ahora supongamos que C' < H. De la sucesién exacta corta

1572 G521 (5.13)
tenemos la siguiente sucesion exacta

1 — Ng(C)NZ* — Ng(C) — ¥(Ng(C)) — 1 (5.14)

por hipétesis C' < H, entonces Ng(C') contiene H, luego la sucesién anterior es equivalente
a la siguiente sucesion

1 — Z* — Ng(C) — ¥(Ng(C)) — 1 (5.15)

0

Vamos a mostrar que ¢¥(Ng(C)) = 0, para ello basta mostrar que Ng(C') no contiene
0 )

elementos de la forma ((

()0 (@) () ) ()
() ()
()
()

Asf Al <§) =0 (i) , pero esto no puede pasar porque A’ es hiperbdlico. Asf ¢¥(Ng(C)) =
0. Concluimos de la sucesion 5.15 que Ng(C) = Z2. O

) , en efecto, supongamos que ¢ = (( (5) ,0)), luego

Demostracion del Teorema 5.3.6. Para el inciso a) notemos que G es virtualmente Z°. En
efecto, por hipdtesis A es eliptica, luego tiene orden finito. Sea n el orden de A, entonces
el subgrupo (nZ) de Z actiia de manera trivial en Z?, luego Z* x (nZ) es un subgrupo de
72 X, Z isomorfo a 73 de indice finito. Ahora la afirmacién se sigue de Teorema 3.0.2.

Ahora demostremos el inciso b). Primero mostremos que gdz,(G) < 3. Para ello vamos
a mostrar un modelo de ExG de dimensién 3. Por el Lema 5.3.7 inciso a) ¢(1) = A
fija un subgrupo ciclico infinito maximal y G/N = (Z® /N) x Z es isomorfo a Z* o a
Z X7, en ambos casos G/N es 2-cristalografico, luego por el [16] existe un modelo Y
3-dimensional para Ez (G/N) donde Fj es la familia de subgrupos virtualmente ciclicos

de G/N. Por el Lema 5.3.7 inciso b) la familia jalada F/ de la familia F| es igual a la
familia F5, entonces Y también es un modelo para Erz,G mediante la acciéon inducida por
el morfismo 7: G — G/N.

Por 1ltimo vamos a demostrar la otra desigualdad gdz, (G) > 3, para ello vamos a mostrar
que H }2 (G,Z) # 0, en efecto, sea Y el modelo para Ex,G que construimos anteriormente,
entonces
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HE, (G, Z) = H(Y/G, Z)
— H*(Y/(G/N).Z)

En [16, p.8 proof Theorem 1.1] demuestran que este ultimo grupo es no cero.

Demostremos el inciso ¢). Primero vamos a mostrar que gdz, (G) < 2, para ello construi-
remos un modelo para Ex,G de dimensién 2. Sea H el subgrupo Z* x{0} < G. Por el
Lema 5.3.8 inciso a) la familia F, de G es la unién F, = F;USUB(H ) donde SUB(H ) es la
familia de todo los subgrupos de H. Asi por Proposicion 1.4.10 el siguiente G-coproducto
amalgamado da un modelo para Fr,G

Er G —— ExG (5.16)

o

ESUB(H)G — X

donde Fi(H) = SUB(H) N Fi. Aqui las funciones g, f son G-funciones dadas por las
inclusiones F1(H) C Fy y Fi1(H) € SUB(H). Afirmamos que bajo ciertas elecciones X es
de dimensién 2. Primero vamos a dar una idea de la construccién. Primero, observemos
que H es un subgrupo normal de G, E(G/N) = EZ = R es un modelo para EsupmG,
véase por ejemplo la demostracién del Corolario 2.10 en [51]. A continuacién, mostraremos
que existe un modelo tridimensional Y para Er G tal que:

1) Y es la unién de dos G-subcomplejos Y; y Ys.

(1)
(2) Toda 3-célula en Y pertenece a Y.
(3) Y3 es modelo para Er m)G.

(4)

4) La funcion f es la inclusién Y, — Y.

Dado que f es una inclusién, entonces el G-coproducto amalgamado homotépico (5.16)
puede ser reemplazado por G-coproducto amalgamado, véase por ejemplo [71, Teore-
ma 1.1]. Es decir, tomamos X =Y U, R =Y UR/ ~, donde identificamos = ~ g(z) para
todo z € Y,. Por (1)-(4), podemos ver que cada 3-célula de Y estd siendo colapsada a
un espacio de dimensiéon 1 mediante g, por lo que obtenemos que X es un complejo de
dimensiéon menor o igual a 2. De la construccién explicita concluimos de hecho que X es
de dimensién 2.

Construyamos Y, Y; y Y. Dado que G es un grupo poli-Z sin torsién, por [51, Lema 5.15
y Teorema 2.3] obtenemos un modelo Y para Er G mediante el siguiente G-coproducto
amalgamado

| | G xnaie) ENa(C) — EG (5.17)

Cel

|_| G X Ng(C) EWG(C) —Y
cel
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donde Z es un conjunto de representantes de clases de conmensuracién en F; — Fy. Para
construir el mencionado G-coproducto amalgamado utilizamos una construccién anédloga
a la descrita en Observacién 1.4.20, es decir, reemplazamos EG con el mapping cylinder
de la funcién horizontal superior.

Por Lema 5.3.8 parte b), el conjunto Z es la unién disjunta de Z; = {C € Z|Ng(C) =
7}y ={C € I|C £ Z* x{0}} y T, = {C € T|Na(C) 2 Z°} = {C € Z|C < Z* x{0}}. Por
lo tanto, el G-coproducto amalgamado (5.17) se puede escribir como

<|_| G X ng(0) ENG(O)) | ] <|_| G X N (0) ENG(C)> — > EG (5.18)

Cely Cely

<|_| G X Ng(c) EWG(C)) | ] <|_| G X Ng(c) EWG(C)> — Y

Cely Cely

Definimos Y] y Y5 via los siguientesG-coproductos amalgamados

| | G xne(c) ENa(C) — EG | | G %noe) ENa(C) — EG
Cely Ccely
|_| G Xng(c) EWe(C) —— Y, |_| G Xngc) EWa(C) —— Y,
Celb Cels

Claramente Y = Y1 U Y3, y Y1 NY, = EG. Puesto que Fi(H) es la familia de todos los
subgrupos virtualmente ciclicos de H y I, es el conjunto de representantes de las clases
de conmensuracién de subgrupos ciclicos infinitos en H, podemos usar [51, Lema 5.15 y
Teorema 2.3] para demostrar que Y5 es un modelo para Er, m)G.

Observamos lo siguiente:

1) Si C' € Z; entonces un modelo para ENg(C) = EZ es R. Por lo tanto, el cilindro
asociado a ENg(C) = EZ contribuye a Ex G con un subespacio de dimensién 2.

11) Si C € Z, entonces un modelo para ENg(C) = EZ?* es R?. Asi, el cilindro asociado
a ENg(C) contribuye a Ex G con un subespacio de dimensién 3.

11) Por [51, Teorema 5.13], EG tiene un modelo de dimensién 3.

Como consecuencia de las observaciones anteriores, concluimos que toda 3-célula de Y
pertenece a Ys. Esto concluye la construccion de un modelo bidimensional para Ez,I'.

Ahora vamos a mostrar que gdz, (G) # 0,1. En [26, Proposition 3.19. y Proposition 3.20,
p. 49 | se demuestra que gdz, (G) = 0 si y sélo si G € Fy, pero como G no es virtualmente
Z? tenemos que gdz, (G) # 0.
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Ahora veamos que gdz,(G) # 1. Procedemos por contradiccién, supongamos que existe
un modelo X para Ez,G de dimension 1. Notemos que X es un arbol y que cada elemento
G € G tiene un punto fijo pues X{@ #£ (). Por Teorema 2.1.16 X¢ # ) lo cual es una
contradiccion porque G no es un elemento de F. O

Teorema 5.3.9. Sea M wuna 3-variedad de Seifert fibrado cerrada (sin frontera) con
orbidad base B y grupo fundamental G. Supongamos que B es modelada en B%. Entonces
M estd modelada en E® o estd modelada en Nil. Ademds,

a) Si M es modelada en E*, entonces gdz, (G) = 5.

b) Si M es modelada en Nil, entonces gd, (G) = 3.

Demostracion. Por [63, Theorem 5.3] M es modelada en E* o en Nil. Si estamos en el
inciso a), tenemos que G es 3-cristalografico, asi G es virtualmente Z3. Ahora la afirmacién
se sigue de Teorema 3.0.2.

Para el inciso b), tenemos por [1, Section 12] que G es virtualmente Z* x, Z con ¢(1) = A
una matriz parabdlica, entonces por Teorema 5.3.6 inciso b) tenemos que gd, (G) > 3.
Sélo resta mostrar que gd, (G) < 3. Por [63, p. 467] tenemos una sucesién exacta corta
central

1-2Z—-G%B—1 (5.19)

donde B es virtualmente Z?. Sea G la familia de subgrupos virtualmente ciclicos de B,
consideremos la familia pull-back p*(G), es decir, p*(G) es la familia generada por {p~*(L) |
L € G}. Notemos que F, C p*(G) esto viene del hecho de que todo subgrupo Z* de G
intersecta no trivialmente a ker(p). Aplicando Proposicién 1.4.12 a las familias F, C p*(G)
obtenemos que

87,(G) < g6y (C) + mitx{ad, (' (L)) | L € G, (5.20)

Notemos que un modelo para EgB es un modelo para K, G via la proyeccién p, como
una consecuencia obtenemos que gd,.()(G) < gdg(B) = 3. Por Ecuacién (5.20) resta
mostrar que gdz, (p~'(L)) = 0 para todo L € G.

Sea L € G, entonces p~'(L) es o bien virtualmente ciclico o virtualmente Z?, en cualquier
caso tenemos que gdz, (p~'(L)) = 0. Por lo tanto gdz, (G) < 3. O

Teorema 5.3.10. Sea M wuna 3-variedad de Seifert de volumen finito, con frontera no
vacia, con orbidad base B y grupo fundamental G. Supongamos que B es modelada en
E2. Entonces M es difeomorfo a T? x I o al I-haz torcido sobre la botella de Klein. Mds
atn, gdz, (G) = 0.

Demostracion. Por [57, Theorem 1.2.2] M esta modelada en E?, Nil o bien M es difeo-
morfo a T2 x I o al I-haz torcido sobre la botella de Klein.

La 3-variedad M no puede ser modelada en E?* y Nil. Esto es asi porque en [57, p. 60,
parrafo 2 y ultimo pérrafo] se muestra que una 3-variedad de volumen finito modelada
en E® o Nil debe ser compacta, por lo tanto Int(M) no puede ser modelada en E* o Nil
porque es una 3-variedad abierta.
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De lo anterior concluimos que M es difeomorfo a T2 x I o al I-haz torcido sobre la botella
de Klein.

Los grupos fundamentales de T2 x I y del I-haz torcido sobre la botella de Klein son
isomorfos a Z* y Z X, Z respectivamente. En los dos casos la familia F» de G contiene G,
por lo tanto gdz,(G) = 0. O

5.4. El caso Sol

En esta seccién calculamos la Fa-dimension geométrica de las 3-variedades modeladas en
Sol. Este calculo es relevante en el enunciado y demostracion de Teorema 5.6.5.

Proposicion 5.4.1. Sea M una 3-variedad cerrada y conexa modelada en Sol con grupo
fundamental G. Entonces gdz,(G) = 2.

Para demostrar Proposicion 5.4.1, necesitamos el siguiente lema. Sea K el grupo funda-
mental de la botella de Klein.

Lema 5.4.2. Sean K, y K, copias de K, y sea A el subgrupo Z* de indice dos de K.
Suponga que p: A — A es un isomorfismo hiperbolico. Considere G = Ky x4 Ky el
producto amalgamado asociado a . Entonces

a) Fo = F1 UF(Kq, Ky), donde F(K1, K3) es la familia mds pequenia de G que contiene
K1 Y KQ.

b) Sea C un subgrupo ciclico infinito de G entonces

es virtualmente Z*  si |C N A| = oo

Ne(C) = {

es wirtualmente 7. en otro caso.

Demostracion. a) Demostremos la inclusién Fo € Fy U F(Ky, Ks). Sea S € F;, entonces
S es virtualmente ciclico o virtualmente Z?. Si S es virtualmente ciclico, por definicién
S € Fi C FiUF(Ky, K,). Ahora, supongamos que S es virtualmente Z*. Tenemos la
siguiente sucesion exacta corta:

1—>A—>G£>Doo—>1

Sea L el subgrupo isomorfo a Z de Dy, de indice 2. Entonces el subgrupo G’ = ¢ ~1(L) =
A x, L <G también es de indice 2. Se deduce que G’ N S tiene indice finito en S. Dado
que S < G es virtualmente Z?, entonces G’ NS < G’ también es virtualmente Z2. Por
Lema 5.3.8, G' NS < A. Por lo tanto, en la siguiente sucesion exacta corta:

1-ANS =S —=y(S) —1

tenemos que ¥(S) es finito. Si pensamos en D, como el producto libre de dos grupos
ciclicos de orden dos, podemos ver facilmente que todo subgrupo finito de D, es trivial o
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un conjugado de uno de los factores libres. Se deduce que S es subconjugado a K; o K.
La otra inclusién F; U F(K7, K3) C F; es clara.

b) Primero supongamos que |CNA| = oo. Si C'y C’ son subgrupos ciclicos conmensurables
de G, entonces Ng(C) = Ng(C"), ver [51, Lemma 5.15], por lo que podemos suponer que
C < A. Entonces, por Lema 5.3.8, Ng(C) N G’ es isomorfo a Z*. Ahora, G’ es de indice
2 en G, entonces [Ng(C) : Ng(C) N G'] < 2. Se deduce que Ng(C) es virtualmente Z2.
Ahora supongamos que |C'NA| < oo, entonces C'N A es trivial porque A no tiene torsion.
Por Lema 5.3.8, tenemos que Ng(C) NG’ es isomorfo a Z. Ahora, G’ es de indice 2 en G,
entonces [Ng(C) : Ng(C) NG’ < 2. Se deduce que Ng(C) es virtualmente Z.

]

Proof of Proposicion 5.4.1. En [5, Teorema 1.8.2, p.17] demuestran que si M estd mode-
lado en Sol, entonces o bien M es el mapping torus de (72, A) con A Anosov, o M es un
doble de K xI, el I-haz torcido sobre la botella de Klein. En el primer caso, tenemos que
G = Z* x4 Z con (1) = A hiperbdlico. Por Teorema 5.3.6 parte c), gdz, (G) = 2.

Supongamos ahora que M es un doble de K xI. En este caso, por el teorema de Seifert-
Van Kampen, G = K x,2 Ky donde K; y K5 son copias del grupo fundamental de la
botella de Klein K, y Z? estd encajado en K; como un subgrupo de indice 2. Sea H el
subgrupo Z? de indice dos de K. En la demostracién de Lema 5.4.2 demostramos que
G contiene un subgrupo de indice 2 isomorfo a Z> Xy Z con p: H — H un isomorfismo
hiperbdlico. Se sigue, de nuestro caso previo, que gdz, (G) > gdg, (Z* x,Z) = 2. Resta por
demostrar que gdz,(G) < 2, para esto construimos un modelo para Ez,G de dimensién
2. La construccion de dicho modelo sigue la misma estrategia que en la demostracion de
Teorema 5.3.6 ¢). Incluimos los detalles por completitud.

Por Lema 5.4.2, F, = F; U F(K;, K3), donde F(K;, Ks) es la familia méds pequena
de G que contiene K; y K,. Entonces, por [19, Lemma 4.4] el siguiente G-coproducto
amalgamado homotépico proporciona un modelo para Erz,G

E]:l(Kl,KQ)Gf—>E]:1G (521)

Lo

E]—'(Kl,Kg)G — X

donde Fi(K;, Ks) = F(K1, K3) N Fi. Afirmamos que, con las elecciones adecuadas, X
es 2-dimensional. Primero daremos la idea de la construccion. Notemos que H es un
subgrupo normal de G, y G/H = ZyxZs. Sea F(Zs,7Zs) la familia més pequena de
Zs % s que contiene ambos factores Zo, y notemos que F (K7, Ks) coincide con la familia
més pequena de G que contiene todas las preimagenes de elementos en F(Zs, Zy) bajo la
proyeccion G — Zs * Zs. Recordemos que Zs *x Zy actia en R por isometrias simpliciales,
de hecho, el primer factor actia como una reflexién a través de 0, y el segundo factor
como una reflexiéon a través de 1/2, y con esta accién Erg, z,)(Zs * Z) = R. Ahora es
facil verificar que Erz, 2,)(G/H) = Erz,2,)(Z2*Zs) = R es un modelo para Er g, k,)G.

A continuacion, demostraremos que existe un modelo tridimensional Y para Ex, G tal que

(1) Y es la unién de dos G-subcomplejos: Y; y Y.



5.4 El caso Sol 74

(2) cada 3-célula en Y pertenece a Ys.
(3) Y3 es un modelo para Er, (k, k,)G.

(4) La funcién f es la inclusién Y2 — Y.

Dado que f es una inclusién, entonces el G-coproducto amalgamado homotépico (5.21)
puede ser reemplazado por un G-coproducto amalgamado honesto, ver por ejemplo [71,
Teorema 1.1]. Es decir, tomamos X =Y U, R =Y UR/ ~, donde identificamos z ~ g(z)
para todo = € Y5. Por (1)-(4), podemos ver que cada 3-célula de Y se colapsa en un
espacio de dimension 1 a través de g, por lo tanto, obtenemos que X es un complejo
de dimensién menor o igual a 2. Por la construccién explicita concluimos que X es de
dimension 2. Construyamos Y, Y] y Y5. Dado que G es un grupo libre de torsién-libre
y virtualmente poli-Z (contiene un subgrupo de indice dos isomorfo a Z* x Z), por [51,
Lemma 5.15 y Teorema 2.3] obtenemos un modelo Y para Ex G a través del siguiente
G-coproducto amalgamado

| | & xne(c) ENa(C) — EG (5.22)
Cel

| |G xnaie) EWe(C) ——Y

donde I es un conjunto de representantes de clases de conmensuracién en F; — Fy. Para
construir el G-coproducto amalgamado mencionado, usamos una construccion analoga a
la descrita en Observaciéon 1.4.20, es decir, reemplazamos EG con el cilindro de mapeo de
la flecha horizontal superior.

Dado que I es un conjunto de representantes de clases de conmensuracion, podemos asu-
mir que cada C' € I es un subgrupo del subgrupo de indice dos Z? x Z de G. Ahora por Le-
ma 5.4.2 b) tenemos que [ es la unién disjunta de I; = {C € 1| Ng(C) es virtualmente Z} =
{Ccl|C L H}yly,={C €I|Ng(C) es virtualmente Z*} = {C € 1|C < H}. Entonces
el G-coproducto amalgamado (5.22) se puede escribir como

<|_| G X Ng(0) ENG(C)) | ] <|_| G X Ng(0) ENG(C)> —— EG (5.23)

Cely Cely

<|_| G X Ng(0) EWG(O)) | ] <|_| G X N (0) EWG(C)> —Y

Cely Cely

Definamos Y; v Y5 a través de los siguientes G-coproductos amalgamados
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|_| G ><NC;(C) ENG(C)—>EG |_| G XNc(C) ENg(C)—>EG
Celb Cels
| | G xngic) EWe(C) ——Y) | | G xnaicy EWa(C) —— Y,
Cel Cely

Usamos la construccion de cilindro descrita en Observacién 1.4.20 para construir todos los
coproductos amalgamados anteriores anteriores. Claramente Y = Y1 UY5, y Y1NY; = EG.
Dado que F; (K, K3) es la familia més pequena de G que contiene los subgrupos ciclicos
virtuales de K7 y Ks, una aplicacién directa de [51, Lemma 5.15 y Teorema 2.3] lleva al
hecho de que Y3 es un modelo para Er, (k, i,)G.

Observamos lo siguiente:

1) Si C € Iy, entonces Ng(C') es virtualmente Z, y por tanto por [51, Teorema 5.13]
ENg(C) tiene un modelo 1-dimensional. Por lo tanto, el cilindro asociado a ENg(C')
contribuye a Er G' con un subespacio de dimension 2.

1) Si C € I, entonces Ng(C) es un grupo virtualmente Z?* libre de torsién, por lo
tanto por [51, Teorema 5.13] ENg(C) tiene un modelo 2-dimensional. Por lo tanto,
el cilindro asociado a ENg(C') contribuye a Ex G con un subespacio de dimension

3.

11) Por [51, Teorema 5.13] EG tiene un modelo de dimensién 3.

Como consecuencia de las observaciones anteriores, concluimos que cada 3-célula de Y
pertenece a Y5. Esto concluye la construccién de un modelo 2-dimensional para Ex,G. [

5.5. Resumen de los calculos de la F;-dimensién geométri-
ca de las piezas JSJ

En la siguiente tabla resumimos los céalculos de la dimension geométrica de las piezas que
nos quedan al aplicarle la descomposicién JSJ a una 3-variedad prima P.
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Tipo de pieza N Analizado en gdz, (m1 (N, x0))
Pieza hiperbdlica con frontera | Teorema 5.2.1 3

vacia

Pieza hiperbdlica con frontera | Teorema 5.2.1 3

no vacia

Pieza Seifert fibrado con orbi- | Teorema 5.3.1 0

dad base B mala o modelada

en S?

Pieza Seifert fibrado cerrada | Teorema 5.3.2 2

con orbidad base B modelada
en H? con o sin frontera

Pieza Seifert fibrado cerrada | Teorema 5.3.9 5
con orbidad base B modelada
en E?, y pieza modelada en E?
Pieza Seifert fibrado cerrada | Teorema 5.3.9 3
con orbidad base B modelada
en E?, y pieza modelada en Nil
Pieza Seifert fibrado de vo- | Teorema 5.3.10 0
lumen finito, con frontera no
vacia, con orbidad base B mo-
delada en E?

Tabla 5.2: Resumen de los calculos de la dimensién F de las piezas JSJ.

5.6. Demostracién de los teoremas principales

Antes de demostrar los teoremas principales necesitamos algunos resultados.

Proposicion 5.6.1. Sea G el grupo fundamental de una 3-variedad M que es o bien hi-
perbolica, Seifert fibrada posiblemente con frontera no vacia, o modelada en Sol. Entonces

(a) Si M no estd modelada en B3, entonces Fo = F, para todo k > 3. En particular,
gdz,(G) = gdy, (G) para todo k > 3.

(b) Si M estd modelada en E?, entonces Fs = Fy, para todo k > 4. Ademds, gdr, (G) =0
para todo k > 3.

Demostracion. Por [46, Proposicién Al, gdz, (Z?) = 5. Como consecuencia, si G contiene
un subgrupo isomorfo a Z?, entonces gdx, (G) > 5. Por la segunda columna de Cuadro 5.2
y Proposicién 5.4.1 concluimos que G no contiene un subgrupo Z3 a menos que M esté
modelada en E3. Esto demuestra el primer inciso. El segundo inciso se sigue al notar que
si M estd modelada en E3, entonces G es virtualmente Z3. O

Teorema 5.6.2. /35, Proposicion 8.2] Sea M una 3-variedad prima, cerrada, orientada
Yy conexa que no es geométrica. Sea Y la grafica de grupos asociado a su descomposicion
JSJ minima. Sea G = m(Y) y T el drbol de Bass-Serre asociado. Entonces la accion de
G=m() enT es acilindrica.
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Corolario 5.6.3. Sea G el grupo fundamental de una 3-variedad M. Sea H un subgrupo
Z" de G, entonces n < 3. Ademds, G contiene un subgrupo Z3 si y sélo si una de las
piezas primas de M estd modelada en E3.

Demostracion. Sea n > 2. Sea G = G1 * --- x (G, la descomposicién de G asociada a
la descomposicién prima de M, y sea H < G un subgrupo Z" de G. Entonces por el
teorema del subgrupo de Kurosh, sin pérdida de generalidad, H es un subgrupo de Gj.
A continuacién, miramos el grafica de grupos Y dado por la descomposicién JSJ de Gy,
en particular, los grupos de vértices de Y son los grupos fundamentales de las piezas JSJ
de G1 y los grupos aristas son isomorfos a los grupos fundamentales de los toros en la
descomposicién JSJ. Entonces por Teorema 5.6.2 la accién G; = m1(Y') en su arbol de
Bass-Serre es acilindrica, y por Lema 2.3.7, H fija un vértice del arbol de Bass-Serre de
Y, por lo que H esta conjugado a un subgrupo del grupo fundamental de una pieza JSJ
N de G;. Por Proposicién 5.6.1 concluimos que n < 3. Més aun, si asumimos que n = 3,
por Proposicién 5.6.1 tal pieza debe estar modelada en E®. Por otro lado, cada variedad
modelada en E? tiene frontera vacia, asi que N es una pieza prima de G. Finalmente, si
M tiene una pieza prima modelada en E3 es claro que G contiene un subgrupo Z3. O

5.6.1. La Fj-dimensiéon geométrica de una 3-variedad prima

Proposicién 5.6.4. Sea M una 3-variedad prima que es no geométrica, conexa, cerrada
y orientada. Sean Ny, No,..., N, con r > 1, las piezas de la descomposicion JSJ de M.
Denotemos G = (M, zo) y G; = m1(N;, x;). Si k > 2, entonces

méx{gdz (G;) |1 <i <r} <gdp (G) <max{2,gds (G;) |1 <i<r}.

Demostracion. Sea Y la grafica de grupos asociada a la descomposicién JSJ de M con
arbol de Bass-Serre T'. Por [35, Proposition 8.2] la accién de m1(Y) = m (M, x9) = G en
T es acilindrica. Entonces por Teorema 2.4.3 tenemos las siguientes desigualdades

méX{gd]_—kai (G1)7 gd}—kﬂZQ (Z2) ’ 1 S Z S T.} S gd]:k (G)

gdr, (G) < mdx{2, gd]—'kﬂGi(Gi>7gdfkﬂZ2(Z2) +1ll1<i<r}

Simplificando obtenemos

[

Teorema 5.6.5 (Dimension virtualmente abeliana de una 3-variedad prima). Sea M una
3-variedad prima que es conexa, cerrada y orientada. Sean Ny, No,..., N, con r > 1,
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las piezas de la descomposicion minimal JSJ de M. Denotemos G = m (M, zo) y G; =
m (N;, x;). Si k> 2, entonces

2 st M estd modelada en Sol,

847.(G) {méx{gdfk(Gi) |1<i<r} en otro caso.

Demostracion. Si la descomposicién JSJ minima de M tiene solo una pieza, entonces la
variedad no puede ser modelada en Sol, ya que dichas variedades no son ni Seifert ni
hiperbdlicas. Por lo tanto, si M tiene solo una pieza JSJ, el teorema se sigue. De ahora en
adelante, supongamos que la descomposicion JSJ minima de M tiene mas de una pieza.
Tenemos dos casos: M es geométrica o no. Si M no es geométrica, afirmamos que

o, (1) = max{gdy, (T) | 1 < i < 7},

Por Proposicion 5.6.4 es suficiente ver que hay una pieza N; en la descomposicién JSJ
minima de M tal que gdz, (I';) > 2. Por definicion, las piezas en la descomposicion JSJ de
M son o bien hiperbdlicas con frontera o Seifert fibradas con frontera. Si la descomposicion
JSJ de M tiene una pieza hiperbdlica o una fibra Seifert con orbidad base B modelada
en H?, entonces hemos terminado, ya que por la Tabla 5.1 los grupos fundamentales de
estas piezas tienen gdz,_igual a 3 y 2 respectivamente. Resta ver qué pasa si solo tenemos
piezas de Seifert fibrado con base orbidad B modelada en E*. Por Teorema 5.3.10 estas
piezas son o bien difeomorfas a 72 x I o a un I-haz torcido sobre la botella de Klein. Si
tenemos una pieza del tipo T? x I, entonces la descomposicién JSJ minima de M tendria
solo una pieza, de lo contrario, contradeciriamos la minimalidad de la descomposicién JSJ.
Entonces M serfa el mapping torus de un autodifeomorfismo de T2 y, por [5, Teorema
1.10.1., p.23], M serfa geométrica. Dado que estamos en el caso no geométrico descartamos
esta posibilidad. Por 1ltimo, vemos qué pasa si solo tenemos piezas homeomorfas a un I-
haz torcido sobre la botella de Klein. Note que estas piezas solo tienen una componente de
frontera, por lo tanto, solo podemos tener dos de estas piezas unidas por un difeomorfismo
entre sus fronteras. En [5, p.19, tltimo parrafo] muestran que M es geométrico, y una vez
mas descartamos esta posibilidad.

Supongamos ahora que M es geométrica con al menos dos piezas JSJ. Note que M no
es hiperbdlico, de lo contrario, la descomposicién JSJ de M tendria solo una pieza. Si M
estd modelado en Sol el teorema se sigue de Proposicién 5.4.1. Finalmente, si M no es
hiperbdlica ni modelada en Sol, entonces por [5, Teorema 1.8.1, p.17] M es Seifert fibrado.
Pero esto no puede suceder ya que esto implica que tenemos solo una pieza JSJ. O]

5.6.2. La Fj;-dimension geométrica de una 3-variedad orientable

Teorema 5.6.6. Sea M una 3-variedad, conexa, cerrada y orientada. Sean Py, Ps, ..., P,
con r > 1, las piezas de la descomposicion prima de M. Denotemos G = (M, xg) y
G; =m(P;,z;). Si k> 2, entonces

méx{gdr (G;) | 1 <i<r} <gdp, (G) <méx{2,gdz (G;) |1 <i<r}
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Demostracion. Sea Y la gréfica de grupos asociada a la descomposicién prima de M y
arbol de Bass-Serre T'. La accién de m(Y) = m (M, z9) = G en T es acilindrica. Entonces
por Teorema 2.4.3 tenemos

Simplificando obtenemos

méx{gd;kﬂgi(Gi) [1<i<r} < gd]—'k(G)

8y, (G) < mix{2,8d 7 1, (G} | 1 < i < 7}
O

Lema 5.6.7. Sea G = Hy x---x Hy, con k > 2 y H; # 1 para todo i. Entonces pasa
exactamente uno de los siguientes casos:

a) G es isomorfo a Do, con k =2 y Hy, Hy isomorfos a Zy o

b) G contiene un subgrupo libre no ciclico.

Demostracion. Podemos asociar como G = Hy * (Hy * - -+ % Hy). Por [5, Lemma 1.11.2,
p.24] este producto libre contiene un subgrupo libre no ciclico a menos que los factores
sean isomorfos a Zy. Por hipdtesis H; # 1 para todo i, entonces Hj % - - - ¥ Hy es isomorfo
a Zsy si y solo si tiene un factor el cual es isomorfo a Zs. Por lo tanto los factores de
G = Hy * (Hy * - -+ % Hy) son isomorfos a Zs si y s6lo si k = 2y Hy, Hy sean isomorfos a
ZLs. O

Teorema 5.6.8. Sea M una 3-variedad conexa, cerrada y orientada. Sean Py, Ps, ..., P,
con r > 1, las piezas de la descomposicion prima de M. Denotemos G = m (M) y G; =
m1(P;). Entonces

st G = Dy, o finito,
2 sir > 2y P; es Seifert esférica para todo i,

dr (G) =
8d7,(G) y G no es virtualmente ciclico,

méax{gdr, (G;) |1 <i<r} en otro caso.

Demostracion. Si sélo tenemos una pieza, la afirmacién se sigue.

Supongamos que tenemos mas de una pieza. Entonces el grupo fundamental de M se
ve como G = m(P) % m(Ps) * -+ x m(P,) con r > 2. Por el Lema 5.6.7 tenemos dos
casos: el grupo G es isomorfo a D, con r = 2 y m(Py), 7 (P,) son isomorfos a Zy 0 G
contiene un subgrupo libre no ciclico. Supongamos primero que G es isomorfo a D, con
r =2y m(P1), () son isomorfos a Zj, entonces gdx,(G) = 0 y estamos en el primer
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caso del teorema. Ahora supongamos que G contiene un subgrupo libre no ciclico, por el
Corolario 4.0.9 tenemos que gd, (G) > 2.

De ahora en adelante supongamos que G contiene un subgrupo libre no ciclico. Tenemos
dos casos a considerar: o todas las piezas son Seifert fibrado con orbidad base B modelada
en S? o no. Veamos que pasa en el primer caso. Por la tabla 5.2 gdz, (G;) = 0 para todo
i, luego por Teorema 5.6.6 tenemos que gdz (G) < 2 y estamos en el segundo caso
del teorema. Supongamos que existe una pieza P, que no es Seifert fibrado con base B
modelada en S%. Vamos a mostrar que gd 7 (Gs) > 2, luego por Teorema 5.6.6 tenemos que
gdz, (G) = max{gd, (G;) | 1 <i < r}y estamos en el tercer caso del teorema. Tenemos
dos casos: P, es geométrica o no. Primero supongamos que P; es no geométrica. En la
demostracién del Teorema 5.6.5 mostramos que gd, (G5) > 2. Veamos el caso cuando P
es geométrica. Si P es hiperbdlica, entonces de Teorema 5.2.1 tenemos que gdz, (G) = 3.
Si P, esta modelada en Sol, entonces por el Teorema 5.6.5 tenemos que gdz,(G) = 2. Si
P; no es hiperbélica o modelada en Sol, por [5, Theorem 1.8.1, p.17] Ps es Seifert fibrado
sin frontera. Por la tabla 5.2 tenemos que gdz,(G5) > 2. [

Teorema 5.6.9. Sea M una 3-variedad conexa, cerrada y orientada. Sean Py, Ps, ..., P,
con r > 1, las piezas de la descomposicion prima de M. Denotemos G = m (M) y G; =

st G = Dy o finito,
sir > 2y P; es euclideana o Seifert esférica V 1,

dr (G) =
8d,(G) y G no es virtualmente ciclico,

méx{gdz (G;) |1 <i<r} en otro caso.

La demostracion se sigue en las mimas lineas como en el teorema anterior.

Teorema 5.6.10. Sea M una 3-variedad conexa, cerrada y orientada. Sean Py, Py, ..., Py
con k > 1, las piezas de la descomposicion prima de M. Denotemos G = m (M) y G; =
m1(P;). Entonces, G contiene un subgrupo virtualmente 73 si y sélo si la descomposicion
prima de M contiene una pieza prima modelada en E3.

Demostracion. Supongamos primero que la descomposiciéon prima de M contiene una
pieza prima N; que esta modelada en E?, entonces G es cristalografico y asi G; es vir-
tualmente Z3. Pero G = Gy * - - - ¥ G}, se sigue que G contiene un subgrupo virtualmente
73. Veamos la otra direccién, es decir, supongamos que G contiene un subgrupo H vir-
tualmente Z>. Sea L un subgrupo de H isomorfo a Z® v Iy, 15,15 los generadores de L.
Sabemos que G se descompone como el producto libre G = Gy * - - - x Gy, se sigue que
l1, 5, [3 necesariamente pertenecen al mismo factor digamos G,. Acabamos de mostrar que
G, contiene un subgrupo isomorfo a Z*, luego gdz, (G) > 5. Se sigue de Teorema 5.6.5 y
Cuadro 5.2 que la descomposicién JSJ de P, contiene una pieza modelada en E3. O
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