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Introduccion

La légica GL o légica de Godel-Lob es una légica modal utilizada para
investigar resultados de demostrabilidad en la aritmética de Peano (AP) de
forma sencilla. Dicha légica consiste en la l6gica modal K, junto con el axioma

O(0A — A) — OA,

llamado axioma GL. Dentro de esta légica, el operador modal “00” se in-
terpreta como “ser demostrable”. Es decir, “00A” se interpreta como “A es
demostrable en AP”.

Uno de los problemas de mayor relevancia de la légica GL, durante los
ultimos anos, ha sido el teorema de eliminacién de corte, el cual establece
que cualquier demostracién que utilice la regla de corte! puede realizarse sin
utilizar dicha regla. Como veremos méas adelante, en la seccién 1.2, la regla de
corte formaliza la nocién de lema que usamos habitualmente en la practica
matematica, por lo que su eliminacion establece que toda demostracién que
se apoya en lemas puede ser hecha de manera directa sin utilizarlos. Este
teorema tiene consecuencias importantes? como son la consistencia del siste-
ma en cuestién y la propiedad de la subférmula, la cual establece que si un
secuente X Y tiene una demostracién (libre de corte), entonces todas las
formulas empleadas en dicha demostracién son subférmulas de X e Y.

La primera persona en trabajar el teorema de eliminacién de corte pa-
ra la légica GL fue Leivant [9] en 1981. Sin embargo, dos afios més tarde
Valentini [20] mostré que los argumentos de Leivant eran incorrectos y dio
una nueva demostracién utilizando una induccion triple que resulta bastante

1Véase la seccién 1.2.
ZVéase [14], pp. 40-46, 76-80.
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complicada, pues uno de los pardmetros de induccién se define a partir de
las aplicaciones de la regla GLR3.

Debido a que Valentini usa conjuntos en vez de multiconjuntos en su
definiciéon de secuentes, su demostracién fue cuestionada en 2003 por Moen
[12], quien argumentaba que, al utilizar multiconjuntos, el argumento de
Valentini no funcionaba. Sin embargo, esto seria desmentido en 2012 por
Goré y Ramanayake [6].

En 2001 Sasaki [17] present6 una nueva demostracién que, a pesar de ser
correcta, no tuvo una gran aceptacion, debido a que es una prueba indirecta
y muy complicada. Posteriormente a esto, Negri [13] en 2005 y Poggiolesi
[15] en 2009 dieron otras demostraciones, utilizando secuentes etiquetados y
drboles de hipersecuentes, respectivamente, las cuales recurren a célculos de
secuentes distintos del estandar y a algunos elementos seméanticos.

En el afio 2016, Brighton [3] demostré la eliminacién de corte para la
légica G L, utilizando un cdlculo de regresiones. Sin embargo, en 2021 Goré et.
al. [7] sefialaron que la demostracién de Brighton es incorrecta y dieron una
demostracién utilizando el asistente de pruebas Coq*, la cual es totalmente
sintactica y inicamente utiliza dos parametros de induccion.

Actualmente atin se cuestiona si las demostraciones asistidas por compu-
tadora pueden ser consideradas como demostraciones auténticas o si su pro-
posito es el mismo que el de las demostraciones tradicionales. Esto sucede
debido a diversos factores, entre ellos su poca universalidad, pues el poder
obtener y entender demostraciones asistidas por computadora requiere un
amplio conocimiento previo del asistente utilizado; o posibles errores en las
demostraciones causados por errores de software. Adicionalmente, la constan-
te actualizacién de los asistentes de demostracion muchas veces tiene como
consecuencia problemas de retrocompatibilidad, por lo que diversas demos-
traciones realizadas con versiones antiguas de los asistentes no pueden ser
verificadas con las versiones mas actuales. Esto podria poner en duda su
legitimidad.

Por lo anterior, el proposito principal de este trabajo es evidenciar que la
demostracién de Goré et. al. efectivamente es legitima. Para lograrlo, recons-
truiremos totalmente los razonamientos mencionados en dicha prueba sin el
uso de ninguna herramienta computacional.

El presente trabajo se estructura de la siguiente manera: comenzamos

3Véase [20] pp. 472-473.
4https://coq.inria.fr/
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el capitulo 1 dando un poco de teoria previa necesaria. En el capitulo 2,
introducimos los célculos de secuentes GLS y PSGLS utilizados en [7], asi
como algunas de sus propiedades relevantes. En el capitulo 3, hacemos una
demostracién del teorema de eliminacién de corte para el sistema PSGLS,
basada en la de Goré et. al. Sin embargo, a diferencia de lo realizado en
el articulo antes mencionado, nosotros no recurrimos a ningin asistente de
pruebas. En el capitulo 4, presentamos el sistema GLN de deduccién natural
para la légica GL. Finalmente, en el capitulo 5 demostramos la equivalencia
entre los sistemas GLS y GLN.






Preliminares

En este capitulo exponemos algunas cuestiones previas que serdn impor-
tantes y utiles en los demas capitulos.

1.1. Deduccion natural

La deduccién natural fue introducida por Gentzen en el articulo Unter-
suchungen tber das logische Schliefien [5], con la finalidad de establecer un
sistema formal que reflejara el razonamiento légico involucrado en las demos-
traciones matematicas con la mayor precisién posible.

Dentro de estos sistemas, a cada operacién légica le corresponde una
regla de introducciéon y una de eliminacién, cuyo comportamiento consiste
en representar la definicién de la operacién logica correspondiente, en el caso
de las reglas de introduccién, y representar las consecuencias logicas de dicha
definicién, en el caso de las reglas de eliminacién.

Las derivaciones en un sistema de deduccion natural se expresan mediante
arboles formados por hipdtesis temporales a las que se les aplican reglas
légicas para llegar a una conclusion que no depende de las hipdtesis.

Las tnicas dos reglas que nos permiten “descargar” hipotesis son las reglas
(— I) y (VE) que a continuacién explicamos:
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En este esquema, los paréntesis cuadrados indican un niimero arbitrario
de ocurrencias de la formula A, a partir de las cuales se deduce la férmula B.
El superindice ¢ de la férmula A indica que dicha férmula es una hipdtesis
abierta, mientras que el subindice i de (— I) indica que la respectiva hip6tesis
es cerrada por dicha regla.

El razonamiento reflejado por esta regla es aquel que utilizamos amplia-
mente en la practica matematica, en el que para demostrar una implicacién
suponemos el antecedente y le aplicamos argumentos deductivos para obtener
el consecuente. Por la definicién de la implicacién, sabemos que es verdadera
siempre que el consecuente lo es. Por tal razén, al derivarlo podemos concluir
que la implicacién es verdadera sin depender de A y consecuentemente, esta
regla nos permite “descargar” la hipdtesis A.

% %

4] [B]

Av B C C’ _
C (VE);

Anélogamente a lo que ocurre en el esquema de (— I), en este caso, los
paréntesis cuadrados también indican un nimero arbitrario de ocurrencias
de las férmulas A y B, a partir de las cuales se deduce la férmula C. De igual
manera, los superindices i de las férmulas A y B indican que dichas férmulas
son hipétesis abiertas, mientras que el subindice ¢ de (v E) indica que las
respectivas hipdtesis son cerradas por dicha regla.

El razonamiento reflejado por esta regla es conocido como andlisis de
casos. Por la definicién de la disyuncién, sabemos que es verdadera cuando
al menos uno de los disyuntos lo es. Si a partir de ambos disyuntos podemos
derivar una férmula arbitraria de manera independiente, entonces podemos
concluir que dicha férmula es verdadera por si misma y, consecuentemente,
esta regla nos permite “descargar” las hipétesis A y B.

Como se mencion6 anteriormente, las reglas (— I) y (v E) nos permiten
descargar un nimero arbitrario de ocurrencias de una misma férmula o de
un mismo par de férmulas respectivamente. Dentro de estas posibilidades,
nos parece importante enfatizar lo que se conoce como “descarga vacua” y
“descarga multiple”. Una descarga vacua sucede cuando descargamos una
hipétesis que no estaba presente en la derivaciéon hasta ese momento. Por
otro lado, una descarga maltiple sucede cuando descargamos més de una
ocurrencia de una misma férmula. A continuacién mostramos un ejemplo de
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cada una.

Ejemplo 1.1. Consideremos la siguiente derivacién de la férmula B — (A —

B):

1

B
A-5D

B.@a_p

En esta derivacién tenemos una descarga vacua en la primera aplicacién
de (— I), pues la formula A no aparecia en la derivacién con anterioridad.

Ejemplo 1.2. Consideremos la siguiente derivacién de la formula A — AA A:

1 1
v L

A A A

En esta derivacién tenemos una descarga multiple, pues se estan descar-
gando dos ocurrencias de la férmula A que fueron utilizadas anteriormente.

1.1.1. Reglas de eliminacion generalizadas y normali-
zacion

Uno de los principales temas de interés en los sistemas de deducciéon na-
tural es el teorema de normalizacion. A continuacién explicamos brevemente
el concepto de derivacion normal y el teorema de normalizacion.

Definicién 1.1 (Derivacién normal). Una derivacién en un sistema de deduc-
cién natural es normal cuando ninguna instancia de una regla de introduc-
cién es seguida por una instancia de la regla de eliminacion correspondiente
al mismo conectivo légico.

El propoésito de la normalizacién es eliminar redundancias de las demos-
traciones, donde por redundancia nos referimos a cualquier férmula cuyo
conectivo principal se elimina inmediatamente después de haber sido introdu-
cido. Puesto que la definicién anterior puede resultar confusa, a continuacién
mostramos un ejemplo para aclararla.
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Ejemplo 1.3. Consideremos las siguientes derivaciones de A a partir de
A A B:

A ;\13 (AE)
ANB ArB oA 1y
A (~B)  ALB (\p)

De acuerdo con la definicién, la derivacién de la izquierda no es normal
y la de la derecha si lo es.

El teorema de normalizaciéon nos dice que para cualquier derivacién es
posible encontrar una derivacién normal con la misma conclusién y las mis-
mas premisas. La demostracién usual de este teorema consiste en permutar
la aplicacién de las reglas utilizadas y definir “reducciones” que permitan
eliminar las redundancias de la derivacién.

Una manera de facilitar considerablemente la demostracién del teorema
de normalizacién es mediante el uso de reglas de eliminacién generalizadas.
A continuacién explicamos brevemente estas reglas.

Las reglas de eliminacién usuales de conjuncién e implicacién son las
siguientes:

A2B e A4Bp  A=p A g

Su comportamiento consiste en deducir cualquiera de las conjuntivas a
partir de la conjuncién, en el primer caso, y, en el segundo caso, deducir el
consecuente de una implicacion a partir del antecedente y de la implicacién
misma. Al generalizarlas, se tienen las reglas

[4],[B] [B]

AAB . A-B A O, g
o (nE), < (~ B),

Cuyo comportamiento consiste, en el primer caso, en deducir una férmula
arbitraria a partir de las conjuntivas, tomando la conjuncién como hipéte-
sis, y, en el segundo caso, en deducir una férmula arbitraria a partir del
consecuente, tomando como hipétesis la implicacion y el antecedente.



1.2. Célculos de secuentes 5

Como mencionamos anteriormente, las reglas de eliminacién generalizadas
facilitan la demostracién del teorema de normalizacién. Esto sucede ya que
el concepto de derivacion normal se redefine de la siguiente forma.

Definicién 1.2 (Derivacién normal). Una derivacién en un sistema de de-
duccién natural con reglas de eliminacién generalizadas es normal cuando
todas las premisas principales® de las reglas de eliminacién son hipétesis.

Como se verd en el capitulo 5, considerar reglas generalizadas resulta
conveniente para la prueba de equivalencia entre sistemas, debido a que en el
caso de las reglas izquierdas de GLS la formula principal no necesariamente
forma parte del consecuente.

1.2. Calculos de secuentes

Un secuente es una expresién de la forma X Y, donde X = {Ay,..., A}
eY = {By,..., By} son multiconjuntos? finitos de férmulas que no son vacios
simultaneamente. A X se le llama antecedente o conterto y a 'Y se le llama
consecuente3. Esta expresién tiene el mismo significado que la férmula,

Ain---nNA, > By vV By

Notemos que, de acuerdo a esto, si X es vacio, By v --- v By es una
tautologia. Andlogamente, si Y es vacio, X - Y es equivalente al secuente
X+ L

El concepto de secuente fue introducido por Gentzen en [5], donde pre-
senta los calculos de secuentes LJ y LK. Un cdlculo de secuentes consta de
un conjunto finito de reglas de secuentes. Cada regla consiste en un secuente
conclusiéon y un nimero finito de secuentes premisa. Si un esquema de re-
gla no tiene premisas, entonces es llamado secuente inicial. Estas reglas se
dividen en reglas ldgicas y reglas estructurales. Las reglas logicas introducen

ILa premisa principal de una regla es aquella con el conectivo légico tratado por la
regla; es decir, la férmula sobre la cual actda la regla.

2Un multiconjunto es un conjunto en el que cada uno de sus elementos tiene asociada
una multiplicidad que indica su niimero de repeticiones.

3A lo largo de este trabajo utilizaremos X para denotar al antecedente de un secuente
e Y para denotar al consecuente. Esto en virtud de ser fieles a la notacién usada por Goré
et. al. en [7].
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nuevas férmulas, ya sea en el contexto o en el consecuente. Las reglas estruc-
turales, por otro lado, actiian directamente sobre el contexto o el consecuente
de los secuentes en vez de hacerlo sobre las férmulas 16gicas que se encuentran
dentro de estos. Las reglas estructurales usuales son las que a continuacién
listamos y explicamos.

Reglas de “weakening” izquierda y derecha:

XrY
AX-Y

XY

LWE)  $iva

(RWE)

Su comportamiento consiste en introducir una féormula arbitraria en el
contexto o en el consecuente. Intuitivamente, estas reglas nos dicen que la
nocién de derivabilidad no se afecta al agregar hipo6tesis o conclusiones adi-
cionales.

AAXEY
AXEY

XY, A A

(LCtr) XEv A

(RCtr)

Su comportamiento consiste en eliminar duplicaciones de férmulas en el
contexto o en el consecuente. Intuitivamente, estas reglas nos dicen que la
nocién de derivabilidad no se ve afectada por la multiplicidad de hipétesis ni
de conclusiones.

X-Y,A AXLY
XY

(Cut)?

El comportamiento de esta regla es un poco mas complicado. Lo que nos
dice es que si a partir de X deducimos Y y A y a la vez, a partir de A y X
deducimos Y, entonces, a partir de X deducimos Y sin necesidad de A. Es
decir, la regla de corte formaliza la nocion de lema que usualmente utilizamos
en la practica matematica.

En un céalculo de secuentes, una derivacién de un secuente s es un arbol
finito tal que el nodo raiz es s y cada nodo interior y sus hijos directos son la
conclusién y premisa(s) de una instancia de cualquier regla. Una prueba es
una derivaciéon donde cada hoja es un secuente inicial.

Una de las cuestiones importantes de los calculos de secuentes es en qué
casos es posible la eliminacion de corte; es decir, en qué casos es posible
dar una demostracion directa sin utilizar lemas. El primero en demostrar la
posibilidad de esto fue Gentzen para los sistemas LJ y LK en [5] mediante

4Utilizamos la versién de la regla (Cut) dada por Goré et. al. en [7].
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un procedimiento bastante complicado® que consiste en reemplazar a la regla

de corte’
WLY,A AX-Z

W,X+-Y,2

(Cut)

por la regla
WrY X+Z
W, X\{A} - Y\{4}, Z

donde Ae X nY y X\{A} (Y\{A}) es el conjunto que se obtiene al eliminar
de X (Y) todas las instancias de A. Afirmando que toda instancia de corte
pude substituirse por una instancia de mix mediante una sucesién finita de
weakenings.

Posteriormente define el rango izquierdo de una derivacién como el ni-
mero de secuentes consecutivos que preceden a W — Y y tienen a A en su
consecuente. Andlogamente, define el rango derecho de una derivacién como
el nimero de secuentes consecutivos que preceden a X + Z y tienen a A en
su contexto. A partir de lo anterior, define el rango de una derivacién como
la suma de su rangos derecho e izquierdo. Finalmente, realiza una induccién
sobre el rango de una derivacién y el grado de la férmula A, donde el grado
de una férmula es el niimero de simbolos 16gicos que contiene, para eliminar
las instancias de mix en una derivacién.

En la actualidad, el procedimiento empleado usualmente para la demos-
tracién del teorema de eliminaciéon de corte utiliza induccién y consiste en
permutar el corte con otras reglas progresivamente hasta llegar al caso en
que su conclusién es un secuente inicial, por lo que el uso de la regla resulta
redundante y puede quitarse trivialmente.

Sin embargo, en el caso de la logica GL esta estrategia falla y es necesario
recurrir a una técnica mucho mas complicada que consiste en hacer induccién
sobre tres pardmetros: grado,rango y ancho; donde el ancho de una derivaciéon
es un parametro que se define a partir de instancias de las reglas (GLR) y
(Cut)”, por lo que resulta dificil de manejar. Como ya mencionamos anterior-
mente, en el tercer capitulo de este trabajo presentaremos una demostraciéon
mas sencilla que utiliza induccién sobre dos parametros mucho maés sencillos:
tamano de una férmula y derivacion de altura maxima de un secuente.

(mix)

SVéase [5], pp. 88-103.

6Mientras que Gentzen utiliza una versién multiplicativa de la regla de corte, nosotros
utilizamos una versién aditiva. Véase la seccién 1.3.

"Véase [20], pp. 472-473
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1.3. Deduccion natural en estilo de secuentes

Adicionalmente a la representacién habitual, es posible representar los
sistemas de deduccién natural en estilo de secuentes. Es decir, las reglas de
deduccién natural usuales se reescriben de tal manera que en las derivaciones
no se utilizan hipo6tesis temporales y se cuenta con contextos.

Cuando trabajamos con deduccién natural en estilo de secuentes, el con-
secuente tiene unicamente una férmula y el contexto estd formado por las
hipétesis abiertas de la derivaciéon. A continuacién mostramos dos ejemplos
para aclarar esto.

Ejemplo 1.4. Consideremos el siguiente esquema de derivacién®:

1 1

x AX BX

A\/B CC C(\/E>1

donde X es el conjunto de hipétesis abiertas. Entonces, la derivacién se
representa en estilo de secuentes como sigue:

X+HAvB AX+-C B, X+HC
X+C

(VE)
Ejemplo 1.5. Consideremos el siguiente esquema de derivacién:

A X

Y

_B_
A~

donde X es el conjunto de hipétesis abiertas. Entonces, la derivacién se
representa en estilo de secuentes como sigue:

AX+B

xra-57D

8Un esquema de derivacién es una derivacién en la que se utilizan variables para indicar
férmulas arbitrarias y se omite la escritura de las posibles subderivaciones mediante puntos
suspensivos. Al substituir las variables por férmulas concretas y los puntos suspensivos por
las subderivaciones apropiadas, se tendra una derivacién concreta.
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Cuando se utiliza este estilo de representacién, es necesario utilizar reglas
estructurales. A continuacién listamos dichas reglas y mencionamos a qué
corresponden en la representacién usual.

Regla de “weakening”:

X+C
AX+-C

Como mencionamos en la seccién 1.1, en los sistemas de deduccién natural
es posible hacer descargas vacuas. Puesto que en el estilo de secuentes no
se descargan férmulas, necesitamos una regla estructural que nos permita
“simular” esta accion. La regla de weakening nos permite hacer esto.

Para aclararlo consideremos el siguiente ejemplo:

(Wk)

Ejemplo 1.6. Consideremos la derivacién del ejemplo 1.1. En estilo de se-
cuentes se escribe de la siguiente forma:

57 (Hip)

Br B

A5 5 (Vh
Bra-p 0,

—B— (A B)

Notemos que la descarga vacia utilizada en el ejemplo 1.1 es reemplazada
por una instancia de (Wk) seguida de la respectiva instancia de (— I).

Regla de “contraccién”:

AAXEHC
AX+-C

Como mencionamos en la seccién 1.1, en los sistemas de deduccién natural
es posible hacer descargas miiltiples. Puesto que en el estilo de secuentes no
se descargan formulas, necesitamos una forma de “simular” esta accion. A
diferencia de lo que ocurre con las descargas vacuas y la regla de weakening,
aqui es importante diferenciar los siguientes dos casos:

(Ctr)

1) Reglas con contextos separados o multiplicativas. Una regla con contex-
tos separados es aquella en la que sus premisas cuentan con contextos
distintos y el contexto de la conclusién estd formado por la suma de
los contextos de las premisas. Donde para multiconjuntos X e Y, el
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multiconjunto suma X [HY es el multiconjunto tal que la multiplicidad
de cada A € X |HY es la suma de las multiplicidades de Aen X e Y.
Escribimos X, Y para abreviar X [ Y. Para una férmula A, escribimos
A, X y X, A para abreviar {A} |+ X.

En este caso, la regla de contraccién nos permite “simular” una descarga
multiple.

2) Reglas con contexto tnico o aditivas®. Una regla con contexto tnico es
aquella en la que sus premisas y conclusién tienen el mismo contexto. En
este caso, la regla de contraccion resulta innecesaria, pues las descargas
multiples suceden de manera natural debido a la forma de las reglas
légicas.

Para aclarar esto, consideremos el siguiente ejemplo:

Ejemplo 1.7. Consideremos la derivacién del ejemplo 1.2. En estilo de se-
cuentes con contextos separados, se escribe de la siguiente forma:

A A A%AAD
AA-AANA

A~ A~A \Ctr)
%AHAAAFJ)

Mientras que en estilo de secuentes con contexto Unico, se escribe como
sigue:

A-A A A
A-AANA
FA—>AANA

(A1)
(= 1)

Notemos que, en el primer caso, la descarga miultiple utilizada en el ejem-
plo 1.2 es reemplazada por una instancia de (Ctr) seguida de la respectiva
instancia de (— I); mientras que en el segundo caso no es necesario usar
(Ctr), ya que la férmula no se duplica.

Regla de “substitucion”:

9En este trabajo utilizaremos nicamente reglas con contexto tnico, pues esto facilita
la demostracién de admisibilidad de las reglas estructurales.
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XA AX-C
XrC

Dentro de los sistemas de deduccién natural usuales es posible componer
derivaciones de la siguiente manera:

(Sub)

x XA A X
A C C
La regla de substitucién nos permite realizar estas “composiciones” cuan-
do se estd trabajando con secuentes. A simple vista, la regla de substitucién
es muy similar a la regla de corte. Sin embargo, su funcionamiento es muy

distinto. De acuerdo con Negri y von Plato:

La cerradura bajo substitucién solamente establece que la substitucién
mediante unién de derivaciones produce una derivacién correcta... En de-
duccién natural en estilo de calculo de secuentes, no hay férmulas prin-
cipales en el antecedente, y por lo tanto la férmula de substitucién en la
premisa derecha también aparece en al menos alguna premisa de la regla
que concluye la premisa derecha... La eliminacién de substitucién es muy
diferente de la eliminacién de corte.%

A continuacién mostramos un ejemplo para aclarar el funcionamiento de
esta regla, donde —A =45 A — L.

Ejemplo 1.8. En este ejemplo asumiremos que las reglas

—(Av —B) X+ —-(Av —-B)
-AAB X+-AAB

(De Morgan) (De Morgan)

son admisibles'® sin demostrarlo. En la demostracién del teorema 5.1 de-
mostramos un caso particular de la version de secuentes como parte de la
demostracién del caso 2) del paso inductivo de la segunda parte!!.

6[14], p. 172.

10Una regla es admisible si su conclusién puede inferirse a partir de sus premisas me-
diante las reglas primitivas del sistema.

1Véase la derivacién X; en la p. 76.
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Consideremos la siguientes derivaciones:

1 1

—AAA
(AE)
4 (B

1
—(Av —A)
—-AAA

(De Morgan)

Estas derivaciones pueden componerse para obtener la siguiente deriva-
ciéon:

1
“(Av —A
% (De Morgan)
—205 (AE)

4 (B

1
“(Av —A
% (De MOI‘g&Il)
—22L (AE)

—A

1

La cual se escribe en estilo de secuentes como sigue:

I, Il
—(Av —-A) L

(— E)

Donde II; y II, son las siguientes:

Hli
~(Av—A) - ~(Av —4) (}th& ) ﬂ(AVﬂA),ﬂA/\AI—ﬂAAAEHZD)
(Av A - AnA (DeMorgan ﬂ(AvﬂA),ﬁA/\AFﬂA(Sg )
~(Av-A) - -A ub)
Hgi
“(Av —A) - ~(Av —A) (}thl\)/l “(Av A),~AnAr -ArA (Hg’)
“(Av A AnA (DeMorgan) ﬁ(AvﬁA),ﬁAAAI—A(S(bA) )
U

—(Av A A

Notemos que, cuando se trabaja con deduccién natural en estilo de se-
cuentes, la composicién de derivaciones se complica, pues no puede realizarse
s6lo concatenando derivaciones como en el estilo usual. En este caso es nece-
sario utilizar una regla que tiene dos premisas.
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1.4. Demostraciones tradicionales y asistidas
por computadora

Un asistente de demostracién es un programa de computadora que consta
de un lenguaje utilizado para representar objetos 16gicos, asi como definicio-
nes y teoremas sobre estos; un motor y un verificador de pruebas.

El proceso de construcciéon de pruebas es conducido por el motor y consis-
te en una bisqueda interactiva orientada a metas, la cual es realizada por un
humano que propone métodos de razonamiento cuya utilidad para la resolu-
cién de la meta establecida serd verificada por la computadora. En caso de
que el método propuesto sea de utilidad, el asistente lo aplicara y presentara
una nueva submeta de menor complejidad para resolver. En caso contrario,
sera necesario proponer un razonamiento distinto. Este proceso continuara
hasta llegar a una submeta que no puede descomponerse méas y que puede
ser resuelta de manera sencilla.

Las demostraciones asistidas por computadora se construyen mediante lo
que se conoce como scripts de prueba, los cuales consisten en una sucesiéon
de definiciones, afirmaciones,comandos y tacticas que indican los pasos que
llevara acabo el asistente para completar la prueba.

Una tactica es una funcidon que simplifica metas y afirmaciones. En el
caso particular de Coq, su funcionamiento pretende imitar el razonamiento
habitual usado en matematicas. El programa posee una coleccion de tacti-
cas basicas que pueden componerse para obtener nuevas tacticas avanzadas.
Adicionalmente, es posible definir técticas desde cero mediante un lenguaje
dedicado.

El proceso de verificaciéon de pruebas es realizado al final, y consiste en
comprobar que los resultados obtenidos por el motor efectivamente constitu-
yen una demostraciéon que satisface las metas previamente establecidas.

Algunos problemas de gran relevancia para la filosofia de las matematicas
son los siguientes:

e El poder decidir cudndo una demostracion asistida por computadora
corresponde, efectivamente, a una demostracién hecha por un humano.

e Si las demostraciones asistidas por computadora emplean razonamien-
tos sofisticados o inicamente cémputos.

e Si es posible dar un mecanismo de traduccién entre demostraciones
humanas y asistidas por computadora.
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e Si las demostraciones asistidas por computadora requieren ser verifica-
das por un humano, tal como sucede con las pruebas tradicionales.

e Si las demostraciones asistidas por computadora, al igual que las hu-
manas, requieren creatividad o iinicamente consisten en verificar si una
conclusién es consecuencia légica de un conjunto de premisas.

e Si las demostraciones asistidas por computadora proporcionan conoci-
mientos nuevos.

El propésito del presente trabajo es mostrar un caso particular de una
demostracién asistida por computadora 12 que, efectivamente, puede ser “tra-
ducida” a una demostracién matematica tradicional.

1.5. El argumento de Brighton

Como mencionamos anteriormente, en 2016 Brighton [3] present6 una
demostracién del teorema de eliminacién de corte para la légica GL utilizando
un calculo de regresiones, que seria refutada por Goré et. al. en 2021. De
acuerdo con Brighton:

Un arbol de regresién es, esencialmente, un intento de construir un arbol
de prueba (legal) para un secuente dado; de este modo, cuando queremos
invertir la regla de inferencia GLR, a diferencia de los arboles de bisqueda,
examinamos cada una de las posibles premisas por separado— es decir,
examinamos cada una en un arbol de regresién separado.

Téngase en cuenta que, por varias razones, los nodos de un arbol de
regresién no son secuentes sino expresiones de la forma I'&- A, y son lla-
madas regresores.'3

A continuacién introducimos algunas definiciones y presentamos el calculo
de regresiones utilizado por Brighton.

Definicién 1.3 (Férmulas modales). Sea V = {p,q,r,...} un conjunto infi-
nito de variables proposicionales. Las férmulas modales estan definidas por
la siguiente gramatica:

A:=peV|LA—- ADA

12Para una discusién general y detallada recomendamos [11].
13[3], p. 148.
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Definicién 1.4 (Férmulas atémicas). Decimos que una férmula A es atdmica
cuando es una variable proposicional p € V, o cuando es la constante 1.

Definicién 1.5 (Férmula con caja). Decimos que una férmula A es una
formula con caja si tiene O como conectivo principal. Un multiconjunto con
caja contiene inicamente férmulas con caja.

Definicién 1.6 (Férmula prima). Una férmula es llamada prima si es até-
mica o con caja.

Definicién 1.7 (Conjunto atémico (primo)). Un conjunto I es atémico (pri-
mo) si todas las férmulas en I' son atémicas (primas).

Definicién 1.8 (Regresor). Un regresor es una expresién de la forma I'&- A,
donde I" y A son conjuntos de féormulas.

Definicién 1.9 (Regresor primo). Decimos que un regresor I'&- A es primo
si se cumple cualquiera de las siguientes condiciones:

1. LeT.

2. Hay una férmula prima A tal que A€ ' n A.

3. T' es primo, A es atémico, L ¢ 'y I'n A = .

El célculo de regresiones RGL consta de las siguientes reglas:

Primalidad: I'&- A es un regresor primo.

reAA BIEA o DASAB |
TA-BsA ¢ TsAA-B &
reAd oo DAEA |
TAo leA ¢ TeAA L 6
F,DF,DAiS_Ai
GLR

o, 0lr's-oA,,...,04,,¥

para toda i € {1,...,n}. Con & y ¥ conjuntos atémicos y &,0I &
OA;,...,0A,,¥ regresor no primo.
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Definicién 1.10 (Arbol de regresién). Un arbol de regresién'* T' para un
regresor I' &~ A es un arbol dirigido con raiz tal que:

1. T'& A es la raiz del arbol.

2. Si un regresor no primo R es un nodo de T, entonces tiene exactamente

.o ]_ L4 .
un hijo, R;, tal que — es una regla de regresion, o tiene exactamente

R
dos hijos , R; y Rs, tales que R

2 i
es una regla de regresion.

3. T no tiene nodos ni aristas!® distintos de los requeridos por los dos
incisos anteriores.

A continuacién mostramos dos ejemplos de arboles de regresién.

Ejemplo 1.9. Sea O(p — q) — (Op — Oq), con p,q € V, una instancia del
axioma K. Su arbol de regresion es el siguiente:

Primo Primo
p,0(p —¢q),0p,0¢&p ¢,p,0(p— q),0p,0q&q
— q,p,0(p — q),0Op, 0q &
p— ¢,p,0(p — ¢),0p, 0q 9 IR
O(p — q),0p& Ogq )
— -right
O(p — ¢)&0p— Og
&a(p — ¢) — (Op — Og)

— -left

— -right

Ejemplo 1.10. Sea Op — O0Op, con p € V, una instancia del axioma 4. Su
arbol de regresion es el siguiente:

Primo
p, Op, 00p & Op

Op& OOp
cOp — O0Op

GLR
— -right

El argumento para demostrar el teorema de eliminacién de corte dado
por Brighton para un secuente I' - A comienza por demostrar que la ad-
misibilidad de corte es equivalente a la eliminacién de tautologias, es decir,

14Nétese la similitud con la definicién de derivacién en un célculo de secuentes (véase
la secci6n 1.2).

15 Andlogamente a lo ocurrido en los 4rboles de prueba, las aristas estan constituidas
por las reglas de regresion aplicadas.
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si A— AT A es demostrable entonces I' - A es demostrable. Poste-
riormente, procede a demostrar lo anterior por induccién primaria sobre la
complejidad de la férmula A e induccién secundaria sobre la altura del 4rbol
de regresiéon més alto del respectivo regresor I' & A.

Sin embargo, debido a que los regresores utilizan conjuntos, en el proceso
de regresion pueden darse contracciones “implicitas”, dando lugar a arboles
de regresién infinitos como el siguiente:

— -right
— -right
— -right

As B A>B
A= B A B
Sy~

Por lo tanto, el argumento de Brighton es incorrecto, pues no es posible
afirmar la existencia del arbol de regresién mas alto de un regresor. Notemos
que este error puede solucionarse utilizando multiconjuntos en vez de con-
juntos, pues el tomar en cuenta la multiplicidad de las férmulas evita que
se den contracciones implicitas y, consecuentemente, evita que los arboles de
regresion se vuelvan infinitos.

1.6. Definiciones

Para finalizar este capitulo, presentamos algunas definiciones que utiliza-
remos mas adelante.

Definicién 1.11 (Tamaifio). Definimos el tamafio de una férmula como el
numero de simbolos que contiene, sin contar los paréntesis.

Definicién 1.12. Para un multiconjunto X = {A;,..., A,}, definimos [xI1X =
{A;,0A4,,...,A,,04,} =X vDOX.

Definicién 1.13. Denotamos el conjunto de subférmulas de una férmula A
por Sub(A). Abusando de la notacién, denotamos por Sub(X) al conjunto
de subférmulas de todas las formulas en el conjunto X.

Definicién 1.14 (Altura). La altura de una derivacién &, denotada h(4), es
el maximo de nodos en un camino de raiz a hoja.



18 1. Preliminares

En este capitulo explicamos algunos aspectos importantes de la deduc-
cién natural y los calculos de secuentes que seran de utilidad mas adelante,
mencionamos el funcionamiento de los asistentes de prueba junto con algu-
nos problemas filoséficos sobre su uso y sefialamos los errores del argumento
de Brighton. En el siguiente capitulo presentaremos los calculos de secuentes
GLS y PSGLS junto con algunas de sus propiedades mas importantes.



Los calculos de secuentes GLS y PSGLS

En este capitulo presentamos los calculos de secuentes GLS y PSGLS,
asi como algunas de sus propiedades que seran de utilidad para la prueba de
eliminacién de corte del capitulo 3.

2.1. El calculo de secuentes GLS

El célculo de secuentes GLS" esté conformado por las siguientes reglas y
secuentes iniciales:

nXEY,p (IdP) L,X%YuL)
X+-Y,A BXrY . A X+—Y,B R
ASBXEY (=) Xl—Y,A—»B(_) )

xXX,0B + B
W,0X + oB,aY, 7z

XFY,A AXLY
XY

(GLR) (Cut)

Donde W y Z son multiconjuntos posiblemente vacios que no contienen
formulas con caja, X e Y son multiconjuntos posiblemente vacios y B es
llamada férmula diagonal.

'El nombre GLS fue adoptado por Boolos en 1993, en honor de Gédel, Léb y Solovay.
Véase [2], p. xi.

19
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La intuicién detrds de la regla GLR? es formalizar el teorema de Lob3,
el cual establece que si P(z) es un predicado de prueba para la aritmética
de Peano y 'z’ es el numeral del nimero de Godel de z, entonces para toda
férmula A de AP se cumple que si -4p P("A') — A, entonces, -4p A.

A continuacién mostramos dos ejemplos de derivaciones en el sistema

GLS.

Ejemplo 2.1. Sea 0O(dp — p) — Op, con p € V, una instancia del axioma
GL. Su derivacién es la siguiente:

0(dp — p),0p — p,0p,p,0p - p (éL ) (1dP)
0(Cp — p),0p = p, Op p,0(Op =P, OPEP
Op — p,0(0p — p),0p = p (GLR)
OCp=p)=0p ( p
~o(dp —p) — Op

Ejemplo 2.2. Sea Op — p, con p € V, una instancia del axioma 7. Su
derivacion es la siguiente:

Optp

Fop—p (B

Debido a que no hay férmulas con caja en el consecuente de Op + p, no es
posible aplicar la regla (GLR). Ademas, puesto que las férmulas del secuente
anterior no tienen ningin otro conectivo, no es posible aplicar ninguna de las
otras reglas del sistema. Por lo tanto, Op — p no es valida en GLS.

2.1.1. Propiedades de GLS
Lema 2.1. Para todo X, Y y A, el secuente A, X Y, A tiene una prueba.

Demostracion. Procedamos por induccién sobre A.

Casos base:

2Para una descripcién detallada sobre la construccién de la regla GLR, véase [16].
3Para una demostracién del teorema de Lob y una explicacién detallada de los con-
ceptos que utiliza, véase [2].
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1) A =pe V. Entonces,
————— (IdP
pXEYp (1dP)
2) A = L. Entonces,
TxrvL D
Hipétesis de Induccién: Supongamos que vale para B, C' férmulas.
Veamos que vale para B — C'y para OB.
(i) A=B—C.
B,x-B,oy ! Boxrv.o ij)
B—-C,B,X+CY (- R)
B—-C X+—B—-C)Y
(i) A=0B, X =W,0X,y Y = 0Y,, Z.
B,0B,xX,0B - B H-I(GLR)
0B, W,0X, + 0Yy, Z,0B
|

Lema 2.2 (Admisibilidad de weakening con preservacién de altura). Para

todo X,Y, Ay B:

(i) Si X Y tiene una prueba m en GLS, entonces, X - Y, A tiene una

prueba my en GLS tal que h(m) < h(r).

(i) Si X Y tiene una prueba m en GLS, entonces, A, X Y tiene una

prueba my en GLS tal que h(m) < h(r).

Demostracion. Procedamos por induccion estructural.

Casos base (i):

1) X - Y es de la forma p, Xy - Yy, p. Entonces, X + Y, A es el secuente

inicial

b, XO = %7]9714 (Idp)

y h(mo) = h(m).
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2) X Y es delaforma |, Xy Y. Entonces, X - Y, A es el secuente
inicial L
1, Xo+Y,A (LL)

y h(mo) = h(m).

Hipétesis de Induccién (i): Supongamos que vale para las premisas de
cualquier regla.

Veamos que vale para la conclusién de cualquier regla.

1) La ultima regla aplicada es (— L). Entonces, la prueba 7 de X Y es

de la forma
XorY,B C,Xo+Y

B—’C,Xol—Y (

Sean m; y my pruebas de Xy - Y,B y C, Xy Y respectivamente.
Por hipétesis de induccién, existen pruebas n3 y 74 de Xy + Y, B, A
y C,Xo Y, A tales que h(m3) < h(m) y h(my) < h(m). Aplicando
nuevamente la regla (— L), obtenemos la siguiente prueba my de X
Y, A:

Ny

Xo-Y,B,A C,Xo+Y,A
B—>C XoY,A

Puesto que h(m3) < h(m) y h(ms) < h(m2), se tiene que h(my) < h(m).

(— L).

2) La tltima regla aplicada es (— R). Entonces, la prueba 7 de X + Y

es de la forma
B, X +Y,C

X+Y,B—-C

Sea m; una prueba B, X  Yj, C. Por hipé6tesis de induccién, existe
una prueba m de B, X + Y;,C, A tal que h(mp) < h(m). Aplicando
nuevamente la regla (— R), obtenemos la siguiente prueba my de X
Y, A:

(— R).

B, X+Y,CA (
X+Y,B—-CA

Puesto que h(my) < h(m), se tiene que h(m) < h(m).

~R).

3) La dltima regla aplicada es (GLR). Entonces, la prueba de X + Y es

de la forma
XXy, 0B+ B

W,o0X, +—0B,0Y,Z

(GLR).
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Notemos que, en este caso, basta con aplicar (GLR) agregando A para
obtener la siguiente prueba my de X Y, A:

XXy, OB +— B
W,0X, - 0B,0Y,Z, A

(GLR).

Por lo que h(m) = h(m).

Casos base (ii):

1) X Y es de la forma p, X, - Yy, p. Entonces, A, X I Y es el secuente
inicial

Aap) XO H YE))p (IdP>

y h(mo) = h(m).
2) X Y es dela forma 1, X, Y. Entonces, A, X Y es el secuente
inicial i
AT %y D
y h(mo) = h(m).
Hipétesis de Induccién (ii): Supongamos que vale para las premisas de
cualquier regla.

Veamos que vale para la conclusiéon de cualquier regla.

1) La ultima regla aplicada es (— L). Entonces, la prueba 7 de X Y es

de la forma
Xo+—Y,B C,XorY

B—’C,Xo}—Y (

S L.

Sean m; y my pruebas de Xy - Y,B y C, Xy - Y respectivamente.
Por hipétesis de induccién, existen pruebas n3 y my de A, Xo + Y, B
y A,C, Xy - Y tales que h(m3) < h(m) y h(ms) < h(ms). Aplicando
nuevamente la regla (— L), obtenemos la siguiente prueba 7y de A, X
Y: A Xy+Y, B A,C,XoFY(_)L)

A B—->C Xo+Y '

Puesto que h(ms) < h(m) y h(my) < h(ms), se tiene que h(my) < h(m).
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2)

3)

La dltima regla aplicada es (— R). Entonces, la prueba 7 de X Y

es de la forma
B, X -Y,,C

X+Y,B—-C

(— R).

Sea 7 una prueba de B, X + Yj, C. Por hipétesis de induccién, existe
una prueba m de A,B, X + Y;,C tal que h(me) < h(m). Aplican-
do nuevamente la regla (— R), obtenemos la siguiente prueba my de
AXHY:
AB XY, C
AXH+Yy,B—C

(— R).
Puesto que h(my) < h(m), se tiene que h(m) < h(m).

La tltima regla aplicada es (GLR). Entonces, la prueba de X - Y es

de la forma
XXy, 0B+ B

W,o0X, +—0B,0Y,Z

(GLR).
Notemos que en este caso, basta con aplicar (GLR) agregando A para

obtener la siguiente prueba my de A, X - Y

XXy, 0B + B
AW, 0Xo +0OB,0yY,Z

(GLR).

Por lo que h(mg) = h(m).

Lema 2.3 (Invertibilidad de las reglas de implicacién con preservacién de
altura). Para todo X,Y, A y B:

(i) Si A - B, X Y tiene una prueba m en GLS, entonces, X + Y, A

y B,X Y tienen pruebas my y m en GLS tales que h(my) < h(w) y
h(my) < h(m).

(i) Si X + Y, A — B tiene una prueba m en GLS, entonces, A, X +Y,B

tiene una prueba my en GLS tal que h(m) < h(m).

Demostracion. Procedamos por induccién estructural.

Casos base (i):
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1) A— B,X Y es el secuente inicial A — B,p, Xy - Yy, p. Entonces
X+Y Ay B,X I Y son los secuentes iniciales

(IdP)

(IdP)

p)XO}_YE)ap)A y BaP,Xol—Yb,p

respectivamente, por lo que h(m) = h(m) y h(m) = h(m).

2) A > B, X Y es el secuente inicial A — B, 1, X, - Y. Entonces
X+Y Ay B,X I Y son los secuentes iniciales

(LL) (LL)

1L, Xo-Y,A B, 1, XorY
respectivamente, por lo que h(my) = h(m) y h(m) = h(r).

Hipétesis de Induccién (i): Supongamos que vale para las premisas de
cualquier regla.

Veamos que vale para la conclusiéon de cualquier regla.
1) La tdltima regla aplicada es (— L). Aqui consideramos dos subcasos:

1.1) A — B es principal. Entonces, 7 es de la forma

XFY,A BX-Y
ASBXLY

— L).
Claramente 7y y 7; son subpruebas de , por lo que h(m) < h(m) y
h(my) < h(m).

1.2) A — B no es principal. Entonces, 7 es de la forma

A— B Xy +Y,C Aaanww% L)
A>BC—>D, XY '

Aplicando la hipétesis de induccién a las premisas, podemos obtener
pruebas de altura menor o igual de los secuentes Xy — Y, C, A; B, X, +
Y,C; D, Xo+ Y, Ay B,D, X, + Y. Aplicando nuevamente la regla
(— L) a las parejas de secuentes apropiadas, obtenemos las siguientes
pruebas my y m:

XO }_}/’0714 D7X0 l_}/’A
CoD X, Y. A

(— L)
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y
B, Xo+Y,C B,D,XorY (= L)
B,C—>D,Xo+Y
tales que h(my) < h(m) y h(m) < h(m).
2) La ultima regla aplicada es (— R). Entonces, 7 es de la forma
C,A—- B, X+Yy,D (- R)
A- B X+ Y, C—D '
Aplicando la hip6tesis de induccién a la premisa, podemos obtener
pruebas de altura menor o igual de los secuentes C, X + Yy, D, Ay
B,C,X + Yy, D. Aplicando nuevamente la regla (— R) a ambos se-
cuentes, obtenemos las siguientes pruebas my y m:
C7X}_YE)aDaA (—’R)
X+Y,C—-D,A
y
B,C,X +Yy,D (= R)
B, X+Yy,,C—D
tales que h(my) < h(m) y h(m) < h(m).
3) La ultima regla aplicada es (GLR). Entonces, 7 es de la forma

X Xo, OC — C
A— B,W,0X, +0C,0Yy, Z

(GLR).

Puesto que (GLR) permite agregar férmulas arbitrarias en ambos lados
del secuente, basta con volver a aplicar dicha regla a la premisa para
obtener las siguientes pruebas 7 y m:

XX, OC +— C
W,0X, +— 0OC,0Yy, Z, A (GLR)
y
XXy, 0C + C (GLR)

B, W,0X, + oC,0Y,, Z
tales que h(my) = h(m) y h(m) = h(m).
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Casos base (ii):

1) X + Y, A — B es el secuente inicial p, Xo + Y, p, A — B. Entonces,
A, X Y, B es el secuente inicial

A)pa XO = }/E))pa B <IdP>

por lo que h(my) = h(m).

2) X +Y,A — B es el secuente inicial 1,X, - Y, A — B. Entonces,
A, X Y, B es el secuente inicial

AT % vE D

por lo que h(my) = h(m).

Hipétesis de Induccién (ii): Supongamos que vale para las premisas de
cualquier regla.

Veamos que vale para la conclusién de cualquier regla.

1) La tdltima regla aplicada es (— L). Entonces, 7 es de la forma

Xo-Y,A—B,C D,Xo-Y,A—B
C>D,X,-Y,A>B

(— L).

Aplicando la hipdtesis de induccién a las premisas, podemos obtener
pruebas de altura menor o igual de los secuentes A, Xy — Y,C,B y
A, D, X, Y, B. Aplicando nuevamente la regla (— L) obtenemos la
siguiente prueba 7g:

A Xo-Y,C,B AD,X,-Y,B
AC > D, X, Y,B

(— L)

tal que h(m) < h(m).
2) La ultima regla aplicada es (— R). Aqui consideramos dos subcasos:

2.1) A — B es principal. Entonces, 7 es de la forma

AX-Y,B
X-Y,A— B

(— R).

Claramente 7, es subprueba de , por lo que h(my) < h(m).
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2.2) A — B no es principal. Entonces, 7 es de la forma

C,X+Yy,D,A— B
X+YC—-DA—-B

(— R).

Aplicando la hipétesis de induccién a la premisa, podemos obtener
una prueba de altura menor o igual del secuente A,C, X + Yy, D, B.
Aplicando nuevamente la regla (— R), obtenemos la siguiente prueba

To-
A,C,X+Yy,D,B

AX-Y,C—D,B
tal que h(my) < h(m).

(— R)

3) La ultima regla aplicada es (GLR). Entonces, 7 es de la forma

xX,0C + C
W,0X + oC,0Yy,, Z,A— B

(GLR).

Puesto que (GLR) permite agregar férmulas arbitrarias en ambos lados
del secuente, basta con volver a aplicar dicha regla a la premisa para
obtener la siguiente prueba 7g:

xX,a0C + C
AW, 0X +—od,0Y,, Z,B

(GLR)

tal que h(m) = h(m).
|

Lema 2.4 (Admisibilidad de contraccién con preservacién de altura). Para
todo X, Y, A:

(i) Si X + Y, A, A tiene una prueba m en GLS, entonces, X Y, A tiene
una prueba mo en GLS tal que h(m) < h(7).

(i) Si A, A, X Y tiene una prueba m en GLS, entonces, A, X Y tiene
una prueba mo en GLS tal que h(m) < h(r).

Demostracion. Procedamos por induccién estructural.

Casos base (i):
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1) X + Y, A, A es el secuente inicial (IdP). Aqui consideramos dos sub-

casos?:

1.1) A es principal. Entonces, X Y, A, A es de la forma

— (IdP).
p,XoFY,p,p( )

Por lo que X I~ Y, A es el secuente inicial

p,XoY,p (IdP)

y h(mo) = h(m).
1.2) A no es principal. Entonces, X - Y, A, A es de la forma
(IdP).

b, XO = Ybap) AaA
Por lo que X I Y, A es el secuente inicial

1dP)

anO = Ybap)A (

y h(mo) = h(m).
2) X Y, A, A es el secuente incial (LL). Entonces, es de la forma
(LL).

1, Xo-Y,A A
Por lo que X I Y, A es el secuente inicial

X, v4 D

y h(mo) = h(m).

Hipétesis de Induccién (i): Supongamos que vale para las premisas de
cualquier regla.

Veamos que vale para la conclusiéon de cualquier regla.

4A lo largo de varias demostraciones sera necesario diferenciar los casos cuando una
férmula es principal y cuando no lo es, ya que la demostraciéon no necesariamente procede
de la misma forma en ambos casos.
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1)

2)
2.1)

2.2)

La dltima regla aplicada es (— L). Entonces, 7 es de la forma
Xo+Y,BJAJA C,Xo+HY,AA
B-C XY, AA

Aplicando la hipdtesis de induccién a las premisas, podemos obtener
pruebas de altura menor o igual de los secuentes Xog - Y, B, Ay C, X, -
Y, A. Aplicando nuevamente la regla (— L) obtenemos la siguiente
prueba 7q:

(— L).

X,-Y,B,A C,X,Y, A
B>C X YA

tal que h(my) < h(m).

(— L)

La tltima regla aplicada es (— R). Aqui consideramos dos subcasos:

A es principal. Entonces, 7 es de la forma
B, X+YCB—-C
X+Y,B—>C,B—-C

Aplicando el lema 2.3 parte (ii) a la premisa, podemos obtener una
prueba de altura menor o igual del secuente B,B,X + Y,C,C. Por
hipétesis de induccién, podemos obtener una prueba de altura menor
o igual del secuente B,B, X + Y,C y por el inciso (ii) de este le-
ma podemos obtener una prueba de altura menor o igual del secuente
B,X + Y,C. Aplicando nuevamente la regla (— R), obtenemos la
siguiente prueba 7y:

(— R).

B,X+Y,C
X+-Y,B—C

(— R)

tal que h(m) < h(m).

A no es principal. Entonces, 7 es de la forma
B, X+Yy,CAA

X+Y,B—>CAA

Aplicando la hipétesis de induccion a la premisa, podemos obtener una

prueba de altura menor o igual del secuente B, X Y, C, A. Aplicando
nuevamente la regla (— R), obtenemos la siguiente prueba mg:

B,X+Y,,C,A
X+Yy,B—C,A

tal que h(m) < h(m).

(— R).

(— R)
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3) La ultima regla aplicada es (GLR). Entonces, 7 es de la forma

XXy, OB +— B
W,0Xo + 0OB,0Yy, Z,A, A

(GLR).

Puesto que (GLR) permite agregar férmulas arbitrarias en ambos lados
del secuente, basta con volver a aplicar dicha regla a la premisa para
obtener la siguiente prueba 7g:

XXy, 0B+ B
W,0Xo+ 0OB,0Y,, 4, A

(GLR)

tal que h(mg) = h(m).

Casos base (ii):

1) A;A, X Y es el secuente inicial (IdP). Aqui consideramos dos sub-
Ccasos:

1.1) A es principal. Entonces, A, A, X Y es de la forma

— _ (IdP).
p,p, X - Yo,p (IdP)

por lo que A, X Y es el secuente inicial

p, X = Yo,p (IdP)

y h(m) = h(m).

1.2) A no es principal. Entonces, A, A, X Y es de la forma

IdP).
A7A7p7X0|_}/07p ( d )

por lo que A, X Y es el secuente inicial

(IdP)

Aap)XO H YE))p

y h(m) = h(m).

2) A A, X Y es el secuente inicial (LL). Aqui consideramos dos subca-
SOS:
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2.1) A es principal. Entonces, A, A, X | Y es de la forma

T Lxry D

por lo que A, X Y es el secuente inicial

Ixry 4

y h(mo) = h(m).
2.2) A no es principal. Entonces, A, A, X Y es de la forma
(LL).

AA L XgHY
por lo que A, X Y es el secuente inicial

Al Xy D

y h(mo) = h(m).

Hipétesis de Induccién (ii): Supongamos que vale para las premisas de
cualquier regla.

Veamos que vale para la conclusiéon de cualquier regla.
1) La tdltima regla aplicada es (— L). Aqui consideramos dos subcasos:

1.1) A es principal. Entonces, 7 es de la forma

B-CX+Y,B B—-CCX+Y
B-CB>CXrY

(— L).

Aplicando el lema 2.3 parte (i) a las premisas, es posible obtener prue-
bas de altura menor o igual de los secuentes (a) X + Y, B,B; (b)
C,X+Y,B;(c) C,XFY,By(d) C,C,X I Y. Aplicando la parte
(i) de este lema al secuente (a) y la hipétesis de induccién al secuente
(d), es posible obtener pruebas de menor o igual altura de los secuen-
tes X + Y,By C,X I Y. Aplicando nuevamente la regla (— L),
obtenemos la siguiente prueba 7g:

Xt Y,B CXEY
BoC XY

tal que h(m) < h(m).
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1.2)

2)

3)

A no es principal. Entonces, 7 es de la forma

AA%%KB_AAQ&%Y(
AJAAB—->C,Xo+Y

Ny

Aplicando la hip6tesis de induccién a las premisas, podemos obte-
ner pruebas de altura menor o igual de los secuentes A, X, Y, B
y A,C, Xy + Y. Aplicando nuevamente la regla (— L) obtenemos la
siguiente prueba 7y:

AXy—Y,B AC Xy Y
AB>C Xy Y

(— L)

tal que h(m) < h(m).
La tltima regla aplicada es (— R). Entonces, 7 es de la forma

AA B, XY, C
AAXE-Y,B—-C

(— R).

Aplicando la hip6tesis de induccién a la premisa, podemos obtener una
prueba de altura menor o igual del secuente A, B, X + Yg, C. Aplicando
nuevamente la regla (— R) obtenemos la siguiente prueba m:

A B, X+Y,C
AX+Y, B—C

(— R)

tal que h(mp) < h(m).
La tltima regla aplicada es (GLR). Entonces, 7 es de la forma

XXy, 0B + B
A AW, 0X, +— 0OB,0Y, Z

(GLR).

Puesto que (GLR) permite agregar férmulas arbitrarias en ambos lados
del secuente, basta con volver a aplicar dicha regla a la premisa para
obtener la siguiente prueba mg:

XXy, 0B+ B
AW, 0X, - 0OB,0Y,, Z

(GLR)

tal que h(mg) = h(m).
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Lema 2.5. S5t X Y, | tiene una prueba w en GLS, entonces, X 'Y tiene
una prueba mo en GLS tal que h(m) < h(n).

Demostracion. Procedamos por induccién estructural.
Casos base:

1) X Y, L es el secuente inicial

X07p - }/07p7 1 <IdP)

Entonces, X Y es el secuente inicial

———— (IdP
XOapl_YOap ( )

y h(mo) = h(m).
2) X Y, L es el secuente inicial

T Xy L)

Entonces, X - Y es el secuente inicial

Xy D

y h(m) = h(m).

Hipétesis de Induccién: Supongamos que vale para las premisas de cual-
quier regla.

Veamos que vale para la conclusién de cualquier regla.

1) La ultima regla aplicada es (— L). Entonces, 7 tiene la forma

Xo~Y,A Ll B X, Y, L
A>B X+ Y, 1

(— L).
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Aplicando la hipdtesis de induccién a las premisas, podemos obtener
pruebas de altura menor o igual de los secuentes Xo Y, Ay B, Xy -
Y. Aplicando nuevamente (— L), obtenemos la siguiente prueba 7y:

%%KA.&&FY(
ASB X, Y

tal que h(m) < h(m).

2) La ultima regla aplicada es (— R). Entonces, 7 tiene la forma

A XYy, B, L
X Yy,A— B, L

(— R).

Aplicando la hip6tesis de induccién a la premisa, podemos obtener una
prueba de altura menor o igual del secuente A, X + Y, B. Aplicando
nuevamente (— R) obtenemos la siguiente prueba 7y:

AX+Y,B
X Yy, A B

(— R)

tal que h(m) < h(m).
3) La ultima regla aplicada es (GLR). Entonces, 7 tiene la forma

XX,,0B B
Wo, 0Xo +— OB, 0Yy, Zo, 1

(GLR).
Aplicando nuevamente (GLR) a la premisa, podemos obtener la si-

guiente prueba 7g:

XXy, 0B+ B
Wy, 0Xo - OB, 0Yy, Z

(GLR)

tal que h(mg) = h(m).
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2.2. El calculo de secuentes PSGLS

De acuerdo con Goré et. al.:

Dado un célculo de secuentes C, uno puede definir un procedimiento de
bisqueda de prueba en C al imponer restricciones adicionales sobre la apli-
cabilidad de las reglas de C. Este procedimiento captura un subconjunto
del conjunto de todas las derivaciones de C, i.e. aquellas que son construi-
das usando la version restringida de las reglas de C. Consecuentemente,
un procedimiento de bisqueda de prueba puede identificarse con el calculo
PSC que consiste de estas reglas restringidas de C, bajo la condicién de
que PSC permite decidir la demostrabilidad de secuentes en C.°

El célculo de secuentes PSGLS (Proof Search GLS) impone las siguien-
tes restricciones a GLS:

1. Se introduce la regla adicional

0A, X +—Y,0A (IdB),

la cual es derivable (en GLS) por el lema 2.1.

2. No estd permitido que la conclusién de la regla (GLR) sea una instancia
de (IdP), (LL) ni (IdB).

Estas restricciones se introducen con la finalidad de evitar que las demos-
traciones se ciclen infinitamente, imposibilitando considerar la altura méxi-
maS. Para aclarar esto, consideremos el siguiente ejemplo:

Ejemplo 2.3. Consideremos el secuente 1A — A, 0(0A — A), A, 0A + A,
donde A es una férmula no atémica. Su demostracién en GLS procederia
como sigue”:

0A — A,0(0A — A), A,0A,0A+ A :
O(0A — A),A,0A+ A,0A A,0@0A— A),A 0A- A
0A - A 0(DA— A),A 0A+ A

(GLR)

(— L)

5[7], p. 304.
6Esto evita la aparicién de errores similares al cometido por Brighton en [3].
“Los puntos suspensivos colocados encima de los secuentes indican la existencia de

una derivacién que ha sido omitida, pues carece de relevancia para los propésitos de este
ejemplo.



2.2. El cédlculo de secuentes PSGLS 37

Notemos que la conclusiéon de (— L) y la premisa de (GLR) son idénticas
salvo multiplicidad de férmulas, por lo que nuevamente podriamos aplicar
(— L) en el lado izquierdo para obtener

0(0A — A),A,0A,0A+ A,0A A,0(0A— A),A,0A,0AF A
0A— A 00DA— A),A 0A 0A+ A :
O(0A — A),A,0AF A, DA A, 0(0A— A),A DA A

0A > A,0(0A—> A),A0AF A

(= 1)

(GLR)

(= 1)

Puesto que estos pasos podrian repetirse sin restriccién alguna, la de-
mostracion podria ciclarse infinitamente y, por tanto, no podria afirmarse la
existencia de una demostraciéon de altura maxima.

En cambio, al considerar la demostracién en PSGLS, se tendria lo si-
guiente:

D(0A— A), AoA- 4,04 198 4 0@mA— A), 4,04+ A
0DA— A 0(DA— A),A 0A+ A

(— L)

Puesto que el proceso no se cicla en este caso, podemos considerar la
demostracién de altura méaxima.

2.2.1. Propiedades de PSGLS

Teorema 2.1. Un secuente es demostrable en PSGLS si y sdlo si es de-
mostrable en GLS.

Demostracion. Procedamos por induccién estructural.

< | Sea X Y un secuente demostrable en GLS.

Casos base:

1) X Y es de la forma p, Xy - Y;,p. Entonces, es el secuente inicial
(IdP) y, por tanto, es demostrable en PSGLS.

2) X Y esdelaforma 1, X, Y. Entonces, es el secuente inicial (LL)
y, por tanto, es demostrable en PSGLS.
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Hipétesis de Induccién: Supongamos que vale para las premisas de cual-
quier regla.

Veamos que vale para la conclusiéon de cualquier regla.

1) La tdltima regla aplicada es (— L). Entonces, su demostracién (en GLS)

es de la forma
Xo+Y,A B, Xo+Y

A—- B Xo+Y (
Por hipoétesis de induccién, Xy — Y, Ay B, Xy - Y son demostrables en

PSGLS. Por lo tanto, aplicdndoles (— L) se tiene que A — B, Xo Y
es demostrable en PSGLS.

L.

2) La tltima regla aplicada es (— R). Entonces, su demostracién (en
GLS) es de la forma

A XY, B
X+ Y,A—>B

(— R).

Por hipétesis de induccién, A, X +— Yy, B es demostrable en PSGLS.
Por lo tanto, aplicindole (— R) se tiene que X Yy, A — B es demos-
trable en PSGLS.

3) La tltima regla aplicada es (GLR). Entonces, su demostracién (en
GLS) es de la forma

XXy, 0B + B
W,0X, - 0OB,0Y, Z

(GLR).

Consideremos los siguientes subcasos®:

3.1) W,0X, + 0OB,0Yp, Z es de la forma p, Wy,0X, - 0OB,0OYy, Zg, p.
Entonces, es una instancia de (IdP) y es demostrable en PSGLS por
el caso base 1).

3.2) W,0X, + 0B, 0Yy, Z es de la forma |, Wy, 0X, + 0B, 0Y, Z. Enton-
ces, es una instancia de (LL) y es demostrable en PSGLS por el caso
base 2).

8Consideramos estos subcasos con la finalidad de descartar aplicaciones de GLR que
resultan innecesarias o que podrian ciclar la prueba, de manera similar a lo ocurrido en el
ejemplo 2.3.
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3.3) W,0X, + 0B,0Yp, Z es de la forma W,0X;,0B + 0B, 0Yy, Z. En-
tonces, es demostrable en PSGLS por (IdB).

3.4) En cualquier otro caso, por hipétesis de induccién, X1Xy, OB +— B es
demostrable en PSGLS. Por lo tanto, aplicindole (GLR) se tiene que
W,0Xo +— 0B, 0Y,, Z es demostrable en PSGLS.

= |Sea X Y un secuente demostrable en PSGLS.

Casos base:

1) X - Y es de la forma p, Xy + Y, p. Entonces es el secuente inicial
(IdP) y, por tanto, es demostrable en GLS.

2) X Y esdelaforma 1, X, Y. Entonces, es el secuente inicial (LL)
y, por tanto, es demostrable en GLS.

3) X Y es delaforma OA, X, + Yy, OA. Entonces, es demostrable en
GLS por el lema 2.1.

Hipétesis de Induccién: Supongamos que vale para las premisas de cual-
quier regla.

Veamos que vale para la conclusiéon de cualquier regla.

1) La tltima regla aplicada es (— L). Entonces, su demostracién (en
PSGLS) es de la forma

XoFY A B,XOPY( L)
A—-B,Xo+Y '
Por hipétesis de induccién, Xy — Y, Ay B, Xy I Y son demostrables

en GLS. Por lo tanto, aplicindoles (— L) se tiene que A — B, Xy Y
es demostrable en GLS.

2) La tltima regla aplicada es (— R). Entonces, su demostracién (en
PSGLS) es de la forma

A XYy, B
X+ Yy, A B

Por hipétesis de induccion, A, X + Yy, B es demostrable en GLS. Por
lo tanto, aplicdndole (— R) se tiene que X + Y, A — B es demostrable
en GLS.

(— R).
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3) La ultima regla aplicada es (GLR). Entonces, su demostracién (en
PSGLS) es de la forma

XXy, 0B+ B
W,0Xy + 0OB,0Y,, Z

(GLR).

Por hipétesis de induccion, XXy, OB +— B es demostrable en GLS.
Por lo tanto, aplicAndole (GLR) se tiene que W, 0X, - OB, 0Y), Z es
demostrable en GLS.

[ |
Definicién 2.1. Para un secuente X — Y:

1. Sea «(X + Y) el niimero de ocurrencias de — en X - Y.

2. Sea B(X I Y) las cajas usables de X Y donde

BX 1Y) = {DA|0A € Sub(X U Y)\{DA|DA € X}

3. La tupla (Card(B(X +Y)),u (X +Y)), donde Card(U) es la cardina-
lidad del conjunto U, es denotada ©(X - Y).

Las cajas usables de un secuente X + Y son todas las subférmulas con
caja del consecuente que no forman parte del contexto. Es decir, son todas las
subférmulas de Y a las que se les puede aplicar la regla GLR respetando las
restricciones de PSGLS. Para aclarar esto, véase el ejemplo 2.4 mas adelante.

Lema 2.6. Sean sg y s1,...,S, secuentes. St hay una instancia de una regla
r de PSGLS de la siguiente forma, entonces ©(s;) < ©(so) para 1 <i < n.

S1...8p
S0

r

Demostracion. Razonamos por anélisis de casos en r:

1) Sires (IdP), (IdB) 6 (LL),

(IdP) (IdB)

p,X+FY,p 0A, X +Y,0A

se cumple ya que no hay premisas.
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2)

2.1)

2.2)

3)

4)

Sir es (— R), entonces tiene la siguiente forma:

X,Ar-Y,B
X-Y,A— B

(— R)

Si A tiene caja, entonces {OB|OB € X} < {OB|uoB € X u {A}}.
Por lo que B(X,A + Y,B) < (X + Y,A — B) y, por lo tanto,
Card(f(X,A+Y,B)) < Card(B(X + Y,A — B)). Si la desigualdad
es estricta, ya se tiene la desigualdad deseada en ©. Si es igualdad,
entonces podemos ver que (X, A+ Y,B) =X +Y,A— B)—1y,
por tanto, (X, A+ Y,B) <O(X + Y,A— B).

Si A no tiene caja, entonces obviamente la cardinalidad de los g es
igual, pero también «(X,A + Y,B) = «(X + Y,A - B) — 1y, por
tanto, O(X, A+ Y,B) <©(X +Y,A— B).

Sir es (— L), entonces tiene la siguiente forma:

X+-Y,A BX+Y
A-BXry |

Como un simbolo de implicacién se borra y la cardinalidad de cajas
utilizables se mantiene, ficilmente podemos ver que ©(X + Y, A) <
©(A - B,X I Y). Para demostrar que 6(B,X ~ Y) < (4 —
B, X - Y) razonamos igual que en 2).

Si r es (GLR), entonces tiene la siguiente forma:

xXX,0B+ B
W,0X +~oB,0Y,Z

(GLR)

Claramente tenemos que {0A|0A € Sub(XX u{OB}u{B})} < {TA|OA €
Sub(WunoXu{oB}udY uZ)}. También, dado que consideramos una
derivacién en PSGLS, notamos que (IdB) no es aplicable a W, 0X
OB, 0Y, Z por hipétesis. Por lo tanto, OB ¢ 0X. Consecuentemente,
tenemos {OA|0A € W u 0X} c {DA|DA € XX u {TOB}}. Por lo que
B(XIX,0B + B) c B(W,0X + 0B,0Y, Z). Consecuentemente, obte-
nemos que Card(B(XX,0B + B)) < Card(f(W,0X + 0OB,0Y, Z)).
Por lo tanto, ©(XX,0B + B) < ©(W,0X + 0oB,0Y, Z).
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La definicién 2.1 y el lema 2.6 seran de utilidad para demostrar que todo
secuente de PSGLS tiene una derivacién de altura maxima y, consecuente-
mente, el proceso de biisqueda de prueba siempre termina. Para aclarar la
definicion y el lema anterior, consideremos el siguiente ejemplo:

Ejemplo 2.4. Consideremos la siguiente derivacién del axioma K en PSGLS:

Lema 2.1 Lema 2.1

0(A— B),0A4,A,0B+ A 0(A— B),0A4,A,0B,B+ B (= L)

0(A— B),A— B,0A,A,0B+ B
0(A— B),0A+ OB
0(A— B)+~0A— OB
—0(A — B) —» (0A — OB)

(GLR)
(— R)
(— R)

Calculemos ¢ para cada uno de los secuentes de la derivacion.

(-0(A—B)—- (DA—-0B))=3
(0(A—-B)-0OA—0B) =2

(0(A— B),0A+0OB) =1

«(0(A— B),A— B,0A,A, 0B+ B) =2
(0(A— B),0A4,A,uB+ A) =1

(0(A— B),0A4,A,0B,B+B) =1

Ahora calculemos 8 y Card(f) para cada uno de los secuentes.

B(+0(A— B) - (0DA - 0OB)) = {0(A — B),04,0B}\& = {0(4A —
B),0A,0B}
Card(f(+0(A— B) - (DA — 0B))) =3

B(0(A - B) - 0A — 0OB) = {0(A — B),0A4,0B}\{0(A — B)} =
{DA, 0B}
Card(B(0(A— B)+ 0A - 0OB)) =2

B(0(A - B),0A + 0B) = {0(A — B),04,0B}\{0(A — B),0A} =
{OB}
Card(f(0(A— B),0A+ 0OB)) =1
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B(0(A— B),A— B,0A,A,0B+ B) ={0(A — B),0A4,0B}\{0(A —
B),0A,0B} = &
Card(8(0(A — B),A— B,0A,A,0B+ B)) =0

B(0(A— B),0A,A, 0B+ A) = {0(A— B),0A,0B}\{0(A — B),0A,0B} =
1)
Card(B(0(A — B),0A,A,0B+ A)) =0

B(0(A — B),0A4,A,0B,B ~ B) = {0(A — B),04,0B}\{0(4A —
B),0A,0B} = &
Card(B(0(A — B),0A4,A,0B,B+ B)) =0

Finalmente, calculemos © para cada uno de los secuentes.

O(- 0(A— B) —» (WA —0OB)) = (3,3)
©(0(A— B)-0A — 0OB) = (2,2)

©(0(A— B),0A+ 0OB) = (1,1)

©(0(A— B),A— B,0A,A,0B+ B) =(0,2)
©(0(A— B),0A4,A,0B + A) = (0,1)

©(0(A — B),0A4,A,0B,B+ B) =(0,1)

Notemos que (3,3) > (2,2) > (1,1) > (0,2) > (0,1), lo que concuerda
con lo establecido por el lema 2.6.

Teorema 2.2. Todo secuente s tiene una derivacion en PSGLS de altura
mdrima.

Demostracion. Sea s el secuente X Y y procedamos por induccién fuerte
en el par ordenado O(s).

Caso base: Si O(s) = (0,0), entonces ¢(s) = 0y B(s) = . Por definicién
de ¢ y 3, s inicamente tiene formulas atémicas y formulas atémicas con caja.
Ademss, {0A|0DA € Y} < {DA|OA € X} (é.e., no hay cajas usables), por lo
que tenemos los siguientes dos casos:

1) s es un secuente inicial. Entonces, la derivacién de altura méxima de s
es la derivacion de altura 1 constituida por la aplicacién del secuente
inicial correspondiente a s .
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2)

Ninguna regla es aplicable a s. Entonces, la derivacién de altura maxima
es simplemente s.

Hipdétesis de Induccién: Supongamos que vale para todo ©(s) < (n,m).

Veamos que vale para O(s) > (n,m)

Como la aplicabilidad de reglas de PSGLS es decidible, distinguimos tres

Casos:

1)

2)

3)

Ninguna regla de PSGLS es aplicable a s. Entonces, la derivaciéon de
maxima altura buscada es simplemente s.

-

Unicamente reglas iniciales son aplicables. Entonces, la derivacién de
maxima altura buscada es simplemente la derivacion de altura 1 cons-
tituida por la aplicacién de la regla inicial aplicable a s.

Alguna regla no inicial es aplicable. Entonces, consideramos la lista
finita Prem(s) de todos los secuentes sq tales que hay una regla r con
s como conclusién y sy como premisa.

Por el lema 2.6 sabemos que para todo sg € Prem(s), ©(sy) < O(s) v,
por lo tanto, tienen una derivacién de altura maxima por hipétesis de
induccién. Como Prem(s) es finito, hay un elemento s, € Prem(s)
tal que su derivacién de altura maxima es igual o méas alta que la
derivacién de altura méxima de los demés secuentes en Prem(s).

Entonces, la derivacion de maxima altura de s es

6maw
Smaz
S

donde 6,,,; es la derivacién de altura méaxima de S,,qz-

Definiciéon 2.2. Sean s un secuente y 4 su derivacién de maxima altura en
PSGLS. Denotamos por mhd(s) a la altura de 4.

Lema 2.7. Sir es una instancia de una regla de PSGLS con conclusion s
y $1 como una de sus premisas, entonces mhd(sy) < mhd(so).
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Demostracién. (Por contradiccion).

Supongamos que mhd(sy) = mhd(sp). Sean &y y 6; las derivaciones de
altura maxima de sy y s; dadas por el teorema 2.2 y sea J, la siguiente
derivacién de sg:

4,
S1 .
So r

Notemos que d; tiene altura mhd(s;) + 1. Debido a la maximalidad de do,
tenemos que h(dy) = h(dz2), i.e. mhd(s;) + 1 < mhd(sp), lo cual contradice

que mhd(s1) = mhd(so). |

En este capitulo presentamos los célculos de secuentes GLS y PSGLS
junto con varias de sus propiedades que nos seran de utilidad mas adelante.
En el siguiente capitulo demostraremos el teorema de eliminacién de corte
para el sistema PSGLS y como corolario concluiremos que también es valido
en el sistema GLS.






Una prueba de eliminacion de corte para GLS

En este capitulo presentamos pruebas de eliminacién de corte para los
sistemas PSGLS y GLS basadas en la demostraciéon dada por Goré et. al.
en [7].

Teorema 3.1. La regla aditiva' de corte es admisible en PSGLS.

Demostracién. Sean d; (con dltima regla r1) y do (con dltima regla r9) prue-
bas en PSGLS de X Y, Ay A, X Y, respectivamente, como se muestra
a continuacién:

d; do

XY A AX-Y
XHY

Basta probar que hay una demostracion sin corte en PSGLS de X +~ Y.
Razonamos por induccién primaria fuerte (I P) sobre el tamafo de la fér-
mula de corte A, dando la hipétesis inductiva primaria (HIP), e induccién
secundaria fuerte (1.S) sobre la mhd(s) de la conclusién del corte, dando la
hipétesis inductiva secundaria (H1S). Hay seis casos por considerar para 7
y seis para ry. Uno para cada regla de PSGLS.

T2

(Cut)

1) r; = (IdP). Distinguimos dos casos.

1.1) Si A no es principal en r;, entonces es de la forma

XOap = Ybap)A (IdP>

1Véase la seccibn 1.3.

47
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y el corte es de la forma

Xo,p - Yo,p, A (1dP) A, Xo,p = Yo, p Eéi];)
XOap = YOap
Donde Xy, p + Yo, p es instancia de (IdP).
1.2) Si A = p es principal en 7, entonces es de la forma
———— (IdP
Xo,p=Y,p (1dP)
y el corte es de la forma
do
IdP r
Xo,p=Y,p JdP) Xo,p,p =Y QC
X07p - Y ( Ut)

Por lo que podemos aplicar el lema 2.4 (ii) a la conclusién de 7, para
obtener una prueba de Xp,p+ Y.

2) r = (LL). Entonces r; es de la forma

X, v,4 D
y el corte es de la forma
1, XoHY, A (LL) AL XY EéLz)
LX Y v

Donde L, Xy Y es instancia de (LL).
3) r1 = (IdB). Distinguimos dos casos.

3.1) Si A no es principal en 71, entonces es de la forma

(IdB)

OB, Xo + Yy, 0B, A

y el corte es de la forma

0B X, Y, 0B.A 1%B) A 0B X, ~v,.0B
OB Xy - Y. 0B

Donde 0B, X + Yo, OB es instancia de (IdB).
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3.2) Si A = OB es principal en 1, entonces es de la forma

IdB)

0B, Xy +Y,0B (
y el corte es de la forma

do
0B, X+ Y,0B (IdB) 0B, Xo,0B+~Y
Xo, OB Y

T2

(Cut)

Por lo que podemos aplicar el lema 2.4 (ii) a la conclusién de ry para
obtener una prueba de Xy, OB Y.

4) 1, = (— R). Distinguimos 2 casos:

4.1) Si A no es principal en 71, entonces tiene la forma

X,B+ Yy, C,A

XY, B-C4 " h
y el corte tiene la forma
X,B+Y,,C A (- R) da ,
X+-Y,B—>C,A AX+-Y,B—>C >
(Cut)

X+Y,B—-C

donde Yy, B — C' =Y. Por lo tanto, tenemos que el secuente X - Y
y A, X + Y son, respectivamente, de la forma X + Y;,B — C'y
A, X + Yy, B — C. Podemos aplicar el lema 2.3 (ii) en la prueba del
ultimo para obtener una prueba de A, X, B + Y, C. Esto procede asi:

X,B-Y,C,A AX,BrY,C

X,B+Y,yC
Xrv,.B-C "R

HIS

Notemos que el uso de HIS esté justificado aqui porque mhd(X, B -
Yy, C) < mhd(X Yy, B — C) por el lema 2.7.

4.2) Si A es principal en 7, i.e. A = B — C, entonces, r; debe tener la
siguiente forma;:
B, X+Y,C
X+Y,B-C

(— R)
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y el corte tiene la forma

B,X+Y,C
X+FY,B—>C

dy
B-CXLY

(— R)
XrY

T2

(Cut)

La conclusién de r5 debe ser de la forma B — C, X | Y. Distinguimos
dos casos més. En el primer caso B — C es principal en 5. Consecuen-
temente, tiene la siguiente forma:

X+-Y,B OX+Y

Booxry (D
Procedemos como sigue:
C,X+Y ..
BX-Y,C CBX~Y 1;;“;‘ 2.2(i)
X+Y,B BX-Y o
X+Y

En el segundo caso, B — C no es principal en 75.

4.2.1) Siry es (— R), entonces, debe tener la siguiente forma:

B—C,D, X+ Y,E
B>C, X+ Yy,D—E

(— R)

donde Yy, D — E =Y. En este caso, notemos que el secuente X
Y,B — C es de la forma X + Yy,D — E,B — C. Podemos usar el

lema 2.3 (ii) en la prueba de lo tdltimo para obtener una prueba de
D, X + Yy, E,B — C. Procedemos como sigue:

D.X-YyEB—>C B—CDXtLYyE
D XY E
Xtv,D-E 0

HIS

Notemos que el uso de HIS esté justificado porque mhd(X, D + Yy, E) <
mhd(X + Yy, D — E) por el lema 2.7.

4.2.2) Siry es (— L), entonces, debe tener la siguiente forma:

BHQ%FKD.BHQE%FY(
B>C,D>EX Y

— L)
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donde Xy,D — E = X. En este caso, notemos que el secuente X
Y,B — C es de la forma Xyo,D — E + Y,B — C. Podemos usar
el lema 2.3 (i) en la prueba de lo tdltimo para obtener pruebas de
XoY,D,B—Cy Xy, E+Y,B— C.Procedemos como sigue:

XorY,D,B—~C B—~CXorY,D . o XoErY,B~C B-CEXorY
X0+ Y,D XO,EH/( 3
Xo,D >ELY -

HIS

Notemos que ambos usos de HIS estdn justificados pues mhd(X, +
Y,D) < mhd(Xo,D - E+~Y)ymhd(Xo,E +Y) < mhd(Xy,D —
E+Y) por el lema 2.7.

4.2.3) Siry es (GLR), entonces, debe tener la siguiente forma:

XXy, 0D + D
W,B — C,0X, +—0D,0Y,, Z

(GLR)

donde W,0Xy, = X y 0OD,0Yy,Z = Y. En ese caso, notemos que el
secuente X — Y es de la forma W,0X, + OD, 0Yy, Z. Para obtener
una prueba de lo tltimo, aplicamos la regla (GLR) en la premisa de 7o
sin agregar B — C"

xX,0D + D
W,0Xo + 0OD,0Y,, Z

(GLR)

5) 1 = (— L). Entonces, 7, debe tener la siguiente forma:

Xo+—Y,BJA C,Xo+Y,A

BoCX,rva D
y el corte debe tener la forma
XO}_KBaA CaXO}_KA (-’L) d2 r
B> C, X Y, A ABHQ%FYéw
Bo>C,Xo Y v

donde B — C, Xy = X. Por lo tanto, tenemos que los secuentes X Y
y A, X + Y son, respectivamente, de la forma B — C,Xg + Y y
A,B — C,X, Y. Basta aplicar el lema 2.3 (i) en la prueba de
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lo Gltimo para obtener pruebas de A, Xy - Y,B y de A,C, Xy, + Y,

después procedemos como sigue:

Xo+Y,BJA A Xo+Y,B
Xo+Y,B

C.Xg-Y,A AC Xy Y
%Y

HIS
B—C,Xo-Y

HIS

Notemos que ambos usos de HIS estén justificados aqui, pues mhd(X,
Y,B) < mhd(B — C,; Xy - Y)y mhd(C, Xy - Y) < mhd(B —
C,Xo+Y) por el lema 2.7.

6) 1 = (GLR). Distinguimos dos casos:

6.1) A es la férmula diagonal en r;:

XXy, 0B+ B
W,0X, + OB, 0Y,, Z (GLR)
y el corte es de la forma
XXy, 0B+ B (GLR) do ry

W,0X, +— 0B,0Y, Z OB, W,0X, + 0Yy, Z
W,0X, - 0Yy, Z

(Cut)

donde A = OB, W,0X, = X y O0Yy,Z = Y. Entonces, tenemos que
los secuentes X Y y A, X + Y son, respectivamente, de la forma
W,0Xo + 0Yy, Z y OB, W,0X, - OYg, Z. Ahora consideramos 7s.

6.1.1) Siry es (IdP), entonces, procedemos como en 1.1).
6.1.2) Siry es (LL), entonces, procedemos como en 2).
6.1.3) Siry es (IdB), entonces, procedemos como en 3.1)
6.1.4) Siry es (— R), entonces, procedemos como en 4.1).

6.1.5) Siry es (— L), entonces, procedemos como en 5).

6.1.6) Si s es de la forma

B,0B,xXy,0C + C
W,0B,0X, — 0C,0Y1, 2

(GLR)

donde OC, O0Y; = OYj, entonces, distinguimos dos subcasos.
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6.1.6.1) Una delareglas (IdP), (LL) 6 (IdB) es aplicable a W, 0X, - OC,0Y3, Z.
Entonces, basta aplicar la regla correspondiente para obtener una prue-
ba de la conclusion del corte.

6.1.6.2) Ninguna de esas reglas es aplicable a W, 0 X, — OC, 0Y7, Z (No inicial).
Entonces, procedemos como sigue:

XXy, OB+ B XXy, 0B~ B

ox,—oB_ \CLR) ®X, 0B,0C - C,B Lem222 p upmy nor ¢
XX, OC  C,0B Lema 2.2 XX, 0B,0C - C HIP
X000 0 e HIS
W,0Xo - 0C,0Y1, Z

Notemos que el uso de HIS esta justificado aqui, pues la hipéte-
sis “No inicial” asegura que mhd(x1 X, 0C + C) < mhd(W,0X, +
OC,0Y;, Z) por el lema 2.7.

6.2) A no es la férmula diagonal en 74:

XXy, OC — C
W,0Xo + 0C,A,0Y,, Z

(GLR)

y el corte es de la forma

X(),DCl—C (GLR) do
W,0X, + 0C,A,0Y,, Z AW 0Xy+0OC,0Y, Z
W,0X, +— 0C,0Yy, Z

T2

(Cut)

donde W,0X, = X y 0C,0Yy,Z = Y. En ese caso, notemos que el
secuente X — Y es de la forma W,0X, + OC,OY,, Z. Para obtener
una prueba de lo tltimo, aplicamos la regla (GLR) en la premisa de 7,
sin agregar O0B:

X Xo, 0C + C
W,0X, + 0OC,0Yy, Z

(GLR).

7) ro = (IdP). Distinguimos dos casos:

7.1) A no es principal en 7, entonces tiene la forma

A7 X07p - }/07p (IdP>
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y el corte tiene la forma

XO)p = Y;))paA A)XOap = Y;))p
XO)pl_Y;))p

Donde X + Y es instancia de (IdP).

(Cut).

7.2) A = p es principal en r,. Entonces, tiene la forma

p, X = Yo,p (dP)
y el corte tiene la forma
di
X Yopp ' X" Yop Eéﬁ))
X +=Yo,p '

Entonces, aplicando el lema 2.4 (i) a la conclusién de r;, obtenemos
una prueba de X Y.

8) ry = (LL). Distinguimos dos casos:

8.1) A no es principal en r,, entonces tiene la forma

Al Xy D

y el corte tiene la forma

(LL)

L, XY, A ALX Y oo

1, XoFY
Por lo que X Y es instancia de (LL).

8.2) A es principal en ry. Entonces tiene la forma

Ixry 4

y el corte tiene la forma
di

Xyl ! XY
XFY

(LL)
(Cut).

Entonces, aplicando el lema 2.5 a la conclusiéon de r;, obtenemos una
prueba de X + Y.
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9)
9.1)

9.2)

10)

ro = (IdB). Distinguimos dos casos:

A no es principal en r5. Entonces, tiene la forma

A, 0B, X+ Yy, 0B (IdB)

y el corte tiene la forma

0B, Xy + Yy, 0B, A (IdB) A,0B, Xy + Yy, OB
0B, Xy + Yy, OB

Donde OB, Xy + Yy, OB es instancia de (IdB).

A = OB es principal en 5. Entonces, tiene la forma

0B, X + Yy, 0B (IdB)

y el corte tiene la forma
dy

XY, 0B,0B ' OB,X- Y, 0B
X +Yy,0B

(IdB)
(Cut).

Entonces, aplicando el lema 2.4 (i) a la conclusién de r;, obtenemos
una prueba de X Y.

re = (— R). Entonces, tiene la forma

A B, X+Y,C (- R)
AXH+Yy,B—C
y el corte tiene la forma
dl r A)BaXl_YOaC (-’R)
X-Y,B>C,A ' AXrY,B—>C
(Cut)

X+Y,B—-C

Aplicando el lema 2.3 (ii) a r;, podemos obtener una prueba del se-

cuente B, X + Yy, C, A y proceder de la misma manera que en el caso
4.1).
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3. Una prueba de eliminacién de corte para GLS

11)
11.1)

11.2)

12)

re = (— L). Distinguimos dos casos:

A no es principal en r,. Entonces, tiene la forma

AXoHY,B AC Xo+Y
AB->C XY (

~ L)

y el corte tiene la forma

d . A%FKB_AQ%FYCQM
B>C,XoY,A ABHQ%Fwa
B—C,XorY Y

Aplicando el lema 2.3 (i) a r1, podemos obtener pruebas de los secuentes
Xo+Y,B,Ay C, Xy + Y, Ay proceder de la misma manera que en el
caso 5).

A es principal en r5. Entonces, tiene la forma

X+Y,B O XY

B>C,XFY (= 1)
y el corte tiene la forma
d; , X+Y,B C,XI—Y(_)L)
X~Y,B—>C ' B>C, XY
(Cut)

XEFY

Aplicando el lema 2.3 (ii) a r;, podemos obtener una prueba del se-

cuente B, X + Y,C y proceder de la misma manera que en el caso
4.2).

re = (GLR). Entonces, tiene la forma

xX,0B+ B
AWy, 0X +—0B,0Y,Z

(GLR)

y el corte tiene la forma
dq XX,0B + B

Wy, 0X + 0OB,0Y,Z, A n AW, 0X —0OB,0Y, 7
Wy, 0X +~0B,0Y,Z

(GLR)
(Cut)

Entonces basta con aplicar (GLR) a la premisa de r; sin agregar A.
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El teorema anterior muestra que es posible eliminar el corte dentro del
sistema PSGLS. A partir de este hecho, podemos concluir que esto también
es posible en el sistema GLS, tal como lo muestra el siguiente corolario:

Corolario 3.1. La regla aditiva de corte es admisible en GLS.

Demostracion. Sea X + Y un secuente demostrable en GLS. Por el teorema
2.1, X + Y es demostrable en PSGLS. Por el teorema 3.1, X - Y tiene
una prueba 7 libre de corte en PSGLS. Aplicando el teorema 2.1 a 7 es
posible obtener una prueba libre de corte de X — Y en GLS. Nétese que el
procedimiento utilizado para obtener esta nueva prueba no introduce cortes?.

En este capitulo dimos una demostracién del teorema de eliminacion de
corte para el sistema PSGLS y como corolario concluimos que también es
valido en el sistema GLS. Puesto que la demostracién que presentamos esta
basada en la dada por Goré et. al. en [7], nos parece importante recalcar que
nuestra demostracién fue hecha sin recurrir a ningin asistente de demostra-
cién. Para lograr esto:

» Demostramos todos los lemas que se incluyen en [7] sin demostrarse
(lemas 2.1 a 2.3).

= Enunciamos y demostramos el lema 2.5, el cual es utilizado implicita-
mente por Goré et. al. sin demostrarse ni mencionarse.

= Demostramos la equivalencia entre los sistemas GLS y PSGLS (teore-
ma 2.1.), que solamente es mencionada por los autores sin demostrarla.

= Detallamos las demostraciones del lema 2.6 y el teorema 2.2.

= Detallamos la demostracion del teorema de eliminacién de corte, inclu-
yendo todos los casos omitidos en [7] y explicando més ampliamente
aquellos que si se incluyeron.

En el siguiente capitulo presentaremos un sistema de deduccién natural
para la logica GL y algunas de sus propiedades.

2Véase la demostracién del teorema 2.1.






Un sistema de deduccién natural para la légica
GL

En este capitulo presentamos el sistema de deducciéon natural GLN ba-
sado! en el dado por Bellin en [1]. El cual consta de las siguientes reglas:

X, -Ar 1
XHA

) X+ L
XA-4a P ¢

(LE) (Raa)?

XA X'_B(/\I) X+HAAB X,AB+-C

X—-AAB X C (~E)

XA (vI) X+ B (vI) X+-AVB KAFC.KBFC<E)

X-rAvB'"YY X-AvB 'Y Xr-C v
X,A+ B 1) X-A>B XA X,B%C(_)E)
X+—A—-B X-C

LA diferencia de Bellin, utilizamos un sistema de secuentes y reglas de eliminacién
generalizadas, pues esto facilitara el trabajo realizado en el capitulo 5 y la prueba de
admisibilidad de la regla (Sub).

2ﬁA =def A— 1.
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60 4. Un sistema de deduccién natural para la légica GL

X+-0B, ... X+0OByy Bi,...,B,,04,0B,,...,0B,, A
X+HOA

A continuacién mostramos dos ejemplos de derivaciones en el sistema
GLN.

(GLR)

Ejemplo 4.1. La fé6rmula OA — 0—A no es demostrable en GLN.
0A, A, 0-A A L

0A- o4 HP) Taag-ar 4 (Fa)
OA+O0—-A (GLR)
- 0A > 0O-A (=)

Notemos que, de manera similar a lo ocurrido en el ejemplo 2.2, no es
posible aplicar ninguna regla al secuente 0A,A,0—A,A — L, por lo que
0OA — O—A no es demostrable en GLN.

Ejemplo 4.2. Como mencionamos en la introduccién, en la logica GL, el
operador modal “00” se interpreta como “ser demosrtrable en la aritmética”.
De acuerdo con esta interpretacion, la formula “—0_1L” representa al enuncia-
do de consistencia de la aritmética, pues su interpretacion es: “Una contradic-
cién no es demostrable”. De acuerdo con esto, la interpretacién de la férmula
“O0—-0L” es: “El enunciado de consistencia de la aritmética es demostrable”
y, por lo tanto, la interpretaciéon de la férmula “—01 — —O—0OL1” es: “Si
la aritmética es consistente, el enunciado que afirma su consistencia no es
demostrable”. Es decir, la férmula anterior representa el segundo teorema de

Godel. A continuacién presentamos una demostracion de dicha féormula en
GLN.

Ol o-olroloI WP g ToroorIrl (H"g
—oLl,0-0lF L (Raa) (= E)
-0l +~ —-o—-ol (_) I)
-0l - —-o-0l

Donde II es la siguiente:

oo olrool P ¢
-Ol,0-0lF+ 0ol

(GLR)

Donde T' es la siguiente:
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Hip) oL, -0l ol (Hip) oL, -0l L L EH"];E)

al,-ol+ 1

ol olrol oI\

4.1. Propiedades de GLN

A continuacién presentamos algunas propiedades del sistema GLN que
nos seran de utilidad mas adelante.

Lema 4.1. La regla

X+-B

XA B Wk

es admisible en GLN.

Demostracion. Procedamos por induccién estructural.

Caso base:
X+ Bes .
X, B~ B (1P
Entonces,
X07A7 B - B (Hlp)

Hipoétesis de inducciéon: Supongamos que vale para las premisas de cual-
quier regla.

Veamos que vale para la conclusién de cualquier regla.

1) La ultima regla aplicada es (LFE). Entonces, la demostracién es de la

forma XL
X+ B H)
por lo que
XA B

X,Ar B
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2) La ultima regla aplicada es (Raa), por lo que la demostracién es de la

forma X Bl
x5 (fea)
por lo que
X A-Br~ 1 a1
XA B (R
3) La tltima regla aplicada es (AI). Entonces, la demostracién es de la
forma XLB XbLoO
X+-BnAC (A )
por lo que
X, A-B M xarc
X, A-BnArC (A D)
4) La dltima regla aplicada es (A E). Entonces, la demostracién es de la
forma
X+-BAC X,B,C+D
XrD (nB)
por lo que
X A-rB~Cc 21 xaBcor-p L
(AE)

X,A+ D

5) La tltima regla aplicada es (vI). Entonces, la demostracién es de la

forma X B
xrBvc VD
por lo que
XA B
X,A-BvC "

6) La tltima regla aplicada es (v E). Entonces, la demostracién es de la

forma
X+-Bv(C X,B+-D X,CvD

XD

(VE)
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por lo que

xA-Bvcl xaB-rDH! X4AcFD

X,A-D

HI
(VE)

7) La ultima regla aplicada es (— I). Entonces, la demostracién es de la

forma X BLC

xr5-0 D
por lo que

XAB%C%LQ

X, A-B—->C
8) La ultima regla aplicada es (— E). Entonces, la demostracién es de la
forma
X+-B—-C X+B X,C+-D (= B)
X+D
por lo que
XAFB%CHIXA%BHIXAﬂFDigD

X,Ar D

9) La ultima regla aplicada es (GLR). Entonces, la demostracién es de la

forma

XFoC ... X+0OCyy Ci,...,0h0B,0C,,...,0C,, B

X +0OB (GLR)

por lo que
3 —~ H.I. -~  H.I
X, A+ 0C . XA+ DCM;;—,A - Dgl,...,cn, 0B,0Ch41,...,0Chp - B (GLR)
|
Lema 4.2. La regla
X, A A+ B
X A-B ()

es admisible en GLN.
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Demostracion. Procedamos por induccién estructural.

Casos base:
1) X+ Bes
X07 B7 A7 A+ B (Hzp>

Entonces,
X07BaA H B (H,Lp)

2) X+ Bes
X, A A A HiPp)

Entonces,

Xo A A HP)

Hipétesis de induccién: Supongamos que vale para las premisas de cual-
quier regla.

Veamos que vale para la conclusién de cualquier regla.

1) La tdltima regla aplicada es (LE). Entonces, la demostracién es de la

forma X AAL L
) ) }_
X445 P
por lo que
X, A B
2) La tltima regla aplicada es (Raa), por lo que la demostracién es de la
forma
X,A,A,—B} |
XA A B (g
por lo que
H.I.
X, A, — 1
A4, B (Raa)

X,Ar B
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3) La tltima regla aplicada es (AI). Entonces, la demostracién es de la

forma
X, AJA+-B X,AA+C I
X AA-BAC (A1)
por lo que
xA- ™ xarofly
X, A-BnArC a

4) La tultima regla aplicada es (A E). Entonces, la demostracién es de la

forma
X, AJLA-BArC X,AJA,B,C+ D >
X, AA-D (AE)
por lo que
xAi-B~ c !l xaBcrp L
(AE)

X,Ar D

5) La tltima regla aplicada es (vI). Entonces, la demostracién es de la

forma
X,AJA+ B (vI)
X,A,A-BvC "’
por lo que
XA B,
X,A-BvC "

6) La tltima regla aplicada es (v E). Entonces, la demostracién es de la
forma

X,A,A-BvC X,AAB-D X,AACHLD
X, A A D

(VE)

por lo que

xAi-Bvcil xaprp®! xac-pHl
X,ArD (vVE)
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7) La ultima regla aplicada es (— I). Entonces, la demostracién es de la

forma
XAABFC( I
X,AJA+-B—-C
por lo que
XABCH%
X, Ar-B—-C
8) La ultima regla aplicada es (— E). Entonces, la demostracién es de la
forma
X, AJA+-B—->C X, A/A+B XAAﬂFD( E)
X,A/A+-D
por lo que
XA-rB>c ! xarBH! X Acr-D fi'f'E)
X,A+D
9) La tultima regla aplicada es (GLR). Entonces, la demostracién es de la
forma
X, A A-oC ... X,AA-0C,, Ci,...,C,0B,0Ch1,...,0C, - B
X, A A+ 0B (GLR)
por lo que
v 1 =~ H.IL > —~  H.I
X, A+ 0OC; . X, A+ 0C,, c,...,C,,0B,0C,1,...,0C, , - B
)?,A OB ) (GLR)
|

Lema 4.3. La regla
X+HA X,A+-B

X+ B (Sub)
es admisible en GLN.
Demostracion. Notemos que
X, A+ B .
xea-B80 x4 XB-B EHZ%))
X+B
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4.2. Laregla GLR

La regla GLR, a diferencia del resto de las reglas del sistema GLN, no
puede considerarse propiamente como una regla de eliminacién ni de intro-
duccién, debido a que introduce y elimina féormulas a la vez. Por esta razén,
uno podria preguntarse si es 1til generalizarla, tal como se hace con las reglas
de eliminacién de la implicacién y la conjuncién®. Para los propésitos de este
trabajo, esto no es necesario debido a que, a diferencia de lo que ocurre con
las reglas (— R) y (AR) del sistema GLS3, en las que el consecuente y las
conjuntivas no necesariamente forman parte del multiconjunto izquierdo de
la conclusién de la respectiva regla, la férmula diagonal de la regla (GLR)
del sistema G LS siempre forma parte del respectivo multiconjunto. Por este
motivo, no es necesario buscar una generalizacién de la regla (GLR) del sis-
tema GLN, pues en caso de que OY y Z sean no vacios?, las férmulas que los
conforman pueden agregarse a la conclusion, en GLN, mediante aplicaciones
sucesivas de la regla (v I).

Aunque el teorema de normalizacién del sistema GLN no es parte de los
propositos de este trabajo, nos parece importante destacar que su demos-
tracién es casi tan complicada como la demostracion usual del teorema de
eliminacién de corte de GLS*.

En este capitulo presentamos el sistema de deduccién natural GLN para
la légica GL y algunas de sus propiedades. En el siguiente capitulo demos-
traremos la equivalencia entre los sistemas GLS y GLN.

2Véase la seccién 1.1.
3Véanse la seccién 2.1 y el capitulo 5.
4Véase [1] pp. 93-109






Equivalencia

En este capitulo mostramos la equivalencia entre los sistemas GLS y GLN
presentados en los capitulos dos y cuatro. Para esto es necesario demostrar
el siguiente lema:

Lema 5.1. Las siguientes reglas son admisibles en GLS':

XY, A AXHY
Aaxry Y xoy-at®
X-Y,A X,~Y,B ABXHY
X+-Y,ArB (WR) B xry MD
XY, A X+Y,B AX+-Y BXFY
Xl—Y,AvB(VR) XI—Y,A\/B(VR) AVB, X+ Y (vL)

Donde —A =def A— J_, AnB =def —'(A - —'B) yAVB =def —A — Bl.

Demostracion. Veamos que suponiendo las premisas es posible demostrar la
conclusion.

1Puesto que la gramética del sistema G'LS no incluye negacién, conjuncién ni disyun-
cién, es necesario recurrir a estas equivalencias para poder manejar férmulas con estos
conectivos.
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5. Equivalencia

1) (=L)

(LL)

XEY,A LXLY
(— L)

A-> 1. X+Y

2) (—R)

AX+EY
AXHY, L
XHY,A— L

Lema 2.2
(— R)

3) (AR)

X+Y,B
X-Y,A =B, XY
A--BXLY
X+Y,~(A— —B)

(—L)

(= L)
(—R)

4) (AL)

AB XY
A XY, B
X+Y,A— B
—~(A—>-B),X+-Y

(—R)
(— R)
(—L)

5) (VR)

XY, A
XY, AB
A, XY,B
X+-Y,~A—>B

Lema 2.2
(—L)
(— R)

6) (vL)
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Teorema 5.1. Sea Y = {y1,...,yx}. Entonces, X Fgrs Y si y sdlo si
k

X Fev V v
i=1

Demostracion. Procedamos por induccién en ambas implicaciones.
< | Supongamos que X gy A y veamos que X grg A.
Caso base:

A es una hipétesis
XACA (Hip).
Entonces,
XA A (Lema 2.1).
Hipoétesis de inducciéon: Supongamos que vale para las premisas de cual-
quier regla.

Veamos que vale para la conclusién de cualquier regla.

1) La dltima regla aplicada es (LE). Entonces, la demostracién es de la

forma
XEF1
xrAtE
por lo que
~—— H.I.
XE L -
XrI,A4 (ema22) w7 Eé%
XA k)

2) La dltima regla aplicada es (Raa). Entonces, la demostracién es de la
forma
X, —Ar L

XA (Raa)
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5. Equivalencia

3)

4)

5)

6)

por lo que
X,ﬂAFL<"R> XFA,ﬁA?L))
XF——A X,——AF A (Cut)

XHA

La dltima regla aplicada es (AI). Entonces, la demostracién es de la
forma

X+HA X+ B
Xvra B N
por lo que
x-A™ XeB G
X+HAAB '
La dltima regla aplicada es (vI). Entonces, la demostracién es de la
forma

XKHA
XI—A\/B(VI)

por lo que
xral '(I\'/ R)
X+HAVB '
La tltima regla aplicada es (— I). Entonces, la demostracién es de la
forma
X,A+B (= 1)
X+HA-B
por lo que
xA-BAL
X+-A—-B ’
La dltima regla aplicada es (A FE). Entonces, la demostracién es de la
forma
X+HAAB X, A B-C
X+C (nE)
por lo que
. ARX%C?Z>
XrArBHY A B X-C\)
(Cut).

XrHC
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7) La tdltima regla aplicada es (v E). Entonces, la demostracién es de la

forma
X+-AvB X,A-C X,B-C
XrC (VE)
por lo que
gy AXro™ Bxiolh
X+HAvVvB X, AvB+C v
XEC (Cut).
8) La ultima regla aplicada es (— E). Entonces, la demostracién es de la
forma
X+HA—-B X+A X,B+-C
XrC =5
por lo que
x-atl pxeoll
X-4-B 2L X,A>BrC (= L)
X C (Cut).

9) La ultima regla aplicada es (GLR). Entonces, la demostracién es de la

forma

X+-0B, ... X+0OByy Bi,...,B,,0A4,0B,1,...,0B,+ A (GLR)
XFHOA
por lo que
Bi,...,Bp,0Bnsv, ..., 0Bpip DAL A gir}la 29
01 Bi,...,Bpip, 0By, ...0Byip, DA A GLR) .
X l_ DBn+p - X, DBl, ceey DBn+p l_ DA (Cut)

- HI +—5—— (Cut)
X +0obB X,0B;+—0OA (Cut)

X+ 0OA

k
= | Supongamos que X tgrs Y y veamos que X gy V Ui
i=1

Casos base:
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1) X Y es el secuente inicial

Entonces,

2) X Y es el secuente inicial

Ixry D

Entonces,

Tx o1 Hw)
# (LE).

=1

Hipétesis de induccién: Supongamos que vale para las premisas de cual-
quier regla (primitiva).

Veamos que vale para la conclusién de cualquier regla (primitiva).

1) La ultima regla aplicada es (— L). Entonces, la demostracion es de la

forma
X+Y A B,X}—Y< L)
A—- B X}Y ’
por lo que
k
P(\/y) A
= Wk) — (Hip)
X,A—> B (\/ )\/A X, A—-B,\/yi+ Vv A
=1 i=1
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Donde A es la siguiente:

——— HI
X,Bl— \/12/1
=L (Wk)
A1 X,A—>B,B}— \/yz
——— (Sub)
X,A—> B+ \y
i:1k (Wk)
X,A—>B,A}— \/yi
=1

Donde A; es la siguiente:

XASBrA-BYHP xa5paraEP x4 BBFBW@
X,A>B~-B (= E)
2) La ultima regla aplicada es (— R). Entonces, la demostracién es de la
forma AXLYB
Xrv Ao R
por lo que
P (Wk)
[(\/y) Blrav-am
- = (Sub)
Ax (Vu)vp A=|(Vu) v 8| (Vu)va-n
: w
xe A= |(Vu) v ] XAHK\/yZ)vB} (V) va-5)
i=1 i=1 =1
(Sub)

= <\=/1y> v (A— B)

Donde X y II son las siguientes:
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PN
“AAAF —ANA TP 5, 7E)
- ANAE L (W)
> —'(A\/—'A),—'A/\AI—J_(S b)
—(Av—A) L “
—Av-A (R
Donde ¥; y ¥, son las siguientes:
211
A
. (Wk) (Hip)

©; —~(Av-—-A),A-Av-—-A ﬁ(AVﬁA),A,J_I—J_(_)EU
—(Av —-A),A+ L (1)
—(Av —-A)F —A O,
—(Av-A)F—-ArA

Donde ©; y O, son las siguientes:

@12
AV A Ar (Av A= 1 HP)
@22
—Ar A (H(ip)l)
—ArF Av-A" .
= (Av-A), ArAv AW ST A, A TE T EH@)

—~(Av —A),-Ar L
—(Av -A) KA

(Raa)

Donde = es la siguiente:

(A A), A (Av A 1 HP)
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222
—AAFAS L (Hip) —AA-A (Hip) “AALCL (Hip)
(— E)
—AA- L WH)

—AANA—-AA- L

IT:
k (Hip)

AVﬁA,AH[<V )\/B:||—A\/_‘A Fl FQ

(VE)

av-aa—(Vu)v 8| (Vu)via-p

Donde I'; y T’y son las siguientes:

Fli

A A A1 B g Hip) T gHZp))
—AAF L
—aarB LT
~A-A—>B (vI)
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Donde A; y A, son las siguientes:

Ali

v, A-|(Vw)vB A%Acmm v,
(V) 5]

p p (— E)
AH[(V%)VB}AF(V%)VB
i=1 i=1
Donde ¥, y ¥, son las siguientes:
\Illi
A— {(\/yz> \/B] VAR A— {(\/yz) \/B}
=1 =1
\1121
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(vI)

3) La ultima regla aplicada es (GLR). Entonces, la demostracién es de la

forma
XX, 0AF A

W,0X + 0A,0Y,Z

(GLR).

Con X = {z1,...,Znsp}, ¥ = {Y1,--,Ym}, Z = {z1,..., 2k} Por lo

que
DX Fos P ... BXF G, 7 G
oX +— 0A (vI)
OX +-0OAv (\/ Dyl)
= (vI)

m k
O0X +—0Av (\/ Dy1> v <\/ zj>
i=1 =1
k

J

o) (7

En este capitulo demostramos la equivalencia entre los sistemas GLS y
GLN. Para finalizar este trabajo, en el siguiente capitulo presentamos las
conclusiones y mencionamos algunas cuestiones de interés que permanecen
abiertas.

(Wk)

==

(2

VV,DX}—DAV(






Conclusiones y trabajo futuro

Para concluir el presente trabajo hacemos una breve recapitulacién del
mismo y mencionamos el posible trabajo a futuro.

6.1. Conclusiones

En este trabajo presentamos los calculos de secuentes GLS y PSGLS,
asi como algunas de sus propiedades. Se introdujeron los conceptos de altura
(h) de una derivacién y derivacién de maxima altura de un secuente (mhd).
Demostramos la equivalencia entre los sitemas GLS y PSGLS y vimos que
el sistema PSGLS tiene un procedimiento de biisqueda de pruebas conclu-
yente, por lo que todo secuente en este sistema tiene una derivacion de altura
maxima.

Utilizando lo anterior, demostramos el teorema de eliminacién de corte
para el sistema PSGLS mediante induccién primaria fuerte sobre el tamafio
de la férmula de corte e induccion secundaria fuerte sobre la derivaciéon de
maxima altura de la conclusién del corte. Si bien esta demostracion se basa
en la dada por Goré et. al. en [7], nosotros no recurrimos a asistentes de
demostracién ni a ninguna otra herramienta computacional. Ademads, deta-
llamos por completo la demostracion al hacer explicitos varios casos que se
omiten en [7]. Dichos casos fueron omitidos por los autores, argumentando
que el lector podia consultar y revisar el codigo de la demostracién asistida
por computadora. Sin embargo, debido a los cambios que se han hecho en
Coq desde la versién con la que fue realizada la demostracion de Goré et.
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al. (versién 8.11) hasta la versién actual, al momento de realizar esta tesis,
(versi6n 8.16), revisar dicho c6digo fue imposible debido a diversos problemas
de retrocompatibilidad. Por este motivo, todas las demostraciones omitidas
por los autores en [7], fueron reconstruidas desde cero por nosotros.

Con base en la demostracién del teorema de eliminacién de corte para el
sistema PSGLS y en que el procedimiento para demostrar la equivalencia
entre los sistemas GLS y PSGLS no introduce cortes, pudimos concluir que
el teorema de eliminaciéon de corte también es valido en el sistema GLS.
Es importante mencionar que, en la demostracién original de Goré et. al., se
trabaja directamente sobre el sistema G LS, utilizando instancias de las reglas
en PSGLS y argumentando la equivalencia cuando es necesario. Si bien esto
no es incorrecto, la forma en la que procedimos en el presente trabajo es mas
apropiada, pues no “saltamos” entre ambos sistemas.

Posteriormente presentamos el sistema de deducciéon natural GLN, el
cual estd basado en el sistema dado por Bellin en [1]. Mostramos algunas de
sus propiedades, enfatizamos algunas particularidades de la regla (GLR) y
probamos la equivalencia del sistema, GLN con el sistema GLS.

Para concluir, a continuacion mencionamos algunas cuestiones importan-
tes que permanecen abiertas.

6.2. Trabajo futuro

Como trabajo a futuro se podrian analizar las siguientes cuestiones:

= Si el método de demostracién utilizado también es compatible con sis-
temas intuicionistas para la légica GL, como los sistemas GL3i y GL4i
dados por van der Giessen e Iemhoff en [21].

= Si es posible dar un calculo de secuentes con contextos duales para
la logica GL y si esto facilitaria la demostracién de la eliminacién de
corte. Cuando hablamos de un sistema de contextos duales nos referi-
mos a un calculo de secuentes modal en el que las férmulas con caja
y las férmula sin caja del contexto se encuentran separadas en multi-
conjuntos ajenos. Uno de los propoésitos originales de este trabajo era
dar un sistema de este tipo, demostrar la eliminacién de corte en dicho
sistema y comparar esta demostraciéon con la que presentamos en el
capitulo 3. El sistema que se habia propuesto era una versién sin tipos
del planteado por Kavvos en [8]. Sin embargo, dicho sistema resultaba
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trivial. A continuacién describimos el sistema de Kavvos, y mostramos
que también es erréneo.

Sistema DGL:

Tipos
A,B :=p;|A x B|JA— B|OA
Contextos
A= Tz: A
Términos

M,N = x|z : A M|MN|(M, NY|;(M)|box M|let box M in N

(var) (Dvar)

ATz ATz A Au: AN THu: A

ATHM:A ATHN:B
AT —{(M,N): Ax B

AT HM: A x Ay

(xI)

(x&)

ATyz:A-M: B
ATHM:AM:A— B

ATH-HFM:A—-B ATHN:A
A;T'-MN: B

(= 1) (=€)

AAL ZH OA- MY A
A;T - fixzinbox M : OA

(DIGL)

ATHM:0A Au:AATEN:C (0€)
A;T + letboxu < MinN : C

Donde (-)* es una biyeccién sobre el conjunto de variables del sistema
que satisface ser su propia inversa. Es decir, para toda variable z se tiene
que (z')* = z. Adicionalmente, se extiende esta funcién a contextos y
términos de la siguiente manera:
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X+0OB ... X+0OByp Biy,...,B,,04,0Bu41,...,0B A X,0A-C

(1: A1, 2 AT =21 1 Ay, 2 1 A,
Mz AM)Y =zt AM* MN)* = M*N*
( )
(M,N)* = (M*,N*) (ms(M))*" = (M)

(box M)* = box M (letboxu <= Min N)* = letboxu < M~*in N*

La intencién detras de esta funcién es formalizar que si u es una variable
modal que representa alguna hipétesis en A entonces u es una variable
unica asociada a u que representa la misma hipdtesis sin caja.

Desafortunadamente, este sistema tiene errores pues es posible dar la
siguiente demostracién del axioma T":

s2:0AF2:04 (var) u:Az:0AFu: A Eg\:)r)
sx:OA letboxu < xinu: A 1)

- Ar:OAletboxu <= zinu: 04— A

Mas atin, es posible demostrar cualquier férmula con caja de la siguiente
manera:

s2:0AF2:04 (var) u:Az:O0AFu: A Eg\:)r)
sx:0A letboxu < zxzinu: A
(0D)aL

- fixztinbox(letbox ut < ztinut) : OA

Notemos que debido a lo anterior y a la regla (— £) es posible demostrar
cualquier férmula, por lo que el sistema es trivial.

Si es posible dar una generalizacién de la regla (GLR) del sistema GLN
y qué ventajas o desventajas tendria el uso de dicha generalizacion.
Como posible generalizacién proponemos la siguiente regla:

XrFC (GLE)

= Si una version del sistema GLN con reglas multiplicativas facilita o difi-

culta la demostracién de equivalencia con GLS. En este trabajo se opt6
por una versién con reglas aditivas, ya que al tratar de utilizar reglas
multiplicativas los métodos de razonamiento habitualmente empleados
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(induccién estructural e induccién sobre la longitud de una férmula)
para demostrar la admisibilidad de las reglas estructurales fallan.

= Si la prueba del teorema de normalizacién dada por Bellin en [1] puede
aplicarse al sistema GLN. A continuacién presentamos algunas reduc-
ciones de instancias no normales de la regla (GLR) que podrian ser de
utilidad para la demostracién de este teorema. Una instancia no normal

de (GLR) es aquella en la que cualquiera de sus premisas con caja se
deriva mediante (GLR).

Con la finalidad de facilitar la lectura de los secuentes, utilizaremos la
notaciéon B;,; := {B;,...,B;}, con i < j.

Consideremos la siguiente instancia no normal de (GLR):

X+~0oB, ... A ... X+0OB, Bi.,,0A,0B, 1mip A
1 X }_ ‘:‘Zp ]., +1, +p (GLR)
Donde A es la siguiente:
X - IjC’l . ¢ = DCm+T C’l;ma DBi) DC’m-ﬁ-l;m-‘rT H Bz
X+ 0OB; (GLR)

Hay tres casos posibles:

1) 1 <4 <nyX + OB; se deriva mediante una instancia K4R? de
(GLR). Entonces, se reduce como sigue:

@1 . e @i_l Hl . e Hm+7‘ @i+1 . e @’n,—i-p F (

X+oA GLR)

Donde ©; es X - OB, para todo j € {1,...,i —u}u {i +1,...,n+ p},
I es X — OC% para todo j € {1,...,m+ r} y I es la siguiente:

Cl;m7 DCvm-‘rl;m-i-r - Bz
Bl;i—17 Cl;m7 DC’m+1;m+7"7 Bi+1;n7 DA, E]-Bn+1;n+p = Bz
Bl;ifla Cl;m) DCerl;er’r) Bi+1;n) DA, D13n+1;n+p - A

(Wk) 1.

(Sub)

3Véase [1] p. 93.
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Donde I'; es la siguiente:

Bl;na DA) DBn+1;n+;0 = A
Bl;i—17 Cl;m7 DC’m+1;m+7"7 Bi;n7 DA, E]-Bn+1;n-i-p = A

(Wk)

2) 1 <i<ny X+ OB; se deriva mediante una instancia propia® de
(GLR). Entonces, se reduce como sigue:

X+ Cl o X F DCerr Cl;m) DBia DC’172+1;1'n,+7" = Bz
X = 0OB;

(GLR)

X+oOA (Sub)

Donde A es la siguiente:

@1 e 91;1 H1 o Hm+r @i+1 e @n+p 2 (
X,0B; +0OA

GLR)

Donde O, y IIj son los mismos que en 1) y ¥ es la siguiente:

Cl?m’ DBia DC’1'rz+1;177,+r — B;
Bii-1,Ciim, OB;, OChi1:m4r, Bivin, OA, OBpi1.n4p - Bi
Bl;i_l’ Cl;m’ 0B;, Dcm+1;m+T7 Bi+1;n7 DA, DBn+1;n+p HA

(WE)

(Sub)
Donde 2 es la siguiente:

Bl;na DA: DBn+1;n-i—p = A
Bl;i—17 C’l;ma DBia DC"m+1;m+7'7 Bl;n7 DA, E]-Bn+1;n+p = A

(Wk)
3) n+ 1 <1i<n+ p. Entonces, se reduce como sigue:
X+-0B ... X+~0OBy X+-0OByj1 ... X+-0OByp, VY (

X, X+—0DOA
X o4 (©fr)

GLR)

Donde ¥ es la siguiente:
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Bl;na DA) DBn+1;n+p A
v, X, Bl;n’ DA, \:‘Bn+1,n+p HA
X7 Bl;na DA) DBn-i-l;i—l) DBi-‘rl;n-i-p = A

(Wk)
(Sub)

Donde ¥, es la siguiente:

X = C’1 o X - Cm+7‘ C’l;ma DBia DCVm+1;m+r H Bz
X+ 0OB;
X7 Bl;n7 DA, E]-Bn+1;i—17 DBi+1;n+p = DBi <Wk>

(GLR)

= Si es posible establecer una equivalencia entre la eliminacién de corte
y la normalizacién, de manera similar a lo hecho por Zucker en [23] o
a lo realizado por von Plato en [22].

= Si a partir del teorema de eliminaciéon de corte para GLS es posible
concluir resultados como el teorema de interpolacion, la definibilidad de
Beth o la propiedad de separacion; de manera similar a lo que ocurren
en algunos sistemas para la lgica intuicionista (Véase [19], pp. 105-
125).






Bibliografia

[1] Bellin, G. (1985). A system of natural deduction for GL. Theoria, 51(2),
89-114.

[2] Boolos, G. (1993). The Logic of Provability. Cambridge y Nueva York:
Cambridge University Press.

[3] Brighton, J. (2016). Cut Elimination for GLS Using the Terminability
of its Regress Process. Journal of Philosophical Logic, 45(2), 147-153.

[4] Das, A., Negri., S. (2021). Automated Reasoning with Analytic Tableaux
and Related Methods. Suiza: Springer Cham.

[5] Gentzen, G., (1935). Untersuchungen uber das logische Schliessen.
Mathematische Zeitschrift, 39, 176-210, 405-431.[tr. al inglés en [18],
68-131]

[6] Goré, R., Ramanayake, R. (2012). Valentini’s Cut-Elimination for Pro-
vability Logic Resolved. The Review of Symbolic Logic, 5(2), 212-238.

[7] Goré, R., Ramanayake, R., Shillito, I. (2021). Cut-Elimination for Prova-
bility Logic by Terminating Proof-Search: Formalised and Deconstructed
Using Coq. En [4], 299-313.

[8] Kavvos, G. A., (2020). Dual-Context Calculi for Modal Logic. Logical
Methods in Computer Science, 16(3), 10:1-10:66.

89



90 Bibliografia

[9] Leivant, D., (1981). On the proof theory of the modal logic for arithmetic
provability. The Journal of Symbolic Logic, 46, 531-538.

[10] Lundgren, B., Nufiez Herndndez, N. A. (2022). Philosophy of Computing.
Philosophical Studies Series., vol. 43, Suiza: Springer Cham.

[11] Miranda-Perea, F. E., Gonzalez Huesca, L. d. C. (2022). On the Conci-
liation of Traditional and Computer-Assisted Proofs. En [10], 73-112.

[12] Moen, A., (2003). The proposed algorithms for eliminating cuts in the
provability calculus GLS do not terminate. Nordic Workshop on Pro-
gramming Theory, Norwegian Computing Center, 2001-12-10, 2001.

[13] Negri, S. (2005). Proof Analysis in Modal Logic. Journal of Philosophical
Logic, 34, 507-544.

[14] Negri, S., von Plato, J. (2001). Structural Proof Theory. Reino Unido:
Cambridge.

[15] Poggiolesi, F. (2009). A Purely Sintactic and Cut-Free Sequent Calculus
for the Modal Logic of Provability. The Review of Symbolic Logic, 2(4),
593-611.

[16] Sambin G., Valentini S. (1982). The Modal Logic of Provability. The
Sequential Approach. Journal of Philosophical Logic, 11(3), 311-342.

[17] Sasaki, K. (2001). Lob’s axiom and the cut-elimination theorem. Acade-
mia Mathematical Sciences and Information Engineering Nanzan Uni-
versity, 1, 91-98.

[18] Szabo, M. E. (1969). The Collected Papers of Gerhard Gentzen. Ams-
terdam: North-Holland Publishing Company.

[19] Schwichtenberg, H., Troelstra, A. S. (2000). Basic Proof Theory. (22 ed.)
Reino Unido: Cambridge University Press.

[20] Valentini, S. (1983). The Modal Logic of Provability: Cut-Elimination.
Journal of Philosophical Logic, 12, 471-476.

[21] van der Giessen, I., Iemhoff, R., (2021). Sequent Calculi for Intuitionistic
Godel-Lob Logic. Notre Dame Journal of Formal Logic, 62(2), 221-246.



Bibliografia 91

[22] von Plato, J. (2011). A Sequent Calculus Isomorphic to Gentzen’s Na-
tural Deduction. The Review of Symbolical Logic, 4(1), 43-53.

[23] Zucker, J. (1974). The Correspondence Between Cut-Elimination and
Normalization. Annals of Mathematical Logic, 7, 1-112.



	Introducción
	Preliminares
	Deducción natural
	Reglas de eliminación generalizadas y normalización

	Cálculos de secuentes
	Deducción natural en estilo de secuentes
	Demostraciones tradicionales y asistidas por computadora
	El argumento de Brighton
	Definiciones

	Los cálculos de secuentes GLS y PSGLS
	El cálculo de secuentes GLS
	Propiedades de GLS

	El cálculo de secuentes PSGLS
	Propiedades de PSGLS


	Una prueba de eliminación de corte para GLS
	Un sistema de deducción natural para la lógica GL
	Propiedades de GLN
	La regla GLR

	Equivalencia
	Conclusiones y trabajo futuro
	Conclusiones
	Trabajo futuro

	Bibliografía

