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Facultad de Ciencias
Matemáticas
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Introducción.

Sea R un anillo con unidad, Von Neumann llamó a R regular si para todo elemento
r en R existe a en R tal que r = rar. En el presente trabajo se estudian R-módulos
M en donde su anillo de endomorfismos S ∶= EndR(M) es regular, llamaremos módulos
endorregulares a estos módulos. En el Caṕıtulo 3 mostraremos que S es regular si y sólo si
el núcleo e imagen de todo elemento en S es un sumando directo deM . Si además todos los
idempotentes de S son centrales entonces aM lo llamaremos endorregular abeliano y esta
condición es equivalente a que el núcleo de todo elemento en S es complemento directo
de su imagen. A un R-móduloM que cumpla que para todo elemento φ en S,M/φ(M) ≅
Nuc(φ) lo llamaremos mórfico, esta clase de módulos se relacionan fuertemente con los
módulos endorregulares abelianos, como se verá en el caṕıtulo 4, en donde se dará una
equivalencia entre estos dos conceptos. También estudiaremos a los R-módulos M en
donde para todo submódulo N ≤ M se tiene que N = MA para algún ideal A de R, los
cuales llamaremos módulos multiplicación. Finalmente en el caṕıtulo 6 diremos que un
R-módulo M es JT regular si para todo elemento m en M mR =Ma =Ma2, para algún
a en R. Se verá que si R es conmutativo entonces todo R-módulo multiplicación es JT-
regular si y sólo si es endorregular abeliano. A lo largo del trabajo se presentan ejemplos
que ilustran como las hipótesis de algunos resultados no se pueden debilitar.
Este trabajo se basa principalmente en [10]. También el primer caṕıtulo, en donde se dan
todos los resultados previos para leer el trabajo, se basa en el libro de Kasch [9].
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Caṕıtulo 1

Preliminares.

En este caṕıtulo, se mencionarán y demostrarán algunos de los resultados más im-
portantes que ocuparemos a lo largo del trabajo. A falta de indicación contraria, los
R-módulos son módulos derechos.

1.1. Producto y coproducto.

Definición 1.1.1. Sea {Mi ∣ i ∈ I} una familia de R-módulos. Definimos el producto
directo de la familia {Mi ∣ i ∈ I} como el conjunto

∏
i∈I
Mi ∶= {f ∶ I →⋃

i∈I
Mi ∣ f(i) ∈Mi para todo i ∈ I}.

Observación 1.1.2. Podemos darle estructura de R-módulo a ∏i∈IMi definiendo las
operaciones puntualmente.

Definición 1.1.3. Al subconjunto ⊔i∈IMi ∶= {f ∈∏i∈M Mi ∣ sop(f) es finito} de ∏i∈IMi

lo llamaremos el coproducto de la familia {Mi ∣ i ∈ I}.

Observación 1.1.4. Es fácil ver que ⊔i∈IMi es un submódulo de ∏i∈IMi.

Definición 1.1.5. Sea {Mi ∣ i ∈ I} una familia de R-módulos.

(1) Un producto para la familia {Mi ∣ i ∈ I} es un R-módulo X junto con una familia
de morfismos {fi ∶X →Mi ∣ i ∈ I} tal que para todo R-módulo Y y toda familia de
morfismos {gi ∶ Y →Mi ∣ i ∈ I} se tiene que existe un único morfismo f ∶ Y →X tal
que para todo i ∈ I el siguiente diagrama conmuta:

X

fi
��

Y

∃!f
>>

gi
//Mi

es decir, fif = gi.

6



1.2. MÓDULOS LIBRES. 7

(2) Un coproducto para la familia {Mi ∣ i ∈ I} es un R-módulo X junto con una familia
de morfismos {fi ∶Mi →X ∣ i ∈ I} tal que para todo R-módulo Y y toda familia de
morfismos {gi ∶Mi → Y ∣ i ∈ I} se tiene que existe un único morfismo f ∶X → Y tal
que para todo i ∈ I el siguiente diagrama conmuta:

X
∃!f
  

Mi

fi

OO

gi
// Y

es decir, ffi = gi.

Teorema 1.1.6. Sea {Mi ∣ i ∈ I} una familia de R-módulos.

(1) El R-módulo ∏i∈IMi junto con los morfismos πj ∶ ∏i∈IMi →Mj, donde πj((mi)) =

mj es un producto de {Mi ∣ i ∈ I}.

(2) El R-módulo ⊔i∈IMi junto con los morfismos inyectivos ηj ∶ Mj → ⊔i∈IMi, con
ηj(mj)(i) =mjδij es un coproducto de {Mi ∣ i ∈ I}.

Demostración. Véase [9, Teorema 4.1.6].

Definición 1.1.7. Sea M un R-módulo. Decimos que M es la suma directa de la familia
de submódulos {Mi ≤M ∣ i ∈ I}, y lo denotamos por M ∶=⊕Mi, si:

1. M = ∑i∈IMi.

2. Para cada j ∈ I, Mj ∩∑i∈I
i≠j
Mi = ∅.

Teorema 1.1.8. Sea {Mi ∣ i ∈ I} una familia de R-módulos. Entonces ⊔i∈IMi =⊕i∈IM ′
i ,

con Mi ≅M ′
i .

Demostración. Sea i ∈ I, como ηi ∶Mi → ⊔i∈IMi es inyectivo, entoncesMi ≅ ηi(Mi) ∶=M ′
i .

Como M ′
i ⊆ ⊔i∈IMi, para toda i ∈ I, entonces ∑i∈IM ′

i ⊆ ⊔i∈IMi. Veamos que ⊕i∈IM ′
i =

⊔i∈IMi.
Sea 0 ≠ (mi) ∈ ⊔i∈IMi, entonces existen i1, . . . , in ∈ I tales que mik ≠ 0 y mi = 0 para todo
i ≠ ik (1 ≤ k ≤ n). Entonces (mi) ∈ M ′

i1
+ ⋅ ⋅ ⋅ +M ′

in
, con lo que ∑i∈IM ′

i = ⊔i∈IMi. Ahora,
sean j ∈ I y

(mi) ∈M
′
j ∩∑

i∈I
i≠j

M ′
i .

Entonces, como (mi) pertenece a la suma, tenemos que mj = 0, y también mi = 0 para
toda i ≠ j, pues, (mi) ∈M ′

j. Por lo tanto ⊔i∈IMi =⊕i∈IM ′
i , con Mi ≅M ′

i .

1.2. Módulos libres.

Definición 1.2.1. Sea F un R-módulo. Decimos que F es libre si existe X ⊆ F tal que
X genera a F y para todo subconjunto finito {x1, . . . , xn} ⊆X si x1r1 + ⋅ ⋅ ⋅ + xnrn = 0, con
r1, . . . , rn ∈ R, entonces ri = 0, para toda i ∈ {1, . . . , n}. Llamaremos a dicho subconjunto
X una base de F .
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Teorema 1.2.2. Sea F un R-módulo. Entonces F es libre si y sólo si F = ⊕i∈I Ai y
Ai ≅ R, para todo i ∈ I.

Demostración. ⇒] Supongamos que F es libre y sea X ⊆ F una base de F . Para a ∈ X
definamos φa ∶ R → aR, dada por φa(r) = ar, para todo r ∈ R. Es fácil ver que φa ∈

Hom(R,Ra) y que es suprayectiva. Ahora, si 0 = φ(r) = ar, del hecho de que X es base se
sigue que r = 0, con lo que φa es inyectiva. Por lo tanto R ≅ aR. Veamos que F =⊕a∈X aR.
Como X es base de F , entonces F = ∑a∈X aR. Ahora, sea a0 ∈X, si

c ∈ a0R ∩ ∑
a∈X
a≠a0

aR,

entonces existen r0, r1, . . . rn ∈ R tal que a0r0 = c = ∑
n
i=1 airi, entonces a0r0 −∑

n
i=1 airi = 0,

lo que implica que ri = 0, para toda i ∈ {0,1, . . . , n}, con lo que c = 0. Por lo tanto
F =⊕a∈X aR y aR ≅ R, para todo a ∈X.
⇐] Supongamos que F =⊕i∈I Ai y Ai ≅ R bajo el isomorfismo φi ∶ R → Ai, para cada i ∈ I.
Veamos que {φi(1R) ∣ i ∈ I} ⊆ F es una base de F . Como Ai = φi(R) = φ(1R)R, entonces
F =⊕i∈I Ai =⊕i∈I φi(1R)R, con lo que {φi(1R) ∣ i ∈ I} genera a F . Ahora, sea I ′ ⊆ I finito
y supongamos que 0 = ∑i∈I′ φi(1R)ri = ∑i∈I′ φi(ri), por la unicidad en la expresión de un
elemento en una suma directa se sigue que φi(ri) = 0, entonces ri = 0 para toda i ∈ I ′,
pues φi es un isomorfismo. Por lo tanto {φi(1R) ∣ i ∈ I} es una base para F , es decir, F
es un módulo libre.

Teorema 1.2.3. Sean M un R-módulo y Y ⊆M un conjunto generador de M . Entonces
existe un módulo libre F con base X = {xb ∣ b ∈ Y } y un epimorfismo f ∶ F →M , tal que
f(xb) = b, para todo xb ∈X.

Demostración. Sea Y ⊆M un conjunto generador de M . Primero veamos que si Ab = R,
para todo b ∈ Y , entonces el módulo F = ⊔b∈Y Ab es libre y tiene una base con cardinalidad
igual a la de Y .
Por el teorema 1.1.8

⊔
b∈Y

Ab =⊕
b∈Y

A′b

con R = Ab ≅ A′b, mediante φb. Por la demostración del Teorema 1.2.2, F = ⊕b∈Y A′b =
⊕b∈Y φb(1R)R, F es libre y con base {φb(1R) ∣ b ∈ Y }. Ahora consideremos la función

f ∶⊕
b∈Y

φb(1R)R →M

dada por

f(
n

∑
i=1
φbi(1R)rbi) =

n

∑
i=1
birbi

Usando que {φb(1R) ∣ b ∈ Y } es base de ⊕b∈Y φb(1R)R es fácil ver que f está bien defi-
nida y es suprayectiva, de igual manera se verifica que f es un morfismo de R-módulos.
Finalmente observemos que f(φb(1R)) = b, para toda b ∈ Y .
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1.3. Módulos artinianos y noetherianos.

Definición 1.3.1. Decimos que un R-módulo M es artiniano (noetheriano) si cada con-
junto no vaćıo de submódulos de M tiene un elemento mı́nimo (máximo), con respecto a
la inclusión.

Definición 1.3.2. SeaM un R-módulo. Decimos queM es finitamente generado si existe
un un subconjunto {m1, . . . ,mk} ⊆M tal que M = ∑

k
i=1miR.

Definición 1.3.3. SeaM un R-módulo. Decimos queM es finitamente cogenerado si para
todo conjunto {Ai ∣ i ∈ I} de submódulos de M con ⋂i∈I Ai = 0, existe un subconjunto
finito I0 ⊆ I tal que ⋂i∈I0 Ai = 0.

Proposición 1.3.4. Sea φ ∶M → N un morfismo de R-módulos.

(1) Para todo A ≤M , φ−1(φ(A)) = A +Nuc(φ).

(2) Para todo B ≤ N , φ(φ−1(B)) = B ∩ Im(φ).

Demostración. (1) ⊆] Sea m ∈ φ−1(φ(A)), entonces φ(m) ∈ φ(A), con lo que existe a ∈ A
tal que φ(m) = φ(a), entonces m − a ∈ Nuc(φ), con lo que podemos escribir a m como
m = (m − a) + a ∈ Nuc(φ) +A.
⊇] Sea a + x ∈ M , con a ∈ A, y x ∈ Nuc(φ), entonces φ(a + x) = φ(a) ∈ φ(A), con lo que
a + x ∈ φ−1φ(A).
(2) ⊆] Sea y ∈ φ(φ−1(B)), entonces existe m ∈ φ−1(B) tal que y = φ(m) ∈ Im(φ)∩B, pues,
φ(m) ∈ B.
⊇] Sea y ∈ B ∩ Im(φ), entonces existe m ∈ M tal que y = φ(m), como y ∈ B, entonces
m ∈ φ−1(B), con lo que y = φ(m) ∈ φ(φ−1(B)).

El siguente resultado se conoce como la Ley Modular.

Proposición 1.3.5. Sean M un R-módulo y A,B,C ≤ M , con B ≤ C. Entonces (A +
B) ∩C = (A ∩C) + (B ∩C) = (A ∩C) +B.

Demostración. Primero veamos que (A +B) ∩C = (A ∩C) + (B ∩C).
⊆] Sea c ∈ (A + B) ∩ C, entonces existen a ∈ A, b ∈ B, tales que c = a + b ∈ C, entonces
a = c − b ∈ C, pues B ⊆ C y b = c − a ∈ C, con lo que c = (c − a) + a ∈ (B ∩C) + (A ∩C).
⊇] Sea x ∈ (A ∩C) + (B ∩C), entonces existen a ∈ A ∩C y b ∈ B ∩C tales que x = a + b,
como a, b ∈ C, entonces x ∈ (A +B) ∩C.
Ahora veamos que (A +B) ∩C = (A ∩C) +B.
⊆] Sea a + b = c ∈ (A +B) ∩ C, con a ∈ A, b ∈ B y c ∈ C, entonces a = c − b ∈ A ∩ C, pues
B ⊆ C, con lo que a + b = c ∈ (A ∩C) +B.
⊇] Sea x + b ∈ (A ∩C) +B, con x ∈ A ∩C y b ∈ B, como B ⊆ C, entonces x + b ∈ C, con lo
que x + b ∈ (A +B) ∩C.
Juntando las dos igualdades llegamos al resultado.

Definición 1.3.6. Sea M un R-módulo. Diremos que una cadena finita de submódulos
de M

0 =M0 ⊆M1 ⊆M2 ⊆ ⋅ ⋅ ⋅ ⊆Mn =M
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es una serie de composición de M si los cocientes Mi/Mi−1 son simples, para todo i ∈
{1, . . . , n}. En este caso, diremos que la longitud de la cadena es n. Llamaremos longitud
de M a la máxima longitud de todas las series de composición, si es que existen, en otro
caso diremos M es de longitud infinita.

Definición 1.3.7. Sean M un R-módulo y dos cadenas finitas de submódulos

B ∶ 0 = B0 ⊆ B1 ⊆ B2 ⊆ ⋅ ⋅ ⋅ ⊆ Bn =M

C ∶ 0 = C0 ⊆ C1 ⊆ C2 ⊆ ⋅ ⋅ ⋅ ⊆ Cm =M.

Decimos que C es un refinamiento de B si B = C o B se obtiene de C al remover a algunos
Ci de C.

Gracias al siguiente teorema la longitud de un módulo está bien definida.

Teorema 1.3.8 (Jordan–Hölder). Si un R-módulo M tiene una serie de composición,
entonces todas sus series de composición tienen la misma longitud.

Demostración. Véase [3, 11.3].

Teorema 1.3.9. Sea M un R-módulo que tiene longitud finita. Entonces toda cadena de
la forma

B ∶= 0 = B0 ⊊ B1 ⊊ B2 ⊊ ⋅ ⋅ ⋅ ⊊ Bn =M

es un refinamiento de una serie de composición de M .

Demostración. Véase [9, Corolario 3.5.3].

Otro resultado, que ocuparemos más adelante, es el siguiente.

Proposición 1.3.10. Sea M ≠ 0 un R-módulo finitamente generado, entonces M tiene
un submódulo propio máximo.

Demostración. Véase [9, Corolario 2.3.12].

Teorema 1.3.11. Sean M un R-módulo y A ≤M un submódulo.

1. Son equivalentes:

(a) M es artiniano.

(b) A y M/A son artinianos.

(c) Cada cadena descendente de submódulos de M , A1 ⊇ A2 ⊇ A3 ⊇ . . . es estacio-
naria, es decir, existe N ∈ N tal que An = AN para todo n ≥ N .

(d) Para todo submódulo N ≤M , M/N es finitamente cogenerado.

(e) En todo conjunto {Ai ∣ i ∈ I} ≠ ∅ de submódulos de M , existe un subconjunto
finito I0 ⊆ I tal que

⋂
i∈I
Ai = ⋂

i∈I0
Ai.
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2. Son equivalentes:

(a) M es noetheriano.

(b) A y M/A son noetherianos.

(c) Cada cadena ascendente de submódulos de M , A1 ⊆ A2 ⊆ A3 ⊆ . . . es estacio-
naria.

(d) Todo submódulo de M es finitamente generado.

(e) En todo conjunto {Ai ∣ i ∈ I} ≠ ∅ de submódulos de M , existe un subconjunto
finito I0 ⊆ I tal que

∑
i∈I
Ai = ∑

i∈I0
Ai.

3. Son equivalentes:

(a) M es artiniano y noetheriano.

(b) M tiene longitud finita.

Demostración. (1) (a)⇒ (b). Supongamos (a). Sea Γ = {Ni ≤ A ∣ i ∈ I} un conjunto no
vaćıo de submódulos de A. Como A ⊆ M , entonces Γ, es un subconjunto no vaćıo
de submódulos de M , con lo que tiene un elemento mı́nimo, esto implica que A es
artininano.
Sea Γ = {Ni ≤M/A ∣ i ∈ I} un conjunto no vaćıo de submódulos de M/A. Conside-
remos la proyección canónica π ∶M →M/A. Entonces Γ′ = {π−1(Ni) ≤M ∣ i ∈ I} es
un conjunto no vaćıo de submódulos de M , con lo que tiene un elemento mı́nimo,
digamos π−1(Ni0). Veamos que Ni0 es un elemento mı́nimo en Γ. Sea i ∈ I y supon-
gamos que Ni ≤ Ni0 , entonces π

−1(Ni) ≤ π−1(Ni0), con lo que π−1(Ni) = π−1(Ni0),
entonces, al ser π suprayectiva se sigue que Ni = ππ−1(Ni) = ππ−1(Ni0) = Ni0 . Por lo
tanto Ni0 es un elemento mı́nimo en Γ.
(b) ⇒ (c). Supongamos (b). Sea A ≤ M , tal que A y M/A son artinianos. Con-
sideremos A1 ⊇ A2 ⊇ A3 ⊇ . . . una cadena descendente de submódulos de M . De-
finamos Γ ∶= {π(Ai) ∣ i ≥ 1}, donde π ∶ M → M/A es la proyección canónica y
ΓA ∶= {Ai∩A ∣i ≥ 1}. Observemos que todo elemento de Γ es un submódulo de M/A
y todo elemento de ΓA es un submódulo de A, con lo que Γ y ΓA tienen un elemento
mı́nimo, digamos π(Al) y Am∩A, respectivamente. Consideremos n =max(l,m), en-
tonces Am ⊇ An, con lo que Am∩A ⊇ An∩A, lo que implica que Am∩A = An∩A, análo-
gamente π(An) = π(Al). De esta manera para toda i ≥ 1, como An ⊇ An+i, tenemos
que π(An) ⊇ π(An+i) y An∩A ⊇ An+i∩A, como π(Al) y Am∩A son elementos mı́ni-
mos de sus respectivos conjuntos se sigue que π(An) = π(An+i) y An ∩A = An+i ∩A.
Ahora, por la Proposición 1.3.4 An+A = π−1π(An) = π−1π(An+i) = An+i+A, además,
es claro que, Ak = (A +Ak) ∩Ak, para toda k ≥ 1, entonces

An = (A +An) ∩An = (A +An+i) ∩An

= (A +An) ∩An+i = (A +An+i) ∩An+i = An+i,

la tercera igualdad se debe a la Proposición 1.3.5. Por lo tanto An = An+i para todo
i ≥ 1, es decir, la cadena es estacionaria.
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(c)⇒ (a). Supongamos (c). Por contradicción supongamos que existe un conjunto
no vaćıo Γ de submódulos de M que no tiene elemento mı́nimo. Entonces para todo
N ∈ Γ, existe N ′ ∈ Γ tal que N ⊋ N ′. Como Γ ≠ ∅, sea N1 ∈ Γ, por el comentario
anterior podemos construir una cadena descendente de submódulos N1 ⊋ N2 ⊋ . . .
la cual claramente no es estacionaria, contradiciendo (c).
(d)⇒ (e). Supongamos (d). Sea Γ = {Ai ∣ i ∈ I} conjunto no vaćıo de submódulos de
M y consideremos A = ⋂i∈I Ai. Consideremos la proyección canónica π ∶M →M/A.
Observemos que Nuc(π) = A ⊆ Ai, para todo i ∈ I, con lo que Nuc(π)+Ai = Ai, para
toda i ∈ I, entonces usando la Proposición 1.3.4

0 = π(A) = π (⋂
i∈I
Ai) = π (⋂

i∈I
(Ai +Nuc(π))) = π (⋂

i∈I
π−1π(Ai))

= π (π−1⋂
i∈I
π(Ai)) = ππ

−1 (⋂
i∈I
π(Ai)) =⋂

i∈I
π(Ai) ∩ Im(π)

=⋂
i∈I
π(Ai).

Por hipótesisM/A es finitamente cogenerado, entonces existe un subconjunto finito
I0 ⊆ I tal que ⋂i∈I0 π(Ai) = 0, entonces usando la Proposición 1.3.4

⋂
i∈I
Ai = π

−1(0) = π−1 (⋂
i∈I0

π(Ai)) = ⋂
i∈I0

π−1π(Ai)

= ⋂
i∈I0
(Ai +Nuc(π)) = ⋂

i∈I0
Ai.

(e)⇒ (d). Supongamos (e). Sean N ≤M y Γ = {Ni ≤M/N ∣ i ∈ I} un conjunto de
submódulos de M/N , con ⋂i∈I Ni = 0. Sea π ∶ M → M/N la proyección canónica,
entonces

N = Nuc(π) = π−1(0) = π−1 (⋂
i∈I
Ni) =⋂

i∈I
π−1(Ni).

Por hipótesis, existe un subconjunto finito I0 ⊆ I tal queN = Nuc(π) = ⋂i∈I π−1(Ni) =

⋂i∈I0 π−1(Ni). Entonces

N = ⋂
i∈I0

π−1(Ni) = π
−1 (⋂

i∈I0
Ni) ,

aplicando π obtenemos 0 = π(N) = ⋂i∈I0 Ni. Por lo tanto M/N es finitamente coge-
nerado.
(a)⇒ (e). Supongamos (a). Sea Γ = {Ai ∣ i ∈ I} conjunto no vaćıo de submódulos
de M . Definamos Γ′ ∶= {⋂i∈J Ai ∣ J ⊆ I es finito}. Por hipótesis Γ′ tiene un elemento
mı́nimo, digamos A = ⋂i∈I0 Ai, con I0 ⊆ I finito. Para cada i ∈ I, como A ∩Ai ⊆ A,
entonces A ∩ Ai = A, con lo que A ⊆ ⋂i∈I Ai y como la otra inclusión siempre se
cumple, entonces ⋂i∈I Ai = A = ⋂i∈I0 Ai.
(e) ⇒ (c). Supongamos (e). Sea A1 ⊇ A2 ⊇ A3 ⊇ . . . una cadena descendente de
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submódulos de M . Entonces para {Ai ∣ i ≥ 1} existe un subconjunto finito I ⊆ Z+,
tal que ⋂i≥1Ai = ⋂i∈I Ai. Consideremos n =max({m ∈ I}). Como An ⊆ Ai para toda
i ∈ I, entonces ⋂i≥1Ai = ⋂i∈I Ai = An, con lo que para todo k ≥ 1, An ⊆ Ak, además
si k ≥ n, entonces An ⊇ Ak. Por lo tanto la cadena es estacionaria.

(2) (a) ⇒ (b). Supongamos (a). Sea Γ = {Ni ≤ A ∣ i ∈ I} un conjunto no vaćıo de
submódulos de A. Como A ⊆M , entonces Γ, es un subconjunto no vaćıo de submódu-
los de M , con lo que tiene un elemento máximo, esto implica que A es noetheriano.
Sea Γ = {Ni ≤M/A ∣ i ∈ I} un conjunto no vaćıo de submódulos de M/A. Conside-
remos la proyección canónica π ∶M →M/A. Entonces Γ′ = {π−1(Ni) ≤M ∣ i ∈ I} es
un conjunto no vaćıo de submódulos de M , con lo que tiene un elemento máximo,
digamos π−1(Ni0). Veamos que Ni0 es un elemento máximo en Γ. Sea i ∈ I y supon-
gamos que Ni0 ≤ Ni, entonces π−1(Ni0) ≤ π

−1(Ni), con lo que π−1(Ni0) = π
−1(Ni),

entonces, al ser π suprayectiva se sigue que Ni = ππ−1(Ni) = ππ−1(Ni0) = Ni0 . Por lo
tanto Ni0 es un elemento máximo en Γ.
(b) ⇒ (c). Supongamos (b). Sea A ≤ M , tal que A y M/A son noetherianos. Con-
sideremos A1 ⊆ A2 ⊆ A3 ⊆ . . . una cadena ascendente de submódulos de M . De-
finamos Γ ∶= {π(Ai) ∣ i ≥ 1}, donde π ∶ M → M/A es la proyección canónica y
ΓA ∶= {Ai∩A ∣i ≥ 1}. Observemos que todo elemento de Γ es un submódulo de M/A
y todo elemento de ΓA es un submódulo de A, con lo que Γ y ΓA tienen un elemento
máximo, digamos π(Al) y Am ∩ A, respectivamente. Consideremos n = min(l,m),
entonces An ⊆ Am, con lo que An ∩A ⊆ Am ∩A, lo que implica que An ∩A = Am ∩A,
análogamente π(An) = π(Al). Entonces para toda i ≥ 1, como An ⊆ An+i, se sigue
que π(An) ⊆ π(An+i) y An∩A ⊆ An+i∩A, como π(Al) y Am∩A son elementos máxi-
mos de sus respectivos conjuntos se sigue que π(An) = π(An+i) y An ∩A = An+i ∩A.
Ahora, por la Proposición 1.3.4 An+A = π−1π(An) = π−1π(An+i) = An+i+A, además,
es claro que, Ak = (A +Ak) ∩Ak, para toda k ≥ 1, entonces

An = (A +An) ∩An = (A +An+i) ∩An

= (A +An) ∩An+i = (A +An+i) ∩An+i = An+i,

la tercera igualdad se debe a la Proposición 1.3.5. Por lo tanto An = An+i para todo
i ≥ 1, es decir, la cadena es estacionaria.
(c)⇒ (a). Supongamos (c). Por contradicción supongamos que existe un conjunto
no vaćıo Γ de submódulos deM que no tiene elemento máximo. Entonces para todo
N ∈ Γ, existe N ′ ∈ Γ tal que N ⊊ N ′. Como Γ ≠ ∅, sea N1 ∈ Γ, por el comentario
anterior podemos construir una cadena ascendente de submódulos N1 ⊊ N2 ⊊ . . . , la
cual claramente no es estacionaria, contradiciendo (c).
(d) ⇒ (e). Supongamos (d). Sea Γ = {Ai ∣ i ∈ I} conjunto no vaćıo de submódulos
deM y consideremos A = ∑i∈I Ai. Por hipótesis, A es finitamente generado, entonces
existen a1, . . . an ∈ A tales que A = ∑

n
k=1 akR. Para cada 1 ≤ k ≤ n existe un subcon-

junto finito Ik ⊆ I, tal que ak ∈ ∑i∈Ik Ai, entonces es claro que I0 = ⋃
k
i=1 Ii es finito y

que a1, . . . , an ∈ ∑i∈I0 Ai, con lo que

A =
n

∑
k=1

akR ⊆ ∑
i∈I0

Ai ⊆ A.
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Por lo tanto ∑i∈I Ai = ∑i∈I0 Ai.
(e)⇒ (d). Supongamos (e). Sea N ≤M . Para el conjunto no vaćıo de submódulos
M , Γ ∶= {aR ∣ a ∈ N}, por hipótesis, existe un subconjunto finito de Γ tal que
N = ∑a∈N aR = ∑

n
i=1 aiR. Por lo tanto N es finitamente generado.

(a)⇒ (e). Supongamos (a). Sea Γ = {Ai ∣ i ∈ I} conjunto no vaćıo de submódulos
de M . Definamos Γ′ ∶= {⋃i∈J Ai ∣ J ⊆ I es finito}. Por hipótesis Γ′ tiene un elemento
máximo, digamos A = ⋃i∈I0 Ai, con I0 ⊆ I finito. Para cada i ∈ I, como A ⊆ A ∪Ai,
entonces A = A ∪ Ai, con lo que ⋃i∈I Ai ⊆ A y como la otra inclusión siempre
se cumple, entonces ⋃i∈I Ai = A = ⋃i∈I0 Ai. Además, por definición, ∑i∈I Ai es el
submódulo generado por ⋃i∈I Ai, con lo que ∑i∈I Ai = ∑i∈I0 Ai.
(e) ⇒ (c). Supongamos (e). Sea A1 ⊆ A2 ⊆ A3 ⊆ . . . una cadena ascendente de
submódulos de M . Entonces para {Ai ∣ i ≥ 1} existe un subconjunto finito I ⊆ Z+,
tal que ∑i≥1Ai = ∑i∈I Ai. Consideremos n =max({m ∈ I}). Como Ai ⊆ An para toda
i ∈ I, entonces ⋃i∈I Ai = An, con lo que An = ∑i∈I Ai = ∑i≥1Ai ⊇ Aj, para toda j ∈ Z+,
y para j ≥ n, An ⊆ Aj. Por lo tanto An = Aj para toda j ≥ n.

(3) (a) ⇒ (b). Supongamos (a). Como M es noetheriano, todo submódulo es finita-
mente generado. Entonces si N ≤ M , N ≠ 0, por la Proposición 1.3.10 N tiene un
submódulo máximo N ′. En particular, M tiene un submódulo máximo M1, que a
su vez tiene un submódulo máximo M2. Continuando con este proceso podemos
construir la cadena descendente de submódulos de M

M =M0 ⊋M1 ⊋M2 ⊋ . . .

donde Mi es un submódulo máximo de Mi−1, para todo i ≥ 1, entonces Mi/Mi−1 es
simple. Como M es artiniano entonces para algún n ∈ Z+, Mn = 0, entonces tenemos

M =M0 ⊋M1 ⊋M2 ⊋ ⋅ ⋅ ⋅ ⊋Mn = 0.

Por lo tanto M tiene longitud finita.
(b) ⇒ (a). Supongamos (b). Supongamos que M tiene longitud l ≥ 0. Sea M1 ⊆

M2 ⊆ M3 ⊆ . . . una cadena ascendente de submódulos de M . Veamos que existe
k ∈ {1, . . . , l + 1} tal que para algunos i1, . . . , ik ∈ Z+, {Mi}i≥1 ⊆ {Mi1 , . . . ,Mik}, con
lo que la cadena seŕıa estacionaria.
Supongamos que no existe tal k, entonces en la cadena hay por lo menos l + 2
submódulos diferentes, en consecuencia,

Mi1 ⊊Mi2 ⊊ ⋅ ⋅ ⋅ ⊊Mil+2 ,

por el Teorema 1.3.9, está subcadena es un refinamiento de una serie de composición
de M , con lo que la longitud de M seŕıa mayor o igual a l + 1, contradiciendo
el Teorema 1.3.8. Por lo tanto śı existe dicha k, con lo que M es noetheriano.
Análogamente M es artiniano.
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1.4. Módulos semisimples.

Definición 1.4.1. Decimos que un R-móduloM es semisimple si es suma de submódulos
simples de M .

Definición 1.4.2. SeanM un R-módulo y Γ = {Ni ≤M ∣ i ∈ I} un conjunto de submódu-
los de M . Decimos que Γ es independiente si para cada i ∈ I

Mi ∩ (∑
j∈I
j≠i

Mj) = 0.

En el caso I = ∅ diremos que Γ es independiente. Además si Γ es independiente se tiene
que

∑
i∈I
Mi =⊕

i∈I
Mi.

Proposición 1.4.3. Sea M un R-módulo tal que todos sus submódulos son sumandos
directos. Entonces para todo N ≤M , con N ≠ 0, N tiene un submódulo simple.

Demostración. Observemos que todo submódulo N ≤ M , diferente de cero, contiene un
submódulo finitamente generado. Entonces bastará probar el resultado para submódulos
finitamente generados. Sea N ≤ M , finitamente generado y diferente de cero. Por la
Proposición 1.3.10, existe un submódulo máximo C en N . Por hipótesis, existe M1 ≤M ,
tal que M = C⊕M1, entonces N = N ∩M = N ∩ (C +M1), como C ≤ N , entonces por
la Proposición 1.3.5, N = C + (N ∩M1). Ahora, C ∩ (N ∩M1) ⊆ C ∩M1 = 0, con lo que
N = C⊕(N ∩M1), entonces N/C ≅ (N ∩M1), como C es máximo en N , entonces N/C
es simple, con lo que (N ∩M1) es simple. Por lo tanto N tiene un submódulo simple.

Teorema 1.4.4. Sea M un R-módulo. Son equivalentes:

(1) Cada submódulo de M es la suma de submódulos simples.

(2) M es la suma de submódulos simples.

(3) M es la suma directa de submódulos simples.

(4) Cada submódulo de M es un sumando directo de M .

Demostración. (1)⇒ (2). Es inmediato.
(2)⇒ (3) y (4). Supongamos (2). Supongamos queM = ∑i∈IMi, conMi ≤M , submódulos
simples. Primero veamos que todo submódulo de M es un sumando directo. Sea U ≤M .
Definamos

ΓU ∶= {L ∣ L ⊆ I , {Mi}i∈L es independiente y U ∩∑
i∈L
Mi = 0}.

Como {Mi}i∈∅ es independiente, por definición, entonces ∅ ∈ ΓU , con lo que ΓU ≠ ∅ y
(ΓU ,⊆) es un conjunto parcialmente ordenado. Sea Λ una cadena en ΓU . Veamos que
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L′ = ⋃L∈ΛL es una cota superior de Λ en ΓU . Es claro que L ⊆ L′ para todo L ∈ Λ. Sean
j ∈ L′ y

x ∈Mj ∩ (∑
i∈L′
i≠j

Mi).

Existen i1, . . . in ∈ L′ ∖ {j} tal que x = ∑n
k=1mik , con mik ∈ Mik . Como Λ es una cadena,

existe L ∈ Λ tal que j, i1, . . . , in ∈ L, entonces

x ∈Mj ∩ (
n

∑
k=1

Mik) ⊆Mj ∩ (∑
i∈L
i≠j

Mi) = 0,

pues L ∈ Γ. Por lo tanto {Mi}i∈L′ es independiente.
Ahora, sea u ∈ U ∩ (∑i∈L′Mi), entonces u = ∑

n
k=1mik , para algunos mik ∈ Mik . Entonces

existe L ∈ Λ tal que i1, . . . , in ∈ L, con lo que

u ∈ U ∩ (
n

∑
k=1

Mik) ⊆ U ∩ (∑
i∈L
Mi) = 0.

Por lo tanto U ∩ (∑i∈L′Mi) = 0, de donde L′ es una cota superior de Λ en ΓU . Entonces,
por el Lema de Zorn, ΓU tiene un elemento máximo J . Observemos que como J ∈ ΓU ,
entonces podemos definir al submódulo

N = U + (∑
i∈J
Mi) = U⊕(⊕

i∈J
Mi).

Veamos que N =M . Sea i ∈ I, como N ∩Mi ≤Mi, y Mi es simple, entonces tenemos dos
casos: N ∩Mi =Mi o N ∩Mi = 0. Si N ∩Mi = 0, entonces no puede pasar que i ∈ J , pues de
lo contrario como Mi ≤ ∑i∈J Mi ⊆ N , entonces Mi ∩N =Mi ≠ 0, pues Mi es simple, con lo
que i ∉ J . Si u ∈ U ∩ (∑j∈J Mj +Mi), entonces u = ∑

n
k=1mjk +mi, con mik ∈Mik y mi ∈Mi,

entonces mi ∈ U ∩ (∑
n
k=1Mj) ⊆ U ∩ (∑j∈J Mj) = 0, con lo que u ∈ U ∩ (∑

n
k=1Mjk) = 0.

Por lo tanto U ∩ (∑j∈J Mj +Mi) = 0. De una manera similar tenemos que {Mj}j∈J∪{i}
es independiente, con lo que J ∪ {i} ∈ Γ, e i ∉ J , contradiciendo que J sea un elemento
máximo en Γ.
Entonces se cumple que N ∩Mi =Mi, lo que implica queMi ⊆ N , para todo i ∈ I, entonces

M =∑
i∈I
Mi ≤ N ⊆M.

Por lo tantoM = U⊕(⊕i∈J Mi). Con lo que hemos probado (4) y tomando U = 0 tenemos
(3).
(3)⇒ (4). Se sigue de que (3)⇒ (2).
(4) ⇒ (1). Supongamos (4). Sea U ≤ M un submódulo no cero. Definamos Γ ∶= {N ≤
U ∣ N es simple}, por la Proposición 1.4.3, Γ ≠ ∅. Ahora definimos U0 = ∑N∈ΓN , entonces
U0 ≤ U y existe M1 ≤ M tal que M = U0⊕M1, entonces, usando un argumento similar
al de la prueba de la Proposición 1.4.3, U = M ∩ U = (U0⊕M1) ∩ U = U0⊕(M1 ∩ U).
Tenemos dos casos.
Caso 1: Si M1 ∩U = 0, entonces U = U0, con lo que tendŕıamos el resultado.
Caso 2: Si M1∩U ≠ 0, entonces por la Proposición 1.4.3, existe B ≤M1∩U , con B simple.
Luego B ≤ U , con lo que B ≤ U0, entonces B ≤ U0 ∩ (M1 ∩ U) = 0, contradiciendo que B
sea simple. Por lo tanto sólo se da el caso 1.
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Teorema 1.4.5. (1) Cada submódulo de un módulo semisimple es semisimple.

(2) Si M,N son R-módulos, con M semisimple y φ ∶M → N es un R-morfismo supra-
yectivo, entonces N es semisimple.

Demostración. Véase [9, Corolario 8.1.5].

Teorema 1.4.6. Para un R-módulo semisimple M , son equivalentes:

(1) M es la suma finita de módulos simples.

(2) M es la suma directa de una cantidad finita módulos simples.

(3) M es artiniano.

(4) M es noetheriano.

(5) M es finitamente generado.

(6) M es finitamente cogenerado.

Demostración. Sea M = ∑i∈IMi, con Mi simple.
(1) ⇒ (2). Supongamos (1). Entonces M = ∑i∈J Mi, con J finito y Mi simple. Por la
prueba del Teorema 1.4.4 existe J0 ⊆ J tal que M =⊕i∈J0 Mi.
(2)⇒ (3) y (2)⇒ (4). Supongamos (2). Sea M =⊕n

i=1Mi, Mi simple. Entonces

0 ⊆M1 ⊆M1⊕M2 ⊆ ⋅ ⋅ ⋅ ⊆
n

⊕
i=1
Mi =M

es una serie de composición de M , pues para toda k ∈ {2, . . . , n}

k

⊕
i=1
Mi/

k−1
⊕
i=1
Mi ≅Mk.

Por lo tantoM tiene longitud finita, por el Teorema 1.3.11,M es noetheriano y artiniano.
(3)⇒ (6) y (4)⇒ (5) se siguen del teorema 1.3.11.
(5) ⇒ (1). Supongamos (5). Entonces existen m1, . . . ,mn ∈ M tal que M = ∑

n
i=1miR.

Recordemos que, por hipótesis, M = ∑i∈IMi, con Mi simple, entonces para todo i ∈
{1, . . . , n} existe Ii ⊆ I, finito, tal que mi ∈ ∑j∈Ii Mj, definiendo I ′ = ∪ni=1Ii, se sigue que

M =
n

∑
i=1
miR ⊆ ∑

j∈I′
Mj ⊆∑

i∈I
Mi =M.

Por lo tanto M = ∑j∈I′Mj, con I ′ finito.
(6)⇒ (2). Supongamos (6). Por el teorema 1.4.4, existe I0 ⊆ I tal queM =⊕i∈I0 Mi. Si I0
no es finito, podemos escoger una cantidad infinita numerable deMi, digamos,M1,M2, . . .
Entonces podemos definir el submódulo B = ⊕i≥1Mi. Para cada i ∈ Z+ definamos al
submódulo Ai = ⊕j≥iMj. Sea x ∈ ⋂i≥1Ai, entonces x ∈ A1 = B, de modo de que existen
i1, . . . in ∈ Z+ tal que x ∈ ⊕n

k=1Mik . Sea N = max({i1, . . . , in}), como x ∈ AN+1, y AN+1 ∩
(⊕

N
i=1Mi) = 0, se sigue que x = 0. Por lo tanto ⋂i≥1Ai = 0, por hipótesis existe un

subconjunto finito de enteros positivos tal que la intersección finita también es cero, sin
perdida de generalidad, supongamos que ⋂n

i=1Ai = 0, pero ⋂
n
i=1Ai = An ≠ 0. Por lo tanto

I0 es finito.
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1.5. Módulos proyectivos.

Definición 1.5.1. Sea P un R-módulo. Decimos que P es proyectivo si para todo R-
morfismo suprayectivo f ∶ N → M , y para cada R-mórfismo g ∶ P → M , existe un R-
morfismo h ∶ P → N , tal que el siguiente diagrama conmuta:

N

f
����

P

∃h
>>

g //M

Es decir, fh = g.

Definición 1.5.2. Sean M un R-módulo y N ≤M un submódulo de M . Diremos que N
es un sumando directo de M , y lo denotaremos por N ≤⊕M , si existe N ′ ≤M submódulo
de M tal que N ⊕N ′ =M .

Definición 1.5.3. Sean A,B y C R-módulos.

(1) Decimos que un monomorfismo f ∶ A→ B se escinde si f(A) ≤⊕ B.

(2) Decimos que un epimorfismo g ∶ B → C se escinde si Nuc(B) ≤⊕ B.

(3) Decimos que la sucesión exacta

0 // A
f // B

g // C // 0 ,

se escinde por la izquierda (respectivamente, por la derecha) si f se escinde (respec-
tivamente, g se escinde). Y se escinde si lo hace por la derecha e izquierda.

Teorema 1.5.4. (1) Sean A y B R-módulos y α ∶ A→ B. Son equivalentes:

(a) α es un monomorfismo que se escinde.

(b) Existe β ∶ B → A tal que βα = IdA.

(2) Sean B y C R-módulos y β ∶ B → C. Son equivalentes:

(a) β es un isomorfismo que se escinde.

(b) Existe α ∶ C → B tal que βα = IdC .

Demostración. (1) (a)⇒ (b). Supongamos (a). Sea N ≤ B tal que α(A)⊕N = B. Sea
π ∶ B → α(A) dada por π(α(a) + n) = α(a), para todo α(a) ∈ α(A), n ∈ N . Como
α es un monomorfismo, entonces α ↾∶ A → α(A) es un isomorfismo. Consideremos
β = π(α ↾)−1 ∶ B → A. Entonces si a ∈ A, βα(a) = (α ↾)−1(α(a)) = a.
Por lo tanto βα = IdA.
(b) ⇒ (a). Supongamos (b). Sea β ∶ B → A tal que βα = IdA, entonces α es un
monomorfismo. Ahora, por la Proposición 1.3.4, β−1(β(α(A))) = α(A) +Nuc(β) y
α(α−1(Nuc(β))) = Nuc(β)∩α(A). Pero β−1(β(α(A))) = β−1(A) = B y α(α−1(Nuc(β))) =
0, pues a ∈ α−1(Nuc(β)) si y sólo si βα(a) = 0, pero βα(a) = a. Con lo que
α(A) +Nuc(β) = B y α(A) ∩Nuc(β) = 0
Por lo tanto α(A)⊕Nuc(β).
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(2) (a) ⇒ (b). Supongamos (a). Sea N ≤ B tal que B = Nuc(β) ⊕ N . Consideremos
γ = β∣N ∶ N → C. Veamos que γ es un isomorfismo. Sea n ∈ N , si γ(n) = 0, entonces
n ∈ N ∩ Nuc(β) = 0, con lo que γ es inyectivo. Ahora, sea c ∈ C, como β es un
epimorfismo, existe b ∈ B tal que β(b) = c. Además existen n ∈ N y x ∈ Nuc(β) tal
que b = n + x, entonces β(b) = β(n) + β(x) = β(n) = γ(n), aśı tenemos que γ es
sobreyectivo. Consecuentemente γ es un isomorfismo.
Sea η ∶ N → B la inclusión canónica y definamos α = ηγ−1 ∶ C → B, entonces si c ∈ C,
βα(c) = β(γ−1(c)) = c.
Por lo tanto βα = IdC .
(b) ⇒ (a). Supongamos (b). Sea α ∶ C → B tal que βα = IdC . Por la Proposición
1.3.4, β−1(β(α(C))) = α(C) + Nuc(β) y α(α−1(Nuc(β))) = Nuc(β) ∩ α(C), pero
β−1(β(α(C))) = β−1(C) = B y α(α−1(Nuc(β))) = 0, pues c ∈ α(α−1(Nuc(β))) si y
sólo si β(α(c)) = 0, con c = β(α(c)). Con lo queB = α(C)+Nuc(β) y α(C)∩Nuc(β) =
0.
Por lo tanto Nuc(β)⊕ ≤⊕ B.

Teorema 1.5.5. Dada la sucesión exacta

η ∶ 0 // A
f // B

g // C // 0 ,

son equivalentes:

(1) η se escinde por la izquierda.

(2) B = f(A)⊕C ′, con g∣C′ ∶ C ′ → C un isomorfismo.

(3) η se escinde por la derecha.

Demostración. (1) ⇒ (2). Supongamos (1). Por el Teorema 1.5.4, existe h ∶ B → A tal
que hf = IdA y por la demostración del mismo teorema, tenemos que B = f(A)⊕Nuc(h).
Luego, C = g(B) = g(f(A)) + g(Nuc(h)) = g(Nuc(h)). Entonces la restricción de g al
núcleo de h, g∣Nuc(h), es un epimorfismo. Además

Nuc(g∣Nuc(h)) = Nuc(g) ∩Nuc(h) = f(A) ∩Nuc(h) = 0,

con lo que g∣Nuc(h) es un monomorfismo.
Por lo tanto g∣Nuc(h) es un isomorfismo.
(2)⇒ (3). Supongamos (2). Por hipótesis B = f(A)⊕C ′, con g∣C′ ∶ C ′ → C un isomorfismo.
Consideremos la inclusión ι ∶ C ′ → B y definamos l = ι(g∣C′)−1 ∶ C → B. Veamos que
gl = IdC . Sea c ∈ C, entonces

g(l(c)) = g(ι((g∣C′)
−1(c))) = g((g∣C′)−1(c)) = c.

Por lo tanto gl = IdC , por el Teorema 1.5.4, η se escinde por la derecha.
(3) ⇒ (2). Supongamos (3). Por el Teorema 1.5.4, existe l ∶ C → B tal que gl = IdC y
por la demostración del mismo teorema, tenemos que B = Nuc(g)⊕ l(C) = f(A)⊕ l(C).
Entonces C = g(B) = g(l(C)), con lo que g∣l(C) es un epimorfismo.
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Además Nuc(g∣l(C)) = Nuc(g) ∩ l(C) = 0.
Por lo tanto g∣l(C) es un isomorfismo.
(2) ⇒ (1). Supongamos (1). Sea B = f(A) ⊕ C ′, con g∣C un isomorfismo. Sea b ∈ B,
entonces existen únicos f(a) ∈ f(A) y c′ ∈ C ′ tales que b = f(a)+ c′. Definamos h ∶ B → A
dada por h(b) = a. Si b = f(b′) + c′′, con f(a′) ∈ f(A) y c′′ ∈ C ′, entonces c′ = c′′ y
f(a) = f(a′), por la inyectividad de f se sigue que a = a′. Por lo tanto h está bien
definida. Veamos que h es un morfismo. Sean b, b′ ∈ B y r ∈ R, entonces b = f(a) + c′ y
b′ = f(a′) + c′′, con f(a), f(a′) ∈ f(A) y c′, c′′ ∈ C ′, con lo que

h(b + b′) = h((f(a + a′r)) + (c′ + c′′r)) = a + a′r = h(b) + h(b′)r.

Finalmente veamos que hf = IdA. Sea a ∈ A, entonces h(f(a)) = a. Por 1.5.4 f se escinde.

Lema 1.5.6. Todo R-módulo libre es proyectivo.

Demostración. Sean F un R-módulo libre y {xi ∈ F ∣ i ∈ I} una base de F . Sean M y N
R-módulos, f ∶ M → N un epimorfismo y g ∶ F → N . Para cada i ∈ I existe mi ∈ M tal
que f(mi) = g(xi). Si x ∈ F , entonces x = ∑

n
j=1 xijrij , para algunos rij ∈ R, ik ∈ I para todo

1 ≤ k ≤ n. Definamos h ∶ F → M , dada por h(x) = ∑
n
j=1mijrij . Como {xi ∈ F ∣ i ∈ I} es

una base de F , entonces h está bien definida y h ∈ HomR(F,M).
Ahora,

f(h(x)) = f(
n

∑
j=1
mijrij) =

n

∑
j=1
f(mij)rij =

n

∑
j=1
g(xij)rij = g(

n

∑
j=1
xijrij) = g(x).

Entonces fh = g. Por lo tanto F es proyectivo.

Lema 1.5.7. Sean M y P R-módulos. Si M ≅ P y P es proyectivo, entonces M es
proyectivo.

Demostración. Sean A y B R-módulos, f ∶ A → B un epimorfismo y g ∶ M → B. Por
hipótesis, existe φ ∶ P → M isomorfismo. Entonces existe h ∶ P → A tal que el siguiente
diagrama conmuta

A

f
����

P

h

>>

gφ // B,

es decir, fh = gφ. Observemos que hφ−1 ∶M → A y f(hφ−1) = gφφ−1 = g. Por lo tanto M
es proyectivo.

Teorema 1.5.8. Sea P un R-módulo. Son equivalentes:

(1) P es proyectivo.

(2) Toda sucesión exacta

η ∶ 0 // A
f // B

g // P // 0 ,

se escinde.
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(3) P es isomorfo a un sumando directo de un módulo libre.

Demostración. (1) ⇒ (2). Supongamos (1). Como P es proyectivo existe l ∶ P → B tal
que el siguente diagrama conmuta

B

g
����

P

∃l
??

IdP // P,

es decir, gl = IdP , por el Teorema 1.5.4, g se escinde y por el Teorema 1.5.5, η se escinde.
(2)⇒ (3). Supongamos (2). Por el Teorema 1.2.3, existe un módulo libre F y un epimor-
fismo g ∶ F → P . Entonces la sucesión

0 // Nuc(g)
ι // F

g // P // 0 ,

es exacta, y por el Teorema 1.5.5 F = f(A)⊕C ′, con C ′ ≅ P .
(3)⇒ (1). Supongamos (3). Sea P ≅ C, donde C ≤⊕ F , con F un R-módulo libre, digamos
F = C ⊕C ′. Veamos que C es proyectivo.
Sean A y B R-módulos, f ∶ A → B un epimorfismo y g ∶ C → B. Consideremos la
proyección π ∶ F → C, dada por F (c+ c′) = c, para todo c ∈ C y c′ ∈ C ′. Por el Lema 1.5.6,
F es proyectivo, entonces existe h ∶ F → A tal que el siguiente diagrama conmuta

A

f
����

F

h

>>

gπ // B,

es decir, fh = gπ. Definamos φ = h∣C ∶ C → B, entonces si c ∈ C, tenemos que f(φ(c)) =
f(h(c)) = g(π(c)) = g(c), con lo que el siguente diagrama conmuta

A

f
����

C

φ
>>

g // B.

Por lo tanto C es proyectivo. Por el Lema 1.5.7, P también es proyectivo.

Teorema 1.5.9 (Lema de la Base Dual). Sea P un R-módulo, son equivalentes:

(1) P es proyectivo.

(2) Para cada conjunto de generadores {yi ∣ i ∈ I} de P existe una familia {φi ∣ i ∈ I} ⊆
Hom(P,R) tales que

(a) Para todo p ∈ P , φi(p) ≠ 0, solo para finitos i ∈ I.

(b) Para todo p ∈ P , p = ∑i∈I yiφi(p).

(3) Existen familias {yi ∣ i ∈ I}, con yi ∈ P y {φi ∣ i ∈ I} ⊆ Hom(P,R), tales que (a) y
(b) se cumplen.
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Demostración. (1) ⇒ (2). Supongamos (1). Sea {yi ∣ i ∈ I} un conjunto de generadores
de P . Por la prueba del Teorema 1.2.3, existe un R-módulo libre F , con base {xi ∣ i ∈ I},
y un morfismo suprayectivo f ∶ F → P , tal que f(xi) = yi, para cada i ∈ I.
Para cada j ∈ I tenemos que si a ∈ F , entonces existen i1, . . . , in ∈ I tal que a = xi1ri1 +
⋅ ⋅ ⋅ + xinrin , rik ∈ R, para todo k ∈ {1, . . . , n}, entonces si j ≠ ik para todo k ∈ {1, . . . , n},
podemos escribir a = xi1ri1 + ⋅ ⋅ ⋅ + xinrin + 0xj. Con lo que podemos definir una función
πj ∶ F → R, dada por πj(xi1ri1 + ⋅ ⋅ ⋅ +xinrin) = rj. Como {xi ∣ i ∈ I} es base de F , entonces
πj está bien definida. Además, observemos que para todo a = xi1ri1 + ⋅ ⋅ ⋅ + xinrin ∈ F ,
πj(a) ≠ 0, sólo para un número finito de j ∈ I y a = ∑i∈I xiπi(a).
Ahora, por hipótesis P es proyectivo, entonces existe h ∶ P → F tal que el siguiente
diagrama conmuta

F

f
����

P

∃h
??

IdP
// P

es decir, fh = IdP . Para cada i ∈ I definamos φi = πih ∶ P → R. Entonces para cada p ∈ P ,
φi(p) = πi(h(p)) ≠ 0, sólo para finitos i ∈ I, además p = f(h(p)) = f(∑i∈I xiπi(h(p))) =
∑i∈I f(xi)πi(h(p)) = ∑i∈I yiφi(p). Por lo tanto hemos probado (2).
(2)⇒ (3). Supongamos (2), tomando a P como el conjunto de generadores de P se sigue
inmediatamente (3).
(3) ⇒ (1). Supongamos (3). Sea {yi ∣ i ∈ I} una familia de generadores de P y {φi ∣ i ∈
I} ⊆ Hom(P,R), tales que (a) y (b) se cumplen. Por la prueba del Teorema 1.2.3, existe
un R-módulo libre F , con base {xi ∣ i ∈ I}, y un morfismo suprayectivo f ∶ F → P , tal
que f(xi) = yi, para todo i ∈ I. Definamos Ψ ∶ P → F , dada por Ψ(p) = ∑i∈I xiφi(p),
entonces Ψ está bien definida, pues, por (a), sólo φi(p) ≠ 0 para finitos i ∈ I y por (b),
la representación de p = ∑i∈I yiφi(p) es única. Además, es fácil ver que Ψ ∈ Hom(P,F ).
Entonces para todo p ∈ P ,

f(Ψ(p)) = f(∑
i∈I
xiφi(p)) =∑

i∈I
yiφi(p) = p,

con lo que IdP = fΨ, entonces la sucesión exacta:

0 // Nuc(f)
ι // F

f // P // 0 ,

se escinde por la derecha, por el Teorema 1.5.5, F = Nuc(f)⊕P ′, con P ′ ≅ P , por el
Teorema 1.5.8, tenemos que P es proyectivo.

1.6. Módulos fieles.

Definición 1.6.1. SeanM un R-módulo. Definimos el anulador deM como AnnR(M) ∶=
{r ∈ R ∣ mr = 0 para todo m ∈M}.

Observación 1.6.2. SiM es un R-módulo, es fácil ver que AnnR(M) es un ideal derecho
de R.
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Definición 1.6.3. Sea M un R-módulo. Decimos que M es fiel si AnnR(M) = 0

Proposición 1.6.4. Sea M un grupo abeliano, R un anillo y I ≤ R un ideal de R.
Entonces M es un R/I-módulo si y sólo si M es un R-módulo e I ⊆ AnnR(M).

Demostración. ⇒) Supongamos que M es un R/I-módulo. Definamos la función f ∶M ×
R →M dada por f(m,r) =m(r + I) =mr, donde m(r + I) es la operación ya dada.
Veamos que con esta nueva operación M es un R-módulo. Sean m,n ∈M y r, s ∈ R.
1) (m + n)r = (m + n)(r + I) =m(r + I) + n(r + I) =mr + nr.
2) m(r + s) =m((r + s) + I) =m((r + I) + (s + I)) =m(r + I) +m(s + I).
3) m(rs) =m(rs + I) =m(r + I)(s + I) = (m(r + I))(s + I) = (mr)s,
4) m(1) =m(1 + I) =m.
Por lo tanto M es un R-módulo.
Ahora, sean a ∈ I y m ∈ M , entonces m(a) = m(a + I) = m(0 + I) = 0, con lo que
I ⊆ AnnR(M).
⇐) Supongamos que M es un R-módulo y que I ⊆ AnnR(M). Definamos la función
f ∶M ×R/I →M , dada por f(m,r + I) =mr =m(r + I), donde mr es la operación dada.
Veamos que f está bien definida, sean m ∈M y r+ I = s+ I ∈ R/I, entonces m(r+ I) =mr
y m(s + I) = ms, como I ⊆ AnnR(M), entonces r − s ∈ I ⊆ AnnR(M), de manera que
m(r−s) = 0, por ende mr =ms, de está manera f está bien definida. Veamos que con está
nueva operación tenemos que M es un R/I-módulo. Sean m,n ∈M y r + I, s + I ∈ R/I.
1) (m + n)(r + I) = (m + n)r =mr + nr =m(r + I) + n(r + I),
2) m((r + s) + I) =m(r + s) =mr +ms =m(r + I) +m(s + I),
3) m((rs) + I) =m(rs) = (mr)s = (m(r + I))(s + I),
4) m(1 + I) =m1 =m.
Por lo tanto M es un R/I módulo.

Proposición 1.6.5. Sea M un R-módulo. Entonces M es un R/AnnR(M)-módulo fiel.

Demostración. Por la proposición 1.6.4, M es un R/AnnR(M)-módulo, con la operación
m(r +AnnR(M)) = mr. Sean m ∈ M y r +AnnR(M) ∈ AnnR/AnnR(M)(M), entonces 0 =
m(r +AnnR(M)) =mr, con lo que r ∈ AnnR(M), entonces r +AnnR(M) = 0+AnnR(M).
Por lo tanto AnnR/AnnR(M) = 0, es decir, M es un R/AnnR(M)-módulo fiel.

1.7. El Radical de Jacobson.

Definición 1.7.1. Sea R un anillo. Definimos el radical de Jacobson, al que solo llama-
remos radical de R, como la intersección de todos los ideales máximos derechos de R y lo
denotaremos por J(R).

Lema 1.7.2. Sea x ∈ R. Entonces x ∈ J(R) si y sólo si 1R − xy es una unidad en R para
todo y ∈ R.

Demostración. ⇒) Sea x ∈ J(R). Supongamos que existe y ∈ R tal que 1R − xy no es
unidad. El ideal generado por 1R − xy es un ideal propio de R, con lo que existe un ideal
máximo I ≤ R tal que 1R − xy ∈ I. Como x ∈ J(R) ⊆ I, entonces 1R = (1R − xy) + xy ∈ I,
contradiciendo que I es máximo.



24 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES.

⇐) Sea x ∈ R y supongamos que para toda y ∈ R 1R − xy es una unidad. Supongamos
que x ∉ J(R). Sea I ≤ R un ideal máximo tal que x ∉ I, como I es máximo R = I + xR,
entonces existe m ∈ I y r ∈ R tales que 1R =m + xr, con lo que 1R − xr =m ∈ I, el cual es
una unidad. Por lo tanto 1R ∈ I, lo cual es una contradicción.

1.8. Producto tensorial.

Definición 1.8.1. Sean L un R-módulo derecho y M un R-módulo izquierdo. Un pro-
ducto tensorial de L y M es (T,τ), donde T es un grupo abeliano y τ es una función
bilineal τ ∶ L ×M → T tal que para todo grupo abeliano G y para toda función bilineal
φ ∶ L ×M → G, existe un único morfismo de grupos α ∶ T → G tal que ατ = φ.

Teorema 1.8.2. Sean L un R-módulo derecho y M un R-módulo izquierdo. Entonces
existe un producto tensorial de L y M .

Demostración. Véase [15, Proposición 8.2].

Teorema 1.8.3. Si (T,τ) y (T ′,τ′) son productos tensoriales de LR y RM , entonces
existe un isomorfismo de grupos α ∶ T → T ′ tal que ατ = τ′.

En virtud de los Teoremas 1.8.2 y 1.8.3, denotaremos al producto tensorial de LR y

RM por (L⊗M,τ), con τ(x, y) = x⊗ y, para todo (x, y) ∈ L ×M .
Algunas de las propiedades del producto tensorial de LR y RM son las siguientes.

Proposición 1.8.4. Sean a, a′ ∈M , u,u′ ∈ L, s ∈ R y z ∈ Z

(1) (a + a′)⊗ u = a⊗ u + a′ ⊗ u,

(2) a⊗ (u + u′) = a⊗ u + a⊗ u′,

(3) as⊗ u = a⊗ su,

(4) 0M ⊗ u = a⊗ 0L = 0

(5) −(a⊗ u) = (−a)⊗ u = a⊗ (−u),

(6) (a⊗ u)z = (az)⊗ u = a⊗ (uz).

Demostración. Véase [9, 10.1.2].

Observación 1.8.5. Por (6) de la Proposición 1.8.4, cada elemento de M⊗L puede
escribirse como una suma finita de la forma

n

∑
i=1
ai ⊗ ui,

donde ai ∈M y ui ∈ U , para todo i ∈ {1, . . . , n}.
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SeanMR,NR R-módulos derechos y RL,RU R-módulos izquierdos. Dados φ ∶M → N y
α ∶ L→ U morfismos de R-módulos derechos e izquierdos, respectivamente, consideremos
la función Ψ ∶M ×L→ N⊗U , dada por Ψ(m, l) = φ(m)⊗α(l), para todo m ∈M y l ∈ L.
Es fácil ver que Ψ es una función bilineal, entonces existe un único morfismo de grupos
f ∶M⊗L → N⊗U tal que f(m⊗ l) = Ψ(m, l) = φ(m)⊗ α(l). De esta manera podemos
dar la siguente definición.

Definición 1.8.6. Al morfismo f del comentario anterior le llamaremos el producto
tensorial de φ y α y lo denotaremos por φ⊗ α.

Teorema 1.8.7. Sea M un R-módulo izquierdo, entonces R⊗M ≅M .

Definición 1.8.8. Sea RF un R-módulo izquierdo. Decimos que RF es plano si para todo
R-monomorfismo de módulos derechos φ ∶MR → NR, φ⊗ 1F ∶M ⊗F → N ⊗F ,también es
un monomorfismo.

Una caracterización de módulos planos es la siguiente.

Proposición 1.8.9. Sea RF un R-módulo. F es plano si y sólo si el morfismo

ι ∶ I ⊗M →M

es un monomorfismo, con

ι(
n

∑
i=1
(ai ⊗mi)) =

n

∑
i=1
aimi,

para todo ideal I ≤ R finitamente generado.

Demostración. Véase [15, Proposición 10.6]



Caṕıtulo 2

Anillos regulares.

2.1. Ideales finitamente generados en anillos regula-

res.

Von Neumann introdujo el concepto de anillos regulares al estudiar álgebras de Von
Neumann y geometŕıa continua. Además utilizó el concepto para probar resultados de
ret́ıculas, ver, por ejemplo, [5].
En esta sección probaremos que un anillo es regular si y sólo si todos sus ideales finitamente
generados son sumandos directos.

Observación 2.1.1. Si R es un anillo, entonces para todo elemento φ ∈ End(R) se cumple
que φ(r) = φ(1R)r, es decir, todo elemento en End(R) es multiplicar por la izquierda por
φ(1R).

Definición 2.1.2. Sea R un anillo. Decimos que R es

(1) regular si para todo a ∈ R existe y ∈ R tal que a = aya;

(2) unitariamente regular si para todo a ∈ R existe y ∈ R tal que y es unidad en R y
a = aya;

(3) unilateral regular si para todo a ∈ R existe y ∈ R, tal que y tiene inverso derecho o
izquierdo, y a = aya;

(4) fuertemente regular si para todo a ∈ R existe y ∈ R tal que a = a2y;

(5) reducido si R no tiene nilpotentes no cero.

Ejemplo 2.1.3. Todo campo K es un anillo regular, pues si a ∈K, entonces a = aa−1a.

Ejemplo 2.1.4. Decimos que un anillo R es booleano si para todo a ∈ R a2 = a, es decir,
todos los elementos de R son idempotentes. Entonces si a ∈ R, a = aaa, con lo que R es
regular.

Proposición 2.1.5. Sea R un anillo. Entonces R es fuertemente regular si y sólo si R es
regular y sus idempotentes son centrales.

26
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Demostración. ⇒) Supongamos que R es fuertemente regular. Consideremos a ∈ R y
y ∈ R tal que a = a2y. Primero veamos que R es reducido. Sea n ∈ Z+ y supongamos que
an = 0. Como a = a2y = a3y2 = ⋅ ⋅ ⋅ = anyn−1 = 0, entonces, a = 0. Observemos que

(a − aya)2 = (a − aya)(a − aya) = a2 − a2ya − aya2 + aya2ya

= a2 − a2 − aya2 + aya2 = 0,

entonces a − aya es nilpotente, lo que implica que a = aya. De esta manera, R es regular.
Si a2 = a y x ∈ R, entonces (ax − axa)2 = 0 = (xa − axa)2, por lo que ax = axa = xa. Por lo
tanto a está en el centro de R.
⇐) Supongamos que R es regular y que sus idempotentes son centrales. Sean a, y ∈ R
tales que a = aya, entonces ay = (ay)2. Aśı, ay es un idempotente de R, que conmuta con
a, por lo que a = (ay)a = a2y.

Proposición 2.1.6. Sea R un anillo fuertemente regular. Entonces para todo a ∈ R existe
una unidad t ∈ R y un idempotente e ∈ R tales que a = te.

Demostración. Sea a ∈ R. Como R es fuertemente regular, existe x ∈ R tal que a = a2x.
Observemos que e = ax y f = xa son idempotentes, pues e2 = (ax)(ax) = (a2x)x = ax = e,
y f 2 = (xa)(xa) = x(ax)a = xaax = xa, por la Proposición 2.1.5, e y f son centrales.
Veamos que e = f ,

f = xa = x(a2x) = x(aax) = (xaa)x = (axa)x = e2 = e.

Definamos t = (ea + 1R − e), entonces

t(ex + 1R − e) = (ea + 1R − e)(ex + 1R − e) = eaex + ea − eae + ex + 1R − e − eex − e + ee

= e + ea − ea + ex + 1R − e − ex − e + e = 1R.

Análogamente (ex + 1R − e)t = 1R. Por lo tanto, t es unidad y

te = (ea + 1R − e)(ax) = eaax + ax − eax = ea = a
2x = a.

Teorema 2.1.7. Sea R un anillo. Son equivalentes:

(1) R es regular.

(2) Todo ideal derecho ćıclico de R es un sumando directo.

(3) Todo ideal derecho finitamente generado de R es un sumando directo.

Demostración. (1)⇒ (2). Supongamos (1). Sea a ∈ R y consideremos el ideal ćıclico aR.
Como a = axa, para algún x ∈ R, entonces ax = (ax)2. Veamos que aR = axR. Claramente
axR ⊆ aR. Ahora, si ar ∈ aR, entonces ar = (axa)r = ax(ar) ∈ axR. Por lo tanto aR ⊆ axR,
con lo cual tenemos la igualdad.
Es claro que R = (1−ax)R+axR. Además, si y ∈ (1−ax)R∩axR, entonces y = (1−ax)r =
axs, para algunos r, s ∈ R. Tenemos que 0 = ax(1 − ax)r = (ax)2s = axs = y. Por lo tanto
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R = (1 − ax)R⊕axR.
(2) ⇒ (1). Supongamos (2). Sea a ∈ R. Entonces existe I ⊆ R ideal tal que R = aR⊕ I.
Para 1R, existen únicos r ∈ R y x ∈ I tal que 1R = ar+x, entonces xa = a(1R−ra) ∈ I∩aR = 0.
Por lo tanto a = ara.
(2)⇒ (3). Supongamos (2) y (1). Veamos que si I ≤ R es un ideal finitamente generado,
entonces I = aR, con a ∈ R. Supongamos que I = ∑

n
i=1miR. Procederemos por inducción

sobre n.
Si n = 1, entonces se tiene el resultado. Demostremos el caso n = 2. Supongamos que
I = a1R + a2R. Por hipótesis, existen idempotentes e, f ∈ R tal que a1R = eR y a2R = fR.
Veamos que eR + fR = eR + (f − ef)R. Sean r, s ∈ R.
⊆] er + fs = e(r + fs) + (f − ef)s ∈ eR + (f − ef)R
⊇] er + (f − ef)s = er − efs + fs = e(r − fs) + fs ∈ eR + fR.
Como R es regular, existe x ∈ R tal que f − ef = (f − ef)x(f − ef). Sea f ′ = (f − ef)x,
f ′ es idempotente. Observemos que ef ′ = 0 y (f − ef)R = f ′R, de esta manera eR + fR =
eR + (f − ef)R = eR + f ′R. Luego, e = (e + f ′ − f ′e)e y f ′ = (e + f ′ − f ′e)f ′, entonces
eR + f ′R = (e + f ′ − f ′e)R, y e + f ′ − f ′e es idempotente.
Supongamos para n > 2 que si I = a1R + ⋅ ⋅ ⋅ + anR, entonces existe a ∈ R tal que I = aR.
Sea I = (a1R + ⋅ ⋅ ⋅ + anR) + an+1R = eR + an+1R = eR + fR, con e, f ∈ R idempotentes. Por
el caso n = 2, I = f ′R, con f ′ ∈ R idempotente. Utilizando (2), tenemos el resultado.
(3)⇒ (2). Es inmediato.

Proposición 2.1.8. Sea R un anillo. Son equivalentes:

(1) R es fuertemente regular.

(2) R es regular y reducido.

(3) Todo ideal ćıclico es generado por un idempotente central.

(4) R es regular y Ra ⊆ aR, para todo a ∈ R.

(5) aR = a2R, para todo a ∈ R.

Demostración. (1)⇒ (2). Se demostró en la Proposición 2.1.5.
(2)⇒ (3). Supongamos (2). Sean a, x ∈ R tal que a = axa, entonces e = ax es idempotente
y aR = eR. Si y ∈ R, entonces

(ey − eye)2 = (ey − eye)(ey − eye) = eyey − eyeye − eyeey + eyeeye

= eyey − eyeye − eyey + eyeye = 0,

y

(ye − eye)2 = (ye − eye)(ye − eye) = yeye − yeeye − eyeye + eyeeye

= yeye − yeye − eyeye + eyeye = 0.

Como R es reducido, concluimos que ey = eye y ye = eye, por lo tanto ey = ye.
(3)⇒ (4). Supongamos (3). Sean a ∈ R y e ∈ R un idempotente central tal que aR = eR,
entonces existen r, x ∈ R tales que a = er y e = ax, entonces e = e2 = (ax)e, multiplicando
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por r, er = (ax)er, con lo que a = axa. Ahora, sea at ∈ aR. Como aR = eR = Re, entonces
a = se, para algún s ∈ R, entonces ta = t(se) = ets ∈ eR = aR. Por lo tanto Ra ⊆ aR.
(4)⇒ (5). Supongamos (4). Sea a ∈ R. Es claro que a2R ⊆ aR. Sea ar ∈ aR. Como R es
regular, existe x ∈ R tal que a = axa, xa ∈ Ra ⊆ aR, entonces xa = ay, para alguna y ∈ R,
luego, a = a2y, entonces ar = a2yr ∈ a2R. Por lo tanto aR = a2R.
(5) ⇒ (1). Supongamos (5). Sea a ∈ R. Como aR = a2R, entonces existe y ∈ R tal que
a = a2y.

2.2. Anillos regulares que son semisimples.

Antes de estudiar el concepto de regularidad en el anillo de endomorfismo de un R-
módulo M veremos la importancia de anillos regulares cuando estos son semisimples,
artinianos o noetherianos, los cuales son conceptos equivalentes.

Lema 2.2.1. Sea R un anillo regular, entonces J(R) = 0.

Demostración. Sea 0 ≠ x ∈ J(R). Por el Teorema 2.1.7, existe e ∈ R idempotente tal que
xR = eR y como x ≠ 0, entonces e ≠ 0. Observemos que 1R − e ≠ 0 y existe r ∈ R tal que
e = xr ∈ J(R). Por el Lema 1.7.2, 1R − e es una unidad, entonces existe y ∈ R tal que
y(1R − e) = 1R, multiplicando esta igualdad por e obtenemos que e = y(e − e2) = 0, lo cual
es una contradicción. Por lo tanto x = 0.

Teorema 2.2.2. Sea R un anillo regular. Son equivalentes:

(1) R es semisimple.

(2) R es artiniano.

(3) R es noetheriano.

Demostración. (1) ⇒ (2) y (3). Supongamos (1). Como R es finitamente generado, es
fácil ver que R = ∑

n
i=1 Si, con Si ≤ R ideales simples. Por el Teorema 1.4.6 R es artiniano

y noetheriano.
(3)⇒ (1). Supongamos (3). Por el Teorema 1.3.11, todo ideal de R es finitamente gene-
rado, y por el Teorema 2.1.7 esto implica que todo ideal de R es un sumando directo. Por
lo tanto, el Teorema 1.4.4, implica que R es semisimple.
(2) ⇒ (1). Supongamos (2). Definamos Λ ∶= {I ≤ R ∣ I es máximo } el conjunto de to-
dos los ideales máximos de R. Para cada α ⊆ Λ subconjunto finito de ideales máximos
definamos

Iα ∶= ⋂
Ai∈α

Ai.

Para el conjunto de ideales {Iα}, tenemos que existe un elemento mı́nimo H = ⋂n
k=1Ak.

Afirmamos que H = 0, pues si 0 ≠ x ∈H, por el Lema 2.2.1,

J(R) = ⋂
I∈Λ

I = 0,

entonces existe un ideal máximo M tal que x ∉ M , con lo que el ideal H ∩M , es una
intersección finita de ideales máximos y H ∩M ⊊ H, contradiciendo que H es mı́nimo
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en {Iα}. Por lo tanto H = ⋂n
k=1Ak = 0. Ahora, consideremos la proyección canónica en

cada ideal φk ∶ R → R/Ak. Existe un único morfismo φ ∶ R → ∏
n
k=1R/Ak tal que para

k ∈ {1, . . . , n} el siguiente diagrama conmuta:

∏
n
k=1R/Ak

πk

��
R

φ
::

φk

// R/Ak,

es decir, πkφ = φk.
Veamos que Nuc(φ) = 0. Si φ(r) = 0, entonces, para k ∈ {1, . . . , n}, 0 = πk(φ(r)) = φk(r) =
r +Ak, con lo que r ∈ Ak, entonces r ∈ ∩nk=1Ak = 0. Por lo tanto Nuc(φ) = 0.
Ahora, observemos que∏

n
k=1R/Ak = ⊔

n
k=1R/Ak. Además, por el Teorema 1.1.8,⊔n

k=1R/Ak =

⊕
n
k=1Nk, con R/Ak ≅ Nk, para toda k ∈ {1, . . . , n}. Además,para toda k ∈ {1, . . . , n}, R/Ak

es un anillo simple, pues Ak ≤ R es un ideal máximo, con lo que Nk es simple, entonces

⊕
n
k=1Nk es un anillo semisimple.

Con todo lo anterior, tenemos que R ≅ φ(⊕n
k=1Nk), y por el Teorema 1.4.5, φ(⊕n

k=1Nk)

es semisimple y R es semisimple.



Caṕıtulo 3

Módulos endorregulares y módulos
endorregulares abelianos.

3.1. Regularidad en el anillo de endomorfismos de un

módulo.

Definición 3.1.1. Sea R un anillo, decimos que R es abeliano si todos sus idempotentes
son centrales.

Definición 3.1.2. Sea R un anillo y M un R-módulo, decimos que M es

(1) endorregular si End(M) es regular;

(2) abeliano si End(M) es abeliano;

(3) endorregular abeliano si End(M) es regular y abeliano;

(4) fuertemente endorregular si End(M) es fuertemente regular;

(5) unitariamente endorregular si End(M) es unitariamente regular;

(6) unilateral endorregular si End(M) es unilateral regular.

El concepto de módulos endorregulares fue planteado por Fuchs en [7], donde él sólo
considero el caso de grupos abelianos (Z-módulos).

Definición 3.1.3. Sea n ∈ N. Al anillo de enteros módulo n lo denotaremos por Zn.

Lema 3.1.4. Si M ≠ 0 es simple, entonces End(M) es un anillo con división.

Demostración. Sea φ ∈ End(M). Como M es simple, entonces φ(M) = M o 0. En el
primer caso, M ≠ 0 implica que Nuc(φ) = 0. En el segundo caso Nuc(φ) =M . Entonces φ
es un isomorfismo o es el morfismo cero.

Ejemplo 3.1.5. Por el Lema 3.1.4, todo módulo simple es endorregular, en particular Zp

es endorregular, con p primo.

31
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Definición 3.1.6. SeaM un R-módulo y φ ∈ End(M). Decimos que φ es regular si existe
ψ ∈ End(M) tal que φ = φψφ.

Lema 3.1.7. Sean M un R-módulo y φ ∈ End(M), φ es regular si y sólo si Nuc(φ) e
Im(φ) son sumandos directos de M .

Demostración. ⇒) Supongamos que φ es regular. Sea ψ ∈ End(M) tal que φ = φψφ.
Definamos φ′ ∶= φ ↾Im(φ) y ψ′ ∶= ψ∣Im(φ). Como φ′ es suprayectivo y IdIm(φ)φ′ = φ′ =
(φ′ψ′)φ′, entonces IdIm(φ) = φ′ψ′. De esta manera φ′ se escinde, con lo que, por el Teorema
1.5.4, Nuc(φ′) = Nuc(φ) es un sumando directo de M .
Ahora, sea x ∈ Im(φ), y ι ∶ Im(φ) →M la inclusión canónica, entonces existe m ∈M tal
que x = φ(m). Entonces (φ′ψ)ι(x) = φ′ψ(φ(m)) = φ′(m) = x, con lo que (φ′ψ)ι = IdIm(φ).
Por lo tanto, ι se escinde, entonces Im(φ) es un sumando directo de M , por el Teorema
1.5.4.
⇐) Supongamos que Im(φ) y Nuc(φ) son sumandos directos de M . Entonces existe
N ≤M tal que Nuc(φ)⊕N =M . Definamos φ′ ∶= φ ↾Im(φ), φN ∶= φ′∣N y consideremos f ,
la inclusión del Nuc(φ) en M y η′ ∶ N → M la inclusión de N en M . Consideremos la
sucesión exacta

η ∶ 0 // Nuc(φ)
f // Nuc(φ)⊕N

φ′ // Im(φ) // 0 .

Veamos que φN es un isomorfismo. Sea y ∈ Im(φ), entonces existem ∈M tal que y = φ(m).
Además, m = a + b, con a ∈ Nuc(φ) y b ∈ N , entonces, y = φ(m) = φ(b) = φN(b). Por lo
tanto, φN es suprayectiva.
Ahora, si φN(x) = 0, entonces x ∈ Nuc(φ) ∩N = 0. Por lo tanto, φN es inyectiva.
Consideremos φ−1N ∶ Im(φ) → N . Luego, sea γ = η′φ−1N ∶ Im(φ) → M . Si m ∈ Im(φ),
entonces φ(γ(m)) = φ(η′(φ−1N (m))) = φ(φ

−1
N (m)) = m. Por lo tanto φγ = IdIm(φ). Por

hipótesis existe N ′ ≤ M tal que M = Im(φ)⊕N ′, consideremos la proyección de Im(φ)
sobre N ′, π ∶M → Im(φ), entonces γπ ∶M →M cumple que φ(γπ)φ = φ. Por lo tanto φ
es regular.

Ejemplo 3.1.8. Sea V un espacio vectorial sobre un campo K. Entonces V es endorre-
gular.

Demostración. Sea U ≤ V un subespacio lineal de V . Definamos el conjunto ΓU ∶= {W ≤
V ∣ V ∩W = 0}. Observemos que 0 ∈ ΓU y (ΓU ,⊆) es un conjunto parcialmente ordenado.
Sea Λ una cadena en ΓU . Consideremos N ∶= ∪W ∈ΛW . Veamos que N es un subespacio de
W . Claramente 0 ∈ N . Sean x, y ∈ N y r ∈ K, entonces x ∈ W y y ∈ W ′, con W,W ′ ∈ Λ.
Sin pérdida de generalidad supongamos que W ⊆ W ′, entonces xr + y ∈ W ′ ⊆ N . Por lo
tanto, N es un subespacio de V . Ahora veamos que N ∈ ΓU . Observemos que

U ∩N = U ∩ ( ⋃
W ∈Λ

W ) = ⋃
W ∈Λ
(U ∩W ) = 0.

Por lo tanto, N ∈ ΓU y N es una cota superior de Λ en ΓU . Por el Lema de Zorn existe
un elemento máximo W ∈ ΓU . Si U +W ≠ V , sea x ∈ V ∖ {U +W}. Sea a ∈ U ∩ (W + xK),
entonces a = w + xr ∈ U , para algún w ∈ W y r ∈ K, de esta manera, si r ≠ 0, tenemos
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que x ∈ U +W , lo cual es una contradicción, con lo que r = 0, entonces a ∈ U ∩W = 0.
Por lo tanto U ∩ (W + xK) = 0, lo cual implica que W + xk ∈ ΓU , pero W ⊊ W + xK,
contradiciendo que W es un elemento máximo en ΓU . De esta manera, U +W = V , con lo
que U ≤⊕ V .
Hemos probado que todo subespacio lineal de V es un sumando directo, por el Lema 3.1.7
V es endorregular.

Lema 3.1.9. Sean M un R-módulo y φ ∈ End(M). Si φ es idempotente, entonces
M = Im(φ)⊕Nuc(φ).

Demostración. ⇒) Supongamos que φ2 = φ. Sea m ∈ M , entonces 0 = φ(m) − φ2(m) =
φ(m − φ(m)), con lo que m − φ(m) ∈ Nuc(φ). Entonces m = (m − φ(m)) + φ(m). Por lo
tanto M = Im(φ) +Nuc(φ). Si x ∈ Im(φ) ∩Nuc(φ), entonces x = φ(n), para algún n ∈M
y φ(x) = φ2(n) = φ(n) = 0, con lo cual Im(φ) ∩Nuc(φ) = 0.
∴ M = Im(φ)⊕Nuc(φ).

Observación 3.1.10. La implicación rećıproca no siempre se cumple, por ejemplo con-
sideremos el espacio vectorial R2 sobre el campo R y la transformación lineal T (x, y) =
2(x, y). Entonces T es un isomorfismo y por lo tanto R2 = Im(T )⊕Nuc(T ), pero T no es
idempotente.

Teorema 3.1.11. SeaM un R-módulo.M es endorregular abeliano si y sólo si para todo
φ ∈ End(M), M = Im(φ)⊕Nuc(φ).

Demostración. ⇒) Supongamos que M es endorregular abeliano. Sea φ ∈ End(M), como
End(M) es regular, existe ψ ∈ End(M) tal que φ = φψφ. Consideremos el morfismo
1S −ψφ. Veamos que M = Nuc(φ) ⊕Nuc(1S −ψφ). Sea m ∈M , es claro que m−ψφ(m) ∈
Nuc(φ), además

(1S − ψφ)(ψφ(m)) = ψφ(m) − (ψφ(ψφ(m))) = ψφ(m) − ψφ(m) = 0,

entonces ψφ(m) ∈ Nuc(1S − ψφ). Por lo tanto m = (m − ψφ(m)) + ψφ(m), con lo cual
M = Nuc(φ) + Nuc(1S − ψφ). Ahora, si x ∈ Nuc(φ) ∩ Nuc(1S − ψφ), entonces φ(x) = 0
y x − ψφ(x) = 0, aplicando ψ a la primera igualdad tenemos que ψφ(x) = 0, entonces
x = 0. Por lo tanto M = Nuc(φ)⊕Nuc(1S − ψφ). Consideremos e = ψφ y f = φψ, los
cuales son idempotentes en End(M), y, por lo tanto, centrales. Como φe = φ, entonces
Im(φ) = φ(M) = φe(M). Veamos que e(M) = Nuc(1S − ψφ).
⊇) Sea x ∈ Nuc(1S − ψφ), entonces x = ψφ(x) ∈ ψφ(M) = e(M)
⊆) Sea ψφ(m) ∈ e(M), entonces

(1S − ψφ)(ψφ)(m) = ψφ(m) − ψφ(ψφ(m)) = ψφ(m) − ψφ(m) = 0.

Con lo cual hemos probado la afirmación.
Por último veamos que φ(M) = e(M). Observemos que φ(M) = φe(M) = eφ(M) ⊆ e(M)
y

e(M) = ψφ(M) = ψφψφ(M) = ψfφ(M) = fψφ(M) ⊆ f(M)

= φψ(M) ⊆ φ(M).
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Por lo tanto e(M) = φ(M), con lo cual tenemos que M = Nuc(φ)⊕Nuc(1S − ψφ) =
Nuc(φ)⊕ e(M) = Nuc(φ)⊕ Im(φ).
⇐) Supongamos que M = Im(f)⊕Nuc(f), para todo f ∈ End(M). Por el Lema 3.1.7,
tenemos que End(M) es regular. Ahora, sea e ∈ End(M) idempotente y φ ∈ End(M).
Consideremos α = eφ(1S − e). Por hipótesis M = Im(α)⊕Nuc(α). Observemos que

α2 = eφ(1S − e)eφ(1S − e) = eφeφ − eφeφe − eφeeφ + eφeeφe = 0.

Luego, si m ∈M , entonces existen únicos x ∈ Nuc(α) y w ∈ Im(α) tales que m = x+w, con
w = α(n), para algún n ∈M , entonces α(m) = α2(n) = 0, por lo cual α = 0, aśı eφ = eφe,
análogamente φe = eφe. Por lo tanto φe = eφ.

Para el caso de los espacios vectoriales de dimensión finita podemos debilitar la con-
dición anterior, como veremos en el Teorema 3.1.13.

Lema 3.1.12. Sea V un espacio vectorial de dimensión finita sobre un campo K . Sean
W1,W2 ⊆ V dos subespacios, entonces dim(W1+W2) = dim(W1)+dim(W2)−dim(W1∩W2)

Demostración. Sea {u1, . . . , uk} una base del subespacio W1 ∩W2. Extendamos esta base
a una base {u1 . . . , uk, v1, . . . , vm} para W1 y a otra base {u1, . . . , uk,w1, . . . ,wp} para W2.
Ahora, sean γi, βj, αt ∈K, con 1 ≤ i ≤ k, 1 ≤ j ≤m y 1 ≤ t ≤ p tales que

k

∑
i=1
γiui +

m

∑
j=1
βjvj +

p

∑
t=1
αtwt = 0.

Despejando al término v = ∑
m
j=1 βjvj, obtenemos

v =
m

∑
j=1
βjvj = −

k

∑
i=1
γiuj −

p

∑
t=1
αtwt.

Como el lado derecho pertenece a W2, entonces v ∈ W1 ∩W2, con lo que existen γ′i ∈ K,
con 1 ≤ i ≤ k tales que

m

∑
j=1
βjvj =

k

∑
i=1
γ′iuj,

igualando a cero y usando que el conjunto {u1, . . . , uk, v1, . . . , vm} es linealmente indepen-
diente, concluimos que βj = 0 para toda 1 ≤ j ≤m. Entonces tenemos que

k

∑
i=1
γiuj +

p

∑
t=1
αtwt = 0.

Entonces como {u1, . . . , uk,w1, . . . ,wp} es linealmente independiente, αt = 0, para toda
1 ≤ t ≤ p y γi = 0 para toda 1 ≤ j ≤ k. Por lo tanto
{u1, . . . , uk, v1, . . . , vm,w1, . . . ,wp} es linealmente independiente. Ahora si a+ b ∈W1 +W2,
con a ∈ W1 y b ∈ W2, entonces existen βj, αt ∈ K, con 1 ≤ j ≤ k +m y 1 ≤ t ≤ k + p, tales
que a = β1u1 + . . . βkuk +βk+1v1 + ⋅ ⋅ ⋅ +βk+mvm y b = α1u1 + ⋅ ⋅ ⋅ +αkuk +αk+1w1 + ⋅ ⋅ ⋅ +αk+pwp.
Entonces

a + b = (β1 + α1)u1 + . . . (βk + αk)uk + βk+1v1 + ⋅ ⋅ ⋅ + βk+mvm + αk+1w1 + ⋅ ⋅ ⋅ + αk+pwp.

Con lo que {u1, . . . uk, v1, . . . vm,w1, . . . ,wp} genera a W1 +W2. Entonces dim(W1 +W2) =

k +m + p = k +m + p + k − k = dim(W1) + dim(W2) − dim(W1 ∩W2).
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Teorema 3.1.13. Sea V un espacio vectorial sobre un campo K de dimensión finita, y
sea T ∶ V → V una transformación lineal. Entonces:

(1) Si T (V ) +Nuc(T ) = V , entonces T (V ) ∩Nuc(T ) = 0.

(2) Si Nuc(T ) ∩ T (V ) = 0, entonces T (V ) +Nuc(T ) = V .

Demostración. (1). Supongamos que T (V )+Nuc(T ) = V . Por el Teorema de la dimensión
dim(V ) = dim(T (V )) + dim(Nuc(T )), por otro lado, por el Lema 3.1.12,

dim(V ) = dim(T (V ) +Nuc(T )) = dim(T (V )) + dim(Nuc(T )) − dim(T (V ) ∩Nuc(T )),

con lo que dim(T (V ) ∩Nuc(T )) = 0, entonces T (V ) ∩Nuc(T ) = 0.
(2). Supongamos que Nuc(T ) ∩ T (V ) = 0. Por el teorema de la dimensión dim(V ) =
dim(T (V )) + dim(Nuc(T )), por otro lado, por el Lema 3.1.12,

dim(T (V ) +Nuc(T )) = dim(T (V )) + dim(Nuc(T )) − dim(T (V ) ∩Nuc(T ))

= dim(T (V )) + dim(Nuc(T )) = dim(V ),

con lo que dim(V ) = dim(T (V ) +Nuc(T )). Por lo tanto V = T (V ) +Nuc(T ).

Ejemplo 3.1.14. La hipótesis de que V sea de dimensión finita en el Teorema 3.1.13, es
necesaria. Para ver esto consideremos V =∏

∞
n=1R el espacio vectorial de sucesiones infini-

tas con entradas en los números reales sobre el campo de los números reales. Definamos
T ∶ V → V como T ({xi}i≥1) = {x′i}i≥1, donde x

′
i = xi+1, para todo i ∈ N. Es fácil ver que T

es una transformación lineal. Veamos que V = T (V )+Nuc(T ). Sea {xi}i≥1 ∈ V , definamos
las sucesiones e1x1, donde ei vale uno en la entrada i−ésima y cero en todas las demás
y {x′i}i≥1, donde x

′
i = 0 si i = 1,2 y x′i = xi−1 para todo i > 2. Entonces T (e1x1) = 0 y

{xi}i≥1 = T ({x′i}i≥1)+ e1x1, con lo que V = T (V )+Nuc(T ), pero T (e2) = e1 y e1 ∈ Nuc(T ).
Por lo tanto Nuc(T ) ∩ T (V ) ≠ 0.
Ahora, sea U ∶ V → V dada por U({xi}i≥1) = {x′i}i≥1, donde x

′
1 = 0 y x′i = xi−1, para

todo i ≥ 2. Es fácil ver que U es una transformación lineal y que Nuc(U) = 0, entonces
Nuc(U) ∩U(V ) = 0, pero e1 ∉ U(V ), con lo que V ≠ U(V ) +Nuc(U).

3.2. Módulos de Rickart y Rickart duales.

En esta sección daremos una caracterización de un módulo endorregular.

Definición 3.2.1. Sea M un R-módulo. Decimos que M

(1) es un módulo de Rickart si para todo φ ∈ End(M), Nuc(φ) ≤⊕M ;

(2) satisface la condición C2 si para todo N ≤ M con N ≅ M ′ ≤⊕ M , se tiene que
N ≤⊕M ;

(3) satisface la condición D2 si para todo N ≤ M con M/N ≅ M ′ ≤⊕ M , se tiene que
N ≤⊕M ;
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ENDORREGULARES ABELIANOS.

(4) es un módulo de Rickart dual o dual-Rickart si para todo φ ∈ End(M), φ(M) ≤⊕M .

Proposición 3.2.2. Sea M un R-módulo, son equivalentes:

(1) M es un módulo de Rickart.

(2) M satisface la condición D2, y para todo φ ∈ End(M), φ(M) es isomorfo a un
sumando directo de M .

Demostración. (1) ⇒ (2) Supongamos (1). Sea φ ∈ End(M), consideremos la sucesión
exacta

η ∶ 0 // Nuc(φ)
ι //M

φ // φ(M) // 0 .

Como Nuc(φ) ≤⊕M , entonces ι se escinde, por el Teorema 1.5.4, y por el Teorema 1.5.5,
M = Nuc(φ) ⊕ C, con C ≅ φ(M). Por lo tanto φ(M) es isomorfo a un sumando directo
de M .
Para ver que M satisface D2, sea N ≤ M con M/N ≅ M ′ ≤⊕ M . Consideremos los
morfismos

M
π //M/N

φ //M ′ ι //M ,

donde π es la proyección natural y φ es el isomorfismo dado. Definamos β = ιφπ ∶M →M
y observemos que Nuc(β) = Nuc(π) = N , y como M es Rickart, entonces N ≤⊕M .
(2) ⇒ (1) Supongamos (2). Sea φ ∈ End(M), como M/Nuc(φ) ≅ φ(M) con φ(M)
isomorfo a un sumando directo de M , entonces, por la condición D2, Nuc(φ) es isomorfo
a un sumando directo de M .

Proposición 3.2.3. Sea M un R-módulo, son equivalentes:

(1) M es un módulo dual-Rickart.

(2) M satisface C2 y φ(M) ≅M ′ ≤⊕M .

Demostración. (1) ⇒ (2) Supongamos (1). Es claro que se cumple la segunda parte de
(2). Para ver queM satisface la condición C2, seaN ≤M conN ≅M ′ ≤⊕M . Consideremos
los siguentes morfismos

M
π //M ′ φ // N

ι //M ,

donde π es la proyección de M sobre M ′ y φ es el isomorfismo dado. Definamos β = ιφπ ∶
M →M . Entonces β(M) = φ(M ′) = N , con lo que N es la imagen de un morfismo, como
M es dual-Rickart, se tiene que N ≤⊕M .
(2) ⇒ (1) Supongamos (2) y sea φ ∈ End(M). Por hipótesis φ(M) ≅ M ′ ≤⊕ M y M
satisface C2, entonces φ(M) ≤⊕M .

Teorema 3.2.4. Sea M un R-módulo, son equivalentes:

(1) M es un módulo Rickart y satisface C2.

(2) M es un módulo dual-Rickart y satisface D2.

(3) M es endorregular.
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Demostración. (1)⇒ (2) Supongamos (1). Por la Proposición 3.2.2, M satisface la con-
dición D2 y para todo φ ∈ End(M), φ(M) ≅ N ≤⊕ M , por la Proposición 3.2.3, se sigue
que M es dual-Rickart, con lo que hemos probado (2).
(2)⇒ (1) Supongamos (2). Por la Proposición 3.2.3 M satisface la condición C2 y para
todo φ ∈ End(M), φ(M) ≅ N ≤⊕M , por la Proposición 3.2.2 se sigue que M es Rickart.
(2) ⇒ (3) Supongamos (2) y (1). Para todo φ ∈ End(M), Nuc(φ), φ(M) ≤⊕ M , por el
Lema 3.1.7, se sigue que M es endorregular.
(3) ⇒ (1) Supongamos (3). Por el Lema 3.1.7, M es Rickart y dual-Rickart, por lo que
también satisface la condición C2.

3.3. Regularidad en un módulo.

Veamos como los conceptos mencionados en la Definición 3.1.2 se relacionan entre
ellos. Primero enunciemos un teorema que vamos a ocupar más adelante.

Teorema 3.3.1. Sea N ≠ 0 un R-módulo y M ∶=⊕i∈I N la suma directa de copias de N .
donde I ≠ ∅.

(1) Si I es infinito y N es finitamente generado, entoncesM es endoregular (respectiva-
mente, unitaleral endoregular) si y sólo si End(N) es semisimple (respectivamente,
simple artiniano). Entonces si R es conmutativo, I es infinito, y N es finitamente
generado, entonces M es endoregular (respectivamente, unitariamente endoregular)
si y sólo si es semisimple (respectivamente, anulado por un ideal máximo).

(2) M es unitariamente endoregular si y sólo si I es finito y N es unitariamente endo-
regular.

Demostración. Véase [2, Teorema 1.10].

Teorema 3.3.2. Sea R un anillo, y M un R-módulo. Consideremos los siguientes enun-
ciados.

(1) M es endorregular y End(M) es conmutativo.

(2) M es fuertemente endorregular.

(3) M es unitariamente endorregular.

(4) M es unilateral endorregular.

(5) M es endorregular.

Entonces (1)⇒ (2)⇒ (3)⇒ (4)⇒ (5).

Demostración. (1) ⇒ (2). Supongamos (1). Como End(M) es conmutativo, entonces
todos sus idempotentes son centrales, por la Proposición 2.1.5, End(M) es fuertemente
regular.
(2) ⇒ (3). Supongamos (2). Sea a ∈ End(M). Por la Proposición 2.1.6, existe t ∈ R
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unidad tale que a = t(ax), con a = a2x y ax idempotente central. Entonces at−1 = ax,
multiplicando ambos lados por a, at−1a = axa = a2x = a. Por lo tanto M es unitariamente
endorregular.
(3)⇒ (4) y (4)⇒ (5) son inmediatos.

Ejemplo 3.3.3. SeaH el anillo de los cuaterniones. ComoH es un anillo no conmutativo,
se tiene que H ≅ End(M), además al ser un anillo con división H es fuertemente regular.
Por lo tanto H es fuertemente endorregular pero End(M) no es conmutativo.

Ejemplo 3.3.4. R2 visto como R-espacio vectorial es unitariamente endorregular pero
no fuertemente endorregular.

Demostración. Sea T ∶ R2 → R2 una transformación lineal. Entonces 2 = dim(T (R2)) +

dim(Nuc(T )). Si dim(T (R2)) = 0 entonces T = 0 y T = TidT . Si dim(T (R2)) = 2, entonces
R es un isomorfismo y T = TT −1T . Si dim(T (R2)) = dim(Nuc(T )) = 1, consideremos
N,N ′ ≤ R tales que R2 = Nuc(T )⊕N y R2 = T (R2)⊕N ′. Observemos que dim(N ′) = 1 =
dim(Nuc(T )) con lo que N ′ ≅ Nuc(T ). Sea β ∶ N ′ → Nuc(T ) dicho isomorfismo. Por un
argumento similar a la prueba del Lema 3.1.7, la restricción de T a N , T ∣N ∶ N → T (R2) es
un isomorfismo. Definamos L ∶ R2 → R2 dado por L(x+y) = T −1∣N(x)+β(y), con x ∈ T (R2)

y y ∈ N ′. Veamos que L es una transformación lineal. Sean a = x + y, b = x′ + y′ ∈ R2, con
x,x′ ∈ T (R2), y, y′ ∈ N ′ y r ∈ R, entonces

L(a + br) = L((x + x′r) + (y + y′r)) = T −1∣N(x + x′r) + β(y + y′)
= T −1∣N(x) + β(y) + T −1∣N(x′)r + β(y)r = L(a) +L(b)r.

Ahora, sean x ∈ T (R2) y y ∈ N ′ tales que 0 = L(x + y) = T −1∣N(x) + β(y), entonces
T −1∣N(x) = −β(y) ∈ N ∩ Nuc(T ) = 0, con lo que x = 0 = y, por lo tanto L es inyectiva y
por ende biyectiva. Si w ∈ R2, w = x + y, con x ∈ Nuc(T ) y y ∈ N , entonces

TLT (w) = TLT (x + y) = TLT (y) = TT −1∣N(T (y)) = T (y) = T (x + y) = T (w),

con lo que T = TLT , con L unidad de End(M). Por lo tanto R2 es unitariamente endo-
rregular.
Luego Sean T,L ∶ R2 → R2, dadas por T (x, y) = (y, x) y L(x, y) = (0, y), entonces T es
idempotente y TL(x, y) = T (0, y) = (y,0) pero LT (x, y) = L(y, x) = (0, x), es decir, T no
es central, por la Proposición 2.1.5, R2 no es fuertemente endorregular.

Ejemplo 3.3.5. Sea M = ⊕∞n=1R, donde R es visto como un anillo. Como R es simple
y artiniano, pues su ret́ıcula de ideales es finita, entonces por el Teorema 3.3.1, M es
unilateral endorregular y como M consiste de copias infinitas de R, nuevamente por el
Teorema 3.3.1, M no es unitariamente endoregular.

Ejemplo 3.3.6. Sea M =⊕∞n=1Z/6Z, donde Z/6Z es visto como un Z−módulo. Observe-
mos que cada elemento en S = End(Z/6Z) es de la forma fa, con a ∈ {0,1,2,3,4,5}, es
decir, fa(x) = ax para todo x ∈ Z/6Z, entonces, es fácil ver que los ideales f2S = {f0, f2, f3}
y f3S = {f0, f3} son simples y S = f2S + f3End(M), con lo que End(M) es semisimple.
Por el Teorema 3.3.1, M es endorregular. Además End(M) no es simple, por el Teorema
3.3.1, M no es unilateral endoregular.
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3.4. Grupos abelianos.

En esta corta sección veremos un ejemplo importante de módulos endorregulares, los
grupos abelianos divisibles y libres de torsión.

Definición 3.4.1. Sea G un Z-módulo. Diremos que G es

(1) divisible si para todo entero positivo n se tiene que nG = G.

(2) libre de torsión si para todo entero positivo n y x ∈ G, xn = 0 implica que x = 0, es
decir, el único elemento de orden finito es 0.

Observación 3.4.2. Si G es un Z-módulo divisible entonces nG = G para todo entero
n ∈ Z ∖ {0}.

Teorema 3.4.3. Todo Z-módulo divisible y libre de torsión es endorregular.

Demostración. SeaG un Z-módulo divisible y libre de torsión. Veamos que aG le podemos
dar estructura de Q-espacio vectorial.
Sea n ∈ Z ∖ {0} y g ∈ G, existe y ∈ G tal que g = ny. Ahora, si g = ny′, para algún y ∈ G,
entonces n(y−y′) = 0, con lo que y = y′, pues G es libre de torsión. Definamos la operación
µ ∶ Q ×G→ G, dada por: si g ∈ G, ag = by, para un único y ∈ G, entonces µ(ab , g) = y.
µ está bien definida: supongamos que a

b =
c
d y sean y, y′ ∈ G tales que ag = by y cg = dy′,

entonces bdy′ = bcg = adg = bdy, con lo que µ(ab , g) = y = y
′ = µ( cd , g).

Observemos que la restricción de µ a Z ×G es la acción de Z en G.
Luego, sean g, h ∈ G, a

b ,
c
d ∈ Q, además consideremos a los elementos y1, y2, z1, x,w, z ∈ G

tales que ag = by1, cg = dy2, ay2 = bw, acg = bdx, ah = bz1, (ad + bc)g = bdz.

1) µ(1, g) = g.

2) Como ay2 = bw, y dy2 = cg entonces bdx = acg = ady2 = bdw, con lo que x = w, es
decir µ(ab , µ(

c
d , g)) = µ(

ac
bd , g).

3) Como a(g + h) = ag + ah = by1 + bz1 = b(y1 + z1), entonces µ(
a
b , g + h) = y1 + z1 =

µ(ab , g) + µ(
a
b , h).

4) Como adg = dby1 y bcg = bdy2, entonces (ad+bc)g = bd(y1+y2), con lo que µ(ab+
c
d , g) =

µ(ad+bcbd , g) = y1 + y2 = µ(
a
b , g) + µ(

c
d , g).

Por lo tanto G es un Q-espacio vectorial. Por el Ejemplo 3.1.8, EndQ(G) es un anillo
regular. Observemos que EndZ(G) = EndQ(G), pues si

a
b ∈ Q, f ∈ EndZ(G) y g, y ∈ G tales

que ag = by, entonces af(g) = bf(y), con lo que f(µ(ab , g)) = f(y) = µ(
a
b , f(g)), se sigue

que G es endorregular.



Caṕıtulo 4

Módulos mórficos y débilmente
mórficos.

4.1. Definiciones.

Definición 4.1.1. Sean M un R-módulo y φ ∈ End(M). Decimos que φ es mórfico si
M/φ(M) ≅ Nuc(φ). Si todo φ ∈ End(M) es mórfico, diremos que M es mórfico.

Observación 4.1.2. Si R es conmutativo, entonces para todo a ∈ R la función φa ∶M →
M , φa(m) =ma es un elemento de End(M), y Nuc(φa) = {m ∈M ∣ ma = 0} =∶ lM(a).

Con base en la observación anterior tenemos la siguiente

Definición 4.1.3. Sea R conmutativo. Decimos queM es débilmente mórfico siM/Ma ≅
lM(a) para todo a ∈ R.

Proposición 4.1.4. Sean M un R-módulo y φ ∈ End(M). Entonces φ es mórfico si y
sólo si existe β ∈ End(M) tal que Nuc(β) = φ(M) y Nuc(φ) = β(M).

Demostración. ⇒) Supongamos que φ es mórfico. Consideremos la proyección π ∶ M →
M/φ(M) y un isomorfismo f ∶ M/φ(M) → Nuc(φ). Definamos β = fπ ∶ M → Nuc(φ).
Como π y f son suprayectivas, entonces β(M) = Nuc(φ). Luego, β(m) = 0 si y sólo si
π(m) = 0 si y sólo si m ∈ φ(M). Por lo tanto Nuc(β) = φ(M).
⇐) Supongamos que existe β ∈ End(M) tal que Nuc(β) = φ(M) y β(M) = Nuc(φ). Por
el primer teorema de isomorfismo M/φ(M) =M/Nuc(β) ≅ β(M) = Nuc(φ).

Proposición 4.1.5. SeaM un R-módulo.M es mórfico si y sólo si siempre queM/N ≅K
se tiene que M/K ≅ N , donde N,K ≤M .

Demostración. ⇒) Supongamos que M es mórfico. Sean N,K ≤M con M/N ≅ K. Con-
sideremos φ ∶ M/N → K un isomorfismo y definamos ψ ∶ M → M dado por ψ(m) =
φ(m + N). Observemos que ψ(M) = φ(M/N) = K y Nuc(ψ) = N . Ahora, por la Pro-
posición 4.1.4, existe β ∈ End(M) tal que Nuc(β) = ψ(M) y β(M) = Nuc(ψ). Entonces
M/K =M/ψ(M) =M/Nuc(β) ≅ β(M)= Nuc(ψ) = N .
⇐) Supongamos que siempre que M/N ≅ K se tiene que M/K ≅ N , donde N,K ≤ M .
Sea φ ∈ End(M). Como M/Nuc(φ) ≅ φ(M), entonces M/φ(M) ≅ Nuc(φ).

40
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Corolario 4.1.6. Si M es mórfico y N ≤M tal que N ≅M , entonces M = N .

Demostración. Por el Primer teorema de isomorfismo M/0 ≅ N , por la Proposición 4.1.5,
M/N ≅ 0, con lo que N =M .

Con la ayuda del Corolario 4.1.6, obtenemos un módulo que es mórfico y un módulo
que no lo es.

Ejemplo 4.1.7. El Z-módulo Z no es mórfico.

Demostración. Como 2Z ≨ Z y 2Z ≅ Z, por el Corolario 4.1.6, Z no es mórfico.

Ejemplo 4.1.8. El Z-módulo Zn es mórfico.

Demostración. Recordemos que dos grupos ćıclicos finitos son isomorfos si y sólo si tienen
el mismo orden. SeanH,K ≤ Zn tales que Zn/H ≅K, entonces ∣Zn/H ∣ = ∣K ∣. Por otro lado,
el Teorema de Lagrange implica que ∣Zn/H ∣∣H ∣ = n = ∣Zn/K ∣∣K ∣, con lo que ∣H ∣ = ∣Zn/K ∣,
por lo tanto Zn/K ≅H.

Si bien es claro que si R es conmutativo entonces todo R-módulo mórfico es débilmente
mórfico, la implicación contraria no siempre se cumple, como veremos en el siguente

Ejemplo 4.1.9. El Z-módulo M = Z2 ×Z4 es débilmente mórfico pero no es mórfico.

Demostración. Sean K = Z2 × 2Z4 y N = Z2 × 0, subgrupos de M . Sea φ ∶M → Z2 dada
por φ(([a], [b])) = [b], para todo ([a], [b]) ∈M . Si ([a], [b]) = ([a′], [b′]), tenemos 3 casos.
Caso 1: b ≡ 0 mód 4, o b ≡ 2 mód 4 entonces b ≡ 0 mód 2.
Caso 2: b ≡ 1 mód 4, entonces b ≡ 1 mód 2.
Caso 3: b ≡ 3 mód 4, entonces b ≡ 1 mód 2.
Como b ≡ b′ mód 4, podemos concluir que φ([a], [b]) = φ([a′], [b′]), con lo que φ está
bien definida.
Sean ([a], [b]), ([a′], [b′]) ∈M , entonces

φ(([a], [b]) + ([a′], [b′])) = [b] + [b′] = φ(([a], [b])) + φ(([a′], [b′])).

Por lo tanto φ es un morfismo de grupos. Observemos que φ es suprayectiva, lo cual impli-
ca que el Nuc(φ) tiene 4 elementos, además si ([a], [b]) ∈K, entonces φ(([a], [b])) = [0],
como K tiene 4 elementos, podemos concluir que Nuc(φ) = K. Entonces M/K ≅ Z2 ≅

Z2 × 0 = N .
Por otro lado, tenemos que si π ∶M → Z4, es la proyección sobre Z4, entonces M/N ≅ Z4,
pero Z4 ≇K, pues Z4 sólo tiene un elemento de orden 2, [2], mientras que ([0], [2]), ([1], [0])
y ([1], [2]) son elementos en K de orden 2. Por la Proposición 4.1.5 M no es mórfico.
Ahora, sea n ∈ Z. Consideremos los siguientes 4 casos.
Caso 1: n = 4r, para alguna r ∈ Z. Entonces si ([a], [b]) ∈ M , tenemos que ([a], [b])n =
([4ra], [4rb]) = ([0], [0]), con lo que Mn = 0 y lM(n) =M . Por lo tanto M/Mn ≅ lM(n).
caso 2: n = 4r + 1, para alguna r ∈ Z. Sea ([a], [b]) ∈ M , entonces ([a], [b])n =

([4ra + a], [4rb + b]) = [(a), (b)], con lo que Mn = M . Además ([0], [0]) = ([a], [b])n
si y sólo si 4ra+ a ≡ 0 mód 2 y 4rb+ b ≡ 0 mód 4, con lo que ([a], [b]) = ([0], [0]). Por lo
tanto lM(n) = 0, entonces M/Ma ≅ lM(n).
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Caso 3: n = 4r + 2, para alguna r ∈ Z. Veamos que Mn = 0 × 2Z4.
⊆] Sea ([a], [b]) ∈M . Entonces ([a], [b])n = ([4ra + 2a], [4rb,2b]) = ([0],2[b]) ∈ 0 × 2Z4.
⊇] Sea ([a],2[b]) ∈ 0×2Z4. Observemos que ([a],2[b]) = ([4ra+2a], [4rb,2b]) = ([a], [b])n ∈
Mn.
Por lo tanto Mn = 0 × 2Z4. Sea Ψ ∶ M → Z2 × Z2 dada por Ψ(([a], [b])) = ([a], [b]). De
manera análoga a la prueba de que φ estaba bien definida y era un morfismo de grupos,
tenemos que Ψ está bien definida y es un morfismo de grupos. Observemos que Ψ es su-
prayectiva, entonces Nuc(Ψ) tiene 2 elementos, además Ψ(([0], [2])) = ([0], [0]), con lo
que Nuc(Ψ) = 0 × 2Z4. Por lo tanto M/Mn =M/0 × 2Z4 ≅ Z2 ×Z2.
Luego, ([0], [0]) = ([a], [b])n = ([4ra+2a], [4rb+2b]) = ([0], [2b]) si y sólo si 2b ≡ 0 mód 4
si y sólo si b ≡ 0 mód 4 o b ≡ 2 mód 4. Por lo tanto lM(n) = Z2 × 2Z4. Como 2Z4 ≅ Z2,
entonces lM(n) ≅ Z2 ×Z2 ≅M/Mn.
Caso 4: n = 4r+3, para alguna r ∈ Z. Si ([a], [b]) ∈M , entonces ([a], [3b])n = ([3a], [9b]) =
([a], [b]). Por lo tanto Mn = M . Además ([0], [0]) = ([a], [b])n = ([a], [3b]) si y sólo si
([a], [b]) = ([0], [0]), con lo que lM(n) = 0, de esta manera M/Mn ≅ lM(n).
Por lo tanto M es débilmente mórfico.

Para cerrar está sección veamos una caracterización de módulos endorregulares que
son unitariamente endorregulares.

Teorema 4.1.10. Sea M un R-módulo endorregular. Entonces M es mórfico si y sólo si
M es unitariamente endorregular.

Demostración. ⇒) Supongamos que M es mórfico. Sea φ ∈ End(M). Por el Lema 3.1.7,
φ(M) ⊕N ′ = M = Nuc(φ) ⊕N , con N,N ′ ≤ M . Más aún, en la demostración del Teo-
rema vimos que φN ∶ N → φ(M), la restricción de φ a N , con codominio φ(M), es un
isomorfismo. Ahora, como M/φ(M) ≅ N ′ y M/φ(M) ≅ Nuc(φ), entonces N ′ ≅ Nuc(φ).
Sea Ψ ∶ N ′ → Nuc(φ) un isomorfismo. Definamos la función β ∶ M → M , dada por,
β(x + y) = φ−1N (x) + Ψ(y), para todo x ∈ φ(M) y para todo y ∈ N ′. β está bien definida,
pues φ(M) ⊕N ′ = M . Sean x1, x2 ∈ φ(M), y1, y2 ∈ N ′ y r ∈ R, existen m1,m2 ∈ M tales
que x1 = φ(m1) y x2 = φ(m2), entonces

β((x1 + y1) + r(x2 + y2)) = β(φ(m1 + rm2) + y1 + ry2) = (m1 + rm2) +Ψ(y1 + y2)

=m1 +Ψ(y1) + r(m2 +Ψ(y2)) = β(x1 + y1) + rβ(x2 + y2).

Como φ(M)⊕N ′ =M , se sigue que β es suprayectivo. Luego, si x ∈ φ y y ∈ N ′, con x =
φ(m), para algún m ∈M , entonces 0 = β(x+y) =m+Ψ(y), aplicando φ, obtenemos, 0 = x,
de donde se sigue que y = 0. Por lo tanto β es un isomorfismo. Finalmente observemos
que si x ∈ Nuc(φ) y n ∈ N , entonces

φβφ(x + n) = φβ(φ(n)) = φ(n) = φ(x + n).

Por lo tanto φβφ = φ, con β isomorfismo.
⇐) Supongamos que M es unitariamente endorregular. Sea β ∈ End(M), existe β ∈
End(M) isomorfismo tal que φ = φβφ. Como φβ es idempotente, por el Lema 3.1.9,
M = φβ(M) ⊕ ker(φβ) = φ(M) ⊕ ker(φβ), con lo que M/φ(M) ≅ ker(φβ). Sea Ψ ∶

ker(φβ) → ker(φ), dada por Ψ(x) = β(x). Ψ está bien definida, pues si x ∈ ker(φβ),
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entonces β(x) ∈ ker(φ). Claramente Ψ es un homomorfismo y es inyectivo, pues β lo es. Si
y ∈ ker(φ), existe x ∈M tal que β(x) = y, con lo que φ(β(x)) = φ(y) = 0 y Ψ(x) = β(x) = y.
Por lo tanto ker(φβ) ≅ ker(φ), de donde se sigue que M/φ(M) ≅ ker(φ).

4.2. Módulos reducidos y correducidos.

Definición 4.2.1. Sea M un R-módulo. Decimos que M es reducido si para todo a ∈ R
y para todo m ∈M tales que ma2 = 0, entonces mRa = 0.

Definición 4.2.2. Sean R conmutativo yM un R-módulo. Decimos queM es correducido
si Ma =Man para todo a ∈ R y para todo n ∈ Z+.

Ejemplo 4.2.3. Todo VF espacio vectorial es un módulo reducido.

El siguente resultado nos será de utilidad más adelante.

Teorema 4.2.4. Sean R un anillo conmutativo y M un R-módulo finitamente generado.
Si I ≤ R es un ideal de R tal que MI =M , entonces existe x ∈ R, tal que x + I = 1R + I y
Mx = 0.

Demostración. Véase [4, Corolario 2.5].

Proposición 4.2.5. Sea R conmutativo, entonces R es regular si y sólo si R es corredu-
cido.

Demostración. ⇒) Supongamos que R es regular y sea a ∈ R. Por inducción sobre n ∈ Z+
veamos que aR = anR. Sea y ∈ R tal que a = aya = a2y, entonces aR = a2R. Supongamos
para n > 2, que aR = anR, entonces a = ans, para alguna s ∈ R. Si ar ∈ aR, entonces
ar = ansr. Multiplicando ambos lados de la igualdad por ay obtenemos, ar = ar(ay) =
an+1sry ∈ an+1R, con lo que aR ⊆ an+1R, aśı tenemos la igualdad aR = an+1R.
⇐) Supongamos que R es correducido. Para a ∈ R tenemos que aR = a2R, entonces
a = a2r = ara para algún r ∈ R. Por lo tanto R es regular.

Definición 4.2.6. Sea M un R-módulo. Decimos que M es ŕıgido si para todo a ∈ R y
para todo m ∈M , ma2 = 0, implica que ma = 0.

Proposición 4.2.7. Sea M un R-módulo. Si M es reducido, entonces M es ŕıgido.

Demostración. Supongamos que M es reducido y sean a ∈ R y m ∈M tales que ma2 = 0,
entonces mRa = 0, en particular ma = 0. Por lo tanto M es ŕıgido.

Lema 4.2.8. Un R-módulo M es ŕıgido si y sólo si lM(an) = lM(a) para todo a ∈ R y
para todo n ∈ Z+.

Demostración. ⇒) Supongamos queM es ŕıgido. Sea a ∈ R, por inducción sobre n veamos
que lM(an) = lM(a). Si n = 1 la afirmación es cierta. Hagamos el caso para n = 2. Sea m ∈
lM(a2), entonces ma2 = 0, por hipótesis, ma = 0, con lo que m ∈ lM(a), aśı lM(a2) ⊆ lM(a),
la otra contención siempre la tenemos. Por lo tanto lM(a2) = lM(a). Ahora, supongamos
para n > 2 que lM(an) = lM(a) y sea m ∈ lM(an+1), entonces man+1 =ma(an) = 0, entonces
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ma ∈ lM(an) = lM(a), con lo que ma2 = 0, por hipótesis ma = 0, por lo tanto m ∈ lM(a),
obteniendo aśı lM(an+1) = lM(a).
⇐) Supongamos que lM(a) = lM(an) para todo a ∈ R y para todo n ∈ Z+. Sean a ∈ R y
m ∈M tales quema2 = 0, como lM(a2) = lM(a), entoncesma = 0, es decir,M es ŕıgido.

Ahora podemos dar otra caracterización de un módulo endoregular abeliano.

Teorema 4.2.9. Sea M un R-módulo y denotemos por S ∶= End(M) al anillo de endo-
morfismos de M . Entonces M es endorregular abeliano si y sólo si M es mórfico y S es
reducido como S-módulo.

Demostración. ⇒) Supongamos que M es endorregular abeliano. Sean φ, f ∈ S tales que
φf 2 = 0. Por la Proposición 2.1.5, S es fuertemente regular, entonces existe h ∈ S tal
que f = f 2h, con lo que φf = φf 2h = 0. Ahora, existe g ∈ S tal que φ = φgφ, con gφ
idempotente, y por hipótesis, también es regular. Sea ψ ∈ S, entonces φψf = φgφψf =
φψgφf = 0. Por lo tanto φSf = 0.
⇐) Supongamos que M es mórfico y S reducido, como S−anillo. Sea φ ∈ S. Por la
Proposición 4.2.7 S es ŕıgido, y por el Lema 4.2.8 lS(φn) = lS(φ) para todo n ∈ Z+.
Veamos que φ(M) = r′M(lS(φ)) ∶= {m ∈M ∣ f(m) = 0 para todo f ∈ lS(φ)}.
⊆] Sea x ∈ φ(M), entonces existe m ∈M tal que x = φ(m), si f ∈ lS(φ), entonces fφ = 0,
en particular, fφ(m) = f(x) = 0. Por lo tanto x ∈ r′M(lS(φ)).
⊇] Sea m ∈ r′M(lS(φ)). Por la Proposición 4.1.4, existe β ∈ S tal que φ(M) = Nuc(β) y
β(M) = Nuc(φ), entonces βφ = 0, con lo que β ∈ lS(φ), entonces β(m) = 0, lo que implica
que m ∈ Nuc(β) = φ(M).
Entonces tenemos que φ(M) = r′M(lS(φ)) = r

′
M(lS(φ

2)) = φ2(M). Si m ∈ M entonces
φ(m) ∈ φ2(M), entonces existe n ∈M tal que φ(m) = φ2(n), con lo quem−φ(n) ∈ Nuc(φ),
entoncesm = (m−φ(n))+φ(n) ∈ Nuc(φ)+φ(M). Por lo tantoM = Nuc(φ)+φ(M). Ahora,
sea x ∈ Nuc(φ) ∩ φ(M), entonces x = φ(m), para alguna m ∈M y φ(x) = φ2(m) = 0. Por
la Proposición 4.1.4, existe ψ ∈ S tal que ψ(M) = Nuc(φ2) y Nuc(ψ) = φ2(M), entonces
φ2ψ = 0, y al ser S reducido, φSψ = 0, en particular φψ = 0. Ahora, Nuc(φ2) = ψ(M) ⊆
Nuc(φ), entoncesm ∈ Nuc(φ), con lo que φ(m) = x = 0. Por lo tantoM = φ(M)⊕Nuc(φ)
lo cual implica, por el Teorema 3.1.11, que M es endorregular abeliano.

Proposición 4.2.10. Si R es conmutativo y M es un R-módulo, entonces M es reducido
si sólo si lM(a) = lM(an) para todo a ∈ R y para todo n ∈ Z.

Demostración. ⇒) Supongamos queM es reducido. Por la Proposición 4.2.7,M es ŕıgido
y, por el Lema 4.2.8, se sigue el resultado.
⇐) Supongamos que lM(a) = lM(an) para todo a ∈ R y para todo n ∈ Z. Sea a ∈ R y
m ∈M tales que ma2 = 0, por hipótesis m ∈ lM(a), con lo que ma = 0. Para r ∈ R, tenemos
que ma(r) =mra = 0, aśı mRa = 0, es decir, M es reducido.

Teorema 4.2.11. Sean R conmutativo y MR ≠ 0. Son equivalentes:

(1) M es débilmente mórfico y reducido.

(2) M es débilmente mórfico y correducido.
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(3) M es correducido y reducido.

Demostración. (1) ⇒ (2). Supongamos (1). Sea a ∈ R y n ∈ Z+. Por la Proposición
4.2.10, lM(an) = lM(a), además al ser M débilmente mórfico M/Ma ≅ lM(a) y M/Man ≅
lM(an), con lo que M/Ma ≅M/Man, sea φ dicho isomorfismo. Entonces φ(Ma/Man) =
φ(M/Man)a = (M/Ma)a = Ma/Ma = 0, entonces, Ma/Man = 0 y como Man ⊆ Ma,
concluimos que Ma =Man, es decir, M es correducido.
(2)⇒ (1). Supongamos (2). Sean a ∈ R y n ∈ Z+. ComoM es correducidoMa =Man y al
ser M débilmente mórfico, por la Proposición 4.1.4, existe β ∈ S tal que β(M) = lM(an) y
Nuc(β) =Man, entonces 0 = β(Man) = β(Ma) = β(M)a = lM(an)a, con lo que lM(an) ⊆
lM(a), por la Proposición 4.2.10, M es reducido.
(2)⇒ (3). Esto es claro, pues (2)⇒ (1).
(3)⇒ (1). Supongamos (3). Sea a ∈ R. Veamos que M =Ma⊕ lM(a). Si x ∈Ma∩ lM(a),
entonces x =ma, para algún m ∈M y xa =ma2 = 0, con lo que m ∈ lM(a2) = lM(a), por la
Proposición 4.2.10, de esta manera x =ma = 0. Por lo tanto Ma ∩ lM(a) = 0. Sea m ∈M ,
como M es correducido, Ma = Ma2, entonces ma = na2, para algún n ∈ M . Entonces
(m−na)a = 0, con lo que (m−na) ∈ lM(a), entonces m = (m−na)+na ∈ lM(a)+Ma. Por
lo tanto M =Ma⊕ lM(a), de lo que se sigue que M/Ma ≅ lM(a).

El siguiente Teorema se encuentra en [10, Corolario 2].

Teorema 4.2.12. Sean R un anillo conmutativo yM un R-módulo finitamente generado.
Son equivalentes:

(1) M es débilmente mórfico y reducido.

(2) M es correducido.

(3) R/AnnR(M) es regular.

(4) M =Ma⊕ lM(a) para todo a ∈ R.

Demostración. (1)⇒ (2). Se sigue del Teorema 4.2.11.
(2) ⇒ (3). Supongamos (2). Sea a ∈ R. Como M es correducido Ma = Ma2. Conside-
rando a los ideales aR, a2R ≤ R, con la última igualdad podemos concluir que M(aR) =
M(a2R) =M(aR)(aR), además comoM es finitamente generado, digamos que {m1, . . . ,mn}

genera a M , entonces {m1a, . . . ,mna} genera a M(aR). Por el Teorema 4.2.4, como
M(aR) =M(aR)(aR), entonces existe r ∈ R, tal que el elemento x = 1R − ar cumple que
M(aR)(x) = 0, es decir, para todo s ∈ R y para todo m ∈M , mas(x) =mas(1R − ar) = 0,
en particular, si s = 1R, entonces m(a− a2r) = 0, con lo que a− a2r ∈ AnnR(M). Entonces
existe y ∈ AnnR(M) tal que a − a2r = a − ara = y ∈ AnnR(M), lo que es equivalente a que
a +R/AnnR(M) = ara +R/AnnR(M), es decir, R/AnnR(M) es regular.
(3)⇒ (4). Supongamos (3). Sea a ∈ R y denotemos por S ∶= End(M) al anillo de endo-
morfismos de M . Consideremos el morfismo φ ∶ R → S dado por φ(r)(m) = φr(m) =mr,
es fácil ver que Nuc(φ) = AnnR(M) y por lo tanto β = {φr ∣ r ∈ R} ≅ R/AnnR(M) y como
R/AnnR(M) es conmutativo y regular, entonces β ⊆ S es un anillo fuertemente regular,
por la Proposición 2.1.5. Por la Proposición 2.1.6, φa = φeφt, con φe idempotente y φt

isomorfismo, entonces Ma = φa(M) = φe(φt(M)) = φe(M) y lM(a) = Nuc(φa) = Nuc(φe).
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Como φe ∈ S es idempotente, por Lema 3.1.9, M = φe(M)⊕Nuc(φe) =Ma⊕ lM(a).
(4)⇒ (1). Supongamos (4). Sea a ∈ R. Como M =Ma⊕ lM(a), se sigue que M es débil-
mente mórfico. Luego, si m ∈M es tal que ma2 = 0, entonces ma ∈ lM(a)∩Ma = 0, con lo
que ma = 0 y como R es conmutativo, se sigue que M es reducido.

Observación 4.2.13. En la demostración anterior únicamente se usó la hipótesis de que
M fuera finitamente generado en (2)⇒ (3).

Teorema 4.2.14. Si R es conmutativo y regular, entonces todo R-módulo M es débil-
mente mórfico.

Demostración. Como R es regular, entonces R/AnnR(M) también es regular. Por el
Teorema 4.2.12 M es débilmente mórfico.



Caṕıtulo 5

Módulos multiplicación.

5.1. Definiciones.

Definición 5.1.1. Sea M un R-módulo. Decimos que M es un módulo multiplicación si
para todo submódulo N de M existe un ideal A de R tal que N =MA.

Ejemplo 5.1.2. Todo anillo conmutativo es multiplicación y todo R-módulo simple tam-
bién es multiplicación.

Definición 5.1.3. Sea M un R-módulo. Para un submódulo N de M definimos [N ∶
M] ∶= {r ∈ R ∣ Mr ⊆ N}.

Observación 5.1.4. [N ∶M] es un ideal de R, para todo submódulo N de M , porque es
el anulador de M/N .

Proposición 5.1.5. SeanM un módulo multiplicación y R un anillo conmutativo. Enton-
ces para todo φ ∈ End(M) y m ∈M , existe r ∈ R, que depende de m, tal que φ(m) =mr.

Demostración. Sean φ ∈ End(M) y m ∈M . Como M es un módulo multiplicación, existe
un ideal A de R tal que mR =MA, de aqúı, tenemos que φ(mR) = φ(MA) = φ(M)A ⊆
MA =mR, entonces existe r ∈ R tal que φ(m) =mr.

Proposición 5.1.6. Sean R conmutativo y M un R-módulo multiplicación, entonces S
es conmutativo.

Demostración. Sean f, g ∈ S y m ∈ M . Por la Proposición 5.1.5, existen r, s ∈ R tales
que f(m) = mr y g(m) = ms, entones f(g(m)) = f(ms) = (mr)s = (ms)r = g(mr) =
g(f(m)).

Proposición 5.1.7. Si M es un módulo multiplicación, entonces para todo submódulo
N de M , N =M[N ∶M].

Demostración. Sea N un submódulo de M , entonces existe un ideal A de R tal que
N =MA. Veamos que MA =M[N ∶M].
⊆) Sea mr ∈MA = N . Si m′ ∈M , entonces m′r ∈MA = N , lo que implica que r ∈ [N ∶M].
⊇) Sea mr ∈M[N ∶M], entonces Mr ⊆ N , en particular, mr ∈ N .

47
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Observación 5.1.8. Todo módulo M se puede escribir como M = ∑m∈M mR. Si M es un
módulo multiplicación, entonces M = ∑m∈M M[mR ∶M].

Teorema 5.1.9. Sean R conmutativo y M un R-módulo. Si M es un módulo multipli-
cación, entonces R = rR(m) + ∑n∈M[nR ∶ M], para todo m ∈ M , donde rR(m) ∶= {r ∈
R ∣ mr = 0} ≤ R.

Demostración. Procederemos por contradicción, supongamos que existe m ∈ M tal que
R ≠ rR(m)+∑n∈M[nR ∶M]. Como R es conmutativo con unidad, existe un ideal máximo
Q de R tal que rR(m)+∑n∈M[nR ∶M] ⊆ Q. Entonces [nR ∶M] ⊆ Q para todo n ∈M , por
lo que M[nR ∶M] ⊆MQ, para todo n ∈ N , y por la Observación 5.1.8, MQ =M . Ahora,
por la Proposición 5.1.7,

mR =M[mR ∶M] =MQ[mR ∶M] =M[mR ∶M]Q =mRQ =mQ,

entonces m = mq para algún q ∈ Q, lo que implica que m(1R − q) = 0, entonces 1 − q ∈
rR(m) ⊆ rR(m)+∑n∈M[nR ∶M] ⊆ Q, aśı 1R ∈ Q, contradiciendo que Q es un ideal máximo
de R. Por lo tanto R = rR(m) +∑n∈M[nR ∶M] para todo m ∈M .

La siguiente prueba se encuentra en [13, Proposición 1.3].

Proposición 5.1.10. Sea R un anillo conmutativo, M un R-módulo y A un ideal de R,
con R = A +∑m∈M[mR ∶ M]. Consideremos f ∈ S tal que para todo m ∈ M existe r ∈ R
tal que f(m) =mr. Entonces existe r′ ∈ R tal que f(x) = xr′ para todo x ∈ rM(A).

Demostración. Como R = A+∑m∈M[mR ∶M], entonces existe n ∈ N, ri ∈ [yiR ∶M], 1 ≤ i ≤
n y a ∈ A tales que 1R = a+r1+ ⋅ ⋅ ⋅ +rn. Existen ci ∈ R tales que f(yi) = yici. Consideremos
r = r1c1 + ⋅ ⋅ ⋅ + rncn. Sea x ∈ rM(A), entonces x = xa+ xr1 + ⋅ ⋅ ⋅ + xrn = xr1 + ⋅ ⋅ ⋅ + xrn. Como
Mri ⊆ yiR, para todo 1 ≤ i ≤ n, entonces existe ti ∈ R, tal que xri = yiti. Entonces

f(x) = f(xr1 + . . . xrn) = f(y1t1 + . . . yntn)

= f(y1)t1 + . . . f(yn)tn

= y1c1t1 + . . . yncntn

= xr1c1 + ⋅ ⋅ ⋅ + xrncn = xr.

Lema 5.1.11. Sean R conmutativo y P = {x1, . . . , xn} ⊆M finito, tales que R = rR(xi) +

∑m∈M[mR ∶ M] para todo 1 ≤ i ≤ n. Entonces R = rR(P ) + ∑m∈M[mR ∶ M], donde
rR(P ) ∶= {r ∈ R ∣ xir = 0 para todo i ∈ {1, . . . , n}}.

Demostración. Se procederá por inducción sobre n. Si n = 2, y P = {x1, x2}, con R =
rR(x1) +∑m∈M[mR ∶ M] y R = rR(x2) +∑m∈M[mR ∶ M], entonces existen r2 ∈ rR(x2) y
t ∈ ∑m∈M[mR ∶M] tales que 1R = r2 + t. Ahora, si s ∈ R, entonces s = r1 + t′, para algunos
r1 ∈ rR(x1) y t′ ∈ ∑m∈M[mR ∶M]. Luego, s = r1(1R)+ t′ = r1(r2+ t)+ t′ = (r1r2)+(r2t+ t′) ∈
rR(P ) +∑m∈M[mR ∶M].
Supongamos cierto el resultado para n > 2. Si P = {x1, . . . , xn, xn+1} con R = rR(xi) +

∑m∈M[mR ∶ M] para todo 1 ≤ i ≤ n + 1. Como R = rR({x1, . . . , xn}) +∑m∈M[mR ∶ M],
entonces 1R = r + y, con r ∈ rR({x1, . . . , xn}) y y ∈ ∑m∈M[mR ∶ M], entonces si s ∈ R
tenemos que s = rn+1 + y′ con rn+1 ∈ rR(xn+1) y y′ ∈ ∑m∈M[mR ∶ M]. Entonces s =
rn+1(r + y) + y′ = rn+1r + rn+1y + y′ ∈ rR(P ) +∑m∈M[mR ∶M].
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Teorema 5.1.12. Sean R conmutativo y P ⊆M finito con M un módulo multiplicación.
Entonces para todo φ ∈ S existe r ∈ R tal que φ(m) =mr para cualquier m ∈ P .

Demostración. Sea φ ∈ S. Por la Proposición 5.1.5, para todo m ∈ P , φ(m) = mrm para
algún rm ∈ R. Por el Teorema 5.1.9, R = rR(m) +∑m∈M[mR ∶M] para todo m ∈ P y por
el Lema 5.1.11, R = rR(P )+∑m∈M[mR ∶M]. Finalmente por la Proposición 5.1.10, existe
r ∈ R tal que φ(m) = mr para todo x ∈ rM(rR(P )), como P ⊆ rM(rR(P )), entonces se
sigue el resultado.

Corolario 5.1.13. Sean R conmutativo y M un R-módulo multiplicación finitamente
generado. Entonces para todo φ ∈ S existe r ∈ R tal que φ(m) =mr para todo m ∈M .

Demostración. Sea P = {x1, . . . , xn} un conjunto que genera a M . Por la Proposición
5.1.10, existe r ∈ R tal que φ(x) = rx para todo x ∈ P . Sea m ∈ M , entonces existen
s1, . . . , sn ∈ R tal que m = x1s1 + . . . xnsn, entonces φ(m) = φ(x1s1 + . . . xnsn) = φ(x1)s1 +
. . . φ(xn)sn = x1rs1 + . . . xnrsn = (x1s1 + . . . xnsx)r =mr.

Teorema 5.1.14. Sea R conmutativo y M un módulo multiplicación finitamente gene-
rado. M es débilmente mórfico si y sólo si M es mórfico.

Demostración. ⇒) Supongamos que M es débilmente mórfico. Por el Corolario 5.1.13,
para todo φ ∈ S, tenemos que existe r ∈ R tal que φ(m) = mr, para toda m ∈ M ,
es decir φ = φr, como M es débilmente mórfico M/Mr ≅ lM(r), que es lo mismo que
M/φ(M) ≅ Nuc(φ).
⇐) Todo módulo mórfico es débilmente mórfico.



Caṕıtulo 6

Módulos JT-regulares.

6.1. Definiciones.

Definición 6.1.1. Sean M un R-módulo y N ≤M un submódulo de M . Decimos que:

(1) N es puro en M si la sucesión

0 // N ⊗E //M ⊗E

es exacta para todo R-módulo izquierdo E.

(2) N es RD-puro en M si Na =Ma ∩N , para todo a ∈ R.

(3) M es JT-regular si para todo m ∈M , mR =Ma =Ma2, para algún a ∈ R.

(4) M es débilmente JT-regular si Ma =Ma2, para todo a ∈ R.

(5) M es fuertemente F-regular si cada uno de sus submódulos finitamente generados
es un sumando directo.

(6) M es F-regular si todos sus submódulos son puros en M .

Los módulos JT-regulares fueron introducidos por Jayaram y Tekir en [8]. Los módulos
fuertemente F-regulares fueron nombrados por Ramamurthi y Rangaswamy en [14], al
estudiar módulos finitamente cuasi-inyectivos. Finalmente, Fieldhouse llamó a los módulos
F-regular por ese nombre en [6].

Ejemplo 6.1.2. Decimos que un entero positivo n es un entero libre de cuadrados si n > 1
y para todo número primo p, p2 no divide a n. Esto equivale a decir que si n = ∏

∞
i=1 p

αi
i ,

donde {pi}i≤1 es la sucesión ascendente de números primos: p1 = 2 < p2 = 3 < . . . y αi ∈ Z+,
para todo i ≥ 1 y αj = 0 es igual a cero para toda j salvo un número finito, entonces
αi ≠ 0 implica que αi = 1. Consideremos al Z-módulo M = Zn, con n un entero libre de
cuadrados, entonces M es JT-regular.

Demostración. Supongamos que n = ∏
∞
i=1 p

αi
i es un entero libre de cuadrados. Sea [m] ∈

Zn. Veamos que Z[m] =mZn =m2Zn.

50



6.1. DEFINICIONES. 51

Si m = 0 el resultado es claro. Supongamos que m ≠ 0. Observemos que Z[m] = mZn y
m2Zn ⊆ mZn. Sean d = (m,n) y d′ = (m2, n) el máximo común de m y n y el de m2 y
n, respectivamente. Como d = (−m,n) ponemos suponer, sin pérdida de generalidad, que
m > 0 y que m se puede escribir como el producto m = ∏

∞
i=1 p

βi

i . Por [11, Proposición
7.4.13], d =∏

∞
i=1 p

γi

i y d′ =∏∞i=1 p
δi
i , con γi =mı́n{αi, βi} y δi =mı́n{αi, β2

i }, para todo i ≥ 1.
Sea i ≥ 1. Si γi = αi entonces αi ≤ βi ≤ β2

i , de está manera, δi = αi = γi.
Si γi = βi entonces βi ≤ αi, como αi ∈ {0,1}, tenemos que β2

i = βi ≤ αi, entonces δi = β2
i =

βi = γi. Por lo tanto d = d′.
Como d′ = (m2, n)∣m, entonces la congruencia m2x ≡m mód n tiene solución, con lo que
[m2x0] = [m], lo cual implica que mZn ⊆m2Zn. Por lo tanto Z[m] =mZn =m2Zn.

El siguiente resultado lo utilizaremos más adelante.

Teorema 6.1.3. Sean M un R-módulo y N ≤ M un submódulo. N es puro en M si y
sólo si para elementos y1, . . . , yn ∈ N y (aij) una matriz de m × n con entradas en R, si
el sistema de ecuaciones ∑

m
i=1Xiaij = yj, (1 ≤ j ≤ n) tiene una solución (x1, . . . xm) en M ,

entonces también tiene una solución en N .

Demostración. Véase [15, Proposición 11.2].

Proposición 6.1.4. Si M es finitamente generado y fuertemente F-regular, entonces M
es mórfico si y sólo si M es endorregular y S ∶= End(M) es mórfico.

Demostración. ⇒) Supongamos que M es mórfico. Sea φ ∈ S. Tenemos que M/φ(M) ≅
Nuc(φ) y M/Nuc(φ) ≅ φ(M). Como Nuc(φ) y φ(M) son finitamente generados, por
hipótesis, ambos son sumandos directos, entonces, por el Lema 3.1.7, φ es regular. Por lo
tanto M es endorregular.
Llamemos S′ ∶= EndS(S) al anillo de S−morfismos de S en S. Sea T ∈ S′. Por la Obser-
vación 2.1.1, existe β ∈ S tal que T (φ) = βφ, para toda φ ∈ S. Como M es mórfico, por
la Proposición 4.1.4, existe η ∈ S tal que Nuc(β) = η(M) y Nuc(η) = β(M). Definamos
Ψ ∶ S → S, por Ψ(φ) = ηφ, para toda φ ∈ S. Veamos que Nuc(Ψ) = T (S) y Ψ(S) = Nuc(T ).
Sea f ∈ Nuc(Ψ), entonces ηf = 0S, con lo que f(M) ⊆ Nuc(η) = β(M). Entonces para
todo m ∈M existe xm ∈M tal que f(m) = β(xm). Una vez escogido dicho xm para cada
m ∈ M definamos la función g ∶ M → M mediante g(m) = xm. Si m,m′ ∈ M y r ∈ R,
tenemos que

f(m +m′r) = f(m) + f(m′)r = β(xm) + β(xm′)r = β(xm + xm′r),

entonces g(m +m′r) = xm + xm′r. Por lo tanto g ∈ S. Además, T (g)(m) = β(g(m)) =
β(xm) = f(m), es decir, T (g) = f , con lo que Nuc(Ψ) ⊆ T (S). Sea f ∈ T (S), entonces
existe alguna h ∈ S tal que f = T (g) = βg, entonces, Ψ(f) = η(βg) = (ηβ)g = 0S, con lo
que f ∈ Nuc(Ψ). Por lo tanto T (S) ⊆ Nuc(Ψ).
Ahora, sea f ∈ Nuc(T ), entonces 0S = T (f) = βf , con lo que f(M) ⊆ Nuc(β) = η(M).
Entonces para todo m ∈ M existe xm ∈ M tal que f(m) = η(xm). Por un argumento
análogo al anterior, la función g ∶ M → M , dada por g(m) = xm, es un elemento de S,
y Ψ(g)(m) = η(g(m)) = η(xm) = f(m), es decir, Ψ(g) = f , con lo que f ∈ Ψ(S). Por
lo tanto Nuc(T ) ⊆ Ψ(S). Sea f ∈ Ψ(S), entonces f = ηh, para alguna h ∈ S, entonces
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T (f) = T (ηh) = β(ηh) = (βη)h = 0S. Entonces f ∈ Nuc(T ). Por lo tanto Ψ(S) ⊆ Nuc(T ).
Por la Proposición 4.1.4, se sigue que S es mórfico.
⇐) Supongamos que M es endorregular y S es mórfico. Sea φ ∈ S. Definamos la función
Ψ ∶ S → S, dada por Ψ(f) = φf , para toda f ∈ S, es fácil ver que Ψ ∈ S′. Como S es
mórfico, por la Proposición 4.1.4 existe β′ ∈ S′ tal que Nuc(β′) = Ψ(S) y Nuc(Ψ) = β′(S),
además supongamos que β′(f) = βf , para alguna β ∈ S y para toda f ∈ S. Tenemos que
φ = φ IdS = Ψ(IdS) ∈ Nuc(β′), entonces 0S = β′(φ) = βφ, con lo que φ(M) ⊆ Nuc(β). Sea
m ∈ Nuc(β). Por hipótesis, existe N ≤ M tal que mR⊕N = M , ahora consideremos la
proyección π ∶ M → M , dada por π(mr + n) = mr, donde mr ∈ mR y n ∈ N . Entonces
para todo mr + n, con mr ∈ mR y n ∈ N , β′(π)(mr + n) = β(π(mr + n)) = β(mr) = 0.
Entonces π ∈ Nuc(β′) = Ψ(S), con lo que existe h ∈ S tal que π = φh, entonces m =
π(m) = φ(h(m)) ∈ φ(M). Por lo tanto Nuc(β) ⊆ φ(M), con lo que concluimos que
Nuc(β) = φ(M).
Ahora, β = β′(IdS) ∈ Nuc(Ψ), entonces 0S = Ψ(β) = φβ, con lo que β(M) ⊆ Nuc(φ).
Sea m ∈ Nuc(φ) y consideremos N ≤ M tal que mR⊕N = M . Observemos que la
proyección π ∶ mR → N , dada por π(mr + n) = mr, con mr ∈ mR y n ∈ N cumple que
Ψ(π)(mr + n) = φ(mr) = 0, con lo que π ∈ Nuc(Ψ) = β′(S), entonces existe h ∈ S tal que
π = βh, entonces m = π(m) = β(h(m)) ∈ β(M). Por lo tanto Nuc(φ) ⊆ β(M), con lo que
concluimos que Nuc(φ) = β(M). Entonces por la Proposición 4.1.4, se sigue que M es
mórfico.

Teorema 6.1.5. Para un anillo R, son equivalentes:

(1) R es regular.

(2) Todo R-módulo izquierdo RM es plano.

Demostración. (1)⇒ (2) Supongamos (1). Sea RM un R-módulo izquierdo. Por la Pro-
posición 1.8.9, bastará ver que si IR ≤ R es un ideal finitamente generado, entonces
ι ∶ I ⊗M → M es un monomorfismo, donde ι(∑

n
i=1(ai ⊗ mi)) = ∑

n
i=1 aimi. Ahora, sea

∑
n
i=1(ai ⊗mi) ∈ Nuc(ι), entonces ∑

n
i=1 aimi = 0. Por 2.1.7 existe e ∈ R idempotente tal que

I = eR. Para cada i ∈ {1, . . . , n} existe a′i ∈ R tal que ai = ea′i, con lo que eai = ea′i = ai,
entonces

n

∑
i=1
(ai ⊗mi) =

n

∑
i=1
(eai ⊗mi) =

n

∑
i=1
(e2a′i ⊗mi)

=
n

∑
i=1
(e⊗ eaimi) = e⊗ (

n

∑
i=1
(eaimi))

= e⊗ (
n

∑
i=1
(aimi)) = 0

Por lo tanto Nuc(ι) = {0}.
(2) ⇒ (1) Supongamos (2). Sea r ∈ R y consideremos al ideal izquierdo Rr y al ideal
derecho rR. Ahora, rRr es un subgrupo del grupo rR, entonces, consideremos al cociente
rR/rRr. Definamos la función φ ∶ rR×R/Rr → rR/rRr, dada por φ(ra, b+Rr) = rab+rRr.
Veamos que φ está bien definida. Sea (ra, b+Rr) ∈ rR×R/Rr y supongamos que b+Rr =
b′ +Rr, entonces φ(ra, b +Rr) = rab + rRr y φ(ra, b′ +Rr) = rab′ + rRr, observemos que
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rab − rab′ = ra(b − b′) y b − b′ ∈ Rr, entonces rab − rab′ ∈ rRr, con lo que φ(ra, b +Rr) =
φ(ra, b′ +Rr).
Veamos que φ es bilineal. Si s ∈ R, entonces

φ(ra + ra′, b +Rr) = (ra + ra′)b + rRr = rab + ra′b + rRr
= φ(ra, b +Rr) + φ(ra′, b +Rr),

φ(ra, (b + b′) +Rr) = ra(b + b′) + rRr = rab + rab′ + rRr
= φ(ra, b +Rr) + φ(ra, b′ +Rr),

φ((ra)s, b +Rr) = rasb + rRr = (ra)(sb) + rRr = φ(ra, sb +Rr).

Por lo tanto φ es una función bilineal. Entonces existe un morfismo de grupos abelianos
Ψ ∶ rR⊗R/Rr → rR/rRr, que cumple que Ψ(ra⊗ b +Rr) = φ(ra + b +Rr) = rab + rRr.
Consideremos la inclusión canónica ι ∶ R → R, como R/Rr es plano, entonces ι ⊗ 1R/Rr ∶

rR⊗R/Rr → R⊗R/Rr es un monomorfismo. Observemos que (ι⊗ 1R/Rr)(r⊗ 1R +Rr) =
1R⊗r+Rr = 1R⊗0+Rr = 0. Por lo tanto r⊗1R+Rr = 0. Entonces 0 = Ψ(r⊗1R+Rr) = r+rRr,
con lo que r ∈ rRr, entonces existe r′ ∈ R tal que r = rr′r.

En el Teorema 6.1.8 veremos que si R es un anillo conmutativo entonces todo R-módu-
lo JT-regular es fuertemente F-regular. Para ello probemos los siguientes lemas.

Lema 6.1.6. Sean M un R-módulo y N ≤M un submódulo. Son equivalentes:

(1) Para cada n ∈ N existe f ∶M → N tal que f(n) = n.

(2) Para cada subconjunto finito {n1, . . . , nk} ⊆ N existe f ∶M → N tal que f(ni) = ni,
para todo 1 ≤ i ≤ k.

Demostración. (1) ⇒ (2) Supongamos (1). Sea {n1, . . . , nk} ⊆ N . Procederemos por in-
ducción sobre k. El caso k = 1 es justamente la hipótesis. Supongamos cierto el resul-
tado para k > 1. Sea {n1, . . . , nk+1} ⊆ N . Para el conjunto {n1, . . . , nk}, por hipótesis de
inducción, existe f ∶ M → N tal que f(ni) = ni, para 1 ≤ i ≤ k; y para el conjunto
{nk+1 − f(nk+1)} ⊆ N , por el caso k = 1, existe g ∶ M → N tal que g(nk+1 − f(nk+1)) =
nk+1−f(nk+1), de esta última igualdad tenemos que g(nk+1) = nk+1−f(nk+1)+g(f(nk+1)).
Definamos a h ∶M → N dada por h(x) = f(x)+g(x)−g(f(x)), entonces, h es un morfismo
de R-módulos y

h(ni) = f(ni) + g(ni) − g(f(ni))

= ni + g(ni) − g(ni)

= ni,

para toda 1 ≤ i ≤ k; y

h(nk+1) = f(nk+1) + g(nk+1) − g(f(nk+1))
= f(nk+1) + g(nk+1) + nk+1 − f(nk+1) − g(nk+1)
= nk+1.
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Por lo tanto h es el morfismo buscado.
(2)⇒ (1). Es inmediato.

Lema 6.1.7. Sean R conmutativo y M un R-módulo tal que M es JT-regular, entonces
M cumple las dos condiciones del Lema 6.1.6.

Demostración. Supongamos queM es JT-regular y sea N ≤M un submódulo. Para n ∈ N
existe a ∈ R tal que nR =Ma =Ma2. Entonces n =m1a =m2a2, para algunos m1,m2 ∈M .
Ahora, m2a ∈Ma = nR, entonces existe r ∈ R tal que m2a = nr, con lo que n = nra = nar.
Definamos f ∶ M → N , dada por f(x) = xar, es fácil ver que f es un morfismo de R-
módulos, f(n) = nar = n y f(x) = xar, con xa ∈ Ma = nR, entonces xar ∈ nR ⊆ N ,
para toda x ∈M . Por lo tanto hemos probado que M cumple la condición (1) del Lema
6.1.6.

Teorema 6.1.8. Sean R conmutativo y M un R-módulo tal que M es JT-regular, en-
tonces M es fuertemente F-regular.

Demostración. Sea N ≤M un submódulo finitamente generado, digamos que {n1, . . . , nk}

genera a N . Por el Lema 6.1.7, existe un morfismo de R-módulos f ∶ M → N tal que
f(ni) = ni, para 1 ≤ i ≤ k. Entonces para todo x = n1r1+⋅ ⋅ ⋅+nkrk ∈ N , f(x) = f(n1r1)+⋅ ⋅ ⋅+
f(nkrk) = n1r1+⋅ ⋅ ⋅+nkrk = x, entonces ιf ∶M →M , con ι ∶ N →M la inclusión natural, es
idempotente. Por el Lema 3.1.9, M = ιf(M)⊕Nuc(ιf) = f(M)⊕Nuc(f) = N⊕Nuc(f).
Por lo tanto M es fuertemente F-regular.

La implicación rećıproca del Teorema 6.1.8 no siempre se cumple, como se muestra en
el siguiente ejemplo.

Ejemplo 6.1.9. Sea R2 visto como un R-espacio vectorial. Como R2 es de dimensión
finita, entonces todos sus subespacios son sumandos directos. Por otro lado, supongamos
que existe a ∈ R tal que (1,0)R = R2a = R2a2. Entonces (1,0) = (x, y)a, para algún
(x, y) ∈ R2, con lo que a ≠ 0. Sin embargo, (0,1)a = (1,0)r, para algún r ∈ R, con lo que
a = 0, es decir, R2 no es JT-regular.

Observación 6.1.10. Si M es un R-módulo y N ≤⊕M es un sumando directo, entonces
existe φ ∶M → N tal que φ(n) = n, para todo n ∈ N .

Teorema 6.1.11. Sea M un R-módulo fuertemente F-regular, entonces M es F-regular.

Demostración. Sea N ≤ M . Consideremos y1, . . . , yn ∈ N , (aij) una matriz de m × n con
entradas en R y supongamos que el siguiente sistema de ecuaciones

m

∑
i=1
xiaij = yj,

para 1 ≤ j ≤ n, tiene solución en M . Veamos que también tiene solución en N . Consi-
deremos al submódulo N ′ = y1R + ⋅ ⋅ ⋅ + ynR, observemos que N ′ ≤ N y, por hipótesis,
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N ′ es un sumando directo de M , entonces por la Observación 6.1.10, existe un morfismo
φ ∶M → N ′ tal que φ(yj) = yj, para cada j ∈ {1, . . . , n}. Ahora, para cada j ∈ {1, . . . , n}

m

∑
i=1
φ(xi)aij =

m

∑
i=1
φ(xiaij) = φ(

m

∑
i=1
xiaij)

= φ(yj) = yj.

Por lo tanto el sistema de ecuaciones tiene solución en N . Por el Teorema 6.1.3, N es
puro en M .

Para ver la existencia de un R-módulo M que es F -regular pero no fuertemente F -
regular véase [1, Ejemplo 14].

Lema 6.1.12. SeanM un R-módulo y N ≤M un submódulo. Entonces son equivalentes:

(1) N es RD-puro en M .

(2) Para cada a ∈ R el morfismo ι⊗ IdR/Ra ∶ N ⊗R/Ra→M ⊗R/Ra es inyectivo.

Demostración. Primero veamos que para todo a ∈ R, M ⊗R/Ra ≅M/Ma (como grupos
abelianos). Definamos φ ∶M ×R/Ra dada por φ(m,r +Ra) =mr +Ma, para todo (m,r +
Ra) ∈M ×R/Ra.
Veamos que φ está bien definida. Si (m,r+Ra) = (m′, r′+Ra), entoncesm =m′ y r−r′ ∈ Ra,
con lo que existe s ∈ R tal que r − r′ = sa, entonces m(r − r′) = m(sa) = (ms)a ∈ Ma, lo
que implica que mr +Ma =m′r′ +Ma, es decir, φ(m,r +Ra) = φ(m′, r′ +Ra).
Veamos que φ es bilineal. Sean m,m′ ∈M , r, s ∈ R, entonces

φ(m +m′, r +Ra) = (m +m′)r +Ma = (mr +m′r) +Ma

= φ(m,r +Ra) + φ(m′, r +Ra),
φ(m, (r + r′) +Ra) =m(r + r′) +Ma = (mr +mr′) +Ma

= φ(m,r +Ra) + φ(m,r′ +Ra),
φ(mr, r′ +Ra) = (mr)r′ +Ma =m(rr′) +Ma

= φ(m,rr′ +Ra).

Ahora, sea f ∶M ×R/Ra → G una función bilineal, definamos h ∶M/Ma → G, dada por
h(m+Ma) = f(m,1R+Ra), para todo m+Ma ∈M/Ma. Veamos que h está bien definida.
Supongamos que m +Ma =m′ +Ma, existe x ∈M tal que m −m′ = xa, entonces

f(m,1R +Ra) − f(m
′,1R +Ra) = f(m −m′,1R +Ra) = f(xa,1R +Ra) = f(x, a +Ra) = 0.

Por lo tanto f(m,1R +Ra) = f(m′,1R +Ra), es decir, h está bien definida.
Sean m +Ma,m′ +Ma ∈M/Ma, entonces

h((m +m′) +Ma) = f(m +m′,1R +Ra) = f(m,1R +Ra) + f(m′,1R +Ra)
= h(m +Ma) + h(m′ +Ma).
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Por lo tanto h es un morfismo de grupos. Además, para todo (m,r +Ra) ∈M ×R/a,

h(φ(m,r +Ra)) = h(mr +Ma) = f(mr,1R +Ra) = f(m,r +Ra),

con lo que hφ = f . Finalmente supongamos que existe g ∶M/Ma→ G tal que gφ = f . Sea
m+Ma ∈M/Ma, entonces g(m+Ma) = g(φ(m,1r +Ra)) = f(m+Ma), con lo que g = f .
Hemos probado que la pareja (M/Ma,φ) cumple la definición del producto tensorial
M ⊗R/Ra. Por lo tanto M/Ma ≅ M ⊗R/Ra. Ahora, denotemos por (M ⊗R/Ra,τ) al
producto tensorial usual de M y R/Ra. Existe α ∶M ⊗R/Ra →M/Ma tal que ατ = φ y
existe α′ ∶ M/Ma → M ⊗R/Ra tal que α′φ = τ. Entonces α′ατ = α′φ = τ = IdM⊗R/Ra τ,
por la unicidad de la factorización de τ, se sigue que α′α = IdM⊗R/Ra. Análogamente
αα′ = IdM/Ma. Por lo tanto α es un isomorfismo y para todo m ⊗ r + Ra ∈ M ⊗ R/Ra,
α(m⊗ r +Ra) = φ(m,r +Ra) =mr +Ma.
(1)⇒ (2) Supongamos (1). Sea a ∈ R. Sea ∑

k
i=1(ni ⊗ ri +Ra) ∈ N ⊗R/Ra tal que

0 = α(ι⊗ IdR/Ra(
k

∑
i=1
(ni ⊗ ri +Ra))) = α(

k

∑
i=1
(ni ⊗ ri +Ra)) = (

k

∑
i=1
niri) +Ma,

con lo que (∑
k
i=1 niri) ∈Ma, entonces existe m ∈M tal que (∑

k
i=1 niri) =ma. Entonces

k

∑
i=1
(ni ⊗ ri +Ra) =

k

∑
i=1
(niri ⊗ 1R +Ra) = (

k

∑
i=1
niri)⊗ 1R +Ra)

=ma⊗ 1R +Ra =m⊗ a +Ra = 0.

Por lo tanto α ○ ι⊗ IdR/Ra es inyectiva, lo que implica que ι⊗ IdR/Ra es inyectivo.
(2)⇒ (1) Supongamos (2). Sea a ∈ R. Veamos que Na =Ma ∩N .
⊆] Sea n ∈ N , entonces na ∈ Na ⊆Ma y na ∈ N , con lo que na ∈Ma ∩N .
⊇] Sea x ∈ Ma ∩ N , entonces existe m ∈ M tal que x = ma ∈ N . Usando la prueba al
principio de éste lema sabemos que existe un isomorfismo β ∶ N ⊗R/Ra→ N/Na tal que
β(n⊗ r +Ra) = nr +Na. Observemos que

ι⊗ IdR/Ra(x⊗ 1R +Ra)ι⊗ IdR/Ra(ma⊗ 1R +Ra) =ma⊗ 1R +Ra =m⊗ a +Ra = 0,

con lo que ma ⊗ 1R + Ra = 0, pues ι ⊗ IdR/Ra es un monomorfismo, de esta manera
0 = β(ma ⊗ 1R + Ra) = ma +Na, entonces ma ∈ Na. Por lo tanto x = ma ∈ Na, lo que
implica que Na =Ma ∩N .

Observación 6.1.13. El lema anterior nos dice que para todo submódulo N de un R-
módulo M , si N es puro en M , entonces N es RD-puro en M .

Teorema 6.1.14. SeanM un R-módulo F-regular, entoncesM es débilmente JT-regular.

Demostración. Sea N ≤ M un submódulo de M y a ∈ R. Por hipótesis, N es puro en
M , entonces el morfismo ι ⊗ 1R/Ra ∶ N ⊗ R/Ra → M ⊗ R/Ra es inyectivo, por el Lema
6.1.12, tenemos que N es RD-puro en M , es decir, Na = Ma ∩N , si N = Ma, entonces
Ma2 = (Ma)a =Ma. Por lo tanto M es débilmente JT-regular.

La implicación rećıproca no siempre se cumple, como se muestra en el siguiente ejem-
plo.
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Ejemplo 6.1.15. Consideremos el Z-módulo Q. Para a ∈ Z veamos que Qa = Qa2. Si a = 0
es clara la igualdad. Supongamos que a ≠ 0, entonces para todo x ∈ Q, (x)a = (xa)a

2 ∈ Qa2,
con lo que Qa ⊆ Qa2, como la otra inclusión siempre se cumple, entonces Qa = Qa2. Por
lo tanto Q es débilmente JT-regular. Para ver que Q no es F-regular, consideremos el
submódulo Z ⊆ Q y observemos que 2Z ≠ 2Q ∩ Z = Q ∩ Z = Z. Por lo tanto Z no es
RD-puro en Q, por la Observación 6.1.13, Z no es puro en Q, lo que implica que Q no es
F-regular.

6.2. Relación con módulos multiplicación

En está sección veremos que si R es conmutativo y M es un R-módulo multiplicación,
entonces (M es JT-regular ⇐⇒ M es fuertemente F-regular ⇐⇒ M es F-regular ⇐⇒ M
es débilmente JT-regular ⇐⇒ M es endoregular abeliano).

Lema 6.2.1. Sean R conmutativo y M un R-módulo fuertemente F-regular tal que cada
submódulo N ≤M finitamente generado es proyectivo, entonces para cada m ∈M existe
f ∈ Hom(M,R) tal que m =mf(m).

Demostración. Sea m ∈ M . Por hipótesis, existe N ≤ M submódulo de M tal que
mR⊕N = M y mR es proyectivo. Como R es conmutativo, consideremos al morfis-
mo f ∶ R →mR, dado por f(r) =mr, el cual es sobreyectivo, entonces existe h ∶mR → R
tal que el siguiente diagrama conmuta:

R

f
����

mR

∃h
;;

IdmR

//mR,

es decir, fh = IdmR.
Ahora, consideremos π ∶ M → mR, con π(mr + n) = mr, para todo mr ∈ mR y n ∈ N ,
y definamos φ = hπ ∶ M → R. Observemos que mφ(m) = f(φ(m)) = f(h(π(m))) =
f(h(m)) =m. Con lo que hemos probado el resultado.

Proposición 6.2.2. Sean R conmutativo y M un R-módulo multiplicación tal que para
todo m ∈ M existe f ∈ Hom(M,R) tal que m = mf(m). Entonces M es endoregular
abeliano.

Demostración. Sea φ ∈ End(M) y m ∈ M . Existe f ∈ Hom(M,R) tal que φ(m) =
φ(m)f(φ(m)). Definamos la función Ψ ∶ M → M , dada por Ψ(x) = φ(m)f(x), es
fácil ver que Ψ ∈ End(M). Además, Ψ(φ(m)) = φ(m)f(φ(m)) = φ(m) y, por la Pro-
posición 5.1.6, End(M) es abeliano, entonces φ(Ψ(m)) = φ(φ(m)f(m)) = φ2(m)f(m),
con lo que φ(m) = φ2(m)f(m), entonces m − φ(m)f(m) ∈ Nuc(φ), de está manera,
m = (m − φ(m)f(m)) + (φ(m)f(m)) ∈ Nuc(φ) + φ(M). Luego, si y ∈ Nuc(φ) ∩ φ(M),
entonces y = φ(m), para alguna m ∈M y φ(y) = φ2(m) = 0. Como φ(m) = φ(m)f(φ(m)),
entonces y = φ(m) = φ2(m)f(m) = 0. Por lo tanto M = Nuc(φ)⊕φ(M). Por el Teorema
3.1.11, M es endoregular abeliano.
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El siguiente resultado se encuentra en [12, Lema 1.1].

Lema 6.2.3. Sean R conmutativo y M un R-módulo fiel, multiplicación y fuertemente
F-regular. Si N ≤ M es un submódulo de M finitamente generado, entonces existen
m1, . . . ,mk ∈M , y f1, . . . , fk ∈ Hom(M,R) tales que n = ∑

k
i=1mifi(n), para todo n ∈ N

Demostración. Supongamos que N es generado por {x1, . . . , xn}. Por el Teorema 5.1.9,
para cada i ∈ {1, . . . , n}

R = rR(xi) + ∑
m∈M
[mR ∶M].

Entonces para i ∈ {1, . . . , n} existen ai ∈ rR(xi), bi ∈ ∑m∈M[mR ∶M] tales que 1 = ai + bi.
Definamos a =∏

n
i=1 ai y b = 1−∏

n
i=1(1−bi). Veamos que a ∈ rR(xj) para todo j ∈ {1, . . . , n}

y b ∈ ∑m∈M[mR ∶ M]. Si 1 ≤ j ≤ n, axj = (∏
n
i=1 ai)xj = (∏

n
i=1,i≠j ai)ajxj = 0, entonces

a ∈ rR(xj) para todo j ∈ {1, . . . , n}. Luego, observemos que al desarrollar 1 −∏
n
i=1(1 − bi)

obtenemos algo de la forma 1 − 1 + m = m, con m ∈ ∑m∈M[mR ∶ M], con lo que b ∈

∑m∈M[mR ∶ M], entonces existen m1, . . . ,mk ∈ M tal que b ∈ ∑
k
i=1[miR ∶ M], entonces

existen ri ∈ R, 1 ≤ i ≤ k, tales que Mri ⊆miR y b = ∑
k
i=1 ri. Entonces 1 = a +∑

k
i=1 ri,

Ahora veamos que está última igualdad implica que existen u0, u1, . . . , uk ∈ R tales que
au0 +∑

k
i=1 r2i ui = 1. Si k = 1, entonces

r1 = ar1 + r
2
1,

con lo que

1 = a + ar1 + r
2
1 = a(1 + r1) + r

2
1,

en este caso u0 = 1 + r1 y u1 = 1. Ahora, si k = 2, entonces 1 = a + r1 + r2, con lo que

r1 = ar1 + r
2
1 + r1r2

r2 = ar2 + r1r2 + r
2
2

r1r2 = ar1r2 + r
2
1r2 + r1r

2
2,

entonces

1 = a + r1 + r2 = a + ar1 + r
2
1 + r1r2 + ar2 + r1r2 + r

2
2

= a + ar1 + ar2 + 2(ar1r2 + r
2
1r2 + r1r

2
2) + r

2
1 + r

2
2

= a(1 + r1 + r2 + 2r1r2) + r
2
1(1 + r2) + r

2
2(1 + r1),

en este caso u0 = 1 + r1 + r2 + 2r1r2, u1 = 1 + r2 y u2 = 1 + r1. Continuando recursivamente
este proceso podemos concluir que existen u0, u1, . . . , uk ∈ R tales que au0 +∑

k
i=1 r2i ui = 1.

Entonces para cada 1 ≤ p ≤ n, xp = xp(∑
k
i=1 r2i ui).

Para cada 1 ≤ i ≤ k, w ∈ M , wri ∈ Mri ⊆ miR, entonces existe riw ∈ R tal que wri =
miriw . Para cada 1 ≤ j ≤ k, definamos la función φj ∶ N → R, dada por φj(∑

n
i=1 xisi) =

∑
n
i=1 rjujrjxisi. Veamos que φj está bien definida, para esto, sea n = ∑

n
i=1 xisi = ∑

n
i=1 xiti.
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Entonces ∑
n
i=1 xi(si − ti) = 0, si m ∈M , entonces

m(
n

∑
i=1
rjujrjxi(si − ti)) =

n

∑
i=1
[(mrj)ujrjxi(si − ti)]

=
n

∑
i=1
[(mjrjm)ujrjxi(si − ti)]

=
n

∑
i=1
[(mjrjxi)ujrjm(si − ti)]

=
n

∑
i=1
[(xirj)ujrjm(si − ti)]

=(
n

∑
i=1
xi(si − ti))ujrjrjm = 0

Por lo tanto∑
n
i=1 rjujrjxi(si−ti) ∈ AnnR(M) = {0}. Entonces∑

n
i=1 rjujrjxisi = ∑

n
i=1 rjujrjxi ti,

es decir, φj está bien definida. Ahora veamos que φj ∈ Hom(N,R). Sean ∑
n
i=1 xisi,

∑
n
i=1 xiti ∈ N y l ∈ R, entonces

φj (
n

∑
i=1
xisi + l

n

∑
i=1
xiti) = φj (

n

∑
i=1
xi(si + lti))

=
n

∑
i=1
rjujrjxi(si + lti)

=
n

∑
i=1
rjujrjxisi + l

n

∑
i=1
rjujrjxi ti

= φj (
n

∑
i=1
xisi) + lφj (

n

∑
i=1
xiti) .

Por lo tanto φj ∈ Hom(N,R). Ahora, sea c = ∑
n
i=1 xisi ∈ N y observemos que, para

cada 1 ≤ p ≤ n, φj(xp) = rjujrjxp , entonces, mjφj(xp) = mjrjujrjxp = xpr
2
juj, además

xp = xp(∑
k
j=1 r2juj) = ∑

k
j=1 xpr2juj = ∑

k
j=1mjφj(xp), con lo que xpsp = ∑

k
j=1mjφj(xpsp),

sumando sobre 1 ≤ p ≤ n, obtenemos

c =
n

∑
i=1
xisi =

k

∑
j=1
mjφj(x1s1) + ⋅ ⋅ ⋅ +

k

∑
j=1
mjφj(xnsn)

=m1φ1(c) + . . .mkφk(c) =
k

∑
j=1
mjφj(c).

Finalmente, como N es un sumando directo de M , entonces existe π ∶ M → N , tal que
π(c) = c, para todo c ∈ N . Definamos fj = φjπ ∈ Hom(M,R), para 1 ≤ j ≤ k, entonces
c = ∑

k
j=1mjfj(c), para todo c ∈ N .

Proposición 6.2.4. Sean R conmutativo y M un R-módulo fiel, multiplicación y fuerte-
mente F-regular. Si N ≤M es un submódulo de M finitamente generado, entonces N es
proyectivo.
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Demostración. Por el Teorema 6.1.11, M es F-regular, entonces N es un submódulo pu-
ro en M . Siguendo la demostración del Lema 6.2.3, si N es generado por {x1, . . . , xn},
entonces existen m1, . . . ,mk ∈ M , φ1, . . . , φk ∈ Hom(N,R), tales que si a ∈ N , entonces
a = ∑

k
i=1miφi(a), como N es puro, por el Teorema 6.1.3, existen n1, . . . , nk ∈ N tales que

a = ∑
k
i=1 niφi(a), entonces se cumple (3) del Teorema 1.5.9, aqúı tomamos a la familia de

elementos en N como todo N . Por lo tanto N es proyectivo.

Teorema 6.2.5. Sean R conmutativo yM un R-módulo fiel, multiplicación y fuertemente
F-regular. Entonces para todo m ∈M existe φ ∈ Hom(M,R) tal que m =mφ(m).

Demostración. Sean N ≤M un submódulo finitamente generado, por el Lema 6.2.4, N es
proyectivo, entonces se sigue el resultado del Lema 6.2.1.

Proposición 6.2.6. Sea R conmutativo y M un R.módulo, entonces

(1) Si M es fuertemente F-regular como R-módulo, entonces M es un módulo fuerte-
mente F-regular como R/Ann(M)-módulo.

(2) S = EndR(M) = EndR/Ann(M)(M) = S′.

(3) SiM es multiplicación comoRmódulo, entoncesM es multiplicación comoR/AnnR(M)
módulo.

Demostración. (1). Llamemos A = R/AnnM . Supongamos que MR es fuertemente F-
regular como R-módulo. Por la Proposición 1.6.4, M es un A−módulo. Observemos que
todo submódulo W ≤ MR si y sólo si W ≤ MA.Si N ≤ MA es un submódulo finita-
mente generado, digamos {x1, . . . , xn} generan a N , entonces para todo a ∈ N existen
ri + AnnR(M) ∈ A, 1 ≤ i ≤ n, tales que a = x1(r1 + AnnR(M) + . . . xn(rn + AnnR(M) =
x1r1 + ⋅ ⋅ ⋅ + xnrn, entonces N también es finitamente generado como R-módulo. Por lo
tanto, existe N ′ ≤ MR tal que MR = N⊕N ′. Es fácil ver que esto también implica que
MA = N⊕N ′.
(2) Sea φ ∈ S. Como φ es un morfismo de grupos abelianos, entonces sólo falta ver que
si m ∈M y r +AnnR(M) ∈ A, entonces φ(m(r +AnnR(M)) = φ(m)(r +AnnR(M)), pero
esto se sigue inmediatamente de m(r+AnnR(M)) =mr, con lo que φ ∈ S′. Análogamente
S′ ⊆ S.
(3). Supongamos que MR es un módulo multiplicación. Sea N ≤ MA un submódulo
de MA y I ≤ R tal que MRI = N , como AnnR(M) ≤ AnnR(M) + I ≤ R, entonces
B = (AnnR(M) + I)/AnnR(M) ≤ A. Veamos que MAB = N . Sea n ∈ N , existe r ∈ I y
m ∈M tales que n =mr =m(r+AnnR(M)) ∈MAB. Luego, sim(r+x+AnnR(M)) ∈ B, con
r ∈ I y x ∈ AnnR(M), entonces m(r+AnnR(M))+m(x+AnnR(M)) =m(r+AnnR(M)) =
mr ∈MI = N . Por lo tantoMAB = N , con lo queMA es un A−módulo multiplicación.

Ahora ya podemos enunciar y demostrar el teorema principal de está sección.

Teorema 6.2.7. Sean R conmutativo yM un R-módulo multiplicación. Son equivalentes:

(1) M es JT-regular.

(2) M es fuertemente F-regular.
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(3) M es endoregular abeliano.

(4) M es F-regular.

(5) M es débilmente JT-regular.

Demostración. (1)⇒ (2), (2)⇒ (4) y (4)⇒ (5) se siguen de los Teoremas 6.1.8, 6.1.11
y 6.1.14, respectivamente.
(2) ⇒ (3) Llamemos A ∶= R/AnnR(M). Supongamos que M es fuertemente F-regular.
Por la Proposición 6.2.6 M es un A-módulo fuertemente F-regular y S = EndR(M) =
EndA(M) = S′, además, por la Proposición 1.6.5 MA es un módulo fiel. Por el Teorema
6.2.5, para cada m ∈ MA existe f ∈ HomA(M,A) tal que m = mf(m), entonces por la
Proposición 6.2.2, MA es endoregular abeliano, es decir, S′ = S es regular y conmutativo.
Por lo tanto MR es endoregular abeliano.
(3)⇒ (1). Supongamos que M es endoregular abeliano. Sea m ∈M . Como M es multi-
plicación, existe I ≤ R ideal tal que mR = MI, entonces existen a ∈ I y x ∈ M tales que
m = xa. Veamos que mR =Ma.
⊆] Sea mr ∈mR, entonces mr = (xa)r = (xr)a ∈Ma.
⊇] Como Ma ⊆MI =mR, entonces se sigue el resultado.
Ahora veamos que Ma = Ma2. Es claro que Ma2 ⊆ Ma. Para la otra contención defi-
namos φ ∶ M → M , dada por φ(y) = ya, entonces φ ∈ S. Por hipótesis, existe f ∈ S tal
que φ = φfφ, con lo que ma = φ(f(φ(m))) = φ(f(ma)) = f(m)a2 ∈ Ma2. Por lo tanto
Ma =Ma2. Entonces M es JT-regular.
(5) ⇒ (1). Sea m ∈ M , en la prueba de (3) ⇒ (1), usando sólo que M fuese un módulo
multiplicación, obtuvimos que existe a ∈ R tal que mR = Ma. Como M es débilmente
JT-regular, tenemos que mR =Ma =Ma2. Por lo tanto M es débilmente JT-regular.
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