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Introduccion.

Sea R un anillo con unidad, Von Neumann llamé a R regular si para todo elemento
r en R existe a en R tal que r = rar. En el presente trabajo se estudian R-mddulos
M en donde su anillo de endomorfismos S := Endg(M) es regular, llamaremos médulos
endorregulares a estos modulos. En el Capitulo 3 mostraremos que S es regular si y sélo si
el nticleo e imagen de todo elemento en S es un sumando directo de M. Si ademas todos los
idempotentes de S son centrales entonces a M lo llamaremos endorregular abeliano y esta
condicién es equivalente a que el nicleo de todo elemento en S es complemento directo
de su imagen. A un R-médulo M que cumpla que para todo elemento ¢ en S, M [p(M) =
Nuc(p) lo llamaremos morfico, esta clase de médulos se relacionan fuertemente con los
modulos endorregulares abelianos, como se verd en el capitulo 4, en donde se dara una
equivalencia entre estos dos conceptos. También estudiaremos a los R-médulos M en
donde para todo submédulo N < M se tiene que N = M A para algin ideal A de R, los
cuales llamaremos mdédulos multiplicacion. Finalmente en el capitulo 6 diremos que un
R-médulo M es JT regular si para todo elemento m en M mR = Ma = Ma?, para algin
a en R. Se vera que si R es conmutativo entonces todo R-mdédulo multiplicacion es JT-
regular si y so6lo si es endorregular abeliano. A lo largo del trabajo se presentan ejemplos
que ilustran como las hipdtesis de algunos resultados no se pueden debilitar.
Este trabajo se basa principalmente en [I0]. También el primer capitulo, en donde se dan
todos los resultados previos para leer el trabajo, se basa en el libro de Kasch [9].



Capitulo 1

Preliminares.

En este capitulo, se mencionaran y demostraran algunos de los resultados maés im-
portantes que ocuparemos a lo largo del trabajo. A falta de indicacién contraria, los
R-modulos son médulos derechos.

1.1. Producto y coproducto.

Definicién 1.1.1. Sea {M; | i € I} una familia de R-mddulos. Definimos el producto
directo de la familia {M; | i € I} como el conjunto

[IM;:={f:1-UM,| f(i) € M; para todo i € I}.
iel iel
Observacién 1.1.2. Podemos darle estructura de R-médulo a [],.; M; definiendo las

operaciones puntualmente.

Definicién 1.1.3. Al subconjunto |y M; == {f € [T;enr M; | sop(f) es finito} de [1;e; M;
lo llamaremos el coproducto de la familia {M; | i€ I}.

Observaciéon 1.1.4. Es facil ver que | l;.; M; es un submodulo de [],.; M;.
Definicién 1.1.5. Sea {M; | i € I} una familia de R-mddulos.

(1) Un producto para la familia {M; | i € I} es un R-médulo X junto con una familia
de morfismos {f;: X - M; | i € I'} tal que para todo R-médulo YV y toda familia de
morfismos {g; : Y — M; | i € I} se tiene que existe un tnico morfismo f:Y — X tal
que para todo 7 € I el siguiente diagrama conmuta:

X
Y —— M,

gi

es decir, f;f = g;.
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(2) Un coproducto para la familia {M; | i € [} es un R-médulo X junto con una familia
de morfismos {f; : M; > X | i € I} tal que para todo R-médulo Yy toda familia de
morfismos {g; : M; =Y | i€ I} se tiene que existe un tnico morfismo f: X - Y tal
que para todo ¢ € [ el siguiente diagrama conmuta:

X.
A

9i
es decir, ff; = g;.
Teorema 1.1.6. Sea {M; | i € I} una familia de R-médulos.

(1) El R-médulo [1;e; M; junto con los morfismos 7; : [1;e; M; - M;, donde 7;((m;)) =
m; es un producto de {M; | iel}.

(2) El R-médulo | ;e; M; junto con los morfismos inyectivos 1; : M; — Ly M;, con
n;(m;)(i) = m;d;; es un coproducto de {M; | i e I}.

Demostracion. Véase [9, Teorema 4.1.6]. O

Definicién 1.1.7. Sea M un R-mddulo. Decimos que M es la suma directa de la familia
de submédulos {M; < M | ie I}, y lo denotamos por M := @ M;, si:

1. M=%, M.
2. Paracada jel, M;nY g M, =0.

i%j
Teorema 1.1.8. Sea {1, | i € [} una familia de R-mddulos. Entonces | ;e; M; = @, M/,
con M; = M.

Demostracion. Sea i€ I, como1; : M; - |y M; es inyectivo, entonces M; =1, (M;) = M.
Como M ¢ ;e; M;, para toda i € I, entonces Y ;.; M/ € |l;ef M;. Veamos que @;ef M| =
Llier M;.
Sea 0 # (m;) € s M;, entonces existen iy,. .., i, € I tales que m;, # 0y m; = 0 para todo
i # 1 (1 <k <n). Entonces (m;) € M +---+ M/ , con lo que ¥;c; M = Ly M;. Ahora,
sean jely
(mg) e Min Z M.

el

P
Entonces, como (m;) pertenece a la suma, tenemos que m; = 0, y también m; = 0 para
toda i # j, pues, (m;) € M;. Por lo tanto Les M; = @ier M, con M; = Mj. O

1.2. Moddulos libres.

Definicién 1.2.1. Sea F' un R-mdédulo. Decimos que F' es libre si existe X ¢ F' tal que
X genera a F'y para todo subconjunto finito {z1,...,x,} € X si 171+ + 2,7, =0, con
r1,...,Tp € R, entonces r; = 0, para toda i € {1,...,n}. Llamaremos a dicho subconjunto
X una base de F'.
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Teorema 1.2.2. Sea F' un R-moédulo. Entonces F' es libre si y s6lo si F' = @1 A; ¥
A; 2 R, para todo i € I.

Demostracion. =] Supongamos que F' es libre y sea X € F' una base de F. Para a € X
definamos ¢, : R - aR, dada por ¢,(r) = ar, para todo r € R. Es facil ver que ¢, €
Hom(R, Ra) y que es suprayectiva. Ahora, si 0 = ¢(r) = ar, del hecho de que X es base se
sigue que r = 0, con lo que ¢, es inyectiva. Por lo tanto R = aR. Veamos que F' = @ . x aRR.
Como X es base de F, entonces F' =Y ,.x aR. Ahora, sea ag € X, si

ceagRn Z aR,

aeX
a+ag

entonces existen 7, ry,...7, € R tal que agrg = ¢ = Y- a;r;, entonces agro — Y.y a;r; = 0,
lo que implica que r; = 0, para toda i € {0,1,...,n}, con lo que ¢ = 0. Por lo tanto
F=@.,xaRyaR=zR, para todo a € X.

<] Supongamos que F' = @;; A; v A; 2 R bajo el isomorfismo ¢; : R — A;, para cada i € I.
Veamos que {p;(1g) | i€ I} € F es una base de F. Como A; = ¢;(R) = ¢(1g)R, entonces
F=@®; A =®icrpi(1r)R, con lo que {¢;(1r) | i € I} genera a F. Ahora, sea I’ € [ finito
y supongamos que 0 =Y. p;(1g)r; = X, pi(r;), por la unicidad en la expresién de un
elemento en una suma directa se sigue que ;(r;) = 0, entonces r; = 0 para toda i € I,
pues ; es un isomorfismo. Por lo tanto {¢;(1g) | i € I} es una base para F, es decir, F'
es un modulo libre. O

Teorema 1.2.3. Sean M un R-médulo y Y € M un conjunto generador de M. Entonces
existe un médulo libre F' con base X = {x}, | be Y} y un epimorfismo f: F — M, tal que
f(zp) = b, para todo x; € X.

Demostracion. Sea Y € M un conjunto generador de M. Primero veamos que si A, = R,
para todo b € Y, entonces el médulo F = | |,y Ay es libre y tiene una base con cardinalidad
igual ala de Y.

Por el teorema [[.1.§

LAy =D 4

beY beY

con R = Ay = A}, mediante ¢;. Por la demostracién del Teorema [1.2.2) F' = @pey A} =
@By vu(1r) R, F es libre y con base {y,(1g) | b€ Y}. Ahora consideremos la funcién

[ @e(1r)R—>M

beY
dada por

f(i ob, (1r)T3,) = i bire,
b -1

Usando que {¢y(1gr) | b€ Y} es base de @y ¢p(1r)R es facil ver que f estd bien defi-
nida y es suprayectiva, de igual manera se verifica que f es un morfismo de R-mddulos.
Finalmente observemos que f(y,(1g)) =b, para toda beY. O
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1.3. Moébdulos artinianos y noetherianos.

Definicién 1.3.1. Decimos que un R-médulo M es artiniano (noetheriano) si cada con-
junto no vacio de submédulos de M tiene un elemento minimo (maximo), con respecto a
la inclusion.

Definicién 1.3.2. Sea M un R-mddulo. Decimos que M es finitamente generado si existe
un un subconjunto {my,...,my} € M tal que M = ¥¥ m,R.

Definicién 1.3.3. Sea M un R-mddulo. Decimos que M es finitamente cogenerado si para
todo conjunto {A; | i € I'} de submédulos de M con Ny A; = 0, existe un subconjunto
finito I ¢ I tal que Ny, Ai = 0.

Proposicién 1.3.4. Sea ¢ : M — N un morfismo de R-mddulos.
(1) Para todo A<M, o 1(p(A)) = A+ Nuc(yp).
(2) Para todo B< N, ¢(¢1(B)) = Bnlm(yp).

Demostracion. (1) €] Sea m € p=1(p(A)), entonces ¢(m) € p(A), con lo que existe a € A
tal que p(m) = p(a), entonces m — a € Nuc(p), con lo que podemos escribir a m como
m=(m-a)+aecNuc(p)+ A.

2] Seaa+x €M, conacA, yxeNuc(p), entonces p(a+x) =@(a) € p(A), con lo que
a+zeptp(A).

(2) ] Sea y € p(¢1(B)), entonces existe m € ¢~1(B) tal que y = p(m) € Im(p)n B, pues,
w(m) € B.

2] Sea y € BnIm(p), entonces existe m € M tal que y = ¢(m), como y € B, entonces
m € p~1(B), con lo que y = p(m) € p(o1(B)). O

El siguente resultado se conoce como la Ley Modular.

Proposicién 1.3.5. Sean M un R-mdédulo y A, B,C' < M, con B < C'. Entonces (A +
B)nC=(AnC)+(BnC)=(AnC)+B.

Demostracion. Primero veamos que (A+ B)nC =(AnC)+(BnC).

c] Sea c € (A+ B) nC, entonces existen a € A, b € B, tales que ¢ = a+b € C, entonces
a=c-beC,pues BcCyb=c-aeC,conloquec=(c-a)+aec(BnC)+(AnC).

2] Seax e (AnC)+ (BnC(C), entonces existen a € AnC y be BnC tales que z = a+b,
como a,b e C, entonces x € (A+ B)nC.

Ahora veamos que (A+ B)nC =(AnC)+ B.

c]Seaa+b=ce(A+B)nC,conaec A beByceC, entonces a=c-be AnC, pues
BcC,conloquea+b=ce(AnC)+ B.

2] Seax+be(AnC)+B,conze AnC ybe B, como BcC, entonces x+beC, con lo
que x+be (A+B)nC.

Juntando las dos igualdades llegamos al resultado. O]

Definicién 1.3.6. Sea M un R-moédulo. Diremos que una cadena finita de submoédulos
de M
OZMO(;MlEMQE"'EMn:M



10 CAPITULO 1. PRELIMINARES.

es una serie de composicién de M si los cocientes M;/M; ; son simples, para todo i €
{1,...,n}. En este caso, diremos que la longitud de la cadena es n. Llamaremos longitud
de M a la maxima longitud de todas las series de composicién, si es que existen, en otro
caso diremos M es de longitud infinita.

Definicién 1.3.7. Sean M un R-moédulo y dos cadenas finitas de submoédulos
B:0=BycB;cByc---¢cB,=M

C:0=CypcCicCyc---cC,, =M.

Decimos que C' es un refinamiento de B si B = C o B se obtiene de ' al remover a algunos
(:% de C.

Gracias al siguiente teorema la longitud de un moédulo esté bien definida.

Teorema 1.3.8 (Jordan-Hoélder). Si un R-médulo M tiene una serie de composicion,
entonces todas sus series de composicién tienen la misma longitud.

Demostracion. Véase [3, 11.3]. O

Teorema 1.3.9. Sea M un R-modulo que tiene longitud finita. Entonces toda cadena de
la forma

B=0=By¢B1$¢Bs¢---¢B,=M
es un refinamiento de una serie de composicién de M.
Demostracion. Véase [9, Corolario 3.5.3]. O
Otro resultado, que ocuparemos més adelante, es el siguiente.

Proposicion 1.3.10. Sea M # 0 un R-mddulo finitamente generado, entonces M tiene
un submaédulo propio méaximo.

Demostracion. Véase [0, Corolario 2.3.12]. O
Teorema 1.3.11. Sean M un R-moédulo y A < M un submédulo.
1. Son equivalentes:

(a) M es artiniano.
(b) Ay M/A son artinianos.

(c) Cada cadena descendente de submédulos de M, A; 2 A3 2 A32 ... es estacio-
naria, es decir, existe N € N tal que A,, = Ay para todo n > N.

(d) Para todo submédulo N < M, M/N es finitamente cogenerado.
(e) En todo conjunto {A; | i € I'} #+ @ de submddulos de M, existe un subconjunto

finito Iy € I tal que
NA =) A

iel ielp
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2. Son equivalentes:

(a) M es noetheriano.
(b) Ay M/A son noetherianos.

(c) Cada cadena ascendente de submédulos de M, A; € Ay € A3 € ... es estacio-
naria.

(d) Todo submédulo de M es finitamente generado.

(e) En todo conjunto {A; | i € I'} #+ @ de submddulos de M, existe un subconjunto

finito Iy € I tal que

iel iely
3. Son equivalentes:

(a) M es artiniano y noetheriano.
(b) M tiene longitud finita.

Demostracion. (1) (a) = (b). Supongamos (a). Sea I' = {N; < A | i € I} un conjunto no
vacio de submoddulos de A. Como A € M, entonces I', es un subconjunto no vacio
de submédulos de M, con lo que tiene un elemento minimo, esto implica que A es
artininano.

Sea I'={N; < M /A | iel} un conjunto no vacio de submédulos de M /A. Conside-
remos la proyeccién canénica 7 : M — M/A. Entonces IV = {n=1(N;) < M |iel} es
un conjunto no vacio de submodulos de M, con lo que tiene un elemento minimo,
digamos 7~ !(N;,). Veamos que N;, es un elemento minimo en I'. Sea i € I y supon-
gamos que N; < NN, entonces 7 1(N;) < 771(NN,,), con lo que 7~ 1(N;) = m71(N;,),
entonces, al ser 7 suprayectiva se sigue que N; = 7~ 1(N;) = 7m~1(N;,) = N;,. Por lo
tanto IV;, es un elemento minimo en I'.

(b) = (c¢). Supongamos (b). Sea A < M, tal que A y M/A son artinianos. Con-
sideremos A; 2 Ay 2 A3 2 ... una cadena descendente de submddulos de M. De-
finamos T' := {m(A4;) | ¢ > 1}, donde 7 : M — M/A es la proyeccién candnica y
Ca:={A;nAli>1}. Observemos que todo elemento de I" es un submédulo de M /A
y todo elemento de I'4 es un submodulo de A, con lo que I'' y ' 4 tienen un elemento
minimo, digamos w(A;) y A,,NA, respectivamente. Consideremos n = max(l,m), en-
tonces A,, 2 A,,, con lo que A,,nA 2 A,nA, lo que implica que A4,,nA = A,nA, anélo-
gamente 7(A,,) = 7(A4;). De esta manera para toda i > 1, como A, 2 A,;, tenemos
que m(A,) 27m(Ansi) y ApnA2A,,nA como w(4;)y A, nA son elementos mini-
mos de sus respectivos conjuntos se sigue que m(A,) =7(A,) y Apn A=A, nA.
Ahora, por la Proposicién Ap+A=71"1(A,) =71 '1(Anyi) = Ansi + A, ademés,
es claro que, Ay = (A+ Ag) n Ay, para toda k > 1, entonces

Ap=(A+A)NnA,=(A+A,) N A,
= (A + An) N An+i = (A + An+z) n An+i = A?’L+i7

la tercera igualdad se debe a la Proposiciéon [1.3.5] Por lo tanto A,, = A,,,; para todo
1> 1, es decir, la cadena es estacionaria.
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(¢) = (a). Supongamos (c¢). Por contradiccién supongamos que existe un conjunto
no vacio I' de submoédulos de M que no tiene elemento minimo. Entonces para todo
N €T, existe N’ € I" tal que N 2 N’. Como I'" # @&, sea N; € I, por el comentario
anterior podemos construir una cadena descendente de submédulos Ny 2 Ny 2 ...
la cual claramente no es estacionaria, contradiciendo (c¢).

(d) = (e). Supongamos (d). SeaI" = {A; | i € [} conjunto no vacio de submédulos de
M y consideremos A = N;er A;. Consideremos la proyeccién canénica m: M — M/ A.
Observemos que Nuc(m) = A € A;, para todo i € I, con lo que Nuc(m) + A; = A;, para
toda i € I, entonces usando la Proposicién [1.3.4]

O=7(A)=m (ﬂ Ai) =T (ﬂ(AZ + Nuc(w))) =7 (ﬂ 7T_17T(Ai))

iel iel i€l
=T (71'_1 mﬂ'(Az)) =an ! (ﬂ W(Ai)) =\ 7(4;) nIm(r)
iel i€l iel
=7 (4).
iel
Por hipétesis M /A es finitamente cogenerado, entonces existe un subconjunto finito
Iy c I tal que Njer, m(A;) =0, entonces usando la Proposicién m

MA; =7 (0) = 7 (ﬂ w(A») _ N en(A)

iel iely iely

= (N (A4; + Nuc(m)) = () 4.

iely 1elg

(e) = (d). Supongamos (e). Sean N <M y I'={N; < M/N | i€} un conjunto de
submddulos de M /N, con Ny N; = 0. Sea m: M — M/N la proyeccién canénica,
entonces

N = Nuc(r) = 71(0) = 7! (m Ni) =7 L (N).

iel iel

Por hip6tesis, existe un subconjunto finito Iy € I tal que N = Nuc(7) = e 7 1H(N;) =
MNier, ™ H(N;). Entonces

N=r'(N;)=7" (ﬂ Ni) :

iely 1elp

aplicando 7 obtenemos 0 = 7(N) = N;ez, IV;. Por lo tanto M /N es finitamente coge-
nerado.

(a) = (e). Supongamos (a). Sea I' = {A; | i € [} conjunto no vacio de submdédulos
de M. Definamos I'" := {N;es A; | J € I es finito}. Por hipdtesis I'/ tiene un elemento
minimo, digamos A = M;ey, Ai, con Iy € I finito. Para cada i € I, como An A; ¢ A,
entonces An A; = A, con lo que A € Ner A; ¥y como la otra inclusién siempre se
cumple, entonces Ny Ai = A = Niey, A

(¢) = (c). Supongamos (e). Sea A; 2 Ay 2 A3 2 ... una cadena descendente de
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submédulos de M. Entonces para {A4; | i > 1} existe un subconjunto finito I ¢ Z*,
tal que Nys1 Ai = Nier Ai- Consideremos n = max({m € I}). Como A, ¢ A; para toda
1 € I, entonces N1 A; = Nier Ai = Ay, con lo que para todo k > 1, A, € A, ademas
si k > n, entonces A, 2 A,. Por lo tanto la cadena es estacionaria.

(a) = (b). Supongamos (a). Sea I' = {N; < A |i € I} un conjunto no vacio de
submodulos de A. Como A € M, entonces I', es un subconjunto no vacio de submédu-
los de M, con lo que tiene un elemento maximo, esto implica que A es noetheriano.
Sea I'={N; < M/A | iel} un conjunto no vacio de submédulos de M/A. Conside-
remos la proyeccién canénica 7 : M — M/A. Entonces IV = {n=1(N;) < M | i eI} es
un conjunto no vacio de submoédulos de M, con lo que tiene un elemento maximo,
digamos 771(N;,). Veamos que NN;, es un elemento maximo en I'. Sea ¢ € I y supon-
gamos que N;, < N;, entonces m71(N;,) < 7 1(N;), con lo que 7~ 1(N;,) = 7 H(N;),
entonces, al ser 7 suprayectiva se sigue que N; = 7~ (N;) = 7w~ 1(N;,) = N;,. Por lo
tanto N; es un elemento méaximo en I'.

(b) = (¢). Supongamos (b). Sea A < M, tal que A y M/A son noetherianos. Con-
sideremos A; € Ay € A; € ... una cadena ascendente de submédulos de M. De-
finamos T" := {m(A;) | i > 1}, donde 7 : M — M/A es la proyeccién canénica y
[y:={A;nAli>1}. Observemos que todo elemento de I' es un submdédulo de M /A
y todo elemento de I, es un submédulo de A, con lo que I'' y I'4 tienen un elemento
méximo, digamos 7(A4;) y A, N A, respectivamente. Consideremos n = min(l,m),
entonces A, € A,,, con lo que A,nAc A,,nA, lo que implica que A,nA=A4,,nA,
analogamente m(A,,) = 7(A;). Entonces para toda i > 1, como A,, € A,,,;, se sigue
que 7(A,) Cm(Anw) y AynAc A,inA, como (A;) vy AN A son elementos maxi-
mos de sus respectivos conjuntos se sigue que 7(A,) = 1(Anw) y ApnA=A,,;nA.
Ahora, por la Proposicién Ap+A=1"t1(A,) =7 1m(Anyi) = Ansi + A, ademss,
es claro que, Ay = (A + Ag) n Ay, para toda k > 1, entonces

Ap=(A+A)nA,=(A+A,.)Nn A,
= (A + An) N An+i = (A + An+z) n An+i = An+i7

la tercera igualdad se debe a la Proposicion [1.3.5] Por lo tanto A, = A,,,; para todo
1> 1, es decir, la cadena es estacionaria.

(¢) = (a). Supongamos (¢). Por contradiccién supongamos que existe un conjunto
no vacio I' de submodulos de M que no tiene elemento maximo. Entonces para todo
N €T, existe N’ € I" tal que N ¢ N’. Como I' #+ @, sea Ny € I, por el comentario
anterior podemos construir una cadena ascendente de submodulos Ny ¢ No ¢ ..., la
cual claramente no es estacionaria, contradiciendo (c).

(d) = (e). Supongamos (d). Sea I" = {A; | i € I} conjunto no vacio de submddulos
de M y consideremos A =Y, ; A;. Por hipdtesis, A es finitamente generado, entonces
existen ay,...a, € A tales que A = Y}_, arR. Para cada 1 < k < n existe un subcon-
junto finito Iy € I, tal que ay, € ¥,;c;, A, entonces es claro que I = U, I; es finito y
que ai,...,an € Y;eq Ai, con lo que

k=1

iG]O
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Por lo tanto Y ;.; Ai = Yicr, Ai-

(e) = (d). Supongamos (e). Sea N < M. Para el conjunto no vacio de submddulos
M, T := {aR|a € N}, por hipétesis, existe un subconjunto finito de T tal que
N=%,yaR=%",a;R. Por lo tanto N es finitamente generado.

(a) = (e). Supongamos (a). Sea I' = {A; | i € [} conjunto no vacio de submdédulos
de M. Definamos I := {U;es A; | J € I es finito}. Por hipdtesis I/ tiene un elemento
méximo, digamos A = U, A;, con Iy € I finito. Para cada i € I, como A c Au A;,
entonces A = AU A;, con lo que U;e; A; € A y como la otra inclusién siempre
se cumple, entonces Uje; Ai = A = Ujer, Ai. Ademds, por definicién, Y ,.; A; es el
submédulo generado por U,e; A;, con lo que Y;; A; = Y,cp, A

(e) = (¢). Supongamos (e). Sea A; € Ay € A3 € ... una cadena ascendente de
submédulos de M. Entonces para {4; | i > 1} existe un subconjunto finito I € Z*,
tal que Y51 A; = X1 Ai. Consideremos n = max({m € I}). Como A; ¢ A, para toda
1€ 1, entonces User A; = Ay, conlo que A, =3, Ai = 351 Ai 2 Aj, para toda j € Z*,
y para j >n, A, ¢ A;. Por lo tanto A, = A; para toda j > n.

(a) = (b). Supongamos (a). Como M es noetheriano, todo submédulo es finita-
mente generado. Entonces si V < M, N # 0, por la Proposicién N tiene un
submodulo maximo N’. En particular, M tiene un submoédulo maximo M, que a
su vez tiene un submoédulo maximo Ms. Continuando con este proceso podemos
construir la cadena descendente de submodulos de M

M:M()QMl_,D_MQQ...

donde M; es un submédulo méximo de M;_q, para todo i > 1, entonces M;/M;_; es
simple. Como M es artiniano entonces para algin n € Z*, M,, = 0, entonces tenemos

M=My2M 2M2---2M,=0.

Por lo tanto M tiene longitud finita.

(b) = (a). Supongamos (b). Supongamos que M tiene longitud [ > 0. Sea M; ¢
M, € Ms < ... una cadena ascendente de submoddulos de M. Veamos que existe
ke{l,...,1+1} tal que para algunos iy,...,ix € Z*, {M;};s1 € {M;,,..., M, }, con
lo que la cadena seria estacionaria.

Supongamos que no existe tal k, entonces en la cadena hay por lo menos [ + 2
submodulos diferentes, en consecuencia,

Mil & Miz - & Miz+2’
por el Teorema [1.3.9] estd subcadena es un refinamiento de una serie de composicién
de M, con lo que la longitud de M seria mayor o igual a [ + 1, contradiciendo
el Teorema [1.3.8, Por lo tanto si existe dicha k, con lo que M es noetheriano.
Anélogamente M es artiniano.

m
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1.4. Mobdulos semisimples.

Definicién 1.4.1. Decimos que un R-mddulo M es semisimple si es suma de submoédulos
simples de M.

Definicién 1.4.2. Sean M un R-médulo y I' = {N; < M | i € [} un conjunto de submédu-
los de M. Decimos que I' es independiente si para cada 7 € [

Mi n (Z M]) =0.
jel
J#

En el caso I = @ diremos que I' es independiente. Ademas si I' es independiente se tiene

que

iel iel

Proposicién 1.4.3. Sea M un R-médulo tal que todos sus submddulos son sumandos
directos. Entonces para todo N < M, con N # 0, N tiene un submédulo simple.

Demostracion. Observemos que todo submédulo N < M, diferente de cero, contiene un
submodulo finitamente generado. Entonces bastara probar el resultado para submoédulos
finitamente generados. Sea N < M, finitamente generado y diferente de cero. Por la
Proposicién [1.3.10] existe un submédulo méximo C' en N. Por hipétesis, existe M; < M,
tal que M = C'@ M, entonces N = NnM = Nn (C+ M), como C < N, entonces por
la Proposicién [I.3.5, N = C'+ (N n Mj). Ahora, Cn (N nM;) € CnM; =0, con lo que
N =C@®(N n M), entonces N/C' = (N n M), como C' es maximo en N, entonces N/C
es simple, con lo que (N n M) es simple. Por lo tanto N tiene un submoédulo simple. [

Teorema 1.4.4. Sea M un R-moédulo. Son equivalentes:
(1) Cada submédulo de M es la suma de submédulos simples.
(2) M es la suma de submédulos simples.
(3) M es la suma directa de submddulos simples.
(4) Cada submdédulo de M es un sumando directo de M.

Demostracion. (1) = (2). Es inmediato.

(2) = (3) y (4). Supongamos (2). Supongamos que M = Y,.; M;, con M; < M, submédulos
simples. Primero veamos que todo submdédulo de M es un sumando directo. Sea U < M.
Definamos

Iy:={L|LcI,{Ms}p esindependiente y Un > M;=0}.
i€l

Como {M,};s es independiente, por definicién, entonces @ € I'yy, con lo que I'y + @ y
(T'y,S) es un conjunto parcialmente ordenado. Sea A una cadena en I'yy. Veamos que
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L’ = Uprer L es una cota superior de A en I'y;. Es claro que L € L' para todo L € A. Sean
jel'y
zeM;n () M).
iel!
%]
Existen iy,...4, € L'~ {j} tal que = = ¥;_; m;,, con m;, € M; . Como A es una cadena,
existe L € A tal que j,44,...,4, € L, entonces

n
we Myn (Y M) € Mjn (Y, M;) =0,
k=1 ieL,
1#]
pues L € I'. Por lo tanto {M,};.r/ es independiente.
Ahora, sea u € Un (X, M;), entonces u = Y.j'_; m;,, para algunos m;, € M; . Entonces
existe L € A tal que iy,...,i, € L, con lo que

uEUﬂ(ZMlk)gUﬁ(ZMZ):O
k=1 iel
Por lo tanto U n (Y, M;) = 0, de donde L’ es una cota superior de A en I'y;. Entonces,
por el Lema de Zorn, I'y tiene un elemento méximo .J. Observemos que como J € ['y,
entonces podemos definir al submodulo
N=U+ (), M;)=UD(D M)
ieJ ieJ

Veamos que N = M. Sea i € I, como N n M; < M;, y M; es simple, entonces tenemos dos
casos: NnM; = M; o NnM; =0. Si NnM,; =0, entonces no puede pasar que ¢ € J, pues de
lo contrario como M; <Y, ; M; € N, entonces M; n N = M; # 0, pues M; es simple, con lo
que i ¢ J. SiueUn (Y e M+ M;), entonces u = Yp_ my, +m;, con m;, € M;, y m; € M;,
entonces m; € Un (Xiy M;) € Un (XjeyM;) =0, con lo que u € Un (Xp.; Mj,) = 0.
Por lo tanto U n (X ;e; M; + M;) = 0. De una manera similar tenemos que {M;};csu(i)
es independiente, con lo que Ju {i} € I, e i ¢ J, contradiciendo que J sea un elemento
maximo en I'.

Entonces se cumple que N nM; = M;, lo que implica que M; € N, para todo ¢ € I, entonces

M = Z M; <N c M.
iel

Por lo tanto M = U @(D;.; M;). Con lo que hemos probado (4) y tomando U = 0 tenemos
(3).
(3) = (4). Se sigue de que (3) = (2).
(4) = (1). Supongamos (4). Sea U < M un submédulo no cero. Definamos I' := {N <
U | N es simple}, por la Proposicién m, I' + @. Ahora definimos Uy = Yy N, entonces
Uy < U y existe My < M tal que M = Uy @ M, entonces, usando un argumento similar
al de la prueba de la Proposicién [1.4.3) U = M nU = (Uy@ M) nU = Uy@®(M, nU).
Tenemos dos casos.
Caso 1: Si My nU =0, entonces U = Uy, con lo que tendriamos el resultado.
Caso 2: Si M1nU # 0, entonces por la Proposicion [1.4.3] existe B < M;nU, con B simple.
Luego B < U, con lo que B < Uy, entonces B < Uyn (M;nU) =0, contradiciendo que B
sea simple. Por lo tanto sélo se da el caso 1. O
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Teorema 1.4.5. (1) Cada submédulo de un médulo semisimple es semisimple.

(2) Si M, N son R-médulos, con M semisimple y ¢ : M — N es un R-morfismo supra-
yectivo, entonces N es semisimple.

Demostracion. Véase [9, Corolario 8.1.5]. O
Teorema 1.4.6. Para un R-mdédulo semisimple M, son equivalentes:

(1) M es la suma finita de médulos simples.

2) M es la suma directa de una cantidad finita médulos simples.

3

M es artiniano.

4

(2)
(3)
(4) M es noetheriano.
(5) M es finitamente generado.

(6) M es finitamente cogenerado.

Demostracion. Sea M =Y ,.; M;, con M; simple.

(1) = (2). Supongamos (1). Entonces M = ¥ ,.; M;, con J finito y M; simple. Por la
prueba del Teorema existe Jy ¢ J tal que M = @;cz, M;.

(2) = (3) y (2) = (4). Supongamos (2). Sea M = @}, M;, M; simple. Entonces

Ongng@Mgg---géMizM
=1

es una serie de composicién de M, pues para toda k€ {2,...,n}

k k-1
i=1 i=1

Por lo tanto M tiene longitud finita, por el Teorema[I.3.11] M es noetheriano y artiniano.
(3) = (6) y (4) = (5) se siguen del teorema[l.3.11]

(5) = (1). Supongamos (5). Entonces existen my,...,m, € M tal que M = ¥, m;R.
Recordemos que, por hipotesis, M = Y,.; M;, con M; simple, entonces para todo 7 €
{1,...,n} existe [; ¢ I, finito, tal que m; € ¥ ;;, M;, definiendo 1" = U, I;, se sigue que

M= mRc Y M;cy M;=M.
i=1 jgel’ iel

Por lo tanto M =3, Mj, con I' finito.

(6) = (2). Supongamos (6). Por el teoremal[l.4.4] existe Iy ¢ I tal que M = @;cr, M;. Si Iy
no es finito, podemos escoger una cantidad infinita numerable de M;, digamos, M7, M, . ..
Entonces podemos definir el submédulo B = @,5; M;. Para cada ¢ € Z* definamos al
submédulo A; = @5 M;. Sea x € ;51 A;, entonces x € A; = B, de modo de que existen
Q1y...0, € Z* tal que x € @)y M;,. Sea N = max({i1,...,in}), como x € Ani1, ¥ Ans1 N
(®N, M;) = 0, se sigue que = 0. Por lo tanto N;s; A; = 0, por hipétesis existe un
subconjunto finito de enteros positivos tal que la interseccién finita también es cero, sin
perdida de generalidad, supongamos que (;.; A; = 0, pero NiL; 4; = A,, # 0. Por lo tanto
Iy es finito. O
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1.5. Moébdulos proyectivos.

Definicién 1.5.1. Sea P un R-mddulo. Decimos que P es proyectivo si para todo R-
morfismo suprayectivo f : N - M, y para cada R-mérfismo g : P - M, existe un R-
morfismo h: P - N, tal que el siguiente diagrama conmuta:

N
3h4 if
P M

Es decir, fh=g.

Definicién 1.5.2. Sean M un R-médulo y N < M un subméddulo de M. Diremos que N
es un sumando directo de M, y lo denotaremos por N <® M, si existe N’ < M submédulo
de M tal que N & N’ = M.

Definicién 1.5.3. Sean A, B y C' R-mdédulos.
(1) Decimos que un monomorfismo f: A - B se escinde si f(A) <® B.
(2) Decimos que un epimorfismo g : B — C' se escinde si Nuc(B) <® B.
(3) Decimos que la sucesién exacta

f

0 A B—1-(C 0,

se escinde por la izquierda (respectivamente, por la derecha) si f se escinde (respec-
tivamente, g se escinde). Y se escinde si lo hace por la derecha e izquierda.

Teorema 1.5.4. (1) Sean Ay B R-médulos y a: A — B. Son equivalentes:

(a) « es un monomorfismo que se escinde.

(b) Existe 5: B — A tal que Sa =1d,.
(2) Sean By C' R-médulos y 5: B — C. Son equivalentes:

(a) [ es un isomorfismo que se escinde.
(b) Existe a: C' - B tal que fa =1d¢.

Demostracion. (1) (a) = (b). Supongamos (a). Sea N < B tal que a(A) @ N = B. Sea
7: B - «a(A) dada por m(a(a) +n) = a(a), para todo a(a) € a(A), n € N. Como
a es un monomorfismo, entonces a 1 A - «(A) es un isomorfismo. Consideremos
B=7(al)t:B— A Entoncessi ac A, fa(a) =(a ) (a(a)) =a.

Por lo tanto fa =1dy4.

(b) = (a). Supongamos (b). Sea §: B - A tal que fa = Idy, entonces « es un
monomorfismo. Ahora, por la Proposicién BH(B(a(A))) = a(A) + Nuc(p) y
o(a (Nuc(8))) = Nuc(B)na(A). Pero -1 (3(a( A))) = B-1(A) = By oo~ (Nuc(8))) =
0, pues a € at(Nuc(f)) si y sélo si fa(a) = 0, pero fa(a) = a. Con lo que
a(A) +Nuc(fB) =By a(A)nNuc(5) =0

Por lo tanto a(A) & Nuc(f).
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(2) (a) = (b). Supongamos (a). Sea N < B tal que B = Nuc(f) @ N. Consideremos
v =06|y: N - C. Veamos que 7 es un isomorfismo. Sea n € N, si v(n) = 0, entonces
n € N nNuc(f) = 0, con lo que ~ es inyectivo. Ahora, sea ¢ € C, como [ es un
epimorfismo, existe b € B tal que 5(b) = ¢. Ademés existen n € N y x € Nuc(5) tal
que b = n + x, entonces F(b) = B(n) + B(x) = B(n) = v(n), asi tenemos que 7 es
sobreyectivo. Consecuentemente 7y es un isomorfismo.

Sean: N — B la inclusién canénica y definamos o =ny~! : C' - B, entonces si c € C,
fa(c) = B(vH(e)) = .

Por lo tanto Sa = Id¢.

(b) = (a). Supongamos (b). Sea « : C' > B tal que fa = Ide. Por la Proposicién
F1(8(a(C))) = a(C) + Nuc(8) ¥ a(a~!(Nuc(8))) = Nuc(8) na(C), pero
BI(B(a(C))) = B(C) = B y aa~ (Nuc(8))) = 0, pues ¢ € a(a}(Nue(8))) si y
s6losi f(a(c)) =0, con ¢ = B(a(c)). Conlo que B = a(C)+Nuc(f5) y a(C)nNuc(B) =
0.

Por lo tanto Nuc(3)e <® B.

Teorema 1.5.5. Dada la sucesién exacta

f

n:0 A B—1-¢C 0,

son equivalentes:
(1) n se escinde por la izquierda.
(2) B=f(A)®C’, con g|c : C" — C un isomorfismo.
(3) 7 se escinde por la derecha.

Demostracion. (1) = (2). Supongamos (1). Por el Teorema [1.5.4] existe h: B — A tal
que hf =1d4 y por la demostracién del mismo teorema, tenemos que B = f(A) ® Nuc(h).
Luego, C = g(B) = g(f(A)) + g(Nuc(h)) = g(Nuc(h)). Entonces la restriccién de g al
nucleo de h, g|NUC(h), es un epimorfismo. Ademas

Nuc(g|nue(n)) = Nuc(g) n Nuc(h) = f(A) nNuc(h) =0,

con lo que g|nue(n) €8 un monomorfismo.

Por lo tanto g|nuc(r) €s un isomorfismo.

(2) = (3). Supongamos (2). Por hipédtesis B = f(A)®C", con g|cr : C' - C un isomorfismo.
Consideremos la inclusién ¢ : C' - B y definamos | = t(g|c)™ : C - B. Veamos que
gl =1d¢. Sea c € C, entonces

9(1(c)) = 9(:((gle) () = 9((gle) " (e)) = c.

Por lo tanto gl = Id¢, por el Teorema [I.5.4] 1 se escinde por la derecha.

(3) = (2). Supongamos (3). Por el Teorema existe [ : C' - B tal que g/l =Id¢ v
por la demostracién del mismo teorema, tenemos que B = Nuc(g) @ [(C) = f(A) @ I(C).
Entonces C = g(B) = g(I1(C)), con lo que g|;¢y es un epimorfismo.
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Ademas Nuc(glicy) = Nuc(g) nl(C) = 0.

Por lo tanto g|;(cy es un isomorfismo.

(2) = (1). Supongamos (1). Sea B = f(A) ® C’, con ¢|c un isomorfismo. Sea b € B,
entonces existen tnicos f(a) € f(A) y ¢’ € C' tales que b= f(a) + ¢'. Definamos h: B - A
dada por h(b) = a. Si b = f(b') + ", con f(a') € f(A) y ¢" € C', entonces ¢ = " y
f(a) = f(a'), por la inyectividad de f se sigue que a = a’. Por lo tanto h estd bien
definida. Veamos que h es un morfismo. Sean b,b’ € By r € R, entonces b = f(a) + 'y

V=f(a")+c", con f(a), f(a') e f(A)yc,c"eC’, con lo que
h(b+b")=h((f(a+a'r))+ (' +"r))=a+a'r=h(b)+h(b)r.

Finalmente veamos que hf =Id4. Sea a € A, entonces h(f(a)) = a. Por f se escinde.
0

Lema 1.5.6. Todo R-modulo libre es proyectivo.

Demostracion. Sean F' un R-mddulo libre y {z; € F' | i € I} una base de F'. Sean M y N
R-médulos, f: M - N un epimorfismo y g : F' - N. Para cada 7 € [ existe m; € M tal
que f(m;) = g(x;). Six € F, entonces x = ¥ x;,7;;, para algunos r;; € R, i}, € [ para todo
1 <k <n. Definamos h : F' — M, dada por h(z) = ¥ my;r;;. Como {x; € F'|iel} es
una base de F', entonces h estd bien definida y h € Homg(F, M).

Ahora,
F(n(x)) = FQSmary) = D0 f(may)ri; = 30 g(@iy)ry;, = g0 wirs;) = g(2).
j=1 j=1 j=1 =1
Entonces fh = g. Por lo tanto F' es proyectivo. O]

Lema 1.5.7. Sean M y P R-médulos. Si M = P y P es proyectivo, entonces M es
proyectivo.

Demostracion. Sean A 'y B R-médulos, f : A - B un epimorfismo y g : M - B. Por
hipétesis, existe ¢ : P - M isomorfismo. Entonces existe h: P — A tal que el siguiente
diagrama conmuta

A

noo

Pl

Y

es decir, fh = gp. Observemos que hpt: M - Ay f(hp™) = gpp~t = g. Por lo tanto M
es proyectivo. O

Teorema 1.5.8. Sea P un R-médulo. Son equivalentes:
(1) P es proyectivo.

(2) Toda sucesién exacta

se escinde.
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(3) P es isomorfo a un sumando directo de un médulo libre.

Demostracion. (1) = (2). Supongamos (1). Como P es proyectivo existe [ : P - B tal
que el siguente diagrama conmuta

B

E4
B i
g

“1dp

P p

es decir, gl = Idp, por el Teorema[1.5.4] ¢ se escinde y por el Teorema [I.5.5] 1 se escinde.
(2) = (3). Supongamos (2). Por el Teorema existe un mddulo libre F'y un epimor-
fismo ¢ : F' - P. Entonces la sucesion

0—Nuc(g) ~—F -2~ P 0,

es exacta, y por el Teorema[L.5.5 F = f(A) @ C’, con C" = P.

(3) = (1). Supongamos (3). Sea P = C, donde C' <® F', con F' un R-médulo libre, digamos
F=CoC" Veamos que C es proyectivo.

Sean A y B R-médulos, f : A - B un epimorfismo y ¢g : C — B. Consideremos la
proyeccion 7 : F' — C, dada por F(c+c') = ¢, para todo ce C'y ¢’ € C'. Por el Lemam
F' es proyectivo, entonces existe h: F' — A tal que el siguiente diagrama conmuta

ho

F B

es decir, fh = gm. Definamos ¢ = h|c : C' - B, entonces si ¢ € C, tenemos que f(p(c)) =
f(h(c)) =g(m(c)) = g(c), con lo que el siguente diagrama conmuta

A
o 7
o, B.

Por lo tanto C' es proyectivo. Por el Lema [1.5.7, P también es proyectivo. O
Teorema 1.5.9 (Lema de la Base Dual). Sea P un R-mddulo, son equivalentes:
(1) P es proyectivo.

(2) Para cada conjunto de generadores {y; | i € I} de P existe una familia {p; | i€ [}
Hom(P, R) tales que

(a) Para todo pe P, ¢;(p) # 0, solo para finitos i € I.
(b) Para todo p € P, p =Y yipi(p)-

(3) Existen familias {y; | i € [}, con y; € Py {¢; | i € I} < Hom(P, R), tales que (a) y
(b) se cumplen.
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Demostracion. (1) = (2). Supongamos (1). Sea {y; | ¢ € I} un conjunto de generadores
de P. Por la prueba del Teorema [1.2.3] existe un R-médulo libre F, con base {z; | i € I},
y un morfismo suprayectivo f: F' — P, tal que f(x;) =y;, para cada i € I.

Para cada j € I tenemos que si a € I, entonces existen i4,...,%, € I tal que a = z;,r;, +
e+ wy i, T, € R, para todo ke {1,...,n}, entonces si j # i para todo ke {1,...,n},
podemos escribir a = x;,r;, +--- + ;,7;, + 0x;. Con lo que podemos definir una funcién
7;+ F' - R, dada por mj(z;,ri, +---+x;,7:,) =7j. Como {x; | i€ I} es base de F', entonces
7; estd bien definida. Ademds, observemos que para todo a = x;, 1 + -+ x;,7;, € F),
m;(a) # 0, sélo para un nimero finito de je I y a =Y.y z;m(a).

Ahora, por hipétesis P es proyectivo, entonces existe h : P — F tal que el siguiente
diagrama conmuta

E4
e if

es decir, fh =1dp. Para cada i € I definamos ¢; = m;h: P - R. Entonces para cada p € P,
pi(p) = mi(h(p)) # 0, sélo para finitos i € I, ademds p = f(h(p)) = f(Lie; zimi(h(p))) =
S et @ (h(p)) = Suer yioi(p). Por lo tanto hemos probado (2).

(2) = (3). Supongamos (2), tomando a P como el conjunto de generadores de P se sigue
inmediatamente (3).

(3) = (1). Supongamos (3). Sea {y; | i € I} una familia de generadores de Py {¢; | i €
I} ¢ Hom(P, R), tales que (a) y (b) se cumplen. Por la prueba del Teorema existe
un R-médulo libre F', con base {z; | ¢ € I}, y un morfismo suprayectivo f : F — P, tal
que f(x;) = y;, para todo i € I. Definamos ¥ : P - F, dada por ¥(p) = ¥,c; zipi(p),
entonces ¥ estd bien definida, pues, por (a), sélo p;(p) # 0 para finitos i € [ y por (b),
la representacion de p = ¥,; v:0i(p) es unica. Ademas, es facil ver que ¥ € Hom(P, F').
Entonces para todo p € P,

f(¥(p)) = f(z ripi(p)) = ZZM%(P) =D,

i€l iel
con lo que Idp = fY¥, entonces la sucesion exacta:

0——Nuc(f)——F !

P 0,

se escinde por la derecha, por el Teorema F = Nuc(f)@® P’, con P' 2 P, por el
Teorema [1.5.8] tenemos que P es proyectivo.
[

1.6. Moddulos fieles.

Definicién 1.6.1. Sean M un R-médulo. Definimos el anulador de M como Anng (M) :=
{re R | mr=0 para todo m e M}.

Observacién 1.6.2. Si M es un R-mddulo, es facil ver que Anng (M) es un ideal derecho
de R.
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Definicién 1.6.3. Sea M un R-mdédulo. Decimos que M es fiel si Anng(M) =0

Proposicién 1.6.4. Sea M un grupo abeliano, R un anillo y I < R un ideal de R.
Entonces M es un R/I-médulo si y sélo si M es un R-médulo e I € Anng(M).

Demostracién. =) Supongamos que M es un R/I-médulo. Definamos la funcién f: M x
R - M dada por f(m,r)=m(r+1)=mr, donde m(r +I) es la operacién ya dada.
Veamos que con esta nueva operaciéon M es un R-médulo. Sean m,ne M y r,s € R.

D (m+n)r=(m+n)(r+I)=m(r+I)+n(r+1I)=mr+nr.

2y m(r+s)=m((r+s)+I)=m((r+I)+(s+1I))=m(r+I)+m(s+1).

3) m(rs)=m(rs+I)=m(r+1)(s+I)=(m(r+1I))(s+1)=(mr)s,
4)m(l)y=m(1+1)=m.

Por lo tanto M es un R-moédulo.

Ahora, sean a € I y m € M, entonces m(a) = m(a+ 1) = m(0+ 1) =0, con lo que
I < Anng(M).

<) Supongamos que M es un R-médulo y que I € Anng(M). Definamos la funcién
f:M xR|I - M, dada por f(m,r+1I)=mr=m(r+1), donde mr es la operacién dada.
Veamos que f estd bien definida, sean me M y r+1 =s+1 € R/I, entonces m(r+1) =mr
y m(s+ 1) =ms, como I € Anng(M), entonces r —s € I € Anng(M), de manera que
m(r—s) =0, por ende mr = ms, de estd manera [ esta bien definida. Veamos que con est4
nueva operacién tenemos que M es un R/I-médulo. Sean m,ne My r+1,s+ 1€ R/I.
D) (m+n)(r+I)=(m+n)r=mr+nr=m(r+I1)+n(r+1),

2y m((r+s)+I)=m(r+s)=mr+ms=m(r+I)+m(s+1),

3) m((rs)+1I)=m(rs)=(mr)s=(m(r+1))(s+1),

Hm(1+1)=ml=m.

Por lo tanto M es un R/I médulo. O

Proposicién 1.6.5. Sea M un R-médulo. Entonces M es un R/ Anng(M )-médulo fiel.

Demostracion. Por la proposicion M es un R/ Anng(M )-médulo, con la operacién
m(r + Anng(M)) = mr. Sean m € M y v+ Anng(M) € Annpg)ann, (i) (M), entonces 0 =
m(r+ Anng(M)) = mr, con lo que r € Anng(M), entonces r + Anng(M) =0+ Anng(M).
Por lo tanto Anngj ann,amy = 0, es decir, M es un R/ Anng(M)-médulo fiel. O

1.7. El Radical de Jacobson.

Definicién 1.7.1. Sea R un anillo. Definimos el radical de Jacobson, al que solo llama-
remos radical de R, como la interseccion de todos los ideales méximos derechos de R y lo
denotaremos por J(R).

Lema 1.7.2. Sea = € R. Entonces z € J(R) si y s6lo si 1g — xy es una unidad en R para
todo y € R.

Demostracion. =) Sea z € J(R). Supongamos que existe y € R tal que 1g — zy no es
unidad. El ideal generado por 1z — xy es un ideal propio de R, con lo que existe un ideal
maximo [ < R tal que 1g —zy € I. Como x € J(R) € I, entonces 1z = (1g —zy) +xy € I,
contradiciendo que I es maximo.
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<) Sea x € R y supongamos que para toda y € R 1gr — xy es una unidad. Supongamos
que x ¢ J(R). Sea I < R un ideal maximo tal que x ¢ I, como [ es maximo R = [ + zR,
entonces existe me I y r € R tales que 1g =m+xr, con lo que 1gp —xr=m e I, el cual es
una unidad. Por lo tanto 1 € I, lo cual es una contradiccion. O

1.8. Producto tensorial.

Definicién 1.8.1. Sean L un R-médulo derecho y M un R-médulo izquierdo. Un pro-
ducto tensorial de L y M es (T,T), donde T es un grupo abeliano y T es una funcién
bilineal T: L x M — T tal que para todo grupo abeliano G y para toda funcién bilineal
p: L x M — (G, existe un tinico morfismo de grupos a: T' - G tal que at = .

Teorema 1.8.2. Sean L un R-mdédulo derecho y M un R-médulo izquierdo. Entonces
existe un producto tensorial de L y M.

Demostracion. Véase [15, Proposicion 8.2]. O

Teorema 1.8.3. Si (7,7) y (7",7') son productos tensoriales de Lgr y grM, entonces
existe un isomorfismo de grupos a: T'— T” tal que at="1T".

En virtud de los Teoremas y [1.8.3] denotaremos al producto tensorial de Ly y
rM por (L® M,T), con t(z,y) =x ®y, para todo (z,y) € L x M.
Algunas de las propiedades del producto tensorial de Lr y gM son las siguientes.

Proposicion 1.8.4. Sean a,a’ e M, u,u' € L, se Ry z€Z
(1) (a+ad)Qu=a®u+d ®u,
(2) a® (u+u)=a®@u+a®u,
(3) as®u=a® su,
(4) Oy @u=a®0;,=0
(5) —(a®u)=(-a)®u=a® (-u),
(6) (a®@u)z=(az)@u=a® (uz).
Demostracion. Véase [9, 10.1.2]. O

Observacién 1.8.5. Por (6) de la Proposicién [1.8.4) cada elemento de M & L puede

escribirse como una suma finita de la forma
n
Z a; ® u;,
i=1

donde a; € M y u; € U, para todo i € {1,...,n}.
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Sean Mg, Ng R-médulos derechos y gL,r U R-modulos izquierdos. Dados ¢ : M - Ny
a: L - U morfismos de R-moédulos derechos e izquierdos, respectivamente, consideremos
la funcién ¥ : M x L - N ®U, dada por W(m,[) = o(m)® a(l), para todo me M y le L.
Es facil ver que ¥ es una funcion bilineal, entonces existe un tnico morfismo de grupos
f*M®L->NQU tal que f(m®l) =¥(m,l) =p(m)® a(l). De esta manera podemos
dar la siguente definicién.

Definicién 1.8.6. Al morfismo f del comentario anterior le llamaremos el producto
tensorial de ¢ y a y lo denotaremos por ¢ ® a.

Teorema 1.8.7. Sea M un R-modulo izquierdo, entonces R M = M.

Definicién 1.8.8. Sea g’ un R-médulo izquierdo. Decimos que gF' es plano si para todo
R-monomorfismo de médulos derechos ¢ : Mgp - Ng, o ®@1p: M ® F - N ® F también es
un monomorfismo.

Una caracterizacion de médulos planos es la siguiente.
Proposiciéon 1.8.9. Sea zF' un R-moddulo. F' es plano si y sélo si el morfismo
t: 1M —> M
es un monomorfismo, con
n n
L(Z(ai ®m;)) = Zaimi,
i=1 i=1
para todo ideal I < R finitamente generado.

Demostracion. Véase [15, Proposicién 10.6] O



Capitulo 2

Anillos regulares.

2.1. Ideales finitamente generados en anillos regula-
res.

Von Neumann introdujo el concepto de anillos regulares al estudiar algebras de Von
Neumann y geometria continua. Ademas utilizé el concepto para probar resultados de
reticulas, ver, por ejemplo, [5].

En esta seccién probaremos que un anillo es regular si y solo si todos sus ideales finitamente
generados son sumandos directos.

Observacién 2.1.1. Si R es un anillo, entonces para todo elemento ¢ € End(R) se cumple
que ¢(r) = p(1g)r, es decir, todo elemento en End(R) es multiplicar por la izquierda por

¢(1R).
Definicién 2.1.2. Sea R un anillo. Decimos que R es

(1) regular si para todo a € R existe y € R tal que a = aya;

(2) unitariamente regular si para todo a € R existe y € R tal que y es unidad en Ry
a = aya;

(3) unilateral regular si para todo a € R existe y € R, tal que y tiene inverso derecho o
izquierdo, y a = aya;

(4) fuertemente regular si para todo a € R existe y € R tal que a = a?y;
(5) reducido si R no tiene nilpotentes no cero.
Ejemplo 2.1.3. Todo campo K es un anillo regular, pues si a € K, entonces a = aa™'a.

Ejemplo 2.1.4. Decimos que un anillo R es booleano si para todo a € R a? = a, es decir,
todos los elementos de R son idempotentes. Entonces si a € R, a = aaa, con lo que R es
regular.

Proposicion 2.1.5. Sea R un anillo. Entonces R es fuertemente regular si y sélo si R es
regular y sus idempotentes son centrales.

26
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Demostracion. =) Supongamos que R es fuertemente regular. Consideremos a € R y
y € R tal que a = a?y. Primero veamos que R es reducido. Sea n € Z* y supongamos que
a™=0. Como a = a*y = a3y? =--- = a"y™ ! = 0, entonces, a = 0. Observemos que

(a-aya)? = (a-aya)(a - aya) = a® - a’ya - aya® + aya’ya
=a’?-a® - aya® + aya® = 0,

entonces a — aya es nilpotente, lo que implica que a = aya. De esta manera, R es regular.
Sia?=ay ze R, entonces (ax —azxa)? =0 = (xa-azxa)?, por lo que ax = axa = za. Por lo
tanto a estd en el centro de R.

<) Supongamos que R es regular y que sus idempotentes son centrales. Sean a,y € R
tales que a = aya, entonces ay = (ay)?. Asi, ay es un idempotente de R, que conmuta con
a, por lo que a = (ay)a = a?y. ]

Proposicién 2.1.6. Sea R un anillo fuertemente regular. Entonces para todo a € R existe
una unidad ¢ € R y un idempotente e € R tales que a = te.

Demostracion. Sea a € R. Como R es fuertemente regular, existe z € R tal que a = a®

Observemos que e = ax y f = za son idempotentes, pues €? = (ax)(az) = (a?z)r = ax = e,
y f? = (za)(za) = z(ax)a = zaar = za, por la Proposicién 2.1.5, e y f son centrales.
Veamos que e = f,

x.

f=xa=x(a’z) = xv(aaz) = (raa)z = (ava)xr = * = e.

Definamos ¢ = (ea + 1 — e), entonces

tlex+1gp—e)=(ea+1g—e)(ex+1g—€)=eaexr +ea—eae+exr+1p—e—eexr—e+ee
=e+ea—-ea+er+1lgp—e—er—-e+e=1pg.
Anélogamente (ex + 1g — €)t = 1g. Por lo tanto, ¢ es unidad y

te = (ea+ 1 —e)(ax) = eaaz + ax — eax = ea = a’z = a.

Teorema 2.1.7. Sea R un anillo. Son equivalentes:
(1) R es regular.
(2) Todo ideal derecho ciclico de R es un sumando directo.
(3) Todo ideal derecho finitamente generado de R es un sumando directo.

Demostracion. (1) = (2). Supongamos (1). Sea a € R y consideremos el ideal ciclico aR.
Como a = aza, para algin x € R, entonces ax = (ax)?. Veamos que aR = axR. Claramente
axR ¢ aR. Ahora, si ar € aR, entonces ar = (aza)r = ax(ar) € axR. Por lo tanto aR € axR,
con lo cual tenemos la igualdad.

Es claro que R = (1-az)R+axR. Ademas, si y € (1-azx)RnaxR, entonces y = (1-ax)r =
axs, para algunos r, s € R. Tenemos que 0 = ax(1 - azx)r = (ax)?s = axs = y. Por lo tanto
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R=(1-ax)R®axR.

(2) = (1). Supongamos (2). Sea a € R. Entonces existe I € R ideal tal que R = aR® I.
Para 1g, existen tnicos r € Ry x € I tal que 1g = ar+x, entonces xa = a(1g-ra) € InaR = 0.
Por lo tanto a = ara.

(2) = (3). Supongamos (2) y (1). Veamos que si I < R es un ideal finitamente generado,
entonces I = aR, con a € R. Supongamos que I = Y, m; R. Procederemos por induccién
sobre n.

Si n = 1, entonces se tiene el resultado. Demostremos el caso n = 2. Supongamos que
I = a1 R+ asR. Por hipotesis, existen idempotentes e, f € R tal que a;R=¢eR y asR = fR.
Veamos que eR+ fR=eR+ (f—ef)R. Sean r,s € R.

Cler+ fs=e(r+fs)+(f—-ef)seeR+(f-¢ef)R

dler+(f-ef)s=er—efs+ fs=e(r—fs)+ fseeR+ fR.

Como R es regular, existe z € R tal que f—-ef = (f —ef)x(f-ef). Sea f' = (f -ef)x,
/" es idempotente. Observemos que ef’ =0y (f —ef)R = f'R, de esta manera eR+ fR =
eR+(f-ef)R =eR+ f'R. Luego, e = (e+ f' = fle)ey f' = (e+ f'"— f'e)f’, entonces
eR+ f'R=(e+ f' - fle)R,y e+ ' - f'e es idempotente.

Supongamos paran > 2 que si I = a1 R+ ---+ a, R, entonces existe a € R tal que I = aR.
Sea I = (a1R+---+a,R) +ap1R=eR+a,,1R=eR+ fR, con e, f € R idempotentes. Por
el cason=2, I = f'R, con f’ € R idempotente. Utilizando (2), tenemos el resultado.

(3) = (2). Es inmediato. O

Proposicion 2.1.8. Sea R un anillo. Son equivalentes:

1) R es fuertemente regular.

2) R es regular y reducido.

4

(1)
(2)
(3) Todo ideal ciclico es generado por un idempotente central.
(4) R es regular y Ra <€ aR, para todo a € R.

(5)

5) aR = a’R, para todo a € R.

Demostracion. (1) = (2). Se demostré en la Proposicién [2.1.5]
(2) = (3). Supongamos (2). Sean a,x € R tal que a = aza, entonces e = ax es idempotente
vy aR =¢eR. Si ye R, entonces

(ey — eye)? = (ey — eye)(ey — eye) = eyey — eyeye — eyeey + eyeeye
= eyey — eyeye — eyey + eyeye = 0,

(ye — eye)? = (ye — eye)(ye — eye) = yeye — yeeye — eyeye + eyeeye
= yeye — yeye — eyeye + eyeye = 0.
Como R es reducido, concluimos que ey = eye y ye = eye, por lo tanto ey = ye.

(3) = (4). Supongamos (3). Sean a € R y e € R un idempotente central tal que aR = eR,
entonces existen r,x € R tales que a = er y e = ax, entonces e = €2 = (ax)e, multiplicando
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por r, er = (ax)er, con lo que a = axa. Ahora, sea at € aR. Como aR = eR = Re, entonces
a = se, para algin s € R, entonces ta = t(se) = ets € eR = aR. Por lo tanto Ra € aR.

(4) = (5). Supongamos (4). Sea a € R. Es claro que a?R € aR. Sea ar € aR. Como R es
regular, existe x € R tal que a = azra, ra € Ra € aR, entonces xa = ay, para alguna y € R,
luego, a = a?y, entonces ar = a’?yr € a’R. Por lo tanto aR = a’R.

(5) = (1). Supongamos (5). Sea a € R. Como aR = a?R, entonces existe y € R tal que
a = a’y. O

2.2. Anillos regulares que son semisimples.

Antes de estudiar el concepto de regularidad en el anillo de endomorfismo de un R-
modulo M veremos la importancia de anillos regulares cuando estos son semisimples,
artinianos o noetherianos, los cuales son conceptos equivalentes.

Lema 2.2.1. Sea R un anillo regular, entonces J(R) = 0.

Demostracion. Sea 0 # x € J(R). Por el Teorema [2.1.7] existe e € R idempotente tal que
xR =eR y como x # 0, entonces e # 0. Observemos que 1z —¢e # 0 y existe r € R tal que
e = xr € J(R). Por el Lema , 1z — e es una unidad, entonces existe y € R tal que
y(1gr —€) = 1, multiplicando esta igualdad por e obtenemos que e = y(e —e?) = 0, lo cual
es una contradiccion. Por lo tanto x = 0. O

Teorema 2.2.2. Sea R un anillo regular. Son equivalentes:
(1) R es semisimple.
(2) R es artiniano.
(3) R es noetheriano.

Demostracion. (1) = (2) y (3). Supongamos (1). Como R es finitamente generado, es
facil ver que R =31, S;, con S; < R ideales simples. Por el Teorema R es artiniano
y noetheriano.

(3) = (1). Supongamos (3). Por el Teorema [1.3.11] todo ideal de R es finitamente gene-
rado, y por el Teorema esto implica que todo ideal de R es un sumando directo. Por
lo tanto, el Teorema [1.4.4] implica que R es semisimple.

(2) = (1). Supongamos (2). Definamos A := {I < R | I es méximo } el conjunto de to-
dos los ideales maximos de R. Para cada a € A subconjunto finito de ideales maximos
definamos

Ia = ﬂ Az

AiEa

Para el conjunto de ideales {I,,}, tenemos que existe un elemento minimo H = N}_; Ag.
Afirmamos que H =0, pues si 0+ x € H, por el Lema [2.2.1]

J(R)=(1=0,

IeA

entonces existe un ideal maximo M tal que x ¢ M, con lo que el ideal H n M, es una
interseccion finita de ideales maximos y H n M ¢ H, contradiciendo que H es minimo
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en {I,}. Por lo tanto H = N}_; Ax = 0. Ahora, consideremos la proyeccién candnica en
cada ideal ¢ : R > R/A;. Existe un unico morfismo ¢ : R — [];_, R/A; tal que para
ke{l,...,n} el siguiente diagrama conmuta:

[Tio1 R/ Ax
o T L
Tk
R- o R/Ak,

es decir, TP = Pk.

Veamos que Nuc(g) = 0. Si ¢(r) =0, entonces, para k€ {1,...,n}, 0=m(o(r)) = pr(r) =

r+ Ag, con lo que r € Ay, entonces 7 € N?_ Ay = 0. Por lo tanto Nuc(y) = 0.

Ahora, observemos que [Ty R/Ax = LI}_; R/As. Ademés, por el Teorema[l.1.8] | I}_, R/ A} =
@ Nk, con R/ A = N, para toda k € {1,...,n}. Ademds,para toda k € {1,...,n}, R/ A

es un anillo simple, pues A < R es un ideal maximo, con lo que N, es simple, entonces

@)_; Ni es un anillo semisimple.

Con todo lo anterior, tenemos que R = o(@}_, Ni,), y por el Teorema [1.4.5] p(B}_; Ny)

es semisimple y R es semisimple. O
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Moddulos endorregulares y moédulos
endorregulares abelianos.

3.1. Regularidad en el anillo de endomorfismos de un
modulo.

Definicién 3.1.1. Sea R un anillo, decimos que R es abeliano si todos sus idempotentes
son centrales.

Definicién 3.1.2. Sea R un anillo y M un R-médulo, decimos que M es
1) endorregular si End(M) es regular;

2) abeliano si End(M) es abeliano;

(1)

(2)

(3) endorregular abeliano si End(M) es regular y abeliano;

(4) fuertemente endorregular si End(M) es fuertemente regular;

(5) unitariamente endorregular si End(M) es unitariamente regular;
(6) unilateral endorregular si End(M) es unilateral regular.

El concepto de médulos endorregulares fue planteado por Fuchs en [7], donde él sélo
considero el caso de grupos abelianos (Z-moédulos).

Definicién 3.1.3. Sea n € N. Al anillo de enteros médulo n lo denotaremos por Z,,.
Lema 3.1.4. Si M # 0 es simple, entonces End(M) es un anillo con divisién.

Demostracion. Sea ¢ € End(M). Como M es simple, entonces ¢(M) = M o 0. En el
primer caso, M # 0 implica que Nuc(y) = 0. En el segundo caso Nuc(p) = M. Entonces ¢
es un isomorfismo o es el morfismo cero. O

Ejemplo 3.1.5. Por el Lema todo médulo simple es endorregular, en particular Z,
es endorregular, con p primo.

31



CAPITULO 3. MODULOS ENDORREGULARES Y MODULOS
32 ENDORREGULARES ABELIANOS.

Definicién 3.1.6. Sea M un R-médulo y ¢ € End(M ). Decimos que ¢ es regular si existe
1 e End(M) tal que ¢ = .

Lema 3.1.7. Sean M un R-médulo y ¢ € End(M), ¢ es regular si y sélo si Nuc(p) e
Im(¢p) son sumandos directos de M.

Demostracion. =) Supongamos que ¢ es regular. Sea ¥ € End(M) tal que ¢ = o).
Definamos ¢’ := ¢ tm(p) ¥ ¥ = Ylim(p). Como ¢’ es suprayectivo y Idimyy' = ¢’ =
(@), entonces Idiy,(,) = ¢"9'. De esta manera ¢’ se escinde, con lo que, por el Teorema
[1.5.4] Nuc(¢') = Nuc(y) es un sumando directo de M.

Ahora, sea x € Im(p), y ¢ : Im(¢) - M la inclusién candnica, entonces existe m € M tal
que z = ¢(m). Entonces (¢9)u(z) = ¢"p(p(m)) = ¢’'(m) = x, con lo que (@)t = Idim(y)-
Por lo tanto, ¢ se escinde, entonces Im(¢) es un sumando directo de M, por el Teorema
5.4l

<) Supongamos que Im(y) y Nuc(p) son sumandos directos de M. Entonces existe
N < M tal que Nuc(yp) ® N = M. Definamos ¢’ := ¢ Mm(p), @n = ¢'|n y consideremos f,
la inclusién del Nuc(y) en M y ' : N - M la inclusién de N en M. Consideremos la
sucesion exacta

n: 0—— Nuc(p) L Nuc(p)® N AN Im(¢) —0.

Veamos que @y es un isomorfismo. Sea y € Im (), entonces existe m € M tal que y = p(m).
Ademds, m = a+0b, con a € Nuc(p) y b e N, entonces, y = ¢o(m) = ¢(b) = on(b). Por lo
tanto, @y es suprayectiva.

Ahora, si gy (z) =0, entonces x € Nuc(p) n N = 0. Por lo tanto, ¢y es inyectiva.
Consideremos ¢y : Im(¢) - N. Luego, sea v = n'py : Im(p) - M. Si m € Im(yp),
entonces p(y(m)) = (' (¢x(m))) = ¢(¢x(m)) = m. Por lo tanto ¢y = Idyy(,. Por
hipétesis existe N’ < M tal que M = Im(p) @ N’, consideremos la proyecciéon de Im(p)
sobre N’ w: M — Im(yp), entonces ym : M — M cumple que p(y7)p = ¢. Por lo tanto ¢
es regular. O]

Ejemplo 3.1.8. Sea V un espacio vectorial sobre un campo K. Entonces V' es endorre-
gular.

Demostracion. Sea U <V un subespacio lineal de V. Definamos el conjunto I'y := {W <
V| VW =0}. Observemos que 0 € 'y y (I'y, €) es un conjunto parcialmente ordenado.
Sea A una cadena en I'y;. Consideremos N := Uy o W. Veamos que N es un subespacio de
W. Claramente 0 € N. Sean x,y € N y r € K, entonces z € W y y e W' con W, W’ e A.
Sin pérdida de generalidad supongamos que W € W' entonces xr +y € W’ c N. Por lo
tanto, IV es un subespacio de V. Ahora veamos que N € I';;. Observemos que

UnN=Un(lW)=UJUnW)=0.

WeA WeA

Por lo tanto, N € I'y y N es una cota superior de A en I'y;. Por el Lema de Zorn existe
un elemento maximo W el'y. SiU+W #V seax e VN{U+W}. SeaaeUn (W +zK),
entonces a = w + xr € U, para algin w € W y r € K, de esta manera, si r # 0, tenemos
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que x € U + W, lo cual es una contradiccion, con lo que r = 0, entonces a € Un W = 0.
Por lo tanto U n (W + zK) = 0, lo cual implica que W + zk € 'y, pero W ¢ W + 2K,
contradiciendo que W es un elemento maximo en I'y;. De esta manera, U +W =V, con lo
que U <® V.

Hemos probado que todo subespacio lineal de V' es un sumando directo, por el Lema |3.1.7]
V' es endorregular. O]

Lema 3.1.9. Sean M un R-médulo y ¢ € End(M). Si ¢ es idempotente, entonces
M =Tm(yp) @ Nuc(p).

Demostracién. =) Supongamos que @? = ¢. Sea m € M, entonces 0 = p(m) — p?(m) =
w(m = p(m)), con lo que m — p(m) € Nuc(yp). Entonces m = (m —¢o(m)) + ¢(m). Por lo
tanto M =Im(yp) + Nuc(yp). Si z € Im(¢) n Nuc(y), entonces = = p(n), para algun n e M
y o(x) = p?(n) = p(n) =0, con lo cual Im(y) N Nuc(p) = 0.

oo M =TIm(p) @ Nuc(p). O

Observacién 3.1.10. La implicacion reciproca no siempre se cumple, por ejemplo con-
sideremos el espacio vectorial R? sobre el campo R y la transformacién lineal T'(x,y) =
2(x,y). Entonces T' es un isomorfismo y por lo tanto R? = Im(7") @ Nuc(7"), pero T no es
idempotente.

Teorema 3.1.11. Sea M un R-mddulo. M es endorregular abeliano si y sélo si para todo
peEnd(M), M =Im(yp) @ Nuc(p).

Demostracion. =) Supongamos que M es endorregular abeliano. Sea ¢ € End(M), como
End(M) es regular, existe ¢ € End(M) tal que ¢ = pip. Consideremos el morfismo
1s—1p. Veamos que M = Nuc(p) @ Nuc(lg—1¢). Sea m € M, es claro que m—1p(m) €
Nuc(p), ademas

(15 = ve) (Ye(m)) = hp(m) = (Ve(be(m))) = p(m) —be(m) =0,

entonces Yp(m) € Nuc(lg — ¥yp). Por lo tanto m = (m - ¥p(m)) + 1¥p(m), con lo cual
M = Nuc(p) + Nuc(ls — ¥¢p). Ahora, si z € Nuc(p) n Nuc(lg — p), entonces ¢(z) = 0
y x —p(x) = 0, aplicando ¢ a la primera igualdad tenemos que ¥p(x) = 0, entonces
x = 0. Por lo tanto M = Nuc(y) @ Nuc(lg — ¥¢). Consideremos e = o vy f = @i, los
cuales son idempotentes en End(M), y, por lo tanto, centrales. Como e = ¢, entonces
Im(p) = (M) = pe(M). Veamos que e(M) = Nuc(lg — ).

2) Sea x € Nuc(lg —1¢), entonces = = p(z) € (M) =e(M)

c) Sea 1pp(m) € e(M), entonces

(Ls = vp)(dp)(m) = p(m) = o(dp(m)) = he(m) - e(m) = 0.
Con lo cual hemos probado la afirmacién.
Por ultimo veamos que ¢(M) = e(M). Observemos que @(M) = pe(M) = ep(M) € e(M)
y
e(M) = vp(M) = Yppp(M) = fe(M) = fop(M) < f(M)
= otp(M) € p(M).
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Por lo tanto e(M) = p(M), con lo cual tenemos que M = Nuc(p) @ Nuc(ls — ¥p) =
Nue(p) @ e(M) = Nuc(p) @ Im(p).

<) Supongamos que M = Im(f) @ Nuc(f), para todo f € End(M). Por el Lema [3.1.7]
tenemos que End(M) es regular. Ahora, sea e € End(M) idempotente y ¢ € End(M).
Consideremos « = ep(1lg — €). Por hipétesis M =Im(a) @ Nuc(a). Observemos que

a? =ep(lg—e)ep(ls —€) = epep — epepe — epeep + epeepe = 0.
Luego, si m € M, entonces existen tnicos x € Nuc(a) y w € Im(«) tales que m = x+w, con
w = a(n), para algin n € M, entonces a(m) = a?(n) = 0, por lo cual «a =0, asi ep = epe,
analogamente @e = epe. Por lo tanto ge = ep. O]

Para el caso de los espacios vectoriales de dimensién finita podemos debilitar la con-
diciéon anterior, como veremos en el Teorema |3.1.13]

Lema 3.1.12. Sea V un espacio vectorial de dimension finita sobre un campo K . Sean
W1, W5 €V dos subespacios, entonces dim(W7 +Ws) = dim(W7) +dim(Ws) —dim(W;nWs)

Demostracion. Sea {uj, ..., u;} una base del subespacio W; n Ws. Extendamos esta base
a una base {uy ..., u,v1,...,v,} para Wy y a otra base {us, ..., u, wy,...,w,} para Ws.
Ahora, sean v;, B, ey € K,con 1<i<k,1<j<my1<t<p tales que

k m p
Y yiug + Y v+ Y agwy = 0.
=1 i=1

i=1

Despejando al término v = }7%; B;v;, obtenemos

m k p
v = Zﬁjvj = - nyiuj - Zatwt.
j=1 i=1 =1

Como el lado derecho pertenece a Ws, entonces v € Wi nWs, con lo que existen v, € K,

con 1< <k tales que
k

Z Bv; = Z %{UJA
j=1

i=1
igualando a cero y usando que el conjunto {uy, ..., ug,v1,...,0,} es linealmente indepen-
diente, concluimos que §; = 0 para toda 1 < j <m. Entonces tenemos que

k p
Z%’Uj + Z apwy = 0.
i=1 t=1

Entonces como {us,...,ux,wi,...,w,} es linealmente independiente, a; = 0, para toda
1<t<py ;=0 paratoda 1<j<k. Porlo tanto
{uy, ..., up,v1,..., Uy, w1,...,wy} es linealmente independiente. Ahora si a+be Wy + Wa,

con a € Wy y beWs, entonces existen 3, ay € K, con 1 <j<k+my1<t<k+p, tales
que a = Brug + ... Bpp + Bra1V1 + -+ BromUm ¥ b= 0ty + -+ - + QU + Qg1 Wy ++ -+ + Qg pWp.
Entonces

a+b= (01 +a)ur+ ... (Br+oaw)up + B + - + BramUm + QWi + -+ + Qpaplp.

Con lo que {uy,...ux,v1,... 0, w,...,wy} genera a Wi + Ws. Entonces dim(W; + Ws) =
k+m+p=k+m+p+k-k=dim(W;)+dim(Ws) - dim(W; n W). O
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Teorema 3.1.13. Sea V un espacio vectorial sobre un campo K de dimensién finita, y
sea T': V — V una transformacion lineal. Entonces:

(1) Si T (V) + Nuc(T') =V, entonces T'(V') n Nuc(7T') = 0.
(2) Si Nuc(T)nT(V) =0, entonces T'(V) + Nuc(T) = V.

Demostracion. (1). Supongamos que T'(V')+Nuc(T') = V. Por el Teorema de la dimensién
dim(V') = dim(7' (V")) + dim(Nuc(T)), por otro lado, por el Lema [3.1.12

dim(V') = dim(7 (V') + Nuc(T")) = dim(7'(V)) + dim(Nuc(7")) - dim(7'(V') n Nue(T)),

con lo que dim(7(V') nNuc(7')) =0, entonces T (V') n Nuc(T") = 0.
(2). Supongamos que Nuc(7T) nT (V) = 0. Por el teorema de la dimensién dim(V') =
dim(7'(V')) + dim(Nuc(T")), por otro lado, por el Lema |3.1.12]

dim(7T(V) + Nue(T)) = dim(T(V)) + dim(Nuc(T')) - dim(7T(V) nNue(T))
= dim(7(V)) + dim(Nuc(T)) = dim(V),

con lo que dim(V') = dim(7'(V') + Nuc(7')). Por lo tanto V' =T (V') + Nuc(T). O

Ejemplo 3.1.14. La hipétesis de que V sea de dimensién finita en el Teorema [3.1.13] es
necesaria. Para ver esto consideremos V' = [],;7; R el espacio vectorial de sucesiones infini-
tas con entradas en los nimeros reales sobre el campo de los nimeros reales. Definamos
T:V -V como T'({x;}is1) = {x}}is1, donde 2 = ;,1, para todo i € N. Es facil ver que T'
es una transformacion lineal. Veamos que V' =T (V') + Nuc(T"). Sea {z;}:;»1 € V, definamos
las sucesiones e;x1, donde e; vale uno en la entrada i—ésima y cero en todas las demas
y {x!}i»1, donde x} = 0sii=1,2y z} = x,.; para todo i > 2. Entonces T(e;z1) =0y
{zi}tis1 =T ({x!}is1) +e1xq, conlo que V =T(V)+Nuc(T'), pero T'(e2) = e1 y €1 € Nuc(T').
Por lo tanto Nuc(T)nT'(V') # 0.

Ahora, sea U : V - V dada por U({z;}i»1) = {z}is1, donde 2} = 0 y z! = x;.4, para
todo ¢ > 2. Es fécil ver que U es una transformacion lineal y que Nuc(U) = 0, entonces
Nuc(U)nU(V) =0, pero e; ¢ U(V), con lo que V # U(V') + Nuc(U).

3.2. Moébdulos de Rickart y Rickart duales.

En esta seccion daremos una caracterizacién de un modulo endorregular.
Definicién 3.2.1. Sea M un R-moddulo. Decimos que M
(1) es un médulo de Rickart si para todo ¢ € End(M), Nuc(p) <® M;

(2) satisface la condicién Cy si para todo N < M con N = M’ <® M, se tiene que
N <® M;

(3) satisface la condicién Dy si para todo N < M con M /N = M’ <® M, se tiene que
N <® M;
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(4) es un médulo de Rickart dual o dual-Rickart si para todo ¢ € End(M), o(M) <® M.
Proposicion 3.2.2. Sea M un R-mddulo, son equivalentes:
(1) M es un médulo de Rickart.

(2) M satisface la condicién D, y para todo ¢ € End(M), ¢(M) es isomorfo a un
sumando directo de M.

Demostracion. (1) = (2) Supongamos (1). Sea ¢ € End(M), consideremos la sucesion
exacta
n: 0 —= Nuc(p) ——= M —> (M) —0.

Como Nuc(yp) <® M, entonces ¢ se escinde, por el Teorema , y por el Teorema m,
M = Nuc(p) ® C, con C = ¢(M). Por lo tanto p(M) es isomorfo a un sumando directo
de M.

Para ver que M satisface Dy, sea N < M con M/N = M’ <® M. Consideremos los

morfismos
M—"=M|N = M'—~ M,

donde 7 es la proyeccion natural y ¢ es el isomorfismo dado. Definamos 3 = wpm: M - M
y observemos que Nuc(f) = Nuc(w) = N, y como M es Rickart, entonces N <® M.
(2) = (1) Supongamos (2). Sea ¢ € End(M), como M/Nuc(p) = (M) con p(M)
isomorfo a un sumando directo de M, entonces, por la condicién Dy, Nuc(p) es isomorfo
a un sumando directo de M.

m

Proposicion 3.2.3. Sea M un R-mddulo, son equivalentes:
(1) M es un médulo dual-Rickart.
(2) M satisface Cy y (M) = M’ <® M.

Demostracion. (1) = (2) Supongamos (1). Es claro que se cumple la segunda parte de
(2). Para ver que M satisface la condicién Cy, sea N < M con N = M’ <® M. Consideremos
los siguentes morfismos

M—ZsM -2+ N—M,
donde 7 es la proyeccion de M sobre M’y ¢ es el isomorfismo dado. Definamos (8 = wp7 :
M — M. Entonces (M) = @(M') = N, con lo que N es la imagen de un morfismo, como
M es dual-Rickart, se tiene que N <® M.
(2) = (1) Supongamos (2) y sea ¢ € End(M). Por hipétesis o(M) = M’ <® M y M
satisface Cy, entonces (M) <® M. O

Teorema 3.2.4. Sea M un R-moddulo, son equivalentes:
(1) M es un médulo Rickart y satisface Cs.
(2) M es un médulo dual-Rickart y satisface D.

(3) M es endorregular.
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Demostracion. (1) = (2) Supongamos (1). Por la Proposicién [3.2.2] M satisface la con-
diciéon Dy y para todo ¢ € End(M), o(M) = N <® M, por la Proposicién [3.2.3] se sigue
que M es dual-Rickart, con lo que hemos probado (2).

(2) = (1) Supongamos (2). Por la Proposicién M satisface la condicién Cy y para
todo ¢ € End(M), o(M) = N <® M, por la Proposicién se sigue que M es Rickart.
(2) = (3) Supongamos (2) y (1). Para todo ¢ € End(M), Nuc(p), p(M) <® M, por el
Lema [3.1.7] se sigue que M es endorregular.

(3) = (1) Supongamos (3). Por el Lema , M es Rickart y dual-Rickart, por lo que
también satisface la condicion Cj. O

3.3. Regularidad en un médulo.

Veamos como los conceptos mencionados en la Definicion se relacionan entre
ellos. Primero enunciemos un teorema que vamos a ocupar mas adelante.

Teorema 3.3.1. Sea N # 0 un R-médulo y M := @,; N la suma directa de copias de N.
donde [ # @.

(1) Si [ esinfinito y N es finitamente generado, entonces M es endoregular (respectiva-
mente, unitaleral endoregular) si y sélo si End(/V) es semisimple (respectivamente,
simple artiniano). Entonces si R es conmutativo, I es infinito, y N es finitamente
generado, entonces M es endoregular (respectivamente, unitariamente endoregular)
si y s6lo si es semisimple (respectivamente, anulado por un ideal méaximo).

(2) M es unitariamente endoregular si y sélo si I es finito y N es unitariamente endo-
regular.

Demostracion. Véase [2, Teorema 1.10]. O

Teorema 3.3.2. Sea R un anillo, y M un R-médulo. Consideremos los siguientes enun-
ciados.

1) M es endorregular y End(M) es conmutativo.

2) M es fuertemente endorregular.

4

(1)
(2)
(3) M es unitariamente endorregular.
(4) M es unilateral endorregular.

(5)

5) M es endorregular.

Entonces (1) = (2) = (3) = (4) = (5).

Demostracion. (1) = (2). Supongamos (1). Como End(M) es conmutativo, entonces
todos sus idempotentes son centrales, por la Proposicion , End(M) es fuertemente
regular.

(2) = (3). Supongamos (2). Sea a € End(M). Por la Proposicién [2.1.6] existe t € R
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unidad tale que a = t(az), con a = a®?z y ax idempotente central. Entonces at™! = ax,
multiplicando ambos lados por a, at™'a = axa = a?>x = a. Por lo tanto M es unitariamente
endorregular.

(3) = (4) y (4) = (5) son inmediatos. O

Ejemplo 3.3.3. Sea H el anillo de los cuaterniones. Como H es un anillo no conmutativo,
se tiene que H = End(M ), ademés al ser un anillo con divisién H es fuertemente regular.
Por lo tanto H es fuertemente endorregular pero End(M) no es conmutativo.

Ejemplo 3.3.4. R? visto como R-espacio vectorial es unitariamente endorregular pero
no fuertemente endorregular.

Demostracion. Sea T : R? - R? una transformacién lineal. Entonces 2 = dim(7'(R?)) +
dim(Nuc(7')). Si dim(7'(R?)) =0 entonces T' =0y T' = TidT'. Si dim(7'(R?)) = 2, entonces
R es un isomorfismo y T' = TT-'T. Si dim(7T'(R?)) = dim(Nuc(T")) = 1, consideremos
N,N’" <R tales que R? = Nuc(T) @ N y R? =T (R?) @ N'. Observemos que dim(N') =1 =
dim(Nuc(T")) con lo que N’ = Nuc(T'). Sea : N’ - Nuc(T') dicho isomorfismo. Por un
argumento similar a la prueba del Lema[3.1.7] la restriccion de T'a N, T|y : N - T(R?) es
un isomorfismo. Definamos L : R? - R? dado por L(z+y) = Ty (2)+5(y), con x € T(R?)
y y € N’. Veamos que L es una transformacion lineal. Sean a =z +y, b=2" +y' € R%, con
z,x' e T(R?), y,y" € N’ y r € R, entonces

Lla+br)=L((z+z'r)+(y+y'r)) =T y(z+2'r)+ By +vy")
=T Yn(x) + B(y) + T v (z")r + B(y)r = La) + L(b)r.

Ahora, sean x € T(R?) y y € N’ tales que 0 = L(z +y) = T Yn(z) + B(y), entonces
Tl n(x) =-B(y) € NnNuc(T) =0, con lo que x =0 =y, por lo tanto L es inyectiva y
por ende biyectiva. Si w e R w =x +y, con x € Nuc(T) y y € N, entonces

TLT(w) =TLT(x+y) =TLT(y) =TT ' |n(T(y)) =T(y) = T(x +y) = T(w),

con lo que T'=TLT, con L unidad de End(M). Por lo tanto R? es unitariamente endo-
rregular.

Luego Sean T, L : R? - R? dadas por T(z,y) = (y,z) v L(z,y) = (0,y), entonces T es
idempotente y TL(z,y) = T(0,y) = (y,0) pero LT (z,y) = L(y,x) = (0,x), es decir, T no
es central, por la Proposicién R? no es fuertemente endorregular. ]

Ejemplo 3.3.5. Sea M = @;>; R, donde R es visto como un anillo. Como R es simple
y artiniano, pues su reticula de ideales es finita, entonces por el Teorema M es
unilateral endorregular y como M consiste de copias infinitas de R, nuevamente por el
Teorema [3.3.1], M no es unitariamente endoregular.

Ejemplo 3.3.6. Sea M =@®;>, Z/67Z, donde Z/6Z es visto como un Z-mébdulo. Observe-
mos que cada elemento en S = End(Z/67Z) es de la forma f,, con a € {0,1,2,3,4,5}, es
decir, f,(z) = ax para todo = € Z/6Z, entonces, es facil ver que los ideales f5.5 = { fo, f2, f3}
y f3S = {fo, f3} son simples y S = fo.5 + fsEnd(M), con lo que End(M) es semisimple.
Por el Teorema , M es endorregular. Ademés End(M) no es simple, por el Teorema
3.3.1, M no es unilateral endoregular.
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3.4. Grupos abelianos.

En esta corta seccién veremos un ejemplo importante de modulos endorregulares, los
grupos abelianos divisibles y libres de torsion.

Definicién 3.4.1. Sea GG un Z-modulo. Diremos que G es
(1) divisible si para todo entero positivo n se tiene que nG = G.

(2) libre de torsién si para todo entero positivo n y x € G, xn = 0 implica que x = 0, es
decir, el tnico elemento de orden finito es 0.

Observacién 3.4.2. Si G es un Z-modulo divisible entonces nG = G para todo entero
neZ~ {0}.

Teorema 3.4.3. Todo Z-médulo divisible y libre de torsion es endorregular.

Demostracion. Sea G un Z-mdédulo divisible y libre de torsién. Veamos que a G le podemos
dar estructura de Q-espacio vectorial.

SeaneZ~{0}y geG, existe y € G tal que g = ny. Ahora, si g = ny’, para algin y € G,
entonces n(y—y’') =0, con lo que y =y, pues G es libre de torsién. Definamos la operacién
p:QxG — G, dada por: si g € G, ag = by, para un tnico y € G, entonces ;(%,9) = y.

p esta bien definida: supongamos que § = ¢ y sean y,y’ € G tales que ag = by y cg = dy/,
entonces bdy’ = bcg = adg = bdy, con lo que u(%,9) =y =y = (5, 9)-

Observemos que la restriccion de p a Z x G es la accion de Z en G.

Luego, sean g,h € G, ¢, 5 € Q, ademds consideremos a los elementos yi,z, 21,7, w,2 € G
tales que ag = byy, cg = dys, ays = bw, acg = bdx,ah = bz, (ad + bc)g = bdz.

1) p(l,9)=g.

2) Como ays = bw, y dys = cg entonces bdzx = acg = adys = bdw, con lo que = = w, es
decir 1u(§, (3, 9)) = 1(55. 9)-

3) Como a(g+h) = ag+ah = by, + bz = b(y, + 21), entonces pu(§,g9+h) =y + 21 =
1(g,9) +p(§, h).
4) Como adg = dby, y bcg = bdy,, entonces (ad+bc)g = bd(y1+y2), con lo que p(5+5,g) =

ad+bc

(25, 9) =y + Y2 = 1($,9) + (5, 9).

Por lo tanto G es un Q-espacio vectorial. Por el Ejemplo [3.1.8) Endg(G) es un anillo
regular. Observemos que Endz(G) = Endg(G), pues si § € Q, f € Endz(G) y g,y € G tales

que ag = by, entonces af(g) = bf(y), con lo que f(u(%,9)) = f(y) = n(%, f(9)), se sigue
que G es endorregular. O




Capitulo 4

Modulos morficos y débilmente
morficos.

4.1. Definiciones.

Definicién 4.1.1. Sean M un R-médulo y ¢ € End(M). Decimos que ¢ es mérfico si
M /(M) = Nuc(p). Si todo ¢ € End(M) es moérfico, diremos que M es moérfico.

Observacién 4.1.2. Si R es conmutativo, entonces para todo a € R la funcién ¢, : M —
M, p,(m) =ma es un elemento de End(M), y Nuc(p,) = {me M | ma =0} =:lp(a).

Con base en la observacion anterior tenemos la siguiente

Definicién 4.1.3. Sea R conmutativo. Decimos que M es débilmente mérfico si M /Ma
ly(a) para todo a € R.

Proposicién 4.1.4. Sean M un R-médulo y ¢ € End(M). Entonces ¢ es morfico si y
sélo si existe € End(M) tal que Nuc(5) = (M) v Nuc(p) = B(M).

Demostracion. =) Supongamos que ¢ es morfico. Consideremos la proyecciéon «: M —
M/[e(M) y un isomorfismo f : M/p(M) - Nuc(p). Definamos 8 = fr: M — Nuc(p).
Como 7 y f son suprayectivas, entonces S(M) = Nuc(p). Luego, S(m) = 0 si y sélo si
m(m) =0 siy sélo si me p(M). Por lo tanto Nuc(5) = p(M).

<) Supongamos que existe 5 € End(M) tal que Nuc(5) = (M) y B(M) = Nuc(p). Por
el primer teorema de isomorfismo M /p(M) = M/ Nuc(5) = 5(M) = Nuc(yp). O

Proposicién 4.1.5. Sea M un R-médulo. M es mérfico si y sdlo si siempre que M /N = K
se tiene que M /K = N, donde N, K < M.

Demostracion. =) Supongamos que M es mérfico. Sean N, K < M con M/N = K. Con-
sideremos ¢ : M/N — K un isomorfismo y definamos ¢ : M - M dado por ¢(m) =
@(m + N). Observemos que (M) = o(M/N) = K y Nuc(¢) = N. Ahora, por la Pro-
posicién [4.1.4] existe § € End(M) tal que Nuc(8) = (M) y 8(M) = Nuc(¢)). Entonces
MK = MJg(M) = M/Nuc(8) = B(M)= Nue(y) = N.

<) Supongamos que siempre que M/N = K se tiene que M/K 2 N, donde N, K < M.
Sea ¢ € End(M). Como M /Nuc(p) 2 ¢(M), entonces M [p(M) = Nuc(p). O

40
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Corolario 4.1.6. Si M es mérfico y N < M tal que N = M, entonces M = N.

Demostracién. Por el Primer teorema de isomorfismo M/0 = N, por la Proposicién [4.1.5]
M/N =0, con lo que N = M. [

Con la ayuda del Corolario 4.1.6, obtenemos un médulo que es moérfico y un moédulo
que no lo es.

Ejemplo 4.1.7. El Z-mdédulo Z no es moérfico.
Demostracion. Como 27 s Z 'y 27 = 7Z, por el Corolario , Z no es moérfico. O
Ejemplo 4.1.8. El Z-mdédulo Z,, es mérfico.

Demostracion. Recordemos que dos grupos ciclicos finitos son isomorfos si y sélo si tienen
el mismo orden. Sean H, K < Z,, tales que Z,/H = K, entonces |Z,/H| = |K|. Por otro lado,
el Teorema de Lagrange implica que |Z,/H||H|=n =|Z,/K||K|, con lo que |H| = |Z,/K]|,
por lo tanto Z, /K = H. O

Si bien es claro que si R es conmutativo entonces todo R-médulo moérfico es débilmente
morfico, la implicacién contraria no siempre se cumple, como veremos en el siguente

Ejemplo 4.1.9. El Z-médulo M = Zy x Z, es débilmente mérfico pero no es morfico.

Demostracion. Sean K = Zy x 274y N = Zy x 0, subgrupos de M. Sea ¢ : M — Zy dada
por ¢(([a],[b])) = [b], para todo ([a],[b]) € M. Si ([a],[b]) = ([a'],[0']), tenemos 3 casos.
Caso 1: b=0 mdd 4, 0 b=2 mdbd 4 entonces b=0 mébd 2.

Caso 2: b=1 mdd 4, entonces b=1 madd 2.

Caso 3: b=3 mdd 4, entonces b=1 madd 2.

Como b = b méd 4, podemos concluir que ¢([a],[b]) = ¢([a’],[V']), con lo que ¢ estd
bien definida.

Sean ([a],[b]), ([a'],[b']) € M, entonces

p((Lal, [0]) + ([o'], [6'])) = [0] + [0'] = o(([a], [0])) + ¢ (([a'], [V']))-

Por lo tanto ¢ es un morfismo de grupos. Observemos que ¢ es suprayectiva, lo cual impli-
ca que el Nuc(yp) tiene 4 elementos, ademads si ([a], [b]) € K, entonces ¢(([a], [b])) =[0],
como K tiene 4 elementos, podemos concluir que Nuc(p) = K. Entonces M /K = Zy =
Zox0=N.

Por otro lado, tenemos que si 7 : M — Zy, es la proyeccién sobre Z,, entonces M /N = Z,,
pero Zy ¢ K, pues Zy4 sélo tiene un elemento de orden 2, [2], mientras que ([0],[2]), ([1], [0])
v ([1],[2]) son elementos en K de orden 2. Por la Proposicién M no es morfico.
Ahora, sea n € Z. Consideremos los siguientes 4 casos.

Caso 1: n = 4r, para alguna r € Z. Entonces si ([a],[b]) € M, tenemos que ([a],[b])n =
([4ra],[4rb]) = ([0],[0]), con lo que Mn =0y ly(n) =M. Por lo tanto M/Mn = [y (n).
caso 2: n = 4r + 1, para alguna r € Z. Sea ([a],[b]) € M, entonces ([a],[b])n =
([4ra + a],[47b + b]) = [(a),(b)], con lo que Mn = M. Ademas ([0],[0]) = ([a],[b])n
siysélosidra+a=0 méd 2y 4rb+b=0 mdd 4, con lo que ([a],[b]) = ([0],[0]). Por lo
tanto [y;(n) =0, entonces M /Ma = [p(n).
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Caso 3: n =4r + 2, para alguna r € Z. Veamos que Mn =0 x 2Z,.

c] Sea ([a],[b]) € M. Entonces ([a],[b])n = ([4ra + 2a], [4rb,2b]) = ([0],2[b]) € 0 x 2Z,.
2] Sea ([a],2[b]) € 0x2Z4. Observemos que ([a], 2[b]) = ([4ra+2a], [4rb,2b]) = ([a], [b])n €
Mn.

Por lo tanto Mn = 0 x 2Z,. Sea ¥ : M — Zy x Zy dada por Y(([a],[b])) = ([a], [b]). De
manera analoga a la prueba de que ¢ estaba bien definida y era un morfismo de grupos,
tenemos que ¥ estd bien definida y es un morfismo de grupos. Observemos que ¥ es su-
prayectiva, entonces Nuc(¥) tiene 2 elementos, ademas W(([0],[2])) = ([0],[0]), con lo
que Nuc(¥) =0 x 2Z4. Por lo tanto M /Mn = M [0 x 27y = 7y x Zs.

Luego, ([0],[0]) = ([a], [b])n = ([4ra+2a], [4rb+2b]) = ([0],[2b]) siy sblosi2b=0 mdd 4
siysbélosib=0 méd4 o b=2 mdd 4. Por lo tanto Iy (n) = Zy x 2Z4. Como 274 = Zs,
entonces Iy (n) = Zy x Zy 2 M|/ Mn.

Caso 4: n = 4r+3, para alguna r € Z. Si ([a], [b]) € M, entonces ([a],
([a],[b]). Por lo tanto Mn = M. Ademas ([0],[0]) = ([a],[b])n = ([a],[3b]) si y sdlo si
([a],[b]) = ([0],[0]), con lo que lp(n) =0, de esta manera M /Mn = ly(n).

Por lo tanto M es débilmente morfico. O

[3b])n = ([3a], [90]) =
(

Para cerrar estd seccion veamos una caracterizacion de modulos endorregulares que
son unitariamente endorregulares.

Teorema 4.1.10. Sea M un R-moédulo endorregular. Entonces M es morfico si y solo si
M es unitariamente endorregular.

Demostracion. =) Supongamos que M es mérfico. Sea ¢ € End(M). Por el Lema [3.1.7]
o(M)@ N'" = M = Nuc(p) @ N, con N, N’ < M. Més auin, en la demostraciéon del Teo-
rema vimos que ¢y : N - (M), la restriccién de ¢ a N, con codominio ¢(M), es un
isomorfismo. Ahora, como M /(M) = N'y M/p(M) = Nuc(p), entonces N’ = Nuc(yp).
Sea W : N’ - Nuc(y) un isomorfismo. Definamos la funciéon g : M — M, dada por,
Bz +y) = o5 (x) +¥(y), para todo = € p(M) y para todo y € N'. 3 estd bien definida,
pues (M) @® N’ = M. Sean 1,25 € o(M), y1,y2 € N' y r € R, existen my,my € M tales
que z1 = p(my) y z2 = p(ms), entonces

B((x1+y1) +r(x2+1y2)) = B(p(my +1rmo) +y1 +1y2) = (M1 +1rma) + Y(y1 + y2)
=my +¥(y1) +r(me +¥(y2)) = B(z1 +y1) +rB(x2 + y2).

Como p(M) @ N'= M, se sigue que (3 es suprayectivo. Luego, si z € p y y € N', con z =
w(m), para algin m € M, entonces 0 = B(z+y) = m+¥(y), aplicando ¢, obtenemos, 0 = x,
de donde se sigue que y = 0. Por lo tanto 5 es un isomorfismo. Finalmente observemos
que si z € Nuc(p) y n € N, entonces

pBp(x+n)=pB(p(n)) =p(n)=p(x+n).

Por lo tanto ¢Sy = ¢, con S isomorfismo.

<) Supongamos que M es unitariamente endorregular. Sea [ € End(M), existe 8 €
End(M) isomorfismo tal que ¢ = ¢fp. Como ¢f es idempotente, por el Lema ,
M = pB(M) & ker(pf8) = (M) & ker(pf3), con lo que M/p(M) = ker(pp3). Sea ¥ :
ker(pf) — ker(y), dada por W(z) = G(x). V¥ esta bien definida, pues si z € ker(pp),
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entonces 3(x) € ker(y). Claramente ¥ es un homomorfismo y es inyectivo, pues /3 1o es. Si

y € ker(y), existe z € M tal que B(z) =y, conlo que p(B(x)) = p(y) =0y ¥Y(z) = B(x) = y.
Por lo tanto ker(yf) = ker(¢), de donde se sigue que M /p(M) 2 ker(yp). O

4.2. Mobdulos reducidos y correducidos.

Definicién 4.2.1. Sea M un R-médulo. Decimos que M es reducido si para todo a € R
y para todo m € M tales que ma? = 0, entonces mRa = 0.

Definicién 4.2.2. Sean R conmutativo y M un R-médulo. Decimos que M es correducido
si Ma = Ma™ para todo a € R y para todo n € Z*.

Ejemplo 4.2.3. Todo Vi espacio vectorial es un médulo reducido.
El siguente resultado nos sera de utilidad mas adelante.

Teorema 4.2.4. Sean R un anillo conmutativo y M un R-médulo finitamente generado.
Si I < R es un ideal de R tal que M I = M, entonces existe x € R, tal que x + I = 1z + [ y
Max =0.

Demostracion. Véase [4, Corolario 2.5]. O

Proposicién 4.2.5. Sea R conmutativo, entonces R es regular si y sélo si R es corredu-
cido.

Demostracion. =) Supongamos que R es regular y sea a € R. Por induccién sobre n € Z*
veamos que aR = a”R. Sea y € R tal que a = aya = a®y, entonces aR = a?R. Supongamos
para n > 2, que aR = a"R, entonces a = a™s, para alguna s € R. Si ar € aR, entonces
ar = a"sr. Multiplicando ambos lados de la igualdad por ay obtenemos, ar = ar(ay) =
a™1sry € a® 1R, con lo que aR € a™' R, asi tenemos la igualdad aR = a"*'R.

<) Supongamos que R es correducido. Para a € R tenemos que aR = a?R, entonces
a = a’r = ara para algin r € R. Por lo tanto R es regular. O

Definicién 4.2.6. Sea M un R-mdédulo. Decimos que M es rigido si para todo a € Ry
para todo m € M, ma? = 0, implica que ma = 0.

Proposicion 4.2.7. Sea M un R-médulo. Si M es reducido, entonces M es rigido.

Demostracion. Supongamos que M es reducido y sean a € Ry m € M tales que ma? =0,
entonces mRa = 0, en particular ma = 0. Por lo tanto M es rigido. O

Lema 4.2.8. Un R-médulo M es rigido si y sélo si ly(a™) = ly(a) para todo a € Ry
para todo n € Z*.

Demostracion. =) Supongamos que M es rigido. Sea a € R, por induccién sobre n veamos
que lpr(am) =lp(a). Sin =1 la afirmacién es cierta. Hagamos el caso para n = 2. Sea m €
Irr(a?), entonces ma? = 0, por hipétesis, ma = 0, con lo que m € ly;(a), asi Iy(a?) € iy (a),
la otra contencién siempre la tenemos. Por lo tanto ly/(a?) = ly/(a). Ahora, supongamos
paran > 2 que ly(am) =y (a) y seam € Iy (a™!), entonces ma™! = ma(a™) = 0, entonces
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ma € Iy (a™) = Iy (a), con lo que ma? = 0, por hip6tesis ma = 0, por lo tanto m € Iy, (a),
obteniendo asi [y, (a™1) = lj/(a).

<) Supongamos que Ily(a) = ly(a™) para todo a € R y para todo n € Z*. Sean a € R y
m € M tales que ma? = 0, como Iy (a?) = lp(a), entonces ma = 0, es decir, M es rigido. [

Ahora podemos dar otra caracterizacion de un médulo endoregular abeliano.

Teorema 4.2.9. Sea M un R-médulo y denotemos por S := End(M) al anillo de endo-
morfismos de M. Entonces M es endorregular abeliano si y sélo si M es mérfico y S es
reducido como S-médulo.

Demostracion. =) Supongamos que M es endorregular abeliano. Sean ¢, f € S tales que
@f? = 0. Por la Proposicién R.1.5] S es fuertemente regular, entonces existe h € S tal
que f = f?h, con lo que ¢f = ¢f?h = 0. Ahora, existe g € S tal que ¢ = pgp, con gy
idempotente, y por hipotesis, también es regular. Sea 1 € S, entonces iy f = pgpy f =
egef =0. Por lo tanto ¢Sf = 0.

<) Supongamos que M es moérfico y S reducido, como S-anillo. Sea ¢ € S. Por la
Proposicién S es rigido, y por el Lema Is(¢™) = ls(p) para todo n € Z*.
Veamos que p(M) =1,(ls(¢)) = {meM | f(m) =0 para todo f els(p)}.

c] Sea x € (M), entonces existe m € M tal que x = p(m), si f €ls(p), entonces fp =0,
en particular, fo(m) = f(x) = 0. Por lo tanto x € 7, (Is(¢)).

2] Sea m € 1),(ls(¢)). Por la Proposicién [4.1.4] existe 5 € S tal que ¢(M) = Nuc(8) y
B(M) = Nuc(y), entonces B¢ =0, con lo que 5 € ls(¢), entonces f(m) =0, lo que implica
que m € Nuc(B) = o(M).

Entonces tenemos que ¢(M) = r,(Is(p)) = ri;(Is(¢?)) = ¢*(M). Si m € M entonces
w(m) € p?(M), entonces existe n € M tal que p(m) = p?(n), con lo que m-p(n) € Nuc(p),
entonces m = (m—p(n))+e(n) € Nuc(p)+p(M). Por lo tanto M = Nuc(p)+p(M). Ahora,
sea x € Nuc(p) n(M), entonces x = p(m), para alguna m € M y ¢(x) = ¢?>(m) = 0. Por
la Proposicién [4.1.4] existe ¢ € S tal que (M) = Nuc(p?) y Nuc(y) = ¢?(M), entonces
©?p =0, y al ser S reducido, Sy =0, en particular ¢y = 0. Ahora, Nuc(p?) = (M) ¢
Nuc(p), entonces m € Nuc(y), con lo que ¢(m) =z = 0. Por lo tanto M = (M) @ Nuc(p)
lo cual implica, por el Teorema |3.1.11, que M es endorregular abeliano. O

Proposicion 4.2.10. Si R es conmutativo y M es un R-médulo, entonces M es reducido
si sblo si ly(a) = lp(a™) para todo a € Ry para todo n € Z.

Demostracion. =) Supongamos que M es reducido. Por la Proposicién , M es rigido
y, por el Lema [4.2.8| se sigue el resultado.

<) Supongamos que ly(a) = Iy (a™) para todo a € Ry para todo n € Z. Sea a € Ry
m € M tales que ma? = 0, por hip6tesis m € [j;(a), con lo que ma = 0. Para r € R, tenemos
que ma(r) =mra =0, asi mRa =0, es decir, M es reducido. O]

Teorema 4.2.11. Sean R conmutativo y Mg # 0. Son equivalentes:
(1) M es débilmente mérfico y reducido.

(2) M es débilmente mérfico y correducido.
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(3) M es correducido y reducido.

Demostracion. (1) = (2). Supongamos (1). Sea a € Ry n € Z*. Por la Proposicién
[1.2.10] 1r(a™) = Ly (a), ademds al ser M débilmente moérfico M/Ma =1y (a) y M/Ma™ =
Iy (a™), con lo que M/Ma = M/Ma™, sea ¢ dicho isomorfismo. Entonces p(Ma/Ma™) =
e(M[/Ma™)a = (M/Ma)a = Ma/Ma = 0, entonces, Ma/Ma™ = 0 y como Ma™ ¢ Ma,
concluimos que Ma = Ma™, es decir, M es correducido.

(2) = (1). Supongamos (2). Sean a € Ry n € Z*. Como M es correducido Ma = Ma™ y al
ser M débilmente mérfico, por la Proposicién [4.1.4] existe 5 € S tal que S(M) = ly(a”) y
Nuc() = Ma", entonces 0 = f(Ma™) = f(Ma) = 5(M)a =l (a™)a, con lo que [y (a™) c
lr(a), por la Proposicién [1.2.10, M es reducido.

(2) = (3). Esto es claro, pues (2) = (1).

(3) = (1). Supongamos (3). Sea a € R. Veamos que M = Ma@® ly(a). Six e Manly(a),
entonces = = ma, para algin m € M y xa = ma? =0, con lo que m € ly;(a?) = l)(a), por la
Proposicién de esta manera x = ma = 0. Por lo tanto Manly(a) =0. Sea m e M,
como M es correducido, Ma = Ma?, entonces ma = na?, para algin n € M. Entonces
(m—-na)a =0, con lo que (m-na) €ly(a), entonces m = (m-na)+na€ly(a)+ Ma. Por
lo tanto M = Ma@®y(a), de lo que se sigue que M/Ma = [y (a). O

El siguiente Teorema se encuentra en [1(), Corolario 2].

Teorema 4.2.12. Sean R un anillo conmutativo y M un R-mdédulo finitamente generado.
Son equivalentes:

1) M es débilmente morfico y reducido.

(1)

(2) M es correducido.

(3) R/ Anngz(M) es regular.
(4)

4) M =Ma@®!ly(a) para todo a € R.

Demostracion. (1) = (2). Se sigue del Teorema

(2) = (3). Supongamos (2). Sea a € R. Como M es correducido Ma = Ma?. Conside-
rando a los ideales aR,a?R < R, con la tltima igualdad podemos concluir que M (aR) =
M(a’R) = M(aR)(aR), ademés como M es finitamente generado, digamos que {my,...,m,}
genera a M, entonces {mja,...,mya} genera a M(aR). Por el Teorema [£.2.4] como
M(aR) = M(aR)(aR), entonces existe r € R, tal que el elemento x = 1z — ar cumple que
M (aR)(x) =0, es decir, para todo s € R y para todo m € M, mas(z) = mas(1lg—ar) =0,
en particular, si s = 1g, entonces m(a —a?r) =0, con lo que a —a?r € Anng(M). Entonces
existe y € Anng(M) tal que a —a?r =a—-ara =1y e Anng(M), lo que es equivalente a que
a+ R/ Anng(M) = ara+ R/ Anng(M), es decir, R/ Anng(M) es regular.

(3) = (4). Supongamos (3). Sea a € R y denotemos por S := End(M) al anillo de endo-
morfismos de M. Consideremos el morfismo ¢ : R - S dado por ¢(r)(m) = ¢.(m) = mr,
es facil ver que Nuc(p) = Anng(M) y por lo tanto 5 = {¢, | r € R} 2 R/ Anng(M) y como
R/ Anng(M) es conmutativo y regular, entonces S € S es un anillo fuertemente regular,
por la Proposicién [2.1.5] Por la Proposicién ©Va = Pey, CcON @, idempotente y ¢,
isomorfismo, entonces Ma = p,(M) = pc(p:(M)) = (M) y lpr(a) = Nuc(p,) = Nuc(p.).
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Como ¢, € S es idempotente, por Lema [3.1.9) M = ¢, (M) @ Nuc(p.) = Ma®ly(a).

(4) = (1). Supongamos (4). Sea a € R. Como M = Ma@®ly(a), se sigue que M es débil-
mente mérfico. Luego, si m € M es tal que ma? = 0, entonces ma € lp;(a) N Ma =0, con lo
que ma =0y como R es conmutativo, se sigue que M es reducido. O

Observacién 4.2.13. En la demostracion anterior tinicamente se usé la hipétesis de que
M fuera finitamente generado en (2) = (3).

Teorema 4.2.14. Si R es conmutativo y regular, entonces todo R-médulo M es débil-
mente morfico.

Demostracion. Como R es regular, entonces R/ Anng(M) también es regular. Por el
Teorema [£.2.12] M es débilmente mérfico. O



Capitulo 5

Moédulos multiplicacion.

5.1. Definiciones.

Definicién 5.1.1. Sea M un R-moddulo. Decimos que M es un médulo multiplicacién si
para todo submoédulo N de M existe un ideal A de R tal que N = M A.

Ejemplo 5.1.2. Todo anillo conmutativo es multiplicaciéon y todo R-mdédulo simple tam-
bién es multiplicacion.

Definicién 5.1.3. Sea M un R-médulo. Para un submédulo N de M definimos [N :
M]:={reR| MrcN}.

Observacion 5.1.4. [N : M] es un ideal de R, para todo submédulo N de M, porque es
el anulador de M/N.

Proposicién 5.1.5. Sean M un médulo multiplicacién y R un anillo conmutativo. Enton-
ces para todo ¢ € End(M) y m € M, existe r € R, que depende de m, tal que p(m) =mr.

Demostracion. Sean ¢ € End(M) y m e M. Como M es un médulo multiplicacién, existe
un ideal A de R tal que mR = M A, de aqui, tenemos que p(mR) = p(MA) = (M)A c
MA =mR, entonces existe r € R tal que p(m) = mr. O

Proposicién 5.1.6. Sean R conmutativo y M un R-mdédulo multiplicacién, entonces S
es conmutativo.

Demostracion. Sean f,g € Sy m € M. Por la Proposiciéon [5.1.5 existen r,s € R tales
que f(m) = mry g(m) = ms, entones f(g(m)) = f(ms) = (mr)s = (ms)r = g(mr) =
g(f(m)). O

Proposiciéon 5.1.7. Si M es un médulo multiplicacién, entonces para todo submodulo
N de M, N=M[N : M].

Demostracion. Sea N un submédulo de M, entonces existe un ideal A de R tal que
N = M A. Veamos que MA=M[N :M].

c) Seamre MA=N.Sim'e M, entonces m'r € MA = N, lo que implica que r € [N : M].
2) Sea mr e M[N : M], entonces Mr € N, en particular, mr e N. O

47
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Observaciéon 5.1.8. Todo moédulo M se puede escribir como M =Y, .,y mR. Si M es un
moédulo multiplicacion, entonces M =Y, s M[mR: M].

Teorema 5.1.9. Sean R conmutativo y M un R-médulo. Si M es un médulo multipli-
cacién, entonces R = rr(m) + ¥, [nR : M], para todo m € M, donde rg(m) := {r €
R|mr=0}<R.

Demostracion. Procederemos por contradiccion, supongamos que existe m € M tal que
R#rr(m)+Y,em[nR: M]. Como R es conmutativo con unidad, existe un ideal maximo
Q de R tal que rgr(m) + Y, cp[nR: M] € Q. Entonces [nR: M] ¢ @ para todo n € M, por
lo que M[nR:M]c M@, para todo n € N, y por la Observacién , M@ =M. Ahora,
por la Proposicién [5.1.7]

mR=M[mR:M]=MQ[mR:M]=M[mR: M]Q=mRQ =mQ,

entonces m = mgq para algin ¢ € @, lo que implica que m(1g - ¢) = 0, entonces 1 - q €
rr(m) Srr(m)+Y,em[nR: M] € Q, asi 1 € Q, contradiciendo que @ es un ideal maximo
de R. Por lo tanto R =rg(m) + ¥, [nR: M] para todo m € M. O

La siguiente prueba se encuentra en [13, Proposicién 1.3].

Proposicion 5.1.10. Sea R un anillo conmutativo, M un R-médulo y A un ideal de R,
con R=A+Y,,u[mR: M]. Consideremos f € S tal que para todo m € M existe r € R
tal que f(m) =mr. Entonces existe ' € R tal que f(x) = zr’ para todo x € r3;(A).

Demostracion. Como R = A+, .[mR: M], entonces existe n € N, r; € [y; R: M],1<i<
nyacAtales que 1g =a+ry+---+1,. Existen ¢; € R tales que f(y;) = y;¢;. Consideremos
r=7ric)++1rpCy. Sea x €y (A), entonces x = xa+xry + -+ + a1, = T + -+ + 271,. Como
Mr; € y; R, para todo 1 <7 < n, entonces existe t; € R, tal que xr; = y;t;. Entonces

f(x)=f(zri+...xr,) = f(yats + .. yntn)
= fly)ti+... f(Yn)tn
=11l + .. YnCnln

= ITrCL + -+ XTpCp = X7
[

Lema 5.1.11. Sean R conmutativoy P = {x1,...,z,} € M finito, tales que R = rg(x;) +
Ymem[mR : M| para todo 1 < ¢ < n. Entonces R = rg(P) + ¥, [mR = M], donde
rr(P):={reR| z;r =0 para todoie{l,...,n}}.

Demostracion. Se procederd por induccién sobre n. Sin =2,y P = {x1,22}, con R =
rrR(21) + Ypem[mB: M)y R =rp(xs) + ¥ [mR : M], entonces existen ry € rp(xs) y
teY em[mR: M] tales que 1g = ro +¢. Ahora, si s € R, entonces s =71 +t/, para algunos
rierg(z) yt' € ¥, e[mR: M]. Luego, s =ri(1g)+t' =ri(ro+t) +t' = (rire) + (rat +t') €
rR(P) + Lpen[mR : M].

Supongamos cierto el resultado para n > 2. Si P = {x1,...,Z,,Tps1} con R = rr(z;) +
Ymem[mR : M] para todo 1 <i <n+1. Como R =rr({zy,...,x,}) + Xpems[MR : M],
entonces 1p = r+y, con r € rg({z1,...,2,}) vy ¥y € Xem[mR = M], entonces si s € R

tenemos que s = T + Y con Ty € TR(Tpi1) YV Y€ Yem[mR : M]. Entonces s =
Tos1 (P +y) + 9 = Tpar + Ty + 4 € 1R(P) + Eppens [MmR : M]. O
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Teorema 5.1.12. Sean R conmutativo y P ¢ M finito con M un mdédulo multiplicacion.
Entonces para todo ¢ € S existe r € R tal que ¢(m) = mr para cualquier m € P.

Demostracion. Sea ¢ € S. Por la Proposicién [5.1.5] para todo m € P, p(m) = mr,, para
algtin 7,,, € R. Por el Teorema [5.1.9) R = rg(m) + ¥ eps[mR : M] para todo m € P y por
el Lema5.1.11] R =rg(P)+ ¥ neps[mR : M]. Finalmente por la Proposicién [5.1.10] existe
r € R tal que p(m) = mr para todo x € ry(rr(P)), como P € ry(rr(P)), entonces se
sigue el resultado. O

Corolario 5.1.13. Sean R conmutativo y M un R-moédulo multiplicacién finitamente
generado. Entonces para todo ¢ € S existe r € R tal que ¢(m) = mr para todo m € M.

Demostracion. Sea P = {xy,...,2,} un conjunto que genera a M. Por la Proposicién
, existe € R tal que ¢(x) = rx para todo z € P. Sea m € M, entonces existen
S1,---,8, € R tal que m = x181 +...2,8,, entonces p(m) = p(x181 +...2,8,) = p(r1)8s1 +
e () S =TSy + . xSy, = (X181 + .. TSy )T = M O

Teorema 5.1.14. Sea R conmutativo y M un médulo multiplicacion finitamente gene-
rado. M es débilmente morfico si y sélo si M es mérfico.

Demostracion. =) Supongamos que M es débilmente mérfico. Por el Corolario
para todo ¢ € S, tenemos que existe r € R tal que ¢(m) = mr, para toda m € M,
es decir ¢ = ¢,, como M es débilmente mérfico M/Mr = Iy (r), que es lo mismo que
M [o(M) = Nuc(p).

<) Todo médulo mérfico es débilmente morfico. O]



Capitulo 6

Moédulos JT-regulares.

6.1. Definiciones.

Definicién 6.1.1. Sean M un R-médulo y N < M un submédulo de M. Decimos que:
(1) N es puro en M si la sucesién
0—N®E—M®FE
es exacta para todo R-mdédulo izquierdo E.
N es RD-puro en M si Na=Man N, para todo a € R.

(2)
(3) M es JT-regular si para todo m € M, mR = Ma = Ma?, para algin a € R.
(4)
(5)

M es fuertemente F-regular si cada uno de sus submodulos finitamente generados
es un sumando directo.

(6) M es F-regular si todos sus submédulos son puros en M.

Los mddulos JT-regulares fueron introducidos por Jayaram y Tekir en [§]. Los médulos
fuertemente F-regulares fueron nombrados por Ramamurthi y Rangaswamy en [14], al
estudiar médulos finitamente cuasi-inyectivos. Finalmente, Fieldhouse llamé a los moédulos
F-regular por ese nombre en [6].

Ejemplo 6.1.2. Decimos que un entero positivo n es un entero libre de cuadrados si n > 1
y para todo nimero primo p, p? no divide a n. Esto equivale a decir que si n = [T, pj”,
donde {p; }i<1 es la sucesién ascendente de nimeros primos: p; =2<py=3<... y a; € Z*,
para todo ¢ > 1 y «; = 0 es igual a cero para toda j salvo un ntimero finito, entonces
«; # 0 implica que «; = 1. Consideremos al Z-moédulo M = Z,,, con n un entero libre de
cuadrados, entonces M es JT-regular.

(€%}

Demostracion. Supongamos que n = [[;2; p;

Z,,. Veamos que Z[m] = mZ, = m?Z,.

es un entero libre de cuadrados. Sea [m] €

20
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Si m = 0 el resultado es claro. Supongamos que m # 0. Observemos que Z[m] = mZ, y
m2Z,, € mZy,. Sean d = (m,n) y d’ = (m?,n) el maximo comin de m y n y el de m? y
n, respectivamente. Como d = (—m,n) ponemos suponer, sin pérdida de generalidad, que
m > 0 y que m se puede escribir como el producto m = []7, pf *. Por [11, Proposicién
7413, d=TI2pl vy d =TI pf’i, con y; = min{w;, 3} y 6; = min{w,, 52}, para todo ¢ > 1.
Sea i > 1. Siy; = a; entonces ; < f3; < 7, de estd manera, J; = a; =y;.

Si y; = fB; entonces f; < ay, como «; € {0,1}, tenemos que % = f; < «;, entonces §; = 32 =
B; =7v;. Por lo tanto d = d'.

Como d’' = (m?,n)|m, entonces la congruencia m?z =m méd n tiene solucion, con lo que
[m?x¢] = [m], lo cual implica que mZ, ¢ m?Z,. Por lo tanto Z[m] = mZ,, = m?Z,. O

El siguiente resultado lo utilizaremos mas adelante.

Teorema 6.1.3. Sean M un R-médulo y N < M un submoédulo. N es puro en M si y
sélo si para elementos yi,...,y, € N y (a;;) una matriz de m x n con entradas en R, si
el sistema de ecuaciones Y1y X;a;; = y;, (1 < j <n) tiene una solucién (zy,...z,,) en M,
entonces también tiene una solucién en N.

Demostracion. Véase [15, Proposicién 11.2]. O

Proposicién 6.1.4. Si M es finitamente generado y fuertemente F-regular, entonces M
es morfico si y sélo si M es endorregular y S := End(M) es mérfico.

Demostracion. =) Supongamos que M es morfico. Sea ¢ € S. Tenemos que M /(M) =
Nuc(p) v M/Nuc(p) = ¢(M). Como Nuc(p) y ¢(M) son finitamente generados, por
hipétesis, ambos son sumandos directos, entonces, por el Lema[3.1.7, ¢ es regular. Por lo
tanto M es endorregular.

Llamemos S’ := Endg(.S) al anillo de S—morfismos de S en S. Sea T' € S’. Por la Obser-
vacion , existe § € S tal que T'(p) = By, para toda ¢ € S. Como M es mérfico, por
la Proposicién [.1.4] existe n € S tal que Nuc(3) = n(M) y Nuc(n) = 8(M). Definamos
Y:S > S por¥Y(p)=np, para toda p € S. Veamos que Nuc(¥) = T'(S) y ¥(5) = Nuc(T).
Sea f € Nuc(V¥), entonces nf = 0g, con lo que f(M) ¢ Nuc(n) = f(M). Entonces para
todo m € M existe z,, € M tal que f(m) = 5(x,,). Una vez escogido dicho z,, para cada
m € M definamos la funcién g : M - M mediante g(m) = z,,. Si m,m’ e M y r € R,
tenemos que

fm+m'r) = f(m)+ f(m)r = B(wm) + B(@n)r = B(2m + Tmr),

entonces g(m + m'r) = x,, + x,yr. Por lo tanto g € S. Ademads, T'(g)(m) = B(g(m)) =
B(xy) = f(m), es decir, T'(g) = f, con lo que Nuc(¥) c T(S). Sea f € T(S), entonces
existe alguna h € S tal que f =T(g) = Bg, entonces, ¥Y(f) = n(Bg) = (nB)g = 0g, con lo
que f € Nuc(¥). Por lo tanto T'(S) € Nuc(¥).

Ahora, sea f € Nuc(T), entonces Og = T'(f) = Bf, con lo que f(M) < Nuc() = n(M).
Entonces para todo m € M existe x,, € M tal que f(m) = n(z,,). Por un argumento
analogo al anterior, la funcién g : M — M, dada por g(m) = z,,, es un elemento de S,
y Y(g)(m) = n(g(m)) = n(z,y) = f(m), es decir, ¥(g) = f, con lo que f € Y(S). Por
lo tanto Nuc(7') € W(S). Sea f € W(S), entonces f = nh, para alguna h € S, entonces
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T(f)=T(nh) = B(nh) = (Bn)h =0s. Entonces f € Nuc(T'). Por lo tanto W(S) ¢ Nuc(T).
Por la Proposicién [£.1.4] se sigue que S es morfico.

<) Supongamos que M es endorregular y S es morfico. Sea ¢ € S. Definamos la funcién
Y:S > S dada por W(f) = ¢f, para toda f € S, es facil ver que ¥ € S’. Como S es
morfico, por la Proposicién existe 4’ € S’ tal que Nuc(5’) =W(S) y Nuc(¥) = 5/(9),
ademds supongamos que 3'(f) = Bf, para alguna 5 € S y para toda f € S. Tenemos que
o =pldg =¥Y(Ids) € Nuc(f'), entonces 0g = /() = By, con lo que (M) € Nuc(f). Sea
m € Nuc(f). Por hipdtesis, existe N < M tal que mR@ N = M, ahora consideremos la
proyeccién w : M — M, dada por w(mr +n) = mr, donde mr e mR y n € N. Entonces
para todo mr +n, con mr e mR y n e N, g'(w)(mr+n) = f(x(mr+n)) = 5(mr) =0.
Entonces m € Nuc(f’) = W(S), con lo que existe h € S tal que m = ph, entonces m =
w(m) = p(h(m)) € p(M). Por lo tanto Nuc(8) ¢ ¢(M), con lo que concluimos que
Nue(f) = p(M).

Ahora, 8 = §'(Idg) € Nuc(¥), entonces 0g = W(B) = ¢f, con lo que S(M) € Nuc(yp).
Sea m € Nuc(p) y consideremos N < M tal que mR@® N = M. Observemos que la
proyecciéon 7w : mR — N, dada por w(mr +n) = mr, con mr € mR y n € N cumple que
Y(m)(mr+n)=@(mr) =0, con lo que m € Nuc(¥) = 8/(S), entonces existe h € S tal que
7 = Bh, entonces m = w(m) = f(h(m)) € 5(M). Por lo tanto Nuc(y) € (M), con lo que
concluimos que Nuc(p) = 3(M). Entonces por la Proposicién [4.1.4] se sigue que M es
morfico. [

Teorema 6.1.5. Para un anillo R, son equivalentes:
(1) R es regular.
(2) Todo R-médulo izquierdo M es plano.

Demostracion. (1) = (2) Supongamos (1). Sea g M un R-médulo izquierdo. Por la Pro-
posicién [I.8.9] bastard ver que si Ir < R es un ideal finitamente generado, entonces
t:1®M - M es un monomorfismo, donde ¢(¥i,(a; ® m;)) = Yr, a;m;. Ahora, sea
Y (a; ® m;) € Nuc(e), entonces Y.iv; a;m; = 0. Por existe e € R idempotente tal que
I = eR. Para cada i € {1,...,n} existe a] € R tal que a; = ea!, con lo que eq; = ea = a;,
entonces

Z(az®mz) Z;(eazc&m,) Z(ea@mz

= Z(e ®ea;m;) =e® (z;(ea im;))

=1

® (;(aimz‘)) =0

Por lo tanto Nuc(¢) = {0}.

(2) = (1) Supongamos (2). Sea r € R y consideremos al ideal izquierdo Rr y al ideal
derecho rR. Ahora, r Rr es un subgrupo del grupo r R, entonces, consideremos al cociente
rR/rRr. Definamos la funcién ¢ : rRx R/ Rr — rR/r Rr, dada por ¢(ra,b+Rr) = rab+rRr.
Veamos que ¢ estd bien definida. Sea (ra,b+ Rr) € rR x R/Rr y supongamos que b+ Rr =
b' + Rr, entonces p(ra,b+ Rr) =rab+rRry p(ra,b’ + Rr) = rab’ + r Rr, observemos que
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rab-rab =ra(b-">b") y b—"b" € Rr, entonces rab - rab’ € rRr, con lo que ¢(ra,b+ Rr) =
o(ra,b’ + Rr).
Veamos que ¢ es bilineal. Si s € R, entonces
o(ra+ra’,b+ Rr) = (ra+ra")b+rRr =rab+ra’b+rRr
=p(ra,b+ Rr)+¢(ra’,b+ Rr),
o(ra,(b+b")+ Rr) =ra(b+b") +rRr = rab+rab + rRr
=p(ra,b+ Rr) + p(ra,b" + Rr),
o((ra)s,b+ Rr) =rasb+rRr = (ra)(sb) + rRr = ¢(ra,sb+ Rr).

Por lo tanto ¢ es una funcién bilineal. Entonces existe un morfismo de grupos abelianos
Y:rR® R/Rr - rR/rRr, que cumple que ¥(ra® b+ Rr) = o(ra+b+ Rr) =rab+rRr.

Consideremos la inclusién canénica ¢ : R — R, como R/Rr es plano, entonces ¢ ® 1p/p,
rR® R/Rr - R® R/Rr es un monomorfismo. Observemos que (¢ ® 1z, )(r ® 1z + Rr) =
1r@r+Rr = 1g®0+Rr = 0. Por lo tanto r®1 g+ Rr = 0. Entonces 0 = Y(r®1z+Rr) = r+rRr,
con lo que r € rRr, entonces existe v’ € R tal que r = rr'r. O

En el Teoremal6.1.8/veremos que si R es un anillo conmutativo entonces todo R-mdédu-
lo JT-regular es fuertemente F-regular. Para ello probemos los siguientes lemas.

Lema 6.1.6. Sean M un R-médulo y N < M un submodulo. Son equivalentes:

(1) Para cada n e N existe f: M — N tal que f(n) =n.

(2) Para cada subconjunto finito {ni,...,n;} € N existe f: M — N tal que f(n;) =n,,
para todo 1 <7< k.

Demostracion. (1) = (2) Supongamos (1). Sea {ni,...,ng} € N. Procederemos por in-
duccién sobre k. El caso k = 1 es justamente la hipétesis. Supongamos cierto el resul-
tado para k > 1. Sea {ni,...,ng1} € N. Para el conjunto {ny,...,ng}, por hipdtesis de

induccién, existe f : M — N tal que f(n;) = n;, para 1 < i < k; y para el conjunto
{ngs1 — f(ngs1)} € N, por el caso k = 1, existe g : M - N tal que g(ng1 — f(ngs1)) =
Ng+1 — f (ngy1), de esta dltima igualdad tenemos que g(ngs1) = ngr1 — f(nge1) +9(f (ngs1))-
Definamos a h: M — N dada por h(x) = f(x)+g(z)-g(f(x)), entonces, h es un morfismo
de R-moédulos y

h(ni) = f(ni) + g(ni) = g(f(n:))
=n; +g(n;) — g(n;)

=Ny,

paratoda 1<i<k;y
h(nis1) = f(nge1) + g(nper) = g(f (nre1))

= f(nge1) + 9(Mis1) + geir = fF(pr1) = 9(Nks1)

=Nt
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Por lo tanto h es el morfismo buscado.
(2) = (1). Es inmediato. O

Lema 6.1.7. Sean R conmutativo y M un R-mdédulo tal que M es JT-regular, entonces
M cumple las dos condiciones del Lema [6.1.6|

Demostracion. Supongamos que M es JT-regular y sea N < M un submédulo. Paran € N
existe a € R tal que nR = Ma = Ma?. Entonces n = mya = mqa?, para algunos my, mq € M.
Ahora, mea € Ma = nR, entonces existe r € R tal que mga = nr, con lo que n = nra = nar.
Definamos f : M — N, dada por f(z) = xar, es ficil ver que f es un morfismo de R-
modulos, f(n) = nar = ny f(x) = zar, con za € Ma = nR, entonces zar € nR € N,
para toda z € M. Por lo tanto hemos probado que M cumple la condicién (1) del Lema
0.1.6l ]

Teorema 6.1.8. Sean R conmutativo y M un R-mddulo tal que M es JT-regular, en-
tonces M es fuertemente F-regular.

Demostracion. Sea N < M un submdédulo finitamente generado, digamos que {nq,...,n;}
genera a N. Por el Lema [6.1.7] existe un morfismo de R-médulos f: M — N tal que
f(n;) =n;, para 1 <i < k. Entonces para todo x = nyry+---+ngry € N, f(z) = f(nyry)+---+
f(ngry) =nyry+---+ngr, = x, entonces tf : M - M, con t: N - M la inclusién natural, es
idempotente. Por el Lema [3.1.9] M = o f(M) @ Nuc(vf) = f(M)@® Nuc(f) = N & Nuc(f).

Por lo tanto M es fuertemente F-regular. O]

La implicacién reciproca del Teorema no siempre se cumple, como se muestra en
el siguiente ejemplo.

Ejemplo 6.1.9. Sea R? visto como un R-espacio vectorial. Como R? es de dimensién
finita, entonces todos sus subespacios son sumandos directos. Por otro lado, supongamos
que existe a € R tal que (1,0)R = R%a = R%a¢2. Entonces (1,0) = (z,y)a, para algin
(z,y) € R%, con lo que a # 0. Sin embargo, (0,1)a = (1,0)r, para algun r € R, con lo que
a =0, es decir, R? no es JT-regular.

Observacién 6.1.10. Si M es un R-médulo y N <® M es un sumando directo, entonces
existe ¢ : M — N tal que ¢(n) = n, para todo n € N.

Teorema 6.1.11. Sea M un R-mdédulo fuertemente F-regular, entonces M es F-regular.

Demostracion. Sea N < M. Consideremos y,...,y, € N, (a;;) una matriz de m x n con
entradas en R y supongamos que el siguiente sistema de ecuaciones

m
D Tiftij = Yj,
i=1

para 1 < j < n, tiene solucién en M. Veamos que también tiene solucion en N. Consi-
deremos al submédulo N’ =y, R + --- + y, R, observemos que N’ < N y, por hipétesis,
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N’ es un sumando directo de M, entonces por la Observacion [6.1.10] existe un morfismo
w: M — N’ tal que p(y;) =y;, para cada j € {1,...,n}. Ahora, para cada j € {1,...,n}

290(%‘)% = 290(%'%‘) = (gxzau)
= (y;) = -

Por lo tanto el sistema de ecuaciones tiene solucién en N. Por el Teorema N es
puro en M. O]

Para ver la existencia de un R-médulo M que es F-regular pero no fuertemente F-
regular véase [1, Ejemplo 14].

Lema 6.1.12. Sean M un R-médulo y N < M un submoédulo. Entonces son equivalentes:

(1) N es RD-puro en M.
(2) Para cada a € R el morfismo ¢ ® Idg/g, : N ® R/Ra - M ® R/Ra es inyectivo.

Demostracion. Primero veamos que para todo a € R, M ® R/Ra =~ M /Ma (como grupos
abelianos). Definamos ¢ : M x R/Ra dada por ¢(m,r+ Ra) = mr + Ma, para todo (m,r +
Ra) € M x R/Ra.

Veamos que ¢ esta bien definida. Si (m,r+Ra) = (m/,r’'+Ra), entonces m = m’ y r—r' € Ra,
con lo que existe s € R tal que r — ' = sa, entonces m(r —r') = m(sa) = (ms)a € Ma, lo
que implica que mr + Ma = m/r" + Ma, es decir, o(m,r + Ra) = o(m',7" + Ra).

Veamos que ¢ es bilineal. Sean m, m’ € M, r, s € R, entonces

o(m+m/;r+ Ra)=(m+m")r+Ma=(mr+m'r)+ Ma
=(m,r+ Ra) +p(m',r + Ra),
o(m,(r+r")+ Ra) =m(r+r")+ Ma=(mr+mr')+ Ma
=p(m,r+ Ra) +o(m,r + Ra),
o(mr,r"+ Ra) = (mr)r'+ Ma=m(rr") + Ma
=p(m,rr’" + Ra).

Ahora, sea f: M x R/Ra — G una funcién bilineal, definamos h : M /Ma - G, dada por
h(m+Ma) = f(m,1gr+ Ra), para todo m+ Ma € M /Ma. Veamos que h esté bien definida.
Supongamos que m + Ma =m'+ Ma, existe x € M tal que m —m’ = xa, entonces

f(m,1g+ Ra) - f(m',1g + Ra) = f(m-m',1g + Ra) = f(za,1g + Ra) = f(x,a+ Ra) = 0.

Por lo tanto f(m,1r+ Ra) = f(m', 1z + Ra), es decir, h estd bien definida.
Sean m + Ma,m' + Ma € M /Ma, entonces

h((m+m')+ Ma) = f(m+m',1g+ Ra) = f(m,1g + Ra) + f(m',1r + Ra)
=h(m+ Ma) +h(m’+ Ma).
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Por lo tanto h es un morfismo de grupos. Ademés, para todo (m,r + Ra) € M x R/a,
h(p(m,r+ Ra)) = h(mr+ Ma) = f(mr,1g + Ra) = f(m,r + Ra),

con lo que hy = f. Finalmente supongamos que existe g : M /Ma — G tal que gp = f. Sea
m+ Ma e M[Ma, entonces g(m+ Ma) = g(p(m, 1, + Ra)) = f(m+ Ma), con lo que g = f.
Hemos probado que la pareja (M/Ma,p) cumple la definicién del producto tensorial
M ® R/Ra. Por lo tanto M/Ma =~ M ® R/Ra. Ahora, denotemos por (M ® R/Ra,T) al
producto tensorial usual de M y R/Ra. Existe a: M ® R/Ra - M [Ma tal que at=¢y
existe o' : M/Ma — M ® R/Ra tal que o/¢ = T. Entonces o/at = o/¢ = T = Idyer/ra T,
por la unicidad de la factorizacién de T, se sigue que o’a = Idygr/re. Andlogamente
ao’ = Idp/pe. Por lo tanto a es un isomorfismo y para todo m ® r + Ra € M ® R/Ra,
a(m®r+ Ra) =p(m,r+ Ra) =mr+ Ma.

(1) = (2) Supongamos (1). Sea a € R. Sea Y%, (n; ® r; + Ra) € N ® R/Ra tal que

0=a(t® IdR/Ra(;(ni ®ri+ Ra))) = a(;(ni ®r;+ Ra)) = (;nm) + Ma,

con lo que (XF, n;r;) € Ma, entonces existe m € M tal que (XX, n;r;) = ma. Entonces

k k k
Y (ni®ri+Ra) =) (nir; ® 1g + Ra) = (D n;r;) ® 1g + Ra)
i=1 i=1

i=1
=ma®lg+ Ra=m®a+ Ra=0.

Por lo tanto a0t ® Idg R, es inyectiva, lo que implica que ¢ ® Idg g, es inyectivo.

(2) = (1) Supongamos (2). Sea a € R. Veamos que Na = Man N.

c] Seane N, entonces na € Na € Ma y nae N, con lo que na € ManN.

2] Sea x € Man N, entonces existe m € M tal que x = ma € N. Usando la prueba al
principio de éste lema sabemos que existe un isomorfismo : N ® R/Ra - N/Na tal que
B(n®r+ Ra) =nr+ Na. Observemos que

t®ldg/pa(z ® 1g + Ra)t ® Idgjre(ma® 1z + Ra) =ma® 1g + Ra=m®a+ Ra =0,

con lo que ma ® 1g + Ra = 0, pues ¢ ® Idg/r, es un monomorfismo, de esta manera
0 =08(ma®lgr+ Ra) =ma+ Na, entonces ma € Na. Por lo tanto z = ma € Na, lo que
implica que Na = Man N. O]

Observacién 6.1.13. El lema anterior nos dice que para todo submédulo N de un R-
modulo M, si N es puro en M, entonces N es RD-puro en M.

Teorema 6.1.14. Sean M un R-moédulo F-regular, entonces M es débilmente JT-regular.

Demostracion. Sea N < M un submoédulo de M y a € R. Por hipotesis, N es puro en
M, entonces el morfismo ¢ ® 1g/g, : N ® R/Ra - M ® R/Ra es inyectivo, por el Lema
tenemos que N es RD-puro en M, es decir, Na = Man N, si N = Ma, entonces
Ma? = (Ma)a = Ma. Por lo tanto M es débilmente JT-regular. O

La implicacién reciproca no siempre se cumple, como se muestra en el siguiente ejem-
plo.
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Ejemplo 6.1.15. Consideremos el Z-mddulo Q. Para a € Z veamos que Qa = Qa?. Sia =0
es clara la igualdad. Supongamos que a # 0, entonces para todo z € Q, (z)a = (£)a* € Qa?,
con lo que Qa € Qa?, como la otra inclusién siempre se cumple, entonces Qa = Qa?. Por
lo tanto Q es débilmente JT-regular. Para ver que Q no es F-regular, consideremos el
submodulo Z ¢ Q y observemos que 2Z # 2QnZ = QnZ = Z. Por lo tanto Z no es
RD-puro en Q, por la Observacién Z no es puro en Q, lo que implica que Q no es

F-regular.

6.2. Relacién con médulos multiplicacién

En estd seccion veremos que si R es conmutativo y M es un R-moédulo multiplicacion,
entonces (M es JT-regular <= M es fuertemente F-regular <= M es F-regular <= M
es débilmente JT-regular <= M es endoregular abeliano).

Lema 6.2.1. Sean R conmutativo y M un R-mdédulo fuertemente F-regular tal que cada
submoédulo N < M finitamente generado es proyectivo, entonces para cada m € M existe
f e Hom(M, R) tal que m =mf(m).

Demostracion. Sea m € M. Por hipétesis, existe N < M submédulo de M tal que
mR@OAN = M y mR es proyectivo. Como R es conmutativo, consideremos al morfis-
mo f: R - mR, dado por f(r)=mr, el cual es sobreyectivo, entonces existe h: mR - R
tal que el siguiente diagrama conmuta:

R
b7
mR‘—>mR,

Idmr

es decir, fh =1d,,g.

Ahora, consideremos 7 : M — mR, con w(mr +n) = mr, para todo mr e mRy n € N,
y definamos ¢ = hm : M — R. Observemos que me(m) = f(e(m)) = f(h(n(m))) =
f(h(m)) =m. Con lo que hemos probado el resultado. O

Proposiciéon 6.2.2. Sean R conmutativo y M un R-médulo multiplicacién tal que para
todo m € M existe f € Hom(M, R) tal que m = mf(m). Entonces M es endoregular
abeliano.

Demostracion. Sea ¢ € End(M) y m € M. Existe f € Hom(M, R) tal que p(m) =
o(m)f(e(m)). Definamos la funcién ¥ : M — M, dada por W(x) = ¢(m)f(zx), es
facil ver que ¥ € End(M). Ademés, WY(p(m)) = o(m)f(v(m)) = ¢(m) y, por la Pro-
posicién [5.1.6) End(M) es abeliano, entonces o(W(m)) = p(p(m)f(m)) = >(m)f(m),
con lo que p(m) = ¢*(m)f(m), entonces m — @(m)f(m) € Nuc(p), de estd manera,
m = (m - (m) £ (m)) + ((m) (1)) € Nuc(p) + p(M). Luego, i y € Nuc() n p(M),
entonces y = p(m), para algunam € M y ¢(y) = p?(m) = 0. Como p(m) = p(m) f(p(m)),
entonces y = p(m) = ?>(m) f(m) = 0. Por lo tanto M = Nuc(y) @ ¢(M). Por el Teorema
[B.1.11} M es endoregular abeliano. O



58 CAPITULO 6. MODULOS JT-REGULARES.

El siguiente resultado se encuentra en [12, Lema 1.1].

Lema 6.2.3. Sean R conmutativo y M un R-médulo fiel, multiplicacién y fuertemente
F-regular. Si N < M es un submédulo de M finitamente generado, entonces existen
mi,...,mp €M,y f1,..., fr ¢ Hom(M, R) tales que n = Y¥, m,fi(n), para todo n e N

Demostracidn. Supongamos que N es generado por {z1,...,z,}. Por el Teorema [5.1.9]
para cada i€ {1,...,n}

R=rp(z;)+ Y, [mR:M].

meM

Entonces para i€ {1,...,n} existen a; € rg(x;), b; € ¥, eps[mR : M] tales que 1 = a; +b;.
Definamos a = [T;; a; y b= 1-TI;-;(1-b;). Veamos que a € rg(z;) para todo j € {1,...,n}
ybeYulmR: M]. Sil<j<n, ax; = ([T ai)r; = (T 445 @i)ajz; = 0, entonces
a € rg(x;) para todo j € {1,...,n}. Luego, observemos que al desarrollar 1 - [T, (1 - b;)
obtenemos algo de la forma 1 -1+ m = m, con m € ¥, .y [mR : M], con lo que b €
Y menr[mR ¢ M], entonces existen my,...,my € M tal que b e Y% [m;R : M], entonces
existen r; € R, 1 <1<k, tales que Mr; cm;Ry b= Zle r;. Entonces 1 =a + Zle i,
Ahora veamos que estd tultima igualdad implica que existen ug,uq,...,ur € R tales que
aug + Y r2u; = 1. Si k = 1, entonces

rL=ary + T’%,
con lo que
l=a+ar;+ri=a(l+r)+r}
en este caso ug=1+7; y uy = 1. Ahora, si k =2, entonces 1 =a+ 71 + 79, con lo que

ri=ary 13 +riry
7“2:&7“24-7“17’24-7“%

T =ariry +7’%7”2 +7’17”§,
entonces

1=a+r1+r2=a+ar1+r%+r1r2+ar2+r1r2+r§
=a+ary +ary +2(aryry + rivy +1r3) + 13 + 13

=a(l+ry+79+2r ) +73(1+7) +7r5(1 +1y),

en este caso ug =141y +7r9+2r11y, uy = 1+ 79 y us = 1 + 1. Continuando recursivamente
este proceso podemos concluir que existen wug, uq,...,u; € R tales que aug + Zle r2u; = 1.
Entonces para cada 1 <p<n, x, = xp(Zle r2u;).

Para cada 1 <7 <k, we M, wr; € Mr; € m;R, entonces existe r;, € R tal que wr; =
m;r;,. Para cada 1 < j < k, definamos la funcién ¢; : N - R, dada por ¢;(Xi; z;s;) =
Yis1TjusTy, si. Veamos que ; esta bien definida, para esto, sea n = ¥, zis; = ik wili.
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Entonces Y7 x;(s; —t;) =0, si m € M, entonces

(S (o= =Sl (5 1)

=1

M= 1

[(mjr]m)u]r]x (si—ti)]

~.
Il
—_

M=

[(m]rjz Yuiry,, (si = ti)]

~.
Il
—_

NIE

[(irj)u;rs,, (si—ti)]

= (Z .Z’Z'(Si - tz)) Uj?"j?“jm = 0
i=1

.
Il
—_

Por lo tanto Y12y rju;r;, (si—ti) € Anng(M) = {0}. Entonces 7% rju;ry, si = ¥ty ryury, ti,
es decir, ¢, estd bien definida. Ahora veamos que ¢; € Hom(N,R). Sean Y., x;s;,
Yiqxitie Ny leR, entonces

Pj (iiﬂzsz +1 zn:fl?ﬂfz) =Q; (Zn: xi(s; + lti))
i=1 i=1 i-1

Uj?"jmi (Si + ltl)

I
=
33

~
1}
—_

n
Uity Sit [ erujTjwitz‘
-1

= Q; (Zn: ZL‘Z'SZ') + l(pj (i xltl) .
i=1 =1

M-

<
Il
—

Por lo tanto ¢; € Hom(V, R). Ahora, sea ¢ = YI'  z;5; € N y observemos que, para
— T Ny - VT S — 2, . 5
cada 1 < p < n, p;(x,) = rju;ry, , entonces, m;p;(x,) = myrjury, = xyriug, ademas
- k02 = S5 2. = Sk vy = yk Ry
T, = xp(zjzl Tjuj) = i Tpriuy = Yo m;p;(x,), con lo que x,s, = i1 m;p;(Tpsp),
sumando sobre 1 < p < n, obtenemos

k

n k
c=) w8 Z mjpj(1s1) + -+ Y mipi(Tnsn)

i=1 j=1 j=1

k
=mygi(c) +...mper(c) = Y myp;(c).

J=1

Finalmente, como N es un sumando directo de M, entonces existe m: M — N, tal que
m(c) = ¢, para todo ¢ € N. Definamos f; = p;m € Hom(M, R), para 1 < j < k, entonces
¢= Z§=1 m; f;(c), para todo ce N. -

Proposicién 6.2.4. Sean R conmutativo y M un R-moédulo fiel, multiplicacién y fuerte-
mente F-regular. Si N < M es un submédulo de M finitamente generado, entonces N es
proyectivo.
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Demostracién. Por el Teorema [6.1.11) M es F-regular, entonces N es un submdédulo pu-
ro en M. Siguendo la demostracién del Lema si N es generado por {x1,...,7,},
entonces existen my,...,my € M, p1,...,¢0r € Hom(N, R), tales que si a € N, entonces
a= Zf:l m;p;(a), como N es puro, por el Teorema , existen nq,...,n; € N tales que
a=Y" nipi(a), entonces se cumple (3) del Teorema aqui tomamos a la familia de
elementos en N como todo N. Por lo tanto N es proyectivo. O]

Teorema 6.2.5. Sean R conmutativo y M un R-mddulo fiel, multiplicacién y fuertemente
F-regular. Entonces para todo m € M existe ¢ € Hom(M, R) tal que m = me(m).

Demostracion. Sean N < M un submodulo finitamente generado, por el Lema [6.2.4) N es
proyectivo, entonces se sigue el resultado del Lema [6.2.1} [

Proposicion 6.2.6. Sea R conmutativo y M un R.moddulo, entonces

(1) Si M es fuertemente F-regular como R-mdédulo, entonces M es un médulo fuerte-
mente F-regular como R/ Ann(M)-médulo.

(2) S=Endg(M) =Endg)annm)(M) = 5"

(3) Si M es multiplicacién como R médulo, entonces M es multiplicacién como R/ Anng (M)
modulo.

Demostracion. (1). Llamemos A = R/Anny,. Supongamos que Mp es fuertemente F-
regular como R-mddulo. Por la Proposicién [.6.4] M es un A-médulo. Observemos que
todo submoédulo W < My si y sélo si W < My.Si N < My es un submodulo finita-
mente generado, digamos {z1,...,x,} generan a N, entonces para todo a € N existen
ri+ Anng(M) € A, 1 < i < n, tales que a = x1(r; + Anng(M) + ... 2, (r, + Anng(M) =
1T + - + X1y, entonces N también es finitamente generado como R-mdédulo. Por lo
tanto, existe N’ < Mg tal que Mr = N@ N’. Es facil ver que esto también implica que
My=N@N'.

(2) Sea ¢ € S. Como ¢ es un morfismo de grupos abelianos, entonces sélo falta ver que
simeM yr+Anng(M) e A, entonces p(m(r+ Anng(M)) = o(m)(r+ Anng(M)), pero
esto se sigue inmediatamente de m(r+ Anng(M)) = mr, con lo que ¢ € S’. Andlogamente
SrcS.

(3). Supongamos que Mg es un médulo multiplicacién. Sea N < M4 un submédulo
de My y I < R tal que Mgl = N, como Anng(M) < Anng(M) + I < R, entonces
B = (Anng(M) + I)/ Anng(M) < A. Veamos que MaB = N. Sea n € N, existe r € [ y
m € M tales que n = mr =m(r+Anng(M)) € M4 B. Luego, si m(r+x+Anng(M)) € B, con
relyxzeAnng(M), entonces m(r+Anng(M))+m(x+Anng(M)) =m(r+Anng(M)) =
mr € MI = N. Porlotanto M4B = N, con lo que M4 es un A-mdédulo multiplicacién. [

Ahora ya podemos enunciar y demostrar el teorema principal de esta seccion.
Teorema 6.2.7. Sean R conmutativo y M un R-moédulo multiplicacion. Son equivalentes:

(1) M es JT-regular.

(2) M es fuertemente F-regular.
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(3) M es endoregular abeliano.
(4) M es F-regular.

(5) M es débilmente JT-regular.

Demostracion. (1) = (2), (2) = (4) y (4) = (5) se siguen de los Teoremas [6.1.8 [6.1.11

y [6-1.14], respectivamente.
(2) = (3) Llamemos A := R/ Anng(M). Supongamos que M es fuertemente F-regular.

Por la Proposicién M es un A-médulo fuertemente F-regular y S = Endg(M) =
End4 (M) = S', ademds, por la Proposicién My, es un médulo fiel. Por el Teorema
6.2.5] para cada m € My existe f € Homu (M, A) tal que m = mf(m), entonces por la
Proposicion [6.2.2] M4 es endoregular abeliano, es decir, S = S es regular y conmutativo.
Por lo tanto Mg es endoregular abeliano.

(3) = (1). Supongamos que M es endoregular abeliano. Sea m € M. Como M es multi-
plicacién, existe I < R ideal tal que mR = M1, entonces existen a € [ y x € M tales que
m = xa. Veamos que mR = Ma.

c] Sea mr e mR, entonces mr = (za)r = (zr)a € Ma.

2] Como Ma c MI =mR, entonces se sigue el resultado.

Ahora veamos que Ma = Ma?. Es claro que Ma? ¢ Ma. Para la otra contencién defi-
namos ¢ : M — M, dada por ¢(y) = ya, entonces ¢ € S. Por hipétesis, existe f € S tal
que ¢ = pfp, con lo que ma = o(f(p(m))) = o(f(ma)) = f(m)a? € Ma?. Por lo tanto
Ma = Ma?. Entonces M es JT-regular.

(5) = (1). Sea m € M, en la prueba de (3) = (1), usando sélo que M fuese un moédulo
multiplicacion, obtuvimos que existe a € R tal que mR = Ma. Como M es débilmente
JT-regular, tenemos que mR = Ma = Ma?. Por lo tanto M es débilmente JT-regular. [
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