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Resumen

En esta tesis se obtienen los espectros energéticos de dos sistemas fisicos: el potencial
de doble pozo y el atomo de hidrégeno unidimensional mediante simulaciones de Monte
Carlo. Se usaron dos algoritmos de manera simultanea para mejorar la eficiencia de
las simulaciones: el algoritmo de Metropolis y el algoritmo multi-cluster. En particular
para el potencial de doble pozo el algoritmo multi-cluster reduce considerablemente el
tiempo cémputo. Se calcula la energia del estado base usando el teorema de virial y con
la longitud de correlacion se obtiene el primer salto energético

Primero se simula el potencial de doble pozo ya que su potencial no presenta nin-
guna singularidad, a diferencia del potencial del dtomo de hidrégeno. Los resultados
de la simulaciéon se comparan con los valores obtenidos en otros trabajos con métodos
distintos. Posteriormente se estudia el atomo de hidrégeno unidimensional, el cual pre-
senta un problema de divergencia en el potencial de Coulomb Vi (z) ﬁ Para resolver
este problema se usa un potencial regularizado Vz(z). Este potencial se controla con un
pardmetro R tal que: limp_,o Vr(x) = Vo(z). Con el potencial regularizado se hace una
aproximacion al potencial de Coulomb evitando la divergencia. Extrapolando el valor
de R a 0 se determina si la energia del estado base y el primer salto energético divergen.

En el caso del potencial de doble pozo los valores de su espectro energético coinciden
con los valores obtenidos por métodos diferentes cuando el tiempo euclidiano fue lo
suficientemente grande.

El caso del atomo de hidrégeno unidimensional es controversial en la literatura, a
diferencia del potencial de doble pozo. Algunos autores argumentan que la energia del
estado base o el primer salto energético pueden tener un valor finito. Con la simulacién
de Monte Carlo se determina que la energia del estado base y el primer salto energético
divergen.
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Introducciéon

El desarrollo de la mecanica cuantica permitié estudiar sistemas que no podian
ser descritos por teorias clasicas. En particular el estudio del atomo de hidrégeno y el
calculo tedrico de su espectro energético fue uno de los éxitos més contundentes de esta
teoria en sus primeros afios [1].

Sin embargo, son pocos los problemas que pueden resolverse exactamente tanto
en la mecéanica cldasica como en la mecanica cuantica. Esto hizo que varios métodos
de aproximacion o resolucion numérica tuvieran una mayor importancia a la hora de
estudiar sistemas mds complejos [2].

El desarrollo de computadoras para resolver numéricamente muchos problemas de
la fisica en general hizo que los métodos numéricos cobraran mayor importancia.Nuevas
tecnologias y el mayor poder de computo permitié simular numerosos sistemas fisicos
para su estudio. En particular simulaciones usando métodos de Monte Carlo surgieron
para poder estudiar sistemas estocasticos. Un ejemplo son los sistemas descritos por la
mecanica estadistica. Los métodos de Monte Carlo pueden ser empleados para estudiar
sistemas cuanticos dada su naturaleza probabilistica. Estos métodos han sido empleados
para simular sistemas en la mecanica estadistica como el modelo de Ising de manera
exitosa [3].

Para estudiar sistemas cudnticos se usara el formalismo de la integral de trayec-
toria. Este formalismo se relaciona con la mecanica estadistica al hacer una rotacién
del tiempo real a un tiempo imaginario. Esta rotacién es conocida como rotacién de
Wick y permite relacionar la mecanica cudntica usando el formalismo de la integral de
trayectoria con las funciones de particiéon descritas en la mecanica estadistica.

El primer sistema a estudiar en esta tesis es el potencial de doble pozo. Este potencial
ha sido explorado extensamente al usar soluciones numéricas para obtener las energias
del sistema. En este caso se contrastaran los valores obtenidos con simulaciones de
Monte Carlo con los valores numéricos obtenidos por otros métodos.

El segundo sistema es el atomo de hidrégeno unidimensional. Este sistema ha sido
controvertido por las particularidades que se presentan en el caso 1-D y no asi en dos
o tres dimensiones (véase refs. [4-18]).

Se espera que los resultados obtenidos para el &tomo unidimensional definan clara-
mente si su espectro de energia corresponde a un sistema fisico sensato, es decir si la
energia del estado base y el primer salto energético tienen valores finitos.

Esta tesis esta organizada de la siguiente manera: En el capitulo 1 se muestran las
generalidades de la mecanica cuantica y su relacién con la fisica estadistica. Se intro-
ducen los dos sistemas a estudiar, el potencial de doble pozo y el atomo de hidrégeno
unidimensional junto con sus respectivos antecedentes. En el capitulo 2 se hace un de-
sarrollo exhaustivo del formalismo de integral de trayectoria usando las relaciones de
Einstein y de De Broglie. Posteriormente se muestra su conexién con la fisica estadisti-
ca al usar una rotacion de Wick y se desarrolla el proceso para obtener el espectro de
energia del oscilador arménico. En el capitulo 3 se hace una breve introduccion a los



métodos de Monte Carlo. Se presentan los algoritmos de Metropolis y multi-cluster y
su implementacién en la simulaciéon. En el capitulo 4 se muestran los resultados de la
simulacién del potencial de doble pozo. Estos resultados se comparan con otros métodos
aproximativos y se discuten las limitaciones de la simulacién. En el capitulo 5 se mues-
tran los resultados de la simulacién para el dtomo de hidrégeno unidimensional. Estos
resultados se obtuvieron con una metodologia desarrollada a partir de las limitaciones
observadas en el capitulo 4. Finalmente en el capitulo 6 se hacen las conclusiones del
trabajo.



1. Generalidades de la mecanica cuantica

1.1. Teoria cuantica

El cambio de paradigma que provoco el desarrollo de la teoria cuantica ha permiti-
do resolver problemas en la fisica que no podian ser estudiados con las teorias cldsicas.
Se pueden resaltar dos cambios principales: la discretizacion de la energia de ciertos
sistemas y el tratamiento ondulatorio de una particula. Estos cambios de paradigma
permitieron explicar experimentos como el efecto fotoeléctrico y los patrones de inter-
ferencia que generaban particulas como el electron.

Al estudiar estos experimentos surgieron dos expresiones fundamentales en la meca-
nica cuédntica: las relaciones de Einstein y de De Broglie [19]

E =hw (Einstein)

~ (1.1)
p = hk (De Broglie) .

Estas relaciones unen la naturaleza discreta de particulas y los fenémenos ondula-
torios que pueden observarse en diferentes experimentos. Estos primeros avances en la
teoria cuantica explicaron fenémenos como el efecto fotoeléctrico, el efecto Compton y
la difraccion de particulas [19].

Aparte de las confirmaciones experimentales de la hipdtesis de De Broglie, historica-
mente se buscaba un desarrollo formal que uniera el comportamiento ondulatorio de
particulas con su descripcién clasica. Con esta motivacién, se asume que la particula
tiene un comportamiento ondulatorio. La onda mas simple es una onda plana mono-
cromatica de amplitud A descrita por la funcién

Aei(E~F—wt) ’ (1‘2)
donde k es el vector de onda y w la frecuencia angular. Esta onda plana se transmite en
la direccion paralela a k. Ahora se desea reconstruir la descripcion discreta que tendria
una particula clasica a partir de su naturaleza ondulatoria. En particular, una particula
clasica esta bien localizada, a diferencia de una onda plana. Siguiendo el desarrollo
de Messiah [20], en el caso unidimensional, esto se puede resolver si la particula esta
descrita por un paquete de ondas

Y(x,t) = / A(K) et W=D gps (1.3)

o

Para que este paquete de ondas describa a una particula localizada, se requiere que
las amplitudes A(k’) sean significativas para valores de k' cercanos a un valor particular
k. Siguiendo este razonamiento, se define que la fase de una onda es

a=kzr—wkHt+0(K) . (1.4)



Los cambios de fase alrededor del valor k deben ser pequenos para que se cumpla la
condicién de A(k’') previamente mencionada, es decir

do
— =0 . 1.5
dk' k=K (1.5)
De esta manera se obtiene
dw db
= —f - — . 1.
TE R (1.6)

Con esto se puede definir la velocidad de grupo del paquete de ondas

_dw

=— . 1.7
Ug dk,’ ( )
Es esta velocidad la que se relaciona con la velocidad de una particula clasica v = ‘fl—g.
Usando la relacién de Einstein, se obtiene
dv  dw
et p— h/— —_ — ]..8
P Ty Tk (18)

y con esto se recupera la relacion de De Broglie p = hk. De esta manera el comporta-
miento corpuscular clésico de una particula con posicién y momento “determinados”se
concilia con el comportamiento ondulatorio.

Formalmente la determinacién de la posicion y el momento aplica solo en limite
clasico. Si se estudia el paquete de ondas construido, se encuentra que si el paquete esta
localizado en regiones Ax y Ak se tiene la siguiente relacion

1
SV

Entonces al localizar cada vez mas la posicién de la particula, el valor de k o< p,
se vuelve indeterminado. Este fenémeno posteriormente se desarrollé en el principio de
incertidumbre de Heisenberg. Si se interpretan a Az y Ap como las incertidumbres de
los valores de x y p, entonces se puede definir formalmente dichas incertidumbres como
las desviaciones estdndar de los valores x y p (véanse refs. [20] y [19]). Entonces se tiene
que

2

Ax (1.9)

Ax = 4/ (x?) — (x)?

Ap =V (p*) — (p)? ,
Usando esta definicién se llega al principio de incertidumbre de Heisenberg para la
posicién y el momento [20)]

(1.10)

AxAp > g ) (1.11)

El paquete de ondas de la Ec. (1.3) se interpreta como una densidad de probabilidad.
De esta manera, la intensidad de la onda en un punto dado es la densidad de probabili-
dad de encontrar a la particula en ese punto. De manera mas general se postula que la
onda 1 de un sistema cudntico describe completamente al sistema y su evolucién [20].

4



Para poder estudiar la dinamica de la onda 1 se necesita una ecuacion de propaga-
cién. Schrodinger propuso una ecuacion que describe la evolucién del paquete de ondas

¥

O .
Zha%ﬁ t) = Hiﬁ(ﬂ t) ) (112)

donde H representa el operador hamiltoniano del sistema. La forma del hamiltoniano
varia dependiendo del modelo que se estudie. En este trabajo solo se consideraran los
hamiltonianos de la forma -

~ p A R

H = o +V(z) , (1.13)
donde p es el operador de momento, m la masa de la particula a estudiar y V(ac) el
potencial al que esta sujeta dicha particula.

Las soluciones de la ecuacion de Schrédinger dan una descripcién completa del sis-
tema que se estd estudiando. A la solucién ¢ (z,t) se le conoce como funcién de onda
y es interpretada como una amplitud de probabilidad que describe completamente al
sistema. Estas amplitudes de probabilidad son ttiles ya que permiten describir fenéme-
nos de interferencial. Supéngase que se puede obtener un resultado mediante diferentes
procesos2. A cada proceso se le puede asociar una amplitud de probabilidad ¢4 € C,

entonces la probabilidad de que se de el resultado a estudiar mediante el proceso A es

P(A) = |gal* . (1.14)

En la teorfa de probabilidades, como puede observarse en ref. [21], la probabilidad
obtener un resultado, dado dos procesos excluyentes A y B, es

P(A+ B)=P(A)+ P(B) . (1.15)

Pero cuando se usan amplitudes de probabilidad, la probabilidad de obtener un re-
sultado, dado dos procesos excluyentes A y B, se calcula con una nueva amplitud de
probabilidad ¢ = ¢4 + ¢p, tal que

P(A+ B) = |¢]* = |pa|*+2Re(pady) + |65/

— P(A) + P(B) + 2Re(66%) - (1.16)

Este tltimo término afecta a la probabilidad total y al depender de ¢4 y ¢} se interpreta
como una interferencia entre probabilidades [22].

Esta es una de las diferencias mas sobresalientes de la mecanica cuantica en com-
paracion a las teorias clasicas. Las particulas serdan descritas por una funciéon de onda

'E] ejemplo més famoso es el experimento de la doble rendija. En este experimento una particula
puede pasar por dos rendijas y eventualmente llegar a un detector. En este caso se observa que la
distribucién de probabilidad final resulta de un patrén de interferencia y no la suma de las distribuciones
individuales de pasar por una rendija u otra.

2Por ejemplo, si se tiene un dado se quiere estudiar el resultado de obtener un nimero par. Este
resultado puede obtenerse mediante 3 “procesos”diferentes: que el dado de el niimero 2, 4 o 6.



Y(x,t) tal que el valor |1 (z,t)|*dr es la probabilidad de encontrar una particula en
un rango dx alrededor de z en algin tiempo ¢. Al igual que en la teoria clasica de
probabilidades se debe cumplir para cualquier tiempo ¢

/Oo|¢(x,t)|2dx =1. (1.17)

[e.o]

Como ya se menciond, toda la informacién del sistema esta contenida en la funciéon
de onda. Los valores observables del sistema, como la posicién o la energia, pueden ser
descritos por operadores lineales hermitianos que actian sobre ¢ (z,t). De esta manera,
se puede estudiar a ¢ (x,t) sobre un espacio vectorial.

Una de las formas mas elegantes de trabajar problemas en la mecénica cuantica
es usando la notacién bra-ket introducida por Dirac [23]. Los estados de un sistema
son escritos como vectores ket (| )). De esta manera una funcién de onda ¢ (z) queda

representada como
:/ P(a)|2') da’ . (1.18)

En este caso |z') representa el estado en el cual la particula se encuentra en la
posicién .

El conjunto de todos los kets |2') forman una base ortogonal, entonces ¥ (z) puede
escribirse como

W) = (x| = |/ o)) dx—/ W(2)5(x — o) de’ (1.19)

El operador identidad puede ser definido con una base, continua o discreta, de la
siguiente manera

I= Z|n> (n| (caso discreto)
s (1.20)
I= / |z)(z|dx  (caso continuo) .
El valor esperado de un observable A para un estado [) es
() = wldl) = [ @) dia)do . (1.21)

Si el operador hamiltoniano H no depende del tiempo, y [i)) representa a una
soluciéon de la ecuacion de Schrodinger, entonces se cumple la siguiente igualdad

H|)) = ElY) . (1.22)

Es decir, [1)) es un estado propio o eigenestado de H y su valor propio o eigenvalor E
es la energia asociada a dicho estado.



Para describir la evolucién temporal de un estado |¢)) en un tiempo to ( |1(t)) ) se

—iﬁ(t—to

usa el operador de de evolucién temporal e )/ donde ty < t. De esta manera un

estado [1(t)) queda expresado como

() = e HE0 M y(tg)) (1.23)

Esta expresion sera til cuando se haga la conexion con la mecénica estadistica.

1.2. Mecanica estadistica

Siguiendo el desarrollo de Pathria [24] considérese un ensemble de A sistemas cudn-
ticos caracterizados por un operador hamiltoniano comun H. Cada sistema queda des-

crito por una funcién de onda ¥g(x,t) con k € {1,2,...,N}. Si se define una base
ortonormal {¢,(x,t)} que describa a estas funciones de onda, se tiene que
Y(z,t) =) apdn(x,t) . (1.24)

n

En la notacién de Dirac la base {¢,(z,t)} es representada por el conjunto de kets
|n). Si se considera que el sistema estd en equilibrio térmico a temperatura 7T se puede
definir el operador de densidad

p =" Paltn)(dnl (1.25)

donde p,, es la probabilidad de encontrar al sistema en el estado |¢,). Al igual que en
sistemas clasicos, se define la funcién de particién como

Z=Y P (1.26)

donde 8 = 1/kgT . Entonces las probabilidades p,, quedan definidas como

, = = ) 1.27
Si se tiene una observable descrita por el operador 121, entonces el valor esperado de
dicha observable es definida como

(A) = 3 pulonldlon) = 5 e PP (6, Ao (1.28)

n

Con un operador arbitrario O y una eigenbase {|m)} de este operador, se puede definir
la traza del operador O como

Tr[0] = > (m|O|m) . (1.29)

m

7



Se puede reescribir el operador de densidad como

—BEy, 1 ) —BH —BH
b= 10 (oul= 2 > e 0 (6ul= = D londonl= = . (130)

n

Entonces el valor esperado de un operador se puede expresar como

~ ~ e_ﬁﬁ ~ ~ ~
(A) = %Ze‘BEn<¢n\Al¢n> = Z(qbn!( 7 ) Alpn) =D (dnlpAln) = Tr[pA] .

n
(1.31)
Mas adelante se vera como se relaciona e ?#» con el operador de propagacién tem-
poral al aplicar una rotacién de Wick.

1.3. Potencial de doble pozo

El potencial de doble pozo es uno de los sistemas fisicos de mayor interés por el
peculiar fenémeno conocido como tunelaje. Este fenémeno se presenta cuando una
particula se encuentra con una barrera de potencial que, siguiendo las nociones clésicas,
no deberia ser capaz de atravesar dicha barrera. Sin embargo en la mecanica cuantica la
funcién de onda que describe a la particula puede transmitirse a través de una barrera de
potencial. Es precisamente este fenémeno lo que permitié describir diferentes procesos
fisicos, como el decaimiento « [25].

El potencial de doble pozo realmente es una familia de potenciales donde dos regiones
de potencial bajo estan separadas por una barrera de potencial alto. En este trabajo se
usard un potencial simétrico (V(z) = V(—z)) cudrtico

V(z) = MNz® — f3)? (1.32)

como se muestra en la figura 1. En este caso el parametro f controla la posicion de los
minimos del potencial, mientras que el valor Af* es la altura de la barrera de potencial
potencial.



y=Af*

V(x)

Figura 1: Potencial de doble pozo cuartico simétrico.
1.3.1. Antecedentes del potencial de doble pozo cuartico

Los potenciales de doble pozo han sido estudiados a profundidad desde el desarrollo
de la mecdanica cuantica. Uno de los potenciales mas simples que pueden ser resueltos de
manera analitica es el doble pozo cuadrado como se muestra en la figura 2. En este caso,
se tienen regiones con potenciales constantes y para valores de x tal que |z|> C, donde
C es una constante, el potencial se considera infinito. Este modelo suele ser usado como
uno de los primeros problemas para resolver la ecuaciéon de Schrodinger. Sin embargo
potenciales mas complejos suelen requerir un refinamiento matematico mas extenso.
Esto complica la resolucién de potenciales mas realistas y motiva la implementacion de
soluciones numéricas.

El primer articulo es el de Veguilla-Berdecia [26]. En este articulo se usa un método
variacional conocido como método de Galerkin. En este método se propone una solucién
a la ecuacién de Schrédinger ¢ usando funciones de Hermite. Usando las propiedades
de estas funciones se determinan las entradas de la matriz hamiltoniana. Al truncar la
matriz se calculan sus eigenvalores y de esta manera se obtiene el espectro energético.

El segundo articulo es el de Blankenbecler, DeGrand y Sugar [27]. En este articulo
se presenta el método de momentos el cual consiste en proponer una funcién de prueba.
Usando esta funcion de prueba se construyen funciones con relaciones de recursion.
Con estas funciones se obtienen dos ecuaciones, una para los estados par y otra para los
estados impar. Las raices de dichas ecuaciones representan las energias de los estados
correspondientes.



Figura 2: Potencial de doble pozo cuadrado simétrico. En este caso, para valores de x
tal que |z|> 6 el potencial se considera infinito.

El tercer articulo es el presentado por Creutz y Freedman [28]. Para este escrito, los
autores usan el formalismo de la integral de trayectoria implementando el algoritmo de
Metropolis. En este caso se observa que las simulaciones usando solo este algoritmo son
significativamente mas demandantes que el oscilador anarmoénico pues sus resultados
difieren de los obtenidos por el método de momentos en ref. [27].

1.4. Atomo de hidrégeno unidimensional

El atomo de hidrégeno tridimensional fue uno de los primeros sistemas fisicos es-
tudiados de manera exitosa con la mecanica cuantica. Fue resuelto por Pauli en 1926
usando el formalismo de Heisenberg [29] y posteriormente por Schrédinger [30]. En
tres y dos dimensiones se pueden obtener resultados analiticos usando la ecuacién de
Schrodinger. Sin embargo el caso unidimensional, que ingenuamente se podria conside-
rar mas simple y por lo tanto sencillo, ha generado controversias en su estudio como se
vera mas adelante.

La ecuacién de Schrodinger para el &tomo unidimensional, independiente del tiempo,
es

2

E(z) = Hijp(z) :( no_ e )w(x) con mr:M, (1.33)

2m, 0z Ameg|z| Mme +my,

10



donde m, es la masa reducida, m. es la masa del electrén, m, la masa del protén, ¢
es la constante de permitividad en el vacio y e la carga eléctrica del electrén [20].

En el caso unidimensional el valor esperado del potencial diverge. Si la funcién de
onda del estado base es cuadrado integrable, para que pueda ser interpretada como una
densidad de probabilidad, entonces el valor esperado del potencial es

=< /_OO @, (1.34)

 4neg ||

[e.9]

Este valor diverge ya que la medida de integraciéon unidimensional no elimina la parte
divergente. Esto sugiere el absurdo de que la energia del diverge. En dos dimensiones
no sucede esto ya que el potencial es

62

Vap = — (1.35)

dregr

con r = \/x% + y2. Entonces el valor esperado del potencial es

27 [e'e]
(Vap) = — ¢ / / Mmme. (1.36)
0 0

471'80

En este caso, la divergencia del potencial es eliminada de la integral por el determinante
de la matriz jacobiana al pasar de coordenadas cartesianas a polares, dx dy — rdrdf.
Para tres dimensiones sucede algo similar. En este caso el potencial es

62

Vip = — (1.37)

dregr

con r = \/x% + y? + 22 se tiene que el valor esperado del potencial tridimensional es

(Vap) = — - /7r /27r /OO Msm(gzﬁ)r2 drdfdeo . (1.38)
-7 JO 0

47’(’60

Nuevamente la singularidad se elimina con el determinante de la matriz jacobiana, y
como |(r, 0, $)|* cae exponencialmente cuando r — 0o no se tiene problemas en esta
integral.

1.4.1. Antecedentes del Atomo unidimensional

Se han hecho miltiples propuestas para resolver el problema del dtomo de hidrégeno
unidimensional sin llegar a un consenso. La discusion se centra principalmente en la
existencia de una energia finita para el estado base.

Los argumentos para la existencia o inexistencia de un estado base con energia finita
son variados, como se vera mas adelante. Estos argumentos son de caracter tedrico. El
objetivo de esta subseccion es revisar dichos argumentos para contrastarlos posterior-
mente con los resultados obtenidos en la simulacion.
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En 1959 Loudon [4] propuso una solucién al problema al sustituir el potencial de
Coulomb por un potencial regularizado. Primero propone el potencial

k
a+ |z’

V(z) =

(1.39)

donde a > 0 es un pardmetro menor al radio de Bohr ag y k = €?/(47eg). En el limite
cuando este parametro tiende a cero, se recupera el potencial de Coulomb.
Posteriormente propone un potencial de corte

Viz) = {Vi si |z|> xo (1.40)

o S |z|< zo

donde x es el valor de corte. En el limite cuando el valor de corte tiende a 0 (zy — 0) se
recupera el potencial de Coulomb. En el caso limite, Loudon concluyé que las soluciones
a la ecuacion de onda son pares o impares. Las soluciones impares son igual a 0 en z = 0
y las pares igual a un valor finito en = = 0. Al estado base le corresponde una funcién
de onda par y los estados excitados se alternan entre impar y par. Loudon a su vez
afirma que las soluciones pares e impares se vuelven degeneradas en parejas cuando
se recupera el potencial de Coulomb. Finalmente concluye que cuando se recupera el
potencial de Coulomb, el estado base tiene una energia infinita negativa y su densidad
de probabilidad pasa a ser la funcién 4.

Andrews [5, 6] estd de acuerdo con las conclusiones de Loudon, pero considera al
potencial de Coulomb en el dtomo de hidrégeno unidimensional como una barrera de
potencial impenetrable en el origen. De esta manera las soluciones aceptables serian
aquellas que cumplen x < 0 o x > 0.

Haines y Roberts [7] intentan resolver el problema usando el potencial de Coulomb
“real.?l considerar el radio del proton. Con este potencial encontraron energias continuas
para estados pares y energias discretas para estados impares. Posteriormente, usando
un potencial truncado, obtuvieron energias discretas para estados pares e impares. En
este caso solo los estados impares del potencial truncado convergen a los del potencial
“real”. Los autores dan una explicacién fisica al afirmar que de existir un atomo de
hidrégeno unidimensional real entonces se tendria un potencial truncado hasta el radio
del protén.

Gomes y Zimerman (8], usando el teorema de virial y partiendo de los estados
definidos por Haines y Roberts, concluyeron que la energia para estados pares no es
finita. De esta manera, para cualquier estado par donde ¥*(z)i(x) # 0 en x = 0, el
electron sentird una atraccién fuerte lo que colapsara el sistema.

Moss [9] emplea las ecuaciones de Schrodinger, Klein-Gordon y Dirac al dtomo de
hidrégeno unidimensional, y en los tres casos no encuentra una energia del estado base
finita.

En las refs. [10] y [11] los autores afirman que el estado base tiene una energia
finita. Los autores llegaron a estas conclusiones al proponer una regla de superseleccién
entre los estados ligados del atomo de hidrégeno unidimensional. Esta regla prohibe la
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superposicién de estados de un lado de la singularidad (por ejemplo < 0) y estados
en el lado opuesto de la singularidad (z > 0). De esta manera, estados en diferentes
lados de la singularidad son independientes uno del otro. Por lo tanto, basta estudiar
las soluciones de un lado del potencial para determinar el espectro de energia de este
sistema.

Moshinsky [12] en cambio afirma que el potencial puede ser penetrado a pesar de
la singularidad. Al igual que otros autores deja abierta la posibilidad de que el estado
base tenga energia infinita.

Xianxi [13] considera que el tratamiento del problema por Loudon y Andrews no fue
apropiado al no considerar el teorema de la no degeneracién para sistemas unidimen-
sionales y el criterio de ortogonalidad para estados singulares. De esta manera, rechaza
la solucion propuesta por Loudon del estado base y afirma que los estados pares no
existen para este sistema.

Palma y Raff [14,15] intentan resolver el problema del d&tomo de hidrégeno unidimen-
sional usando transformadas de Fourier. Usando este método, los autores obtienen los
estados ligados del sistema y recuperan el espectro de Balmer del atomo de hidrégeno
tridimensional. Al igual que en el escrito de Xianxi [13], los estados quedan descritos
por funciones impares. La funcién del estado base no es solucién de la ecuacion de
Schrodinger, por lo tanto no existe el estado base con energia infinita.

Barton [16] extiende los resultados no relativistas de Loudon usando la ecuacién de
Klein-Gordon y permitiendo efectos relativistas. El autor propone un potencial regula-
rizado con un parametro R. Cuando este parametro llega a un valor critico, la energia
se vuelve compleja. A partir de ese punto, se obtiene un estado ligado correspondiente
a una antiparticula con energia positiva.

Abramovici y Avishai [17] tratan el problema del potencial de Coulomb V' (z) = \/|z|
atractivo (A < 0) y repulsivo (A > 0). Los autores proponen una regularizacién del
potencial. Con esta regularizacién calculan el coeficiente de transmision en el limite
cuando el potencial regularizado es el potencial de Coulomb. En ambos casos concluyen
que el coeficiente de transicion es 0. Entonces el potencial de Coulomb unidimensional
se comporta como una barrera impenetrable. El espectro de energia se subdivide en
dos conjuntos de estados. El primero es un conjunto de funciones regulares asociadas
al espectro de Rydberg. El segundo conjunto son soluciones integrables no ortogonales
cuyas energias estan desplazadas respecto al primer conjunto.

Gebremedhin y Weatherford [18] usan un potencial regularizado V' (z) = 1//x? + /52
el cual es igual al potencial de Coulomb unidimensional cuando 5 — 0. Para resolver la
ecuacion de Schrodinger, emplean un método de elemento finito para diferentes valores
de . Usando este método, los autores calculan las funciones para los estados pares e
impares. En el limite cuando § tiende a 0, los estados pares (excluyendo el estado base)
e impares son iguales salvo un cambio de signo. Para el estado base encuentran que la
funcion de onda es igual a la funcién § y su correspondiente energia es —oo en el limite
cuando 5 — 0.

Como se puede ver, el problema del atomo de hidrégeno unidimensional ha sido
controvertido durante décadas. Los métodos empleados son variados tanto en el forma-
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lismo matematico como en la interpretacion fisica. Los multiples autores citados en esta
subseccion no estan de acuerdo si el potencial unidimensional de Coulomb es penetra-
ble. Ain peor, tampoco hay un consenso en cuanto al estado base o su energia. En este
trabajo se pretende resolver la controversia al aplicar un método diferente a los citados
previamente. Mediante simulaciones de Monte Carlo se espera determinar finalmente si
el estado base diverge o es finito.
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2. Formalismo de la integral de trayectoria

El formalismo de la integral de trayectoria es, posiblemente, la formulacién mas
intuitiva de la mecénica cuantica. Para derivar este formalismo se seguiran los procedi-
mientos de Tycrskd [31] y el desarrollo propuesto por Feynman y Hibbs [22].

2.1. Descripciéon

Partiendo de la idea de una amplitud de transicion ¢ que describe un evento, se
puede hacer un andlisis andlogo al experimento de la doble rendija. Supéngase que se
quiere describir la probabilidad de que una particula vaya de un estado |a) = |7, t,)
a otro estado |b) = |7, 1,). Considerando el experimento de la doble rendija se sabe
que la probabilidad de que una particula pase al estado |b) serd afectada por las dos
posibilidades que tiene la particula: pasar por la rendija R; o la rendija Ry. Experi-
mentalmente se observa que las dos posibilidades generan un tipo de interferencia en el
resultado del experimento.

La formulacion de la integral de trayectoria de la particula lleva el caso del experi-
mento de la doble rendija al limite donde se llena el espacio entre dos puntos con una
densidad infinita de placas, y cada placa tiene una densidad infinita de rendijas.

Primero considérese el caso donde hay un nimero grande pero finito de placas y
rendijas como se muestra en la figura 3. En este caso se tiene que una trayectoria arbi-
traria que va del punto 7, al punto 7, puede dividirse en NN intervalos:
la) = |R1i), |Rii) — |Raj) ..., [Riv—1)k) — |b), donde | R;;) representa al estado loca-
lizado en la rendija j de la placa i. En este formalismo se caracteriza una trayectoria X;
con amplitudes de probabilidad ¢; en cada intervalo. Estas amplitudes de probabilidad
pueden definirse como la onda plana con vector de onda El y frecuencia wy

QSZ o ei(El'Fz_wlt) — eiocl ; (21)

donde 7} es alguna posicién en el espacio y a; la fase. Ahora se quiere calcular el cambio
de la fase en un intervalo. Todos los intervalos estan definidos como una separacion
espacial A7y una separacion temporal At = e. Considerando las relaciones k= p/hy
w = H/h [31], se tiene que el cambio de fase esta dado por

- AF
= (k- <y —wi)At (2.2)
1 ., ArF

En este caso finito, se tiene N intervalos que conforman una trayectoria X;. La fase
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Figura 3: Numero finito de placas con rendijas. El tiempo queda divido en NN intervalos.

Se muestran cinco posibles trayectorias.
total o; de dicha trayectoria serd la suma de los cambios de fase en cada intervalo

N

Z AOéjl

(2.3)

Oéj:

(2.4)
(2.5)

Ahora si se considera el caso limite cuando At — 0y N — oo, la fase pasa a ser®

Y de la mecanica clésica, el lagrangiano se define como

X estd dada por

Entonces la amplitud de una trayectoria

(2.6)

3Formalmente se estd tratando con trayectorias discretas las cuales son muy irregulares. En el limite
al tiempo continuo, las trayectorias que contribuyen no tienen derivadas en ningtin punto. Por lo tanto,

tacién y no como una expresion matematica formal.

7 Se usa como no
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donde S[X;] es la accién de la trayectoria X;. De esta manera es evidente que la
amplitud que describe a una trayectoria del punto espacio-temporal a al otro punto b
tiene una fase proporcional a la acciéon de dicha trayectoria.

Hasta ahora solo se ha descrito la amplitud de probabilidad de una trayectoria
arbitraria X;. En el caso limite donde se llena el espacio entre los puntos 7, y 7% con una
densidad infinita de placas, cada una con una densidad infinita de rendijas, es natural
que se tengan infinitas trayectorias para llegar del punto 7, al punto 7. Al igual que
en la mecanica estadistica, a priori todas las trayectorias contribuyen lo mismo a la
amplitud total del sistema. Se puede definir entonces K[a,b] como la suma de dichas
amplitudes

Kla,b] = czasj (2.7)

donde C' es una constante de normalizacién apropiada y Kla,b] es la amplitud total
de un sistema que va del punto espacio-temporal a al punto espacio-temporal b. Esta
amplitud también suele ser llamada kernel o propagador. En adelante se usaran estos
términos de manera indistinta.

Si se considera el caso limite, se esperaria que Ec. (2.7) tome la forma de una integral.
Para construir propiamente esta integral se tienen que hacer algunas consideraciones.

Limitandose al caso unidimensional se quiere calcular la amplitud total de una
particula que va del punto espacio-temporal a = (z,,t,) a otro punto espacio-temporal
b = (xp,tp). Se subdivide el tiempo en N intervalos con N + 1 instantes tal que zg = x,,
TN = Ty, tg = to, ty = tp. Se define € = t;,; — t; v se integra sobre todos los posibles

valores de z;
Kla,b| ~ ///gb[x] dridxy ... den_q . (2.8)

Ec. (2.8) es equivalente a tener un nimero finito de placas cada una con un conjunto
denso de rendijas. Uno de los problemas que tiene la Ec. (2.8) es que necesita un factor
de normalizacién apropiado. Este factor debera ser tal que en el limite cuando hay una
densidad infinita de placas, cada una con una densidad infinita de rendijas, la siguiente
igualdad se cumpla

K[a,b] = lim {A(e)/u'//gb[x] day dzy . .. d:c]“] :/abeésm Dxr . (29)

En la Ec. (2.9) la parte derecha es lo que se conoce como integral de trayectoria. Esta
integral suma todas las amplitudes correspondientes a todas las trayectorias posibles
del punto espacio-temporal a al punto b. A(e) es una constante de integracién que
dependera del valor de e.
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2.2. Limite clasico

A diferencia de la mecdanica cléasica, en el formalismo de la integral de trayectoria
hay una cantidad infinita trayectorias que contribuyen a la descripcién de un sistema.
En la mecanica clasica se usa el lagrangiano £ para determinar una trayectoria cuya
accion S, definida como

ty
S = / L(x,3)dt | (2.10)
ta
sea un valor estacionario. Para que esto se cumpla, la variacion de la accién 0.5 debe
ser cero . . or or
b b
0S =90 r)dt = 0t— +0x—|dt =0 . 2.11
S /ta L(z, ) /ta [xax,—l— xax] 0 (2.11)

El valor estacionario de S se denomina S, y su trayectoria correspondiente es T(t),

ty
sdz/ LEF)dt (2.12)
ta

A esta trayectoria se le conoce generalmente como trayectoria de minima accion, y es
la que seguird una particula clasica del punto a a un punto b.

Es de esperarse que el principio de correspondencia aplique al formalismo de la
integral de trayectoria. En el caso macroscopico, se tiene que la variacion de la accion
es varios ordenes de magnitud mayor que la constante de Planck (65 > h), por lo tanto
el valor de la fase S/h cambiard drasticamente con variaciones pequenas alrededor de
S de una trayectoria no clasica. De esta manera las trayectorias diferentes a Z(t) (en la
escala macroscépica) tienen una contribucién despreciable a la amplitud total pues sus
fases tendran en promedio una interferencia destructiva. En la figura 4 se ejemplifica
una espiral de Euler donde cada vector representa las fases de diferentes trayectorias.
Las trayectorias que difieren significativamente de la trayectoria Z(t) se encuentran en
voértices y al sumarse entre ellos interfieren de manera destructiva. Solo en escalas donde
la accién S sea del orden de & se tendrén trayectorias diferentes a T(t) que, a primer
orden, tienen la misma acciéon S. y por lo tanto contribuyen significativamente a la
amplitud total.
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Figura 4: Representacion de la interaccién constructiva y destructiva de multiples tra-
yectorias. Cada vector representa la fase correspondiente a una trayectoria. En las
regiones A y C es evidente que hay interferencia destructiva. En la region B las fases
estan casi alineadas y por lo tanto interfieren poco destructivamente.

2.3. Factor de normalizacién y ecuacién de Schrodinger

Para calcular el factor de normalizacién de la Ec. (2.9), es importante hacer algunas
consideraciones. Solo se consideraran lagrangianos de la forma

o

L=——-V(x) . 2.13

YV (213)

De manera implicita, la Ec. (2.6) expone una regla fundamental en la mecénica cuantica:
las amplitudes de dos eventos que ocurren en sucesion se multiplican.

Esta regla es similar a lo que ocurre en teoria de probabilidad donde la probabilidad
de que dos eventos independientes ocurran en sucesion es el producto de las probabi-
lidades de cada evento. La diferencia con la teoria cudntica es que en esta se manejan
amplitudes de probabilidad.
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Usando Ecs.(2.6) vy (2.9) se puede dividir la integral de trayectoria de la siguiente
manera

b b )
Kla,b] :/ e (SlelactSlaler) Dx:/ enSltlacgnSlele Dy (2.14)

donde S[z],. es la accién de una trayectoria que va del punto a al punto c. Esto es vélido
con la definicién que se dio del lagrangiano. Se puede dividir la integral en tres partes
principales: fijando el punto ¢ se calcula la amplitud del punto a al punto ¢, luego del
punto ¢ al punto b y finalmente una integral que varia el punto ¢ como se muestra en
la Ec. (2.15)

00 b c )
Kla,b] :/ / / erSacen Sl Dy Dy dr, (2.15)

De esta manera, antes de variar el punto ¢, se tiene que

/ enStlae Dy = Kla, ]

- (2.16)
/ enSlElee Dy = Kle,b]
por lo tanto Ec. (2.15) pasa a ser
Kla,b] = / Kla, d Kle, b d, . (2.17)

Este proceso puede repetirse multiples veces de manera que las amplitudes estan
separadas por un periodo de tiempo infinitesimal At = € tal que eN = t, — t,. Si se
define el punto espacio temporal 7; = (x;,t;) tal que 79 = a y yn = b se tiene que

K[a,b] :/ / / K[Wo,%]K[%ﬁQ] K[’YN—la’VN] drydzs ... dey_q .

(2.18)
Al igual que en la Ec. (2.6), se puede aislar la amplitud de probabilidad de ir entre
dos puntos separados por un tiempo infinitesimal € = t;,1 — ¢,

Klj,7j+1] = C(€) exp {%E (xj +2$j+1 ; $j+1€— xj) e} , (2.19)

donde C(¢€) es una constante de normalizacién apropiada.

Hasta ahora solo se ha tratado con amplitudes de probabilidad que describen el
movimiento de un punto a a un punto b. En la introducciéon se mencioné que la fun-
cién de onda v (z,t) es una amplitud que describe la probabilidad de encontrar a la
particula en la posicién x en un tiempo t. El kernel en cambio es una amplitud que
da la probabilidad de encontrar a una particula en un punto espacio-temporal b si esta
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inicia en un punto a. Si se define una funcién de onda 1 (z,, t,), se puede determinar la
funcién de onda en otro punto ¢ a un tiempo ¢y de la siguiente manera

Vgt = [ et Klr ) da, (2.20)

Usando Ecs. (2.19) y (2.20) se puede definir la funcién de onda en un periodo de tiempo
infinitesimal €

(1, t4) = C(6) /

—00

(e 9]

l Tj+Tjp1 Tjy1 — T
exp {ﬁ£< J +2 Any jHE j) e} Y(zy,t;)de; . (2.21)
En este periodo infinitesimal se puede expresar la posicién z como la media de z;
y Tji1, es decir # = (z; + 2;41)/2. A su vez, la velocidad puede expresarse como
& = (zj41 — xj)/€ [22]. Si se renombra ¢; y x;1; como t y x respectivamente, y se
considera un lagrangiano £ = 2i? — V(z), la Ec. (2.21) pasa a ser

(e}

vt =cto |

—0o0

exp [% [M — eV (“”])H Wyt de; . (2.22)

2¢ 2
El primer término de la exponencial que contribuye a la fase es m(x — x;)%/(2he).
Este valor representa una fase que oscila rdpidamente cuando (z — x;)? es muy grande
comparado con 2he/m. Por lo tanto, solo valores de x; cercanos a z contribuyen a la
integral. Se puede parametrizar x; tal que solo se tomen en cuenta los valores cercanos
a .
Si se define z; = x + ¢, entonces Ec. (2.22) pasa a ser

o0

h

Si se hace una expansion de Taylor a primer orden de € y segundo orden de (, se
tiene

vt =t |

—0o0

exp F (m—f _ v (@ﬂ Wz +C 1) de (2.23)

oY(z,t)
ot ’

exp {_%evm} ~ %V(az) , (2.24)

op(x,t) 7 0*P(x,t)
ox +5 0x?

Con estas aproximaciones Ec. (2.23) pasa a ser

(1) +e‘9¢g§’t) — () /_OO exp [% (";—f)} X {1 - %EV(;E)} <

> 2 02
{w(l',t)—l—fw-i-%%} d¢ . (2.25)

Y(z,t+¢€) ZP(x,t)+ ¢

(x4 (1) = o(a,t) +¢
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Comparando términos en Ec. (2.25), se tiene que

—0o0

W(.t) = ClN(a, 1) / " exp [% <m2—§2)} dc | (2.26)

Esta igualdad implica que

(o) /_:exp {h (”f)} dc = C(e) (Zfe)mﬂ . (2.27)

Entonces el factor de normalizacion de Ec. (2.19) es C'(¢) = y/m/(2rhie) . Siguiendo el
desarrollo de Ec. (2.25) se tiene que

(2.28)

Por lo tanto, Ec. (2.25) puede escribirse como

OY(z, t)
ot

ih 0% (z,t)

o2m  Ox2

U(x,t) +e

=(z,t) +e€ [—%w(x,t)V(x, t)+ } +0(%) . (2.29)

De esta manera se deriva la ecuaciéon de Schrodinger

o(x,t) FL_2 0% (x,t)

th—o— ot 2m  Ox2

+(x, )V (x,t) . (2.30)

Finalmente se puede definir el factor de normalizacion de la integral de trayectoria.
En la Ec. (2.27) se logré determinar el factor de normalizacion C(€) para una trayectoria
entre dos puntos separados por un tiempo infinitesimal At = €. Las Ecs. (2.9) y (2.18)
representan una integral de trayectoria separada en N pasos intermedios entre el punto
a y b. Sustituyendo Ec. (2.19) en Ec. (2.9), se tiene

Kla,b) = lim { o0 f .

oo A . (2.31)
/ enStlov gnSlelg e%S[xh(N—Ubdm dry ... dry_1| |,

donde A(e)=C(e)N = [m/(2whie)]"'?. Este factor de normalizacién es vélido para la-
grangianos £ = 2i? — V(z).

Maés adelante se verda como el propagador KJa,b] da una conexién con la mecénica
estadistica. Con esta conexién se podrd implementar una simulacion de Monte Carlo al
usar diferentes trayectorias como configuraciones del sistema.
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2.4. Relacion con la mecanica estadistica

En la mecanica estadistica la funcién de particién se define de la siguiente manera
Z =Y P (2.32)
n

con f = 1/kgT donde kg es la constante de Boltzmann, 7 la temperatura y E, la
energia del estado n. De esta manera, en el caso no degenerado, la probabilidad de que

el sistema tenga energia F, es

1
Pn = EefﬁE" : (2.33)

con lo que se puede definir el operador de densidad como

o= mlninl= 2 S e lninl | (2.34)

y con este operador se define la matriz de densidad
p(z,z") = (z[p|2’)

_1 e PEn (xln)(n|a’
= 5 2 )l -

1 — *
== Ze BEn b, (1)o7 ()
Siguiendo con la notacién de Dirac, la funcién de particion queda expresada como

Z = Z<n|e_5ﬁ|n> = Tr[e_ﬁﬁ] . (2.36)

Algo interesante del formalismo de la integral de trayectoria es la relacion que tiene
el kernel con la funcién de particién. El kernel Kla,b] fue definido como la amplitud
de probabilidad de ir de un punto del espacio-tiempo a a otro punto b. Esto puede ser
expresado con la notacion de Dirac de la siguiente manera

Kla,b] = (xy|e” # A1) |z,) . (2.37)
Si ahora se define el periodo de tiempo imaginario (¢, —t,) = —ihf, el kernel pasa a ser
Kla,b] = (e "7 |zy) . (2.38)

Si un conjunto de kets |n) es una base del sistema, entonces la identidad puede ser

escrita como
I="> [n)n| . (2.39)
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Usando esta propiedad el kernel pasa a ser

K[a,b] = (zy]e " (1) |a)

— <xb’6_BH Z|7’L><n|> |xa> (240)

n

= Z e PEn (n|zg) (zp|n) .

Para ser més preciso con la notacién, el kernel Kla, b] puede ser escrito mas explici-
tamente como K[z, t,; Ty, tp], 0 usando el tiempo imaginario K |[x,, 0; z;,, —ihS3]. Si ahora
se iguala x, = x, = = y se integra sobre todos los valores de x se tiene

/OO K[z,0; 2z, —ihf] dx = /OO Ze’BE"<n|x>(:c|n> dx

=X ( / Z\x><x\dm) W 4
=2 (ke

Si el tiempo imaginario se define como § = 1/kgT, se recupera la definicién de la
funcion de particion

%K[:p] dv = (nle™ ™ |n) = Z . (2.42)

n

Entonces la funcion de particién es equivalente a sumar las amplitudes de probabili-
dad de una particula que regresa al punto de partida en un tiempo imaginario t = —ih .
Hacer este cambio de tiempo real a imaginario se le conoce como rotaciéon de Wick. Es-
ta rotacion cambia la geometria del problema al pasar de una métrica de Minkowski
ds* = —c2dt* + dz? a una métrica euclidiana ds? = c2dr? + da?, donde 7 = hf3.

Ante esta rotacion, la amplitud de una trayectoria toma la forma

$ o exp [% /O . {% (Z—f)Q - V(x)} dt] . (2.43)

Si se hace un cambio de variable 7 = it la amplitud es

é o exp [—%/fﬁ {% (%)2 + V(x)} dT] . (2.44)

Con esto se define la accién euclidiana

Spl] = /Oﬁh {% (%)2 + V(:r;)} dr . (2.45)
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Finalmente, usando Ecs. (2.40) y (2.45) con la definicién de la matriz de densidad
térmica, se tiene que

Py, Ta) = Z(b () () 7Fn

1
= —K[:ca,() xp, —ihf)]

Bh dr\ 2
:—/ exp [——/0 {% <£> —|—V(x)d7}] Dx
1
— 5 [

de manera que la matriz de densidad térmica es una integral de trayectoria bajo una
rotacién de Wick.

Si ahora se toma un operador A y se define A[z(t)] como el valor de dicho operador
para un valor de x en un tiempo arbitrario ¢ con t, <t < t;, entonces el valor esperado
del operador Aes

(2.46)

(2.47)
= — | Alz(t)]K[z,0;x, —iBh] dx

fT:hﬁ A[x]e_%SE[x] Dx

1
—Lsu,
fT:hﬁe " El] Do

En este caso, A[z(t)] es una funcional asociada a cada una de las trayectorias. Para el
caso de una trayectoria discreta en N variables x;, se puede escribir

Alz(t)] = A(xy, 22, ..., xN) - (2.48)
2.5. Ejemplo: Oscilador armonico

Para ejemplificar lo mencionado en este capitulo se derivara el espectro energético
del oscilador armonico cuyo potencial es

2
mw<

V(z) = 5T (2.49)

Es 1til hacer algunas consideraciones antes de resolver este problema. Primero se
sabe que para una particula libre el lagrangiano es

L=—i (2.50)




entonces usando Ec. (2.31) el propagador del punto a al punto b es

Kla,b) = lli% (<2gh€>g/---/exp [% ﬁ:(:ﬁl — :vi_l)2] dzy . ..de_l) . (2.51)

En este caso x, = 19 y xn§ = x3. Se sabe que dados dos nimeros complejos A y B
que cumplen R{A + B} <0y A+ B # 0, se tiene la siguiente integral

/ 7 exp [A(z) — 2)%] exp [B(wy — 2)?] do = ( ATB) v exp [ AAfB(xQ - 331)2}

—00

(2.52)
Por ende la primera integral de la Ec. (2.51) es
o im m
I, = /OO exp {2 h(xQ — 1) } exp [ﬁ(xl — xO)Q} dxy
. (2.53)
[ mihe ox m M — a0)?
S \m P e\ 0
Usando el factor de normalizacién de Ec. (2.51) se tiene que
m\2/2 m \1/2 m
n=( ) — )2 2.54
(2m'he> V7 \omin2e) P |:2h2€ (22 = o) } (2.54)
Entonces el factor de normalizacion pasa a ser
mo\z m \'7
2.
() = (@) (2.55)

y restan N — 2 integrales. Si se hace la siguiente integral sobre x5 y se multiplica por
1

m 2 :
(325)* se tiene

1
m 2
<27m'he) =
m 2/2
- (27r2'he) 27rzhe / I exp { (z3 — x2) ] dxy
m é 2 mn
= (27?1'716) 2mh2e / {252 ) ] exp [ZH (3 — x2) ] dxy

m \ /2 m 9
- (27rz'h3e> o [2h36( 73 = o) }

Con esto se obtiene una relacion de recurrencia. Al completar las N — 1 integrales, se
tiene que el kernel es

m 1/2 ma
Kl — T — 202 ) . 2.
la, b] = limy ((%hu\k) P |:27_LN6 (@ = o) D (290
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Cuando € — 0 necesariamente N — oo. Este es el limite al tiempo continuo Ne =
(ty —ty) = T'. Por lo tanto el kernel es

Kla,b] = <27r7;:iT>1/2 exp {27;;_;(% - xa)Q] . (2.58)

Previamente se menciono que principalmente las trayectorias cercanas a la trayec-
toria clasica contribuyen en el propagador. Si la trayectoria clasica es Z(t), las acciones
que contribuyen pueden ser definidas como una perturbacién sobre la accién clasica

Slz(t)] =SxT+y] . (2.59)
Para el oscilador armoénico el lagrangiano es
L=7 (@ —w?) . (2.60)
La accién de las trayectorias que contribuyen al propagador se pueden escribir como
S[x]:—/ a:+y + 27y — w(2+y2+2fy)] dt
:m/ ﬁ
(2.61)
—l— — [2xy 2w xy} dt

tb
m/y—wy dt.

En las dltimas tres lineas de la Ec. (2.61), la primera integral es la accién clasica Sq.
La segunda integral es igual a 0 ya que por definicién la trayectoria  cumple

0S8 = S[z + ox] — S[7] —/ta [&L’g—i—l—&vg—i} dt =0 . (2.62)
Entonces sustituyendo dz por y y é4 por y en Ec. (2.62) es claro que
5 /:7 23 — 2°Ty] dt = 0 . (2.63)
Por lo tanto, la accién es
Slx] = C1+—/ y? —wiy?| dt . (2.64)

Usando esta formulacion se varian las desviaciones y de la trayectoria clasica . Toman-
do en cuenta que esta variacién es nula en el punto inicial y en el punto final se tiene
que el kernel es

; y(ty)=0 im [t
Kla,b] = ehscl/ exp [ / [ — w?y?] dt} Dy . (2.65)
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Como la integral del kernel solo depende de los tiempos t, y t, v el lagrangiano no
depende explicitamente del tiempo, se puede reescribir el propagador como

Kla,b] = er5 F(T) | (2.66)

tal que
y(T)=0 im T
F(T) = / exp {Qh / [0 — w?y?] dt] Dy (2.67)
Yy

(0)=0
donde T' = t;, — t,. Las funciones y son periédicas con periodo T'. Ademas en su punto
inicial y en su punto final son igual a 0. Entonces las funciones y se pueden escribir
como una serie de Fourier

y(t) = ian sin (”T”) . (2.68)

n=1

Sustituyendo en la integral temporal de la Ec. (2.67), se tiene

[ra= [ [f;? (1) Zam cos (221)
S S [ (1) ()

n=1 m=1

dt

(2.69)

Usando la ortogonalidad de los cosenos

9 [T
T/o cos (n%t) Ccos (m;t) dt = 6pm  (conn,m>1) | (2.70)

se tiene que la primera integral dentro de la exponencial en Ec. (2.67)

T o0 2 T
9, 9 (N o [ mmt

n=1
B = @)2 Tl+cos(2”T”t)
_nzla"(T /0—2 dt (2.71)
N2 T>2T
_;a”<T 9

L . m=1 (2.72)
= Z Z ana / sin mrt) sin (mmﬁ) dt
n=1m=1 o 0 T T



Usando la ortogonalidad de lo senos

00 T nmt
— Zag/ Sl G ) C°Z<2 ) g (2.73)
0

Si se trunca la serie de Fourier de la Ec. (2.68) a N términos y se usa una trayectoria
discretizada en N + 1 intervalos, es decir sin tomar el limite cuando ¢ — 0 en la
Eq. (2.31), la funcién F(T') puede escribirse como

un=o im [T -2 2,2
]-"(T):/ exp{%/ {y —wy}dt] Dy
y(0)= 0

(0)=0
<0l [~ oo [20[(2) -] ] ctom. O™

donde C(e) = (2”7%)71/2 y J el jacobiano de la transformacién {z,}._, — {a,}>_,.
La funcién F(T') discretizada es un producto de integrales Gaussianas

/_OO exp {ZZ_LT [(%)2 - wz] ai} C(e)da, = (%) o (n;gz — wQ)_l/Z . (2.75)

e}

Se puede reescribir

n2m2 ) -1/2 n2m2 -1/2 W2T? -1/2
(TQ _w) :(TZ) (1_712%2) (2.76)

Si se juntan todas las constantes independientes de w en una constante global G

G =JC(e) ﬂ (nQ;TZe) o (2.77)

n=1

se puede reescribir F(T') como

F(T) =G ﬂ (1 - WQTQ)_I/Z . (2.78)

La funcién sinc puede expresarse como un producto infinito
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T

sinc(rz) = S0m2) _ ﬁ (1 - ‘7“"—2) . (2.79)

n=1

Entonces en el limite cuando N — oo se tiene

T 1/2
F(T) = G (sinc(wT)) ™ =@ . 2.80
(T) = G (sine(wT)) T (2:80)
La constante G es independiente de w, entonces debe ser igual para cualquier valor
de w. En particular si w = 0 se tiene el caso de una particula libre.
En Ec. (2.58) se muestra el propagador de la particula libre. Usando dicho propaga-
dor es claro que el valor de G es

m 1/2
¢ = <2m’hT) ' (281)
Entonces el propagador para el oscilador arménico es
) MW 1/2
Kla,b] = ei¥ [ ——— . 2.82
0, 6] = e (ZMTL sin(wT)) (282)
La trayectoria T debe cumplir
d (0L oL
Por lo tanto, la accién clésica es
m [
Se = 5} {a:2 — w2x2} dt
“tb
=2 i) dt
2 /i, (2.84)
m [ d
=— — (xx) dt
t
- %(m) tz

Las soluciones para x son de la forma x(t) = A cos(wt) + B sin(wt). Si se usa esta forma
y se toma en cuenta las condiciones de frontera, se tiene que la accion clasica para el
oscilador arménico es

 w
~ 2sin(wT)

Usando la definicién de la funcién de particién de la Ec.(2.42), se tiene que

Sel [(22 4 x}) cos(wT) — 2wa13)] . (2.85)
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= %K[m,o,x, —ihf)dx

1/2
= jl{eé ol e dz
2mih sin(—iwh/f3)

mw 12 i mw2r? . "y
(QWihsin(—iwhﬂ)) f{eXp {ﬁm[%(—w B) — ]} z .

mw2z?
[ h 2sinh(whp3)

[—_ mw(cosh(whf) — ]xQ} I

1/2
2mh smh (whp) ) Ssimn(ng) Chehd) = 1]] b

2mh smh (whp) )

- P sinh(wh )
B hsinh(wh,3) 12 (2.86)
B ( wlcosh(whf) — 1])

2[cosh whﬁ - 1])

(
(
(m sinh whﬂ )
(=
(

1/2
exp(whp) + eXp( whp) — 2)
= [exp(whfB/2) — exp(—whf/2)] ™!

1
exp(—whf/2) 1 — exp(—whf3)

= N exp [—ﬁhw <n+ %)}
n=0

Recordamos que la funcién de particién esta definida como

Z=> elhn (2.87)
n=0

con = 1/kgT. Entonces usando la formulacién de la integral de trayectoria y su
relacién con la mecanica estadistica, se recuperan los niveles de energia del oscilador
armonico cuantico,

1
En:hw(n+§) n=0,1,23,... . (2.88)

Ademas es claro que para valores muy grandes de (3, el estado con mayor probabilidad es
aquel que tenga la menor energia, es decir el estado base. Esto serd importante a la hora
de simular sistemas cuanticos usando la relacién de este formalismo con la mecénica
estadistica. Para poder aislar el estado base se requieren valores grandes de [, es decir
del tiempo imaginario. Qué se considera un valor grande de (3 se discutira en el préximo
capitulo.
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En este ejemplo se usaron todas las herramientas descritas en este capitulo para
poder obtener el espectro de energias del oscilador arménico. Es claro que este método
es méas laborioso que resolver la ecuacion de Schrodinger o usar operadores de creacion-
destruccion. Como se menciond al inicio del capitulo, son pocos los problemas que
pueden resolverse de manera analitica. Sin embargo, la relacién que guarda con la
mecanica estadistica permite hacer una transicién directa entre la mecanica cuantica y
la mecanica estadistica. Esta relacién es 1til ya que modelos descritos con la mecanica
estadistica pueden ser simulados usando métodos de Monte Carlo.

En el siguiente capitulo se mostrara cémo se pueden implementar los métodos de
Monte Carlo en sistemas cuanticos usando el formalismo de la integral de trayectoria
bajo una rotacién de Wick.
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3. Simulacion

3.1. Integracion de Monte Carlo

Los métodos de Monte Carlo pueden ser descritos como simulaciones estadisticas
que emplean secuencias de ntimeros aleatorios para resolver aproximativamente algin
problema. Uno de estos problemas es la integracién de alguna funcién f(z) en un rango
[, m]

I:/lmf(x)dx . (3.1)

Se puede resolver esta integral numéricamente usando sumas de Riemann u otros méto-
dos numéricos, pero en este caso es de interés usar nimeros aleatorios para obtener el
valor de Z. En este capitulo se seguird el desarrollo de las refs. [2] y [3]. Para obtener el
valor de una integral usando ntiimeros aleatorios primero se define el valor esperado de
la funcién f(z) en un rango [I,m| dada una densidad de probabilidad p(x) como

Py = / " o) (@) dr . (3.2)

Si la densidad de probabilidad p(x) es uniforme entonces resulta como

1

p(z) = — (3.3)

De esta manera el valor esperado de la funcién f(x) es

1 m
<f>p[z,m] — m/l f(z)dx | (3.4)
por lo tanto la integral puede escribirse como

1= (m - l)<f>p[z,m] : (35)

Usando la ley de los nimeros grandes, se tiene que el valor esperado puede aproxi-
marse a la media

oy = FOO = 237 a0) (3.

donde X es un conjunto de x; conforme a la densidad p(z). Entonces para obtener una
aproximacién al valor de la integral de la Ec. (3.1) se pueden generar nimeros aleatorios
usando la distribucion uniforme p de manera que

T~m=! Z flz:) . (3.7)

n
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Para calcular el error de la integral se usa el error estandar definido como

SE = fQ;f

n

(3.8)

En general, la calidad de la aproximacién depende directamente del nimero de valo-
res generados, por lo tanto al incrementar el valor de n se puede mejorar la aproximacién
de Z. Sin embargo, en ciertos casos incrementar n no es la opcién mas viable. Existe otro
método que mejora la aproximacion sin necesidad de incrementar el valor de n. Este
método, conocido como muestreo de importancia (importance sampling), consiste en
proponer una densidad de probabilidad v(z) la cual sea similar a f(x). De esta manera
se puede escribir la integral como

I:/z V(x)igg dx :/z v(z)g(x)de = <g>,,[l’m] . (3.9)

La ventaja que tiene este método es que la nueva funcién g(z) tiende a ser més
suave que la funcién original f(x). Esto es de utilidad ya que, con esta nueva funcién
g(x), se requiere menos estadistica para obtener una precisién dada [2].

El muestreo de importancia es de utilidad para poder calcular los valores esperados
de operadores usando el formalismo de la integral de trayectoria. Recordando de la
Ec. (2.47) la expresién del valor esperado de un operador Aes

fT:hﬁ Ala]e= w5l Dy

(A) p

(3.10)

Comparando Ec. (3.9) y Ec. (3.10), se tiene que en este caso la densidad de proba-
bilidad es y
e~ 7ol
Z
Entonces, si se generan trayectorias X; conforme a la densidad de probabilidad v|z],
usando Ecs. (3.6) y (3.9) se tiene que el valor esperado de un operador A puede ser
aproximado como

via] =

(3.11)

(A) ~ A = %ZA[XJ-] . (3.12)
j

Para generar diferentes configuraciones se podria usar la densidad de la Ec. (3.11).
Sin embargo, se tendria que calcular el factor de normalizacién Z, lo cual seria compli-
cado y su aproximacion generaria mas incertidumbre en los resultados. Para las con-
figuraciones necesarias para la simulacion se implementa el algoritmo de Metropolis.
Este algoritmo, al igual que otros algoritmos, tiene la ventaja de no requerir el factor
de normalizacion Z, por lo tanto solo se requieren probabilidades relativas para generar

nuevas configuraciones.
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3.2. Algoritmo de Metropolis

El algoritmo de Metropolis es un método de Monte Carlo que utiliza cadenas de
Markov para generar nuevas configuraciones. Las cadenas de Markov son procesos es-
tocasticos que utilizan la configuracion actual para generar una nueva. Una cadena de
Markov puede visualizarse como un conjunto de configuraciones {X;} tal que la confi-
guracion X;;1 se genera a partir de la configuracién X;. Después de generar numerosas
configuraciones con este proceso, se llega a un estado de equilibrio el cual es asociado en
la mecdanica estadistica con el estado més probable del sistema. Debido a su relacion con
la termodinamica, se dice que el sistema se ha termalizado cuando llega a este estado
de equilibrio.

Siguiendo las refs. [2] y [3] se sabe que para implementar un algoritmo de mane-
ra correcta se deben cumplir dos condiciones. La primera condicion es el principio de
ergodicidad. Este principio estipula que todas las configuraciones del sistema son acce-
sibles con las cadenas de Markov, en un nimero finito de pasos, independientemente
de la configuracién inicial. La segunda condicién es el balance detallado. Esta condi-
cién establece que, en el equilibrio, la probabilidad de ir de una configuracion X; a
una configuracién X, es la misma que ir de la configuracion X; a X;. Si se define a
q(X;|X;) como la probabilidad de transicién X; — X, entonces el balance detallado
puede expresarse como

(X1 Xa) F(Xi) = a(Xa| X;5) F(X5) (3.13)

donde f(X;) es la densidad de probabilidad de estar en la configuracién Xj.
Se redefine la densidad de transicion como

q(X;|X3) = A(X]X0) P(X5]X3) (3.14)

donde P(X|X;) es la densidad de probabilidad de proponer el cambio de configuracién
X; = X; v A(X;|X;) la correspondiente densidad de probabilidad de aceptar dicha
propuesta. Con esto se obtiene la razon

q(X;1Xs) _ PXGIXG) AKX f(XG)

(XX, T POGIX)AXX) — f(X) (3.15)

En el caso del algoritmo de Metropolis se requiere que, dadas dos configuraciones
X; y Xj, la densidad de aceptacia sea igual a 1 para la transiciéon X; — X, o para la
transicion X; — X;. De esta manera se puede definir a la aceptancia como

f(X5) P(Xi] X))
(X)) P(X;]X5)

Para implementar el algoritmo de Metropolis, se deben definir primero las densidades
f(X)y P(X'|X). Estas densidades dependen del sistema y se definirdn mas adelante.
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Una vez que se tengan ambas densidades, es posible calcular el valor A(X'|X). Con este
valor se decide si la configuracion propuesta X' es aceptada o descartada al generar un
ndimero aleatorio A, € [0, 1]. Si este nimero cumple

A, < AX'1X) | (3.17)

se acepta la nueva configuracion X', de lo contrario es rechazada. Posteriormente se
procede a proponer una nueva configuracion y el proceso se repite cuantas veces sea
necesario.

3.2.1. Implementacién

Para la implementacién del algoritmo de Metropolis, primero se definen las confi-
guraciones como trayectorias discretizadas X; en el contexto de la formulacién de la
integral de trayectoria de la mecédnica cudntica. El conjunto de trayectorias X; esta des-
crito por las variables x;;. Las variables z;; representan la posicién en un tiempo ¢; de
una trayectoria X; particular. Como se mencioné en el Capitulo 2, las trayectorias son
ciclicas en un tiempo euclidiano (imaginario) 7. De esta manera se puede discretizar
una trayectoria en N intervalos equidistantes, tal que T'= Na, donde a es el intervalo
de tiempo entre dos puntos en la trayectoria.

El algoritmo de Metropolis, como cada cadena de Markov, requiere una configuracién
inicial Xy la cual, por el principio de ergodicidad, puede ser escogida arbitrariamente.
En este caso se pueden crear las configuraciones iniciales al generar las variables x;
aleatoriamente en un rango [—£2, Q. El valor €2 es arbitrario, pero se elige tal que el
tiempo necesario para llegar a un estado de equilibrio no sea muy grande.

De las Ecs.(2.44) y (2.45) se sabe que la densidad de probabilidad de una trayecto-
ria X; es proporcional a exp (—Sg[X;/h]), donde Sg[X];] es la accién euclidiana de la
trayectoria X.

Usando la funcién f de Ec. (3.13), la probabilidad de estar en la configuracién X

se puede expresar como
ef%SE [Xj}

fiXl=—

Se puede disponer de la constante de normalizacién Z ya que solo se calcularan las
probabilidades relativas entre dos configuraciones f[X;]/f[X;].
La accién euclidiana de una trayectoria discretizada puede escribirse como

SelX;] = a]§ (% <W>2 + V(xij)) , (3.19)

(3.18)

donde zy; = xo;.

Como ya se menciond, el algoritmo de Metropolis genera una nueva configuracion
X;+1 a partir de una configuracion X;. Se determina si la nueva configuracién propues-
ta es aceptada usando la probabilidad de la Ec. (3.16). Esta probabilidad, usando las
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definiciones anteriores, queda expresada como

A(Xi+1 |Xz) = min

eXp <_%SE [Xi+1]) ]
exp (—35g[Xi])

— i L exp (4 (5ol o] — 51 | (3.20)

= min |1, exp (—%ASE>}

Para determinar si se hace el cambio de configuracién, se genera una valor aleatorio
A, € [0,1] de manera que el cambio es aceptado si A, < A(X;+1|X;).

Para la amplitud de propuesta P(X'|X) se revisard cada punto de la trayectoria
discretizada x;. En cada uno de estos puntos se hara una propuesta a la vez de cambio
r; — x} tal que @, = z; + dx donde 0z es un ndmero aleatorio en un rango [—e, €]. El
valor de € es arbitrario, pero por lo general se escoge de tal manera que entre el 60 %
y 90 % de las propuestas sean aceptadas. En la presente tesis se eligieron valores de €
que dieran una tasa de aceptancia alrededor del 70 %. Esto se hace con la finalidad de
mitigar el tiempo de cémputo necesario para generar configuraciones estadisticamente
independientes. Se sabe que la tasa de aceptancia disminuye si € se hace mas gran-
de. Ademas el valor de € necesario para obtener una tasa de aceptancia determinada
depende de los pardmetros del sistema (m, a, T, etc.).

Se dice que se completé un “barrido”de Metropolis cuando se han hecho propues-
tas de cambio y actualizacién si es el caso, para todos los puntos de la trayectoria
discretizada.

3.3. Algoritmo multi-cluster

El segundo algoritmo que se empleard es el algoritmo multi-cluster. Este algorit-
mo esta basado en los algoritmos de Swendsen-Wang [32] y Wolff [33]. El algoritmo
multi-cluster ha sido empleado para estudiar el modelo de Ising o modelos O(n) co-
mo el modelo X-Y. Este dltimo fue estudiado por Wolff [34] donde encontré que la
ralentizacion critica no se manifesté en las observables medidas.

El algoritmo multi-cluster, a diferencia del algoritmo de Metropolis, permite cambiar
ctimulos o clusters (por su nombre en inglés) de variables en una trayectoria discretizada
X;. Para su implementacién, primero se considera la energfa de una configuraciéon H[X].
Se define la contribucién a la energia de dos variables vecinas z; y x;41 como H,,.

Para describir este algoritmo, se usara como ejemplo el modelo X-Y en una cadena
unidimensional donde cada variable representa un espin en S!. Para este modelo se
propone un cambio de z;4; — xj,; tal que 2}, es una reflexiéon de x;4; respecto de
una linea aleatoria que pasa por el origen. Bajo esta propuesta de reflexion se tiene una
energfa H, correspondiente a la contribucién de x; y xj, . Posteriormente se calcula la
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diferencia de energfa entre H,, y H, y con esto se define la probabilidad de poner un
enlace entre las variables z; y ;11 como

P=1—¢ P8t (3.21)

donde 3 = 1/kgT y AH,, = H;, — H,,. Una vez se recorri6 la cadena unidimensional, se
tendran diferentes cimulos de espines unidos por enlaces. Los cimulos seran reflejados
colectivamente con probabilidad un medio y al finalizar se dice que se completa un
barrido multi-cluster.

3.3.1. Implementacion

Los modelos estudiados en esta tesis estan caracterizados por trayectorias discreti-
zadas. De esta manera la implementacion del algoritmo multi-cluster haréa reflexiones
de posiciones de la trayectoria discretizada respecto al origen, es decir serd un cambio
de signo

T = r, = —x; . (3.22)

Originalmente la probabilidad de poner un enlace entre dos posiciones de la red
estaba modulada por el cambio en la contribucién a la energia de estas posiciones
vecinas. Siguiendo la analogia de la integral de trayectoria con la mecanica estadistica,
el valor SAH,, pasa a ser ASg|x;]/h. Entonces la probabilidad de poner un enlace entre
dos puntos de la trayectoria es

P=1— ¢ wlSslzl (3.23)

Cuando se han hecho propuestas de cambio para todos los puntos en la trayectoria
discretizada, se juntan los variables conectadas por enlaces en ctimulos. Finalmente
cada cumulo es reflejado con probabilidad un medio y al finalizar se completa un barrido
multi-cluster.

Este algoritmo es particularmente 1itil en modelos O(n) ya que es considerablemente
mas eficiente que usar el algoritmo de Metropolis. Sin embargo, se deben tomar algunas
consideraciones. A diferencia del algoritmo de Metropolis el algoritmo multi-cluster no
cumple con el principio de ergodicidad para los sistemas estudiados en esta tesis. Por
lo tanto es necesario implementar otro algoritmo, como el algoritmo de Metropolis, de
manera conjunta para poder llevar a cabo la simulacién. En en apéndice A se muestra
un diagrama de flujo del programa utilizado para simular el potencial de doble pozo y
el atomo de hidrégeno unidimensional.

3.4. Metodologia

Como ya se mencioné en la descripcion del algoritmo de Metropolis, se requiere una
configuracion inicial para comenzar la simulacion. En este caso cada configuracion esta
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caracterizada por un conjunto de N variables correspondientes a una trayectoria discreta
X; = {xoj, %1, ..., x(n-1);}- Se puede crear una configuracién inicial “fria” (cold-start),
una configuracién inicial “caliente” (hot-start) o cualquier configuracién arbitraria.

Un cold-start es un inicio donde el potencial es minimo. Este inicio esta relacionado
con el estado de minima energia, es decir cuando la temperatura tiende a cero.

Un hot-start se define como una configuracién inicial donde cada una de las variables
x; tiene un valor aleatorio en un rango finito.

Una vez que se ha elegido la configuracion inicial, el algoritmo genera multiples
configuraciones hasta que el sistema llega a un estado de equilibrio. En este estado de
equilibrio, los valores de las observables oscilan alrededor de un valor promedio. Cuando
el sistema ha llegado al estado de equilibrio se dice que se ha termalizado.

En el presente trabajo no se determiné formalmente el nimero de barridos necesarios
para alcanzar la termalizacion del sistema. En cada caso se hizo una simulacion inicial
donde se registraron los valores de algunas observables. Por ejemplo, se obtuvo el valor
de la funcién hamiltoniana H para cada configuracién en equilibrio.

Para determinar si el sistema se ha termalizado, se revisan las historias de los valo-
res de diferentes observables. Una vez que los valores de todas las observables oscilan
alrededor de valores constantes, se puede estimar el nimero de barridos necesarios para
la termalizacion.

Por ejemplo uno de los modelos més faciles de simular es el modelo de Ising. En la
figura 5 se muestra un ejemplo de la termalizaciéon del modelo de Ising en dos dimensio-
nes usando la densidad de energia del sistema H/V. En este caso se hicieron tres inicios
diferentes, uno caliente, uno frio y uno llamado maximo donde la configuracién inicial
fue preparada para que el sistema tuviera la maxima densidad de energia posible.

En este caso puede observarse como las configuraciones iniciales afectan el nimero
necesario de barridos para alcanzar la termalizacion. Sin embargo, la termalizacién y
el valor promedio sobre el que oscilan es independiente de la configuracién inicial. En
general, el tiempo de cémputo que toma la termalizacion suele ser pequeno comparado
con el tiempo total de la simulacién.

En este ejemplo se fijo el nimero de barridos necesarios para la termalizacion en
200 barridos. En principio los inicios frio y caliente termalizan en menos barridos, pero
al no tener una metodologia apropiada para determinar la termalizacién es preferible
elegir un nimero de barridos que no de lugar a dudas.

Una vez el sistema se ha termalizado se pueden hacer mediciones de diferentes
observables. Estas mediciones dependeran de la configuracion actual del sistema.

En la Ec.(2.48) se mencioné el estimador de una observable A asociada a una
trayectoria discreta. Este estimador depende de la trayectoria y puede definirse de
diferentes maneras. En este caso, el valor de la observable A asociada a una trayectoria
X discretizada en N variables se define como

A[X;] = Alzoj, T1j5 - - 7SU(N—1)j) . (3.24)
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Termalizacion

! —— Inicio caliente
\ —— Inicio maximo
; —— Inicio frio

0 ltllo 200 300 400 500 600
Barridos

Figura 5: Simulacién del modelo de Ising usando el algoritmo de Metropolis. Tratamos

con un volumen V = 64 x 64, a una temperatura 7' = 2.7 con diferentes configuraciones
iniciales.

Usando la Ec. (3.12) se pueden calcular los valores esperados de las observables.
Una vez que el sistema esta termalizado, se obtienen M trayectorias estadisticamente
independientes de la secuencia de Markov. Con estas trayectorias se calcula el valor
esperado de una observable A de la siguiente manera

(A) ~ % > AlX;) (3.25)

Cada algoritmo que genera cadenas de Markov tiene como desventaja que las confi-
guraciones generadas en la cadena son hasta cierto punto dependientes de las preceden-
tes. Para poder determinar los valores esperados de diferentes operadores se necesitan
configuraciones estadisticamente independientes. Esto se logra si la separacion (en la
cadena de Markov) entre configuraciones que contribuyan al promedio de Ec. (3.25)
es lo suficientemente grande. En nimero de barridos necesarios para que dos configu-
raciones sean independientes depende del modelo a simular. Al ver la historia de la
observable suele ser dificil dar una separacion apropiada, pero puede observarse cuando
las configuraciones estdn altamente correlacionadas. En la figura 5 puede observarse
que una separacion de cien barridos es més que suficiente para tener configuraciones
independientes y de esta manera obtener el valor esperado de H. Para modelos mas
complejos, como el atomo de hidrégeno, es necesario un tratamiento mas formal. En
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estos casos, para determinar la separacion necesaria entre dos configuraciones, se usa
la auto-correlacion descrita en el Apéndice B.

3.4.1. Teorema de virial

Los valores esperados de operadores que solo dependen de la posicion como 2", como
potenciales de la forma V(2) son faciles de calcular con Ec. (3.25). Solo es necesario
sustituir las posiciones de la trayectoria en la definicion del operador. Sin embargo,
valores esperados de cantidades como v? divergen en el limite continuo [22,28]. Por
ejemplo el valor de la energia del estado base para un sistema unidimensional se define

CcOo1mo
n2

B = (H) = <p— + V(:e)> . (3.26)

2m

Se podria ingenuamente definir el promedio del momento en cuadrado como

(52 = m(ez) = (L2200 (3.27)

a?

Sin embargo se encuentra que este promedio diverge como 1/a en el limite cuando
cuando a — 0. Como lo que importa en este caso es el promedio de la energia cinética
del operador hamiltoniano se puede usar el teorema de virial. Este teorema relaciona la
energia cinética promedio de un sistema de N particulas con el promedio del potencial
que acttia sobre ellas. En su formulacién clésica [35] se puede definir como

; (F?) = —%Z<ﬁf'> : (3.28)

donde m;, v;, T; y F. son la masa, la velocidad, la posiciéon y la fuerza a la que esta
sujeta la i-esima particula. En el caso de la Ec. (3.28) los corchetes (---) representan
promedios temporales.

El teorema de virial puede ser derivado para sistemas cuénticos [36] usando los
operadores de posicién, momento y el operador hamiltoniano.

Primero el conmutador de dos operadores esta definido como

[A,B] = AB — BA . (3.29)

Usando la notacién de Dirac, se puede expresar la ecuacion de Schrodinger en su forma
canoénica y conjugada como

indi|y) = Hy)

. (3.30)
—ihd, (Y| = (V|H
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donde 9; = m

Ahora supoéngase que el valor esperado de algiun operador A puede depender del
tiempo. Entonces se tiene

A = g [149)] = (2D A1) + I0 A + WA

5<w\HA|w> %wmmw + (Wl@A) )
%w( ) [) + (|8, A) ) (3.31)
=%< I[H, Al[) + (@]9 A) )

i fimod 0A
— 2 H,A > g4
(A + < ot >
La igualdad de la Ec. (3.31) se le conoce como el teorema de Ehrenfest. Ahora se

introduce el operador de posicién t = (2, y, 2) y el operador de momento p = (P, Py, D)
Usando estos operadores con el teorema de Ehrenfest se obtiene

d(f-p)) _ (e pl) + <8(f~-f>)> | (3.32)

dt h ot

En este caso, los operadores r y p no dependen explicitamente del tiempo, por lo tanto

<a<gf)> =0 . (3.33)

A partir de ahora se usara la notacién de Einstein donde las sumas sobre un mismo
indice es implicita

3
i=1
Se define
2 _ O 3.35
aij 81‘18% ( ) )

De esta manera se tiene que el operador p? puede escribirse en representacién de posi-
ciones como

3
p’=p-p=» pipi=—h0; . (3.36)
Usando esta notacién se puede usar una funcién de prueba (7, t) para demostrar que
05y (;0;) = 0i[(0y) 05 + x;074] = ‘[517‘5‘1/} + ;059
=0; 821/14‘(8%) ¢+$J 00

= 051 + 05070 + ;0;0;,
— 2024) + 30,020 .

(3.37)
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A

Desarrollando el conmutador [H, T - p], y usando una funcién de prueba 1), se tiene
[H, r- p H A - zpz 77Z)
([ Db (s } i) v (| B2 4 v ) o

2

([—02 + V(¢ } i(—ih@,-)) P — (:zc,-(—ih@i) [%afj + V(f)D ¥
zh3 2 zh3 9 , .

3 3
+Zh w:vza V() + (f“):ci@iw]

3
(m ) 202 + il 0,V (£)

82 + ihx;0;V (¢ ))1[1

—( p? + ikt - VV (i ))w .
(3.38)

Con esto se obtiene el conmutador
X _ih
(H,§-p| = (—Zfﬂ + il - VV(f)) , (3.39)
m

y por lo tanto se tiene que

(f’—Z — 1 VV(f)) > (3.40)

Para un sistema conservativo los valores esperados de los operadores no cambian con
el tiempo. De esta manera se tiene

=0, (3.41)

y entonces

<%2> = (f-VV(i)) (3.42)



donde 7 es el operador de energfa cinética.
Es claro que Ec. (3.42) es equivalente a Ec. (3.28) si se toma a la fuerza cldsica como

F = —VV. Entonces para una dimensién se tiene
. 1
(T) = §<£V’(55)> . (3.43)

3.4.2. Espectro de energia

Para calcular los espectros de energia, se usaran M configuraciones independientes.
Usando la Ec. (3.25), la energia del estado base se define como

) (3.44)

= o7 > VIXle[X] + % Z VX, .

j=1

By = {f) = (T + V) = S (V' (@) + V()

En este caso, se estan usando trayectorias discretas en N variables. Por lo tanto, las
funcionales de la Ec. (3.44) son

V'[X;] = 1 Z V' () (3.45)

Para la energia del primer estado excitado se usa la funcién de correlacién. En
cada trayectoria discretizada X = {x;}1'' se toman las correlaciones conectadas de las
variables

Com = (TpnTpm) — (p)(Tm) - (3.46)

Para los sistemas estudiados, la simetria de los potenciales implica que (x;) = 0. En-
tonces las correlaciones conectadas se reducen a

Com = (TpTpm) . (3.47)

Si se fija n = 0 se tiene que al variar m [28]

Com o cosh (Tm_TT/Q) , (3.48)

donde ¢ es longitud de correlacion, 7,,, = ma es el tiempo que separa a la posicién z
de la posicion x,, y el espaciado temporal a es tal que T'= Na.
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Con la longitud de correlacion se calcula el primer salto energético

1
Como veremos capitulo siguiente, se requiere un tiempo “grande”para poder aislar
el primer salto energético. En la simulacion se fijaron los valores m = h = 1. Con estas

unidades se define un tiempo euclidiano “grande”T" si
ELT . (3.50)

Es decir, la longitud de correlacién debe ser significativamente menor al tiempo eucli-
diano total de las trayectorias generadas. De esta manera, se suprimen los efectos del
volumen finito. Los efectos del volumen finito se pueden interpretar como contribuciones
de estados excitados debido a que un tiempo corto T' = [ implica que la temperatura es
elevada. Por lo tanto, mas estados son accesibles o contribuyen a los valores esperados.
Entonces se requieren temperaturas pequenias (tiempos euclidianos grandes) para aislar
al estado base.

Ademas de los efectos del volumen finito, también hay efectos que resultan de la
discretizacion de las trayectorias. Para suprimir estos efectos se hace una aproximacion
al tiempo continuo. En este caso se considerard que se tiene una buena aproximacion
si se cumple

a<<§ . (3.51)

Es decir, el espaciado temporal debe ser significativamente menor que la longitud de
correlacion.

45



4. Potencial de doble pozo

El potencial de doble pozo puede ser escrito como

12
V(z) = 7302 + Azt (4.1)

donde p?2 < 0y A > 0. En la figura 6 se muestra un ejemplo de este potencial, donde
se marcan la altura de la barrera de potencial y la distancia entre los minimos.

Este sistema puede ser simulado usando inicamente el algoritmo de Metropolis pero
no suele ser eficiente. Esto se debe a que el tiempo de computo necesario para ir de
un pozo al otro aumenta considerablemente si la distancia entre minimos o la altura
del pozo aumentan. Esta es una de las motivaciones para implementar el algoritmo
multi-cluster junto al algoritmo de Metropolis.

Vr

I — V(x) = i i

Figura 6: Potencial de doble pozo. D = % es la distancia entre los minimos y A = %
la altura de la barrera del potencial.

El algoritmo multi-cluster hace més eficiente la simulacion al facilitar la transicion de
un pozo a otro. Por ejemplo para ciertos valores de 2 y A es comin que una simulacién
se quede estancada en un pozo si solo se usa el algoritmo de Metropolis como se muestra
en la figura 7.

Para el potencial de doble pozo, y eventualmente para el dtomo de hidrégeno, se
hard uso de la simetria del potencial V' (z) = V(—z). En ambos casos, al ser simétricos
los potenciales, es evidente que el valor esperado de x debe ser (x) = 0.
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Figura 7: Histograma de densidad de probabilidad del estado base con un potencial
de doble pozo con u? = —0.5, A = 0.1 usando 10° configuraciones separadas por 103
barridos. En este caso se usé tinicamente el algoritmo de Metropolis. La asimetria del
histograma muestra que con esta separacion se sufre efectos de auto-correlacién.

El algoritmo multi-cluster genera enlaces entre dos variables vecinas z; y x;41 al
proponer un flip x;,; — —x;11. De esta manera un cimulo es un conjunto de variables
x; unidas por una cadena de enlaces. La probabilidad de poner un enlace entre dos
variables estd dada por la expresién

p=1- emin{0,—AS} _ | _ emin{o,ﬁ%} ’ (4.2)

donde la diferencia de accién AS se obtiene con la Ec. (3.19).

Como ya se menciono en el capitulo anterior, el algoritmo multi-cluster no puede
ser aplicado por si solo en este modelo ya que no cumple el principio de ergodicidad. Es
por esto que se necesita implementar otro algoritmo, como el algoritmo de Metropolis,
de manera conjunta.

La forma en que se combinaron ambos algoritmos es la siguiente: primero el progra-
ma hace M barridos con el algoritmo de Metropolis y posteriormente hace un barrido
con el algoritmo multi-cluster. Para ilustrar que este método funciona, se mostrara un
ejemplo usando algunos valores arbitrarios de p? y X. En este caso se elige M=20 y
se discretiza el tiempo euclidiano 7' = 10 en 200 intervalos. En la figura 8 se muestra
la evolucién del valor (S)/T en funcién de los barridos. Se observa que después de

cierto nimero de barridos la accion oscila alrededor de un valor estable, en este caso
(S)/T ~9.3.
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—— Simulacion

0 - {SY/T =9.257

—— Termalizacion (2000 Barridos)

0 1000 2000 3000 4000 5000
Barrido

Figura 8: Historia de una simulacién con p? = 4, A =1, T = 10 y N = 200. En esta
simulacién la configuracion inicial fue un cold-start y su termalizacién se fijo a 2000
barridos de Metropolis.

4.1. Histogramas

Como ya se menciond, una manera de comprobar que este método funciona fue
generar histogramas a diferentes valores de p? y fijando A = 0.1 como se muestran en
la figura 9.

En particular se buscd que hubiera equilibrio entre los dos pozos. Como se puede
apreciar en los tres ejemplos de la figura 9, las posiciones x estan distribuidas en ambos
pozos sin quedarse estancado en uno, a diferencia de la simulaciéon usando tinicamente
el algoritmo de Metropolis. Estos histogramas estdan normalizados y representan la
densidad de probabilidad de obtener un valor de x en un intervalo [z,x + dz]|. De
esta manera los histogramas corresponden al valor absoluto de la funcién de onda en
cuadrado |1 (x)|*. A su vez, los valores esperados {x) son compatibles con 0 tal como
se esperaria de este modelo.
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p2=-2,1=01
HEm Simulacion:(x)=0.000055 + 0.002991

“2_

-3, A=01
I Simulacion:(x)=0.001014 + 0.003774

[w0) 2

u=—4, A=01
05 m 3 Simulacion:(x)=0.002563 + 0.004403
0.4
03 I
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=
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0.1
0.0
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Figura 9: Histogramas con T' = 10, N = 200, A = 0.1, usando el algoritmo de Metropolis
y el algoritmo multi-cluster de manera conjunta. Arriba: pu? =
Abajo: pu* = —4 . En cada caso el valor de (x) es compatible con 0.

= —2, Centro: p? = —3,

49



4.2. Altura de la barrera constante

Ahora por comodidad se reescribe el potencial de la siguiente manera
V(z) = Ma? — f2)? . (4.3)

En este caso es facil ver que la altura de la barrera de potencial es V(0) = A f4, los
minimos estdn en r = +f y usando los pardmetros de Ec. (4.1) se tiene —u?/2 = 2\ f2.
Ahora se quiere ver como se comporta la energia del estado base Ej y el primer salto
energético AE = E; — Fj del sistema en dos casos. El primero es cuando la altura de la
barrera del potencial se deja fija, es decir A\f* = 1. En el segundo caso los minimos se
dejan fijos a una distancia de 2, es decir f = 1. En ambos casos la componente armonica
—pu?/2 = 2\ f? varfa.

El primer caso se muestra en la figura 10, donde se compara con los resultados
obtenidos por Veguilla-Berdecia [26].

— Eo
—— AE
-------- Altura de la barrera del potencial /
3 / 4
/ AE
> 3
o A o
> o
2 u
w — w2
Ve /;/"/ Eo
/ e
—
- o 1
// 1 2 3 4 5 6 1 8 9 10
(A 2AF?

0 1 2 3 4 6 7 8 9 10

5
2AF?

Figura 10: Ey y AE con la altura de la barrera del potencial fija y Af* = 1.
Izquierda: Resultados de la simulacién con 7" = 10, N = 200. Derecha: Grafica de la
ref. [26] con notacién ajustada.

Conforme la separacién entre minimos disminuye la energia del estado base y el
primer salto energético incrementan, hasta el punto en que ambos valores son mayores
que la altura del potencial. En este caso se puede apreciar que los valores obtenidos con
la simulacién son consistentes cualitativamente con los resultados de la ref. [26].

De acuerdo a la ref. [26], el tiempo real de transicién de la funcién de onda de un
pozo al otro es

tre —— . (4.4)



Se calcula el tiempo de transicion de la Ec. (4.4) con los valores obtenidos del primer
salto energético AFE. Para este caso se obtiene que, cuando la altura de la barrera es
fija pero los minimos se reducen, el tiempo promedio de transiciéon se comporta como
la figura 11.

Tiempo de transicién

0 i | 2 3 4 7 8 9 10

5 6
2AF2

Figura 11: Tiempo promedio de transicién (¢) con la altura de la barrera del potencial
fija. T'= 10, N = 200 sustituyendo los valores AE de la simulacién en la Ec. (4.4).

En este caso, al mantener la altura de la barrera fija, la distancia entre minimos se
reduce conforme el valor de 2\ f? incrementa. Por lo tanto, al reducir la distancia entre
minimos el tiempo de transicion también se reduce.

4.3. Distancia entre minimos constante

En este caso, al mantener la distancia entre minimos fija, la altura de la barrera
aumenta conforme el valor 2\f? se incrementa. En la figura 12 se muestra como, a
diferencia del caso anterior, el primer salto energético decrece conforme el pardametro
arménico 2\ f? aumenta. Al igual que en el caso anterior, los valores obtenidos con la
simulacién son consistentes con los resultados de la ref. [26]. De esta manera, el tiempo
de transicion incrementa conforme el primer salto energético AE disminuye como se
muestra en la figura 13.
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Figura 12: Ey y AFE con la distancia entre minimos fija. Izquierda: Simulaciéon con
T =10, N = 200. Derecha: Gréfica de la ref. [26] con notacién ajustada.

1.4

—=— Tiempo de transicion

13

172

1.1

1.0

0.9

0.8

0.7

0.6

0.5
0

Figura 13: Tiempo promedio de transicién (¢) con la distancia entre minimos fija, T' =
10, N = 200 sustituyendo los valores AE de la simulacién en la Ec. (4.4).

4.4. Eyy E; en funcién de f?

Finalmente se graficaron las energias £, y E; en funcién de f2. A diferencia de los
casos anteriores, al incrementar f2 la altura de la barrera y la separacién entre minimos
incrementan. Esto a su vez parece incrementar la longitud de correlacién rapidamente.
Esto complica la simulacién ya que efectos del volumen finito pueden afectar el calculo
de la energia del estado base. Para evitar esto se incremento el tiempo euclidiano a
T = 100 y para mantener el valor del espaciado temporal a también se incremento el
valor de N a 2000.
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Eo,E1 (A=1,T=100,N=2000)

| ¥
i

—— Ej7 Tedrico

Eo Tedrico

Eo: Simulacion
E1: Simulacion

e e e e e e

Figura 14: Ey y E; en funcién de f2 con A = 1, T=100 y N=2000. Los puntos a la
derecha de la linea sélida corresponden al oscilador anarménico. En estos puntos ya
no es un potencial de doble pozo, pero se incluyeron para compararlos con el método
de la ref. [27]. Entre la linea sélida y la linea punteada estan los datos que coinciden
con los resultados tedricos. A la izquierda de la linea punteada estdan valores donde la

f2

simulacién falla. La razén de este fallo se explica més adelante.
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Con estos nuevos parametros, se compararon los valores de la energia base y la
energia del primer estado excitado con los resultados obtenidos usando el método de
momentos de la ref. [27] (véase Subseccién 1.3.1) como se muestra en la figura 14.

La simulacién usando el algoritmo Metropolis junto con el algoritmo multi-cluster
coincide mejor con los valores de la ref. [27] en comparacién con los resultados de
Creutz y Freedman [28] usando unicamente el algoritmo de Metropolis y pocos recursos
computacionales.

Sin embargo, para valores grandes de f2? > 2.5 los resultados de la simulacién estan
por debajo de los resultados tedricos. Esto podria atribuirse a efectos del volumen finito.
Por ejemplo en la figura 15 se muestran los valores de la longitud de correlacién &.

700

—— Longitud de correlacion.

600

500

400

300

200

100

f2
Figura 15: Longitud de correlacién para el potencial de doble pozo con f? variable.

Se puede apreciar que conforme f? incrementa también lo hace £. Este es un pro-
blema para la simulacion si se requiere eliminar los efectos del volumen finito y a su
vez aproximarse al limite en tiempo continuo.

En principio, hay efectos notables del volumen finito desde valores de f? = 3. Por
ejemplo para f2 = 3 se tiene que & ~ 24, para f? = 3.5 la longitud de correlacién es £ ~
116. Por lo tanto, ademas de los errores estadisticos, los errores sistematicos afectan a los
valores esperados obtenidos con la simulacién. Aparte de los efectos del volumen finito,
es posible que para valores de f2? > 3 la convergencia al tiempo continuo no se cumpla.
Este es un problema que se presenta incluso en sistemas simples como el oscilador
cuartico. Por ejemplo Stojiljkovié [37] simulé el oscilador cuartico usando tinicamente
el algoritmo de Metropolis. En sus simulaciones encuentra que la convergencia al tiempo
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continuo requiere un numero grande (N) de puntos en la trayectoria. Incrementar este
nimero aumenta el tiempo de computo de la simulacion lo cual no siempre es practico.
En su caso propone nuevas definiciones para la acciéon euclidiana y modificaciones al
teorema de virial para calcular la energia del estado base. Con estas modificaciones
se consiguen mejores aproximaciones al tiempo continuo con valores menores de N.
Sin embargo, estas modificaciones se vuelven complejas y calcularlas pueden a su vez
requerir mas tiempo de computo, por lo tanto no pueden ser aplicadas de manera
ingenua.

Usando el algoritmo multi-cluster en conjunto con el algoritmo de Metropolis en
la simulacién se evita que el sistema se quede estancado en un pozo. Sin embargo, la
simulaciéon no ofrece una ventaja, en tiempo de cémputo, al compararla con métodos
como los de Veguilla-Berdecia [26] y Blankenbecler [27]. En general, las simulaciones de
Monte Carlo son més apropiadas para sistemas que no tengan soluciones analiticas o
métodos aproximativos sencillos. Al simular el potencial de doble pozo y compararlo con
otros métodos aproximativos, se mostré la importancia de los pardmetros a y T para
obtener buenos valores del espectro energético. Estas consideraciones se usaran para
obtener mejores resultados en la simulacién del dtomo de hidrégeno unidimensional.
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5. Atomo de hidrégeno unidimensional

5.1. Potencial regularizado

Como ya se mencioné en la introduccién, el potencial de Coulomb del atomo de
hidrégeno diverge en el origen. En una dimensién, la divergencia no permite definir
apropiadamente los valores esperados del potencial. Esto presenta un problema para
calcular la energia del estado base, ya que al igual que en el potencial de doble pozo
se usara el teorema de virial. Para poder usar este teorema es necesario proponer un
potencial apropiado para calcular los valores esperados (V) y (zV").

El potencial de Coulomb puede expresarse como

1 e
% = —— 5.1
o() || 4meq (5.1)
En este caso se fija 4;250 = 1 y al igual que en el caso del potencial de doble pozo

h = 1. Para realizar las simulaciones de Monte Carlo, se usa un potencial regularizado
Vg definido como [38]

1 e2el/f 1
|z| e2el/ B 1 7

con R > 0. En la figura 16 se muestran tres ejemplos del potencial regularizado para
diferentes valores de R.

Este potencial regularizado tiene la ventaja de que es suave y por lo tanto su de-
rivada esta bien definida, como se muestra en la figura 17. La derivada del potencial
regularizado se define como

2z|/R _q Arell=l/R
Vi(z) = —° - = . (5.3)
|z|3 e2el/B 1 |z|2(e2el/E + 1)2R
En el limite x — 0 el potencial regularizado pasa a ser
1 22%/(R|x
Vo L2/ Rl
|z| 222/ (R|x|) + 2
72
S — (5.4)
Rax? 4 2?|x|
1
N

Entonces el comportamiento asintético del potencial de Coulomb esté controlado por
el parametro R. Cuando R — 0 se recupera el potencial de Coulomb.
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Figura 16: Potencial regularizado para tres valores de R.
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Figura 17: Primera derivada del potencial regularizado para tres valores de R.
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5.2. Metodologia

Con el potencial regularizado, se determinara si la energia del estado base es finita
de la siguiente manera:

= En esta simulacion se calcula el espectro energético el dtomo de hidrogeno fijando
la razén T'/¢ = 20. Esto tiene como finalidad suprimir los efectos del volumen
finito.

= Las trayectorias discretas se dividiran en N = 2000 intervalos de tiempo, tal que
T/N = a. Se fija la razén £/a = 100 para obtener una buena aproximacién al
tiempo continuo.

= La longitud de correlacion depende de los parametros del sistema, en particular de
R. Para poder seguir la metodologia, primero se elige un valor de R del potencial
regularizado. Con este valor de R, se propone un tiempo euclidiano arbitrario T’
y se hace una simulacion de prueba.

= Una vez finalizada la simulacion de prueba se obtiene la longitud de correlacion y
la aceptancia. Usando estos valores, se modifica el tiempo euclidiano T" para que
se cumpla la condicién T/¢ = 20. Ademads, se modifica el valor € mencionado en
la Subseccién 3.2.1 para que la aceptancia sea del 70 %.

» Cuando se tengan los valores apropiados de Ty € (Véase Seccién 3.2.1) se hace
una simulacién final para obtener el espectro energético del atomo de hidrégeno.
Este proceso se repite para multiples los valores de R.

= Cuando se obtengan resultados del espectro energético para diferentes valores de
R, se hace un ajuste para la energia del estado base y el primer salto energético.
Con estos ajustes se determina si la energia del estado base y el primer salto
energético son finitos en el limite R — 0.

El principal problema del potencial de doble pozo fue el tunelaje, el cual se mitigd
significativamente con el algoritmo multi-cluster. A su vez, los efectos de volumen finito
y el problema de convergencia al tiempo continuo vuelven complicada la simulacion de
dicho potencial. Esto sucede porque al hacer f? grande la longitud de correlacién incre-
menta. Al aumentar £ el tiempo euclidiano T' también debe aumentar para eliminar los
efectos del volumen finito. Pero si se incrementa el valor de T entonces N también debe
incrementar para obtener un buena aproximacién al tiempo continuo. Al incrementar
el valor N se incrementa el tiempo de cémputo, lo cual hace mas dificil la simulacion.

Afortunadamente esto no sucede con el &tomo de hidrégeno. En este caso, el parame-
tro principal es R y la metodologia propuesta fija N = 2000. En el limite cuando R — 0,
se observa que £ se reduce. Al reducirse £ también se reduce 1" para cumplir con la con-
dicién T/¢ = 20. Al reducir T se reduce a = T'/N, por lo tanto en escala absoluta se
acerca al tiempo continuo.
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Para este modelo se tuvo especial cuidado con las auto-correlaciones entre las medi-
ciones. Para poder determinar el nimero de barridos entre mediciones se us6 el tiempo
de auto-correlacién?. El principal problema de 4tomo de hidrégeno es que, para valores
pequenos de R, se requiere un nimero significativo de barridos de Metropolis entre con-
figuraciones estadisticamente independientes. Esto hace que la simulacién sea exigente
en tiempo de cémputo. En la figura 18 se muestra la historia de la funciéon hamiltonia-
na H para una cadena de Markov con R = 10~7. Una unidad del eje horizontal de la
grafica representa una separaciéon de 10° barridos. Puede apreciarse que estas medicio-
nes estan auto-correlacionadas. Se requeriria como minimo 10® barridos extra entre dos
mediciones para hacerlas independientes.

—720000

—740000

—760000

—780000

I -800000

—820000

—840000

—860000

—880000

0 2000 4000 6000 8000 10000

Tiempo de Markov en unidades de 10’ barridos

Figura 18: Ejemplo de mediciones de H para R = 10~7. Cada medicién esté separada
por 10° barridos.

Como ya se menciond, esta magnitud de barridos hace que la simulacién sea exigente
en tiempo de cémputo. Esto se debe a que una simulacién con separacién de 10° barridos
entre mediciones y 10* mediciones toma aproximadamente 190 horas en completarse.
La termalizacion es el menor de los problemas, pero incrementar la separacién entre
mediciones en un orden de 103 no es préctico.

Originalmente se usarian valores de R tal que

R=2"4.10"7 | (5.5)

4Se us6 el llamado integrated autocorrelation time. Con esta definicién se puede calcular los tiempos
de autocorrelacién sin necesidad de hacer ajustes (véase Apéndice B).
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con n € N, pero -como ya se mencioné- los valores del orden O(1077) no eran viables.
Se fue incrementando el valor de n hasta que la simulacién permitiera obtener confi-
guraciones estadisticamente independientes sin tener que aumentar la separacién entre
mediciones. Los valores R apropiados fueron del orden O(107°) hasta O(107*). Para
estos valores de R se necesitan 10° barridos para la termalizacién y una separacién de
10° barridos entre dos mediciones.

En la figura 19 se muestran las historias de H para tres valores de R. Con estos tres
ejemplos se puede apreciar como la evolucion de la simulacion pasa de estar localizada
en un intervalo relativamente pequeno a uno mas extenso conforme el valor de R dis-
minuye. Para generar 10* configuraciones independientes, la simulacién tardé alrededor
de 190 horas. Para generar una estadistica de 30,000 configuraciones se ejecutaron tres
simulaciones simultaneas para cada valor de R en el cluster Tochtli del Instituto de
Ciencias Nucleares (UNAM).

El tiempo de cémputo necesario para generar 10* configuraciones estadisticamente
independientes es considerable (alrededor de 7 dias), pero vale la pena ya que obtiene
una estadistica esencialmente no auto-correlacionada.

Al igual que en el potencial de doble pozo se hicieron histogramas de los valores de
x. Un histograma representa la densidad de probabilidad de que se obtenga un valor
de x en la simulacién y por lo tanto se relaciona con la magnitud de la funciéon de onda
en cuadrado [ (z)|?. En la figura 20 se muestran tres ejemplos de los histogramas para
diferentes valores de R. Al igual que en el potencial de doble pozo, se buscé que el valor
esperado numérico de x fuera compatible con 0 por la simetria del potencial.

Se puede apreciar que la densidad de probabilidad se localiza cada vez mas conforme
el valor de R disminuye. En la ref. [4] se menciona que la densidad de probabilidad
deberia tender a una funcién 6. En el rango empleado de los valores de R es claro que
la densidad de probabilidad se asemeja mas a una funciéon § conforme el valor de R
disminuye.
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Figura 19: Historia de H para tres valores de R usando los algoritmos Metropolis y
multi-cluster.
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Figura 20: Histogramas de la densidad de probabilidad del estado base para diferentes
valores de R. Arriba: R = 9.0510 x 107, (z) = 2.5(54) x 107°. Centro: R = 3.2 x 107°,
(x) = 3.7(44) x 1075.

Abajo: R =1.1314 x 1075, (z) = 1.1(32) x 10~
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5.3. Energia del estado base

Para la energfa del estado base® E se ajustaron cuatro funciones diferentes, depen-
dientes de R, para determinar si en el limite cuando R — 0 la energia E; converge
a un valor finito. Estas funciones tienen una buena calidad de ajuste para los datos
obtenidos en la simulacién. Se propusieron de tal manera que permiten la posibilidad
de que, en el limite R — 0, el comportamiento puede ser divergente o convergente °.
Los parametros de dichas funciones determinan si la energia E; converge o diverge. Las
primeras tres funciones propuestas fueron expansiones de Laurent. La primera funcién
se definié como

Fi(R)=CiR+Cy+C R . (5.6)

En este caso el pardmetro con el que se determina si E; diverge es C_1. Si C_; es
incompatible con 0, entonces el valor de la energia del estado base diverge cuando
R — 0. En la figura 21 se muestran los datos obtenidos para la energia del estado base
E;, el ajuste usando la funcién F;(R) y la calidad del ajuste x?/d.o.f. Los valores de
los parametros se muestran en la Tabla 1.

®Tradicionalmente la energfa del dtomo de hidrégeno se escribe como E, con n € [1,2,3...].
Entonces para este capitulo la energia del estado base se escribird como Fj.

60riginalmente se intentaron ajustes con polinomios de grado n > 0. Se descartaron debido a que
la calidad de dichos ajustes no fue buena y porque anticipan la convergencia de la energia.
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Figura 21: Ajuste para la energia del estado base usando la funcién F;(R).

La segunda funcién propuesta es
.FQ(R) = OlR + C() + C_l(R + 6)_1 . (57)

Esta funcion es similar a Fp, solo que ahora si el pardmetro C'_; es incompatible con 0
aun existe la posibilidad de convergencia si € es incompatible con 0.
En la figura 22 se muestra en ajuste de los datos a la funcion Fs.
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Figura 22: Ajuste para la energia del estado base usando la funcién Fy(R).
.Fg(R) = ClR—FCO—FC,lRil +C,2<R+8>72 . (58)

Es esta funcién la condicion para que la energia del estado base sea divergente es
que C_; o C'_5 sean incompatibles con 0. Ademds, si solamente C'_5 es incompatible
con 0 entonces € debe ser compatible con 0 para que exista la posibilidad de que E; sea
divergente.

En la figura 23 se muestra el ajuste paral a funcion Fj.
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Figura 23: Ajuste para la energia del estado base usando la funcién F3(R).

Las propuestas anteriores para la funcion de ajuste de la energia del estado base
pueden ser criticadas como funciones que anticipan la divergencia, salvo en casos es-
peciales de los valores de los parametros. Para solventar esto se propuso una cuarta

funcién de ajuste
C C_
= u + = (5.9)
exp(C1R) — 1 R
Usando F; el comportamiento de la energia del estado base cuando R — 0 se puede
determinar si se hace una expansion en R. Para valores de R pequenos la cuarta funcién

se puede escribir como

Fi(R)

Fa(R) ~ = C.R 5 T % 24

LG (1+01R (CR? | (GiR) | 0(34))_1 . (510

Expandiendo el tltimo término se tiene que

—1 2
+O(R4)) = 1—%R+%

+ R*+ O(RY) . (5.11)

CiR (CiR)* (C\R)?
(H 2 6 |

De esta manera, la funcion F, puede escribirse como

66



_G/Ci+C Gy | CoCiR

). 12
Fi(R) = 2L 2 S o) (512
Entonces en el caso de la funcion F; el factor importante es
Co
— 4+ C_ . 5.13
C, + 0 ( )

Si este valor es incompatible con 0, entonces la energia del estado base diverge. En la
figura 24 se muestra el ajuste de la energia del estado base usando la funcién Fy(R).
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~4001
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exp(CiR)—1

—— Ajuste:
I E

107 107*

+51, x?/d.o.f. =1.07893

Figura 24: Ajuste para la energia del estado base usando la funcién Fy(R).

Los resultados de estos ajustes se muestran en la Tabla 1.

Para la funcién de ajuste Fj el coeficiente C_; determina si la energia del estado
base diverge. En este caso, al ser incompatible con 0, se concluye que E; es divergente.

La funcién de ajuste F; tiene el coeficiente C'_; incompatible con 0, pero ademas se
incluye un factor €. Si el valor de ¢ es incompatible con 0 se concluye que el valor de
E es finito. Sin embargo, en este caso € es compatible con 0 y por lo tanto existe la
posibilidad de que E; sea divergente.

Usando la funcién de ajuste JF3 se tiene que el coeficiente C'_; es incompatible con 0.
Esto es suficiente para concluir que el valor de E; diverge. A su vez, el valor de C'_5 es

67



Funcién 4 Co C_4 € x?%/d.o.f.
Fi1(R) —-7(2) x 10* —46(1) —5.224(29) x 1073 - 1.09
Fa(R) —5(3) x 10* —49(4) —5.144(143)x1073 | —15(26)x1078 1.16
F3(R) —8(2)x10% —45(2) —5.253(49)x1073 | —112(113)x10~7 1.03
Fi(R) | —1.268(167)x10° | 55.334(814) | —4.967(52)x 103 - 1.08

Tabla 1: Pardmetros de ajuste para Ej. Para la funcién F3(R) el valor de C_5 es:
9(1648) x 10~

compatible con 0, por lo tanto existe la posibilidad de que este término no contribuya.
Suponiendo que el parametro C'_s contribuye al valor de la funcién, se observa que el
parametro € es compatible con 0, por lo tanto existe la posibilidad de que el valor de

E; diverja.
Finalmente, usando la funcion de ajuste JFy, se tiene que el valor de
Co _3
. +C_1 = —=5403(77) x 107 . (5.14)
1

Por lo tanto, al no ser incompatible con 0, se concluye que el valor de E; es divergente.
En las cuatro funciones de ajuste el coeficiente que acompaiia al término R~ es apro-
ximadamente —5 x 1073 + O(107*), lo cual confirma la equivalencia de los resultados.

5.4. Primer salto energético

Para el primer salto energético, se calculé la longitud de correlacion & con dos
métodos. El primer método consiste en usar la longitud de correlacién obtenida con de
un ajuste de las correlaciones”

En la figura 25 se muestra un ejemplo del ajuste. Con la longitud de correlacion se
obtiene el primer salto energético

AE =Fy,— E; = % . (5.16)
Entonces al obtener el comportamiento del £ cuando R — 0 se puede determinar el
comportamiento de AF.

Para determinar si el primer salto energético converge o diverge en el limite R — 0,
se hace el mismo andlisis empleado con la energia del estado base. En la Tabla 2 se
muestran los parametros de ajuste de las funciones Fi, Fo, F3 v JF4 usando los datos
de AFE. En la figura 26 se muestran los ajustes de las cuatro funciones.

De manera similar al caso de la energia base, se tiene que el coeficiente relacionado
con R~! es del orden de 3 x 1073 para las cuatro funciones de ajuste.

"Sobre la correlacién conectada véase seccién 3.4.2 y Ec. (3.46).
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Figura 25: Ejemplo de funcién de correlaciéon y ajuste. En la izquierda se muestran los
datos y la funcion de ajuste en escala lineal, mientras que en la derecha se usa una
escala logaritmica en el eje vertical. En esta 1ltima se puede apreciar que en la frontera
se tiene un comportamiento lineal debido al decaimiento exponencial.

400
350

300

Ly
<250

150

400
350
300
Ly
<250
200

150

i Fa, x2/d.0.f.=1.18
f I aE
t
i
t
i
L2
¥
[ ]
I ¥
0.00002 0.00004 0.00006 0.00008 0.00010
R

—— F4, x?/d.0.£.=1.32
I AE

S 1, x2/d.0.f.=1.31 400
i I AF
l 350
B 300
£ "
¥ <250
I\!
g 200
TEE
I 150
e W
0.00002 0.00004 0.00006 0.00008 0.00010
R
i F3, x2/d.0.f.=0.98 400
i I AE
350
¥
. 300
Ly
i <250
[}
3
200
] L]

¥ . 150

0.00002 0.00004 0.00006 0.00008 0.00010

R

0.00002

0.00004

0.00006 0.00008 0.00010
R

Figura 26: Ajuste de las funciones F1, Fo, F3 y Fy para los valores de AFE.

En el caso de la funcién F; es claro que el primer salto energético diverge ya que el
parametro C'_; es incompatible con cero. Para la funciéon F; el parametro C'_; vuelve a
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Funcién C Co C_y € x?/d.o.f.

Fi(R) —3(1)x10° 125(11) | 2.99(18) x10—3 - 1.31

Fa(R) —5(2)x10° 155(21) | 2.08(53)x1073 | —29(18)x10~7 1.18
F3(R) | —14(6)x10° | 312(107) | 7.47(686)x1073 | 78(14) x10~7 0.98
Fi(R) | 1.31(58)x10%* | —251(23) | 2.21(69)x10~2 - 1.32

Tabla 2: Pardmetros de ajuste para AFE. Para la funcién F3(R) el valor de C_ es:
-3(2)x 107

ser incompatible con cero, pero a su vez se tiene que € es incompatible con cero. Esto
llevaria a creer que se tiene una convergencia a un valor finito. Entonces se tendria que
para JF5 el primer salto energético cumple

C_
lim AE = Cy 4+ —+ = —562(502) . (5.17)
R—0 3
En el caso de la funcion F3 el parametro C'_; es incompatible con cero, por lo tanto se

tendria que el primer salto energético diverge. Para la funcién F; se tiene que

C
2Ly, =311 %107, (5.18)
Gy
por lo tanto existe la posibilidad de que AFE tenga un valor finito. De ser asi esta valor
seria

—C

lim AE = — 2 = ~125(11) . (5.19)

Para AFE los ajustes de los datos con funciones F; y F3 claramente divergen en el
limite R — 0. Para las funciones F5 y JF; se tiene la posibilidad de que el primer salto
energético converja a un valor finito. Sin embargo, en ambos casos el valor al que podria
converger es negativo, lo cual no tiene sentido fisico. Atn si se le diera una interpretacién
fisica, los valores a los que convergen difieren significativamente. Ademas, en las gréaficas
de la figura 26 se puede observar que el comportamiento es monéto creciente conforme
R tiende a cero. Por lo tanto, todo apunta a que el primer salto energético es divergente
en el limite R — 0.

5.5. Energia del primer estado excitado

Se calculé la energia del primer estado excitado E5 con los valores obtenidos del
primer salto energético y el estado base

E,=AE+E, . (5.20)
Usando los valores obtenidos con la Ec. (5.20), se hicieron ajustes a las cuatro funciones

Fo(R) que se muestran en la figura 27.
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Figura 27: Ajuste de las funciones Fi, Fo, F3 v JF4 para los valores de Fj.

En la Tabla 3 se muestran los parametros de ajuste de las cuatro funciones. Usando
estos parametros se tiene que con la funcién F; la energia del primer estado excitado
diverge ya que C_; es incompatible con cero.

Funcién Cy Co C_4 € x*/d.o.f.
Fi(R) | =37(12) x 10% 81(10) —2.7(2) x 1073 - 0.90
Fo(R) | —85(33) x 104 147(47) —5(2) x 1073 | 9(6) x 1076 0.71
F3(R) | —12(6) x 10° 207(109) —9(7) x 1073 | 7(3) x 1076 0.76
Fi(R) —163(28) 29(10) x 103 | 3(1) x 1073 - 0.96

Tabla 3: Pardmetros de ajuste para Es. Para la funciéon F3(R) el valor de C'_5 es:
15(21) x 108

Para la funcién F3 los parametros C'_; y € son incompatibles con cero, por lo tanto
existe la posibilidad de que E5 converja a un valor finito

C-
lim By = Cy + — = —408(434) . (5.21)
R—0 £

Para la funcién F3 el pardmetro C'_; difiere de cero por un margen de 1.3 0, por lo
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tanto la E5 diverge. En el caso de la funcién Fj se tiene que

C

2040 =-22(23) x107? | (5.22)
G

por lo tanto existe la posibilidad de que F, converja a un valor finito en el limite R — 0.

Si esto sucede dicho valor seria

lim By = _Go _ —14(5) x 10 . (5.23)
R—0 2

A diferencia del primer salto energético, los valores a los que podria converger Fs
son sensatos con el comportamiento de los datos cuando R — 0. Sin embargo, los
valores obtenidos no coinciden ain si se toma en cuenta la incertidumbre. Esto puede
atribuirse a los parametros de ajuste que se obtuvieron para determinar si las funciones
convergen. En este caso los parametros tienen errores significativamente mas grandes
en comparaciéon con los obtenidos para E; y AFE.

A diferencia de la energia del estado base, en el caso de la energia del primer estado
excitado no se puede concluir si esta converge a un valor finito.

Nuevamente el tiempo de computo es la principal desventaja de este método. Sin
embargo, una de las ventajas que tienen las simulaciones de Monte Carlo es que no es
necesario resolver las ecuaciones que describen al sistema. En cambio, solo es necesario
generar numerosas configuraciones para obtener una aproximacion de las diferentes
observables. Por lo tanto, la intensidad computacional de este método se compensa con
la facilidad de su implementacién.
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6. Conclusiones

En este trabajo se estudiaron dos sistemas cuanticos usando simulaciones de Monte
Carlo con los algoritmos Metropolis y multi-cluster. En ambos sistemas se obtuvieron
la energia del estado base y el primer salto energético. Para poder realizar la simula-
cién, se uso la relacion entre el formalismo de la integral de trayectoria y la mecéanica
estadistica.

El primer sistema estudiado fue el potencial de doble pozo. Este potencial es de
interés por el efecto de tunelaje a través de una barrera de potencial que, bajo la
perspectiva clésica, deberia impedir a una particula de baja energia pasar de un pozo
a otro.

Los resultados de la simulacion se compararon con trabajos previos. Primero se com-
pard con los resultados obtenidos al resolver numéricamente el problema de eigenvalores
del potencial de doble pozo. En los dos casos propuestos, la simulacién es consistente
con los valores de la energia obtenidos en la ref. [26].

Posteriormente se compararon los resultados de la simulacion con los resultados de
la ref. [28]. Los autores de dicho trabajo usaron una simulaciéon de Monte Carlo im-
plementando tnicamente el algoritmo de Metropolis. Sus resultados no presentan un
comportamiento suave y no coinciden con los valores de la ref. [27]. Esto puede ser atri-
buido a los pocos recursos de computo o que el algoritmo de Metropolis por si solo no es
eficiente para este sistema. La combinacion del algoritmo multi-cluster con el algoritmo
de Metropolis probé ser mas eficiente para simular este sistema. En este caso los valores
de la simulacién coincidieron con los obtenidos en la ref. [27] para valores de f? menores
a 2.5 (el pardametro f controla la altura de la barrera de potencial y la separacién de los
minimos). Sin embargo, para valores mayores a 2.5 hay una discrepancia significativa
con los resultados de ref. [27]. Esto puede atribuirse a efectos del volumen finito y a
problemas en la aproximacion al tiempo continuo. Solucionar estos problemas requiere
modificar los parametros de la simulacién. En particular se debe incrementar el tiempo
euclidiano 7T y el nimero de variables N de las trayectorias discretas. Esto aumentaria
el tiempo de computo, lo cual puede volverse problematico. Se han propuesto métodos
para mejorar la eficiencia de la simulacién [37,39] al redefinir la accién euclidiana y el
teorema de virial.

En el caso del a&tomo de hidréogeno unidimensional se propuso una metodologia para
suprimir los efectos del volumen finito y la discretizacién del tiempo. Esta metodologia
consistié en hacer el tiempo euclidiano veinte veces mas grande que la longitud de
correlacién T/€ = 20 y por consiguiente £/a = 100 .

El principal problema de la simulacion del dtomo de hidrégeno unidimensional fue-
ron las auto-correlaciones de los datos. Esto se resolvid al separar apropiadamente los
mediciones tomando en cuenta el tiempo de auto-correlacion. Sin embargo para obtener
una estadistica de 10* configuraciones, la simulacién tardé poco més de una semana en
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completarse.

Se usé un potencial regularizado Vg(x) el cual es equivalente al potencial de Coulomb
en el limite cuando el pardmetro R tiende a cero. Usando el potencial regularizado Vz(z),
se calculo el espectro de energia del atomo de hidrégeno unidimensional para diferentes
valores de R. Primero se hicieron histogramas de la densidad de probabilidad del estado
base para diferentes valores de R. Se queria confirmar si la densidad de probabilidad del
estado base tendia a una funcién ¢ en el limite R — 0. En este caso hay una tendencia
clara a una funcién §, como se puede observar en las graficas de la figura 20.

Para determinar el comportamiento del espectro energético del &tomo de hidrégeno
unidimensional, se propusieron cuatro funciones de R para saber si la energia del estado
base F; y el primer salto energético AE divergen. Para la energia del estado base tres de
las cuatro funciones no dan lugar a dudas de que la energia del estado base es divergente
(E7; — —o0). Solo una funcién tiene la posibilidad de converger o divergir. Analizando
los ajustes y el comportamiento mondétono decreciente de los datos de la simulacién, se
concluye que la energia del estado base del atomo de hidrégeno diverge. Por lo tanto, el
atomo de hidrégeno unidimensional no es un sistema fisico sensato. Esto coincide con
lo esperado por algunos autores.

Para el primer salto energético se hizo el mismo andlisis que el de la energia del
estado base. De las cuatro funciones propuestas, dos no dieron lugar a dudas de la
divergencia del primer salto energético cuando R — 0. Las otras dos funciones tenian
la posibilidad de converger a un valor finito. Sin embargo, estos valores fueron negativos
y diferentes lo cual no tiene sentido fisico. Ademas, los datos obtenidos de la simulacién
mostraron un comportamiento mondtono creciente. Esto sugiere que el primer salto
energético también es divergente.

Para el atomo de hidrégeno también se calculé la energia del primer estado excitado.
En este caso dos funciones sugirieron una convergencia a un valor finito. Sin embargo,
los valores obtenidos no coincidieron dentro de sus respectivos errores. Para la energia
del primer estado excitado se tiene un comportamiento monétono decreciente, pero no
se puede concluir si converge a un valor finito o diverge.

Por lo tanto, las simulaciones de Monte Carlo confirman la divergencia de la energia
del estado base y el primer salto energético del atomo de hidrégeno unidimensional. La
principal desventaja de la simulacion es el tiempo de computo. Este problema se puede
mitigar en futuros trabajos al incluir optimizaciones a la simulacién. En particular, la
paralelizacion de procesos y optimizaciones de operaciones béasicas pueden mejorar la
calidad de la simulacion al disminuir el tiempo de cémputo.
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Apéndices

A. Diagrama de flujo del programa

En la figura 28 se muestra un diagrama de flujo del programa utilizado para simular
el potencial de doble pozo y el atomo de hidrégeno unidimensional.

Inicio del programa

|

I
Inicializacion de los parametros de la
simulacion.

|

/]
Declaracion de variables i,B,In,Ic,M

|

FALSO i <
Si i<=B h
| VERDADERO, i++
v
VERDADERO y i j v
l Si i%M== oo Algoritmo de Metropolis
Vi
Algoritmo FALSO

multi-cluster

o w Vil
Si i>=In . VERDADERO Calcula y registra las
y i

variables de interés de la

i%lc== trayectoria actual.
FALSO ‘l
IX X
» Calcula los valores esperados y =———>  Registro de valores de
las correlaciones. interés.
]
\

Fin del programa

Figura 28: Diagrama de flujo del programa. El programa se puede dividir en 10 procesos
principales. Los rombos se marcan las condicionales del programa. Los rectangulos
representan todos los procesos que tengan que ver con manipulacién de datos.

En diagrama de flujo de la figura 28 se muestran 10 procesos principales del progra-
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ma. A continuacién se dard una descripcién breve de cada proceso.

I

11

111

A%

VI
vIiI

VIII

IX

X

. Es este paso se definen el potencial del sistema, los valores de los parametros N,
T, a, €, D, (véase capitulo 3) y se genera una trayectoria aleatoria.

: Se genera la variable i que controla el loop principal. La constante B define
los barridos totales de la simulacion. In es la constante que define el niimero de
barridos necesarios para la termalizacion. La constante Ic representa el nimero
de barridos necesarios entre dos configuraciones para mitigar la correlacién. La
constante M define el periodo de implementacién del algoritmo multi-cluster, es
decir, cada M barridos se implementa el algoritmo multi-cluster.

: Loop principal del programa. Es en este loop se construye la cadena de Markov
que contiene todas las trayectorias generadas por la simulacion.

: Se implementa el algoritmo de Metropolis.
: Condicional para la implementacion del algoritmo multi-cluster.
: Si se cumple la condicién anterior se implementa el algoritmo multi-cluster.

: En esta condicional se comprueba si el sistema se ha termalizado y la separacion
entre configuraciones en la cadena de Markov.

: Si la condicién anterior se cumple, se guarda la trayectoria actual y se calculan
sus respectivas variables de interés.

. Al salir del loop principal se calculan los valores esperados utilizando los datos
guardados en el proceso IX.

. Se registra en un archivo los valores de interés como valores esperados o corre-
laciones.

Para el presente trabajo se eligieron los valores del proceso IT tal que las condiciones
IIT, V y VII fueran apropiadas. Puede que sea necesario modificar levemente estas
condiciones en caso de usar valores arbitrarios en un sistema diferente.
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B. Autocorrelacion

En el presente trabajo se usaron métodos de Monte Carlo para obtener valores
esperados de diferentes observables fisicas en el contexto de la mecanica cuantica. Para
poder calcular estos valores esperados, se genera una gran cantidad de configuraciones
de un sistema fisico como el potencial de doble pozo o el dtomo de hidrégeno. Como
se generan estas configuraciones es de particular importancia para el cédlculo de la
incertidumbre de los valores esperados. En este apéndice se siguen los articulos de
revisién de Niedermayer [40] y de Sokal [41].

Los métodos de Monte Carlo pueden dividirse en dos tipos, estaticos o dinamicos.

= Los métodos estaticos generan configuraciones estadisticamente independientes
en funciéon de una distribucién de probabilidad p. Como estas configuraciones
son independientes, los errores de los valores esperados se obtienen con el error
estandar. El problema de los métodos estaticos es que, en general, implementar
un algoritmo que genere configuraciones en funcion de la distribucién p es compli-
cado. Simular un dado, la aguja de Buffon, o calcular una integral numéricamente
usando un generador de niimeros aleatorios son ejemplos de métodos de Monte
Carlo estaticos.

= Los métodos dinamicos generan configuraciones a través de un proceso estocéstico.
Este proceso suele ser un proceso de Markov el cual genera nuevas configuracio-
nes a partir de las anteriores con una cadena de Markov. La cadena de Markov se
construye a partir de una configuracién inicial X,. Esta configuracién se genera
de manera aleatoria y, a partir de Xy, un algoritmo genera una nueva configura-
cion Xy. Posteriormente, basado en la configuracion Xj, el algoritmo construye
la configuracién X, y asi sucesivamente se obtiene una cadena Xg, Xi,...,X,.
Comparado con los métodos estaticos, los métodos dindmicos son mé&s simples
de implementar ya que existen multiples algoritmos que construyen la cadena de
Markov. Para una discusién mas detallada de las cadenas de Markov y su funcién
en la simulacién véase Capitulo 3.

El problema de los métodos dinamicos de Monte Carlo es que las configuraciones ge-
neradas en la cadena de Markov estan correlacionadas. Es decir, las configuraciones
en la cadena de Markov no son estadisticamente independientes, lo cual afecta a la
incertidumbre de los valores esperados.

Para poder trabajar con las configuraciones generadas con métodos dindmicos, se
suelen descartar muchas configuraciones en la cadena de Markov. Por ejemplo, la confi-
guraciéon X; esta inevitablemente correlacionada con la configuraciéon X; ;. Sin embargo,
para configuraciones posteriores la correlacion se pierde de manera progresiva. De es-
ta manera, la configuracién X; esta mucho menos correlacionada con la configuracion
Xitr1000 que con la configuracién X;,;. Entonces si se descartan las configuraciones en-
tre X; v Xii1000, €l conjunto de configuraciones resultante sera estadisticamente més
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independiente que el original. Qué tanto disminuye la correlacion al descartar m confi-
guraciones intermedias depende del algoritmo implementado para generar la cadena de
Markov y del sistema estudiado.

Para determinar el niimero de configuraciones que deben descartarse en una cadena
de Markov y obtener un conjunto de configuraciones estadisticamente independientes se
usa el tiempo® de auto-correlacién. La auto-correlacién es importante ya que determi-
na el tiempo necesario para que una configuracién “olvide”los estados anteriores. Esto
representa el tiempo necesario para generar configuraciones estadisticamente indepen-
dientes.

Supéngase que tiene un conjunto de configuraciones {X;} y una observable P. Con
dicho conjunto de configuraciones se construye un conjunto de valores {F} tal que
P, = P[X]. Con este conjunto se define la auto-correlacién de la observable P como

App(t) = (PPy) — (P)* VIEN . (B.1)
Para valores de ¢ grandes, el valor de App(t) usualmente decae exponencialmente como
App(t) X e_t/TP’eXp . (BQ)

A Tpexp se le conoce como tiempo de auto-correlacién exponencial de P. También se
puede definir la auto-correlacion normalizada como

App(t)
App(0)
La covariancia entre dos variables aleatorias X y Y se define como
COV(X,Y) = (X = (X)) (Y = (¥)))
= (XY - X({Y) = Y(X) + (X)(YV)) (B.4)
= (XY) = (X)(Y) .

Oépp(t) (B3)

Con la Ec. (B.4) se puede apreciar que
COV(P, Pivs) = Appl(t) - (B.5)
A su vez, si la varianza de define como
VAR(X) = (X?) - (X)?
= (X — (X))

por lo tanto se obtiene

VAR(P) = App(0) . (B.7)

8Para los propésitos de este apéndice, no debe entenderse “tiempo.° el sentido fisico, aiin cuando
pueda relacionarse con el tiempo de computo. En este caso “tiempo”debe entenderse en el contexto
de las cadenas de Markov. Dada una cadena de Markov {X;}? , se define un tiempo discreto ¢t €
[0,1,...,n]. Este tiempo mide la separacién entre dos configuraciones tal que X; 3 estd tres unidades
de “tiempo.2delante de X;.
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Para calcular los valores esperados con un nimero finito de configuraciones se usa
el estimador P

F:%igzw) . (B.8)

La igualdad entre Py (P) se cumple cuando n — oo de acuerdo con el teorema de los
nimeros grandes [42].

Para determinar el error del estimador P, primero se calcula su varianza

((P—(P))*)

ZP) —2(P)%§R+(P)2>
() (7)o (E7) )
%<;PP>—2(ZP)( o) eze)
(3 - )

= <Z(H —(P))(F; = <P>)>

,j=1

VAR(P) =

§|,_.

Se agrupan los valores ¢ = j en una sola suma, y en los casos j < iy j > i tal que
Ec. (B.9) pasa a ser

VAR(P )=— <nz NP +2) Z(B—<P>)(Pj—<P>)> . (B.10)

i=1 j=i+1

Definiendo k = j — i y usando Ecs. (B.3)—(B.7), la Ec. (B.10) toma la forma
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n - n?
i i=1 k=1
1 9 n—k n—1
= —VAR(P) + 5 Y Y COV(P, P,ys)
=1 k=1
1 9 n—k n—1
= —VAR(P) + =5 > " App(k) (B.11)
n n i=1 k=1
92 n—1
= ~VAR(P) + — > (n—k)App(k)
k=1
2 1 n—1
= ~VAR(P) (5 + k; (1 - E) app(k))

Usualmente el error estdandar se obtiene de la siguiente manera

oo /TR B2

Sin embargo, en la Ec. (B.11) hay un termino extra para la varianza. De esta manera
se define el tiempo de auto-correlacion integrado como

1 n—1 k
TPjint — 5 + ; (1 - E) Oépp(k) . (B.13)

Como en general se van a generar numerosas configuraciones, se puede hacer una
aproximacion n — oo. Si la auto-correlacion tiene un comportamiento exponencial
App(t) oc e7t/™Pew | se puede reescribir a la suma

n—1
k
An = —Cl{pp(k) . (B14)
=1
Primero se nota que
1 n
A _1/7—P,ex — _ _k/TP,ex . .
€ "= > (k—1)e p (B.15)
k=2
por lo tanto se tiene
1 n—1 n
Ap(1 — e V/mPew) = Z ke Hmrew NV (f — 1)eH/Pew | B.16
(e = 3 ke > (ke (B.16)
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Esto puede reescribirse como

n—1
1
Ap(1 — e ! /mPem) — — [Z eH/mPew 1 (n — 1)6—”/%@] : (B.17)
L3 [t
Reescribiendo la serie
n—l _1/7_ ,eXp __ —TL/’T ,eX
Ze—k/TP,cxp — € rew 16 rew N (B18)
P 1 — e /TP,cxp

la Ec. (B.14) se puede reescribir de la siguiente manera

1 ]_ eil/TP,exp _ efn/-rp’exp 1
= - — — = _n/TP,exp
S s [n ( 1 — e~ Urrom ) (1 n) e ] . (B.19)

Entonces en el limite cuando n — oo, se tiene

lm A, =0 , (B.20)

n—oo

por lo tanto el tiempo de auto-correlaciéon integrado pasa a ser
1 o
Thim = 5 + ; app(t) . (B.21)

Si se considera que Tpexp, > 1, se puede hacer la siguiente aproximacion

[e.9]

1 —t/Tp 1 eil/TP,exp
TP,int-i‘i‘E e ’P—§+1_e_m
t=1 (B.22)
1 n 1 —1/Tpexp 1
~ - = TPexp — = ~ TPexp -
2 1/ Tpesp Pexp ™ o = T Pexp

Entonces cuando n — 00 y Tpexp > 1, los tiempos de auto-correlaciéon exponencial e
integrado son similares.

Con Tpint se pueden hacer correcciones para los errores de las observables. Si 0P
es el error ingenuo que no toma en cuenta las posibles correlaciones de la estadistica
empleada, entonces el error corregido 0 P es

(Spc = (5P\/2Tp}im si TP,int = 0.5 , (B23)

basandose en las Ecs. (B.11)—(B.13).
Si el tiempo de auto-correlacién es Tpi,, < 1/2, no hay necesidad de hacer corre-
cciones, es decir las configuraciones utilizadas son estadisticamente independientes.
Como se mencion6 al principio del apéndice, el objetivo de estudiar las auto-correla-
ciones es obtener configuraciones estadisticamente independientes. Esto se hace con la
finalidad de mejorar el calculo de los valores esperados.
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Para reducir el tiempo de auto-correlacion, se suprimen configuraciones intermedias
entre dos configuraciones X; y X;. Con una separacién arbitraria se obtiene un tiempo
de auto-correlacién inicial. Por ejemplo, supoéngase que se obtiene un tiempo de auto-
correlacion integrado 7pin ~ 5. Para obtener un 7pi,, ~ 0.5 se debe incrementar la
separacion entre dos configuraciones en un orden de 10. Las figuras 29 y 30 ejemplifican
este caso. En la figura 29 se muestra la auto-correlacién de la funcién Hamiltoniana
H para el d4tomo de hidrégeno unidimensional. En este caso, la separacién fue de 10%
barridos. Se puede apreciar que el tiempo de auto-correlacion es Ty iy, ~ 5. Se pudo
trabajar con este nivel de auto-correlacién y modificar los errores con Ec. (B.23), pero se
prefirié separar ain mas las configuraciones para asegurar que fueran estadisticamente
independientes.

1.0 —— Tipt=5.048952

e e e
I o o]

Auto-Correlacion de (H)

bt
[N}

0.0

0 20 40 60 80 100

Figura 29: Auto-correlacién cuando las configuraciones estan separadas por 10* barri-
dos. En este caso el tiempo de auto-correlacién haria al error corregido aproximada-
mente tres veces mas grande que el original.

En la figura 30 se muestra la auto-correlacién después de cambiar la separacion entre
configuraciones a 10° barridos.
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Figura 30: Auto-correlacién cuando las configuraciones estdn separadas por 10° barri-
dos. Con este tiempo de auto-correlacién no se necesita hacer correcciones al error.

En este caso Tgine ~ 0.54, por lo tanto las configuraciones son esencialmente es-
tadisticamente independientes. En la figura 30 se puede observar que después de un
tiempo t = 3 la auto-correlacién es practicamente cero, lo cual indica que se trabaja
con buena estadistica.

Previamente se menciond la equivalencia asintética entre Tpint ¥ Tpexp Para alguna
observable P. En esta tesis no se utilizé 7pexp ya que se requiere hacer un ajuste a una
funcién exponencial. Por ejemplo en la figura 30 los valores de la auto-correlacién no
permiten hacer un buen ajuste a la funcién exponencial. Ademaés la equivalencia entre
Tpint Y TPexp 5010 se cumple para Tpey, > 1. En este caso las simulaciones que cumplan
Tpint = Tpexp generaran configuraciones correlacionadas?, por lo tanto se debera usar
la Ec. (B.23) para corregir los errores de los valores esperados.

9En este trabajo se tuvo la ventaja de poder optar por trabajar con estadistica limpia. En mayores
dimensiones esto no siempre es posible. Esto dificulta el célculo de 7p iy debido al ruido en la auto-
correlacién para separaciones grandes con poca estadistica. En estos casos es mas apropiado calcular
TP,exp Para hacer correcciones al error estandar.
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