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Convenciones

Dado que parte de esta tesis se desarrolla en el contexto de la Relatividad General, en este espacio aclaramos

las convenciones que seguimos a lo largo de la misma.
= Utilizamos como notacién para la Derivada Lagrangiana % = 8% + - V.

= Definimos el elemento de linea de la métrica para un espacio-tiempo plano como
ds? = —c2dt? + (dx1)? + (dx2)? + (dx3)?.

» Los indices griegos toman valores en {0, 1,2,3} y los indices latinos toman valores en {1, 2, 3}.
= Para referirnos a la coordenada temporal utilizaremos indistintamente como indices a 0 y ¢.

= Para referirnos a las coordenadas espaciales utilizaremos indistintamente como indices a i y x;.
= Para referirnos al tiempo propio utilizamos .

» Utilizamos como notacién para la Derivada Covariante V,,, 9, ;..

= Utilizamos como notacién para las derivadas parciales: %, "

= Tomamos a la constante cosmolégica A = 0.
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Capitulo 1

Introduccion

En la evolucion estelar, la secuencia principal se refiere a la fase donde las estrellas queman Hidrégeno
en el interior de sus niucleos. Enanas blancas, estrellas de neutrones y agujeros negros de masa estelar se
consideran objetos compactos que constituyen la fase final de algunas estrellas que pasaron y evolucionaron
mas alld de la secuencia principal, pues nacen a partir del colapso gravitacional de éstas. Las enanas blancas
son producto de nucleos estelares con degeneracién de electrones y las estrellas de neutrones y agujeros
negros son remanentes de nicleos estelares gravitacionalmente colapsados. Las estrellas de neutrones son
remanentes del nicleo estelar con degeneracion de bariones mientras que los agujeros negros tienen un

colapso al interior del horizonte de eventos [1].

Una estrella en secuencia principal da soporte a si misma contra el colapso gravitacional por la presiéon de
gas caliente debida a reacciones termonucleares que ocurren en su niucleo. Cuando la estrella no es capaz
de continuar produciendo estas reacciones, el préximo paso en su evolucién es el colapso gravitacional.
Las enanas blancas y estrellas de neutrones son objetos que tienen un mecanismo diferente para obtener
equilibrio hidrostatico y soportarse a si mismas. Si no consideramos fenémenos de acrecién, en estas estrellas
compactas no ocurren reacciones termonucleares y estos objetos incluso se enfrian durante el transcurso
del tiempo. Por otro lado si consideramos fenémenos de acrecién, entonces diversas reacciones termo y
pico nucleares pueden ocurrir pero no son la razén de que la estrella se soporte a si misma. No obstante,
estas reacciones nucleares son responsables de otros fenémenos en las estrellas compactas como novas y

supernovas la en enanas blancas y destellos de rayos X (X-ray flashes) en estrellas de neutrones.

Es la presion de degeneracién cuantica de las particulas que constituyen a las enanas blancas y estrellas de
neutrones la responsable de darles soporte. Esta presién de degeneracién se debe a la interaccién cudntica
de fermiones y tiene su origen en el Principio de Exclusion de Pauli. En el caso de las enanas blancas,
son los electrones libres de distintos elementos los responsables de generar esta presién de degeneracion,
mientras que en las estrellas de neutrones, son los protones, neutrones y electrones libres de los a&tomos que
solian conformar al nicleo de la estrella progenitora [2, 3] ademds de la parte repulsiva de la interaccién

fuerte.

Para llegar al escenario extremo donde las particulas que formaban dtomos se han liberado y se encuentran
dispersas en el interior de las estrellas de neutrones y enanas blancas, una gran energia tuvo que ser

suministrada para vencer a las energias de enlace de los electrones que rodeaban nticleos atémicos, y de los



neutrones que estaban confinados en nicleos atomicos. Para que estas particulas puedan vencer sus energias
de enlace es necesario que la materia se encuentre en un régimen de densidades de masa particularmente
alto, comenzando en el orden de 10*gcm™ y terminando en el orden de 107gcm™ para el caso de las
enanas blancas y pudiendo alcanzar densidades del orden de 10'*gcm™ para el caso de las estrellas de
neutrones. Estas densidades de masa son muy altas en comparacion a las densidades de otros objetos

astrofisicos como las estrellas en secuencia principal o planetas.

Este rango tan amplio de densidades en el interior de las estrellas compactas tiene como consecuencia que
numerosos fenémenos se manifiesten en la materia. Las diferencias que pueden existir en la materia depen-
diendo del rango de densidades en el que nos enfoquemos son tan particulares que permiten estructurar el
interior de las enanas blancas y estrellas de neutrones Unicamente tomando como parametro el rango de
densidades de masa aplicables a esa parte en especifico de la estrella. Por ejemplo, para el estudio de las
enanas blancas el régimen de densidades es lo suficientemente bajo para poder estudiarlas en el contexto de
la gravedad newtoniana, pero es necesario tomar en cuenta fenémenos de decaimiento, interacciones cou-
lombianas y cudnticas en una primera aproximacién. Los fenémenos principales a estudiar en las enanas
blancas son la completa ionizacién de los dtomos, los electrones con momentos relativistas y la presién de

degeneracién cuantica.

Las estrellas de neutrones pueden llegar a ser tan compactas que resulta necesario estudiarlas en el con-
texto de la Relatividad General. Aun maés, en el interior de las estrellas de neutrones las cuatro fuerzas
fundamentales toman relevancia para la descripcién de la materia, donde ademés de los fenémenos que ya
ocurren en el interior de las enanas blancas, también hay que tomar en cuenta la liberacién de neutrones
del ntcleo, la degeneracién de los neutrones, interacciones entre nucleones libres, materia nuclear, el posible
desconfinamiento de quarks y el posible surgimiento de otras particulas ademds de los protones, neutrones

y electrones.

Dentro de las enanas blancas y estrellas de neutrones la materia manifiesta interacciones cuanticas y gra-
vitacionales que dificilmente podrian encontrarse en otras partes del universo, por lo que tales objetos
constituyen laboratorios naturales para entender fenémenos gravitatorios y cuanticos actuando de forma
simultdnea, y su estudio favorece la compresién del estado de la materia a densidades muy altas. Histori-
camente se han realizado numerosos esfuerzos para entender el interior de estos objetos. Comenzando por
Chandrasekhar, quien desarroll6 modelos de enanas blancas en 1930, y después la teorizacién por parte de
Baade y Zwicky de las estrellas de neutrones en 1934, hasta los primeros modelos de estrellas de neutrones
desarrollados por Oppenheimer y Volkoff en 1939, hoy en dia el estudio de estos objetos se puede dividir
en las siguientes dos partes. Los astrénomos que trabajan en la deteccion, caracterizaciéon y medicién de
las numerosas estrellas de neutrones y enanas blancas en el universo, y los fisicos tedricos que proponen
ecuaciones de estado complejisimas que toman en cuenta los diversos fenémenos que ocurren en el interior

de estos objetos.

Esta dualidad en el estudio de las enanas blancas y estrellas de neutrones permite validar las diferentes
propuestas de ecuaciones de estado que existen hoy en dia, contrastando las predicciones en las cantidades
fisicas medibles de distintos modelos bajo diferentes ecuaciones de estado con las observaciones hechas.
Los modelos estelares se construyen considerando un sistema de ecuaciones diferenciales que modelan la

estructura interna de la estrella, complementado con una ecuacién de estado. Los modelos se suelen obtener
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a través de métodos numéricos, pues las soluciones analiticas de las ecuaciones de estructura de las enanas

blancas y estrellas de neutrones sélo son conocidas para un nimero reducido de ecuaciones de estado.

En 2017, varios investigadores del Instituto de Astronomia de la UNAM comenzaron el desarrollo de
una ambiciosa herramienta computacional capaz de realizar simulaciones de fenémenos hidrodinamicos
tridimensionales sobre espaciotiempos curvos. Este software, llamado Aztekas, es de libre acceso para la
comunidad académica, y su principal aplicacién astrofisica hasta ahora es la simulacién de fenémenos de
acreciéon de materia sobre agujeros negros esféricos o rotantes. Aztekas es un software desarrollado en el
lenguaje C bajo el paradigma de la programacién modular, y tiene un gran potencial para convertirse en
una herramienta de cémputo con varias aplicaciones en la astrofisica relativista, pues permite la adicién

de nuevos médulos capaces de modelar nuevos problemas astrofisicos.

En este trabajo de tesis buscamos contribuir al desarrollo de Aztekas, abriendo la posibilidad de simular no
solo agujeros negros sino también estrellas compactas soportadas con ecuaciones de estado realistas. Con
este objetivo en mente, desarrollamos los médulos necesarios para resolver numéricamente las ecuaciones de
estructura de enanas blancas y estrellas de neutrones, en armonia con el resto de los médulos de Aztekas.
Esta tesis representa el aprendizaje adquirido sobre estrellas compactas y cémo fue aplicado para el desa-
rrollo de los moédulos en Aztekas, el entendimiento de la estructura interna de las estrellas y su relacién
con las ecuaciones de estado, asi como novedosas implementaciones numéricas que han propuesto diversos
autores para construir modelos numéricos de enanas blancas y estrellas de neutrones. En el capitulo 2 se
da una introduccion a las propiedades termodindmicas del interior de las enanas blancas y estrellas de
neutrones, imponiendo las condiciones a seguir para las ecuaciones de estado; también caracterizamos los
limites en las densidades de masa aplicables para enanas blancas y estrellas de neutrones. En el capitulo
3 estudiamos a las enanas blancas, obteniendo una ecuacién de estado para una nube de electrones de-
generados, no interactuantes y relativistas; también obtenemos las ecuaciones de estructura para enanas
blancas en el régimen newtoniano y estudiamos la existencia del Limite de Chandrasekhar. En el capitulo
4 hacemos lo propio con las estrellas de neutrones, estudiando su interior y las propuestas histéricamente
conocidas de ecuaciones de estado. Deducimos también las ecuaciones de Tolman-Oppenheimer-Volkoff
(TOV) para describir su estructura interna y revisamos el formalismo de los politropos generalizados a
trozos, el cual serd util para implementar numéricamente diversas ecuaciones de estado realistas para los
nicleos de estrellas de neutrones. En el capitulo 5 revisamos la estructura de Aztekas, la implementacién
de algoritmos integradores para resolver los sistemas de ecuaciones diferenciales de las ecuaciones de estruc-
tura de enanas blancas y estrellas de neutrones; también mostramos el aprovechamiento de la estructura
modular de Aztekas para implementar nuestros cédigos. En el capitulo 6 exponemos los resultados de
nuestras implementaciones, revisando diferentes modelos estaticos y esféricamente simétricos de estrellas
de neutrones y enanas blancas, y la convergencia de nuestros algoritmos integradores. En el capitulo 7 se
discuten las limitaciones, mejoras y el trabajo futuro sobre Aztekas y nuestros médulos implementados.
En los apéndices A y B desglosamos resultados de utilidad para deducir la ecuacién de estado para enanas

blancas y para deducir las ecuaciones TOV, respectivamente.






Capitulo 2

Termodinamica

Las descripciones macroscépicas de los sistemas fisicos a menudo son utilizadas como punto de partida para
entender dichos sistemas y también sus diferentes cantidades fisicas medibles. Frecuentemente en el estudio
de sistemas fisicos, es necesario conocer y entender los distintos fenémenos que ocurren en su interior, por lo
que el interés se centra en las variables del sistema que guardan una relaciéon con su estado interno y con los
fenémenos que se manifiestan en su interior. La determinacién de las variables que describan correctamente
el estado interno del sistema depende del sistema fisico a tratar, y éstas deben ser consistentes con las Leyes
de la Termodindmica [4]. Las estrellas de neutrones y enanas blancas no son la excepcidn, pues las relaciones
entre su presion interna y su densidad de masa, en particular, estdn intimamente ligadas al entendimiento

de las particulas que las constituyen y sus interacciones.

Partiendo de un sistema para el cual se han determinado las variables termodinamicas necesarias para dar
una descripcién y conocer su estado, existe una ecuacién que relaciona estas variables e indica las depen-
dencias que se pueden tener. Estas relaciones matematicas entre las variables se conocen como ecuaciones
de estado y pueden ser obtenidas a partir de distintos modelos estadisticos del sistema, y de esa forma

sintetizar toda la informacion relevante sobre el estado de la materia.

Este capitulo pretende introducir los conceptos que seran de utilidad para entender los modelos de enanas

blancas y estrellas de neutrones desarrollados a lo largo de este proyecto.

2.1. Leyes de la Termodinamica

Es a través de la Primera Ley de la Termodinamica que se establece cémo puede verse alterada la energia
interna de un sistema U a través del calor @), el trabajo ejercido por o sobre el sistema W, o intercambiando

con su entorno un numero de particulas N con un potencial quimico asociado fi.

Partiendo de la Primera Ley de la Termodindmica,

dU = dQ + dW + p.dN, (2.1)

los modelos de enanas blancas y estrellas de neutrones que desarrollaremos son esencialmente sistemas

cerrados, pues consideramos que se trata de objetos aislados, descartando fenémenos de acrecion o pérdida
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de materia. Modelaremos el interior de estas enanas blancas y estrellas de neutrones como un fluido perfecto,
que tiene entre sus propiedades ser inviscido y no permitir la conduccién de calor [5]. Bajo este modelo
imponemos que pu.dN = 0, lo cual excluye el intercambio de particulas; luego la energia interna del fluido
se escribe en funcién de la temperatura 7', entropia S, presiéon P y volumen V del sistema. En términos de

estas variables, la ecuacién (2.1) se encuentra tipicamente en la literatura como

dU = TdS — PdV. (2.2)

En la descripcion de un fluido como sistema cerrado es de interés conocer la densidad de nimero de
particulas n. Puede ocurrir que el fluido sea un sistema donde se encuentren distintas especies de particulas
en diferentes cantidades, de tal forma que si m; es la masa de una particula de la especie i-ésima en el
fluido, entonces

Pi = M;iny; (2'3)

es la densidad de masa de la i-ésima especie de particulas con una densidad de ntimero de particulas n;. El

concepto de masa molecular promedio u serd el que vincule la densidad total de masa del fluido p = > n;m;
i
con la densidad de particulas n =Y n; [2]:

(2

11 1
7 7

con my masa del d&tomo de Hidrégeno y ¢; := n;/n la concentracién de la i-ésima especie de particulas en

el fluido.

De lo anterior obtenemos la relacién
p

n=—. 2.5

o (2.5)

A través de estas dos cantidades, es posible hacer una reformulacién de la ecuacién (2.2), considerando
que el numero de particulas N del sistema es una cantidad conservada [1]. Si € es la densidad de energia

del sistema y s es la densidad de entropia, entonces podemos reescribir U = eN/n, S = sN/ny V = N/n,

1
a(2)=ra(2)-ra(3). (2.6
n n n
Y asi como U es funcién de las variables (T, P, V'), la densidad de energia del sistema e queda en funcién
de las variables (T, P,n).

obteniendo

Las capacidades calorificas son una medida de la sensibilidad que tiene el sistema a cambiar su temperatura
cuando hay cambios en su energifa interna por calor [4]. Estas capacidades calorificas tienen un valor definido
para un proceso particular, y pueden variar dependiendo de si el sistema se encuentra a presiéon constante

(Cp) o a volumen constante (Cy ) de tal forma que se definen

En general se tiene que C'p > Cy, pues la capacidad calorifica a presiéon constante puede tomar en cuenta
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trabajos de expansién del sistema mientras que la capacidad calorifica a volumen constante por definicion,
no lo hace [4, 6]. El cociente entre estas capacidades calorificas se conoce como indice adiabético v y es

una cantidad adimensional que caracteriza al sistema y que satisface

Cp
=

=——>1. 2.
> (23)

Hasta ahora hemos propuesto que un fluido perfecto es el sistema termodindmico cerrado que describe la
materia dentro de enanas blancas y estrellas de neutrones. Sin embargo, esto no es suficiente y debemos
introducir otras restricciones a nuestros modelos, las cuales limitaran las posibles ecuaciones de estado que

podemos considerar.

2.2. Procesos politrépicos

Definimos un proceso politrépico como aquel proceso termodindmico en el que se cumple la relacién [7, 8]
PVt =, (2.9)

con C una constante y I' un nimero real positivo llamado exponente politropico.

En principio, existen muchos procesos termodindmicos que satisfacen la relacion anterior, incluyendo pro-
cesos de expansion, de compresiéon y de transferencia de calor. De manera introductoria analizaremos las

propiedades del sistema en el caso de un gas ideal.

2.2.1. Gas ideal

La ecuacion de estado de un gas ideal es PV = NKpgT, donde Kp es la constante de Boltzmann y se
satisface que Cp = Cy + NKp [4].

De la Primera Ley de la Termodindmica, si consideramos un proceso adiabatico tenemos que

0
dU = ggf' + dw.

Para un proceso isobarico, los cambios en la energia interna estan dados por

dU = —PdV
— CydT + PdV =0.. (2.10)

Por otro lado, de la ecuacién de estado para el gas ideal obtenemos

PdV +VdP = NKgdTl'
PdV +VdP

— dI =
NKpg

(2.11)
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De las ecuaciones (2.10) y (2.11) deducimos

CyPdV + CyVdP + NKgPdV =0

Cp
— CyVdP + (C 5 PdV =0
— CyVdP + CpPdV =0
Y

dp  CpgdV
— — =0 2.12
:>P+Z§/V , (2.12)

donde hemos identificado al cociente de calores especificos como el indice adiabético. Esta ecuacién dife-

rencial considerando a v constante tiene como solucién

PV =C. (2.13)

De esta forma, se tiene que un proceso adiabatico en un gas ideal es un proceso politrépico donde el
exponente politrépico coincide con el indice adiabético del gas. La generalizacién no es cierta pues como
hemos mencionado, diferentes procesos que no son necesariamente adiabédticos o cuya ecuacién de estado

es diferente a la del gas ideal pueden satisfacer la ecuacién (2.9) [6, 8.

Podemos ir més alla trabajando con el gas ideal bajo la condiciéon de adiabaticidad y ver qué relaciones
satisfacen otras variables termodindmicas de interés con nuestro sistema. Con este propédsito, reescribimos

la ecuacién del gas ideal en funcién de la densidad de masa p'
P = (v—1)pe. (2.14)

Donde € es la energia interna del sistema por unidad de masa, diferente de la densidad de energia interna

del sistema e.

Podemos reescribir la Primera Ley de la Termodindmica bajo la condicion de adiabaticidad como

de=0— Pd <1> (2.15)

P
1 1 P 1
= de + Pd <> =——d <> + Pd <> =0
p y—1 \p P
dP d,
— & (2.16)
p p
Esta dltima ecuacién diferencial es integrada para conseguir la relacién entre Py p
P=Kp", (2.17)

donde K es una constante y 7y es el indice adiabatico del gas ideal.

LPara el desarrollo de este trabajo no es de vital importancia expresar paso a paso todas las posibles transformaciones y
propiedades termodinamicas del gas ideal, pero si lo es la biisqueda de una relacién entre la presién interna del sistema y una
variable intensiva, en lugar de la relacién encontrada entre la presion interna y una magnitud extensiva como lo es el volumen
del sistema.
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De forma més general, la ecuacién (2.17) puede formularse para un exponente politrépico I' = 1 + 1/N
donde N es el indice politropico y I' no necesariamente coincide con el indice adiabatico del sistema.

Introducimos la ecuacién de estado politrépica

P=Kp'. (2.18)

Esta es una ecuaciéon de estado extensamente utilizada para proponer modelos estelares y serd utilizada en
este proyecto para ajustar y proponer modelos de enanas blancas y estrellas de neutrones que provienen

de ecuaciones de estado més complejas.

Concluyendo, la ecuacién (2.18) es equivalente a la ecuacién de estado del gas ideal si el proceso que se
describe es adiabatico y entonces el exponente politrépico coincide con el indice adiabatico. En el caso
particular de un fluido perfecto, que serd empleado para desarrollar los modelos de enanas blancas y
estrellas de neutrones, por definiciéon no se permite la conduccién de calor y la condicién de adiabaticidad
se satisface, considerandose una generalizacion del gas ideal [5, 6]. Sin embargo, la constante de integracién
K puede ser diferente para distintas lineas de trayectorias de los elementos de fluido, y se puede probar
que K esté relacionada con los cambios en la entropia del fluido.? Si queremos tomar una constante K
para dar una ecuacién de estado politrépica que describa a todo el fluido, es necesario entonces imponer
la condicién de isentropia, es decir, que no debe haber cambios en la entropia del fluido. Esta condicién es

el ultimo ingrediente en las ecuaciones de estado que utilizaremos a lo largo de este proyecto.
2.3. Propiedades de las ecuaciones de estado utilizadas en este trabajo
A partir de un sistema cuya composicién es conocida, existe una relacion entre sus variables termodinamicas

f(P.p,T,..) =0, (2.19)

que se conoce como ecuacion de estado. La importancia de esta relacion esta en que caracteriza al sistema,
pues contiene informacién sobre el comportamiento de las variables termodinamicas y por lo tanto, del

sistema.

Nuestras enanas blancas y estrellas de neutrones son modeladas como fluidos perfectos isentrépicos. Reto-

o) =ma(3)-ra(2)

por la condicién de isentropia tenemos que la densidad de energia, ¢, es funcién tnicamente de la presién

mando la ecuacién (2.6)

P y de la densidad de nimero de particulas n, es decir ¢ = £(P,n). Dada una ecuacién de estado que
vincule estas dos variables P = P(n), la densidad de energia interna quedara como funcién tinicamente

de la densidad de particulas o de la presién interna de la estrella [9]. Asi, desarrollando la ecuacién (2.6)

2Una excelente referencia a esta afirmacién y al estudio de la termodindmica en la dindmica de fluidos relativistas se puede
encontrar en el capitulo 7 de la referencia [6], donde la seccién 7.5 estd dedicada especificamente al estudio de diferentes
ecuaciones de estado.
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suponiendo que P = P(n) se llega a

de e+ P(n)
_— = 2.20
dn n ( )
La solucién a esta ecuacién diferencial es
[ d
dp):nmm?+n/}%wg, (2.21)
u
0
donde mgc? denota la energia de la masa en reposo por particula.
Enseguida introducimos el indice adiabdatico efectivo [9]
dlog P dP
yn) =208 B 0 dP() (2.22)

" Odlogn  P(n) dn ’
e imponemos que la funcién de la presién, P(n), sea una funcién continua, diferenciable respecto a la
densidad de particulas n, y que satisfaga las siguientes propiedades [9]:

» P(n)>0sin >0,

» P(n) es una funcién mondtonamente creciente, y

= y(n) > 1 con 7y > 1 para todo n > 0 suficientemente pequeno.

La ultima condicidn es necesaria para asegurar la convergencia de la integral en (2.21). De esta forma, e(P)

es una funcién continua, diferenciable y monétonamente creciente que satisface [9]

P
lim e(P) — moc?. (2.23)
P—=0 n

En particular, utilizando la ecuacién de estado politrépica obtenemos las relaciones [9, 10]

1/T

dm:<K) mﬁ+f§T si P = P(n), (2.24)
1/T

e(P) = (;) A+ % si P = P(p). (2.25)

Las estrellas de neutrones y enanas blancas se modelan como sistemas compuestos por un gas fermidnico
altamente degenerado, lo cual es congruente con las caracteristicas de nuestro modelo de un fluido perfecto

isentrépico. Sin embargo, la degeneracion de un gas fermiénico ya no se puede describir como un gas ideal.

Los politropos fueron ampliamente estudiados por J.H. Lane, R. Emdem y S. Chandrasekhar para describir
estructuras estelares y se pueden utilizar para plantear modelos muy simples de estrellas colapsadas. Dos
resultados de gran importancia involucran a las ecuaciones de estado politrépicas y a nuestros modelos
estelares, y son la razén por la que introdujimos estas ecuaciones en primer lugar. En el caso de las enanas

blancas, veremos que la ecuacién de estado apropiada para describir a un gas de electrones degenerado
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Figura 2.1: Secciones de una estrella de neutrones en funcién de la densidad de masa.

puede aproximarse a una forma politrépica en los limites no relativista y ultrarrelativista, donde el indice
adiabdtico es conocido para ambos limites. En el caso de las estrellas de neutrones, un enfoque distinto
toma lugar, donde en vez de intentar describir a toda la estrella mediante una tnica ecuacién de estado
politrépica, se aprovecha la simetria esférica de los modelos estelares simples, es decir, que la densidad de
masa solo depende de la coordenada radial y es estrictamente decreciente, y entonces se toman secciones
de la estrella, particionando su densidad de masa en distintos intervalos como se aprecia en la Figura 2.1.
En este caso, cada trozo de la estrella, dependiendo del rango de densidades en el que nos encontremos,

[pis pit1), tiene una ecuacién de estado politrépica asociada
P=Kip"", pE€lpipis1). (2.26)

La eleccién de K;, I'; v p; no es trivial. Como veremos mas adelante, tales parametros pueden ser ajustados
para aproximar ecuaciones de estado mas complejas. También veremos que la condicién de isentropia ya
no se satisface en toda la estrella, pues tendremos que K; # K; para i # j. Este enfoque nace de buscar
expresiones simples para describir la materia que se encuentra en el ntcleo de las estrellas de neutrones
a partir de ecuaciones de estado provenientes de modelos complejos de fisica de particulas y a menudo

reportadas en tablas [11].

2.4. Propiedades de la materia a densidades altas

Al inicio de este capitulo nos restringimos a estudiar sistemas termodindmicos bajo la condicién p.dN = 0,
suponiendo que en nuestros modelos de estrellas compactas no se presentarian fenémenos de intercambio de
materia con el exterior. En esta seccién estudiaremos las implicaciones de esta imposicién cuando existen
transformaciones entre las particulas presentes en nuestro sistema. Esto dard pie a estudiar la relacién entre

los valores de densidad de materia y el desconfinamiento de las distintas particulas que la conforman.



14 Propiedades de la materia a densidades altas

Para cada una de las especies de particulas presentes en la materia, podemos asociar el potencial quimico

de la particula i-ésima3
ou
= = 2.27
1273 aN, , ( )
con N; el nimero de particula i-ésimo, y podemos reescribir la condicién p.dN = 0 como [12]
> pidN; = 0. (2.28)
i

La condicién (2.28) se conoce como equilibrio quimico de la materia y es una condicién sobre nuestros

modelos de estrellas de neutrones y enanas blancas.

Pueden existir distintas combinaciones de particulas interactuando que conducen a distintas reacciones en
el interior de las estrellas que deben ser tomadas en cuenta y que deben estar sintetizadas en la ecuacién

(2.28). Por ejemplo, considerando el decaimiento por captura electrénica
e +p—n+re, (2.29)
podemos reescribir la condiciéon de equilibrio quimico como

e+ fp = fin + o, (2.30)

donde dN,- = dN, = —dN,, = —dN,,.

Esencialmente, el interior de las estrellas de neutrones y de las enanas blancas es una mezcla de materia
bariénica y leptdnica, y las posibles interacciones entre las particulas estan descritas por la electrodinamica
y las interacciones débil y fuerte, donde se satisfacen leyes de conservacién para el nimero de carga @, el
nimero lepténico L y el ntimero bariénico B. Podemos expresar cada uno de los potenciales quimicos de
las distintas especies de particulas en términos del potencial quimico bariénico g, leptonico py, v de carga

po [12], de manera que
wi = Bipp + Lipg + Qipg, (2.31)

con B;, L; y Q; nimero bariénico, lepténico y de carga asociados a la i-ésima especie de particula.

El rol del potencial quimico con respecto a la densidad de particulas y la presién del sistema puede

encontrarse si utilizamos el ensamble gran candnico Q(V, u;, T') para describir nuestro sistema [12, 13],

QV,p;, T)=U -TS — ZMz’Ni = —PV, (2.32)
donde
Q
P, T) =~ (2.33)

3Para evitar ambigiiedades, veamos que la diferencia entre ., p; como potenciales quimicos y 1 como masa molecular
promedio puede aclararse retomando la ecuacién (2.4), donde vemos que no tendria ningiin sentido agregar un subindice a la
letra 1 cuando nos referimos a la masa molecular promedio.
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de tal forma que en el limite termodindmico

Q
7 —€+Ts+Zumi. (2.34)

)

Y podemos redefinir el potencial quimico de las particulas a partir de la ecuacién (2.27) como

Oe
_ O 2.35
Luego, la relacién entre Py p; estd dada por [12, 13]
P
(g ‘ = Ny, (2.36)
i T

con n; la densidad de nimero de particulas de la especie i-ésima.

Puesto que la presion es funcién de los potenciales quimicos de las especies de particulas p;, en virtud de

(2.31) la presién puede escribirse en funcién de pp, pur y po [12].

Una restriccién adicional en el sistema es la neutralidad en la carga eléctrica de nuestras estrellas. Esto
implica que el nimero de carga del sistema es cero (Qiot = 0) y por lo tanto la densidad de nimero de

carga ng también es nula. Luego

nQ or _ > 0P Oui _ > niQi =0, (2.37)

~ g i g

y de esta forma P = P(up, pr,T).

Existen otras dos restricciones sobre nuestros modelos estelares a tomar en cuenta. Primero consideraremos
que la materia en el interior de nuestras estrellas compactas es materia fria, esto es porque la temperatura
de la estrella es mucho menor a la temperatura de Fermi T y por lo tanto se puede tomar el limite de

temperatura cero para modelar la materia en el interior.*

La segunda restriccién surge de considerar que los neutrinos escapan libremente de la estrella al medio
interestelar. Los neutrinos son particulas que interaccionan muy débilmente con la materia que los rodea,
y por lo tanto podemos hacer cero su potencial quimico. Puesto que los neutrinos son particulas leptonicas
sin carga, hacer que su potencial quimico sea cero considerando (2.31) implica que el potencial lepténico

w1, también es cero.

De estas dos ultimas restricciones obtenemos que P = P(up). Que la presién interna dependa tnicamente
del potencial bariénico implica que el sistema puede ser descrito tnicamente en términos del potencial
quimico bariénico o, equivalentemente, de la densidad de nimero bariénico [12]. En el Capitulo 3 veremos
que la presion interna de las enanas blancas estd dada principalmente por la presién de degeneracién de
electrones, sin embargo se obtendrda una expresién para la presiéon en términos de la densidad de masa
de la estrella, considerando que esta determinada por las masas de los nucleones, en concordancia con lo

desarrollado en esta seccién.

4Esta restriccién y sus consecuencias al estudiar la materia con la distribucién de Fermi-Dirac se explican en el Capitulo 3.
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En resumen, el equilibrio quimico dentro de estrellas de neutrones y enanas blancas implica que el ntimero
bariénico B y el numero de carga () son cantidades conservadas, la presién interna de la estrella puede
describirse en términos de la densidad de masa bariénica unicamente, es decir P = P(np), y no se considera
un potencial quimico para los neutrinos. La condicion sobre el potencial quimico de los electrones, protones

y neutrones se escribe como

He + fp = Hn, (2.38)
que surge de considerar la reaccion
e +p—on+re. (2.39)
Por otro lado, el decaimiento del neutrén
n—+e +p+ie (2.40)

estd prohibido en el interior de las enanas blancas, pues el fenémeno de captura electrénica (2.39) no es
posible en su interior y todos los estados disponibles para los electrones estén ocupados [12]. En el interior
de las estrellas de neutrones, el decaimiento del neutrén estd regulado y puede ocurrir siempre y cuando
haya un estado disponible para el electrén producto del decaimiento y esto es posible si algin electrén
participé en el proceso de captura electrénica (2.39), manteniendo estable la condicién sobre el potencial

quimico de las particulas (2.38).

Ahora estamos en condiciones de analizar las relacién entre las interacciones de las particulas presentes en

la materia y la densidad de masa de las estrellas compactas.

En la seccion 3.1, estudiaremos un gas de electrones no interactuante, relativista y degenerado para describir
el interior de una enana blanca. En el proceso obtendremos una relacién entre la densidad numérica de los
electrones n con su momento de Fermi pr al cubo:

N 8mpi,

Vo o3n

(2.41)

También veremos que una aproximacion a la densidad de masa en el interior de las estrellas, aplicable tanto

para enanas blancas como para estrellas de neutrones es:

p=2mpgn. (2.42)

Por ahora nos limitaremos a utilizar las ecuaciones (2.41) y (2.42) para explorar los distintos fenémenos
fisicos que se presentan conforme la densidad de masa aumenta dentro de las estrellas. La idea principal
es calcular el rango de energias a las que se encuentran los electrones y, dependiendo del limite aplicable,
utilizar las relaciones de energia-momento para establecer el rango de densidades de la materia en el interior

de las estrellas.

A densidades tipicas terrestres, la materia se encuentra conformada por atomos con electrones ligados al
nicleo atémico. Este régimen de densidades se encuentra en las atmodsferas de enanas blancas y estrellas
de neutrones. Conforme aumenta la densidad de masa, el niimero de estados ocupados por los electrones

aumenta y con ello la energia de Fermi. Cuando la energia de Fermi para los electrones sea comparable con
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la energia de enlace atomico, los electrones comenzarian a desprenderse del dtomo, y conforme continuia
aumentando la densidad de masa, los electrones se liberaran y los &tomos estardn completamente ionizados.
En este régimen de densidades la materia estarda conformada por una nube de electrones y una reticula
formada por los nicleos atémicos. Este limite de densidades distingue la atmdsfera de nuestras estrellas de

la materia en el interior [12, 14].

La energia de enlace entre los electrones y el nicleo atémico puede aproximarse en funcién de la cantidad
de protones en el nicleo y de la cantidad de electrones que apantallan la carga positiva del nicleo [15].
De manera general, los electrones que se encuentran méas cerca del nicleo experimentan una mayor fuerza
de atraccién coulombiana y por lo tanto son los que presentan la mayor energia de enlace a superar. Una
aproximacion a la energia de enlace de los electrones para distintos dtomos es [15]:
72
EFp =-13.6eV— (2.43)

n2’
donde Z es el ntimero atémico y n el nivel de energia de los electrones.

Como estamos interesados en conocer la energia de enlace a superar para ionizar completamente a los
atomos, nos concentraremos en analizar la energia de enlace de los electrones que se encuentren en el

primer nivel de energia atémico, es decir donde n = 1.

El interior de enanas blancas generalmente esta compuesto de atomos de Carbono, Oxigeno y/o Magnesio,
que tienen numeros atémicos Z = 6, 8 y 12, respectivamente. De esta manera, la energia de enlace para
los electrones mas cercanos al nicleo atémico, de acuerdo con (2.43) es Ep = 490eV, 870eV y 1960eV,

respectivamente.

En el régimen clédsico tenemos E = p?/2m, por lo que los érdenes de magnitud de la densidad de materia

para que los atomos se ionicen completamente son

8
p= QWHT;L; (2me - 490eV)3/2 ~10%g-cm™3, para Cyo,
8
p= QWH# (2me - 8706V)3/2 ~10%g-cm™3, para Oy,
8
p= QmHB—;L; (2me - 1960eV)?/? ~ 103%g - cm ™3,  para Mgys.

Si la densidad de masa contintia aumentando, los electrones entraran en el régimen relativista, de tal forma

que el momento de Fermi de los electrones es comparable con la masa del electrén: pp ~ mec, asi

8

33 (mec)® ~10%g - cm ™. (2.44)

p=2mg
Las densidades de masa tipicas para las enanas blancas estdn por encima del orden de 10%*g - cm™3, y la
materia en su interior estd formada por una nube de electrones degenerados que pueden estar o no en el
régimen relativista con d4tomos completamente ionizados que forman una reticula. En el caso de las estrellas

de neutrones, este régimen de densidades se alcanza en la corteza exterior de la estrella.

Aumentando aun més la densidad de masa de las estrellas, los electrones obtendran la energia suficiente

para que ocurra un decaimiento por captura electrénica (2.29). Si suponemos que los protones y neutrones
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en los nicleos atémicos estan en reposo, entonces la energia de Fermi del electrén debe ser comparable con

la diferencia de masas entre el neutrén y el protén

Ep = \/p%c® +m2ct = (my, —my)c?, (2.45)

3
= p= ZmH% (\/(mn —mp)? — m%c) ~107g - em™3. (2.46)

Este es un limite superior en el régimen de densidades para las enanas blancas. Las densidades tipicas de
una enana blanca no son lo suficientemente altas como para producir decaimientos por captura electrénica
y marca la distincion con respecto a las estrellas de neutrones, para las cuales este régimen de densidades

se alcanza en su corteza exterior.

Al inicio de esta seccién mencionamos que la materia en el interior de las estrellas compactas que estudia-
remos es materia fria. Para nuestros fines, el hecho de que la temperatura de la estrella sea mucho menor a
la temperatura de Fermi T es suficiente para hablar de la existencia de gases fermiénicos degenerados y al
mismo tiempo poder tomar la distribucién de Fermi-Dirac en el limite a temperatura cero, es decir, materia
fria. Este concepto puede encontrarse en la literatura como materia densa y fria [16]. De esta forma, las
enanas blancas tienen electrones en su interior con una energia asociada al estado cudntico en el que se
encuentre cada particula, siendo la Energia de Fermi Er el limite superior en la energia que pueden tener
dichos electrones, que no es suficiente para que ocurra en un decaimiento por captura electrénica. Para
el caso de las estrellas de neutrones, la temperatura de la estrella sigue siendo menor a la temperatura
de Fermi T pero en el gas fermionico degenerado compuesto tanto por electrones como por neutrones, el
valor de la Energia de Fermi Er es mucho mayor y los electrones si cuentan con la energia suficiente para

que ocurra el decaimiento por captura electrénica.

En este régimen de densidades, los nicleos atémicos comienzan a enriquecerse de neutrones generados por
la captura de los electrones dispersos en la materia. Conforme aumenta la densidad de masa los nicleos
atémicos albergan mas y més neutrones, hasta que la energia de enlace nuclear es superada y no es posible
mantener a los nucleones unidos y los neutrones comienzan a gotear del nicleo atémico. Cuando ocurre
este fenémeno, las densidades son tan altas como del orden de 10'!g - cm™ y se le conoce como el limite
de goteo de neutrones. En este limite se distingue la corteza externa de las estrellas de neutrones de su
corteza interna, pero no es el orden de densidades maés alto que se puede alcanzar dentro de una estrella de
neutrones. En el Capitulo 4 estudiaremos la energia de enlace nuclear y los regimenes de densidades que

se pueden alcanzar dentro del niicleo de una estrella de neutrones.

Resumiendo, apoyados en algunos resultados tomados del siguiente capitulo, en esta seccién pudimos
establecer los 6rdenes de magnitud para la densidad de masa de las estrellas de neutrones y enanas blancas,
y cdmo éstos estan vinculados con la descripcién de la materia en el interior. Tales érdenes de magnitud se
presentan en la Tabla 2.1 y son los valores a los que recurriremos a lo largo de esta tesis cuando hablemos

del régimen de densidades para modelar enanas blancas y estrellas de neutrones.
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Régimen de densidades Descripcién
p < 10%g - cm? Materia que forma la atmosfera estelar.
p ~ 10%*g - cm? Interior de enanas blancas y corteza exterior de estrellas de neutrones.
p~ 10%g - cm? Electrones en el régimen relativista.
p~107g - cm? Captura electrénica en la corteza exterior de estrellas de neutrones.
p~101g - cm3 Limite de goteo de neutrones en la corteza interior de estrellas de neutrones.

Tabla 2.1: Descripcién del régimen de densidades y los fendmenos fisicos presentes en estrellas de neutrones y enanas blancas.
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Capitulo 3

Enanas blancas

Las enanas blancas son objetos compactos con una masa tipica de alrededor de media masa solar [2, 14],
con un radio tipico de 5 x 103km y densidades de masa del orden de 10gcm—2 [2]. La hipStesis mas
aceptada acerca de su formacion es que surgen a partir del colapso gravitacional de estrellas de entre 0.07 y
8 masas solares [17], iniciando su vida como un remanente del nicleo estelar de su estrella progenitora con
temperaturas mayores a 10°K. Estos objetos, al ser incapaces de llevar a cabo reacciones termonucleares
en su nucleo, comienzan a enfriarse en los préximos millones de anos conforme irradien la energia térmica

residual que atun posean [1, 14].

De forma general, las enanas blancas estan compuestas de dos partes: un nicleo de Carbono, Oxigeno
o de Magnesio [18] y una atmésfera compuesta de elementos més ligeros. Las atmdsferas son capas muy
delgadas compuestas de atomos de Hidrégeno y Helio y que pueden presentar trazas de elementos mas
pesados como Carbono, Calcio y Potasio [14, 18]. Tienen un grosor que va desde los 300m hasta los 400km
dependiendo de la composicién de sus ntcleos [12]. Las enanas blancas jévenes emiten rayos ultravioleta y
rayos X de baja energia cuya observacién permite el estudio de la composicién de sus atmésferas y realizar
clasificaciones entre enanas blancas [14]. A diferencia de la atmdsfera, el niicleo estelar contiene atomos que
se encuentran completamente ionizados, los electrones se encuentran dispersos mientras que los nicleos

atémicos, considerando interacciones coulombianas, formaran una reticula para minimizar su energia [12].

Se estima que la masa promedio de una enana blanca con una atmoésfera rica en Hidréogeno es de 0.61 £+
0.20Mg), mientras que para una enana blanca con una atmdsfera rica en Helio se tiene una masa promedio
de 0.72£0.17Mg [19]. Existe evidencia de que la atmdsfera de una enana blanca cambia conforme la edad

de la estrella debido a fendmenos de conveccidn, de acrecién de material y difusién de elementos [19].

Existen diversas formas de medir las masas, radios y temperaturas de una enana blanca. Por ejemplo,
mediante técnicas de paralaje es posible obtener su distancia, lo que permite una estimaciéon de su lumino-
sidad, y a través de ésta, estimar los valores de masa y radio estelares. Métodos méas complejos involucran
conocer la temperatura efectiva de la estrella y realizar un ajuste en su espectro de emisién [19]. Otro
método al cual se recurre para estimar la masa de una enana blanca con una mayor precisiéon es a través
de su Orbita cuando se encuentra en un sistema binario, como por ejemplo se puede hacer para las enanas
blancas Sirius B y Procyon B. En el caso de Sirius B, no sélo fue posible estimar su masa, sino descubrirla

a través de anomalias en el movimiento de su companera (Sirius A)[14]. Sin embargo, no siempre es posible

21
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Figura 3.1: Representacién en color falso de una imagen del Telecopio Espacial Hubble del sistema Sirius. Al centro y
sobreexpuesta se encuentra Sirius A, en la parte inferior izquierda se encuentra Sirius B. Tomada de la referencia [22].

medir la temperatura o el radio de estrellas en sistemas binarios, sobre todo cuando éstas se encuentran

muy cercanas entre si [18]. La observacién y medicién de las enanas blancas en el universo es un campo

muy activo en la astrofisica. Actualmente se conocen cientos de enanas blancas y se investigan posibles

candidatas. Gracias a estos esfuerzos es posible encontrar catalogos revisados de enanas blancas como el

de la Universidad de Villanova [20]. A continuacién se describen brevemente tres de las enanas blancas

conocidas hasta ahora y que historicamente han sido de suma importancia en el estudio de estos objetos.

» Sirius A y B forman un sistema binario donde ésta tltima es una enana blanca (Figura 3.1). Fue

descubierta en 1844 gracias a que Friedrich Bessel noté que Sirius A tenfa un movimeinto de ida y
vuelta, como si fuera orbitada por otro objeto [14]. Fue una de las primeras enanas blancas descu-
biertas y es una de las mas masivas conocidas. Muchos investigadores estan de acuerdo en que tiene
una masa al rededor de 1.02Mg, [18, 20, 21] con una temperatura del orden de 27 x 103K [18, 21] y
un radio de 0.009 + 0.002R [18].

Procyon B es una enana blanca que también forma parte de un sistema binario con la estrella
de secuencia principal Procyon A (Figura 3.2). Tiene una masa de 0.63Mg [18, 20] y debido a la
proximidad y mucho mayor brillo de su companera se han dificultado las mediciones de su radio y
temperatura [18]. Mediante un andlisis de su espectro, Provencal et al estimaron una temperatura
de 7740 £ 50K y un radio de 0.01234 + 0.00032R, [23] siendo una estrella menos masiva y més vieja

que Sirius B.

40 Erandi B (Figura 3.3), también encontrada en la literatura como 40 Eri B es una enana blanca
que forma parte de un sistema estelar triple. Es una estrella muy brillante que fue de las primeras
en ser descubiertas. Tiene una masa de 0.43 £ 0.02M, [18, 20] con una temperatura de 16.9 x 103K
[18] y un radio de 0.0124 + 0.0005R¢ [18]. Esta es una estrella que ha sido extensamente estudiada

para probar modelos de estrellas degeneradas [25].
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Figura 3.2: Representacién en color falso de una imagen del Telecopio Espacial Hubble del sistema Procyon. Al centro y
sobreexpuesta se encuentra Procyon A, y encimada una imagen a corta exposicién de la misma. En la parte central izquierda
se encuentra Procyon B. Tomada de la referencia [24].

WDO413-077
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1885/12/15

04 15 18.920 —07 39 54.70 J2000 ,

Figura 3.3: Enana blanca 40 Erandi B entre marcas rojas. Finding chart obtenida del catdlogo [20].

Para realizar comparaciones de modelos numéricos contra las observaciones es muy til obtener las medidas
de masa y radio estelares de enanas blancas. Los modelos numéricos dependen de manera directa de la
densidad central escogida para las estrellas y de su composicién [2, 14]. Construyendo secuencias de radio
vs. masa y comparandonlas con datos de observaciones es posible ajustar modelos o dar una propuesta
sobre la composicién interna de las enanas blancas [14]. Por ejemplo, para las estrellas Sirius B y 40 Eri
B podemos ver en la Figura 3.4 que los mejores ajustes se dan en modelos que consideran su interior mas
ligero que si estuvieran compuestas de Hierro. Si la masa de 40 Eri B fuera ligeramente menor, entonces el

mejor ajuste se darfa en la curva del modelo que la considera compuesta de Carbono [18].
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Figura 3.4: Radios y masas de enanas blancas en unidades solares sobre curvas de modelos de enanas blancas de He, C, Mg,
Fe. Grifica tomada de la referencia [14].

3.1. Ecuacidon de estado de la materia dentro de una enana blanca

Para describir el interior de una enana blanca, podemos modelar su materia como un gas de electrones no
interactuante, relativista y degenerado [1, 2, 3, 14]. Las enanas blancas al formarse a partir del colapso de
una estrella de secuencia principal y encogerse, aumentan su densidad de masa e ionizan completamente a
los d4tomos que las componen, liberando un mar de electrones que soportard al remanente oponiéndose a

su colapso gravitacional por efecto de la presién de degeneracién cuédntica [2].

Diremos que el gas estd degenerado si su temperatura es menor que la temperatura de Fermi [2], definida

por
h2
- 2Kpgm

Tp: (37r2n) 2/3, (3.1)

con n la densidad de nimero del gas, m la masa de una particula individual del gas y Kp la constante
de Boltzmann. Asi, los electrones dentro de una enana blanca se consideran materia degenerada, mientras

que los iones de los dtomos de Carbono, Oxigeno y/o Hierro, al ser mucho més masivos, no lo son.

En una enana blanca, su densidad numérica es tan alta que la temperatura de Fermi es del orden de 10°K
[2]. Por otro lado, hemos visto que las temperaturas tipicas de enanas blancas jévenes son del orden de
10°K y para estrellas como Sirius B y 40 Eri B del orden de 103K. De esta forma el criterio de degeneracion
se satisface. En general, la diferencia entre la temperatura de una enana blanca y su temperatura de Fermi

se incrementa atin mas cuando su densidad de masa aumenta [2].

Para derivar las propiedades de un gas de electrones degenerado y relativista, consideramos la funcién de
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distribucién de Fermi-Dirac [13]
1

f(E) - e(E_Mc)/KBT + 17

(3.2)

donde p. es el potencial quimico del sistema y T la temperatura del sistema. Si suponemos que la tempe-
ratura 7" en el interior de nuestra enana blanca es mucho menor a la temperatura de Fermi T, no sdlo
nuestro gas de electrones estd degenerado, sino que podemos tomar la distribuciéon de Fermi-Dirac en el

limite de temperatura cero y podemos escribirla en términos de la funcién de Heavside
f(E) = ©(EF — E), (3.3)

donde p. = Ef es el nivel de Fermi o la energia de Fermi del sistema. Para T' = 0 todos los niveles de
energia con £ < Ep estdn ocupados y los niveles superiores £ > Ef estan vacios [13]. Es aqui donde
se aprecian las consecuencias del principio de exclusién de Pauli en nuestro sistema, pues no se permite
que todos los fermiones se agrupen en el estado de menor energia, y como resultado, hay electrones que
se encuentran en niveles de energia con valores tan grandes como Er. Se define el momento de Fermi pp

como la magnitud del momento de la particula con masa m y energia Ef.

El niimero de fermiones N en nuestro sistema estd determinado por el total de estados ocupados:

25 +1)V . ,dp(E)
AT

N = / 4(B)[(E)E, ¢(E) = (3.4)

donde V' es el volumen ocupado por el sistema y el producto g(E)f(FE) se entiende como una densidad de
estados accesibles de las particulas en el sistema [13]. En el caso de los electrones, su espin es S = % y puede
haber hasta 25 + 1 electrones por nivel de energia. En el limite de T' = 0, el total de estados ocupados va

desde el primer nivel de energia hasta la energia de Fermi.

Podemos notar que en el espacio fase, cada electrén ocupa un hipervolumen! h3 por el Principio de Incer-
tidumbre de Heinsenberg, y si el sistema ocupa un volumen V en el espacio, estos electrones en el espacio
fase estan confinados a ese volumen V' y a una esfera de momento de radio pr [3, 7, 13]. Asi la ecuacién

(3.4) se reduce a

v PF
N = h387r/p2dp
0
V8mr 4
= ﬁ?pF' (3.5)

Entonces la densidad de ntimero de particulas estd dada por

N  8mp}

|4 3h3 "

(3.6)

Si m es la masa del electrén, x := pp/mcy X = h/mc es la longitud de onda de Compton reducida del

!Tomando al espacio fase como el conjunto de posiciones y momentos, cada particula ocupa un volumen espacial (Az)® y
un volumen de momento (Ap)?
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electrén, entonces la ecuacién (3.6) se reescribe como

73

La ventaja de esta sustitucion estd en que el parametro adimensional x, al comparar el momento de las
particulas con respecto al producto mc, permite reconocer el limite fisico aplicable a nuestro sistema. Es
decir, nuestro modelo se encuentra en un limite no relativista para x < 1 y ultrarrelativista para = > 1.
También brinda una comparacién sobre el distanciamiento promedio entre particulas y la longitud de onda

del electrén A pues z o [71 = pl/3

La presién interna en nuestro sistema puede encontrarse considerando las tranferencias de flujo de momento

pu entre las particulas confinadas en el espacio fase [7]

PF
1V 3
PV = 3h387r/vp dp. (3.8)
0

Donde v = pc?/E, con E = \/p2c? + m2ct. El factor de 1/3 fue agregado a la integral considerando la

isotropia del sistema. De esta forma, la integral para la presién es

PF
187 pte?

_gﬁo /02 + m2ch

P dp. (3.9)

La solucién a esta integral se encuentra en la seccién A.1 del apéndice y nos lleva a la expresién

’fTLC2

P = ?”TT)\?,Q{)(‘T)’ (3.10)

con

bz) = > [x <§x2 - 1) V1+ a2+ log (a: V1T x2)] . (3.11)

8

Podemos calcular también la densidad de energia de los electrones €., sabiendo que las particulas estan en

un volumen V' y en un rango de momentos de 0 a pp:

Pr

v
Eroy = 3387 / E(p)p*dp,
0
E 8 PF
_ LTot _ OT 2
e (3.12)
0

con E(p) = /p?c? + m2ct.
La solucidn a la integral (3.12) se puede consultar en la seccién A.2 del apéndice y conduce a

ch

€e = WX(QJ")’ (3.13)



Enanas blancas 27

donde
x(z) = é {:c (22° +1) V1 + 22 — log <:1:—|— 1+x2>} . (3.14)

Las expresiones (3.7), (3.10) y (3.13) para la densidad de particulas, presién y densidad de energia, describen

a un sistema de fermiones no interactuantes, degenerados y relativistas con espin % y masa m.

Las contribuciones de los ntcleos atémicos a la presién dentro de las enanas blancas es despreciable y se
considera que la presién dentro de las enanas blancas estd dada tnicamente por la presién de degeneracién
de electrones (3.10).

Por otro lado, de acuerdo con (2.21) la densidad de energia de la estrella estd dada por la energia de la masa
en reposo y por la energia interna causada por la presiéon de degeneracién. En el limite no relativista, la
densidad de energia se aproxima a la densidad de masa en reposo, mientras que en el limite ultrarrelativista,
la contribuciones dadas por la presion de degeneracién se vuelven comparables a la energia de la masa en

reposo.

Encontrar una expresion para la presién en términos de la densidad numérica n en vez del pardmetro z es
posible despejando a x de la ecuacién (3.7) y sustituyendo en (3.10). No obstante, podemos verificar que la
presion en funcién de la densidad numérica satisface las propiedades enunciadas en la Seccién 2.3 trabajando
con las expresiones (3.7) y (3.10) sin necesidad de eliminar el parametro x. Primero veamos que z oc n'/3,
y como n € [0,00), el pardmetro x como funcién de n es una funcién continua, positiva, estrictamente
creciente y diferenciable. Notemos que x (%xQ — 1) V1+22ylog (a; + \/1—1—7) son funciones continuas y
diferenciables con respecto a x y por lo tanto ¢(x), al ser la suma de estas funciones, también es continua y
diferenciable con respecto a x. De esta forma P(x(n)) es una funcién continua y diferenciable con respecto
a x y con respecto a n. Para ver que P(z(n)) es una funcién positiva y estrictamente creciente, tomaremos

la derivada de ¢(x)
do(x) xt
= > 0. 3.15
dx V1422~ (3.15)

Como la derivada de ¢(x) es positiva para todo x, ¢(x) es una funcién creciente, y como ¢(z = 0) = 0

(n = 0), entonces para x > 0 (n > 0), ¢(x) > 0. De esta forma podemos concluir que P(z(n)) es una
funcién positiva y monétonamente creciente respecto a x y por lo tanto también lo es con respecto a la

densidad de ntmero n.

Una gréfica de la funcién ¢(x) se muestra en la Figura 3.5. Notemos que para densidades numéricas bajas,
del orden de 107%/3 (z ~ 1072), la funcién ¢(z) es del orden de 107!, y cuando n crece a érdenes de
magnitud de 10! (z ~ 10%) la funcién ¢(x) ha crecido hasta ser del orden de 102, de donde se infiere un

rapido crecimiento de la presiéon conforme la densidad de nimero aumenta.

Para encontrar el indice adiabatico efectivo de acuerdo con (2.22) veamos que

()_alogP_ n 0P  n(z) dPdx
= dlogn ~ P(n) On  P(n(x)) dx dn

70

= ?xb(:c)—x—i-l (3.17)

El comportamiento del indice adiabatico como funcién de la densidad de nimero para un gas fermidnico

(3.16)
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Figura 3.5: Gréfica de la funcién ¢(x) en escala logaritmica desde el limite no relativista (z < 1) al ultrarrelativista (z > 1).

no interactuante, degenerado y relativista se muestra en la Figura 3.6. Observemos que 4/3 < v(n) < 5/3.
En general, en el limite no relativista y para densidades numéricas bajas (z < 1), el indice adiabético del
gas tiende a 5/3, mientras que en el limite ultrarrelativista y para densidades numéricas altas (z > 1) el
indice adiabético decrece y tiende a 4/3. Como veremos enseguida, la existencia de estos dos limites para
el indice adiabatico efectivo permite modelar enanas blancas utilizando ecuaciones de estado politrépicas.
Primero notamos que la funcién ¢(z) puede aproximarse en ambos limites (x < 1y 2 > 1) en términos

de potencias de x

a@:éﬁ+omﬁ siz<l, (3.18)
m@:%#+0@% Szl (3.19)

A partir de estas aproximaciones y conociendo que n = 3/ 3123 se tiene que la ecuacién de estado P(n)

es del tipo politropica en ambos limites

P(n) = Kn®?  siz <1, (3.20)
P(n)=Kn*? siz>1. (3.21)

Con K y K’ constantes. Notemos entonces que el exponente politrépico I' coincide con los limites no
relativista y ultrarrelativista del indice adiabético efectivo del gas y(n). Es asi que pueden construirse
modelos simples de enanas blancas usando ecuaciones de estado politropicas, donde se considera que el

gas de electrones dentro de la estrella se encuentra en el limite no relativista o en el ultrarrelativista,
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Indice adibdtico para la ecuacién de estado de los electrones
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Figura 3.6: Indice adiabético efectivo en funcién de la densidad numérica, donde 1/n¢ = 372A% y por lo tanto n/ng = z°.

dependiendo del exponente politrépico utilizado [1, 2.

Es de nuestro interés trabajar con la funcién de la densidad de masa de nuestra estrella en vez de la densidad
de nimero de electrones obtenida en (3.7). Para este propdsito, recordemos que los electrones libres que
modelan nuestro gas provienen de atomos de la estrella progenitora que se ionizaron por completo al dejar
libres a los electrones [2], y que las relaciones (2.4) y (2.5) vinculan la densidad de ndmero de particulas

con la densidad de masa.

Para calcular el peso molecular promedio, supondremos que la materia dentro de la estrella es eléctricamente
neutra y que la masa de la estrella estd dada por la suma de las masas de los atomos completamente
ionizados. Estos dtomos estdn formados por un nimero de protones igual al niimero de electrones liberados
y con un numero de neutrones que varia dependiendo del elemento. En este caso, las concentraciones ¢; de
(2.4) se refieren a las concentraciones de atomos del elemento i-ésimo presente en la materia de la estrella.
Por otro lado, la masa m; se refiere a la masa de los nucleones (protones y neutrones) en proporcién
al nimero de electrones liberados. El cociente A;/Z; corresponde a la cantidad de nucleones del i-ésimo
elemento por electrén. Asi, por ejemplo, para atomos de 2C y 60 se tiene que A/Z = 2, y como estos
atomos liberaron 6 y 8 electrones respectivamente al ionizarse completamente, cuentan con un total de
2.6 =12 y 2-8 = 16 nucleones respectivamente que aportan su masa a la masa de la estrella. De esta

forma, el peso molecular promedio estd dado por

_ Semi=—> aZtmg =Y el 3.22
u . i C;my; muy i C; ZZ‘ mpyg i C; Zi y ( )
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y la densidad de masa es
HMH 3

37r2>\3

Las masas de enanas blancas tipicas estdn compuestas en su gran mayoria por 2C y 160, de forma que se

p(z) = umpn(x) = (3.23)

suele tomar p = 2.

Las relaciones de presién y densidad de masa encontradas en las ecuaciones (3.10) y (3.23) corresponden a
la forma paramétrica de la ecuacion de estado para nuestro modelo de enanas blancas y una combinacién
de ellas obtenida al eleminar el parametro x nos diria como cambia la presién interna de la estrella con
respecto a su densidad de masa. También podemos reescribir las expresiones (3.20) y (3.21) para expresar

a la presién en funcién de la densidad de masa en las aproximaciones politrépicas, obteniendo

5/3 (3 )2/3 2 :
1 4/3 / ( )1/3 :
P(p)=K'p*°, K' = TESLE six > 1. (3.25)

Se pueden considerar ecuaciones de estado més sofisticadas que la presentada durante este capitulo que
llevan a diferentes modelos de enanas blancas. Diversas propuestas de ecuaciones de estado pueden llevar
a relaciones mas complejas entre P y p e incluso pueden tomar en cuenta otras variables termodinamicas.
Para el lector interesado, en la referencia [1] se presentan diferentes ecuaciones de estado que pueden

utilizarse para describir el estado de la materia en el interior de una enana blanca.

Queda pues, encontrar la forma en cémo se distribuye la masa de las enanas blancas espacialmente y
conocer la forma en que actiian los gradientes de presién en la estrella. Para esta tarea, desde un enfoque
clésico, emplearemos el potencial gravitacional newtoniano generado por la distribucién de masa de la

estrella y las leyes de conservacién dictadas por la mecanica de fluidos.

3.2. Ecuaciones de estructura newtonianas

Las enanas blancas son objetos autogravitantes, que pueden ser modelados en primera instancia como
objetos estaticos y esféricamente simétricos, que ain pueden ser descritos en el régimen newtoniano y
cuya materia estd constituida por un fluido perfecto. Un criterio comin para decidir cuando utilizar fisica
newtoniana o Relatividad General para describir un objeto es por medio de su compacidad. En la ecuacién
(3.26) vemos que la compacidad se define como el cociente entre M que es la masa del objeto y R que es su
radio, multiplicado por el factor G/c?. Mientras méas pequeiio sea el valor de C, mejor es la aproximacién
utilizando el régimen newtoniano [2]. Para el caso de las enanas blancas obtenemos que C' es del orden de
10~%. De esta forma, supondremos que el potencial gravitacional de la estrella todavia puede ser modelado

bajo el régimen newtoniano.

GM
C=—— 3.26
C2R ( )
Las enanas blancas poseen tres grados de libertad en el régimen newtoniano: su potencial gravitacional U,

la densidad de masa de su interior p y la presién interna del objeto P [26]. Estas tres cantidades estédn
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vinculadas con tres ecuaciones que describen la configuracién del objeto: la ecuacién de Poisson, relativa al
potencial gravitacional de la estrella en todo el espacio; la ecuacion de Euler, que describe la dindmica de la
materia dentro de la estrella; y la ecuacion de estado, que determina el estado termodinamico de la materia
que forma al objeto. Para completar el estudio sobre las enanas blancas, en esta seccién introduciremos las

ecuaciones de Poisson y Euler con el propdsito de derivar las relaciones existentes entre P, p y U.

3.2.1. Ecuacién de Poisson

Desde el tratamiento de la mecénica clasica, las enanas blancas poseen un potencial gravitacional newto-
niano U determinado por su distribucion de masa en el espacio. La forma en como se distribuye la masa
de la estrella estd sintetizada en la funcién de densidad de masa p(Z,t). La relacién entre el potencial

gravitacional newtoniano de la estrella y su densidad de masa estd dado por la ecuacion de Poisson
VU = —4nGp. (3.27)

Los modelos de enanas blancas que estamos interesados en desarrollar son modelos estaticos que poseen
simetria esférica. Utilizando coordenadas esféricas (r, 0, ¢), las estrellas son esferas de radio R donde la
densidad de masa y la presion son funciones de r. Dentro de la estrella, estas funciones son positivas y

2

distintas de cero,” mientras que fuera de la estrella, son iguales a cero.

Para un objeto esférico, podemos definir una funcién de masa encerrada hasta cierto radio 7:

T

m(r) = 47r/p(r’)r’2dr'. (3.28)
0

Puesto que p(r) es una funcién positiva, m(r) también es una funcién positiva, no decreciente, tal que
m(0) = 0.

La ecuacién (3.27) se reescribe, suponiendo simetria esférica, como

1 d [ ,dUY
ohm <r d7"> = —4wGp(r). (3.29)

Integrando una vez, obtenemos

d
wo_ —€4ﬂ/p(r’)r’2dr/

dr T
(0]

Gm(r)
El lado derecho de la igualdad en la ecuacién (3.30) debe tender a cero cuando r = 0, para asegurar que
la fuerza gravitacional dada por dU/dr desaparezca [2]. Esto impone restricciones sobre la densidad de

masa y su integral, pues en primer lugar p debe ser finita en 7 = 0 y m(r) debe comportarse como % p(0)r3

2Hasta la seccién anterior solo habfamos hablado de la presién interna y densidad de masa como funcién del pardmetro
x, y entre las propiedades establecidas ambas son funciones positivas para todo x, en consecuencia no hay lugar dentro de
la estrella donde la densidad de masa o la presién puedan tomar valores negativos. No obstante, el comportamiento de la
densidad de masa y de la presién en funcién del radio de la estrella ain no lo hemos presentado.



32 Ecuaciones de estructura newtonianas

para valores de r cercanos a cero [10]. Integrando (3.30) obtendriamos U(r). Para nuestros fines basta con

conocer unicamente dU/dr y combinaremos este resultado una vez que estudiemos la ecuacién de Euler.

3.2.2. Ecuacién de Euler

La dindmica de fluidos tiene como objeto de estudio la interaccién y evolucién de los fluidos cuando son
afectados por fuerzas. En nuestros modelos de enanas blancas hemos escogido modelar la materia en su
interior como un fluido perfecto isentrépico, donde hay presencia de campos gravitacionales y gradientes
de presién. Entonces se vuelve necesario entender la influencia de estas fuerzas sobre la materia en nuestra
estrella. La ecuacion de Euler es la ecuacién en la dindmica de fluidos que relaciona los cambios en el campo

—

de velocidades del fluido # debidos al efecto de fuerzas F,

Du

bu_ & 31
P Dy , (3.31)

donde p es la densidad del fluido y % = 8% + @ -V es un operador diferencial conocido como derivada
lagrangiana [27] el cual serd irrelevante para los fines de este trabajo puesto que nos restringimos a fluidos
estaticos donde @ = 0. La ecuacién (3.31) se puede interpretar como una Segunda Ley de Newton en la

dindmica de fluidos.

Hemos mencionado que las fuerzas presentes en el interior de las enanas blancas son la fuerza de atraccién
gravitacional y los gradientes de la presién interna [2, 7]. De forma que podemos reescribir la ecuacién de

Euler como .
Du

"Dt

La eleccién de signos en los gradientes de U y P es resultado de considerarlos fuerzas opuestas dentro

= pVU — VP. (3.32)

de la estrella, donde el gradiente de presién soporta el peso de la estrella. Si a una distancia r del centro
de la estrella se experimenta una presién interna P (Figura 3.7), el cambio en la presién al moverse
infinitesimalmente de una distancia r a r + dr es dP. Esta diferencia en la presién actia como una fuerza
que va en direccion radial, opuesta a la fuerza de atraccién gravitacional que experimenta el cascarén de

grosor dr y radio interno r, hacia el centro de la estrella.
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P+dpP

Figura 3.7: Corte transversal de nuestro modelo de enana blanca de radio R.

El campo de velocidad de un fluido estético es idénticamente cero (@ = 0), por lo que la ecuacién (3.32) se

reescribe como
VP = pVU. (3.33)

La ecuacién (3.33) se conoce como ecuacién de equilibrio hidrostatico, donde el fluido en reposo se encuentra

en un equilibrio entre el gradiente de presién y la fuerza gravitacional.

En virtud de la simetria esférica de nuestro modelo, obtenemos de (3.30) y (3.33),

dP dUu

— =p— 3.34

ar ~ Par (3.34)

au Gm(r)

T T (3.35)
Ademads, podemos pasar de la forma integral de la funcién de masa (3.28) a su forma diferencial

Z—T = 47 p(r). (3.36)

De este dltimo conjunto de ecuaciones, puesto que la presién interna depende unicamente de la densidad
de masa, podemos obtener un sistema de dos ecuaciones diferenciales que determinan la estructura de un

objeto newtoniano estatico y esféricamente simétrico:

dP  Gm(r)
E =—p r2 (337)
dm 9

Las soluciones al sistema son las funciones P(r) y m(r). En el proceso, via la ecuacién de estado podemos

calcular p(r) y terminamos con el conjunto de funciones P(r), p(r) y m(r) que describen a nuestros modelos
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de enanas blancas. Comenzando desde el centro de la estrella en » = 0, la presién y densidad de masa
poseen valores finitos y positivos, relacionados via la ecuacién de estado. Es decir, si P(r = 0) = P, y
p(r) = pe, entonces P, y p. satisfacen P, = P(p.), de forma que las condiciones iniciales del sistema estan
determinadas tnicamente por el valor de presién o densidad central, pues el faltante puede ser obtenido

utilizando la ecuacion de estado.

Conforme r aumenta y nos alejamos del centro de la estrella, la presion interna y la densidad de masa del
objeto disminuyen monétonamente hasta llegar a cero en la superficie de la estrella, en » = R. Fuera de la

estrella, para r > R, Py p son idénticamente cero [1, 2].

De esta forma, al resolver el sistema de ecuaciones diferenciales, encontramos el radio estelar R para
nuestro modelo, pues es por definicién el primer valor de r que satisface P(R) = p(R) = 0. Ademas,
podemos conocer la masa total de nuestro modelo M, si evaluamos a la funcién de masa (3.28) en el radio
estelar: M = m(R).

Si bien los valores de densidad y presion centrales que podemos escoger para encontrar las funciones P(r)
y p(r) son en principio arbitrarios, una cota inferior para la presién central P, puede ser establecida en
términos del radio y la masa estelares. Para esto primero debemos notar que la funcién

Gm?2(r)

P —meAr)
(r) + 8mrd

es una funcién decreciente, lo cual se puede mostrar analizando su derivada

d PO Gm?(r) _dpP  Gm(r)dm Gm?(r)
" Cdr drt dr 27rd

dr 8mrd

Si notamos que

dpP Gm(r) Gm(r)dm
ar - P T T 4t a4
entonces J GmQ(r) sz(r)
o <P(T) + 8777“4) =-—_5 < 0.
Ademads se tiene que
P(r)+ 7Gm2(r) =P. parar =0,

8mrd

y al ser una funcién decreciente, P, es el médximo de la funcién, obteniéndose las siguientes desigualdades

para r > 0:
P.> P(r)+ Gm*(r) > Gm?(r) (3.39)
¢ rrd  —  8mrt )
En particular para r = R,
GM?
P.>—. A
> ol (3.40)

Este resultado, obtenido primero por E. A. Milne y recopilado por S. Chandrasekhar en [7], es cierto para

cualquier estrella en equilibrio hidrostético y no tiinicamente para enanas blancas. A partir de este resultado
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y haciendo uso de la ecuacién de estado para nuestros modelos de enanas blancas, una cota inferior para

la densidad de masa central puede ser obtenida. En el sistema cgs, la cota para la presiéon puede ser escrita

2 4
P, > 4.44 x 10" <1\]f> (i?) dyn - em™2, (3.41)
©

como

De la eleccién del valor para la presién o densidad central para resolver el sistema de ecuaciones (3.37)-
(3.38) se obtiene un modelo de enana blanca con una masa y un radio estelar tnicos. Distintos valores
para la presién o densidad central conducen a distintos modelos de enanas blancas. El comportamiento
de los radios y masas estelares en funcién del pardametro de densidad de masa central es frecuentemente
mostrado a través de curvas (pe, M), (pe, R) y (M, R) como en la Figura 3.4. El comportamiento de la masa
y radio estelares de una enana blanca es peculiar en comparacién al de las estrellas de secuencia principal.
Conforme se aumente el valor de densidad de masa central de las enanas blancas, la masa estelar tiende a un
limite superior mientras que el radio estelar se encoge manteniéndose el régimen de altas densidades dentro
de la estrella. Este resultado es inherente a las estrellas compactas y fue descubierto por Chandrasekhar
en 1930 para el caso de las enanas blancas, conociéndose el limite en la masa estelar como el Limite de
Chandrasekhar.

3.3. El Limite de Chandrasekhar

Este limite es una cota superior para el valor de masa estelar que puede tener una enana blanca, y es
consecuencia del equilibrio que existe entre la presién de degeneracion y la fuerza de atraccién gravitacional.
Al aumentar el valor de la densidad de masa central, los modelos de enanas blancas obtenidos son cada vez
mas masivos y el distanciamiento medio entre los electrones se reduce (I = n~1/3) de acuerdo a la ecuacién
(3.7). Podemos entender que los electrones en la materia deben apretarse ain més para mantener la presién
suficiente y soportar a la estrella [1, 2, 14]. Si se contintia aumentando la densidad de masa central, los
electrones de los modelos resultantes pasardn al régimen ultrarrelativista y la presién de degeneracién

necesaria para soportar toda la masa de la estrella sera cada vez mas grande.

Si suponemos que tenemos una estrella de radio R con N electrones degenerados en el régimen ultrarrela-

tivista, la energia de Fermi asociada a cada uno de estos electrones es

Ep = prc
= he/Ax (Principio de Incertidumbre)
~ hent/?

heN1/3
~ . 3.42
= (3.2

Donde hemos comparado la densidad numérica de electrones n con N/R3.
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Por otro lado, la energia gravitacional por electrén es

GMmH
e
GNum?,
——
GNm%{
T

Eg =

(3.43)

De manera que la energia total del sistema por electron es

I heN'3 GNm%{.

I - (3.44)

Los modelos estables de enanas blancas son tales que E > 0, pues son modelos donde la energia de Fermi
es mayor a la energia gravitacional y la estrella evita el colapso gravitacional [1, 2]. Al ser ambos sumandos
inversamente proporcionales a R, que la energia del sistema sea positiva implica que hcN /3 5~ GN m%{
De esta desigualdad se obtiene un maximo en el niimero de electrones degenerados para un modelo estable

contra el colapso gravitacional [1, 2]:

he 3/2
Npaz = (2> ~ 2 x 1077, (3.45)
Gmi;

Finalmente encontramos que la masa maxima del objeto estd dada aproximadamente por

Mchandrasekhar ~ NmazMp ~ 15M® (346)

En la literatura [1, 2, 3, 14] es frecuente hallar la derivacién de este limite de masa para enanas blancas
definiendo variables adimensionales para P, p, m y r que conducen a una forma particular de la ecuacién
de estado que es incorporada a las ecuaciones de estructura (3.37) y (3.38). Esta transformacién y las
nuevas ecuaciones diferenciales obtenidas son una analogia a las ecuaciones de Lane-Emden donde también
se incorporan variables adimensionales para P, p, m y r y la ecuacién de estado involucrada es del tipo
politréopica. Hemos decidido no describir a detalle tales ecuaciones, pues constituyen un caso particular de
las ecuaciones de estructura, y uno de los objetivos de este trabajo es resolver numéricamente las ecuaciones
generales (3.37) - (3.38) utilizando una ecuacién de estado arbitraria. No obstante, es importante senalar
que por la via de las ecuaciones de Lane-Emden se obtienen las siguientes expresiones para la Masa de

Chandrasekhar y el radio estelar:

2 2
MChandrasekhar = 1.45607 <> M@7 (347)
7
9 2/3 1091{ 3\ 1/3
R = 3.34598 x 10* <u> <pg/m) km. (3.48)

El andlisis de las enanas blancas utilizando las ecuaciones de Lane-Emden y los resultados mostrados

pueden encontrarse en [1, 2, 14].

El limite de Chandrasekhar, de acuerdo a la ecuacién (3.47) es una cota que depende de la composicién de la
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estrella, determinada por el peso molecular promedio p. Debido a esto, para modelos de enanas blancas con
nicleos de Hierro el limite difiere ligeramente con respecto a modelos que consideran ntcleos de Carbono u
Oxigeno. Se pueden construir modelos de enanas blancas méas complejos al considerar ecuaciones de estado
mas sofisticadas, donde el limite de Chandrasekhar se modifica ligeramente y queda en funcién de otros
parametros del modelo. Estas propuestas de ecuaciones de estado consideran a la materia de las enanas
blancas en un rango de densidades lo suficientemente alto como para desconfinar a los electrones, pero que
continia siendo mucho méas bajo en comparacién con las densidades tipicas de las estrellas de neutrones,
donde los nucleones de los dtomos comienzan a desconfinarse. Como mencionamos en la Seccién 2.4, este
limite de densidades se conoce como limite de goteo de neutrones. Varias propuestas de ecuaciones de
estado debajo de este limite se pueden encontrar en [1]. Las principales diferencias entre una enana blanca

y una estrella de neutrones se analizardn en el siguiente capitulo.
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Capitulo 4

Estrellas de neutrones

Las estrellas de neutrones son objetos compactos con un nucleo estelar cuya densidad de masa supera de
5 a 10 veces a la densidad de un niicleo atémico (pnye ~ 10'%g - cm™3) [28]. La existencia de estos objetos
habia sido propuesta por Baade y Zwicky en 1934. Ese afio reportaban el descubrimiento del remanente
de una supernova y especulaban sobre su origen [12]. Hoy, la hipdtesis més aceptada sobre la formacién de
las estrellas de neutrones es que son remanentes de supernovas de colapso nuclear (CC SNe por sus siglas

en inglés), a partir de estrellas de 10 a 25 masas solares [14].

Las estrellas de neutrones son objetos que se pueden encontrar en el universo con distintas caracteristicas y
pueden estar acompanadas de otros objetos astrofisicos. Esta variedad en la presentacién de las estrellas de
neutrones da pie a una amplia clasificacién para su estudio. Por ejemplo, existen estrellas de neutrones que
pueden encontrarse como estrellas aisladas o como miembros de un sistema binario. En sistemas binarios,
donde la estrella de neutrones tiene una estrella compafiera, puede haber transferencia de materia de la
estrella companera hacia la estrella de neutrones. Debido a este fendmeno, la estrella de neutrones puede
emitir rayos X y a esta clase de sistemas binarios se les conoce como binarias de rayos X. Por otra parte
las estrellas aisladas pueden tener planetas orbitando alrededor [14] o pueden encontrarse en el centro
del remanente de la supernova que les haya dado origen, donde se les clasifica como objetos compactos
centrales [12]. Los pulsares y magnetares también son tipos de estrellas de neutrones con caracteristicas
distintivas: los ptulsares son estrellas de neutrones que rotan con una gran velocidad angular y que poseen
un campo magnético de gran magnitud, lo que propicia la formacion de haces de radiacién electromagnética
altamente colimados [14]. Puesto que el eje de rotacién de estas estrellas puede no estar alineado con su
momento dipolar magnético, cuando una estrella de este tipo es descubierta, los haces electromagnéticos
son detectados como pulsos regulares desde la Tierra, generalmente con longitudes de onda en la banda
del radio [1, 12, 14]. Por su parte, los magnetares poseen campos magnéticos mas intensos y periodos de
rotacion mas largos en comparacién a los pilsares. Una de sus caracteristicas distintivas es que se frenan
rapidamente y presentan destellos de radiacién intensos y de corta duracién [14]. Sus intensos campos
magnéticos provocan grandes perdidas de energia y son la causa de sus periodos de rotacion més largos
[12].

Como mencionamos en la Seccién 2.4, la principal diferencia entre una estrella de neutrones y una enana

blanca es que el nicleo de la estrellas de neutrones se encuentran en un régimen de densidades superior.
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Figura 4.1: Nebulosa del Cangrejo. Al centro, en rojo, se encuentra el Pilsar del Cangrejo. Imagen renderizada de datos en
el espectro visible del Telescopio Hubble (en rojo) y Rayos X del Observatorio Chandra (en azul).

Las condiciones fisicas dentro del nicleo estelar son, hasta ahora, imposibles de replicar en un laboratorio y
obligan a los investigadores a formular propuestas aproximativas para la ecuacion de estado que describiria
la materia més densa en el interior de las estrellas de neutrones [5]. De utilizar distintas propuestas de
ecuaciones de estado en la construccién de modelos de estrellas de neutrones, se obtienen distintas relaciones
entre la masa y el radio estelar, asi como también diferentes limites para la masa maxima de una estrella
de neutrones, que van desde 1.5Mg hasta 3Mg [5, 12, 14].

Desde esta perspectiva, la observacién y estudio de las estrellas de neutrones en el universo es fundamental
para entender su estructura interna, contrastando las predicciones de distintas ecuaciones de estado con las
observaciones. Dentro de este enfoque, los pilsares y los sistemas binarios son de especial interés, siendo
los pulsares la mayoria de estrellas de neutrones observadas [12]. Como ejemplo, una estrella de neutrones
de relevancia es el Pulsar del Cangrejo, el cual se encuentra en el centro del remanente de supernova
conocido como Nebulosa del Cangrejo (Figura 4.1). El Pulsar del Cangrejo tiene un didmetro de 20km
con una emision electromagnética que abarca desde ondas radio con una frecuencia de 10MHz hasta rayos
gamma con frecuencias del orden de 10?”Hz [14]. Tiene un periodo rotacional de alrededor de 33ms con
una temperatura en la superficie del orden de 10°K. Esta estrella de neutrones es utilizada a menudo en

la calibracién de detectores de Rayos X para la busqueda de otras fuentes de Rayos X en el universo [29].

Por su parte, las caracteristicas de las érbitas y parametros de rotacién de sistemas binarios permiten
medir las masas, y en ocasiones los radios, de las estrellas que los forman [5, 28]. Por ejemplo, la binaria
de Hulse-Taylor es un sistema compuesto por una estrella de neutrones y un pilsar. Fue el primer sistema
binario descubierto gracias a las variaciones en los pulsos electromagnéticos del pulsar ocasionados por
su companera orbitante. Este sistema binario tiene una gran importancia histérica por aportar evidencia
observacional en favor de la validez de la Teoria de la Relatividad General, que predice un decaimiento del

periodo orbital del sistema a causa de la emisién de energia en forma de ondas gravitacionales [1]. De forma
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general, las binarias de rayos X detectadas se clasifican dependiendo del tipo de objeto que acompare a la
estrella de neutrones, asi como sus masas estelares. Esta informacion generalmente es representada como

en la Figura 4.2, donde las lineas horizontales representan la incertidumbre en la medicién de sus masas.

4.1. La materia dentro de una estrella de neutrones

A diferencia de las enanas blancas, donde se distinguen en su estructura una atmésfera y nicleo estelares, en
las estrellas de neutrones se pueden distinguir, de manera general, tres capas caracteristicas: la atmasfera,
la corteza y el nicleo estelar. Esta distinciéon en el interior de las estrellas de neutrones estd motivada
por las propiedades que presenta la materia conforme nos acercamos al centro de la estrella y la densidad

aumenta.

La atmosfera de una estrella de neutrones tiene un grosor de entre 0.3mm y 40cm, el cual estd determinado
por la composicién de la estrella [12]. Esta atmdsfera contiene una cantidad de masa despreciable en
comparacién con la masa total de la estrella, pero ain asi juega un papel importante en los espectros de

emisién electromagnética [28].

La corteza tipica de una estrella de neutrones es bien conocida: tiene un grosor que va de 1 a 2km [28§],
y las densidades alcanzadas en ella son del orden de 10'g-cm™2, que corresponde al orden del limite
de saturacion nuclear. Dentro de la corteza distinguimos dos subcapas: la corteza externa e interna. La
materia en la corteza externa de una estrella de neutrones se asemeja y se puede modelar como la materia
en el interior de una enana blanca, es decir, los atomos se encuentran completamente ionizados y forman
una reticula debido a interacciones coulombianas, mientras que los electrones se encuentran degenerados vy,
conforme mas nos adentramos al interior de la estrella, entran en el régimen relativista. Posteriormente, la

3 en el

densidad de masa en la corteza externa de la estrella de neutrones supera el limite de 107gm - cm™
cual los electrones adquieren la energia suficiente para que los protones en el nicleo decaigan por captura
electronica. Como explicamos en la seccion 2.4 este decaimiento provoca un enriquecimiento de neutrones
en los nucleos atémicos. Conforme los nucleos comienzan a tener mas y mas neutrones, la estabilidad
del nicleo se ve comprometida por el exceso de nucleones. Los neutrones comienzan a gotear del nicleo
atémico cuando la energia de enlace atémica es superada; este fenémeno ocurre a densidades del orden de

10'g - cm™3 y se conoce como limite de goteo de neutrones.

Para poder entender este fenémeno antes de estudiar la corteza interna y el nicleo de una estrella de
neutrones, es necesario entender cémo es que los nucleones permanecen ligados a los nucleos atémicos, y

la relacién entre el nimero de nucleones y la energia de enlace nuclear.

4.1.1. Energias de enlace nucleares

De forma general, la masa de un ntcleo atémico con nimero atémico Z y numero de masa A estd dada

por la ecuacién
Mnye = [ZmpCQ + Nmnc2 + Eb(A7 Z)] /027 (41)

donde N = A — Z es el niimero de neutrones en el nicleo atémico, m, = 938.27TMeV /c? es la masa del

protén y my, = 939.57MeV /c? es la masa del neutrén.
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La masa de un nucleo atémico no estd dada tnicamente por la suma de las masas individuales de cada
uno de los nucleones que la conforman, sino que existe una energia de enlace Fj responsable de mantener
a los nucleones unidos y que provoca un defecto en la masa de los niicleos atomicos, siendo la masa del
nicleo menor que la suma de las masas de los constituyentes. Esta energia de enlace es dependiente tanto
del nimero de protones como de neutrones presentes en el nicleo y no se conoce una expresién que asocie
a cada combinacién de Z y A la energia de enlace correspondiente, lo que dificulta conocer la masa de
distintos ntucleos atémicos. Para elementos disponibles en la tierra o replicables en un laboratorio es posible
medir sus masas experimentalmente, sin embargo no es el caso para los nicleos atémicos presentes en la
materia de una estrella de neutrones. Otra forma de conocer las masas de ntcleos atémicos para distintas
combinaciones de Ay Z es por medio de parametrizaciones. Estas parametrizaciones son tiles para modelar
las masas de niticleos atémicos en un cierto rango de A y Z. La parametrizacién de Weizsdcker, también
conocida como la férmula semiempirica de la masa, es una parametrizacién que fue obtenida a partir de
mediciones de nicleos atémicos. Se basa en el modelo de gota liquida del nicleo atémico, de donde se

obtiene que [31]

(N-2)* ¢
A Tae

2
Ey(A, Z) = —a, A+ asA?3 + a, 4

A1/3 + aq

(4.2)
Los pardametros a,, as, ac, aa vy 6 se conocen como términos de volumen, superficie, coulombiano, de
asimetria y de paridad respectivamente, y surgen del modelo de gota liquida para el nicleo. El valor de

estos parametros es dependiente del rango de masas atémicas para los cuales son optimizados [31].

De la Figura 4.3, las energias de enlace por nucleén conocidas van desde 1MeV hasta 8.8MeV donde los
nucleos con A ~ 60 poseen las energias de enlace mas altas; estas energias pueden ser calculadas de forma
experimental para los distintos niclidos! presentes en la tierra o por medio de parametrizaciones. No
obstante, en el escenario extremo en que se encuentran los nicleos atémicos en el interior de las estrellas
de neutrones, con una gran cantidad de neutrones, las parametrizaciones propuestas fallan en la correcta

prediccién de las energfas de enlace [12].

Otro punto a considerar en la Figura 4.3 son los picos con una mayor energia de enlace que se presentan
en ciertos nicleos atémicos para ciertas combinaciones de N y Z. Estos picos pueden ser explicados desde
el modelo de capas para describir el nticleo atémico. Este modelo es un anédlogo al modelo de capas para
describir a los electrones en un atomo que orbitan el ntcleo. Asi como los electrones estdn sometidos a
un potencial central coulombiano, los nucleones estan sometidos al potencial global nuclear y, como en el
caso de los electrones, para los nucleones también existen niveles discretos de energia de acuerdo con el
Principio de Exclusién de Pauli [31]. Las capas en el caso de los electrones orbitando el niicleo se refieren a
agrupamientos de electrones con energias similares, tomando en cuenta que el estado del electréon puede ser
descrito con los niimeros cuanticos n, [ y s en una primera aproximacion. De manera similar en el nicleo
atémico, dada cierta cantidad de protones y/o neutrones, el nicleo formado es mas estable en comparacién
a combinaciones similares [12, 31]. Estos ndmeros (2, 8, 20, 28, 50, 82, 126, 184) son conocidos como
numeros mdgicos. Si un ntcleo tiene un niimero magico de neutrones o protones, entonces la energia de

enlace es mayor y ello implica que se necesita una mayor cantidad de energia para extraer un neutrén

1Se llama, niiclidos a los niicleos atémicos con distintas combinaciones de Z y A.



44 La materia dentro de una estrella de neutrones

BOF w-mem R tee
= | 2=%% % %
[
=3
R
8.5
8.0 _ o
38
27t
5,
4+
3_
751 2r
1k
% 40 20 30
Mass number A
| 1 | | 1
0 50 100 150 200 250

Mass number A

Figura 4.3: Energia de enlace por nucleén (E;/A) calculada para combinaciones de Z y A. La linea sélida es obtenida a partir
de la parametrizacién de Weizsédcker (4.2). Figura tomada de la referencia [31].

del nucleo atémico. También puede ocurrir que el nicleo tenga tanto un nimero magico de neutrones y
protones, de tal forma que la energia de enlace sea mucho mayor. La idea intuitiva detrds de los nimeros
mégicos y el modelo de capas estd en que con determinado nimero de protones y/o neutrones, una capa
del nicleo se cierra (o se completa) y es mds dificil arrancar un nucleén de esas capas cerradas, en un simil

a lo que ocurre con la ultima capa de electrones en los gases nobles.

La Tabla 4.1 muestra la secuencia de niiclidos presentes en la corteza de las estrellas de neutrones conforme
la densidad de masa aumenta. Comienza con el isétopo °Fe, el niiclido con la mayor energia de enlace por
nucleén y por lo tanto el més estable. Para entender por qué el potencial quimico bariénico, up aumenta
conforme la densidad de masa aumenta, tomando las ecuaciones (2.35) y (2.20), y considerando que la

densidad de masa de las estrellas esta dada por la densidad de masa baridénica, obtenemos

e+ P
U = . (4.3)
np

De las propiedades para la presion interna enlistadas en la Seccion 2.3 se tiene que P n% conI'>1yal

menos ¢/np > 0 en toda la estrella. Asi,

e+ P _
pE = >ni (4.4)
np

Por otro lado, conforme la densidad de masa aumenta, se volvera energéticamente mas favorable disminuir

la cantidad de electrones que continuar aumentando su energia. Por esta razén los electrones son capturados
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pus (MeV) p(g-cm™3) P (dyne-ecm ?) ng(em™3) Niclido Z N
930.60 8.02x 106 5.22x10%3 4.83x10%°%  OFe 26 30
931.32 2.71x108 6.98x10%° 1.63x10%2  62Nj 28 34
932.04 1.33x10? 5.72x 1026 8.03x10%2  %INi 28 36
932.09 1.50%x 10 6.44x10%6 9.04x10%2  6Ni 28 38
932.56 3.09%x 10 1.65%x10%7 1.86x10%%  ®Kr 36 50
933.62 1.06x 1010 8.19x10%7 6.37x10%3  ¥Se 34 50
934.75 2.79%x 1010 2.85x10%8 1.68x10%  82Ge 32 50
935.93 6.21x10'0 7.86x10%8 3.73x10%*  80zn 30 50
937.28 1.32x 10 2.03x10%9 7.92x10%  Ni 28 50
937.63 1.68x10!! 2.55%x10%9 1.01x10%  124Mo 42 82
938.13 2.18x 10" 3.48x10% 1.31x10%° 1227y 40 82
938.67 2.89x 10 4.82x10% 1.73x10% 1205y 38 82
939.18 3.73x 10! 6.47x10%9 2.23x10% 8Ky 36 82
939.57 4.55x10M1 8.00x 1029 2.72x103%  1165e 34 82

Tabla 4.1: Secuencia de niclidos presentes en la corteza exterior de estrellas de neutrones conforme la densidad de masa
aumenta. Aqui, up es el potencial quimico bariénico, p es la densidad de masa de la estrella, P es la presién interna de la
estrella, np la densidad de nimero bariénica, Z el nimero atémico y N el nimero de neutrones. Tomada de [12].

por los protones e inicia el proceso de decaimiento de los mismos, lo que da lugar a una mayor cantidad
de neutrones en el ntcleo, y conforme la cantidad de neutrones aumenta la energia de enlace nuclear
disminuye. Podemos ver en la Tabla 4.1 que los siguientes niclidos en la secuencia tienen al menos un
nimero magico en la cantidad de protones o neutrones, pues de entre todos los ntclidos que pudieran
aparecer en la secuencia, sélo se mantienen presentes los que poseen la mayor energia de enlace dado el
aumento en el nimero de neutrones [12]. Para densidades de masa superiores a 6 x 10'%g - cm~3, los nicleos

tienen tal cantidad de neutrones, que sus masas experimentales no son conocidas [12].

Cuando la densidad de masa alcanza valores de 4.55 x 10'g - cm™3, el dltimo ntcleo estable predicho en
la secuencia es ''°Se. En este limite, el potencial quimico bariénico ha alcanzado la energia de la masa en
reposo del neutrén y, por definicién, se pueden seguir anadiendo neutrones libres al sistema y no estaran
ligados al nicleo, alcanzandose la densidad de goteo de neutrones [12].

4.1.2. El estado de la materia por encima de la densidad de goteo de neutrones

Superada la densidad de goteo de neutrones, la materia en el interior de las estrellas de nuetrones esta
formada por un mar de electrones libres, degenerados y relativistas, por un mar de neutrones degenerado
que comienza a aportar a la presion interna que soporta a la estrella de su colapso gravitacional, y por una

reticula de nicleos atémicos enriquecidos de neutrones.

Una forma en que se puede modelar la estructura reticular que forman los niicleos atémicos es por medio de
las celdas de Wigner-Seitz [12], que describen la reticula como una formacién de celdas con simetria esférica
y de radio Ry, tal que en el interior de cada celda tinicamente puede encontrarse un nticleo atémico [12].
La carga positiva de los ntcleos es apantallada por los electrones libres que rodean al niicleo dentro de su

celda. En este régimen de densidades la celda también comienza a estar ocupada por los neutrones libres.

La corteza interna de una estrella de neutrones tiene un rango de densidades de masa del orden de 10" —

10Mg - cm™3. En esta zona podemos definir la densidad de energfa de la mezcla de ntcleos, electrones y
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neutrones libres como [1, 12, 14]
e=nny(Wn +Wp) +ee(ne) + (1 — Vany) en(nyg), (4.5)

donde ny es la densidad de ntimero de niicleos atémicos, W = Myucc? es la energfa del niicleo atémico,
Wi, es la contribucién a la densidad de energia de la reticula, Vi es el volumen que ocupa un nicleo atémico

V Ne, Ny, la densidad de electrones y neutrones libres, respectivamente.

La necesidad de estudiar este régimen de densidades por separado se debe a diversos factores. Uno de
ellos es que la materia en la corteza interna no es materia ordinaria, es decir, no se sigue que Z/A ~ 0.5
[1]. Utilizar una parametrizacién para la masa de los nicleos que no considere el enriquecimiento extremo
de neutrones llevaria a predicciones incorrectas en la masa y energias nucleares. Por otro lado se debe
considerar que la presencia de la nube de neutrones contribuye a la inestabilidad nuclear, pues las energias
superficiales de los nucleos son afectadas por la presién que ejercen los neutrones hacia el nicleo y por la

reduccién en el nimero de protones y electrones en el nicleo y en la nube, respectivamente [1].

Baym, Bethe y Pethick estudiaron el estado de la materia en este rango de densidades tomando en cuenta
estas consideraciones, dando lugar a la ecuacion de estado BBP. En esta formulacién la densidad de energia
escrita en (4.5) queda como funcién de A, Z ny, n, y Vy. El término Vyy disminuye conforme la densidad
de masa aumenta en respuesta a la presiéon de los neutrones libres, y la masa de los niicleos atémicos no
s6lo estd en funcién de A y Z, sino que también tiene como variables a Vy y n, [1]. La expresién para la

masa del nticleo atomico de acuerdo con la ecuacion de estado BBP es
Wy=A[1- z)Ympc? + xmyc® + Wik, z)] + We + Wi, (4.6)

donde z = Z/A 'y W (k,z) es la energia por nucleén asociada a la materia dentro del niicleo, que considera
las interacciones nucledén-nucleén dado un potencial nuclear. Para ser calculada se toma en cuenta la
densidad de niimero de la nube de neutrones y la densidad de ntimero de nucleones en el nicleo atémico.
Por otro lado, el término W hace referencia a la interaccién coulombiana en el nicleo, Wy es un término
de superficie y es construido de tal forma que Wy = 0 cuando la densidad de masa de los neutrones
libres es igual a la densidad del nicleo atémico. En este limite y bajo esta ecuacién de estado termina la
corteza interna de la estrella y comienza el nicleo externo, donde los nicleos atémicos desaparecen [1].

014

Este limite varia dependiendo de la ecuacién de estado elegida, perteneciendo al orden de 10'g - cm™3. En

estos limites, la contribucién de los neutrones a la presién de degeneracién fermidnica es del 80 % [1].

4.1.3. Pasta en las estrellas de neutrones

En la zona de transicién entre la corteza y el nicleo estelar puede existir materia que presenta una variedad
de formas no vistas en alguna otra parte de la estrella de neutrones, la llamada pasta. En esta zona, que
pertenece aun a la corteza interna de la estrella, la materia bariénica esta regida por las interacciones
coulombianas y las fuerzas nucleares. Estas interacciones son las responsables de organizar la materia y
dan lugar a un fenémeno conocido como frustracion coulombiana, el cual surge de la imposibilidad del

sistema de satisfacer simultdneamente todas las interacciones elementales que ocurren [14].

Del modelo para la corteza interna de las estrellas de neutrones, los niicleos atémicos se encuentran en las
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celdas de Wigner-Seitz con simetria esférica, y conforme la densidad de masa aumenta el radio de tales
celdas decrece. Al inicio de la corteza interna el radio de las celdas es de aproximadamente 100fm y para el
final de la corteza interna es de alrededor de 30fm, cada celda contando con 40 — 50 protones y alrededor
de 1500 neutrones [12]. Esta situacién causa que la densidad de neutrones de cada celda tienda a una
densidad constante, teniendo tnicamente un pequeiio incremento en el centro, donde se ubica el nicleo
atémico, pudiéndose entender como burbujas sumergidas en un fluido de neutrones y electrones. En 1983,
D.G. Ravenhall et al. investigaron formas maés estables en las que se pueden organizar los nicleos atémicos
a densidades del orden de 10'4g - cm™3.
En una caricatura del fenémeno, consideremos a los ntcleos atémicos como burbujas dentro del mar
de neutrones y electrones. Si estas burbujas se juntaran mas y mas a lo largo de una sola direccién,
se obtendrian distintas tiras en la misma direccién en la que se juntaron las burbujas, formandose una
estructura de espagueti. Conforme la densidad aumenta, estas tiras se fusionarian unas con otras formando
una superficie que estaria intercalada con el mar de electrones y neutrones libres, formandose ahora una

estructura de lasana [12].

Atn en estos escenarios tipo pasta, la reticula que forman los ntcleos atémicos sigue existiendo. En la fase
de espagueti, el nicleo se extiende a lo largo desde el fondo hasta la parte superior de la celda. En la fase

de lasana, el nicleo se extiende en placas dentro de la celda [12].

Mientras los niicleos se extienden formando estas placas o barras en la estrella, los electrones no son capaces
de adaptarse a esta nueva fase de la materia, pues la longitud de onda de Compton del electrén es del
orden de 2pm. Por esta razdn, los electrones forman un liquido separado rodeando la pasta y apantallando
la carga [12]. A diferencia de los electrones, los neutrones libres pueden estar todavia dentro de las celdas

de Wigner-Seitz, ya que su longitud de onda asociada es del orden de 1.3fm.

4.1.4. La materia en el nicleo externo

Conforme aumenta la densidad de masa dentro de una estrella de neutrones, la descripcion del estado de la
materia se torna cada vez mas dificil; considerar las interacciones de los nucleones dentro y fuera del niicleo
se vuelve necesario y distintas propuestas sobre el potencial de interaccién entre nucleones lleva a distintos

04 3 nos adentramos en el ntcleo externo de

modelos de nicleos atémicos. Superado el limite de 10**g - cm™
una estrella de neutrones. En este régimen de densidades es necesario introducir el concepto de densidad
de saturacion nuclear, que sera de utilidad para explicar la disolucién de los niicleos atémicos dentro de

una estrella de neutrones.

El concepto de saturacién nuclear esta relacionado con la repulsién que puede existir entre nucleones dentro
del nticleo atémico [12, 31]. La fuerza que experimentan dos nucleones es atractiva en un rango intermedio
del orden de 1fm. En un rango mas corto la fuerza de atraccién se vuelve repulsiva. Los nucleones dentro
del nicleo atémico mantienen un distanciamiento promedio de alrededor de 1.8fm [31]. Los nicleos con un
mayor numero atomico ocupan un volumen mayor y esto se ve reflejado en la relacién empirica entre el
nimero atémico y el radio del nicleo [31]

R =rgA'3, (4.7)

donde rg = 1.21fm. Aproximando los nticleos atémicos como esferas cargadas y utilizando la ecuacién 4.7
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podemos calcular la densidad numérica de los ntcleos atémicos como

A 3A

V ~ 4rR3 4rrd

= 0.19fm™3. (4.8)

En términos de densidad de masa, si consideramos las masa promedio de los nucleones como 939MeV /c?,

entonces la densidad de masa para los niicleos atomicos es

MeV 014

p =939 na~2x1

=2 g-cm 7. (4.9)
Al modelar el nicleo atémico bajo estos dos supuestos obtuvimos una densidad constante para todo ntimero
atémico. Si bien la densidad de masa para cada niicleo atémico en realidad varia y los cdlculos dependen del
potencial nuclear que se utilice, este modelo refleja el fenémeno de repulsién y atraccién que experimentan
los nucleones dentro del ntcleo, y como al incrementar el niimero atémico, el radio nuclear también debe
de crecer para que los nucleones puedan mantener su distanciamiento y la fuerza que experimenten sea

0'g - cm~3 se le conoce como densidad de saturacién nuclear (psat) y es el concepto

atractiva. El valor 2 x 1
que hace referencia a cémo incrementa el volumen del nicleo atémico al aumentar la cantidad de nucleones
en su interior, manteniendo una consistencia las densidades de masa cuando los nicleos atémicos son

aproximados como una esfera cargada [31].

Las densidades de masa que existen dentro del nicleo exterior de una estrella de neutrones pasan este
limite de saturacion nuclear. Una vez superado, la estructura reticular desaparece asi como los nicleos
atémicos, encontrdndonos con una mezcla de neutrones, protones y electrones [12]. El rango de densidades
del ntcleo exterior de una estrella de neutrones va de 0.5pg, hasta 2pg,. Existen modelos de estrellas de
neutrones cuya densidad central se aproxima a la densidad de saturacién nuclear, pero también pueden
existir estrellas de neutrones con densidades mayores a 2pg,¢ [32]. Para estas tltimas estrellas, podremos

distinguir la estructura interna del nticleo estelar, que alcanza densidades de masa superiores a 2pgat.

Antes de alcanzar el limite de saturacién nuclear, el nimero de masa atomica en el nticleo exterior de

las estrellas de neutrones es del orden de 10°7

. Este extremo escenario permite modelar la materia como
materia nuclear. El concepto de materia nuclear es una idealizaciéon que considera un sistema infinito de
nucleones, es decir, hace que el nimero de masa atémica tienda a infinito [12, 32]. Para la materia nuclear,
las interacciones coulombianas son inexistentes y las interacciones nucleén - nucleén dependen inicamente
de las densidades de protones y neutrones [32]. Para poder entender este concepto, podemos recurrir a la
parametrizacién de Weizsécker (4.2) y calcular la energia de enlace por nucleén Ej,/A

as Z2 (N—-2)? ¢

E
lim —2 = lim + a,

Asoo A A—o0 —0v Al/3

N —2Z)?
:—av—i—% lim -2y

a4 T e 1A T (4.10)

Para el modelo de materia nuclear, el término de superficie, el término de Coulomb y el de paridad tienden
a cero. En este escenario la energia de enlace estd dada tnicamente por el término de volumen y por el
término de simetria, que considera la diferencia entre el niimero de protones y neutrones en la materia

nuclear. Diremos que la materia nuclear es simétrica si Z = N o equivalentemente Z/A = 0.5.

Una de las diferencias entre la materia nuclear y la materia en el interior de los ntcleos atémicos surge al



Estrellas de neutrones 49

comparar las energias de enlace por nucleén. De la Figura 4.3 vemos que el rango de energias de enlace
para distintos ntclidos es de 1 — 8.8MeV mientras que el término de volumen en la parametrizacion de
Weizsécker es de aproximadamente 16MeV [12, 31]. Esta diferencia tan notoria en las energias de enlace
entre los nicleos atémicos y la materia nuclear incluso para ntcleos con nimeros de masa tan grandes
como de 200 — 250 es el reflejo de cémo no hay una extrapolacién inmediata entre las propiedades de los

ntcleos atémicos y la materia nuclear [12].

Otro efecto a tomar en cuenta en el modelado de la materia en el nicleo exterior es que la materia no
es simétrica. Al final de la corteza interior la tasa de protones/neutrones es de 40/1540 =~ 0.02, lo que se
traduce como una gran asimetria en la materia. En comparacién, los niicleos atémicos con proporciones
Z/A més bajas conocidas son los de 8He, 'Li y Be con cocientes de 0.25, 0.27 y 0.29 respectivamente.
Incluso en la secuencia de niclidos presentes en la corteza exterior descrita en la Tabla 4.1, el cociente Z/A
estd mas cerca de 0.5 que de 0.02. Esto también refleja la necesidad en los modelos de materia nuclear de
tomar en cuenta la extrema cantidad de neutrones y cémo difiere el interior de una estrella de neutrones

de la materia en los nicleos atémicos [12].

Un punto de partida para modelar el nticleo externo es considerar la materia formada unicamente por
neutrones, iniciando con interacciones entre dos cuerpos (neutrones). Ecuaciones de estado més complejas

consideran interacciones entre mas de dos cuerpos [12].

4.1.5. La materia en el nicleo interno

A la largo de esta seccién y apoyados de las propiedades derivadas en el Capitulo 2 hemos explorado
cémo el aumento en la densidad de masa en el interior de las estrellas de neutrones lleva a diferentes
interacciones entre electrones, protones y neutrones. Estas interacciones obedecen a la Segunda Ley de la
Termodindmica, donde la materia en el interior de las estrellas de neutrones buscaréd un estado de equilibrio
tal que su energia interna sea minima. El recorrido hecho hasta ahora esta representado en la Figura 4.4,

ilustrando las distintas partes en las que dividimos el interior de las estrellas de neutrones para su estudio.

Veremos que para densidades superiores a 2pg,; la existencia de particulas mas pesadas que los electrones,
protones y neutrones puede ser energéticamente favorecida, dependiendo del rango de densidades y de la
energia-masa en reposo de las particulas en cuestién [12]. Por otro lado, para la creacién, decaimiento y
aniquilacién de diferentes particulas, se espera que el nimero bariénico y el niimero de carga sean cantidades
conservadas en el interior de una estrella de neutrones. De esta forma, las tnicas reglas que impondremos
para la existencia de estas nuevas particulas en el interior del nicleo interno de las estrellas de neutrones,
serdn la conservaciéon del nimero de carga y del nimero bariénico, y que la energia asociada al estado en
el que se encuentre la nueva particula sea alcanzable para el régimen de densidades de masa en el que se

encuentre el nucleo estelar.

Para el caso de los leptones, las siguientes particulas mas pesadas son el muén p~ y el tau 7. Ambas tienen
un niimero de carga -1 y una masa en reposo de 105.7MeV /c? y 1776MeV /c?, respectivamente. Para que
sea energéticamente favorable la existencia de estas particulas, se debe cumplir que el potencial quimico
del electron sea comparable con las masas en reposo de estas particulas. En un ejercicio similar al realizado
en la Seccién 2.4 podemos conocer este régimen de densidades utilizando la ecuacién (3.6), pues nuestros

electrones atin dentro del nicleo interno siguen modelandose como una nube no interactuante, degenerada
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Corteza

Nucleo

12.5km
12.9km
13.1km

Figura 4.4: Corte sin escala de un modelo esférico de estrella de neutrones. Se ilustra el niicleo externo e interno, la pasta
en la zona de transicién entre la corteza y el nicleo, y la corteza externa e interna de la estrella. Los radios de cada seccién
fueron obtenidos del modelo presentado en la referencia [12], que tiene una masa total de 2Mg.

y relativista. Por otro lado, la ecuacién (3.23) no deberia continuar utilizindose, pues la aproximacion fue
hecha suponiendo simetria en la materia y que atin existe un nticleo atémico. Sin embargo la expresién nos
serd util para aproximar una cota inferior en el régimen de densidades, pues la densidad de masa calculada

de esta forma serd menor al seguir tomando en cuenta defectos de masa en el nticleo por energias de enlace.

Para que los muones puedan aparecer en el nicleo interno el potencial quimico de los electrones debe alcan-
zar la energia-masa en reposo de los muones. Bajo nuestro modelo, el potencial quimico de los electrones
no es mas que la energia de Fermi y, por lo tanto, el momento de Fermi asociado a los electrones debe de

ser pp = myc. Con estos valores, obtenemos para la densidad de masa

8 3 —
p=2mmugs (muc)® ~2x1083g - em ™3, (4.11)
Esto es un orden de magnitud por debajo de la densidad de saturacién nuclear. En [12], se reporta que la
densidad de masa necesaria para la aparicién de muones en el interior del nticleo interno es 3pgas. Como
esperabamos, bajo nuestra aproximacién la densidad de masa obtenida es inferior a la reportada en [12],
sin embargo 3psat sigue siendo un régimen de densidades tipico en el nicleo interno de las estrellas de

neutrones, por lo que la existencia de muones en los nicleos internos de estrellas de neutrones es posible.

Por otro lado, para las particulas tau, la densidad de masa necesaria es

p=2mpg (mrc)® ~ 8 x 10'%g - cm ™. (4.12)

o
3h?

Este valor es mas de 100 veces la densidad de saturacién nuclear y estd por encima de la densidad de
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masa central maxima que se cree que pueden tener las extrellas de neutrones, del orden de 10 a 20 veces la
densidad de saturacién nuclear. Por esta razon resulta poco factible que existan particulas tau en el nicleo

de una estrella de neutrones.

Para los bariones, se piensa que las siguientes particulas que pueden aparecer en el nicleo, ordenadas de
menor a mayor masa son Lambda (A), Sigma (X2tX~3%), Xi (27=2°) y Omega (27) [12]. Mientras que
los nucleones estan formados por quarks up y down, estos bariones estan formados por quarks up, down y
por uno o mas quarks extranos, distinguiéndose asi de los protones y neutrones y recibiendo el nombre de

hiperiones [12].

La posible existencia de hiperiones en el nicleo interno de las estrellas de neutrones lleva a analizar
sus interacciones con los nucleones y con otros hiperiones. Este problema ha sido afrontado realizando
extrapolaciones de interacciones nucleén - nucleén, analizando simetrias en la interaccién fuerte y creando
modelos computacionales bajo distintos potenciales y restricciones en la materia hiperiénica [32]. Las
diferencias entre las ecuaciones de estado que se obtienen de considerar este tipo de materia son resultado
de las distintas suposiciones en las interacciones nucleén - nucledén, nucledn - hiperién e hiperion - hiperion,

pues aun existen grandes retos en el estudio de las interacciones de estas particulas [32].

Para conocer el orden de densidades a las que pueden aparecer este tipo de particulas, el potencial quimi-
co bariénico primero debe alcanzar la energia-masa en reposo del hiperion A que tiene una masa de
1116MeV /c? [12]. De la ecuacién (2.31) obtenemos que el potencial quimico bariénico es igual al potencial

quimico del neutrén, luego su potencial quimico es igual a su energia de Fermi asociada, obteniendo

mac® = pi, = Epn = p%ﬂ’nc2 +mZct = pp, =y/mi —mic,
8w ’ 15 3
= p=Migg \/m3 —mZc) ~1.6x10"g-cm™. (4.13)

Esta densidad corresponde de 4 a 8 veces la densidad de saturacion nuclear, suponiendo materia puramente

neutrénica y no interactuante.

Finalmente podemos preguntarnos ;qué ocurre con los decaimientos de estas particulas? El muén decae
a un electrén, un antineutrino electrén y un neutrino muén; los hiperiones ligeros decaen a un protén y
algin mesén; y los hiperiones mas pesados decaen a otros hiperiones. El punto clave en el andlisis de estos
decaimientos es que involucran a dos fermiones que son el electrén y el protén. Asi como el decaimiento
del neutrén (2.40) estd prohibido dentro de la estrella si todos los estados para el electrén estén ocupados,
los decaimientos para estas particulas también estaran prohibidos por el Principio de Exclusiéon de Pauli
[12].

Se cree que muchas otras particulas pueden existir en el nucleo interno de las estrellas de neutrones:
mesones, hiperntcleos,? incluso ntcleos estelares de quarks. La idea clave para proponer la existencia de
estas particulas en el interior de las estrellas de neutrones esta en el aumento en la densidad central de la
estrella, que de superar la densidad critica en la cual los quarks comienzan a separarse de los nucleones, lleva
a considerar nuevas contribuciones a la presién interna de la estrella. Uno de los modelos méas conocidos

para estrellas de quarks es el modelo de bolsa del MIT, donde el gas fermiénico degenerado esta formado

2Ntcleos atémicos con hiperiones en vez de nucleones
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por quarks [33]. Las consecuencias de suponer la existencia de estas particulas en el interior de las estrellas
de neutrones y sus interacciones son un objeto de estudio activo en la fisica. El lector interesado puede

encontrar un andlisis més profundo de los nicleos de las estrellas de neutrones en las referencias [1, 12, 14].

4.2. El formalismo de los politropos generalizados a trozos

Hemos visto cémo las ecuaciones de estado que buscan modelar el régimen de altas densidades dentro de
los ntcleos de las estrellas de neutrones consideran distintos pardmetros relativos al estado de la materia
y las interacciones fisicas tomadas en cuenta. Cuando se supera la densidad de saturacién nuclear (p >
10*g - cm™3), las ecuaciones de estado propuestas estdn sujetas a las distintas consideraciones que se tomen
en cuenta, como la elecciéon de un potencial para las interacciones entre nucleones y decidir cémo lidiar con
el problema de n cuerpos, considerar o no la superfluidez de los neutrones y/o la existencia de hiperiones
e hipernucleos, son ejemplos de los distintos fendémenos que se pueden tomar en cuenta cuando se busca
modelar el interior de las estrellas de neutrones [1]. Incluir o no estos fenémenos a la hora de proponer
una ecuacién de estado no sélo depende del régimen de densidades al que se quiera aplicar, pues son
fenémenos complejos que requieren de un conocimiento que en su gran mayoria es puramente teérico dada

la imposibilidad de replicar este tipo de materia en laboratorios terrestres.

Todos estos fenémenos y muchos més se han abordado durante décadas y son la razén por la que numerosas
ecuaciones de estado han sido propuestas. Como consecuencia, se ha vuelto necesario encontrar formas de
descartar o aceptar ecuaciones de estado candidatas dentro del conjunto de propuestas. Un estudio detallado

de las propuestas existentes es ajeno a los propdsitos de esta tesis.

La eleccion de cierta ecuacién de estado para el nicleo afecta las propiedades fisicas observables de las
estrellas de neutrones [1, 11, 34]. La masa, radio, spin y momento de inercia son observables ttiles, pues
son sensibles Unicamente a la ecuacién de estado elegida y no a otros fenémenos presentes en la estrella

como el enfriamiento o coeficientes de transporte [34].

Comparar modelos numéricos construidos con cierta ecuacién de estado con respecto a observaciones de
estrellas de neutrones es una forma de evaluar a las ecuaciones de estado candidatas. Generalmente estas
ecuaciones de estado son presentadas en tablas (p;, P;) con m registros calculados. Esto supone una dificul-
tad al construir modelos numéricos de estrellas de neutrones, pues la diferenciabilidad y convergencia de las
soluciones no siempre estan aseguradas [11]. A partir de este problema han surgido distintos métodos para
aproximar ecuaciones de estado tabuladas a través de funciones analiticas bien comportadas. En particular,
las ecuaciones de estado paramétricas cuentan con un conjunto de parametros libres que, dependiendo de

la eleccién, pueden aproximar a otras ecuaciones de estado.

En busca de una manera de modelar ecuaciones de estado de materia nuclear, J. S. Read et al. introdujeron,
en la referencia [34], el formalismo de las ecuaciones de estado politrépicas a trozos. Este formalismo se
basa en dividir el rango de densidades de masa del ntcleo estelar en tres intervalos [po, p1], [p1,p2] ¥
[p2, pe], seleccionados de manera no trivial. py representa el valor de densidad de masa en la frontera entre
el nicleo y la corteza de la estrella, y p. representa su densidad de masa central. Cada uno de estos tres
intervalos tiene asociada una ecuacién de estado politrépica P = K;p'¢. Los pardmetros de esta ecuacién

de estado deben ser ajustados tomando en cuenta la ecuacién de estado para la corteza, que se supone
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conocida. Este formalismo introdujo muchas ventajas contra otros ajustes o aproximaciones para ecuaciones
de estado tabuladas. Cuenta con seis parametros libres que, en comparacién con otros métodos, es una
cantidad mucho menor, y al mismo tiempo son suficientes para ajustar una gran variedad de ecuaciones
de estado candidatas tabuladas. Ademds, el espacio de pardametros libres se pude restringir tomando en
cuenta observables de estrellas de neutrones [34]. Més atn, la continuidad de la funcién P = P(p) estd
garantizada a lo largo de toda la estrella. Este formalismo se conoce como el Formalismo de Politropos a

Trozos (PP por sus siglas en inglés).

Posteriormente, M. F. O’Boyle et al. se basaron en el formalismo PP y redactaron en [11] una nueva
propuesta para ajustar ecuaciones de estado tabuladas utilizando politropos. Este nuevo formalismo se
conoce como Politropos Generalizados a Trozos (GPP por sus siglas en inglés). Entre las ventajas de utilizar
este método esté la reproduccién eficaz de las propiedades fisicas observables predichas por las ecuaciones de
estado originales, de manera que este método puede ser utilizado para evaluar a las ecuaciones de estado
candidatas. En el articulo [11] M. F. O’Boyle et al. demuestran esta afirmacién generando modelos de
estrellas de neutrones con el formalismo GPP y utilizando directamente las ecuaciones de estado tabuladas.
Los autores comparan el error en la prediccién de la masa y radio estelares, en las deformaciones por marea
y muestran una mejora comparada con el formalismo PP. Ademés de las cantidades fisicas observables,
los autores discuten ampliamente sobre la necesidad de reproducir de manera precisa el comportamiento
de otras variables como lo son el indice adiabético v y la velocidad del sonido ¢s. Ambos son indicadores
de la estabilidad de la estrella [1, 11] y en el caso de la velocidad del sonido, puesto que los métodos
numéricos para modelar y evolucionar fluidos dependen explicitamente de cg, que esta variable pueda ser
recuperada a través del formalismo GPP con precisiéon permite realizar simulaciones hidrodindmicas donde
la estrella evolucione, se eviten oscilaciones espurias y puedan analizarse otros fenémenos como sus modos
de oscilacion y frecuencias; que de otro modo variarfan significativamente si no se reprodujera cs; con
precisiéon [11]. Ademds, una restriccién bésica en las ecuaciones de estado candidatas a modelar el nicleo
de una estrella de neutrones es la verificacién de la causalidad. En otras palabras, debe verificarse que el
valor para la velocidad del sonido ¢, siempre sea menor que el valor de la velocidad de la luz en el vacio ¢
[35]. Las ecuaciones de estado que ajustaremos con el formalismo GPP satisfacen el principio de causalidad

y en el formalismo GPP se garantiza que las expresiones analogas que obtendremos también lo hardn [11].

Con este método no solo se obtiene continuidad de las funciones de presién y densidad de energia sobre toda
la estrella, sino que se asegura la diferenciabilidad de las mismas y con ello la continuidad en la velocidad
del sonido dentro de la estrella [11].

El formalismo GPP es una extensién del formalismo PP, con ventajas al utilizarse en simulaciones numéri-
cas, evitando los problemas de un formalismo que s6lo impone continuidad y no diferenciabilidad. En el
formalismo GPP, el rango de densidades de masa del nicleo estelar también se divide en tres intervalos,

[0, p1], [p1, p2] ¥ [p2, pe]- Las funciones P y € se proponen de la forma
P(p) = Kp© + A, (4.14)
K

En una ecuacién de estado politrépica se tiene A = 0 y a = 0, pues se asegura que P(p) — 0 cuando
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p — 0,y e(p) sélo toma en cuenta la masa en reposo de la estrella y la energia interna del sistema. Sin
embargo, al estar en el rango de densidades del nicleo estelar, es de utilidad proponer como pardmetros
A # 0y a # 0 para ajustar las ecuaciones de estado a partir de la corteza y asegurar las propiedades de
continuidad y diferenciabilidad. Asi, a cada intervalo de densidades [p;—1, pi] con i € {1,2,c = 3} —donde
c es el subindice para la densidad central— le corresponde un conjunto de pardmetros {K;,T';, A;, a;}. Esta
es la principal diferencia y ventaja del formalismo GPP comparado con el formalismo PP. El parametro A
puede ser interpretado como una presion adicional fuera del nicleo y a como una energia de enlace. Bajo
esta formulacién, I" ya no puede ser relacionado con el indice adiabéatico, interpretdndose inicamente como
el exponente politrépico. A partir de estas consideraciones, a las ecuaciones (4.14)-(4.15) se les conoce como

ecuaciones politropicas generalizadas a trozos.

Imponiendo diferenciabilidad y continuidad de la presién en las interfases de los politropos, de la ecuacién
(4.14) se obtiene

T; T
Kiy1 = Kip LT (4.16)
i+1
T .
i+1

mientras que de imponer diferenciabilidad de la densidad de energfa, de la ecuacién (4.15) se obtiene

Liga =14
(Fig1 — 1T = 1)

Ai+1 = a; + T Klpfl_l (418)

De estas tres relaciones se sigue la continuidad de € en cada transicién de politropos.

Los parametros A, a1 y po se ajustan de forma que se asegure la continuidad y diferenciabilidad de P
y € en la transicidon entre la corteza y el nicleo. Para esto hay que escoger una ecuacién de estado para

describir la corteza de la estrella de neutrones.

Sea Peort(p) la funcién de la presion en la corteza. Para asegurar la diferenciabilidad se toman las derivadas
con respecto a p de Peory y de (4.14). El punto donde ambas derivadas se crucen sera el designado como
po, v de esta forma se asegura la diferenciabilidad sobre la zona de transicién entre la corteza y el nicleo.

Esto es

chort Ty—1
= KiTipyt . 4.19
dp 1 1pO ( )

PO

El parametro A; es calculado de forma que se asegura la continuidad en pg

A = Pcort(p()) - Klpgl- (420)

De manera similar, el pardmetro a; se calcula considerando ecot(p) la funcién de la densidad de energia

en la corteza:

_ceontlpo) Ko A (4.21)

Po rp—1"" Po

ay
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Concluyendo, el conjunto de pardmetros {a;, A;}i=1 23 se utiliza para satisfacer condiciones de continuidad
y diferenciabilidad sobre los puntos de transiciéon dentro del nicleo y sobre la frontera entre el nticleo y
la corteza. Luego existen funciones P(p) y £(p) que son continuas y diferenciables sobre todo el rango de
densidades [0, p.], de tal forma que existe pg € [0, p.| tal que para p < po, P(p) = Peort(p) ¥ £(p) = €cort(p)-
Para p > po, las funciones P(p) y (p) estan descritas por (4.14) y (4.15), respectivamente.

Hasta ahora, se tiene como pardmetros libres al conjunto {Kj,T'1,T'9,T's, p1, p2}. Sin embargo, como se
muestra en la referencia [11], existe una preferencia en la eleccién de las densidades de transicién dentro
del ntcleo estelar, p; y p2. Esta preferencia surge de minimizar el error cuadratico medio de los ajustes de
todas las ecuaciones de estado candidatas que se busquen reproducir. De forma que p; y p2 son parametros
fijos y con valores 10'487g/cm? y 10'%g/cm?, respectivamente. Finalmente, el formalismo GPP tiene
como parametros libres al conjunto {K7,T'1,T'3,'s} y sus valores son obtenidos utilizando el método de
minimos cuadrados para ajustarse a la ecuacién de estado nuclear que sea de interés. El ajuste de estos

pardmetros es descrito a detalle en [11].

Asi, para cada eleccién de ecuacién de estado nuclear y de ecuacién de estado para la corteza que se desee
emplear, se debe ajustar el conjunto {K1,T'1,'2,'s} de acuerdo a la ecuacién de estado nuclear, y también
se deben de calcular los pardmetros {pg, a1, A1 } para la zona de transicién entre niicleo y corteza de acuerdo

con la ecuacién de estado para ésta.

En la referencia [11] se calcularon los pardmetros para un total de veinticinco ecuaciones de estado para
el nicleo estelar, presentados en este trabajo en la Tabla 4.2. Para los calculos se considerd que la corteza
de la estrella estd descrita por la ecuacién de estado SLY4, de la cual también se hizo un ajuste bajo el
formalismo GPP usando cuatro densidades divisorias, como se muestra Tabla 4.3. Las ecuaciones de estado
de los modelos de estrellas de neutrones construidos en este trabajo provienen de estas ecuaciones de estado

parametrizadas.

4.3. Ecuaciones de estructura en Relatividad General

Como hemos discutido, la descripcién del estado de la materia de las estrellas de neutrones involucra
distintos fenémenos fisicos actuando localmente, sintetizados en la ecuacién de estado. Por otro lado, el
campo gravitacional dentro y fuera de la estrella y el equilibrio interno de fuerzas son fendémenos que
deben ser estudiados desde el contexto de la Relatividad General. El objetivo de esta seccién es similar
al de la Seccion 3.2, donde se introdujeron las ecuaciones de la hidrodinamica y la ecuacion de Poisson
para deducir el conjunto de ecuaciones diferenciales que determinan las funciones de presiéon y densidad de
masa de una enana blanca estatica en funcion de las coordenadas espaciales; excepto que en esta seccién
seran establecidas para estrellas de neutrones. Para este caso, obtendremos las ecuaciones de Tolman-
Oppenheimer-Volkoff, conocidas como ecuaciones de TOV. Se trata de un sistema de ecuaciones diferenciales
ordinarias acopladas que involucran las funciones de presién interna y densidad de masa en funcién de las
coordenadas espaciales, asi como las funciones de densidad de energia de la estrella y la métrica del espacio

tiempo. Estas ecuaciones provienen de las ecuaciones de campo de Einstein.
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EOS log po(g/cm?®)  log K1 I' 'y I's

APR 14.040 -33.210 3.169 3.452 3.310
BHF 14.130 -35.016 3.284 2.774 2.618
FPS 14.087 -32.985 3.147 2.652 2.199
H4 13.499 -23.310 2.514 2.333 1.562
KDEOV 13.978 -30.250 2.967 2.835 2.803
KDEOV1 13.929 -29.232 2900 2.809 2.747
MPA1 14.088 -40.301 3.662 3.057 2.298
MS1 13.657 -30.170 2.998 2.123 1.955
MS1b 13.795 -33.774  3.241 2.136 1.963
QHC19 14.102 -36.879 3.419 2.760 2.017
RS 13.641 -25.150 2.636 2.677 2.647
SK255 13.679 -25.990 2.693 2.729 2.667
SK272 13.732 -27.597 2.804 2.793 2.733
SKI2 13.552 -24.202 2.575 2.639 2.656
SKI3 13.660 -26.457 2.729 2.680 2.708
SKI4 13.907 -31.008 3.029 2.759 2.651
SKI5 13.438 -23.109 2.505 2.708 2.727
SKI6 13.902 -31.089 3.035 2.762 2.653
SKMP 13.763 -27.116  2.766  2.741 2.698
SKOP 13.761 -26.089 2.693 2.660 2.579
SLY?2 13.967 -31.070 3.026 2.871 2.760
SLY230A 14.021 -33.385 3.184 2.895 2.588
SLY4 13.980 -31.350 3.045 2.884 2.773
SLY9 13.899 -30.657 3.005 2.796 2.652
WFF1 14.133 -34.394 3.240 3.484 3.695

Tabla 4.2: Pardmetros ajustados dentro del formalismo GPP para distintas ecuaciones de estado para el niicleo estelar. Tabla
obtenida de [11].

pi(g/cm?) Ki(cgs) I'; Ai(g/cm?) a;
0 5214 x 1079  1.611 0 0
6.285 x 10°  5.726 x 10~ 1.440 —1.354 —1.861 x 107°

1.826 x 108 1.662 x 1076 1.269 —6.025 x 103 —5.278 x 10~*
3.350 x 1011 —7.957 x 10%° -1.841 1.193 x 10° 1.035 x 1072
5317 x 1011 1.746 x 1078 1.382  7.077 x 108 8.208 x 1073

Tabla 4.3: Pardmetros de un ajuste GPP para la corteza de la ecuacién de estado SLY4, usando cuatro densidades de
transicién. Tabla obtenida de [11].
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4.3.1. El tensor de Energia-Momento

Un fluido perfecto en Relatividad General esta caracterizado por el Tensor de Energia-Momento T, simétri-

CO, cuyas Componentes son

1
TP = S(E+P) UeU® + Pg*P. (4.22)
Equivalentemente, bajando indices:
1
Taﬁ = T'wjguaguﬁ = 672 (5 + P) UaUB + Pgag, (4'23)

donde € y P son la densidad total de masa-energia y la presion del fluido, respectivamente, U® es la
4-velocidad de observadores co-méviles con el fluido y gog son las componentes del tensor métrico del

espacio-tiempo [5, 9, 10].

Una forma de entender por qué T representa la energia y momento contenido en el fluido, es definiendo
las entradas 7% como el flujo de la componente o de momento a través de la superficie de coordenada

constante [5, 36], con asociaciones especiales para los casos de a = 0y § = 0. Especificamente se asocia:
» 79 = densidad de energfa,
» 7% = flujo de energia a través de la superficie 2° constante,
s 7% = densidad de la componente i-ésima de momento,
» T = flujo de la componente i-ésima de momento a través de la superficie 7.

En un marco de referencia momentaneamente comévil, el tensor de energia-momento adquiere la represen-

tacién matricial

(4.24)

o o o o
o o N o
o g o o
o o o

Como se menciond en la seccién 3.2, la ecuaciéon de Euler (3.31) es una ecuacién en derivadas parciales
del tiempo y espacio que refleja los cambios en el campo de velocidades del fluido debido a la presencia de
fuerzas. De manera andloga, la derivada covariante del tensor de energia-momento describe los cambios en
la energia y momento del fluido:

V,T* = 9,T* + 9;T"" = 0, (4.25)

donde V, es el operador de derivada covariante. De acuerdo con la interpretacién de las entradas del
tensor de energia-momento, para p = 0, la primera de las cuatro ecuaciones presentes en (4.25) se refiere
a la conservacién de la energia, mientras que para p = 1,2, 3, las ecuaciones sintetizan la conservacién de

momento en el sistema de manera anédloga a (3.31).

La ecuacién (4.25) en conjunto con la ecuacién de conservaciéon de la masa en reposo, V, (pU*) = 0,
son conocidas como las ecuaciones relativistas de la hidrodinamica para un fluido perfecto. El tensor de
energia-momento juega un papel de doble importancia en Relatividad General, pues no sélo es el actor

principal en las ecuaciones de la hidrodindmica relativista, sino que también esta presente en las ecuaciones
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de campo de Einstein.

4.3.2. Las Ecuaciones de Campo de Einstein

Los modelos de estrellas de neutrones que estamos interesados en desarrollar son estaticos y esféricamente
simétricos, descritos en coordenadas esféricas convencionales (1,6, ¢). La métrica del espacio-tiempo debe
reflejar estas propiedades dentro y fuera de la estrella. De manera genérica, el elemento de linea asociado

a una métrica estdtica y esféricamente simétrica tiene la forma
ds?® = gooc®dt* + grrdr® 4 r?dQ, (4.26)

donde dQ2 = df? + sin® Od¢ es el elemento de angulo sélido ¥ goo, Grr> Goo y 9¢¢ son los tinicos elementos
del tensor métrico distintos de cero. El ansatz que a menudo se encuentra en la literatura es gog = —e’*# y

grr = €2¥, con las funciones ¢ = ¢(r) y 1 = ¥(r) [5, 9, 36], de forma que la métrica se reescribe como

ds? = —e*°2dt? + eV dr? + r?dQ. (4.27)

Las estrellas que se construyan tendran un radio R, y las funciones p, ¥ serdn tales que reflejen en la métrica
la forma del campo gravitacional generado por tales estrellas. Lejos de la estrella, el espacio-tiempo es plano,
lo que impone la primera condicién para las funciones métricas @, ¥ [5],

lim ¢(r) =0, lim ¥(r) =0, (4.28)

T—00 r—00

es decir, el espacio-tiempo es asintéticamente plano, como se ilustra en la figura 4.5.

Figura 4.5: Ejemplo genérico de una hipersuperficie 2-dimensional de un espacio-tiempo asintéticamente plano en 2+1 di-
mensiones.

En la Teoria de la Relatividad General, las relaciones que describen cémo cambia la geometria del espacio-
tiempo con la presencia de un cuerpo masivo se escriben de forma covariante, es decir, independiente
del marco de referencia [1, 5]. En la teorfa de gravitaciéon Newtoniana, la fuente del campo gravitacional
de un objeto es Unicamente la masa del objeto, mientras que en la Teoria de la Relatividad General, el
concepto de masa se generaliza con la equivalencia entre masa y energia, y el tensor de energia-momento es

el objeto matematico que permite caracterizar objetos con masa-energia. Este tensor ademas participa en
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las ecuaciones de conservacion que se deben de cumplir en la fisica. Todo esto cumpliendo con el Principio

de Covarianza.

Existen diversas motivaciones para introducir el tensor de Einstein G [1, 5, 12], cuyas componentes, G,
contienen informacién sobre la curvatura del espacio-tiempo. Este tensor es simétrico y sus componentes

se definen a través de la métrica del espacio-tiempo de la siguiente forma:

1
G,Lw = R,uu - §guVR7 (4'29)

donde Ry, son las componentes del tensor de Ricci (véase su definicion en el Apéndice B) y R = "V Ry,

es el escalar de Ricci.

El tensor de Einstein se relaciona con el tensor de energia-momento a través de las Ecuaciones de Campo
de Einstein,

G
G = 87T (4.30)

Tanto G como T son tensores simétricos, de forma que la relacién (4.30) sintetiza un conjunto de diez
ecuaciones diferenciales parciales acopladas a resolver. Para poder escribirlas de manera explicita es ne-
cesario calcular las diez entradas no triviales del tensor de Einstein y las diez entradas correspondientes
del tensor de energia-momento. Esto es posible, pues podemos enlistar las entradas distintas de cero de
nuestro tensor métrico g, a partir de la definicién de nuestra métrica estatica y esféricamente simétrica
(4.27), obteniendo:

gi = —€*?, (4.31)
Grr = €Y, (4.32)
gog = 12, (4.33)
Gop = r? sin? 6. (4.34)

En el Apéndice B se derivan paso a paso el tensor y el escalar de Ricci para escribir el tensor de Einstein,

de donde se obtiene que las tnicas entradas distintas de cero son

_1 2 d -2
Gy = i [r (1 e )] , (4.35)
_ Ly ), 2d¢
Gy = 3¢ (1 e ) + g (4.36)
d do\? 1 [de dy\ dpdy
2 =2 ¥ ¥ L fap _ayp
Gog =1"€ 02 <dr> +o (dr dr) ar dr] 5 (4.37)
G¢¢ = Sin2 0 - G@g. (4.38)

Para poder escribir el lado derecho de la igualdad en la ecuacién (4.30) debemos remitirnos a la definicién

de las componentes del tensor de energia-momento en la ecuacién (4.23).

Como modelamos estrellas estaticas, la Unica componente distinta de cero de la cuadrivelocidad es Uy,

luego, de la normalizacion

UtU, = —c?, (4.39)
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como UH = ¢g"U,,, se tiene que

UtU, = —c?

= ¢"U,U, = —c*

— e XUU = ¢
= U= —c-e”.

Conociendo todas las entradas de la métrica y de la cuadrivalocidad, las del tensor de energia-momento

son:

Ty = ¢ - €%, (4.40)
T, = Pe?¥, (4.41)
Tyo = Pr?, (4.42)
Ty = sin? 0 - Tye. (4.43)

Y de esta forma, a partir de las ecuaciones de campo de Einstein se obtiene el sistema de ecuaciones

diferenciales
1d )] _ o G
g (1) =sn e, 4
2 72wdg0 1 2w o G
e ™E 5 (1 e ) = 87— P(r), (4.45)
2o [(dp\? 1dp dedyp 1dy G
—21 - T 27| = 8r—P 4.46
c [dr2 * <d7“> * rdr drdr rdr b (r) (4.46)

donde la ecuacion proveniente de las componentes ¢¢ fue omitida, pues se reduce a la ecuacién de las

componentes 66.
Podemos llevar este conjunto de ecuaciones diferenciales a una forma mas simple si introducimos la funcién

m(r) = ilr (1 - e_%) . (4.47)

De esta forma, la ecuacién (4.44) toma la forma

dm 4w 9
— == . 4.4
= ety (1.49)

Por otro lado la ecuacién (4.45) se convierte en

dy _ %P(r)r?’ + m(r)
dr r [%r — 2m(7“)} .

(4.49)

A través de esta transformacioén, hemos reemplazado la tarea de encontrar la funcién i (r) a encontrar
la solucién de la ecuacién (4.48). Para la otra funcién de la métrica, ¢(r), su ecuacién diferencial quedd

expresada en términos de P(r) y m(r). Es necesario introducir una tltima ecuacién diferencial para poder
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resolver este sistema, y en una analogia a como obtuvimos las ecuaciones de estructura para las enanas
blancas, esta ultima la obtendremos mirando hacia las ecuaciones de la hidrodindmica en Relatividad
General (4.25).

V., T" =0
oTw
ox?

+TOUTY, + THTY,,.

Con las definiciones establecidas para la métrica (4.27), el tensor de energia momento (4.23) y los simbolos
de Christoffel calculados en el Apéndice B, podemos notar que el tinico caso donde la expresién anterior

no es idénticamente cero es para p = r:

Vv, T =0
oT™ y 5
= 5 + T, + 17Ty,
dP dy
Resumiendo, hemos encontrado un conjunto de tres ecuaciones diferenciales a resolver
dm  4rw
= = C—Qg(r)rz, (4.51)
dp %P(T)TS + m(r) (4.52)
dr [%r — 2m(r)} ’
dP AT p(r)r3 4+ m(r

r [%r — 2m(r)} .

A la ecuacién (4.53) se le conoce como ecuacién de TOV, aunque también es frecuente encontrar en la

literatura que a todo el sistema de ecuaciones diferenciales se le llama ecuaciones de TOV.

Al resolver el sistema (4.51)-(4.53) encontraremos como solucién a las funciones ¢(r), P(r) y m(r) [y por
consecuencia a t(r)]. En el proceso, podemos encontrar las expresiones para la densidad de masa p(r) y la
densidad de energia £(r), via la ecuacién de estado P(p) para el interior de las estrellas de neutrones y la
relacién impuesta en (2.21). En el caso de que se quiera utilizar el formalismo de los politropos generalizados

a trozos, las relaciones (4.14) y (4.15) toman lugar.

Usualmente el sistema de ecuaciones diferenciales (4.51)-(4.53) se resuelve numéricamente comenzando
desde el centro de la estrella, es decir 7 = 0, imponiendo como condicién inicial un valor para la densidad
de masa central p(r = 0) = p. > 0 y obteniendo, via la ecuacién de estado, un valor para la presién
central P(r = 0) = P, = P(p.) y un valor para la densidad de energia central .. Conforme r aumenta
y nos alejamos del centro de la estrella, la presién interna y las densidades de masa y energia del objeto
disminuyen mondtonamente hasta llegar a cero en la superficie de la estrella, en » = R. Fuera de la estrella,

para r > R, P, p y € son idénticamente cero [1, 5].

Identificamos al radio estelar R para nuestro modelo como el primer valor de r que satisface P(R) = p(R) =
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0. Fuera de la estrella, la funcién m(r) adquiere un valor constante que identificamos como la masa de la
estrella de neutrones. En efecto, notemos que la ecuacién (4.51) es el andlogo relativista de la ecuacién
de masa descrita en (3.38) y, al igual que en la seccién 3.2.1, podemos expresar la funcién de masa en su

forma integral:

T

m(r) = 2T / e(r')r2dr. (4.54)

c2

En el limite clasico € — ¢?p y de esta forma, si R es el radio de la estrella de neutrones, para r < R, la
funcién m(r) representa también en este contexto la masa contenida en una esfera de radio r, y M := m(R)

representa la masa total de la estrella de neutrones.

La funcién de masa m(r) considera ya la energia-masa en reposo, asi como la energia de enlace gravitacional.
Por lo tanto, al valor m(R) se le suele llamar masa gravitacional de la estrella y es la cantidad fisica que

puede ser medida por un observador en el exterior [12].

Fuera de la estrella (r > R), el sistema de ecuaciones diferenciales (4.51-4.53) toma la forma:

dm

- = 0, (4.55)

do _ m(r) (4.56)

dr [%r — Qm(r)}

dP

o 4.

= 0, (4.57)
donde "G

m(r)=M = e2?() =1

c2r’

y donde se impuso la condicién ¢(r) — 0 si r — oo. Esto permite reescribir la métrica (4.27) fuera de la

-1
ds? = — (1 — 2GM> Adt + (1 — 2GM> dr + r2dQ>. (4.58)

c2r c2r

estrella como

Esta se conoce como métrica de Schwarzschild y describe la geometria del espacio-tiempo en el exterior de

un objeto arbitrario de masa M, estatico y esféricamente simétrico.

Ahora estamos en condiciones de revisar la ecuacién (4.53) y contrastarla con su versién newtoniana (3.37).
Con este fin, notemos que el lado derecho de la ecuacién puede ser reescrito como el producto de cuatro

factores:

P Gm(r)e(r) (1 . P(r)) (1 N 4TFP<?”>T3> <1 _ 2Gm(r>> - (4.59)

dr c2r2 e(r) 2m(r) c2r

donde el primer factor es equivalente al lado derecho de la ecuacién (3.37) en el limite newtoniano. De esta
forma, podemos interpretar los tres factores restantes en la ecuacién (4.59) como correcciones obtenidas

en el marco de la Relatividad General.

La primera correccién, (1 + P/e), surge de la equivalencia masa-energia, modificando la densidad de masa
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p(r) y tomando en cuenta la contribucién de la presién a la energia interna del sistema. La segunda
correccion modifica a la funcién de masa m(r) considerando las contribuciones de la presién: notemos que
el término P/c? tiene las mismas unidades que la densidad de masa y, por ende, el valor 47Pr3/c?, que
representa la masa de una esfera de radio 7 y de densidad P/c?, es comparado con el valor de la funcién
de masa m(r). El tercer y dltimo término se conoce como factor de Schwarzschild y toma en cuenta la

deformacién del espacio-tiempo.

4.4. Masa maxima en las estrellas de neutrones

Como mencionamos en el Capitulo 3, una caracteristica que distingue a las estrellas compactas de las
estrellas de secuencia principal es que existe una cota superior para el valor de la masa estelar, de tal forma
que para modelos de estrellas compactas donde la densidad de masa central aumenta, el radio estelar se

encoge manteniéndose asi el régimen de densidades de masa en el interior de la estrella.

Este fenémeno en las estrellas de neutrones puede ser explicado de forma similar a como se explicé en la
seccion 3.3, pues las estrellas de neutrones se soportan contra el colapso gravitacional por la presion de
degeneracién de los fermiones en su interior y por la parte repulsiva de la interaccién fuerte. Como hemos
visto, en el régimen de densidades del orden de 10* — 107g - cm ™3 las contribuciones a la presién interna
de la estrella estan dadas principalmente por la presion de degeneracién de los electrones. Conforme la
densidad de masa aumenta y los neutrones se desconfinan del niicleo atémico, la presién de degeneracién
de los neutrones es ahora la que soporta a la estrella de su colapso. Para el final de la corteza de la estrella
de neutrones, en el limite de densidad de saturacién nuclear, las contribuciones a la presién interna de la
estrella por parte de los neutrones degenerados son del 80 % aproximadamente [1]. Sin embargo, el limite
en la masa estelar para las estrellas de neutrones es diferente al limite encontrado para las enanas blancas.
Esto es consecuencia de las diferencias en la descripcion del estado de la materia en el interior de las enanas

blancas y el interior de las estrellas de neutrones.

La incapacidad de proponer una ecuacién de estado aplicable para las estrellas de neutrones en general, lleva
a distintas predicciones en el limite de la masa estelar, dependiendo de la ecuacién de estado utilizada.
No obstante, ésta es una forma en que se pueden descartar propuestas de ecuaciones de estado para el
régimen de altas densidades, pues existen propuestas de ecuaciones de estado que predicen un limite en
la masa estelar inferior a la masa estelar de diferentes estrellas de neutrones observadas. Este filtrado en
las propuestas de ecuaciones de estado s6lo puede ser posible con los esfuerzos combinados por detectar y
medir las masas de las estrellas de neutrones presentes en el universo, pues cada vez que una estrella de

neutrones mas masiva se conoce, distintas ecuaciones de estado pueden ser descartadas.

En 2019 H. T. Cromartie et al. publicaron un articulo donde lograron medir la masa del ptulsar con
periodo del orden de milisegundos (MSP, por las siglas de millisecond pulsar, en inglés) J0740+46620,
reportando con un intervalo de credibilidad de 1o un valor de 2.14f8:(1)8M@ [37], convirtiéndose en la
estrella de neutrones mas masiva conocida hasta entonces. La masa de este pilsar pudo ser medida a
través de informacion recabada por el North American Nanohertz Observatory for Gravitational Waves
(NANOGrav) y observaciones realizadas con el telescopio Green Bank. En 2022, Roger W. Romani et al.
publicaron un articulo donde describen que lograron medir la masa del pilsar PSR J0952-0607, reportando

un valor de 2.35 + 0.17Mg, [38]. Esta estrella se encuentra en un sistema binario, y los autores lograron
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obtener la masa del pulsar a través de mediciones en las curvas de luz y las velocidades radiales de su
companera, ajustando el modelo del sistema binario y obteniendo la masa del pilsar en consecuencia. Esta
es la estrella de neutrones méas masiva conocida a la fecha, pues los autores reportan que el valor minimo

para el maximo en la masa del pilsar es de 2.19Mg, con un intervalo de confianza de 1o.

En los modelos de estrellas de neutrones que desarrollamos en este trabajo, es posible obtener el valor de
la masa maxima que se predice en funcion de la ecuacion de estado utilizada y comparar cada prediccién
con el valor central de 2.35M, del pilsar PSR J0952-0607. Debemos enfarizar que los modelos obtenidos
son modelos estaticos y esféricamente simétricos mientras que el pulsar PSR J0952-0607 es una estrella
de neutrones que posee un campo magnético de gran magnitud y tiene un periodo de rotacién de 1.41ms,
siendo el segundo més corto conocido hasta ahora [38]. Estas diferencias entre nuestros modelos numéricos
y el pulsar PSR J0952-0607 son importantes, pues modelos estaticos de estrellas de neutrones llevan a
predecir una masa maxima menor a la que pueden predecir modelos de estrellas de neutrones rotantes o
modelos que consideren las ecuaciones de la magnetohidrodindamica. Esto se debe a que dichos modelos
consideran fuerzas centrifugas y/o la contribucién de los campos magnéticos a la presién interna de las

estrellas.

Es importante recalcar que ain para los pulsares con los periodos de rotaciéon maés cortos sus velocidades
de rotaciéon no se consideran relativistas y suelen modelarse bajo la aproximacién de rotaciones lentas
de Hartle-Thorne [39]. En [1] modelan estrellas de neutrones estéticas empleando las ecuaciones de TOV
y estrellas de neutrones rotantes empleando la aproximacion de Hartle-Thorne. Utilizando ecuaciones de
estado politrépicas concluyen que la diferencia en la masa méxima predicha entre modelos estaticos y
rotantes es de a lo mas el 20%. En [40] también se analiza esta diferencia entre modelos estéticos y
rotantes cuando la ecuacion de estado utilizada esta sujeta a un minimo de restricciones fisicas: velocidad
del sonido subluminica, energias mayores o iguales a cero en el interior de la estrella y microestabilidad.
Con estas condiciones concluyen que la diferencia en la masa mdxima puede llegar a ser hasta del 20 —25 %.
Estos valores seran tomados en cuenta al comparar las predicciones en la masa méxima de nuestros modelos

estaticos y esféricamente simétricos con el valor central para la masa del pulsar PSR J0952-0607.

Esta propuesta en la evaluacién de nuestros modelos numéricos de estrellas compactas es ampliamente
utilizada y no se limita al anélisis de ecuaciones de estado realistas. Por ejemplo, Arroyo desarrolla en
[41] modelos numéricos de estrellas de neutrones esféricamente simétricas utilizando ecuaciones de estado
politrépicas y ajustando los pardmetros K, I', p. para modelar estrellas de neutrones conocidas. En [42], los
autores modelan estrellas de neutrones y estrellas de quarks restringiendo los pardmetros de las ecuaciones
de estado utilizadas de acuerdo a los datos de la onda gravitacional GW170817, producida por un sistema

binario que estaba préximo a fusionarse.



Capitulo 5

Modelado de estrellas compactas con el

software Aztekas

5.1. Aztekas

Aztekas es un software de codigo abierto y libre acceso escrito en lenguaje C de forma modular y paralelizado
con el protocolo OpenMP. Es utilizado para estudiar diversos fendémenos en el contexto de la astrofisica
[43, 44]. Especificamente, Aztekas permite realizar simulaciones numéricas resolviendo las ecuaciones de
la hidrodindmica para un fluido perfecto, tanto en el régimen clasico como en el régimen de la Relatividad
General en espacio-tiempos curvos pero fijos. Aztekas funciona en 1, 2 y 3D, en coordenadas cartesianas.
Este software ha sido desarrollado a lo largo de varios anos, principalmente por investigadores del Instituto
de Astrofisica de la UNAM, y ha sido utilizado y validado en diversos articulos cientificos entre los que
podemos citar [45, 46, 47, 48, 49, 50]. Aztekas utiliza el método de volimenes finitos para obtener la

discretizacién de las ecuaciones de la hidrodindmica escritas en forma conservativa:

0Q; = OF;
i

_q 1
at al’j SZ’ <5 )

donde se distinguen para el sistema en cuestién las cantidades conservadas (Q;), los distintos flujos (F;) y

los términos de fuente (S;).

Aztekas se ha utilizado principalmente en el estudio de acrecién y eyeccion de materia, considerando distin-
tas simetrias y escenarios donde el objeto compacto involucrado es un agujero negro. Aztekas es un cédigo
modularizado y escalable, esto significa que existe la posibilidad de crear nuevos mdédulos que funcionan
utilizando las funciones y variables disponibles en Aztekas, e incluso es posible crear nuevas funciones y
variables para simular otros fendmenos fisicos o modelar otros objetos compactos, como por ejemplo es-
trellas de neutrones y enanas blancas. Precisamente, la creaciéon de nuevos médulos es el primer paso para
estudiar distintos fenémenos sobre otros objetos compactos ademéas de agujeros negros en Aztekas. Esto
requiere de la validaciéon de dichos moédulos y su posterior integracion al cédigo fuente de Aztekas, lo que

permitiria simular la evolucién temporal de los objetos modelados.

Con este proceso en mente, uno de los propédsitos de esta tesis es contribuir al desarrollo de Aztekas cons-
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truyendo y validando los médulos necesarios para crear modelos estaticos de objetos compactos, resolviendo
numéricamente las ecuaciones de estructura para enanas blancas (3.37, 3.38) y para estrellas de neutrones

(4.51) - (4.53) dada una ecuacién de estado arbitraria para la materia en su interior.

En este capitulo describimos los algoritmos y métodos utilizados para emprender esta tarea, asi como una

explicacién sobre su implementacion en Aztekas y la salida de datos que producen nuestros médulos.

5.2. Integracion numérica de las ecuaciones de estructura

Tanto las ecuaciones de estructura para enanas blancas como para estrellas de neutrones forman un sistema
de ecuaciones diferenciales acoplado, de primer orden, que es integrado desde el centro de la estrella r, = 0,
hasta un limite arbitrario r = r > r.. En ambos casos se supone conocida una ecuacion de estado
final
para el interior de las estrella. Estos sistemas de ecuaciones diferenciales pueden ser resueltos discretizando
la coordenada espacial r formando una malla numérica. Del intervalo a integrar [r., ranal| se escoge una
particion! {re,...,7;, ..., "anal} que forma la malla. Se acostumbra que la particién escogida sea regular, es
decir |r; 11 —7r;| = h Vi, con h una constante en principio arbitraria. Discretizado el espacio, puede resolverse

el sistema de ecuaciones utilizando el siguiente algoritmo:

1. Fijamos las condiciones iniciales P(r.) = P., m(r.) = 0 tanto para enanas blancas como estrellas de

neutrones, y ademds ¢(r.) = ¢, para estrellas de neutrones tinicamente.
2. Calculamos los valores de P, m y ¢ en r = r;, el siguiente punto en la particién escogida.
3. Repetimos el segundo paso hasta llegar al tltimo punto en la particion r = rqpal-

Y €s un numero real positivo arbitrario, de tal forma que posteriormente a la integracion, la funcién
métrica p(r) puede ser reescalada. La forma como se calculan los valores para P, m y ¢ en cada punto de
la particién dependen del método numérico escogido. En Aztekas se encuentran ya definidas variables y
funciones para poder implementar métodos tipo Runge-Kutta de orden 2 y 3, que en su caso son utilizados
para integrar en el tiempo. Durante el desarrollo de nuestros médulos hemos generalizado estas funciones
para resolver un sistema de ecuaciones diferenciales arbitrario utilizando el método de Runge Kutta de

orden 2, y lo hemos empleado para integrar nuestras ecuaciones de estructura.

5.2.1. El método de Runge-Kutta

El método de Runge-Kutta de orden 2 es un método numérico que calcula la solucién del sistema de
ecuaciones diferenciales en el punto i-ésimo de la malla a partir del valor que tienen dichas soluciones en

el punto inmediato anterior. De manera general, sea nuestro sistema de ecuaciones diferenciales a resolver

W _
&L= fwm, (52)

'Es comun encontrar en la literatura que la numeracién de los puntos que forman la particién comienza en 0. Sin embargo,
a lo largo de este trabajo hemos identificado con el subindice 0 al radio dentro de la estrella de neutrones que identifica la
zona de transicién entre nicleo y corteza de la estrella (4.19). Por esta razdn, el subindice que representa el primer punto en
la malla y donde el radio de la estrella es igual a cero, es ¢, relativo a la palabra centro y no 0.
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—

con el vector solucion ¢ = (y1(z), ..., yn(z)) vy f(z, ) una funcién que representa el lado derecho del sistema
de ecuaciones diferenciales a resolver. Suponiendo que existe una particién regular {z, ..., Zana1 } tal que

|x;+1 — x;| = h, entonces el valor de 7 en el punto x; 1 estd dado por la ecuacién

. R B

Yiv1 = Ui + 3 (k‘l + kQ) , (5.3)
donde

kv =h- (i, §), (5.4)

ky =h- f(zis1, 7 + k1) (5.5)

Este es el método que utilizamos para resolver los sistemas de ecuaciones diferenciales de estructura para
las enanas blancas y las estrellas de neutrones, con la coordenada x = r. En el caso de las enanas blancas

el vector solucién es 7 = (P(r), m(r)) y la funcién f(r, ) es el lado derecho de las ecuaciones (3.37, 3.38);

mientras que para las estrellas de neutrones el vector solucién es § = (m(r), ¢(r), P(r)) con f(r,y) el lado
derecho de las ecuaciones (4.51) - (4.53).

5.2.2. Consideraciones generales en las ecuaciones de estructura

Antes de continuar debemos tener en cuenta dos consideraciones en el algoritmo para resolver nuestros
sistemas de ecuaciones diferenciales. La primera de ellas es que el lado derecho de (3.37), (4.52) y (4.53)
diverge en r = 0. Esto supone una complicacién a la hora de calcular g; tanto para enanas blancas como

para estrellas de neutrones. Esta divergencia se evita si consideramos las expansiones en Series de Taylor

dpP 4

o —ngpcr para enanas blancas, (5.6)
r

dpP Adr 3P

—~ —(e+ P)%% para estrellas de neutrones, (5.7)

dr 3c S - 3775&7“2

dﬁ N 4w 3P7’+€c7° (58)

~ 322 8 ’
dr 3c ret 3?507"2

Las aproximaciones se utilizan para calcular §; Unicamente. Para los siguientes puntos abandonamos las

expansiones en Series de Taylor y regresamos a nuestros sistemas de ecuaciones diferenciales originales.

La segunda consideracién es que si Tgana €s lo suficientemente grande, entonces el radio R de la estrella

estard dentro del intervalo [r¢, rfina1]. Esto implica que para todo r; > R los célculos de f(r,%) deben ser

realizados con P =0, p =0 y € = 0 en concordancia con lo expuesto en los capitulos anteriores.

Por la naturaleza de las ecuaciones (3.37) y (4.53), la funcién P(r) serd mondtonamente decreciente y en
cierto punto de la malla, el valor de la presiéon pasard de ser un valor positivo a ser un valor negativo.
Esto indica que hemos pasado por la raiz de la funcién P(r) y por lo tanto hemos superado el valor del
radio estelar R. Cuando esto ocurra, el primer valor negativo de P debe ser sustituido por 0 y continuar
la iteracién sobre la malla considerando que estamos fuera de la estrella.

Ademsds, el reescalamiento en la funcién de la métrica ¢(r) se realiza escogiendo una constante tal que

(R) 1— 232]\1%T’

satisfaga e*? en concordancia a lo esperado con la métrica de Schwarzschild [10].
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En resumen, para resolver nuestros sistemas de ecuaciones diferenciales comenzamos con los supuestos de
que una densidad de masa central p. es conocida y una ecuacion de estado para la materia esta dada.
Luego podemos conocer los valores P. y €., e imponemos las condiciones inciales m(r.) = 0y ¢(r.) =
©e. Posteriormente resolvemos el sistema de ecuaciones diferenciales con nuestro algoritmo integrador,
utilizando las aproximaciones por series de Taylor tinicamente en el primer punto. Continuamos iterando
sobre la malla {rc,...7;,...7s} hasta que P(r;) < 0 para algin r;. Cuando P(r;) < 0, diremos que el radio
estelar de nuestro modelo serd R = r;_1, es decir, el tltimo valor donde P fue mayor a cero. Para los puntos
subsecuentes, se resolverd el sistema de ecuaciones diferenciales en el vacio. En la Figura 5.1 se muestra un
diagrama de flujo del proceso implementado en Aztekas para construir modelos numéricos de estrellas de

neutrones (NS) y enanas blancas (WD).

5.3. La estructura e implementacion de mdédulos en Aztekas

En la Figura 5.2 se muestra un diagrama en arbol de la estructura de Aztekas. Cuenta con tres carpetas
principales llamadas Graphics, SIMULATIONS y Src. Durante el desarrollo de los médulos para construir
modelos numéricos de enanas blancas y estrellas de neutrones fueron de especial relevancia las iltimas dos
carpetas. Es en la carpeta SIMULATIONS es donde se pueden desarrollar los médulos necesarios para realizar
simulaciones hidrodinamicas. Esta carpeta se divide en dos sub-carpetas para simulaciones hidrodinamicas
en el régimen newtoniano: HD y en el régimen relativista: RHD. Por otro lado, en la carpeta Src se encuentran
los archivos donde se codifican los métodos integradores, las variables disponibles, un Makefile para la

compilacién del programa, los headers necesarios para la declaracion de variables, entre otras herramientas.

El médulo desarrollado para resolver las ecuaciones de estructura de enanas blancas se encuentra en la
carpeta WD, que a su vez se encuentra dentro de HD porque hemos utilizado las ecuaciones de estructura
newtonianas. Por otro lado, el médulo desarrollado para resolver las ecuaciones de estructura de estre-
llas de neutrones se encuentra en la carpeta TOV que a su vez se encuentra dentro de RHD. Ademaés en
la ruta Src/integration/0ODE/ se incluyé el algoritmo desarrollado que resuelve los sistemas de ecua-
ciones diferenciales tanto para enanas blancas como para estrellas de neutrones basado en el archivo
Src/integration/runge-kutta.c. La estructura de todos los médulos dentro de SIMULATIONS debe ser
similar, pues esto permite un entendimiento general de cada uno de los mddulos desarrollados asi como
la posibilidad de escalarlos. Para nuestros modelos estaticos y esféricamente simétricos de estrellas de

neutrones y enanas blancas fue necesario utilizar los siguientes tipos de archivos:

= Archivos .c: son archivos de texto donde se guarda todo el cédigo en lenguaje C desarrollado para
resolver los sistemas de ecuaciones diferenciales. En Aztekas existen archivos .c para crear la malla
e imponer las condiciones iniciales que pueden ser modificados para ajustar la solucién numérica
obtenida. Adicionalmente se crearon archivos .c para codificar las ecuaciones de estado, los sistemas
de ecuaciones diferenciales a resolver e implementar el método Runge-Kutta 2 para resolver sistemas
de ecuaciones diferenciales. En buildModel.c se llaman las funciones necesarias para realizar la

integracion del sistema de ecuaciones de acuerdo con el diagrama de flujo mostrado en la Figura 5.1.

= Archivos .h: también conocidos como headers, son archivos de texto utilizados para declarar funciones,
variables globales, macros, llamar bibliotecas y todo lo relacionado con el preprocesamiento para la

compilacién del programa. En Aztekas existen headers en cada uno de los médulos de simulaciones
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Figura 5.1: Diagrama de flujo del algoritmo para la integracién numérica y salida de datos de las ecuaciones de estructura

para estrellas de neutrones (NS) y enanas blancas (WD).
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y también en la carpeta Src. En los médulos los headers se identifican como user_param.h y son
utilizados para declarar las variables, macros y funciones especificas del médulo y de la simulacién y

que son adicionales a las implementaciones comunes a todos los médulos en la carpeta Src.

= Archivos Makefile: son archivos de texto que indican las rutas y dependencias entre los diferentes
archivos .c y .h, asi como las reglas de compilacién necesarias para obtener un archivo ejecutable.
Cada médulo en Aztekas tiene un archivo Makefile local donde se escriben las rutas de los archivos
.c y .h que fueron creados dentro del médulo, asi como las reglas de compilaciéon aplicables. Este
Makefile local llama a su vez al Makefile global de la carpeta Src para terminar la compilacién de
Aztekas

= Archivo .param: es un archivo de texto que contiene parametros globales para la simulacién, los cuales
se pasan al objeto resultante de la compilacién de Aztekas para iniciar la ejecucién del programa.
Gracias a este archivo de parametros se inicializan distintas variables. En este lugar se configuran los
valores para los parametros de la malla, la densidad central de la estrella, la ruta al directorio y el

nombre del archivo donde se guarda el resultado de la simulacién, entre otros.

En resumen, hemos construido dos mdédulos nuevos para Aztekas, donde hemos creado archivos para
resolver los sistemas de ecuaciones diferenciales de estructura de enenas blancas y estrellas de neutrones:
ode.c, las ecuaciones de estado: eos.c, el algoritmo de integracién: integration.c y el algoritmo que
sigue las reglas establecidas en el diagrama de flujo 5.1: buildModel. c. Los archivos restantes son comunes
en Aztekas y fueron estudiados para ser modificados de acuerdo a las necesidades de los médulos creados

respetando la estructura general de Aztekas.

Dada una densidad de masa central, generamos una malla espacial y es la que utilizamos como coordenada
radial, resolviendo el problema en 1D. Como resultado se obtiene un archivo de salida de datos .dat, donde
se escribe cada punto de la malla r; y las soluciones correspondientes P(r;), m(r;) y p(r;). El tamano y la
cantidad de puntos que se tenga en esta salida depende directamente de la configuracién de la malla. Esto

es, simulamos objetos esféricamente simétricos apoyados de una malla cartesiana 1D.

A lo largo de esta tesis hemos hablado sobre la apertura de los médulos desarrollados para recibir cualquier
ecuacion de estado que satisfaga las propiedades de la seccién 2.3 o la implementacion de los politropos
generalizados a trozos. Esta propiedad se consigue a través de la existencia del archivo eos.c, donde se
deben codificar dos funciones. La primera debe regresar el valor de P dado p y la segunda debe calcular
el valor de p dado P. Los médulos desarrollados son agndsticos con respecto al calculo de Py p, y
continuaran punto a punto con el proceso de integraciéon una vez pasados estos valores. Para las enanas
blancas codificamos la ecuacién de estado politrépica (2.18), admitiendo diferentes valores para K y T

Para este caso es sencillo codificar el célculo de P(p) y p(P), pues

P(o) = Ko, p(P)= (;)/

Por otro lado, para las estrellas de neutrones se codificaron los politropos generalizados a trozos (4.14, 4.15)
con sus respectivas funciones inversas, admitiendo cada una de las combinaciones de parametros mostradas
en las tablas 4.2 y 4.3.
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Figura 5.2: Diagrama en arbol de las carpetas en Aztekas. En detalle se muestran los médulos desarrollados para construir
modelos numéricos de estrellas de neutrones (carpeta TOV) y enanas blancas (carpeta WD), asi como la implementacién del
algoritmo para resolver los sistemas de ecuaciones diferencias (carpeta ODE).
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5.4. Refinamiento en el valor del radio estelar

Frecuentemente se busca mejorar la precision en el cdlculo de las soluciones cuando estamos cerca del
radio estelar, pues esto significa obtener un valor mas preciso tanto para la masa total de la estrella como
para el radio estelar. Existen diversas formas de mejorar la precisién de las soluciones numéricas. Una de
ellas utiliza los llamados métodos de Runge-Kutta adaptativos, donde el tamano de paso es acortado para
mejorar la precisiéon unicamente en un intervalo especifico del dominio a resolver. Por ejemplo, podemos
emplear un algoritmo de biseccién en el cdlculo de la solucién para la presién interna P(r) para refinar la
malla numérica cuando estemos cerca del borde de la estrella, esto es: si la presién es positiva, significa que
seguimos en el interior de la estrella, y si la presion es negativa, significa que estamos fuera de la estrella.
En vez de continuar la integraciéon haciendo P = 0, podemos regresar al iltimo valor conocido donde la
presion es positiva y reducir a la mitad el tamano de nuestro paso de integracion. Este refinamiento puede
hacerse cuantas veces sea necesario hasta que la incertidumbre en el radio estelar quede dentro de una
pequena tolerancia numérica preestablecida. De esta forma se obtiene un valor mas cercano a cero para la
presién interna cerca de la superficie de la estrella, y un valor para masa estelar més preciso en comparacién
a los valores obtenidos con la malla original. Este algoritmo de biseccién fue implementado en nuestros
primeros desarrollos de los médulos para estrellas de neutrones y enanas blancas, los cuales ejecutamos
en un entorno de prueba, aislado y ajeno a Aztekas. Sin embargo, hemos decidido no implementar este
algoritmo en Aztekas para respetar la estructura global de su malla original, pues si intentamos mejorar la
precision de las soluciones calculadas en un intervalo especifico, como por ejemplo en el borde la estrella,

estarfamos forzados a refinar la malla completa y no sélo el intervalo de interés.

Existe un método alternativo para mejorar la precision en las soluciones, conocido como método de la
entalpia [51]. La entalpia newtoniana de un sistema con energia interna U, volumen V' y presiéon P se
define como

H=U+PV. (5.9)

En el contexto de la relatividad general, es necesario tomar en cuenta la energia-masa en reposo del sistema
en nuestra definicién de la entalpia. Por esta razon, cuando se toma en cuenta la energia-masa en reposo
del sistema, se le suele llamar entalpia relativista para poder distinguirla de su version newtoniana. La
entalpia por definicién es una cantidad extensiva. Se suele trabajar con la entalpia especifica, que es una

cantidad intensiva del sistema. Definimos la entalpia especifica relativista del sistema como

P
h=c+e+—, (5.10)

P
donde € es la energfa especifica del sistema. De esta forma, ph = pc?> 4+ € + P, y ahora es claro que para
calcular la entalpia estamos tomando en cuenta la masa de nuestro sistema, su energia interna, asi como su
presion interna, en concordancia con lo expuesto hasta ahora. Por definicién la entalpia especifica relativista

decrece conforme aumenta la coordenada radial y es igual a ¢ cuando llegamos al borde de la estrella. Si

h € P
ln (02) = 111 <1 + g + pC2) 5 (5.11)

consideramos ahora
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esta funcién? tiene un valor determinado In(h./c?) = In (1 + €./c* + Ps/pec®) en el centro de la estrella,
también decrece conforme aumenta la coordenada radial y es igual 0 en el borde de la estrella. Este
comportamiento puede ser explotado en la configuracién de la malla y por ende en la precisién de las
soluciones numéricamente obtenidas. En el método de la entalpia se propone como variable independiente al
logaritmo natural de la entalpia especifica, relegando a la coordenada radial como una variable dependiente
de h con su propia ecuacién diferencial. De esta forma, el sistema de ecuaciones diferenciales a resolver queda
en funcién de la entalpia més una ecuacién adicional para la coordenada radial. La principal ventaja en este
método yace en la configuracién a priori del intervalo de integracién y de la malla numérica. Luego el sistema
puede ser resuelto utilizando métodos numéricos como el de Runge-Kutta. En comparacion, al integrar las
ecuaciones de estructura teniendo como variable de integracion a la coordenada radial, el valor del radio
estelar es desconocido hasta que el sistema es resuelto, lo que lleva a proponer intervalos de integracion de
la forma [r. = 0, 7fna1] donde rqp, puede ser menor o mayor que el radio estelar. Mientras que el método
de la entalpia propone una variable de integracién donde el intervalo siempre es conocido, [ln(hC /c?), 0],
simplificando la malla numérica y mejorando la precision en el radio y masa de los modelos estelares sin
necesidad de recurrir a métodos de Runge-Kutta adaptativos [51]. Este método no fue implementado en
Aztekas, pero es una alternativa relevante a lo métodos Runge-Kutta adaptativos y una oportunidad de

mejora en nuestro trabajo.

2

2La divisién entre ¢? es innecesaria si trabajamos con unidades geometrizadas.
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Capitulo 6

Resultados

6.1. Validacién del Integrador RK2

De resolver las ecuaciones de estructura para enanas blancas dado un valor para la densidad de masa
central p., encontramos un modelo estelar con una funcién de masa m(r) y una funcién de la presién
interna P(r). Para probar la validez de las soluciones encontradas con integradores numéricos cuando la
solucién analitica no se conoce, a menudo se realizan pruebas de autoconvergencia, donde se comprueba
que la diferencia entre soluciones obtenidas con mallas de resoluciones h, h/2 y h/4, disminuye de acuerdo

con el orden de truncamiento del integrador numérico.

Sea fp la solucién numérica obtenida con una malla de resolucién h, fj, /o la solucién numérica obtenida
con una malla de resolucién h/2, y fj,/4 la solucién numérica obtenida con una malla de resolucién h/4.

Los errores relativos entre parejas sucesivas de soluciones son
erry = |fn — fuyol, erra = |fn/2 — fryal- (6.1)

Si la solucién f es autoconvergente, entonces el cociente

erry

> 1, 6.2
errs (6:2)
o equivalentemente
erry
1 — ] > 0. 6.3
082 (erm) (6.3)

Para el caso del método Runge-Kutta 2 (abreviado como RK2) la solucién numérica se calcula con una
precisién de hasta h?, por lo que en las pruebas de convergencia se espera que logy(erry /errs) = 2, obte-
niendo asi su nombre. En la figura 6.1 se muestra el célculo de logs(err; /erry) para la funcién de masa
obtenida de resolver las ecuaciones de estructura para las enanas blancas. Se utilizron mallas numéricas
del intervalo [0Okm, 16000km] con diferentes resoluciones. La solucién de menor resolucién fue calculada en
una malla de 250 puntos; la solucién de resolucién intermedia corresponde a una malla de 500 puntos, y la
de mayor resolucién corresponde a una malla de 1000 puntos. A partir de estas tres soluciones calculamos

los errores relativos err; y errs.

75
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Autoconvergencia de las soluciones para Enanas Blancas utilizando el integrador RK2
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Figura 6.1: Factor de autoconvergencia (6.3) de la funcién de masa para modelos enanas blancas, utilizando un integrador
RK2. Se utilizaron mallas con resoluciones de 250, 500 y 1000 puntos.

Podemos notar en la Figura 6.1 que el factor de autoconvergencia de la solucién estd en el intervalo

(~ 1.6, ~ 2.1), lo cual es consistente con la expectativa.

6.2. Modelos de enanas blancas

Como hemos mencionado anteriormente, el objetivo de los mdédulos desarrollados en Aztekas es obtener
modelos de enanas blancas y estrellas de neutrones estaticos y esféricamente simétricos. En el caso de las
enanas blancas, el médulo desarrollado es capaz de construir modelos con distintos valores para la densidad
central de masa y utilizando diferentes ecuaciones de estado para la materia en el interior. Para ilustrar esta
capacidad, en las Figuras 6.2 y 6.3 se muestran las soluciones para la funcién de masa y la presién interna

utilizando distintos valores para la densidad central de masa y distintas ecuaciones de estado politrépicas.

En la Figura 6.2 podemos observar el suave crecimiento de la funcién de masa m(r), la cual continia
creciendo hasta que la densidad de masa p es igual a cero en la frontera de la estrella. A partir de este

punto, la funciéon de masa se torna a un valor constante: la masa estelar.

También queda en evidencia cémo al escoger un valor para la densidad de masa mads alto mientras mo-
dificamos el indice politrépico, la masa estelar del modelo obtenido es més grande, tendiendo a un valor

aproximado de 1.4Mg, es decir, al limite de Chandrasekhar.

Para modelos de enanas blancas a densidades bajas, descritos con un indice adiabético v = 5/3 se obtienen

modelos con masas estelares bajas y radio estelares grandes. Para los modelos con densidades de masa
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La funcién de masa m(r) para distintos modelos de enanas blancas
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Figura 6.2: Funcién de masa m(r) para nueve modelos de enanas blancas estéticos y esféricamente simétricos utilizando
ecuaciones de estado politrépicas. La eleccién del indice politrépico para cada modelo se hizo en concordancia con la densidad
de masa central utilizada para construir el modelo: v = 5/3 para densidades bajas, v = 3/2 para densidades intermedias y
~ = 4/3 para densidades altas, de acuerdo a lo expuesto en el capitulo 3.

altas y descritos con un indice adiabatico v = 4/3 en la grafica se aprecia cémo la masa estelar tiende a un
valor cercano a 1.4Mg y los radios estelares son menores comparados con los modelos a densidades bajas,

en concordancia a lo descrito en el capitulo 3.

En la Figura 6.3 graficamos el comportamiento de la presién interna normalizada entre la presién central
para cada uno de los nueve modelos de enanas blancas obtenidos. En la figura se muestra cémo decrece
la presién interna de la estrella en funcién de la coordenada radial. Podemos apreciar cémo para modelos
de enanas blancas a densidades bajas, la presion interna decrece lentamente y los modelos tienen radios
estelares més grandes, mientras que para los modelos con densidades de masa centrales mucho mas altas,
la presién interna decrece rapidamente y los radios estelares se acortan notablemente. La suavidad en las

funciones con respecto a la coordenada radial también puede apreciarse.

Una prueba mas robusta de la capacidad del médulo implementado para las enanas blancas de obtener
modelos estelares cuya funcién de masa tienda al limite de Chandrasekhar puede ser obtenida si calculamos
la masa estelar M = m(R) para una secuencia de modelos en el limite de densidades de masa de 1 x
107g - cm™3 a distintas resoluciones. Esto pone a prueba los dos pardmetros mas importantes de nuestro

moédulo a la hora de construir modelos de enanas blancas:
= La resolucién de la malla, para mostrar que el integrador calcula soluciones convergentes

= La densidad de masa central, para mostrar que la masa estelar tiende a un limite de masa maxima
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La presién interna P(r) para distintos modelos de enanas blancas
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Figura 6.3: Presién interna entre la presiéon central P(r)/P. para los mismos nueve modelos de enanas blancas presentados
en la figura 6.2.
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Autoconvergencia en la secuencia de modelos de Enanas Blancas en el 1fmite superior para la densidad de masa central
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Figura 6.4: Secuencia de modelos de enanas blancas en el limite de 1 x 107g - em ™ calculados con mallas numéricas a distintas
resoluciones. En la figura podemos observar cémo la diferencia en la masa estelar se reduce al aumentar la resolucién de las
mallas y con ello la precisién en el valor de la masa, el cual converge al limite de Chandrasekhar.

Esta prueba se muestra en la Figura 6.4, donde presentamos secuencias de modelos de enanas blancas en
el rango de densidades de masa de [6 x 108g-ecm™3, 1 x 107g - cm_3) utilizando mallas con una resolucién
de 100, 200 y 400 puntos para cada secuencia. Del resultado de este experimento numérico inferimos que
el valor de la masa estelar es convergente conforme la resolucién y la densidad de masa aumentan, pues
vemos que para el caso de la secuencia obtenida con una resolucién de 100 puntos, el rango en la masa
estelar de los modelos va de [1.438Mg, 1.441Mg], y conforme la malla se refina y llegamos a 400 puntos,
el rango de masa se acota a [1.434Mg), 1.435Mg].

Dada cierta ecuacién de estado, podemos obtener distintos modelos de enanas blancas o estrellas de neutro-
nes variando secuencialmente la densidad de masa central utilizada para calcular dichos modelos. De estas
variaciones se obtienen valores de radios y masas estelares en funcién de la densidad de masa central exclu-
sivamente. Estas secuencias se utilizan para realizar gréficas (R, M) tanto para enanas blancas como para
estrellas de neutrones y explorar el comportamiento de los radios y masas estelares para cierta ecuaciéon de
estado y en cierto rango de densidades. En particular, estas graficas nos son de utilidad si las secuencias son
calculadas para un rango de densidades lo suficientemente amplio, pues nos permite estudiar los valores de
la masa y radio estelares a densidades bajas y cémo la masa estelar tiende a una masa maxima y el radio
estelar disminuye conforme la densidad aumenta. Estas secuencias son preferidas a la Figura 6.2 cuando
es necesario resumir el comportamiento de las cantidades fisicas medibles de las estrellas compactas bajo
cierta ecuacién de estado, pues en lugar de mostrar cémo cambia la funcién de masa en todo el intervalo
[0, R] para cada uno de los modelos obtenidos, se muestra una sola curva parametrizada por la densidad

de masa central mostrando inicamente los valores de las masas y radios estelares.

En la Figura 6.5 se muestran las secuencias de radio y masas estelares de modelos construidos utilizando
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las ecuaciones de estructura newtonianas (3.37)-(3.38) y las ecuaciones de estado politrépicas (3.24)-(3.25).
Las ecuaciones de estado politrépicas (3.24)-(3.25) fueron obtenidas de aproximar la ecuacién de estado
original obtenida en el capitulo 3 a los limites de densidades de masa central bajas (~ 10*g - cm™3) y altas
(~ 10%g - cm™3) respectivamente. Estas aproximaciones en la ecuacién de estado para las enanas blancas
nos permiten modelar enanas blancas ligeras, con densidades bajas y un indice adiabatico que tiende a 5/3
y también enanas blancas masivas, con densidades en su interior mucho maés altas y un indice adiabatico
que tiende a 4/3. Fuera de estos limites aplicables, estas ecuaciones de estado politrépicas no modelan
correctamente a las enanas blancas y las secuencias de masa y radio estelares muestran comportamientos
incongruentes. Como muestra de esta afirmacién, en la Figura 6.5 se graficaron secuencias de modelos
estelares donde se utiliz6 como ecuacién de estado la ecuacién (3.24). En la Figura 6.5 a, se observa c6mo
los modelos obtenidos aumentan su masa estelar arbitrariamente mientras se disminuye su radio estelar.
Este comportamiento dista de la realidad, donde la masa estelar de nuestros modelos de enanas blancas

no debe sobrepasar el limite de Chandrasekhar.

Para poder explicar este comportamiento en nuestros modelos estelares con exponente politrépico 5/3,
tomaremos el resultado de [2] donde se muestra que el radio y masa estelar de las enanas blancas se puede
parametrizar en el limite de bajas densidades utilizando una ecuacién de estado politrépica con exponente

5/3, quedando en funcién de la densidad de masa central p. y de la masa molecular promedio u:

9\ 5/2 p 1/2
C
9 5/6 106 ) —3\ 1/6
R =1.12160 x 10° () <gcm> km. (6.5)
K Pe

Podemos pasar de una expresién paramétrica para el radio y masa estelares a una funcién M (R) y notar
que
M x R™'/3. (6.6)

Vemos que utilizar como exponente politrépico 5/3 lleva a modelos donde se reduce el radio estelar con-
forme la densidad de masa central aumenta mientras el valor de la masa estelar también aumenta. Este
comportamiento es tipico en enanas blancas de baja densidad, que poseen una masa ligera, y se vuelven
mas masivas conforme su densidad de masa central aumenta. No obstante, la masa estelar para estos mo-
delos no esta acotada y no es posible reproducir el comportamiento de las enanas blancas en el limite a
altas densidades, donde la masa estelar tiende a la masa de Chandrasekhar. Esto significa que serfa un
error intentar modelar enanas blancas con densidades centrales altas (~ 10%g - cm™3) con un exponente
politrépico de 5/3, en consistencia con el comportamiento del indice adiabatico de la materia en el interior

de las enanas blancas, y como mostramos en la Figura 3.6 una mejor aproximacion es utilizar el valor de

4/3.

En [2] también se muestra que es posible obtener una parametrizaciéon en el limite de altas densidades
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utilizando ecuacién de estado politrépica con exponente 4/3, consiguiendo las relaciones
9\ 2
M = 1.45607 <) Mg, (6.7)
1

2/3 6o -3\ 1/3
R = 3.34598 x 10* (i) <1ng<:m> k. (6.8)

En este caso la masa estelar deja de estar en funcién de la densidad de masa central del modelo y es un
valor constante para todos los modelos con la misma masa molecular promedio. Este comportamiento en
los modelos estelares también estd graficado en Figura 6.5 b, donde una linea recta horizontal muestra
como la masa estelar de los modelos estelares es constante sin importar el valor del radio estelar. En este
caso, intentar modelar enanas blancas a densidades bajas lleva a inconsistencias en el tamano y masa que
tendrian esos modelos, obteniéndose modelos mas grandes y masivos que en la realidad. Finalmente en la
Figura 6.5 ¢ también mostramos una secuencia de modelos estelares donde utilizamos los politropos 5/3 o
4/3 para obtener estos modelos dependiendo de la densidad central utilizada. En esta grafica a pesar de
obtener una continuidad en los valores de radio y masa estelar, se muestra que la curva no es derivable en el
punto donde se encuentran los modelos con politropo 5/3 y los modelos con politropo 4/3 y es consecuencia
de intentar modelar a las estrellas que se encuentran en un régimen de densidades intermedio con cualquiera

de estos dos exponentes politropicos.

6.3. Modelos de estrellas de neutrones

Para el caso de las estrellas de neutrones, gracias al formalismo de los politropos generalizados a trozos
dispusimos de un conjunto de veinticinco ecuaciones de estado realistas para obtener modelos de estrellas
de neutrones estdticas y esféricamente simétricas. De acuerdo con O’Boyle et al. en [11], este conjunto de
veinticinco ecuaciones de estado son aplicables en un rango de densidades de masa de 104 — 10%g - cm™3
de manera que calculamos secuencias de modelos de estrellas de neutrones en este rango de densidades
para cada una de las 25 ecuaciones de estado. El resultado de estos calculos se muestra en la Figura 6.6
donde se grafican las masas y radios estelares, y se comparan en el valor central de 2.35M4 del pilsar PSR

J0952-0607, la estrella de neutrones mas masiva conocida hasta ahora [38].

Para poder realizar la comparacion entre las distintas ecuaciones de estado y la masa del pilsar PSR J0952-
0607, las secuencias de estrellas de neutrones comienzan en un régimen de densidades de masa pequeiio, del
orden de 10'g - cm™2, hasta un régimen de densidades extremadamente alto, del orden de 10'%g - cm™3.
Este arreglo permitié alcanzar la masa estelar méxima que predice cada ecuacién de estado con su densidad
de masa central utilizada, y de esta forma nos aseguramos de que al mostrar cada secuencia en la Figura

6.6 el maximo ilustrado es la masa estelar maxima predicha en la secuencia.

En la Tabla 6.1 se muestra el valor de la masa méaxima que predice cada ecuacién de estado, ademas del
radio estelar y la densidad de masa central utilizada para obtener este valor. Para todas las ecuaciones de
estado, la masa méxima de las estrellas de neutrones se alcanzé en un régimen de densidades consistente con
lo expuesto en el capitulo 4, que va de (1.1 — 2.3) x 10'®g - cm™3. Tanto en la Figura 6.6 como en la tabla
6.1 podemos notar que unicamente tres ecuaciones de estado predicen modelos estaticos, esféricamente

simétricos de estrellas de neutrones cuya masa méxima es superior a la masa del pilsar PSR J0952-0607.
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Modelos de enanas blancas
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Figura 6.5: Secuencias de modelos estelares utilizando ecuaciones de estructura newtonianas y ecuaciones de estado politrépi-
cas. De arriba hacia abajo: a. Secuencia de masa y radio estelares utilizando el exponente politrépico 5/3 aplicable para
modelos de enanas blancas a densidades bajas, b. Secuencia de masa y radio estelares con politropos 5/3 y 4/3 mostrando sus
distintos comportamientos y predicciones de modelos estelares, c. Secuencia de masa y radio estelares utilizando la ecuacién
de estado politrépica acorde al limite de densidades aplicable en los modelos.
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EoS Pe (1015g~cm_3) R (km) Muax (Mg)
APR 1.940860 9.88697 2.173328
BHF 2.280710 9.40270 1.908925
FPS 2.341650 9.45879 1.794230
H4 1.659990 11.63081 2.002535
KDEOV 2.207000 9.56258 1.952591
KDEOV1 2.169210 9.68729 1.956118
MPA1 1.494250 11.31480 2.453575
MS1 1.133880 13.31367 2.710292
MS1b 1.142500 13.08225 2.752506
QHC19 1.860320 10.41583 2.072548
RS 1.817400 10.76359 2.086487
SK255 1.782290 10.80337 2.117631
SK272 1.684911 11.02267 2.215761
SKI2 1.719600 11.11683 2.129806
SKI3 1.638750 11.25177 2.223855
SKI4 1.782160 10.61722 2.158114
SKI5 1.606375 11.55739 2.203808
SKI6 1.761437 10.67055 2.171458
SKMP 1.875380 10.48444 2.079720
SKOP 2.038550 10.14696 1.960185
SLY2 2.029070 9.94182 2.035835
SLY230A 1.915025 10.21588 2.096820
SLY4 2.012520 9.96481 2.045759
SLY9 1.801043 10.57453 2.149445
WFF1 2.138210 9.29052 2.106027

Tabla 6.1: Masa maxima predecida para cada una de las veinticinco ecuaciones de estado ajustadas con el formalismo GPP.
Adem3&s de la masa méxima, se reporta la densidad de masa central utilizada para obtener el modelo y su radio estelar. Se
resaltan las tres ecuaciones de estado cuyas masas méximas superan el valor de 2.35Mg, masa del pilsar PSR J0952-0607 [38].

En la seccién 4.4 mencionamos que los modelos estaticos de estrellas de neutrones llevan a predecir masas
maximas menores en comparacién a modelos de estrellas de neutrones rotantes, y que esta diferencia puede
llegar a ser del 20 — 25 %. Esto significa que la masa maxima que se predice para estas 25 ecuaciones de
estado podria aumentarse hasta un 25 % maés tomando en cuenta rotacién. Por estas razones, ecuaciones de
estado que predicen masa maximas para modelos estaticos por encima de 1.96My, podrian predecir para
modelos rotantes masas méximas que se equiparen o superen el valor central del ptlsar PSR J0952-0607 de
2.35Mg. Las ecuaciones de estado que tienen esta posibilidad son aquellas que alcanzan la zona sombreada
en la Figura 6.6. Por otro lado, las ecuaciones de estado que predicen una masa méaxima con modelos
estaticos por debajo de 1.96Mg, van a predecir una masa méaxima con modelos rotantes por debajo de

2.35Mg y son aquellas que no alcanzan la zona sombreada en la Figura 6.6.

Los resultados obtenidos para estrellas de neutrones son consistentes con los reportados por O’Boyle et al.
en [11], quienes calcularon las masas méximas de estas ecuaciones de estado utilizando el formalismo GPP
y utilizando una ecuacién de estado tabulada para la corteza, a diferencia de nosotros, que utilizamos la
ecuacion de estado SLY4 para la corteza con el formalismo GPP con los pardmetros mostrados en la tabla
4.3.
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Ecuacién de estado MPA1 utilizando GPP

------ Densidad divisoria 10'*%° g -cm ™3

————— Densidad divisoria 101487 g .cm =3

1014 1

Presion interna (g - cm ™)

PR 6104 1015

Densidad de masa (g - cm ™)

Figura 6.7: Presién interna (P/c?) en funcién de la densidad de masa para la ecuacién de estado MPA1 en el rango tipico
de densidades de masa central para una estrella de neutrones. Se muestran en las lineas verticales las densidades divisorias
establecidas por el formalismo GPP.

Finalmente, enfocaremos nuestra atencién en las tres ecuaciones de estado cuya prediccién en la masa
maxima supera a la masa del pilsar PSR J0952-0607. Estas ecuaciones de estado son MPA1, MS1 y
MS1b, las cuales al ser ajustadas con el formalismo GPP, la continuidad y diferenciabilidad de P(p) estéd
garantizada. Adn mads, por la definicién del indice adiabético (2.8), también se asegura la posibilidad de

calcular el indice adiabdtico continuo a partir de estas ecuaciones de estado.

En las Figuras 6.7 - 6.12 se muestra el comportamiento de la presién interna en funcién de la densidad de
masa central, asi como del indice adiabatico. En el articulo [11] de O’Boyle et al. trabajan con unidades
tales que ¢ = 1. Por esta razén, en esta parte especifica de los resultados divideremos a la presion interna

entre ¢ para mostrar las graficas en armonia con los resultados presentados en [11].

Como es de esperar, en los tres casos la grafica de P(p) es suave y continua para todo valor de la densidad

central y la transicién entre las densidades divisorias 10%7g.cm™3 y 1014%g . cm™3

es imperceptible,
gracias a los ajustes en los parametros A y a de los politropos generalizados que permitieron asegurar la

continuidad y diferenciabilidad incluso en estos puntos.

Para las tres ecuaciones de estado el indice adiabatico es continuo y toma valores entre 2 y 3 si las
densidades de masa estdn entre 10Mg - cm ™ y 10'°g - cm 3. Esto es consistente con el comportamiento del
indice adiabético predicho por las ecuaciones de estado originales. Auin més, un indice adiabatico v > 2
es un indicador de que el nicleo estelar de nuestro modelo considera tinicamente materia hadrénica en su
interior [52]. En los tres casos, conforme la densidad de masa aumenta y después de superar el valor de
la primer densidad divisoria de 10'487g . cm™3, el indice adiabético muestra una tendencia decreciente, y

después de superar el valor de la segunda densidad divisoria de 1014%g - cm™ esta tendencia es irreversible
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Indice adibitico para MPA utilizando GPP
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Figura 6.8: Indice adiabético en funcién de la densidad de masa para la ecuacién de estado MPAL1 en el rango tipico de

densidades de masa central para una estrella de neutrones. Se muestran en las lineas verticales las densidades divisorias
establecidas por el formalismo GPP.

Ecuacion de estado MS1 utilizando GPP

i
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Figura 6.9: Presién interna (P/c®) en funcién de la densidad de masa para la ecuacién de estado MS1 en el rango tipico
de densidades de masa central para una estrella de neutrones. Se muestran en las lineas verticales las densidades divisorias
establecidas por el formalismo GPP.
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Indice adibtico para MS1 utilizando GPP
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Figura 6.10: Indice adiabético en funcién de la densidad de masa para la ecuacién de estado MS1 en el rango tipico de
densidades de masa central para una estrella de neutrones. Se muestran en las lineas verticales las densidades divisorias
establecidas por el formalismo GPP.

Ecuacién de estado MS1b utilizando GPP
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Figura 6.11: Presién interna (P/c?) en funcién de la densidad de masa para la ecuacién de estado MS1b en el rango tipico
de densidades de masa central para una estrella de neutrones. Se muestran en las lineas verticales las densidades divisorias
establecidas por el formalismo GPP.
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Indice adibdtico para MS1b utilizando GPP
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Figura 6.12: Indice adiabatico en funcién de la densidad de masa para la ecuacién de estado MS1b en el rango tipico de
densidades de masa central para una estrella de neutrones. Se muestran en las lineas verticales las densidades divisorias

establecidas por el formalismo GPP.

pues en esta zona se encuentra ajustado el tltimo politropo y los pardmetros K, I', A, a no cambiaran.
En [52] Annala et al mencionan que modelos de estrellas de neutrones con indices adiabaticos cercanos
a 1 son indicadores de la presencia de quarks en los nicleos estelares. Si v < 1, podemos encontrarnos
con modelos de estrellas de neutrones inestables [1]. En los tres casos se puede apreciar que el indice
adiabatico no es diferenciable en los puntos de transiciéon entre las densidades divisorias. No obstante
podemos considerar este comportamiento como una limitacion y no como una desventaja del formalismo
GPP, pues en un principio, este indice adiabédtico bajo el formalismo GPP se puede entender como un
esfuerzo por reconstruir trozo a trozo una parte del comportamiento de la ecuacién de estado original,
y por otro lado, a pesar de esta caracteristica, se asegura la continuidad y diferenciabilidad de P(p), la

continuidad de la velocidad del sonido y su valor subluminal y la precision en la reproduccién de las

cantidades fisicas observables de las estrellas de neutrones.



Capitulo 7

Conclusiones

En este trabajo logramos implementar exitosamente en Aztekas moédulos para construir modelos estaticos
y esféricamente simétricos de estrellas compactas. El principal reto en la creacién de dichos moddulos
estuvo en entender a fondo el funcionamiento de Aztekas para que los mdédulos creados se acoplaran y
pudiéramos considerarlos una extensién de Aztekas y no programas aislados e independientes codificados
en su interior. Aztekas como un software ampliamente utilizado y validado para el modelado fenémenos
astrofisicos alrededor de agujeros negros contiene muchas funciones, variables y macros para facilitar la
implementacién de nuevos médulos, por lo que antes de codificar una funcién o declarar una nueva variable
fue necesario preguntarse si no estaba ya escrita en Aztekas. Esto no sélo como buenas précticas y para
evitar redundancias en el cédigo, sino también para evitar declarar funciones o variables con el mismo

nombre, lo cual conduce a errores de compilaciéon o a errores de ejecucion inesperados.

La principal limitacién de los médulos que implementamos estd en la estaticidad de nuestros modelos de
estrellas compactas. Como hemos mencionado, el propésito de colaborar en Aztekas fue abrir la posibilidad
de estudiar otros objetos compactos ademas de agujeros negros con este programa. Hemos dado el primer
paso hacia este objetivo, pero para poder estudiar otras caracteristicas de las estrellas compactas, ademas
de su estructura, como lo son su evolucién o la acreciéon de materia, es necesario por ejemplo, conocer la
velocidad del sonido en el medio, dada por las ecuaciones de estado para determinar el tamano de paso
de evoluciéon temporal. Este cdlculo actualmente es posible de implementar con Aztekas y con nuestro

enfoque en las ecuaciones de estado.

Un punto de mejora estd en el refinamiento del radio estelar. En Aztekas utilizamos las funciones estable-
cidas para la creaciéon de una malla espacial uniforme, por lo que la tnica forma de refinar el radio estelar
de nuestros modelos es creando una malla con una mejor resoluciéon para todo el intervalo de interés. Es-
to tiene como consecuencia que un mayor esfuerzo computacional sea requerido, pues un aumento en la
cantidad de puntos en la malla lleva a un aumento en el nimero de operaciones a realizar. Ademas, para
refinar el radio estelar de los modelos no es necesario aumentar la resolucién en toda la malla, solo en un
pequeno subintervalo alrededor del radio estelar. De los métodos descritos en la seccién 5.4, los primeros
candidatos a implementar pueden ser los métodos Runge Kutta adaptativos o los métodos de biseccién.
El principal reto en la implementacion de alguno de estos métodos estda en la modificacién de funciones

globales dentro de Aztekas, como las responsables de crear y especificar los pardmetros de las mallas,
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asi como los responsables de escribir la salida en archivos .dat. Esto implica que para poder modificar
estas funciones se debe tener un mayor conocimiento de Aztekas y realizar validaciones sobre las funciones
globales involucradas para asegurar que a pesar de las alteraciones, su comportamiento es el esperado para

todos los médulos existentes, y no sélo para los de estrellas compactas.

Para trabajo futuro, una de las principales caracteristicas que puede ser explotada es la versatilidad de
nuestros moédulos para permitir la implementacion de nuevas ecuaciones de estado y asi construir modelos
mas realistas, tanto de enanas blancas como de estrellas de neutrones. Para enanas blancas se pueden
considerar ecuaciones de estado donde se introduzcan correcciones electrostaticas y se tomen en cuenta la
contribucién a la densidad de energia de la estrella por parte de la reticula que forman los nicleos atémicos.
También se pueden considerar modelos donde la temperatura sea distinta de cero. De estas consideraciones,
las ecuaciones de estado pueden quedar en términos de otras variables y la complejidad de las relaciones

entre Py p puede aumentar, asi como puede cambiar el comportamiento del indice adiabatico.

En Aztekas, ademds de construir modelos numéricos de enanas blancas utilizando ecuaciones de estado
politrépicas, es posible implementar la relaciones (3.10) y (3.23), donde es necesario eliminar el pardmetro
x para obtener una relacién P(p) donde la principal dificultad estd en la imposibilidad de expresar de forma
algebraica una relacién p(P), necesaria para poder utilizar nuestros médulos. No obstante, este problema
puede resolverse en primera instancia calculando explicitamente parejas (p;, P;) y recurriendo a métodos
de interpolacién para aproximar el valor de p dado P. Aun mads, el codificar un algoritmo de interpolacién
en Aztekas, y particularmente en nuestros médulos, abre la posibilidad de calcular modelos de estrellas
compactas con ecuaciones de estado donde no pueden expresarse directamente las relaciones P(p) y p(P) y
por ende es imposible codificarse en una funcién en C. Por supuesto, la eleccién y posible implementacién
del método de interpolacion merece un estudio cuidadoso sobre continuidad y diferenciabilidad de las
funciones P y p en toda la estrella, la convergencia de las soluciones numéricas, asi como la capacidad
de reproducir las propiedades fisicas observables que predicen las ecuaciones de estado originales. Estas
mismas preguntas se redactaron en primer lugar en el articulo [11] de M. F. O’Boyle et al y sirvieron
como motivacién para introducir el formalismo GPP, por lo que es natural preguntarse por la posibilidad
de implementar las técnicas descritas en ese articulo para sintetizar atin maés ecuaciones de estado como
politropos generalizados a trozos. Esta labor es mucho més ambiciosa y el resultado de codificar estas

técnicas bien puede ser un programa independiente a Aztekas.

Ademids de elevar la complejidad en nuestras propuestas de ecuaciones de estado, asi como su codificacién
en Aztekas, también se pueden desarrollar modelos més complejos de estrellas compactas a los descritos
en este trabajo en cuanto a las ecuaciones de estructura se refiere, donde podriamos suponer la pérdida de
alguna simetria, los efectos de rotacién en las estrellas, e incluso la presencia de campos magnéticos. Estos
refinamientos en la construccion de modelos de estrellas compactas llevan también a modificaciones en la
masa maxima, de manera que al reportar los valores para la masa estelar maxima de modelos de estrellas
de neutrones, se suele especificar los supuestos bajo los que se rige el modelo, ademéas de la ecuacién de

estado utilizada.

En la parte computacional también existe trabajo futuro donde podria mejorarse el algoritmo de inte-
gracion, utilizando métodos de Runge Kutta de orden superior, o estudiando la posible optimizacion y

paralelizacién de las funciones implementadas.
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Por dltimo, hemos mencionado que Aztekas es capaz de evolucionar fluidos relativistas y newtonianos en
espacio-tiempos fijos, lo que significa que Aztekas no es capaz de resolver las ecuaciones de Einstein de
forma dinamica. Que Aztekas pudiera ser capaz de evolucionar el espacio tiempo es un proyecto que va
mas alla de la creacién de modulos para la modelacién de estrellas de neutrones y enanas blancas, que
requiere de conocimientos y técnicas mas avanzadas tanto en Relatividad General, como en computacién

para obtener soluciones numéricas e implementarlas.
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Apéndice A

Solucion a las integrales en la ecuacion

de estado para enanas blancas

A.1. Presion interna de la materia dentro de una enana blanca

La presion interna esta dada por la integral

18 pr 4.2
polstf pe (A1)
3h J /p2c2 + m2ch
Considerando el cambio de variable u = p/mc entonces du = dp/mec. Luego pic?dp = mPcTutdu y
Vp2e2 + m2ct = mPVu? + 1.
La integral (A.1) se reescribe como:
PR
187 T
P:45/d. A2
3n3" ¢ \/u2+1u (4.2)
0
Notemos que el factor %%m4c5 se puede reescribir como %ﬂ;;z (2”}:”‘3)3 = 3;”20;3.
Consideremos la integral indefinida:
I = u4 d A3
- Ea .

Por sustitucién trigonométrica, sea u = tan(s) y du = sec?(s)ds. Entonces vu2 +1 = /tan?(s) + 1 =
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sec(s), obteniendo la integral

~
Il

tan(s) sec(s)ds

(sec®(s) — 1) sec(s)ds

sec®(s) — 2sec®(s) + sec(s)ds.

—— — —

sec5(s)ds—2/sec3(s)ds+/sec(s)ds.

Conociendo que:

: m—1 -9
/secm(s)ds = sin(s) sec + = /sech(s)ds, con m # 1,
m—1 m—1

tenemos que:
. 4
/secs(s)ds = M + z /secg(s)ds
1
=1 = 1 tan(s) sec’
sec(s)ds
1 s . 5 3
== 1 tan(s) sec”(s) — 3 tan(s) sec(s) + 3 sec(s)ds.
Como [ sec(s)ds = log(tan(s) + sec(s)) tenemos finalmente que

I= %tan(s) sec®(s) — gtan(s) sec(s) + %log(tan(s) + sec(s)).

Q

De la sustitucién tan(s) = w, como tan(s) = C—O' se tiene que C.O. =u, CA. =1y H =
forma que sec(s) = 74 = V1 + u?. Asf:

I= 1u(1+u2)3/2—§
2u (1+u2)3/2—5ux/1+u2+310g (u—i— 1+u2>]
/11 2 (2(1 +u?) —5) + 3log (u+ 1+u2)}

uv 1+ u? <§u21> +log(u+ 1+u2)]

1+u2+glog(u+ 1+u2)

0| L 0| — 00| — i~

(A.4)

(A.9)

V1+u?, de

(A.10)

De encontrar la solucién a la integral indefinida I se tiene entonces que la integral de la presién en (A.2)



Solucién a las integrales en la ecuacién de estado para enanas blancas 95

tiene como solucién

PE
mc® 3 2 2 me
P:3W2>\38[u\/1+u2< u >+log u+ 1+u2>]0
mc? 3 | pp DF 2 DF DF 2
= S P (PENV (2 (EE) S 1) qog | PE 414 (B2 A1
32A3 8 | me + (mc) (3 ( ) > +log me + + (mc) ( )

Six= pF entonces

$(z) = z{ (iw —1)¢1+7+1og(x+ 1—|—x2)]
_3

= G (G G ) v (e G))

Y finalmante encontramos la expresion (3.10):

ch

= mgb(x) (A.12)

A.2. Densidad de energia de los electrones dentro de una enana blanca

De la integral de la densidad de energfa,
g PF
7r
Ee = h3/ p2c2 + m2ctp?dp, (A.13)
proponemos el cambio de variable u = p/mc entonces du = dp/mec. De esta forma /p?c? +m2¢t =

AVu? 4+ 1y p?dp = m3cu?du.

La integral de la densidad de energfa (A.13) se reescribe como

6

/ Vu? + 1u?du. (A.14)

2}\3

4.5 (27rmc)3 — mc?

Donde hemos reescrito el factor & o5 i 553

Consideremos la integral indefinida

I :/\/ u? + 1u?du. (A.15)

Proponiendo el cambio de variable u = tan(s), entonces du = sec?(s)ds y vVu2 + 1 = /tan?(s) + 1 = sec(s)
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y la integral indefinida se reescribe como

~
I

sec3(s) tan’(s)ds
sec?(s) (SGCQ(S) —1)ds

sec’(s) — sec>(s)ds

Il Il
— e — —

sec5(s)ds—/sec3(s)ds. (A.16)

Tomando en cuenta la férmula (A.6) encontramos que
: 4
/8665(8)d8 = w + /Sec3(s)ds

/ (A.17)
/sec3(s)ds _ sin(s ;e(:2 + = 5 /Sec(s)ds

= %tan(s) secd(s) — %tan(s) sec(s) — é / sec(s)ds. (A.18)

B oo

1
= 1= Ztan( sec?

W~ \

Como [ sec(s)ds = log(tan(s) + sec(s)) tenemos finalmente que

I= %tan(s) sec®(s) — = tan(s) sec(s) — élog(tan(s) + sec(s)). (A.19)

ol

QQ
0

De la sustitucién tan(s) = u, como tan(s) = se tiene que C.0. = u, C.A. =1y H = 1 + u? de forma

que sec(s) = 7 = V1 + u?. Asf:

I:%u(1+u2)3/2—%um—élog<u+ 1+u2>
%[2u(1+u2 3/2—um—log(u+ 1+u2)}
é[um 2(1 + u?) )—log<u+ 1+u2)}
é[um 2u? +1) — log(u—l— 1+u2)}. (A.20)

De encontrar la solucién a la integral indefinida I se tiene entonces que la integral de la densidad de energia

n (A.14) tiene como solucién

PF

me

€e =

WS [ux/1+u2 (2u +1) — log(u+\/1+u2>}
0

- [ (G () o) oo (B D)) e
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Si 2 = PE entonces
1
x(z) = 3 [ac\/ 14 22(22% 4+ 1) — log <:c +V1+ xQH
1 2 2 2
h [pF 1+(p—F) (2(”) +1> —log<pF+ 1+(p—F) )] .
8 | me mc mc mc mc

Y finalmante encontramos la expresion (3.13):

m62
(). (A.22)

fe T 323X\
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Apéndice B

El Tensor de Einstein con una métrica
del espaciotiempo estatica y

esféricamente simétrica

El Tensor de Einstein es un tensor simétrico que se define como

1
G,uu = R,ul/ - igMVR7 (Bl)

con R el escalar de Ricci y R, el tensor de Ricci, también simétrico, dados por

R=g"R,, (B.2)
Ru =R, =R (B.3)

povs

donde RO‘[}W es el tensor de curvatura de Riemann, que se define como
Raﬁw = Faﬁv,u o Faﬁu,v + Faﬁuroﬁu B Faavraﬁu’ (B.4)

donde T'** ap Son los simbolos de Christoffel, definidos como

1
Do = Voo = 59" Y00 + Gao,6 = Gap.o) (B.5)

Dada una métrica para el espacio tiempo, es necesario conocer los simbolos de Christoffel, para poste-
riormente calcular el tensor y el escalar de Ricci. De acuerdo con (4.27), los elementos del tensor métrico

distintos de cero son

gu = —e*?"), (B.6)
G = 20, (B.7)
goo =17, (B.8)
gop = 2 sin? 0. (B.9)
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B.1. Los simbolos de Christoffel

Comenzaremos escribiendo los simbolos de Christoffel distintos de cero de acuerdo con el tensor métrico
propuesto. Puesto que los elementos distintos de cero en el tensor métrico se encuentran en la diagonal, el

factor g"? presente en la definicién (B.5) solo serd distinto de cero con g**. De esta forma
=1, = L B.10
op = U0 = 59" (90 + Japup = Jap) (B.10)

Esto sugiere que una manera de obtener todos los simbolos de Christoffel no nulos es hacer p =t¢, r, 8, ¢

y analizar los posibles sumandos distintos de cero en cada caso.
Caso y=t

Tenemos que

1
Iog=Tlg, = 59” (98t + Gat,p — Gapit) - (B.11)

Como ninguna entrada del tensor métrico g,g es funcién de ¢ se tiene que g,g; = 0. Luego como los
elementos del tensor métrico distintos de cero se encuentran en la diagonal, tenemos dos casos, a« =t 6

B =t, pero por simetria se reducen a calcular

1
Ftat = Ftta = §gtt (gtt,a) . (B12)

Como gy es funcién de r, tnicamente gy o # 0 cuando « = r. De esta forma
bl

1 dp
Ftrt = Fttr = 5gtt (gttﬂ"> = % (B13)
Caso u=r
Se tiene que
1
Fra/B = Frﬁa = igw (gﬁr,a + Gar,g — ga,@,r) . (B'14)
En este caso las entradas del tensor métrico git, grr, 999, goe son funcion de r por lo que se tienen distintos
stmbolos
1 _nd
Iy = 59” (—gur) = 2 ¢)d—f, (B.15)
1 dy
FTTT = igrr (gT’I‘,T) = %7 (B16)
1 _
gg = 59" (=go0.r) = —re™*", (B.17)
1
I‘T¢¢ = ig” (—9ppr) = sin? 0 - I o (B.18)
Caso u =106
La expresion que obtenemos es
1
Feaﬁ = Feﬁa = 7996 (9,39,(1 + 900,38 — ga,@ﬂ) . (B19)

2
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En este caso la entrada ges es funcién de 6 y ggg es funcién de r, de donde se obtienen los simbolos

1
F9¢¢ = §g99 (—9¢p,0) = —sinf cos¥, (B.20)
1 1
15 =T%, = 5999 (g60,r) = o (B.21)

Caso u=¢

Los simbolos a encontrar tienen los indices

1
F¢aﬁ = F¢5a = §g¢¢ (gﬂd),a + Gaop,p — gaﬂ,d)) . (B'22)

Para este caso notemos que la entrada del tensor métrico g4 es funcién tanto de 6 como de 7, por lo que

calcularemos dos simbolos de Christoffel maés:

1 1
¢ _1d _ _
I ro I or = §9¢¢ (9opor) = T (B.23)
1 cosf
e _po _ 1 ose _ ' B.24
06 = o0 = 597 (900.0) = 5 5 (B.24)

Una vez obtenidos todos los simbolos de Christoffel distintos de cero, podemos calcular el tensor de Ricci.

B.2. El tensor de Ricci
Para calcular el tensor de Ricci, de acuerdo con la ecuacién (B.3) primero notemos que las inicas entradas
del tensor de Ricci distintas de cero estan en la diagonal.
En efecto, veremos que
A A A A A

Ropg =T apr —Toang T Toa s — 17051 (B.25)

es cero cuando o # 3.
= TA 5, =0sia#j

Expandiendo la suma:

A 0
Dapn =Taps A Uapr + T0p s+ 105,
=0+ ]'—‘Taﬁ,r + Fgaﬁ,a + 07

pues no hay simbolos de Christoffel que estén en funcién de ¢ o de ¢.

Ahora notemos que de los simbolos de Christoffel distintos de cero encontrados para el caso u = r

no hay ninguno de la forma I'" 5 con o # 3.

Por otro lado, de los simbolos de Christoffel encontrados para el caso p = 6, el Unico diferente de

cero de la forma Feaﬁ es Ferg = 1/r, de forma que Feﬂw = 0.
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Asi,
I‘)‘aﬁ)\ =0 para«a#f.

Moas=0sia#p

Expandimos la suma
A 0
r a\f — Ftat,ﬁ + Frar,ﬁ +T ab,p + F¢a¢,ﬁ'

Notemos que de los simbolos de Christoffel escritos, para o =ty a = ¢ todos son cero. Para el caso

a = r tenemos:
A t 0 @
Do =Tt Drg + Dgp + 10 5,
como « # 3, entonces 8 # r, y como cada uno de los sumandos para F)‘r/\ estd en funcion de r, se

tiene que F/\m,ﬁ =0 para [ #r.

Analogamente para o = 6 la expresion F)‘a = I‘(be s €S una funcién de 6, por lo tanto F>‘9 A= F¢9 65 =
0 para 8 # 0.

Concluimos que
F)‘a)\ﬂ =0 para o #S.

T\ — T2, 1% = 0sia # 3
Para esta tultima parte, expandimos primero:
T\ =T L% + 17, D% + T T, 5 + T T,
=TI+ T, T + T T s + T T7 5 + 1%, T,
= F¢9¢F€aﬂ
cot 6

= con a # .
,
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Ahora expandiendo

FAJBFUQ,\ _ Fxtﬁrta/\ + ]-—‘)\rﬂrra)\ + erﬁrew\ +1 9 ﬁma,\
=T 6T oy + Tyg T o + T aT g + T s +
A7) RAWES R LV R S
A DT+ T sl + T T + F¢95F6a¢ T
R T N e AP ILANEEETS P MBS P R
=TT+ Tl +
e ) RAWES R LV R SO
o Tl A T + T T+
S FT¢,3F¢M + Feqbﬁrd)ae + F¢¢6F¢a¢ T

_1? 19
=151 ag
t 0
_ @ con a # f.
T
De esta forma
F)\U)\Faoaﬁ o FAUBFUa/\ = sia 7é B.
Esto concluye la afirmacion
Ros =Tpn —Dorpg + Toal%s — Tyl =0 sia# B (B.26)
Por otro lado, podemos notar que en la suma RA;M o cuando A\ = u el sumando es igual a cero, pues por la
ecuacion (B.4),
RE e = D = T + T D = T 1, = 0. (B.27)
De esta forma las entradas distintas de cero a calcular son
Ry =Ry + ROy + RY,, (B.28)
0
RTT’ - Rtrtr + R rr + R¢'r¢r (B29)
Rog = Rlgig+ R'ygrg + Ry (B.30)
¢ 6
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Primer componente Ry

Ry =T, =T + LAY PSS AP
= Frtt,r -0+ Frrrrrtt + FTTGFGtt + FTT¢F¢tt - Frttrt'rt - FTtTFT'rt - FTtGFGTt - Frnbrd)rt
_4d <62(¢_w)dtp> + @62(80—7#)% +040— 62(¢—¢)d£d£ —0—-0-0

dr dr dr dr dr dr
_ 0 gy B0 d () L AP A sy ey (A9
= G G () e e @
_ 4?9 oy (o) B0 o 2oy W\ de | dodd sy sy (A
St T\ T T ) e T e e ar
2 2 2
_ 2w [T, (o) _pdedy  dpdy  (dp
dr? dr dr dr  dr dr dr
d? de\?%  dpdy
— 2(p—9) ¥ 7(‘0 _ 7(‘07 B.32
€ [dr2+<dr> dr dr]' (B.32)

0 0 0 0 0
R wor =1 tt,0 -I 0t,t+F BAFAtt -I t/\r/\é't
0 0 0 1o 0 G 0 0 16 0
=0+ 0+ %"y + %I + Tl + T 9¢>F¢tt_r wlor — D04 gy — D0l %, — T t¢>r¢0t
=0+0+0+T% 1", 4+04+0-0—-0—-0—0

1 a(p—y)dp
= - —_. B.33
re dr ( )
¢ _ o é ¢ A ¢ A
Rt¢t_rtt,¢_r¢t,t+r¢>\r tt—th/\F ot

_ 6 A ¢ A
=04+0+17,,I — T, 17,

(7] (7]
=19, I + 1% "y + 1%, 1%, + 1% 1%, —T%I", — D917, — T%,1%, — 1%, 1%,
=0+TI% I, +0+0-0-0-0-0

L o(py) dy
— —_. B.34
re dr (B.34)

2o [(do\? dody 2dy
Ry = 2e—v) [T (G2 dpay  2dp) B.35
— fw=¢ dr? + dr dr dr+rdr ( )
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Segunda componente R,,

Rtrtr = Ftrr,t - Fttr,'r + FttAFA'r'r + Ftr)\r)\tr
= 7Ftt'r,r + Ftttrtrr + FttrFTr'r + FttGFQTT + Ftt¢F¢r'r - Ft'rtrtt'r - Ftrrrrtr - Ftreretr - Ftr¢r¢tr
d (dy dp dip dp dp
=——|— oO+—+04+0—-———7--0-0-0
dr (dr>+ +drdr+ + dr dr
dpdy d*o  (dp\’
_ Y — (== . B.36
dr dr  dr? dr ( )
Rl = Ferr,@ - FG@T,T + D0 T, = T9,T%,
1
= ﬁ + Fe@trtw + FO@T‘FTTT + FOGGFG'I"I‘ + F€6¢F¢rr - Fertrter - Fe’rrrrer - Ferﬁreﬁr - F0r¢r¢6r
1 1dy 1
=—=+4+0+-—4+0—-——=-0-0-0
r2 TOF rdr + r2
1dy
¢ _ o @ é A ¢ A
R’rqﬁr_rrr,(b_r ¢r,r+r ¢)\F TT—FTAF T
1
= 5+ D%+ i /L) A APRESS ) RS R
1 1dy 1
=—=404+-—"4+0-0-0-0— —
72 T rdr + r2
1dy
dody de\? 1dy 1dy
T dr dr r® dr +7“dr +7‘dr

_dpdy gy (AT 2d
= Orp < >+ . (B.39)
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Tercer componente Ryy

t _ 1t t t A t A
R =T 001 =0+ 1 I — oI

=TT g + T, T e + TV 1% + Ftwrd)oe — Tl — T, I — TV eI — Ft9¢r¢t9

d
:0+d—f (—re_w) +04+0-0-0-0-0
d
= —re*wd—so.
T
Rigro =T"99, —TTog0 + T T % — T70a T
d
= (—Tefw) + 17, T — T,
.
= 2T€72¢d£ —e Wy s (—refw) - (—re*%) !
dr dr r
= 27‘6_27’[)@ —e Wy i (—T€_2w) +e
dr dr
d
= re_wd—w.
T

6 _ o $ 6 A ¢ A
R0¢6_P96,¢_F¢0,0+F¢/\F 00 — 19 g9
0
=0—T%+ 1% I + T4, T0 — T%,I°

06" @0
dcotf 1
=— cdoe + - (—re_w) — cot? 6

- (1 - e*w) :

oy dp oy, AW _
_ 29 “¥ 2 LY o 2
= Rgpyg = —re o +re i + <1 e >

e AN
=e [T<dr dr) 1]+1.

Cuarta componente Ry,

Ryy = —re” % sin? H%p + re” % sin? Gé—w + (1 - 6_2w> sin® 0
r

r

— {62111 [7’ (Cj;f — Cj;:) - 1] + 1} sin’ 0

= Sin2 0 Rgg .

(B.40)

(B.41)

(B.42)

(B.43)

(B.44)



El Tensor de Einstein con una métrica del espaciotiempo estatica y esféricamente simétrica 107

B.3. El escalar de Ricci

Una vez encontradas las entradas distintas de cero del tensor de Ricci, podemos calcular el escalar de Ricci

de acuerdo con la ecuacién (B.2). Por simplicidad, haremos Z—f =¢'y ‘fl—f =
R=g"Ry + 9" Ryr + 9" Rog + ¢ Ry
_ _ 2 _ 2
— —¢ 2@62(90 ) |:90// _ 4/3,2 o 90’1#'4- 74(10/:| +e 21 |:—Q0” _ (plQ +(10/¢/+ 74¢/:| +...
Ly oy / / —29 / / .9
..—I—T—Q{e [T(d)—g@)—l]—l—l}—{—m{e [T(@b—g@)—l]—l-l}smﬁ
2 2 2
:6—21/; |:—<,0”—<P/2+90,¢/—CP/—CP”—90,2+<PI¢/+¢/:| _‘_72{6—%; [T’ (W—tp')—l] +1}
r r r

— 9 [_90// . 90/2 + 80/1// . % (90/ _ wl)] + 2¢—2Y [i (¢/ _ (,0/) _ 1] + 3

72 72

- 2 1 2
— _9% 2% [_90”_90/24‘%0/7//_7,(@,_w/)_rg]+TQ

- 2 1
— _9e2 [90/,+90,2_90/w/+r(90/_¢,)+73(1_6’%)]
- 2 1
=2 W [cp" + % — Y + - (¢ —¥)+5 (1 — ew)] (B.45)

r

B.4. El tensor de Einstein

Ahora estamos en condiciones de calcular el tensor de Einstein de acuerdo con la ecuacién (B.1). Como las
componentes distintas de cero de la métrica y el tensor de Ricci se encuentran en la diagonal, basta con

calcular Gy, Grr, Gog y Ggg-

1
Gy = Ry — §9ttR

- 2 _ 2 1
262(@ ) <(10”+90/2_(10,¢/+r§0/> _262(@ ) |:90H+§0/_90/¢/+T(§0/_1/),) _{_ﬁ (1_e2¢>:|
_ 20p—=) |, 2 i 2 " 2 r 2y / 1 2
=e o "4 —i—;go—go - —l—gow—;(go—q/})—r—? 1—e

— 20e—v) [Qw/ _ iz (1 _ 62#})]

r r

1
= T—262“"6_2¢ (21#'7‘ +e* — 1})

= %2329"6% [r (1 — ezw)] . (B.46)
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1
Grr = Rrr - igrrR
" 2 v 2,1 29 -2 7 2 r 2y ’ 1 2
=" =P o Se (—26 ) ¢+ " =l +;(<p—w)+;2(1—e )
_2,. 1 2¢
_r(’p+r2 (1_6 )
1 2 2w> 2dy
— e (1 250 B.4
2 ( € +'rdr (B.47)
1
Gog = Rog — §geeR
_ 1 _ 2 1
=e W [r(v —¢) 1] +1—72(—26 21") {s@”+s0’2—s0'w’+r(so'—¢')+ﬁ(1—€2w>]
1
:T2€_2w |:(PH+90/2+T(‘P/_¢/)_90,¢,]
d? do\? 1 [de dy\ dpdy
_ 2,20 |G (AP I(% vy dvady B.4
ne dr2+<dr> +r<dr dr) dr dr |’ (B.48)
1
Gy = Rop — 59pe Lt

2

' ) 1, - 2 !
=sin?0{e [ (v = @) ~1] +1} - 517 sin’ 0 (~2¢72) {cp” e =G+ (P =)+ (1-

= e ¥sin?0 [mp’ — 1 — 14+ 412" + 2% — r2Q + 2 — 20 41— ew}
—_ 672@0 Sin2 /] [TQO/ o m/]/ + ?”2g0// + 7”2g0/2 _ T2g0/1//]

= sin2 QGQQ.

(B.49)
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