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Resumen

Este trabajo, como su nombre ya lo anuncia, busca poder dar una introduccion a
los Hiperespacios de Gromov-Hausdorff, los cuales son herramientas muy ttiles para
el estudio de familias de espacios métricos. Principalmente, se enfocard en el Espacio
o Hiperespacio de Gromov-Hausdorff (GH, dgp), la métrica que este posee (dgr), ¥
una de las formas en que se relaciona con el Espacio Universal de Urysohn (a través
del espacio de orbitas de su hiperespacio, generado por el grupo de isometrias del
Espacio Universal de Urysohn actuando en él). Para poder llegar a esto, primero se
hard una breve presentacion del Espacio Universal de Urysohn y de los G-espacios,
luego, se abordaré la distancia de Hausdorff y los Hiperespacios, para asi poder pa-
sar a la distancia de Gromov-Hausdorff y a la convergencia de espacios métricos en
términos de ésta. Por tltimo, teniendo estas nociones se podra hacer la introduccion

al Hiperespacio de Gromov-Hausdorff.
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Introduccion

Mathematics is concerned with understanding the differences between similar things,
and what is shared by different things.
James Joseph Sylvester, English mathematician, 1814-1897

Las mateméticas son algo mucho més grande y hermoso de lo que la mayor parte
de la gente suele pensar, y los mateméaticos hacen mucho més de lo que se cree
comunmente. Adn recuerdo mi curso de Geometria Analitica I, en el que el profesor
nos incitaba a ponernos los lentes de clases de equivalancia para después senalar dos
flechas en el pizarron y decir que con estos lentes las flechas eran indistinguibles y
representaban al mismo vector. También nos conté que los matematicos se dedicaban
a clasificar y contar. En ese momento no entendi aquellas palabras, no fue asi hasta
que con el paso del tiempo y mi eventual mayor interacciéon con las mateméticas,
estudiando areas como el algebra y la topologia, que pude encontrar mayor sentido a

estas palabras.

Aunque reconozco que la labor mateméatica va mucho mas alla de solo clasificar y
contar, también soy conciente de la particular importancia de este par de actividades.
Centrandonos principalmente en la actividad de clasificar, un pregunta que podemos
plantearnos es ;bajo qué criterios se clasifican los objetos mateméaticos? Entonces,
procedemos a buscar las caracteristicas que comparten o distinguen a estos objetos,
como senala la frase de James Joseph Sylvester, citada al principio. En el proceso de
clasificacion de los diversos objetos matemaéticos y el estudio de sus propiedades y

caracteristicas surgen conceptos y herramientas que son esenciales en la realizacion



INTRODUCCION VI

de esta tarea.

En este trabajo los objetos de interés son los espacios métricos, especialmente los
espacios compactos. Como objetivo final vamos a hacer una introduccion a los Hiper-
espacios de Gromov-Hausdorff. La principal herramienta a utilizar es la distancia de
Gromov-Hausdorff dgy, la cual resulta muy conveniente en el estudio de propieda-
des topologicas de familias de espacios métricos. Es por eso que, en gran parte, nos
vamos a dedicar a hablar de este maravilloso instrumento que introdujo Gromov en
el Congreso Internacional de Mateméticas que se celebro en Helsinki, Finlandia, en

1978; concepto que dos afios después retomaria en su libro [6].

La metodologia sera, en principio, introducir la distancia Hausdorff (dy) y los
hiperespacios. La primera nos dice cuan parecidos son dos subconjuntos de un mismo
espacio métrico. Los hiperespacios seran el conjunto de subconjuntos compactos no
vacios de un espacio, conjunto que, dotado con dy resulta también en un espacio
métrico, pero no queremos estar restringidos a subconjuntos de un espacio métrico, asi
que, con el fin de generalizar la distancia Hausdorff, es como llegaremos a la distancia
de Gromov-Hausdorff, que nos ayudaré a comparar cualesquiera dos espacios métricos
compactos. Al cabo de tener esta distancia definida y estudiarla, nuestro objetivo
serd encontar un espacio para el que esta sea una métrica. Con lo que obtendremos

el hiperespacio de Gromov-Hausdorft (GH).



Indice general

[Agradecimientos| II
[Resumen| v
Introduccionl A
lIndice generall VII
I Prelim l 1
[L.1. Espacio Universal de Urysohn| . . . . . . ... .. ... ... ..... 1
[1.2. G-espacios| . . . . . . . . . e 3
[1.2.1.  Grupo topologico| . . . . . . . .. ... oo 3

[1.2.2. Acciones de grupos| . . . . . . .. ... 5

[L1.3. El grupo de isometrias del espacio universal de Urysohn|. . . . . . . . 6

(2. Distancia de Hausdorfl e hiperespacios| 8
2.1. Distancia de Hausdorffl . . . . . . . . . .. ... ... . 0. 8
[2.2. Hiperespacios| . . . . . . . . . .. ... 16
3. Distancia de Gromov-Hausdorfll 26
3.1, Definicionl . . . . .. .o Lo 27
[3.2. Correspondencias| . . . . . . . ... . ... ... o 32
B.3. e-dsometriasl . . . . . . . ... 39
[3.4. La clase de espacios métricos compactos| . . . . . .. ... ... ... 41

VII



INDICE GENERAL

[4. Convergencia de Gromov-Hausdorfl

(5. El Hiperespacio de Gromov-Hausdortl]

VIII

46

59

66

68



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo daremos un breve repaso a conceptos que seran de utilidad pos-
teriormente; abordaremos definiciones y propiedades de estos sin hacerlo de manera
exhaustiva (no mostraremos de manera explicita su construccién ni demostraremos
sus propiedades), con la tnica intencion de tener el entendimiento necesario cuando

sea requerido.

1.1. Espacio Universal de Urysohn

En esta seccion nos encargaremos de dar a conocer al espacio universal de Urysohn,

mostrar sus caracteristicas y propiedades.

Para empezar, diremos que, dado un espacio métrico (X,d), este es un espacio
métrico polaco si es completo y separable. Los espacios métricos polacos se denominan
asi porque fueron extensamente estudiados principalmente por varios matematicos

polacos como Banach, Sierpiniski , Kuratowski, Ulam, Tarski, entre otros.

La propiedad de ser universal también es un concepto interesante. Diremos que
un espacio métrico (X,d) es universal (para la clase de espacios métricos separables) si
cualquier otro espacio métrico separable (Y,d) se puede encajar de manera isométrica
en él. Un ejemplo de un espacio métrico con esta propiedad es ¢ (espacio métrico

de las sucesiones acotadas con la métrica del supremo) [3]. Sin embargo, este espacio
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no es separable, por lo que tampoco es polaco.

Una propiedad mas que veremos antes de presentar el espacio universal de Urysohn
es la de ser ultrahomogéneo. Diremos que un espacio métrico (X,d) es ultrahomogé-
neo si cualesquier isometria entre dos subespacios métricos finitos de X puede ser

extendida a una isometria de todo el espacio X.

Teorema 1.1.1 (de Urysohn) Existe un inico (salvo isometria) espacio métrico U

que satisface las siguientes propiedades:
(1) U es polaco.
(2) U es universal (para la clase de espacios métricos separables).

(3) U es ultrahomogéneo.

Urysohn introdujo este espacio poco antes de su muerte en 1924. Sus resultados

se publicaron de manera postuma en [14] y [15].

Hay ejemplos de espacios con estas propiedades, principalmente de espacios po-
lacos que tienen la segunda o la tercera propiedad, pero no las tres. Por mencionar
algunos podemos senalar C|0,1] para el que el teorema de Banach-Manzur muestra
que es universal para la clase de espacios métricos separables, pero no cuenta con la
propiedad de ser ultrahomogéneo. Otro espacio que cabe destacar es ¢2, el cual es
ultrahomogéneo, sin embargo no es universal. Entonces, lo que hace especial a U es

la conjuncion de estas tres propiedades.

Aunque Urysohn hizo la primera construccién de este espacio, posteriormente
se hicieron otras, como las dadas por Felix Hausdorff y Miroslav Katétov. La cons-
truccion hecha por Katétov dio pie a un mayor interés por parte de la comunidad
matematica en el espacio universal de Urysohn, pues era més simple trabajar con

esta. Mayor informacion sobre estas construcciones se puede consultar en [§] y [10].
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Una vez introducido el espacio de Urysohn, ahora senalaremos algunas de sus
propiedades, pues aunque desde hace tiempo se convirtié6 en un objeto de estudio
importante, atin no se ha mostrado un ejemplo que modele este espacio. No obstante,
su topologia ya fue descrita en 2004 por Vladimir Uspenskij [16], quien mostrd que
U es homeomorfo al espacio de Hilbert ¢, por lo que este hereda sus propiedades

topologicas. Ahora lo enunciaremos como teorema para poder usarlo después.

Teorema 1.1.2 U es homeomorfo al espacio de Hilbert, (.

Por tultimo cabe destacar la homogeneidad compacta, expuesta por Huhunaishvili

en [7], y la enunciaremos en el siguiente teorema.

Teorema 1.1.3 (Huhunaishvili). El espacio universal de Urysohn U es compacta-
mente homogéneo, es decir, dados cualesquiera dos subconjuntos compactos isomé-

tricos A, B C U, toda isometria f : A — B se exstiende a una isometria global

f:U—=T.

1.2. G-espacios

En la parte final del trabajo hablaremos de espacios de 6rbitas por lo que en esta

seccion nos encargaremos de recordar los conceptos necesarios para poder abordarlos.

1.2.1. Grupo topolégico

Antes de definir las acciones de grupo determinaremos qué es un grupo topologico.

A la terna (G, 7,0) (donde G es un conjunto, o es una operacion binaria de G,
y T es una topolgia en G) la llamamos grupo topologico si cumple las siguientes

propiedades:

= (G, 0) es un grupo.



CAPITULO 1. PRELIMINARES 4
= (G, ) es un espacio topologico.
» 0:G x G — G es continua.

» ()7': G — G (la inversion) es continua.

A continuacion algunos ejemplos de grupos topologicos:

= Todo grupo G equipado con la topologia discreta es un grupo topologico.

= R con la suma y la topologia usual es un grupo topoléogico.

A partir de aqui, si no hay ambigiiedad, simplemente diremos que G es un grupo

topologico.

No deberia sorprendernos que la continuidad de las operaciones del grupo dote
al espacio de propiedades topologicas muy interesantes . A continuacién enunciamos

algunos teoremas que ilustran esto.

Teorema 1.2.1 Si G es un grupo topologico y g € G un elemento arbitrario, entonces

las siguientes funciones son homeomorfismos:
1. ¢g: G — G tal que ¢p,(x) = gz (traslacion izquierda).
2. 04: G — G tal que 0,(x) = xg (traslacion derecha).

Teorema 1.2.2 Todo grupo topoldgico G es un espacio homogéneo (es decir, para

cualesquiera g y h elementos de G existe un homeomorfismo f tal que f(g)=h)

Este par de teoremas nos muestran una de las ventajas que tenemos al conjugar las
estructuras de grupo y de espacio topologico, la cual es que el estudio de propiedades
locales del espacio se puede restringir al estudio de estas en un punto en particular
(que puede ser el neutro del grupo para hacer el trabajo més sencillo). Al ser suficiente
esta introducciéon para los fines de este trabajo, el lector mas interesado en este tema

puede consultar [13].
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1.2.2. Acciones de grupos

Ahora que ya sabemos lo que es un grupo topologico podemos definir las acciones

de grupo y los conceptos que derivan de estas, entre ellos el espacio de orbitas.

Dados G un grupo topologico (con neutro e) y X un espacio topologico, una
accion de G en X es una funcion continua © : G x X — X que cumple las siguientes

propiedades:

1 ©(g9,0(h,x)) = O(gh, z)

2 Oe,z) =x

Si existe una accion © de G en X, diremos que G actiia en X (por medio de la
accion ), y lo denotaremos como: G g X. Ademads, en este caso, diremos que X

es un G-espacio (bajo la accion ©). Para simplificar la notacion, escribiremos gz en

vez de O(g, z).

El estabilizador y la érbita de un punto, por su parte, son dos conjuntos impor-
tantes que surgen de las acciones de grupo. Entonces, dado z un punto de X los

siguientes conjuntos se definen de la siguiente manera:
1) G(z) ={gz | g € G} la drbita de z.
2) G, ={g € G| gzr =z} el estabilizador de z o grupo estacionario de x.

A partir de la definiciéon no es dificil observar que las orbitas del espacio son
iguales o tienen interseccion vacia, por lo que estas forman una particion del espacio.

Entonces podemos considerar el conjunto cociente
X/G:={G(z) |z € X}.

Ademas si a este conjunto lo dotamos de la topologia cociente y definimos la
funcion p : X — X/G tal que p(x) := G(x), resulta que esta dltima es continua y

abierta. A p se le conoce como proyeccion orbital y a X/G espacio de érbitas .

Ahora, del hecho de que p es abierta se sigue el siguiente teorema.
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Teorema 1.2.3 Se cumplen las siguientes proposiciones.

(1) Si X es conexo, localmente conexo, compacto o localmente compacto también

lo es X/G en cada caso.

(2) Si X es I o II numerable entonces X/G también lo es en ambos casos respec-

tivamente.

Por tltimo, senalaremos la relacion entre un GG—espacio métrico y su espacio de

orbitas.

Dado un G—espacio métrico (X, d) diremos que este es G-invariante si para cada
g € G y para todas x,y € X se cumple que d(x,y) = d(gz, gy). Esto quiere decir que

g es una isometria para X respecto a la métrica d.

Teorema 1.2.4 Si (X,d) es un G — espacio cuya métrica lo hace G — invariante, y

cualquier orbita es cerrada en X, entonces

~

d(G(x),G(y)) = nf{d(z,gy) | G(2),G(y) € X/G}
es una métrica para X/G.

Una demostracion de este teorema la podemos encontrar en [12] como parte de la

demostracion del teorema 4.3.4.

1.3. El grupo de isometrias del espacio universal de
Urysohn

Otra de las caracteristicas que nos interesa del espacio universal de Urysohn es su

grupo de isometrias I.SO(U). Donde este esta definido como:
ISO(U):={f:U —U| f es isometria}.

Este conjunto es grupo si lo dotamos con la operacién composiciéon y, ademas, lo
equipamos con la topologia de la convergencia puntual, que es la topologia generada

por la sub-base formada por elementos de la siguiente manera:
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M(z,U):={f € ISO) | f(z) e U}
Donde = es un punto de U y U es un subconjunto abierto de U.

Otra topologia ttil es la compacto-abieta, en la que los conjuntos sub-basicos son

de la forma:
M(K,V):={f e ISOU) | f(K) CcV}
donde K es un subconjunto compacto de U, y V es un subconjunto abierto.

Como consecuencia de que [SO(U) es una familia equicontinua tenemos el si-

guiente teorema.

Teorema 1.3.1 La topologia de convergencia puntual y la topologia compacto-abierta

coinciden en I1SO(U).

El teorema anterior se puede ver con mayor detalle en la pagina 229 de [11].

Ademas, si equipamos al grupo de isometrias /.SO(U) con alguna de estas topolo-
gias, resulta en un grupo topologico. Esto lo enunciamos en el siguiente teorema, que

podemos consultar en [I7].

Teorema 1.3.2 [SO(U) equipado con la topologia de la convergencia puntual es un

grupo topologico, es polaco, y cuenta con una base numerable.
Corolario 1.3.3 1SO(U) es I-numerable.

Este resultado es una consecuencia inmediata de la existencia de una base nume-

rable para 15O(U).



Capitulo 2

Distancia de Hausdorff e

hiperespacios

En este capitulo haremos una introduccion a lo que es la distancia de Hausdorff,
la cual es importante para posteriormente definir la distancia de Gromov-Hausdorff.
También hablaremos del hiperespacio de un espacio métrico, el cual es un concep-
to intimamente ligado a esta distancia, puesto que probaremos que la distancia de

Hausdorff es una métrica para este.

2.1. Distancia de Hausdorff

La distancia de Hausdorff mide la distancia entre subconjuntos de un mismo es-
pacio métrico. Consideremos, pues, un espacio métrico (X, d) y sea S un subconjunto
arbitrario de X. Denotaremos como U,(S) a la vecindad de radio r alrededor de S.

Es decir, los puntos z tales que la distancia de z a .S es menor a r,
Up(S) = {zeX|d(z,5) < r}.

Ademas, podemos ver que claramente se cumple la siguiente igualdad: U,(S) :=

Uses Br(@).
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Ahora, dados A y B subconjuntos de un mismo espacio métrico, definimos la

distancia de Hausdorff entre ellos (que se denota dy(A, B)) como:
dy(A,B)=inf{r >0: ACU.(B) y BCU.(A)}

Ahora probaremos una equivalencia que nos hard maéas facil trabajar con esta

distancia.

Proposicion 2.1.1 Dado (X,d) un espacio métrico y A, B C X, entonces se cumple

lo siguiente:
dH(A7 B) = IﬂéX{SUpaeA d<a7 B)7 SUPpeB d(b7 A)}
Demostracion:

Llamemos A a méax{sup,. 4 d(a, B),sup,.g d(b, A)}. Vamos a probar que X es el
infimo del conjunto R:={r>0: ACU.(B) y BCU,.(A)}.

Primero probaremos que A es una cota inferior para R. Es decir, que para todo
elemento r en el conjunto R se tiene que A < r. En este caso, procederemos a probar

que si r < A, entonces r no esta en R, lo cual es equivalente.

Sea r < A, entonces, sin pérdida de generalidad, podemos suponer que r <
SUpg4 d(a, B), por lo que existe a € A tal que r < d(a,B), y por consiguiente
no existe b € B de tal manera que a € B,(b), asi A € U,.(B). Por lo tanto r no esta

en R y asi A es cota inferior.

Ahora probaremos que A es la cota inferior mas grande. Para hacer esto, mostra-
remos que cualquier niimero mayor a A se encuentra dentro del conjunto R. Esto es
suficiente porque de suponer a X’ otra cota inferior mas grande, entonces tenemos que
cualquier nimero entre A\ y esta cota A’ también esta en R. Por ello, N’ no podria ser

cota inferior.
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Sea r > . Entonces, r > sup,.4 d(a, B). Consecuentemente, para cualquier a € A
tenemos que r > d(a, B). Se sigue que A C U,(B); de manera similar B C U,(A).

Por lo tanto, » € R y A es la cota inferior méas grande de R.

Asi, tenemos que A es el infimo de R, y por coémo definimos la distancia de Haus-

dorff, se cumple que:

dH (A> B) = méx{supaeA d(av B)? SUPyeB d(bv A)}

Corolario 2.1.2 dy(A, B) < si y solo si para todo a € A y para todo b € B sucede
que d(a,B) <r yd(b,A) <r.

Demostracién:

Supongamos que dy (A, B) < r. Por la Proposicion 2.1.1 tenemos que:
max{supgea d(a, B), suppep d(b, A)} <r

Entonces sup,. 4 d(a, B) < r, por lo que d(a, B) < r para toda a € A. Similar-
mente, d(b, A) < r para toda b € B.

Ahora, si suponemos que d(a, B) < r para toda a € Ay que d(b,A) < r para
toda b € B, tendremos que supuea d(a, B) < ry que supyp d(b, A) < r. Entonces de

nuevo por la Proposicion 2.1.1 se cumple que dy (A, B) < r. O

Es inevitable pensar que dy es una métrica de algin espacio, pues, hasta ahora,
hemos pensado esta funcién como una distancia, que ademés, claramente cumple con
ser no negativa y simétrica. Y, dado que esta funcién depende del espacio métrico
(X,d), el primer candidato para el que dy es métrica debe ser P(X) (el conjunto

potencia de X) ya que en él los subconjuntos de X son elementos. Sin embargo, la
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siguiente proposiciéon nos muestra que la distancia de Hausdorff a lo mas que aspira

en P(X) es a ser una pseudo-métrica.

Proposicién 2.1.3 dy (A, A) = 0 para todo A C X, donde A denota a la cerradura
de A.

Demostracidn:

Por la Proposiciéon 2.1.1 basta ver que se cumple la siguiente igualdad:
méx{sup, 4 d(a, A),sup, 5 d(a’, A)} = 0.

Evidentemente, sup,. 4 d(a, A) = 0. Entonces, probaremos que sup, 5d(a’, A) = 0.
Tomemos o’ € A \ A pues en el caso de que a’ estuviera en la interseccion seria claro
que d(a’, A) = 0. Sea e > 0, como a’ € A, existe un elemento a tal que a € AN B.(a').
Luego, d(a,a’) < e, y, como a’ y € fueron arbitrarios, deducimos que sup,, 5 d(a’, A) =

0.

Proposicion 2.1.4 (Desigualdad del tridngulo) Dados A, B,C C X y (X,d) un es-
pacio métrico, se cumple la siguiente desigualdad: dy(A,C) < dy(A, B)+dug(B,C).

Demostracién:

Para probar esta proposicion veremos que si r > dg(A, B) + dg(B,C), entonces
ACU(C)y C CU/(A). De aqui se sigue que dy(A, B) +duy(B,C) £ du(A,C),

pues lo opuesto contradice la cualidad de infimo por la que esta definida dy (A, C).

Sea r > dy(A, B) + dy(B,C), entonces r = dy(A, B) + dy(B,C) + ¢ para un

e > 0.
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Es claro que si ry := dy(A, B) + 5 y 72 := dg(B,C) + 5 tenemos las siguientes
contenciones:

1. AC U, (B),

2. BCU,(C).

Sea a € A. En consecuencia de las contenciones 1 y 2 existen b € By ¢ € C
tales que: d(a,b) < r1y d(b,c) < re. Luego, por la desigualdad del triangulo de la
métrica d, se deduce que d(a, c) < r1+79. Finalmente, como a fue un punto arbitrario,

A g UT1+7'2 (C)

Analogamente se prueba que C' C U, 4.,(A). Por otra parte, recordemos que
r1+re =dg(A, B)+dy(B,C)+¢e=r,y entonces, A C U, (C)y C CU.(A), que era

lo que queriamos probar, por lo tanto:

di(A,C) < d(A, B) + dy (B, C).

Corolario 2.1.5 Sea (X,d) un espacio métrico y A,B C X, entonces A = B si y
solo si dy(A, B) = 0.

Demostracién:

1. A= B = dy(A,B) = 0 es un resultado directo de aplicar las proposiciones
213y 2.1.4.

2. Ahora, supongamos que dgy(A, B) = 0, entonces, para toda r > 0 se tiene
que dy(A, B) < r. Luego, por el Corolario 2.1.2, d(a,B) < ry d(b,A) < r para
cualesquiera a € Ay b € B, entonces, d(a, B) =0y d(b, A) = 0. Es decir, todo punto
de A es punto de adherencia de B y viceversa. Por lo tanto, A = B. O

Corolario 2.1.6 Si (X,d) es un espacio métrico y A,B C X cerrados tales que
dy (A, B) =0, entonces A=B.
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Con estos resultados, si denotamos como (X)) al conjunto de subconjuntos ce-
rrados de X, es claro que (9(X),dy) si es un espacio métrico, sin embargo, hay que
notar que hay conjuntos que pudieran distar infinito, por ejemplo si tomamos X = R,
A ={0} y B =R la distancia Hausdorff entre A y B seria infinito. Ademas, esto nos
permite restringir el espacio en el que estamos trabajando. Mas atn, si consideramos

el espacio cociente P(X) /; este se identifica naturalmente con 9(X).

Proposicion 2.1.7 Dada una sucesion (A;)ien de elementos en IM(X) que converge

a AeM(X), entonces:

1. A es el conjunto de todos los limites de sucesiones convergentes (a;);eny en X
tales que a; € A;.
2. A=, (U A

Demostracion:
1. Sea B={b|a; — b,a; € A;}, ahora probaremos que A=B.
Tomemos una sucesion de elementos de B, (b;);en tal que b; — 5.

Como cada b; € B, existen sucesiones (a’);en tales que a) — b;. Ahora, construi-
remos una sucesion de elementos a; € A; que converja a 5. La construiremos de forma
recursiva. Primero, para b; existe n;, € N tal que si n > n; entonces d(afwbi) < 1/i.

Después, definimos una sucesion de naturales (m;);en, tal que:

My =Nni.

Mjt1 S? Njt1 > My
u mj+1 =

m; +1 st nj <mj.

Asi, (m;),en es una sucesion creciente y, ademas, m; > n;.

Ahora definiremos nuestra sucesion («y) de la siguiente forma:
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ap = a, param; <k <mi1y ap = a;, para k < m;.

Por como esta definida la sucesion y por la convergencia de (b;) a 3, no es dificil

probar que (ay) converge a . Por lo tanto, B € 9(X).

Ahora probaremos que dy (A, B) = 0. Teniendo esto, en virtud del corolario ante-

rior, tendremos la igualdad buscada.

Sea € > 0. Para cualquier b € B podemos considerar B./,(b). Entonces por la
manera en la que son los elementos de B, existe una 7 a partir de la cual A;N B, /2(b) #
(). Entonces, tenemos que d(A;,b) < €/2. De forma similar para a; € A;, tenemos
d(a;, B) < €/2, pues podemos elegir una sucesion convergente de términos de A; en la
que a; forme parte y aplicar un argumento como el anterior. Luego, en consecuencia del
Corolario 2.1.2, se cumple que dg(A;, B) < €/2, siempre que i sea lo suficientemente

grande.

También, si ¢ es suficientemente grande, tendremos que d(A4;, A) < €/2, puesto

que A; — A.

Y, gracias a la Proposicion 2.1.4 (Desigualdad del tridngulo), tenemos que

d(A, B) < d(A, A;) + d(A;, B)
d(A,B) <€/2+¢€/2
d(A,B) <e¢

Y, como € es arbitraria positiva, entonces:
dy(A,B) =0.
2. Para este punto probaremos la doble contencion.

Sea x € A. Entonces, por el punto anterior existe (a;) con a; € A; tal que a; — .
Esto quiere decir que z € U;—1 A;. Luego, podemos construir sucesiones (al') tales que

para cada n fija:
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an, St 1 <n.

No es dificil notar que a' — x, y ademas, (a]') C U;—,A; para cada una de las n.
Por lo tanto, z € U;—, A; para toda n. Con esto concluimos que = € N2 (UX_ A,,),

y, asf, A C N2, (U, A,,).

Sea x € M, (Ux_, Ay). Podemos construir (z;,) tal que: z;, — m, ji es cre-
ciente y x; € Aj,. Luego, como A; — A respecto a dy, para cada ¢ > 0 exis-
te una N € N que cumple que d(A4,,A,) < € si m,n > N. Entonces, definimos
€ = Max;, <1<j,  1du(A;,, A1)}, y esta sucesion es no creciente y converge a 0. Asi,
podemos definir (z;) tal que (x;,) C (z;) eligiendo los puntos de tal manera que
x; € Aj mientras que para j, < [ < jri1 tengamos d(z;,,7;) < €. Claramente, esta

sucesion converge a x y por sus caracteristicas tenemos x € A.

Por lo tanto, A = N> (UX_ A,,). O
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2.2. Hiperespacios

Dado (X, d) un espacio métrico, al conjunto de todos los subconjuntos compactos
no vacios de este lo denotaremos por 2%, mientras que a (2%,dy) lo llamaremos
hiperespacio de X. Por otra parte, si no hay confusiéon, solamente escribiremos 2%

cuando queramos referirnos a este.
2% = {A C X|A es compacto y no vacio }.

Si recordamos que todo subespacio compacto de un espacio métrico es también
cerrado, tenemos que los teoremas sobre la distancia Hausdorff que probamos en la
seccion anterior se siguen cumpliendo. Con esto tenemos que el par (2%, dy) es un

espacio métrico.

Probaremos algunas relaciones entre un espacio métrico X y su hiperespacio 2%
que nos seran de ayuda en el estudio de las propiedades topolodgicas de este tltimo

(ver [19]). Pero, primero nos enfocaremos en otras propiedades.

Primero, veamos algunas funciones que serdn necesarias mas adelante.

Proposicion 2.2.1 Sean X y Y espacios métricos compactos y f : X — Y una
funcion continua. Entonces la funcion 2/ : 2% — 2V dada por: 27(A) = f(A), es

continua.
Demostracion:
Sea ¢ > 0 y tomemos (A, ),ey una sucesion en 2% tal que converge a A € 2.

Observemos que A := U A, es igual a AU, A, v que ademas, A es com-
pacto. Para esto tomemos U una cubierta abierta de AU J ~, A,. Luego, como A
es compacto, existe una subcubierta finita I/ para este. Ademés, debe existir ¢ > 0
tal que B.(A) C U y como A, — Ay cada A, es compacto, es facil deducir que

para AU(J ~, A, existe una subcubierta finita también. Después, por la Proposicion
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2.1.7 es evidente que AUJ>7 | A, C A, pero como |7, A, que es denso en A, esta
contenida en AUJ”, A, C A (compacto), entonces A C AUJ”, A, y por lo tanto

son iguales.

Asi, la restriccion de f a A es uniformemente continua y para z,y € A, existe

d > 0 tal que dx(z,y) < d implica dy (f(z), f(y)) <e .

Ahora, sean E, D C A compactos no vacios, se sigue que dx, (D, F) < § implica

dx, (f(D), f(E)) < e. Por lo que 27(A,) — 2/(A). O

Ahora, introduzcamos una notacion que ocuparemos enseguida. Consideremos un
espacio métrico X. Denotaremos por 22% al hiperespacio de todos los subconjuntos
compactos de 2%. Si A es un elemento de 22X, entonces | JA denotara el siguiente
subconjunto de X:

U A
AcA
Proposicion 2.2.2 Sea X un espacio métrico y A un elemento de 22% " Entonces

U A es compacto en X.

Demostracién:

Consideremos a (z,)nen una sucesion de elementos de | J.A. Probaremos que esta
tiene una subsucesion convergente en | J.A. Para cada n € N existe A, € A, tal que
x, € A,. Luego, por la compacidad de A en 2% podemos suponer sin pérdida de
generalidad que (A,),en converge a algin A € A. Por el lema 1.11.3 (ver [19]) tene-
mos que B = J; 7| A, es compacto. Asi, (,)nen tiene una subsucesion convergente,
supongamos, sin pérdida de generalidad, que converge al elemento x. Ademas, como
A es el conjunto de todos los limites de sucesiones convergentes de elementos de los
A,, (Proposicion 2.1.7), entonces, podemos concluir que x € A C |J.A. Por lo tanto,
J A es compacto en X. O

Proposicion 2.2.3 Sea (X,d) un espacio métrico. Entonces el operador unidn | :

X .
227 52X es continuo.
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Demostracion:

Primero, notemos que [ esta bien definido, pues, por la proposicion anterior para

un A € 227 J A es un compacto en X, por lo que A € 2.

. . ., L, . X o1 .
Para simplificar la notacion, la métrica de Hausdorff en 22° la escribiremos como

dy.

Sea £ > 0y sean &, F € 22" tales que dy(E,F) < e. Sea x € | J&, entonces existe
E € & de tal forma que » € E. Como dy(&,F) < ¢, existe F € F que cumple con
que dy(E, F) < g, por lo que E C B.(F). Asi, debe existir y € F' cuya distancia a

es menor a ¢. Evidentemente, y € | JF, y, por consiguiente
U& C B(F).
Analogamente
UF C B-(&).

Esto implica que dg(|J&,|JF) < e. Esto quiere decir que el operador unién es una

funcion Lipschitz de constante 1 y, por lo tanto, continua.

U

Corolario 2.2.4 Sean X yY espacios métricos y g : X — 2¥ una funcion continua.

Entonces, g : 2% — 2V dada por g(A) = U g(x) es continua.
€A

Demostracion:

g es composicion de la funcién 29 : 2% — 22" con el opereador union U : 22 — 2,
los cuales son continuos por las proposiciones 2.2.1 y 2.2.3. De aqui se sigue que g es
continuo. 0

Sea X es un espacio métrico. Para cada nimero natural n € N, definimos el

siguiente subconjunto de 2%:

Fo={AC X]| |A] <n}.
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Observemos que, F; C Fo C ...F, C ...

Proposicion 2.2.5 Sea (X,d) un espacio métrico. Entonces, Foo = UE es denso
i=1
en 2%,

Demostracidn:

Sea A € 2¥ y ¢ > 0. Como A es compacto, existe {B.(a;)la; € Ay e >

0} una cubierta finita (supongamos de n elementos). Entonces, A C UBE(ai) =
i=1
U.({a1,...,a,}). Ademas, {ay,...,a,} C A C U.(A). En consecuencia del corolario

2.1.2 tenemos que dy (A, {aq,...,a,}) < g, por lo que {ay,...,a,} € B:(A) () Feos ¥,

por lo tanto, F. es denso en 2%, O

Proposicion 2.2.6 Sea (X, d) es un espacio métrico. Si definimos la funcion ®,, :

X" — 2% por @, (v, ..., xn) = {21, .., T }-

Entonces:
(1) ®, Es continua.
(2) ©,(X™) = F,.
(3) X es homeomorfo a Fi(X).

Demostracidn:

(1) Sean = = (z1,...,2,) € X™ y € > 0. Consideremos el abierto basico en X"
dado por O, = HBE(%)- Tomemos y € O, entonces, d(z;,y;) < &, por lo que
i=1

Q,(y) CUc(x) y <I>_n(a:) C U.(y). Por lo tanto:
dy (P, (), P.(y)) < e.

Asi, concluimos que ®,, es continua, pues O, C & 1(B.(®,(x))).

(2) Claramente, @, (X™) = F,(X), pues cada {21, ..., z,, } es la imagen bajo ®,, de

un (zq, ..., z,). Si quisieramos un conjunto de menos de n elementos, bastaria repetir
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coordenadas en el punto de X", de tal modo que solo aparecieran (todas) las x; del

conjunto deseado.

(3)Ya tenemos que ®,, es continua y suprayectiva. Para el caso n = 1 es evidente
que también es inyectiva. Veamos que @' es continua. Sea {x} € Fy(X), considere-
mos B.({z}) abierto respecto a F(X). Sea {y} € B-({x}), entonces dy({z} {y}) < ¢
y, por como definimos la distancia Hausdorff, tenemos que y € U.({z}) y = € U.({y}),
que no es otra cosa que y € B.(z) v x € B.(y). Por lo tanto, d(z,y) < ¢y, asi,
&1 (B.({x})) C B.(z). Esta contencién prueba la continuidad de ®;.

Entonces, existe un encaje topoldgico de X en 2% a través de ®. 0

Corolario 2.2.7 Sea (X, d) un espacio métrico, y sean Ay, ..., A, subconjuntos no

vacios de 2%. Entonces, la funcion f : H'Ai — 2% definida por, f(Ai,...,A,) =
i=1
AiU...UA,, es continua.

Demostracién:

X

Consideremos al operador union |J : 22 — 2%. Por la proposicién anterior,

HA — 22" , definida como g(Ay,...,A,) = {Ay,..., A} es continua. Luego,

f= U og, v, por lo tanto f es continua. O

Para cada coleccién de subconjuntos A de X denotaremos por (A) a la siguiente

familia:
(A)={Be2¥ | BCc|JAy, paracada A€ A, AN B # (}.

Proposicion 2.2.8 Si X es un espacio métrico y A es una familia finita de subcon-

juntos abiertos de X, entonces (A) es abierto en 2.

Demostracién:

Sea D € (A). Para cada A € A elegimos un punto x4 € AN D. Como A es finito

y cada uno de sus elementos es abierto en X, podemos encontrar un € > 0 tal que
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B.(x4) C A. Ademas, como D C |J.A, podemos escoger ¢ suficientemente pequena

para que B.(D) C |J A.

Ahora, si tomamos E € 2% tal que dg(E,D) < ¢, enseguida observamos que
E C B. C [A. Después elegimos un A € A arbitrario y, dado que D C B.(FE),

podemos encontrar un z € E de tal manera que d(x,z4) < &, por lo que = € B.(x4)

y, a su vez, EN A # (. Por lo tanto, E € (A). O

Proposicion 2.2.9 Si (X,d) es un espacio métrico la coleccion
B(X)={(A) | A es una familia finita de conjuntos abiertos de X}

es una base de conjuntos abiertos en 2X.

Demostracién:

De la Proposicion 2.2.8 se sigue que B(X) es una coleccion de abiertos de 2%, por

lo que solamente hace falta probar que esta es base.

Sea D € 2% y € > 0, entonces, para cada = € D, se cumple que
x € B.(z) C B(D).

Luego, como D es compacto, podemos encontrar una subcubierta finita A de la

cubierta {B./4(7)}zep-

Claramente, D € (A), por lo que (A) es vecindad de D. Sea F' € (A), veamos
que su distancia Hausdorff a D es menor que €. Dado x € D podemos encontrar
Ae Atal que x € A, y, como F € (A), FN A # (). Pero su diametro es menor que
2¢ (recordemos que el didmetro de un conjunto es el supremo de las distancias entre
dos punto cuales quiera de este) diam(A) < 2¢ y por lo tanto podemos encontrar
un punto y € F N A, Con esto probamos que D C U.(F). Ademés, como F € (A),

entonces

FcUJAcCUAD).
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Por lo tanto, dy(D, F') < €. De aqui concluimos que (A) es una vecindad de D
contenida en B.(D), un bierto en 2%, y por lo tanto B(X) es base para la topologia

de 2X. O

Ahora probaremos que un espacio induce las propiedades de conexidad y conexidad

local a su hiperespacio.
Teorema 2.2.10 Sea (X, d) un espacio métrico. 2% es conexo si y solo si X lo es.
Demostracion:

Primero supongamos que X es conexo y demostraremos que 2% lo es. Para ello,
consideremos el subespacio Fi,(X), como este es denso en 2%, es suficiente demostrar

que Fo(X) es conexo. Por lo que, es suficiente demostrar que cada F,(X) es conexo.

Por la Proposicion 2.2.6 tenemos que F,,(X) es la imagen continua de X", el cual

es conexo, y, por lo tanto, cada F,,(X) lo es.

Ahora, probemos que si 2% es conexo, X también lo es. Para esto, probemos la
contrapuesta, es decir, supongamos que X no es conexo y encontremos una separacion

de 2X.

Ahora, como X no es conexo existen, U y V, dos abiertos no vacios y disjuntos,
que separan a X, es decir, tales que X = U U V. Luego, por la Proposiciéon 2.2.8
{U}), {V}) vy ({U,V}) son abiertos. Ademas, son disjuntos, pues U NV = (), y,
como X = U UV, también se sigue que X = ({U}) U {V}) U ({U,V}). Asi, hemos

encontrado una separacion de 2. 0]

Teorema 2.2.11 Sea (X, d) un espacio métrico. 2% es localmente conezo si y solo si

X lo es.

Demostracién:
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Primero supongamos que X es localmente conexo. Sea A € 2X y U una vecindad
de A en 2%. Ademas, por la Proposicién 2.2.9, existe una familia finita V de abiertos

de X tal que
Ae(V)CU.

Por consiguiente, para cada r € A existe una vecindad V' € V de tal manera que

XeV.

Luego, como X es espacio métrico, en particular, es regular, y, como también es

localmente conexo, podemos encontrar un abierto conexo W, con la propiedad de que
reW, cW,cCV.

Asi, {WW,} forma una cubierta abierta del compacto A, por lo que, existe una subcu-
bierta abierta finita V. Notemos que cada W € W es abierto, conexo, tiene inter-
seccion no vacia con A y para cada uno de estos existe un V' € V de tal modo que

W C V. Luego, si definimos W = {W} gy observemos que

Ae{W)yc (W)yc({V)cU.

Por la Proposicion 2.2.8, (W) es una vecindad abierta de A, por lo que es suficiente
mostrar que (W) es conexo. Como W es finito, podemos escribir W = {Dy, ..., D,},
donde cada D; es compacto y conexo. Luego, para cada ¢ = 1,2, ..., n, el hiperespacio
2Pi sera compacto y, por lo tanto, un cerrado en 2%. Asi mismo, por el Teorema

n

2.2.10, tenemos que cada 2% es conexo. Por lo tanto, H 2D es un espacio conexo y

i=1
n

compacto. Consideremos la funciéon P : H 2D 5 9% dada por
i=1

(I)(Al, 7An) - LTLJA“
i=1

esta funcion es continua por el corolario 2.2.7, por lo que basta demostrar que su
imagen es (W), pues serfa imagen continua de un conexo, y por consiguiente, también

conexo.
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Es claro que para (A, ..., A4,) € HQDZ' tenemos que ®(A;, ..., A,) € ). Sea
i=1

B € (W), para cada i = 1,2,...,n definamos B; = BN D;, por lo que cada B; es un

subconjunto compacto y no vacio de D;. Ademas, como B C U D;, tenemos que
i=1

®(By, By, ... B,)=BC|JB =B
i=1
por lo que B esta en la imdgen de ®. Por lo tanto la imagen de ® coincide con (W).

Entonces, (W) es conexo y por lo tanto 2X es localmente conexo.

Supongamos que 2% es localmente conexo; probaremos que X lo es. Recordemos
que, por la Proposicion 2.2.6, podemos identificar a X con F;(X) (cuando hablemos
de que un punto x de X estd en 2%, nos referimos al singulete {z}). Seaz € X y O,
un abierto de X que tiene a z. Por la Proposicion 2.2.7 ({O}) es una vecindad en 2%
que tiene a x, y, como el hiperespacio es localmente conexo, existe un abierto conexo
B de tal manera que x € B C ({O}). Entonces, la propuesta para abierto conexo en
X contenido en O que tenga a z es | J B, este es abierto, pues X N B es abierto en
X y esta contenido en | J B. Ahora solo basta mostrar que B := | B es conexo. Para
esto, supongamos lo contrario, es decir, que existen dos subconjuntos abiertos de B

vacios y disjuntos U y V' que lo separan. Definamos U’ y V' de la siguiente manera:

U={reX|dxzU)<dz,B\U)},
V'={rxe X |dxzV)<dz,B\V)}.

Es evidente que estos conjuntos son abiertos ajenos, ademas de que U' N B = U
y V'N B = V. Por otra parte como U’ y V' son ajenos, entonces, ({U’}), {V'}) v
({U’,V'}) también lo son. Luego, observemos que ({U'})NB# Dy {V'})NB # 0,

y, ademas:

B=({UHu v u{u,v).

De esta manera, B no seria conexo, lo que es una contradiccion. Por lo tanto, B

si es conexo y, por consiguiente, X es localmente conexo. [l
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Concluimos el capitulo con estas relaciones respecto a la conexidad entre un es-

pacio y su hiperespacio, que nos seran de utilidad posteriormente.



Capitulo 3

Distancia de Gromov-Hausdorft

Después de haber visto la distancia Hausdorff, estamos preparados para definir
la distancia de Gromov-Hausdorff, ya que esta altima es una generalizacion de la
primera, que nos permitird medir la distancia entre espacios métricos. Asi, el proposito
de este capitulo es introducir el concepto de esta distancia, sus propiedades y notar
que tendremos un particular interés en calcular esta distancia entre espacios métricos

compactos.

El motivo por el que haremos esto es porque la distancia Hausdorff no es suficiente
en algunos casos. La distancia Hausdorff nos ayuda a ver cuan cerca estan dos subcon-
juntos de un mismo espacio métrico de ser iguales. Sin embargo, nos gustaria hacer
algo mas general, como comparar conjuntos que se encuentran en distintos espacios
métricos, ya sea porque los espacios donde se encuentran son conjuntos diferentes o

porque tienen distintas métricas.

Ademas, nos gustaria que la distancia sea invariante bajo isometrias. Es decir,
queremos que esta distancia que vamos a definir sea aiin mas precisa en cuanto a
comparar cuan parecidos son dos subconjuntos, ya que a veces los dos subconjuntos

pueden verse similares pero encontrarse lejos.

En otras palabras, si la distancia de Gromov-Hausdorff cumple estas caracteristi-

cas, entonces permitird comparar distintos espacios métricos y no solamente subes-

26
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pacios métricos de un mismo espacio. Mas particularmente, hablando de comparar
conjuntos como imégenes, la distancia de Gromov-Hausdorff admitira la rotaciéon y
la traslacion de los conjuntos, mientras que la distancia de Hausdorff no. Para mas
informacion de como se ocupan estas distancias en la comparacion y reconocimiento

de imagenes se puede consultar [9].

3.1. Definici6én

Para lograr la definicion la idea es hacer uso de la distancia de Hausdorff. Primero,
la distancia de Gromov-Hausdorff entre dos subespacios de un mismo espacio métrico
no serd mayor a la distancia Hausdorff existente entre ellos en el espacio original.
Esto quiere decir que, si estan cerca en el sentido de la distancia Hausdorff, también
lo estardn en términos de la distancia de Gromov Hausdorff. Segundo, la distancia

entre espacios isométricos serd cero. Procedamos a la definicion:

Dados X y Y, la distancia de Gromov-Hausdorff entre ellos, denotada como
dar (X, Y) esta definida por la siguiente relacion: para r > 0 diremos que dgy (X,Y) <
r siy solo si existe Z espacio métrico con subespacios X’ y Y’ isométricos a X y Y
repectivamente, tales que d% (X', Y’) < r. Es decir,sii: X — Zy j:Y < Z son
encajes isomeétricos, entonces, la distancia de Gromov-Hausdorff es el infimo de las
distancias Hausdorff d%(i(X),j(Y)) entre todos los espacios métricos Z y todos los
encajes isométricos 1 : X — Z y j: Y — Z. Se pudiera pensar que un espaacio Z asi
podria no existir, pero mas adelante veremos una forma de construir uno a partir de

XyY.

Entonces esta forma de medir consiste en meter los espacios en un espacio méas
grande, donde no se alteren las distancias originales y se pueda tomar la distancia
Hausdorff entre ellos (de todas las posibles maneras de encajarlos ahi). El repetir esto
en cada espacio “mayor” en los que podamos identificarlos isométricamente. Asi, esta
forma de medir claramente cumple los dos puntos que habiamos propuesto para la

definicion.
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Ahora veremos algunas propiedades de la distancia de Gromov-Hausdorff. Por
ejemplo, por como esta definida una € — red, es claro que si A es una € — red de X,

entonces dgp(A, X) <e.

Proposicion 3.1.1 Si (X,dx) y (Y,dy) son espacios métricos acotados, entonces

dGH(X, Y) < 0Q.
Demostracion:

Como X y Y son acotados existen Mx y My cotas para las distancias entre los pun-
tos de cada espacio respectivamente. Definamos una constante C' := méx{Mx, My }
y notemos que acota las distancias de ambos espacios. Luego consideremos al espacio

(Z,dz) donde Z = X LY y dy es tal que:

dx(z1,29) st z1,22€ X

dz(z1, z2) = dy(z1,22) si 21,20 €Y

| C en otro caso.

dz es una métrica, cuyas propiedades las hereda de dx y dy, por lo que X C Uq(Y)
y Y C Ues(X). Entonces, como subespacios de Z, tenemos que la distancia Hausdorff
ahi es tal que d%(X,Y) < C, por lo tanto, dgy(X,Y) < C < oo, O

De este resultado se sigue inmediatamente el siguiente:

Corolario 3.1.2 Si X y Y son espacios métricos compactos, entonces dapy(X,Y) <

Q.

Ahora veamos otra afirmacion que solamente requiere que uno de los espacios

tenga didmetro acotado.

Proposicion 3.1.3 Sean X yY espacios métricos tales que diam(X) < oo. Entonces

se tiene que dep(X,Y) > 3|diam(X) — diam(Y)|.
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Demostracidn:

Dividiremos la demostracién en dos casos, cuando Y tiene didmetro acotado y

cuando no lo tiene.

(i)

(1)

Primero, supongamos que diam(Y) = oo. Este caso es sencillo, pues si Z es
un espacio métrico que acepta copias isometricas de X y Y, digamos X' y Y,
entonces, en Z tenemos que dy(X',Y’) = oo, pues si suponemos que no es
asi, existiria 0 < r < oo de tal modo que Y’ C U,(X’), lo que implica que
diam(Y") < diam(X') + 2r, y eso contradice nuestra hipotesis inicial. Por otra
parte, como no importdé quién era Z ni la manera en la que encajamos a los
espacios X y Y, entonces, dgy(X,Y) = oco. Asi mismo, es evidente que se

cumple la desigualdad buscada.

Ahora veamos el caso en el que diam(Y) < oco. Empecemos considerando de
nuevo un espacio Z donde podemos encajar a X y Y. A partir de aqui en esta
prueba nos sera indistinto hablar de estos espacios y sus copias isométricas).
También tomemos y,y2 € Y y 21,22 € X. Entonces, por la desigualdad del

tridngulo en Z tenemos que

d(y1,y2) < d(y1, 1) + d(@1, 22) + d(w2,2).
Enseguida, como diam(X) = supX d(zy1,xs)
1,026
d(y1,y2) < d(yr, #1) + diam(X) + d(x2, y2),
Por lo que podemos despejar la desigualdad de la siguiente manera

d(y1,y2) — diam(X) — d(z2,y2) < d(y1,x1).

y como esto se cumple para cualquier 1 € X, también se cumple para el infimo,

es decir

d(y1,y2) — diam(X) — d(za,y2) < d(y1, X)
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Después, con un razonamiento analogo vemos que se cumple la siguiente des-

igualdad:
d(y1,y2) — diam(X) — d(y1, X) < d(y2, X).
Luego despejando y sacando supremos sobre y; y 4o

diam(Y') — diam(X) < sup d(y1, X) + sup d(yz, X).

y1€Y yo €Y

Teniendo esto y por la Proposicion 2.1.1, entonces,
diam(Y") — diam(X) < 2dy(X,Y)

Ademas, es claro que también diam(X) — diam(Y') < 2dy(X,Y), por lo que
Hdiam(X) — diam(Y)| < du(X,Y).

Finalmente, como Z fue un espacio arbitrario que adminte encajes isométricos,

entonces:
s|diam(X) — diam(Y)| < dgu(X,Y).
[l

Ahora, probaremos la desigualdad del tridngulo para la distancia de Gromov-
Hausdorff. Antes de proceder a demostrarla, haremos una observacion; la definicién
de la distancia de Gromov-Hausdorff entre un espacio X y un espacio Y nos pide
trabajar con todos los espacios Z que admitan un encaje isométrico de los anteriores,
lo que podria ser muy grande. Por otra parte, veamos que podemos restringirnos a
trabajar con las semimétricas de la unién disjunta de X y Y que extienden a las
métricas de estos. Mas especificamente, la distancia de Gromov-Hausdorff sera igual
al infimo de las distancia Hausdorff tomadas respecto a las semimétricas que extienden

las métricas de X y Y.
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Para probar esto, simplemente identificamos a X UY con la unién de sus copias
isométricas X' UY' C Z. Mas formalmente, consideramos f: X - X'y g:Y =Y’
isometrias, por lo que definimos la distancia entre z € X y y € Y como d(z,y) =
dz(f(x),g(y)). Esto nos deja con una semimétrica que extiende a las métricas de X y
Y. Ademés (X UY')/d es isométrico a X’ UY”. Por otra parte, para tener una métrica
en XUY y no una semimétrica podemos considerar d(z,y) = d(f(z), g(y))+9, donde &
es una constante positiva arbitraria. Y respecto a la métrica anterior dy(X.Y) < r+0

si dZ(X,Y) <r.

Nota: En el parrdfo anterior, tenemos una semimétrica porque puede suceder que
f(z) = g(y), haciendo que la distancia entre x y y sea cero, y, en general, T y y no

son el mismo punto.

Proposicion 3.1.4 dgy satisface la desigualdad del triangulo. Es decir, para X1, Xs

y X3 espacios métricos sucede que
dan (X1, X3) < dar (X1, Xo) +dap (X2, X3).

Demostracidn:

Sean dio y doz métricas en X7 U Xy v X5 U X3 respectivamente, que extienden a

las métricas de X7, X5 y X3, y definamos la distancia en X; U X3 como:

di3(xy, x3) = xllg)g {di2(x1, x2) + daos(x2, z3)}.

Veamos ahora que dy3 cumple la desigualdad del tridAngulo. Sean z,y,z € X; U X3,
trabajaremos los casos de como se distribuyen z,y v z en X; o X3 . Primero, supon-
gamos z,y € X,y z € X3. Por la desigualdad del triangulo en X; U X5, para zo € X5
sucede que dio(z, o) < dia(x,y) + di2(y, x2), luego,

di3(z,2) = wgg)ffz{dm(%b) + do (9, 2) }

Jnf {dia(2,y) + diz(y, z2) + das(22, 2)}
< diz(w,y) + inf {dio(y, 22) + das (22, 2)}
= diz(7,y) + di3(y, 2)

= dlS(xa y) + d13(y7 Z)

IN
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Los otros casos se resuelven de manera anéloga. Asi, es claro que d;3 es una métrica,

y por como esta definida tenemos que
dp(X1, X3) < dp(Xi1, Xp) 4+ di(Xs, X3).

Asi mismo, podemos encontrar una métrica asi para cada par de métricas de X; U X,

y X9 U X3, asi que, tomando infimos, notamos que
dar (X1, X3) < dou (X1, X2) + dau(Xa, X3)

con lo que concluimos la demostracién. O

Después de lo trabajado hasta ahora, podemos ver que, para trabajar con la
distancia de Gromov-Hausdorff, requerimos construir un nuevo espacio métrico Z o
una métrica para X LIY . Esto es incoveniente incluso para los casos més sencillos, por
lo que en las siguientes secciones veremos criterios para calcular o estimar la distancia

de Gromov-Hausdorff entre dos espacios.

3.2. Correspondencias

El primer criterio que veremos es la correspondencia entre espacios métricos (o,
simplemente, entre conjuntos). La idea seré& corresponder a cada punto del espacio X
con uno o mas puntos del espacio Y, y viceversa. Comenzaremos viendo la definicion
de correspondencia y, luego, pasaremos a ver como se relaciona con el calculo de la

distancia de Gromov-Hausdorfl.

Definicién 3.2.1 Dados dos espacios métricos X y Y, diremos que R C X XY es
una correspondencia entre X y Y si cumple con la siquiente condicion: para cada
x € X eziste uny €Y, de tal modo que (x,y) € R, y, similarmente para cada y € Y

eriste un x € X, de tal modo que (x,y) € K.

Asi, si no hay confusién diremos que = y y se corresponden, en vez de escribir

(x,y) € fR.
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Por otra parte, notemos los siguientes puntos que nos ayudan a relacionar las

correspondencias entre dos conjuntos X y Y con funciones entre estos:

1) Si f: X — Y es una funcion suprayectiva, entonces

R={(z,f(z)) | v € X}
es una correspondencia, y la llamamos la correspondencia asociada a f.

2) Si Z es algtin conjunto tal que existen f : Z — X y g : Z — Y, entonces

podemos construir la siguiente corespondencia:

R={(f(2).9(2)) | z € Z}.

El primer punto es util cuando ya tenemos una funcién, pero, si partimos del
hecho de tener una correspondencia, no siempre seré sencillo asociarla a una funcion.
Sin embargo, es sencillo probar que toda correspondecia se puede obtener a partir de
una construccion como la senalada en el segundo punto, para esto, basta con fijarnos

en Z =Ry en las proyecciones 7, : Z = X ym,: Z = Y.

Ahora veamos el concepto de distorsion que nos ayudara a conectar las correspon-

dencias con la distancia de Gromov-Hausdorff.

En principio, la distorsion esta definida para funciones.

Definicién 3.2.2 Si X y Y son espacios métricos y f : X — Y una funcion, la

distorsion de f, denotada como dis(f), estd definida como

dis(f) = sup |dy(f(21), [(22)) — dx(z1,72)|.

x1,x20€X

Entonces, es claro que si f es una isometria, su distorsion es 0. Por lo que, de
algin modo, entre menor sea la distorsion mas parecida es f a una isometria. A su
vez, si recordamos la distancia de Gromov-Hausdorff, esta nos da una pauta de cuan
cerca estan dos espacios métricos de ser isométricos. Entonces, es posible que haya

relaciéon entre la distorsion de una correspondencia entre dos espacios y la distancia
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de Gromov-Hausdorff entre ellos. No obstante, una correspondencia no siempre es
una funcion, por lo que es preciso definir la distorsion de una correspondencia y es lo

que haremos a continuacion.

Definicién 3.2.3 Dada R una correspondencia entre espacios métricos X y 'Y, de-

finimos la distorsion de R como
dis(R) = {sup |dy (y1,y2) — dx (z1, 22)| | (v1,91), (22, 92) € R}.

Ahora veamos que la distorsion de las funciones que nos ayudan a construir co-

rrespondencias y la distorsion de estas tltimas estan relacionadas.

Proposicion 3.2.4 Sean X y Y espacios métricos y R una correspondencia entre

ellos asociada a la funcion f. Entonces, dis(f) = dis(R).
Demostracion:

Partamos de la definicion de distorsion de R. Tenemos que

dis(R) = {sup |dy (y1, y2) — dx (z1, 22)[|(x1, 91), (72, 92) € R}

Notemos, entonces, que, si (r1,41), (T2,92) € R, y como R esta asociada a f, sucede

que f(z1) =y1 y f(x2) = yo. Por lo tanto, sustituyendo esto en la definicion

dis(R) = sup |dy(f(21), f(22)) = dx (1, 72)].

r1,x20€X
Luego:
dis(R) = dis(f).

O

Proposicion 3.2.5 Sean X y Y espacios métricos y Z algun conjunto tal que exis-
ten f : Z - X yg:Z =Y, de modo que R = {(f(2),9(2)) | 2 € Z} es una

correspondencia. Entonces
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dis(R) = sup |dy(g(z1),9(22)) — dx(f(z1), f(22))].

21,22€Z
La demostracion de esta proposiciéon es una calca de la de la Proposicion 3.2.4, pues
basta con sustituir la manera en que escribimos la correspondencia (ahora en términos

de fy g) en la definicion de distorsion para llegar a la expresion buscada.

Asi, con lo que hemos observado acerca de correspondencias y su distorsion, parece

casi obligatorio notar la proposicién que se presenta a continuacion.

Proposicion 3.2.6 Sea R una correspondencia entre espacios métricos X y Y. En-

tonces, dis(R) = 0 si y solo si R estd asociada a una isometria.
Demostracion:

Primero, supongamos que R estd asociada a una isometria f. Entonces, por la

proposicion 3.2.1
dis(R) = dis(f),
luego,

dis(R) = sup |[dy(f(z1), f(z2)) — dx (@1, 22)|.

r1,02€X
Y, como f es isometria, se cumple que |dy (f(x1), f(x2)) — dx(z1,x2)| = 0 para todo

par de puntos, por lo que

dis(R) = 0.

Ahora, supongamos que dis(R) = 0, por lo que
{sup [dy (21, 25) — dx (21, 22)[| (21, 1), (22, 25) € R} = 0.

Entonces, |dy(y1,92) — dx(71,22)| = 0y, por consiguiente, dy(y1,¥2) = dx(z1,22)
para cualesquiera x1,x2 € X. Por lo que si (x,y1), (z,y2) € R, entonces dy (y1,y2) =

dx(xz,x) =0, es decir, y; = Y.
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Ahora, como para cada z € X existe un tnico ' € Y tal que (z,2') € R,
definimos f : X — Y como f(x) = 2/. Por lo ya sefialado, f es una biyeccion que

preserva distancias (f es una isometria) y, claramente, R esté asociada a f. 0

Después de eso ya tenemos lo necesario para entrelazar las correspondencias con
la distancia de Gromov-Hausdorff. La relacion sera tal que tendremos una forma para
calcular la distancia de Gromov-Hausdorff en términos de correspondencias, algunas
propiedades seran mas sencillas de calcular de este modo y, con el simple hecho de
tener una correspondencia entre los espacios, seremos capaces de acotar la distancia

de Gromov-Hausdorff entre ellos.
Teorema 3.2.7 Para cualesquiera dos espacios métricos X y Y,

2

dan(X,Y) =12 fgf dis(R),

donde el infimo se toma de todas las correspondencias R entre X y Y. En otras
palabras, dap(X,Y) es igual al infimo de las r > 0, para las que existe una corres-

pondencia R entre X y Y, de tal modo que dis(R) < 2r.
Demostracion:

Haremos la demostracion en dos partes. Primero, veremos que dgy es una cota
inferior para %dz’s(i)f{). Luego, veremos que para cada r > dgy(X,Y) existe una co-
rrespondencia tal que dis(R) < 2r, con lo que probaremos que es la cota inferior méas

grande.

1. Sea PR una correspondencia entre X y Y de tal modo que dis(R) = 2r. Para
ello, basta probar que dgy(X,Y) < r. Ahora, consideremos la union disjunta
X UY en la que definiremos una semimétrica que extiende a las métricas de X
y Y. Con esto, la idea seré establecer que siempre que x y y se corresponden, la
distancia entre estos puntos seréd r, y, luego tomar la minima métrica generada

por esta condiciéon. Entonces, definimos
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d(ZL’, y) = fnf{dx (ZL‘, J}/) + dY(y7 y/) + T|<CL’/, y/) € %}

Por otra parte, es claro que dx(z,2') +dy (y,y') +r > r. Ademas, si (z,y) € R,
se da la igualdad. Ahora, repecto a esta distancia para cada z € X tenemos
d(z,Y) = r, puesto que, ‘R es correspondencia y, por lo tanto, para cada x
existird una y € Y que le corresponda. Similarmente para cada y € Y tenemos

dy, X) =r,y, asi dg(X,Y) =ry, por lo que dgy(X,Y) <r.

2. Sea r tal que dgy(X,Y) < r. Ahora, buscamos una correspondencia R con
dis(R) < 2r. Podemos asumir que X y Y son subespacios de un espacio Z
donde dy(X,Y) < r, dado que dgy(X,Y) < r. Asi, definimos el siguiente

conjunto
R={(r,y)|lr e X,yeY ydx,y) <r}

donde d es la métrica en Z, mientras que R es una correspondencia en con-
secuencia de que dy(X,Y) < r y de la Proposicion 2.1.1. Luego, la desigual-
dad deseada la obtenemos al aplicar la desigualdad del tridngulo a los pares

(x,y), (', y) € R de la siguiente manera
|d(z, 2') = d(y, )| < |d(z, 2')| + |d(y, y')| < 2r.

O
Con esto vemos que, para acotar la distancia de Gromov-Hausdorff, bastarad que

demos una correspondencia y calculemos su distorsion.

Por otra parte, considerando que el diametro de un espacio de un punto es cero,
y, que dado X un espacio métrico compacto y P un espacio de un punto, P x X es
una correspondencia. Entonces, de este ultimo teorema y de la Proposicion 3.1.3 se

sigue inmediatamente el siguiente corolario:

Corolario 3.2.8 Sea P un espacio que consta de un solo punto. Entonces, dag (X, P) =

%diam(X) para cualquier espacio métrico X.



CAPITULO 3. DISTANCIA DE GROMOV-HAUSDORFF 38

Ahora, daremos una demostraciéon alterna de la desigualdad del tridngulo usando

correspondencias.

Proposicion 3.2.9 Sean X, Y y Z espacios métricos, R, una correspondencia entre
X yY, y R, una correspondencia entre Y y Z. Una composicion entre R, y ‘R,
denotada como R, o R,, es el conjunto de todos los pares (x,z) € X x Z para los

cuales existe y € Y de tal modo que (xz,y) € R, y (y,z) € R,. Entonces
1. R, ofR, es una correspondencia.
2. dis(R,; o R,) < dis(R,) + dis(fR,).
3. Desigualdad del tridngulo para la distancia de Gromov-Hausdorff.

Demostracion:

1. Sea x € X. Como R, es una correspondencia entre X y Y, existe y € Y, de tal
modo que (z,y) € R, y, como R, es una correspondencia entre Y y Z, existe
z € Z, de tal modo que (y,2) € fR,, y por ello, (x,2) € R, oR,. De forma
similar, si tomamos z € Z, podemos encontrar x € X tal que (z,z) € R, o R,.

Por lo tanto, R, o R, es una correspondencia.
2. dis(R, o R,) = sup{|dx(z,2") —dz(z,2')|}
= sup{|dx(z,2") — dy(y,y') + dv(y,y') — dz(z,2")[}
< supf{|dx(z,2') — dy (y,y)| + sup{ldy (y,y') — dz(z, 2)[}
= dis(R,) + dia(R,).
3. Definamos los siguientes conjuntos

i) Ryy ={R C X XY | R es una correspondencia entre X y Y}.

11) Rxy oRyyz; = {9{1 ofR, | R, € Rxy Y R, € Ryz}.

Asi, es claro que Rxy o Ryz C Rxz, por lo que
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inf dis(R) < inf  dis(®R).

RERX 7 - RERxyoRyz

Ademas, por el punto anterior, también tenemos que

inf dis(R, o R,) < inf dis(R)+ inf dis(R).

R,0R,ERxyoRy z RERxy RERy z

Asf mismo, de estas dos desigualdades obtenemos la siguiente

inf dis(R) < inf dis(R)+ inf dis(R).
RERx 7 RERxY RERy 7

Finalmente, por el Teorema 3.2.7 tenemos la desigualdad buscada.

3.3. e-1sometrias

Ahora abordaremos el concepto de e-isometria, que nos sera de ttilidad para el
estudio de la convergencia de espacios métricos respecto a la distancia de Gromov-
Hausdorff (tema que estudiaremos en el capitulo 4), aunque, por el momento, solo

introduciremos el concepto y su relacion con la distancia de Gromov-Hausdorftf.

Empecemos definiendo las e-isometrias. Para esto, nos apoyaremos en los concep-

tos de € — red y distorsidon que ya hemos visto.

Definicién 3.3.1 Sean X y Y espacios métricos y € > 0. Diremos que una funcion

f: X =Y es una c-isometria si cumple las siguientes condiciones:
w dis(f) <e.

» f(X) es unac-red en Y.

Veamos un par de propiedades que, gracias a lo que hemos trabajado, son conse-

cuencias directas de la definicion.

Proposicion 3.3.2 Sean X y Y espacios métricos y € > 0. Entonces
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i) Sideu(X,Y) < ¢, existe una 2¢c-isometria de X en'Y.

ii) Si existe una e-isometria de X en 'Y, entonces, dau(X,Y) < 2¢.

Demostracién:

i)

ii)

Por el teorema 3.2.7, podemos tomar R una correspondencia entre X y Y,
de modo que dis(fR) < 2e. Ahora, a partir de esta, definiremos una funcion
f: X =Y, que cumple que, para cada x € X, su imagen f(x) es de tal forma
que (z, f(x)) € R. Luego, notemos la siguiente desigualdad, que es consecuencia

del hecho de que X x f(X) C fA:

sup |dx (2, ) =dy (f(2), f(2))] < xil}gX{!dx(%I’)—dy(y,y’)\ | (z,9), (2 y) €

R},

Asi, dis(f) < dis(R) < 2¢. Por lo que, solo nos falta ver que f(X) es una 2e-red.
Sea y € Y, como R es correspondencia, debe existir x € X, de tal modo que
(x,y) € R. A su vez, sucede que (z, f(z)) € R, por lo que tenemos la siguiente

desigualdad:
dy (y, f(x)) — dx(z,2) < |dy(y, f(x)) — dx(z, z)| < dis(R) < 2.
Luego,
dy (y, f(2)) < dx(z,7) + 2 = 2¢.

Esto implica que d(y, f(X)) < 2e. Por su parte, como y fue arbitrario, f(X) es

una e-red en Y.

Supongamos que existe f, una e-isometria entre X y Y. Posteriormente, notemos
que, como para cada y € Y se cumple que dy, f(X)) < ¢, existe x € X tal
que dy(y, f(z)) < e. Asi, podemos definir el siguiente conjunto que, por la

observacion recien hecha, resulta en una correspondencia:
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N ={(z,y) € X xYldy(y, f(z)) <e}.

Luego, si (z,y), (2, ') € R, se sigue la cadena de desigualdades que presentamos

a continuacion:

|dy (y, ') — dx(z,2")| < |dy(y, f(z)) + dy (f(2),y) — dx(z,2')]
< |dy (y, f(2))+dy (f (), f(2') +dy (f (), y) —dx (x, 27)]
< |dy (y, f(2))+dy (f (z"), o) [+|dy (f (), [ (&) =dx (2, 2')]
< 2e + dis(f)

< 3e.

Entonces, dis(R

) < 3e. Finalmente, en consecuencia del teorema 3.2.1, tenemos
que dgp(X,Y) < 3

dis(R) = 3¢ < 2¢, que es la desigualdad buscada.

3.4. La clase de espacios métricos compactos

A lo largo del capitulo ya probamos que la distancia de Gromov-Hausdorff cumple
la desigualdad del tridngulo, y, claramente, es mayor o igual a cero y simétrica. Sin
embargo, tenemos un problema similar al del capitulo pasado, donde dos espacios con
misma cerradura distaban cero respecto a la distancia Hausdorff, pero eran distin-
tos. Aqui, por otra parte, lo que sucede es que, X y Y son isométricos si y solo si
dgr(X,Y) = 0 aunque sean distintos. A continuacién probaremos esto, cuando X y

Y son compactos.

Teorema 3.4.1 Si X yY son espacios métricos compactos, entonces, dag(X,Y) =0

sty solo st X y'Y son isométricos.

Demostracidn:
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Primero, si X y Y son isométricos, Z es un espacio donde los podemos encajar
isométricamente, por lo que existen i : Y — Zy j: X — Z, de tal modo que i(Y') =

J(X). Asi, en Z tenemos que dy(i(Y'),7(Z)) = 0, y por consiguiente, doy(X,Y) = 0.

Ahora, supongamos que dgy(X,Y) = 0. Después, notemos que por la proposicion
3.3.2, debe existir una sucesion (f,),en de e-isometrias de X en Y que cumple que
dis(f,) — 0. Luego, como X es compacto y en consecuencia separable, entonces,
podemos tomar S C X denso y numerable. Podemos escribir s := {xy,z9, 23}
Ahora, para x; consideremos (f,(z1))nen, como Y es compacto, existe una sub-
sucesion (fn, ,,(71))nen que converge a algtin y; en Y. Luego, podemos considerar
(fage (T2))nen, ¥, para esta sucesion existe una subsucesion (fy, , (2))nen que con-
verge a algin ys en Y. Podemos repetir este proceso recursivamente tal que para cada
z; existe (fu,, (i))nen que converge a algtin y; en Y, de tal forma, que por la manera
en que las construimos , (fy, , (7;))nen converge siempre que i > j. Asi, utilizando el
procedimiento de diagonales de Cantor, podemos encontrar una subsucesion <fn(k,k)>

tal que, para cada x € S, la sucesion (fy, ,, (¥)) converge en Y.

Asi mismo, sin pérdida de generalidad, podemos suponer que, de hecho, (f,) es

convergente. A partir de esto definimos la funcién f : S — Y de la siguiente manera:

f(z) = lm f, ().

n—oo

Ahora, como |d(f,(x), fu(y)) —d(z,y)| < dis(f,) y dis(f,) — 0, podemos deducir
e i 1,010 o s i, 4 00— A o 1o e

preserva las distancias de S en Y. Por otra parte, es facil notar que, dado que Y es

compacto y por lo tanto completo, existe f : X = Y que extiende a f.

Analogamente, existe g : Y — X, que preserva distancias. Asi, si definimos F' :

Y — Y tal que

tenemos una funcién que preserva distancias de Y en Y. El hecho de que preserve
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distancias, implica que esta funcién es inyectiva. Ahora, veamos que es, ademaés,

suprayectiva.

Para empezar, supongamos que F' no es suprayectiva y, por ello, existe y € Y\
F(Y'). Luego, como Y es compacto, F(Y) también lo es, y, por lo tanto, F(Y) es
cerrado. Asi, para p € Y \ F(Y), que es abierto, hay una ¢ > 0, de tal modo que
B.(p) esta completamente contenida en el complemento de F(Y'). Ahora, sea n la
cardinalidad del mayor subconjunto S C Y tal que para cada par y;,y, € S sucede
que d(y1,y2) > €. Asi, S es un subconjunto cerrado en Y y, por tal motivo, compacto.
Ademas, este debe ser finito, si no, no podriamos encontrar una subcubierta abierta
finita de la cubierta { B.(s)|s € S}. Por otra parte, d(p, f(S)) > d(p, f(Y)) vy, ademaés,
d(f(v1), f(y2)) > €, de lo que se sigue que f(S)J{p} es un conjunto de cardinalidad
n + 1, cuyos elementos distan més que € entre si, lo que contradice el que S fuera el

mayor subconjunto que cumplia esta propiedad. Por lo tanto, F’ debe ser suprayectiva.

Asi, por consiguiente, F' es biyectiva y obliga a f a ser suprayectiva y, por lo tanto

isometria.

Ahora veremos una version més general de este teorema.
Proposicion 3.4.2 Si X y Y son espacios métricos tales que dgy(X,Y) =0, X es
compacto y Y es completo, entonces, X y'Y son isomélricos.
Demostracién:

La demostracion se puede llevar a cabo probando que, si se cumplen las hipotesis

entonces, Y es compacto, esto reduce la situacion al teorema 3.4.1.

Primero, sean X y Y espacios métricos tales que dgy(X,Y) =0, X es compacto
y Y es completo. Ademés, consideremos € > 0. Nuestro objetivo serd construir una

e—red finita para esta ¢ arbitraria, pues, dada la completez de Y es suficiente mostrar
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que es un espacio totalmente acotado para tener la compacidad.

£

Como dgp(X,Y) = 0, en particular, tenemos que dgu(X,Y) < g,

entonces, por
la proposicién 3.3.2, existe f una Z-isometrfa de X en Y. Después, consideremos la
cubierta abierta {B./3(x) | x € X}, y, por la compacidad de X, podemos considerar
la subcubierta finita {B./3(z;)}7,. Ahora, sea y; = f(z;), de modo que podemos
tomar el conjunto {y;}i-;. Sea y € Y, como f(X) es una -red, existe € X tal que

d(y, f(z)) < 5. Ademas, para esta x debe existir 2; (con 1 <7 < n), que cumple que

d(x, ;) < 5. Luego,

d(y, f(x:)) < d(y, f(z)) + d(f(x), f(z:))
<e/3+dis(f) + d(z, ;)
<e/3+¢/3+¢/3

<e.

Y, como y fue arbitrario, esto se cumple para cada punto de Y. Asi tenemos que

(yi)"_; es una e-red en Y. O

Con esto tenemos que, si consideramos a las clases de isometria de espacios mé-
tricos compactos, entonces dgy se comporta, efectivamente, como una métrica. El
problema ahora es que pensar en todas las clases de isometria de espacios métricos
compactos podria parecer algo demasiado grande, algo que se escape de la teoria de
conjuntos. Sin embargo, tenemos herramientas suficientes para sustentar el hecho de
trabajar con estas. En el Capitulo 5 abordaremos esto de nuevo usando el material
estudiado en el capitulo uno. Por el momento, con el siguiente teorema veamos que la
cardinalidad de la coleccion de las clases de isometria de espacios métricos compactos
es, de hecho, la cardinalidad del continuo (en el siguiente teorema M representa la

coleccion de las clases de isometria).

Teorema 3.4.3 La coleccion de las clases de isometria de espacios métricos compac-

tos M tiene la cardinalidad de R.

Demostracién:



CAPITULO 3. DISTANCIA DE GROMOV-HAUSDORFF 45

Probaremos este teorema usando una doble desigualdad.

1) Tomemos la siguiente subcoleccion de M, {[0, ] | @ € R y a > 0}. Observemos
que cada uno de estos intervalos los podemos considerar espacios métricos con
la métrica heredada de R. Ademaés, cada uno de estos pertenece a una clase de
isometria distinta, y, claramente, esta subcoleccion tiene la cardinalidad de R.

Asi, concluimos que |[M| > |R].

2) Ahora, pensemos en (X, d) un espacio métrico compacto. En particular, X debe
ser separable, por lo que existe S C X subconjunto denso y numerable. No es
dificil observar que, de hecho, la métrica de X queda definida por los valores que
toma su restriccion a .S. Es decir, la cantidad de espacios métricos compactos que
podemos tener con métrica distinta queda acotada por la cantidad de métricas
que le podemos asignar a un conjunto numerable. A su vez, esta cantidad queda
acotada por el niimero de funciones que hay de NxN — R, que es |[R|"*N = |R|,

y, por consiguiente |[M| < |R|.

Por lo tanto, |[M| = |R|.



Capitulo 4

Convergencia en el sentido de

Gromov-Hausdorft

En este capitulo analizaremos con detenimiento la convergencia en el sentido de
Gromov-Hausdorff. Esta convergencia nos brindara informacién sobre la métrica de
Gromov-Hausdorff y sobre la secuencia de espacios que estemos analizando.

Para empezar, diremos que una sucesion de espacios métricos compactos { X, }5°
converge en el sentido de Gromov-Hausdorff a un espacio métrico X si dgg(X,, X) —

0 cuando n — 0o. En ese caso escribiremos también X, —qg X.

Ahora, compararemos con otros conceptos de convergencia de espacios métricos
y buscaremos relacion con estos. A continuacion, enunciamos las definiciones de con-

vergencia que utilizaremos:

[e.e]

Definicién 4.0.1 Hausdorff Diremos que una sucesion de subespacios métricos { X, }5°

converge en el sentido de Hausdorff a un subespacio métrico X sidy(X,, X) — cuan-

do n — oco. En ese caso, escribiremos X,, -y X.

Definicién 4.0.2 Diremos que una sucesion de espacios métricos {X,}o>, converge
uniformemente a un espacio métrico X si existen homeomorfismos f, : X,, = X tales

que dis(f,) — 0 cuando n — 00.En ese caso, escribiremos X,, —unis X.

Definicion 4.0.3 dil(f) es llamada dilatacion de f y se define como

46
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dzl(f) = sup dy<f($),f(:€/))

z,x'€X dX(*Ta fIJ/)

Definiciéon 4.0.4 d;, es la distancia Lipschitz y se define de la siguiente manera:

dp(X.Y) = fuf log(dil(f).dil(f™")).

Esto significa que tomamos el infimo sobre todos los homeomorfismos bi-Lipschitz
f : X — Y. Recordemos que ser bi-Lipschitz significa que tanto f como f~! son
funciones Lipschitz, es decir dy (f(z), f(2')) < Cdx(z,2') y dx(f~'(y), [ (¥)) <
C'dy(y,y') con C'y C' constantes positivas.

Definicién 4.0.5 Diremos que una sucesion de espacios métricos { X, }°°, converge
en el sentido de Lipschitz a un espacio métrico X si dp(X,, X) — 0 cuando n — 0.

En ese caso escribiremos X,, — X.

No obstante, aqui solamente hemos definido la convergencia uniforme y la conver-
gencia en el sentido Lipschitz para compararlas con la convergencia en el sentido de
Gromov-Hausdorff. En resumen, podriamos decir que estas distancias comparan las
funciones que existen entre los espacios dados (una lo hace con los homeomorfismos
y la otra con las funciones bi-Lipschitz), pero, para profundizar en estas, se puede

consultar las secciones 7.1.5 y 7.2 de [2].

Antes de empezar con las comparaciones entre convergencias, observemos la si-
guiente propiedad de la convergencia: Como consecuencia de la proposicion 3.3.2,
una sucesion de espacios métricos (X,,)_n = 1 converge en el sentido de Gromov-
Hausdorff si y solo si existe una sucesion de nimeros (£,)5°; y una sucesion de fun-

ciones (f,)5, tales que cada f, : X,, = X es g,-isometria de modo que ¢, — 0.

Proposicion 4.0.6 Se cumplen las siguientes afirmaciones:

oo

1. Si una sucesion de subespacios métricos (X,)o>, converge a X en el sentido de

Hausdorff, también lo hace en el sentido de Gromov-Hausdorff.
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2. Si una sucesion de espacios métricos (X,)22, converge a X uniformemente,

también lo hace en el sentido de Gromov-Hausdorff.

3. Si una sucesion de espacios métricos (X,)r>, converge a X en el sentido de

Lipschitz, también lo hace en el sentido de Gromov-Hausdorff.

Demostracién:

1. Supongamos que una sucesion de subespacios métricos (X, )n = 1% converge
a X en el sentido de Hausdorff, por lo que dy(X,, X) — 0. Ademas, como
dor (X, X) < dp(X,, X), a su vez también dgy(X,, X) — 0.

2. Supongamos que una sucesion de espacios métricos (X, )n = 1°° converge a
X uniformemente. Asi, existe una sucesion de homeomorfismos f, : X, —
X tales que dis(f,) — 0. A su vez, podemos considerar la correspondencia
asociada a cada f, que denotaremos como R, = {(z, f,(x)|z € X,}, ya que
cada homeomorfismo es suprayectivo. Luego, en virtud del Teorema 3.2.7 y de
la Proposicion 3.2.2, sucede que dgpy(X,, X) < dis(R,) = dis(f,) — 0. Asi,
Xn —en X.

3. Supongamos que una sucesion de espacios métricos (X, )n = 1°° converge a
X en el sentido de Lipschitz. De esta manera, dp(X,, X) — 0. Asi mismo,
podemos tomar sucesiéon de homeomorfismos bi-Lipschitz, f, : X,, — X, tales
que dil(f,) — 1. Ahora, basta probar que su distorsion tiende a 0, pues esto

nos lleva al punto anterior. Entonces, recordemos que en este caso

gil(f) = sup PUnl0 o)

r,0’'€Xy an (I, I,) 7

por lo tanto, para cada x, 2’ € X,, se cumple que

dX(fn(x)> fn(l’/))

dx, (x,z")

— 1,
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por lo que dx (f.(z), fn(2")) — dx, (z,2") y, por consiguiente, dis(f,) — 0. Esto
significa que (X,,)%, converge a X uniformemente y, por el punto anterior,

también converge en el sentido de Gromov-Hausdorf. 0

Proposicion 4.0.7 Sea X un conjunto fijo y, (d,)2,, una sucesion de métricas en
X tales que convergen uniformemente a d : X x X — R.. Entonces, el espacio cociente
inducido por esta funcion X/d, equipado con d, es el limite en el sentido de Gromov-

Hausdorff de la sucesion ((X,d,))2,.

Demostracidn:

Sea X un conjunto fijo y, (d,)2,, una sucesion de métricas en este tales que
convergen uniformemente a d : X x X — R. Claramente, d es una semimétrica en
X por lo que al considerar al espacio cociente X/d que surge al relacionar y pegar
a los puntos z,y € X tales que d(z,y) = 0 y equiparlo con d, el par (X/d,d) es un
espacio métrico. Después, consideremos 7, : (X,d,) — (X/d,d), defininidas como
() = [z]; de hecho, por la convergencia uniforme de las semimétricas a d, tenemos
que, para cada z,y € X, sucede que |d,(z,y) — d(m,(x),m.(y))| = 0, y de esto se
sigue que dis(m,) — 0. Por lo tanto, dep((X,d,), (X/d,d)) — 0. O

Corolario 4.0.8 Sea X un conjunto finito fijo y (d,)2, una sucesion de métricas
en este, tales que convergen puntualmente a d : X x X — R. Entonces, el espacio
cociente inducido por esta funcion X/d, equipado con d, es el limite en el sentido de

Gromov-Hausdorff de la sucesion ((X,dy))52,.
Demostracién:
La convergencia puntual en espacios finitos implica la convergencia uniforme. [

Ahora, empecemos por notar ciertas propiedades de la convergencia en el sentido
de Gromov-Hausdorff que suceden con espacios finitos (ya sea como elementos en
la sucesion o como el espacio limite). El hecho de que un espacio sea finito es una

hipotesis que suele hacer més sencillo algunos aspectos de analisis.
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Proposicion 4.0.9 Si (X,,)5°, es una sucesion convergente de espacios métricos de
cardinalidad fija N. Entonces, existe una sucesion de métricas (d,)0, para un con-
Junto fijo X, que convergen a una semimétrica, de tal modo que (X,d,) es isométrico
a X,. En particular, el limite de X,, es un espacio métrico finito de cardinalidad

menor o igual a N.

Demostracion:

Supongamos que (X)), es una sucesién convergente de espacios métricos de
cardinalidad fija N. Ademas, sea X = {1,2,...,N}. Asi, para cada X,, existe f, :
X — X, una funcion biyectiva. Dicho eso, podemos definir d,, : X x X — R de la

siguiente manera:

dn(i,J) = dx,, (fu(2), fu(5))

donde dx, esla métrica de X,,. Asi, claramente, cada d,, define una métrica en X. Méas
atn, esto fuerza a que (X, d,) sea isométrico a X,, (a partir de ahora, ocuparemos la
notacion z, para denotar a f,, 1(7)). Entonces, si (X, dy) es el limite de (X,,)° ;, obser-
vemos que existen {g, }°°, e-isometrias tales que |dx, (2%, 27 ) —dx (g (z!), gu(z))] —

0, por lo que |d,(i,7) — dx(gn(xh), gn(x%))| — 0. De esta manera, podemos definir

d: X xX — R como

d(i, ) = lim (d,(4, 5)).

n—00

Y por lo observado anteriormente d esta bien definida, ya que existen estos limites
puntuales, y, a su vez, definen una semi-métrica. Asi mismo, por el Corolario 4.0.8,
tenemos que X es isométrico a (X/d, d), por lo que debe tener cardinalidad menor o

igual a V. U

Proposiciéon 4.0.10 Una secuencia de espacios métricos (X,,)22 | converge a un es-

pacio de un solo punto si y solo si diam(X,) — 0.

Demostracion:

Denotemos por P al espacio de un solo punto. Probemos ambas implicaciones.
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» Supongamos que X,, =gy P. Luego, por el Corolario 3.2.8 tenemos que dgy (X, P) =

%dia,m(Xn), y, por consiguiente diam(X,) — 0.

» Ahora, supongamos que diam(X,) — 0. De nuevo por el Corolario 3.2.8 tenemos
que dep (X, P) = 3diam(X,,), de modo que, dgy(X,, P) — 0, y por lo tanto,

Xn —GH P.

O
La siguiente proposicién da una forma general de como se comporta una secuencia

que converge a un espacio finito.

Proposicion 4.0.11 Si (X,,)22, es una secuencia de espacios métricos y, X, un

espacio finito de cardinalidad N, donde X = {x;|]1 <n < N}, entonces:

1. 81 X,, —gy X, para n suficientemente grande, la cardinalidad de X, es al

menos N.

2. X, —au X sty solo si para todo n suficientemente grande, X,, se puede dividir
en la union disjunta de N conjuntos no vacios X, 1, Xy 2, ..., Xy n, de modo que,

para todas i, 7 sucede que
diam(X,;) = 0 y dx, (X, Xnj) = d(zs, x;) (cuando n — o).

Demostracién:

1. Supongamos que X,, =gy X y que no hay ninguna n suficientemente grande
tal que la cardinalidad de X, sea al menos N. Por ello, podemos crear una sub-
sucesion (X, ) de cardinalidad fija menor a N, de modo que, por la proposicion

4.0.9, el limite X no puede tener cardinalidad N, lo cual es una contradiccion.

2. e Supongamos que X,, —gg X. Por lo que, debe existir una sucesion de

reales positivas (g,) y una de g,-isometrias (f,)>2, tales que ¢, — 0.

N
Ahora, definamos X,,; = f, *(z;). Es claro que X,, = U X,,,i- Luego, vea-
i=1

mos que para i # j los espacios son disjuntos, es decir X, ;[ X,; = 0.
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Ahora, supongamos que no es asi, entonces existe y € X, ;[ X, ¥y €so
quiere decir que f,(y) = z; y que f,(y) = z;, pero f era funcion lo cual es
una contradicciéon, por lo que deben ser disjuntos. Ademas, no pueden ser

vacios porque debe existir ¢ < n;in{d(xi, z;)}, porque de no ser asi, f, no
i#j

N
seria e-isometria. De modo que, X,, = |_| X
i=1

Ahora, veamos que diam(X,;) — 0. Para ello, consideremos la sucesion
de restricciones (f, |x,,)pe;- Evidentemente, f, |x,, (Xni) es una e-red
en {z;} y, ademés, dis(fy |x,,) — 0, por lo que tenemos una sucesién de
en-isometrias tales que €, — 0, asi (X,,;) — x;. Asi, por la proposicion

anterior tenemos que diam(X, ;) — 0.

Ahora, para x € X,,; y y € X,,; por la definicién de distorsiéon y por ser

fn en-isometria, tenemos la siguiente desigualdad:

|an(l’7y) - dX(l’z‘,l’jN < dZS(fn> < eéep.

Por otra parte, como x y y fueron arbitarias podemos tomar infimos sobre

estos y, por lo tanto, se cumple la siguiente desigualdad:
|dix, (Xnis Xnj) — dx (i, 25)| < dis(fn) < €.
Asi, cuando consideramos que ¢,, — 0, podemos deducir que,
dx, (Xni, Xnj) = dx(x;, x;),
con lo que concluimos la primer implicacion.

N
e Supongamos que X, = |_|Xn7i con diam(X,;) = 0y dx,(Xn., Xnj) =
i=1
dx(z;, z;). Primero, vamos a construir una sucesion de e,-isometrias, tales

que f,: X, = X y g, — 0. Las definamos de la sigiente manera:

fo i Xo = Xy fulz) =o,six € X,

Ahora, para definir las épsilon adecuadas, notemos la siguiente igualdad:
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dZS(fn) = Sup |dx($,y> - dX(fn<x))fn<y>)|

z,yeX

Luego, para cualesquiera x,y € X

|an(x7y) - dX(xzaxj” S dZS(fn> S En,

—e, <dx, (z,y) — dx(x;, xj) < €.
Entonces, tomando infimos para x € X,,; y y € X, ;, se sigue que:
—en < dx, (X, Xnj) —dx(z;,z;) < &,
Asi, cuando n tiende a infinito, concluimos que
dx, (Xni, Xnj) = dx(x;, xj).

O

A continuacion, una observacion sencilla pero que muestra la importancia de los

espacios métricos finitos ya que estos son densos en nuestro espacio ambiente.

Proposicion 4.0.12 Todo espacio métrico compacto es limite de espacios métricos

finitos.

Demostracién:

Sea X una espacio compacto. Consideremos una sucesion de reales positivos
(en)2, tal que €, — 0. Ahora, como X es compacto para cada ¢, existe S,, C X
finito, que cumple con ser ¢,-red en X. Entonces, S,, —gg X por el tnico hecho de

que deir(Sn, X) < dig(Sn, X) < &, 0

Como hemos visto, las e-redes han resultado muy importantes al estudiar la distan-
cia de Gromov-Hausdorff. En este caso, las ocuparemos para reducir la convergencia

de espacios métricos compactos a la convergencia de sus subconjuntos finitos.

Para ello, veamos primero la siguiente definicion.
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Definicién 4.0.13 Sean X yY espacios métricos compactos, ye, 0 > 0. Asi, diremos
que X y 'Y son (e,0)-aproximaciones uno del otro si existen colecciones finitas de

puntos {x;}N | y {y;}¥, en X y Y, respectivamente, tales que:

(1) El conjunto {x; | 1 <1 < N} es unac—red en X, y{y; | 1 <i < N} es una

e—red en Y.
(2) |dx(x;,x;) — dy (yi,y;)| <9 para todas i,j € {1,...,N}.

Si e =0, solo diremos que es una -aproximacion.

Con la siguiente proposicién haremos la reformulacion de la convergencia en tér-

mino de sus subconjuntos finitos:

Proposicion 4.0.14 Sean X yY espacios métricos compactos, se cumple lo siquien-

te
i) SiY es una (g,0)-aprozimacion de X, entonces, dgy(X,Y) < 2e + 9,

i) Siday(X,Y) < e, entonces, Y es una be-aprorimacion de X.

Demostracion:
i) Supongamos que Y es una (g,d)-aproximacion de X. Sean Xy = {z;}¥, v
Yo = {yi}Y, las e— redes en X y Y, respectivamente, de la definicion de

(e, d)—aproximacion. Luego, por la segunda condiciéon de ser (g, 0)-aproximacion,
es claro que R = {(z;,¥;) | 1 < i < N} es una correspondencia entre Xy y Yp
tal que dis(R) < §. Por otra parte, en virtud del Teorema 3.2.7, tenemos que
dau(Xo,Yo) < 6/2. Ademas, dado que Xy Yj son e—redes en X y Y, tenemos
que dgg(Xo, X) < ey dgu(Yo,Y) < . Después, aplicando la desigualdad del

triangulo, obtenemos lo siguiente

den(X,Y) <deu(X, Xo) + dau(Xo, Yo) + dau(Yo,Y) < 2e+6§/2,



CAPITULO 4. CONVERGENCIA DE GROMOV-HAUSDORFF 55
por lo que
dGH(X, Y) <2e+6

ii) Supongamos que dgy(X,Y) < e. Asi, por la proposicion 3.3.2; existe una 2e-
isometria f : X — Y. Ahora, consideremos Xy = {x;}Y | una e-red finita en X
yvsea Yy ={y, €Y |y; = f(x;), 1 <i < N}. Por lo tanto, como dis(f) < 2e,
|dx (zi, z;) — dy(yi,y;)| < 2e < be para todas i,5 € {1,2,...,N}. Ahora, solo

falta probar que Yy es una 5e-red en Y.

Sea y € Y. Luego, existe x € X tal que dy(y, f(z)) < 2e, dado que f(X) es
una 2e-red en Y. Asi mismo, como X, es una e-red en X, existe x; € X, tal

que dx(z,x;) < e. Por lo que,

dy (y,yi) = dy (y, [ (1)) < dy (y, f(2)) + dy (f (@), f(2:))-

Asi,
dy (y,y;) < 2 + dx(z,x;) + dis(f).

Por lo tanto, dy (y,y:)2e + ¢ + 2c = be 0.

Proposicion 4.0.15 Si (X,,)22, una sucesidn de espacios métricos compactos y X
un espacio métrico compacto, X; —ay X si y solo si para cada € > 0 existe una £-red
finita S en X y e-redes finitas S, en cada X, tales que S,, =gy S. Mds ain, para n
suficientemente grande las e-redes pueden ser tomadas de tal modo que S,, y S tengan

la misma cardinalidad.

Demostracion:

= Supongamos que tales e-redes existen S, —gy S, entonces, para n suficien-
temente grande, X,, es e-aproximacion de X (las e-redes elegidas son S, y S
para cada n), pues S, —gy Sy, por la proposicion 3.3.1, existe una sucesion
de e,-isometrias tales que €, — 0, mientras que, €, < ¢ para n suficientemente

grande. Asi, para x,;,Tn; € S, ¥ ¥;, ¥; € S sucede que
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|an(xn,iaxn,j) — d)((ZL‘Z‘,J]jN < dlS(fn> <egp, <E.

Entonces, por la proposicion anterior tenemos que dgy(X,, X) < 3¢, y, como

esto aplica para cualquier ¢, la cual podemos hacer tender a 0 y, por lo tanto,

Xn —GH X.

= Ahora, supongamos que X,, —gy X. Primero, tomemos S una ¢/2-red finita
en X. Asi, por la convergencia deben existir f, : X — X, ¢,-isometrias tales
que €, — 0. Luego, consideremos S,, = f,,(5). De este modo podemos definir
fn .S — S, como fn = fals, por lo que es claro que estas son ¢,-isometrias.

Ademas, ya sabiamos que ¢, — 0, esto implica que S,, =gy S.

Veamos que para n suficientemente grande S, es una e-red en X,,. Consideremos
n de tal forma que a partir de este ¢, < /4 y sea x, € X,. Como f,(X) es
en-red, hay y € f,(X) de tal forma que dx, (z,,y) < ¢, existe z € X tal que
y = fu(z) y como S es una ¢/2-red en X existe 2’ € S tal que dx(z,2") < ¢/2.

Entonces:

dx,, (wn, fu(2")) < dx, (20, fu(2)) + dx, (fa(2), fn(z7)).

Luego,
an ('Tm fn(x/)) < an (.Tn, fn(x)) + dZS(fn) + dx(-flf, I’l)

<éntente/2

<e

— )

por lo que, efectivamente, S,, es una e-red en X,, para n suficientemente gran-
de. Ademas, por la Proposicién 4.0.11 tenemos que, a partir de cierta n, la

cardinalidad de S,, es igual a la de S. 0J

Finalmente, el uso de sucesiones para estudiar propiedades topologicas de un es-

pacio es algo bastante comin. Sin embargo, a veces no podemos encontrar sucesiones
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convergentes. Afortunadamente, en algunos casos, hay teoremas que nos aseguran la
existencia de una subsucesiéon convergente, y tal es la naturaleza del tltimo teorema

de este capitulo. Aunque antes debemos dar la siguiente definicion.

Definicién 4.0.16 Dada una clase de espacios métricos compactos X, diremos que

esta es uniformemente totalmente acotada si cumple las siguientes condiciones:

(1) Eziste una constante D tal que diam(X) < D para toda X € X.

(2) Para toda ¢ > 0 eziste un nimero natural N = N(e) tal que toda X € X

contiene una e—red que consiste en no mas de N puntos.

Teorema 4.0.17 Cualquier clase de espacios métricos compactos X uniformemen-
te totalmente acotada es pre-secuencialmente compacta en la topologia de Gromov-
Hausdorff. Es decir, cualquier sucesion de elementos de X contiene una subsucesion

convergente.

Demostracion:

Supongamos que X es una clase de espacios métricos compactos uniformemente
totalmente acotada. Primero, dada ¢ > 0 sean D y N(eg) constantes como las que
se piden en la definicion inmediatamente anterior. Luego, definamos Ny = N(1) y
N = Ni_1 + N(1/k) para toda k > 2. Finalmente, sea (X,)7°, una sucesion de
espacios métricos compactos de X, y en cada X,, consideremos la union de las 1/k-

redes, llamemosla S,,.

Asi, S, es una coleccion de puntos densa y numerable, por lo que podemos es-
cribirla como S, = {x;,}2, cuyos primeros Nj puntos forman una 1/k-red en X,
para cada k natural. Ademas, las distancias dx, (2;,, z;»,) son menores o iguales que
D, para cualesquiera ¢, 7. Es decir, estas distancias pertenecen a un intervalo com-

pacto. Luego, aplicando una diagonal de Cantor podemos obtener una subsucesion
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de (X,)2, tal que (dx, (in,T;n))s>; converja para toda ¢,j. Asi, sin pérdida de

generalidad, podemos asumir que la misma (X,,)>° ; cumple esto.

Ahora, construyamos el espacio limite. Para ello, consideremos X = {z;}2°, un
conjunto numerable y definamos en él la semimétrica d como:

d(l’z‘, l’j) = nh;rgo an (:Ei,na xj,n)'

Asi, al considerar el espacio cociente inducido por la semimétrica y equiparlo con la
misma (X/d, d), obtenemos un espacio métrico. Luego, denotaremos por z; a la clase
que se obtiene de z;. Este espacio podria no ser completo por lo que consideramos su

completacion, que escribiremos como X. Ahora, probaremos que X,, gy X.

Para cada k € N definamos los conjuntos:
n S = {31 <i < N,

Claramente, S5 es una (1/k)—red en X,,. Y en adicion, para x;,, existe j < Ny
tal que dx, (Tin,z;n) < 1/k pues x;,, € S,, y esto sucede para un nimero infinito
de indices, dado que N no depende de n. Ahora, tomando el limite obtenemos que
dg (x5, 7;) < 1/k para esta j. Por lo tanto, S* resulta ser una (1/k)—red en X.
Puesto que X es completo v que para cada k € N existe una (1/k)—red en X, de este

modo, concluimos que X es compacto.

Mas atn, cada S*) es el limite en el sentido de Gromov-Hausdorff de la sucesién
{Sék)}gozl, cuyos elementos son de cardinalidad Nj, y las distancias de estos convergen.

En virtud de la proposicion 4.0.14, se sigue que X,, —ag X 0



Capitulo 5

El Hiperespacio de Gromov-Hausdorff

En este capitulo terminaremos de definir el espacio de clases de espacios métricos
en el que hemos estado trabajando. Ademas, de relacionar este con el espacio universal
de Urysohn U, ya que, como lo mencionamos en el Teorema 1.1.1, este es universal
para la clase de espacios métricos separables. En particular, a cada espacio métrico

compacto lo podemos encajar en U. Procedamos con la definicion.

Para empezar, denotaremos al conjunto de clases de isometria de espacios métricos
compactos por GH. Asi, llamaremos hiperespacio de Gromov-Hausdorff al espacio

métrico conformado por el par (GH, dgp).

Lo primero que debemos notar es que, gracias al espacio universal de Urysohn
podemos reformular la definicion de la distancia de Gromov-Hausdorff de la siguiente

manera

der(X,Y) = inf{dy(i(X),j(Y))|i: X = U j:Y — U}

Con esto, ademas, podemos notar que la clase de isometria de algtin espacio mé-
trico compacto tiene un representante en 2Y. Sin embargo, estos representates no son
necesariamente tnicos. Para pegar de algiin modo esto vamos a recurrir a un espacio
de 6rbitas, asi que, empecemos a trazar el camino para hacer esto. A partir de aqui

d sera la métrica de U y dy la métrica de 2Y.

29
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Proposicion 5.0.1 1SO(U) actia en U.

Demostracion:

Como lo senalamos en el capitulo 1, ISO(U) es un grupo topologico, cuando es

equipado con la topologia de la convergencia puntual. Entonces, definamos la accion

6 :1SO(U) x U — U de la siguiente manera:

0(g,7) = g(x).

Veamos que, efectivamente, es una accion. Primero probemos que es continua. Sea
z € Uye > 0, consideremos B.(x) C U la bola abierta. Consideremos M (x, B, j2(x)) %
B./3(x)) . Es claro que este es un abierto en /.SO(U) x U por ser producto de abiertos,
veamos que este es un subconjunto de §7'(B.(z)). Sea (g,y) € M(x, B.js(x)) x

B.)5(x). Por la desigualdad del tridngulo tenemos la siguiente desigualdad:

d(g(y), x) < d(g(y), 9(x)) + d(g(x), ).
Luego, del hecho de que g isometria y de que g(z),y € B.j2(x) deducimos que:
d(g(y),z) <e/2+¢e/2=¢.
Por lo tanto (g,y) € 071(B.(x)), asi este Gltimo es abierto y 6 continua.

Ahora probemos que © cumple las propiedades de ser accion, sean g, h € ISO(U)
yxzeU.

= 0(g,0(h, x)) = 0(g, h(x)) = g(h(x)) = g o h(x) = 0(g © h, x).
v §(Id,x) = Id(z) = x.

O

Sin embargo, necesitamos mas que esto por lo que es necesario probar la siguiente

proposicion.

Proposicion 5.0.2 1SO(U) actia en 2.
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Como lo senialamos en el capitulo 1, I.SO(U) es un grupo topoldgico con la to-
pologia de la convergencia puntual, pero también con la topologia compacto-abierta.

Entonces, definamos la accion © : 1SO(U) x 2V — 2Y de la siguiente manera:
O(g, 4) = g(A).

La demostracion de que O es accion es andloga a la hecha en la proposicién anterior

para 6, por ello, solo escribiremos la parte de continuidad para senalar algunos detalles

Seae >0y A € 2Y entonces consideremos B.(A) = U C U un abierto. Ahora,
veamos que O '(U) es abierto. Sea g € V C M(A,U./»(A)) de tal modo que V
sea una vecindad simétrica (es decir, si ¢ € V también g~! lo esté, este tipo de
abiertos siempre se pueden encontrar en grupos topologicos, ver [I3]). Por lo tanto,
claramente g(A) C U.j2(A) y g '(A) C U2(A), lo que implica que, de igual forma,
A C U.a(g(A)), vy, asi, tenemos que dy(A,g(A)) < /2. Luego, es evidente que
M(A,U./2(A)) x Beja(A) es un abierto .

Ahora, veamos que este es un subconjunto de ©71(B.(A)).

Sea (g, B) € M(A, B./2(A)) x B.j2(A)), por la desigualdad del triangulo tenemos

la siguiente desigualdad:
d(g(B),A) < d(g(B),g(A)) +d(g(A), A).

Luego, del hecho de que g es isometria, que B € B, 5(A) y de que dg(A, g(A)) < ¢e/2

deducimos que:
d(g(B), A) < ¢/2+¢/2 =,

por lo tanto, (g, B) € ©71(B.(A)), v, asi, este tltimo es abierto, y #, continua. O

Por otra parte, dado A € 2Y a la orbita que le corresponde en 2V/I1SO(U), la
denotaremos por A*. Asi, notemos que dados A, B € 2V si, A* = B*, entonces A y
B son isométricos, es decir, que hemos logrado lo que buscabamos en cuanto a pegar

los puntos que representan a la misma clase.
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Ahora, si llamamos G a ISO(U), tenemos que 2Y es un G — espacio. Ademas,
claramente es un espacio G — invariante, pues los elementos de GG son isometrias.
Entonces para dotar a 2Y/ISO(U) de una métrica como la sefialada en el Teorema

1.2.4, basta probar la propiedad que se desarrolla a continuacién.
Proposicion 5.0.3 Cada [SO(U)-drbita es cerrada en 2Y.

Demostracién:

Sean A, B € 2V y {g,}5°, C ISO(U) tales que g,(A) — B en 2Y. Equivalente-
mente, podemos decir que dy(g,(A), B) — 0. Ahora, probemos que B = g(A) para
alguna g € ISO(U). Esto sera suficiente para probar que cada I.SO(U)-orbita es
cerrada, ya que por el Corolario 1.3.3 ISO(U) es I-numerable.

Sea ¢ > 0, existe un natural n > 1 tal que dy(gn(A), B) < €. Denotemos por
1:B—=Uyj: A<= U a los encajes isométricos que existen para Ay B. Posterior-
mente, la composicion j, = g, 0 j : A — U es un encaje isométrico para A tal que
di(jn(A),i(B)) < e. Dado que ¢ fue arbitraria podemos concluir que dgy (A, B) = 0.
Asi, gracias a esto y al teorema 3.4.1 deducimos que A y B son isométricos, y por
el Teorema 1.1.3 debe existir g € 1SO(U) tal que g(A) = B. Por lo tanto, con esto

tenemos que gA es cerrada en 2Y. ([l

Gracias al Teorema 1.2.4 y al resultado que acabmos de probar, concluimos lo

siguiente.

Corolario 5.0.4 2Y/1SO(U) es metrizable y su topologia esta inducida por la si-

guiente métrica:

~

dy(A*, B*) =inf{duy(A,gB)|g € ISO(U)}.

Ademds,

~

dy(A*, B*) < dy(A, B).
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Con este corolario podemos relacionar el espacio de érbitas 2V/ISO(U) con el
hiperespacio de Gromov-Hausdorff de una forma muy interesante, pues, la relacién
existente entre ellos es de isometria, pero esto no nos sorprende, ya que, es lo que

hemos preparado; lo haremos a través del siguiente teorema.
Teorema 5.0.5 GH es isométrico al espacio de drbitas 2V /I1SO(U).

Demostracidn:

Sea [X]| € GH. En virtud del Teorema 1.1.1 (de Urysohn) existe un encaje iso-
métrico j : X < U. Luego, si [Y] = [X], como consecuencia del Teorema 1.1.3, para
cuales quiera dos encajes isométricos j : X — Uy k: Y — U, las imégenes j(X) y
k(Y') tienen la misma [.SO(U)-6rbita en 2Y. Por lo tanto, tenemos que j(X)* = k(Y)*.
Asf la funcion f : GH — 2Y/I1SO(U) dada por f([X]) = j(X)*, donde j : X — U, es

un encaje isométrico, esté bien definida.

Ahora, afirmamos que f es isometria. Evidentemente f es biyectiva y se cumple

la siguiente desigualdad (donde dgy es la métrica definida en el Corolario 5.0.4):

dan([X],[Y]) < du(f([X]), 9([Y]).

Para ver la otra desigualdad, tomemos € > 0 y denotemos por r = dgy ([X], [Y]).
Asi, en consececuencia de la definicion de la distancia de Gromov-Hausdorff existen
encajes isométricos i : X < M y [ : Y < M, en algin espacio métrico (M, n) tal que
e (i(X)), 1(Y)) < r+e. Asi, el Teorema 1.1.1 (de Urysohn) nos asegura la existencia
de un encaje isométrico £ : M — U, entonces, las composiciones ¢ = o1 : X — U

y¢Y =¢&ol:Y — U son encajes isométricos que cumplen con lo siguiente:

dp(o(X),v(Y)) = nu(i(X),I(Y)) <r+e.

Ahora, observemos que f([X]) = &(X)* v f([Y]) = ©(Y)*. Luego, debido al

corolario 5.0.3.1 tenemos la desigualdad que se muestra a continuacion:

A

du(o(X)", ¥(Y)") < du(o(X), ¥ (Y)).
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Asi, de esta desigualdad y la anterior obtenemos:

~

du(F(IX]) F(YD) = du($(X)" 9 (Y)) < du(d(X), (V) <7 +e.

Y, como ¢ fue arbitraria, resulta que dg(f([X]), f([Y])) < r, tal como buscabamos.
Por lo tanto, dg (f([X]), f([Y])) = der([X],[Y]). O

Esta relacion es sumamente interesante ya que con ella hemos conectado al espacio
universal de Urysohn con el hiperespacio de Gromov-Hausdorff, lo que nos da una
vision mas general de este. Ahora, tenemos otra persepectiva para estudiarlo, pues
el espacio Universal de Urysohn es un espacio del cual conocemos todo respecto a su

topologia.

Asi, podemos estudiar a GH con la distancia de Gromov-Hausdorff o estudiando
el espacio de orbitas de 2Y. También nos da un punto de vista geométrico distinto,
pues como vimos en el capitulo 2, un espacio y su hiperespacio estan fuertemente

conectados.

Una posible aplicacion de esto lo vemos en el siguiente teorema.
Teorema 5.0.6 GH es conezxo.

Demostracion:
Para realizar la demostraciéon primero probaremos que 2 es conexo. Recoredemos
que (2 es el espacio de la sucesiones cuadrado sumables, y que para v = (vy, vz, v3, ... )

v w = (wy,ws, ws, ... ) elementos de ¢2, la distancia esta definida como:

de (U, U)) = \/Efil(vl — wi>2

Sea v € (. Definamos la funciéon f, : R — ¢ como f,(c) = cv. Veamos que f,
es continua. Esta afirmacion es evidente para v = 0. Entonces, consideremos el caso

en el que v es didstinto de cero. Sean € > 0 y vy € ¢2. Probaremos que la preimagen
g —dp(cv — 1)

de B := B.(vg) es abierta. Tomemos ¢ € f,'(B) y definamos § := o]
v

Ahora, sea ¢y € Bs(c). Basta ver que f,(cy) € B para probar la continuidad.



CAPITULO 5. EL HIPERESPACIO DE GROMOV-HAUSDORFF 65

d2(fu(co), vo)

= dp(cov, vp)
< dp(cpv, cv) + dp(cv, vy)
< leo = | - [[v]] + dez(cv, vo)

< G- ||| + dpz(cv,vp) = €.

Asi, f,(co) € By, por lo tanto, f, es continua. Esto sucede para cualquier v € (2,
y, por el teorema de la imagen continua, tenemos que f,(R) es conexa. Luego, todas
estas imagenes conexas se intersecan, dado que coinciden en el valor que toman en

cero. Ademas, (? = U f+(R), por lo que, ¢ resulta ser conexo.
vel?

Ahora, veamos la cadena de teoremas que nos llevan al resultados final.

Dado que ¢? es conexo, como consecuencia del Teorema 1.1.2, tenemos que U es
conexo. Luego, por el Teorema 2.2.10, obtenemos que 2 es conexo. Después, en virtud
del Teorema 1.2.3, deducimos que 2Y/ISO(U) es conexo. Finalmente, utilizando el

teorema 5.0.5, concluimos que GH es conexo.
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