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Introduccion

El concepto de grupo hiperbdlico fue estudiado por primera vez a detalle por el mate-
matico Gromov en 1987 (ver [10]). Sus ideas se convirtieron en un area de investigacion
muy activa y con resultados que mezclan elementos de la teoria de grupos, la geometria
y la topologia algebraica, entre otras. Algunas referencias que abordan el estudio de
grupos hiperbodlicos son [16], [6] v [2].

Decimos que un grupo es hiperbélico si su grafica de Cayley (con respecto a algtin
conjunto generador) es un espacio d-delgado para alguna § > 0. En la practica enten-
der el grafo de Cayley de un grupo puede resultar complicado, por lo que saber si un
grupo es hiperbolico o no se vuelve una tarea dificil. De ahi que sea importante obtener
caracterizaciones para estos grupos.

Dado un grupo hiperbélico I', puede demostrarse que este actiia por homeomorfis-
mos sobre un espacio compactum, perfecto y metrizable, M, tal que la accién inducida
en el espacio de configuraciones de tres puntos ordenados, Confs(M), es propiamente
discontinua y cocompacta (ver [4]). Mas aun, puede demostrarse que el reciproco es
cierto:

Teorema 0.1 (Teorema 1.8). Sea I' un grupo que actia por homeomorfismos sobre un
espacio compactum, perfecto y metrizable, M, tal que la accion inducida en Confy(M)
es propiamente discontinua y cocompacta. Entonces I' es hiperbolico.

Ademas, se ha probado otro resultado para grupos hiperbdlicos que involucra a los
puntos limite cénicos:

Teorema 0.2 (Teorema 5.1). Sea M un espacio compactum, metrizable y perfecto y
sea I' un grupo que actia como un grupo de convergencia sobre M. Si cada punto de
M es un punto limite conico, entonces I' es un grupo de convergencia uniforme (y por
tanto hiperbélico).

Esto lleva a dos caracterizaciones topoldgicas para los grupos hiperbolicos. Ambos teo-
remas fueron demostrados por el matematico britanico Brian H. Bowditch. El objetivo
de esta tesis es presentar la demostracion de los teoremas anteriores. Nos basamos
principalmente en el articulo [3] y buscamos completar los detalles de dicho articulo.

Haremos algunos comentarios sobre las hipotesis de los teoremas 1.8 y 5.1. Un com-
pactum, M, es un espacio topologico compacto de Hausdorff. Es perfecto si no tiene
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puntos aislados. Asumiremos que M es metrizable, aunque esta hipotesis se puede eli-
minar en el Teorema 1.8, reemplazando sucesiones por redes. La hipotesis de que T’
actua como grupo de convergencia es equivalente a la definicion de que I' actia de
forma propiamente discontinua.

Aunque las caracterizaciones que daremos son de gran utilidad, estan lejos de re-
solver el problema de determinar si un grupo es o no hiperbdlico, pues verificar que
en todo espacio compactum, perfecto y metrizable M no se cumplen las hipdtesis del
teorema 1.8 se vuelve nuevamente una tarea complicada.

Los teoremas que demostraremos estan basados en el siguiente hecho para varieda-
des hiperbdlicas cerradas. Consideramos M una n-variedad hiperbélica (es decir, una
variedad que es localmente isométrica al espacio H") y cerrada (es decir, compacta y
sin frontera), entonces su cubriente universal, M, es el espacio hiperbélico H". El grupo
fundamental 7, (M) actiia en M por isometrias y de forma propiamente discontinua.
Ademés, el cociente M /7 (M) es compacto y sin frontera; en particular, se cumple
que la accion del grupo fundamental en el cubriente universal es cocompacta. Asi,
por el lema de Milnor-Schwarz, 7 (M) es finitamente generado y para cada conjunto
generador finito S de 7 (M) y cada p € M la funcién érbita

fp: (m(M),ds) = M, donde g — gp

es una cuasiisometria. Luego, m (M) es cuasiisométrico a H" y como H" es hiperbé-
lico, entonces el grupo fundamental de toda variedad hiperbdlica cerrada es hiperbdlico.

Si generalizamos este resultado a espacios que no son compactos (cambiando esta
propiedad por espacios con volumen finito), la accién del grupo fundamental en su
cubriente universal es propiamente discontinua pero ya no es cocompacta. Sin embargo
se comporta de manera similar salvo en los puntos limite cénicos. Tukia nos da una
caracterizacion en este caso particular usando grupos de convergencia y puntos limite
conicos. Es a partir de esta caracterizacion que se obtiene la definicién de grupo relati-
vamente hiperbélico (revisar [16] para mas detalles). El criterio del Teorema 5.1 sugiere
una forma para describir a los grupos relativamente hiperbolicos. Atin mas, muchas de
las ideas y técnicas usadas en los grupos hiperbdlicos se generalizan a grupos relativa-
mente hiperbdlicos.

Entre los principales temas que se abordan aqui, se encuentran las nociones de “es-
tructura cuasiconforme”. No daremos la definiciéon precisa de este concepto. Pero hay
varias formas de formular tal idea. Aqui haremos uso de dos, a saber, los “sistemas
anulares” y las “razones cruzadas”.

Esta tesis estd estructurada de la siguiente manera:
En el primer capitulo, se define el concepto de grupos hiperbdlicos y se mencionan
algunas de sus propiedades. En el capitulo dos, se introduce el concepto de razéon
cruzada hiperbdlica, se demuestra que cualquier conjunto finito F' se puede encajar
en un arbol manteniendo cierta similitud entre sus razones cruzadas correspondientes,



y en la ultima seccion se define la topologia de razon cruzada. En el capitulo tres se
estudia como una razén cruzada hiperbdlica en un conjunto induce una cuasimétrica
hiperbdlica sobre el conjunto de tripletas distintas y a partir de esta cuasimétrica
definimos una razon cruzada. En el capitulo cuatro, se definen los sistemas anulares, se
ve que la acciéon (como grupo de convergencia) de un grupo en un espacio compactum
induce un sistema anular y este sistema a su vez induce una razén cruzada hiperbélica
de caminos. Terminamos el capitulo juntando los resultados de los capitulos anteriores
para demostrar el Teorema 1.8. En el quinto capitulo se da una construccién mas
general de los sistemas anulares para grupos de convergencia y con ello se demuestra
el Teorema 5.1.
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Capitulo 1

Grupos hiperbdlicos

En este capitulo vamos a introducir el concepto de grupo hiperbdlico y dar algunas de
sus propiedades. También vamos a enunciar el teorema principal de esta tesis que nos
da una caracterizacién topolégica de estos grupos (Teorema 1.8).

1.1 Graficas

Empezaremos dando conceptos y notacion de las graficas. Nos enfocaremos en darle
una métrica a las graficas y en definir la grafica de Cayley, esta grafica nos sera tutil
para dar la definicién de grupo hiperbdlico.

Sea V' un conjunto no vacio, decimos que 7 = (V, A) es una grafica si
A= {{u,v} :u,v e V}.

Llamamos a v un vértice de 7 siv € V' y decimos que a = {u, v} es una arista de 7 con
extremos u y v si a € A. Denotaremos a la arista {u, v} por uv. Al conjunto de vértices
de T y al conjunto de aristas de T lo denotamos por V(7T) y A(T) respectivamente.
Definimos el grado de un vértice v en 7 como

dr(v) = {ue V(T) :uv e A(T)}.

Diremos que v es un vértice terminal si d7(v) = 1 y v es un vértice interno si no es
terminal. Denotamos por Vr(7T) al conjunto de vértices terminales y escribimos Vi(T)
para denotar al conjunto de vértices internos. Una arista es terminal si uno de sus
vértices que la conforman es terminal, de lo contrario diremos que es una arista interna.

Vamos a asumir que cada vértice interno tiene grado al menos tres. Si u es tal que
a =wvuy a = uv son las unicas aristas con uno de sus extremos igual a u, podemos
considerar estas dos aristas como una sola arista a” = vv’ y eliminar de la gréfica a las
aristas a, a’ y al vértice u.
En toda la tesis consideraremos gréficas finitas (con su conjunto de vértices finito), sin
bucles (sin aristas con ambos extremos iguales) y sin aristas multiples.



Graficas

Definimos un camino en 7 como una sucesion de vértices de T, vy, v, ..., Up,
tal que v;v;1 € A(T) para todo i = 1,2,...,n — 1; el camino es cerrado si ademds
v1v, € A(T). Asi, definimos un arco como un camino donde no se repite ningin vértice
y llamamos ciclo a un arco que es cerrado. Decimos que una grafica es conexa si entre
cada par de vértices existe un camino que los conecta.

Si ¢ es un camino en 7 dado por vy, vs, ..., v,, la longitud de ¢, £(c), es igual a
n — 1. Ahora, podemos considerar a una grafica conexa, 7, como un espacio métrico.

Si X =V(T)y vi,v, € V(T), definimos la métrica d : V(7)) — [0, 00) donde
d(vi,v,) = min{L € N : existe un camino ¢ de vy a v, con {(c) = L}

Definimos un arbol 7 como una gréafica conexa sin ciclos. Notemos que una grafica
T es un arbol si y sélo si para todo par de vértices existe un tnico arco que los conecta.
Si T esun arboly z,y € V(T), denotamos por [z, y| al tinico arco que conecta a = con
y. Ademés, dados z,y,z € V(T), si T es un arbol, entonces existe un tinico punto de
interseccién entre los arcos [z,y], [y, 2] ¥ [z, z], llamamos a este punto la mediana de
x,yy 2z y lo denotamos por med(z,y, z) (ver Figura 1.1).

T

=

v k :
med(x, Y, z)

Figura 1.1: med(z,y, 2).

Sea (7,d) un arbol métrico (es decir, un arbol con una métrica asociada) y sean
x,y, z,w € V(7), escribimos

(xylzw)r = ;méx {0,d(z, 2) + d(y,w) —d(x,y) — d(z,w)}.

En otras palabras, (xy|zw)r es la distancia entre los segmentos [x,y] y [z, w]. Esta
operacion define una razén cruzada en la que (zy|zw)7 = (yz|zw)7 = (2w|2Y) T

Observaciéon 1.1. Solo las longitudes de las aristas internas de T son relevantes para
la definicion de razon cruzada en T. Es decir, si x es un vértice con ér(x) = 1y
[x,y] = z,v1,..0n,y, entonces (zy|zw)r = (ny|zw)r. Esto se cumple pues como x
tiene grado uno, el arco de longitud minima que conecta a [x,y| con [z, w] no pasa por
x (ver Figura 1.2). En general, una razon cruzada se denominard "0-hiperbolica" si su
restriccion a cada subconjunto finito surge de un drbol métrico de esta manera.



Grupos hiperbdélicos

01
(%) v, y
X

Figura 1.2: (zy|zw)r = (v1y|zw)r = 4.

Una forma de estudiar a los grupos de forma geométrica es por medio de su grafica
de Cayley.
Dado un grupo G con conjunto generador finito S = {sy, ..., s, }, llamamos grafica de
Cayley, Cay(G,5), a la grafica donde

V(Cay(G,9) =G v A(Cay(G,S)) ={{g,g5}:9€Gys € SUST\{e}}.

Notemos que la grafica de Cayley depende del conjunto generador del grupo. Ademas,
como S genera a G, entonces la grafica Cay(G, S) es conexa. Afirmamos que si S es un
conjunto generador finito de G, entonces la métrica descrita en las primeras paginas
para Cay(G,S) es la misma que la métrica de las palabras en G respecto a S. La
afirmacién se cumple pues cada palabra en S U S™! especifica un camino de aristas en
Cay(G, S) que empieza con la identidad del grupo y sigue por las aristas que corres-
ponden a las letras que aparecen en la palabra.

Dados (@, p) y (@', p’) espacios métricos, definimos una cuasiisometria entre estos
espacios como una funcién f : Q — @’ tal que existen constantes A > 1y ¢ > 0 donde
para todo z,y € Q

ip(as, y) —c<p(f(2), f(y) < Ao(z,y) +c

v f(Q) es cuasidenso en @'

Le asociamos a un grupo G (con conjunto generador S), un espacio métrico, Cay(G, S).
A pesar de que la definicién depende de la eleccién del conjunto generador, hay una
relacion entre los grafos de Cayley con respecto al mismo grupo y distintos conjuntos
generadores, esta relacion es la de cuasiisometria.

1.2 Grupos hiperbdlicos

En esta seccién definiremos a los grupos hiperbdlicos y daremos algunos ejemplos.

Sea (M, d) un espacio métrico, una geodésica en M es una funciéon ~ : [0, L] — M
tal que es un encaje isométrico, es decir, para todo =,y € [0, L],

[z =yl = d(y(x), 7(y))-
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Grupos hiperbdélicos

En R™ con la métrica euclidiana, las geodésicas son segmentos de linea recta. En el
disco de Poincaré con la métrica hiperbélica, las geodésicas son didmetros o arcos de
circunferencia perpendiculares al disco.

Definimos un triangulo geodésico como la figura compuesta de tres geodésicas que
se intersectan dos a dos en un punto. Dado 6 > 0, un tridngulo geodésico, (1,72, 73),
es 0-delgado si se cumple que

v € N(v; Uk, 0) para 4,7, k € {1,2,3} distintos,

donde N(A,0) = {x € M : d(z,y) <,y € A}. En las Figuras 1.3 y 1.4 se muestran
un tridngulo geodésico y un triangulo J-delgado respectivamente, cuando el espacio

métrico es el disco de Poincaré.

R

Figura 1.3: Tridngulo geodésico. Figura 1.4: Tridngulo J-delgado.

Decimos que un espacio métrico es hiperbdlico si existe algin d > 0, tal que todo
triangulo geodésico es d-delgado. Lo importante en la definicién no es el valor de ¢
sino su existencia. Notemos que R” con la métrica euclidiana no es hiperbélico, pues
en un triangulo rectangulo podemos considerar los catetos opuestos lo suficientemente
grandes para que ningin ¢ funcione.

Ejemplo 1.2 (Espacios hiperbdlicos). Sea X un espacio:

1. 8i X tiene diametro finito, entonces es §-hiperbdlico con 6 = diam(X).

2. 51 X es un drbol, entonces es 0-hiperbdlico (pues sus tridngulos estin contenidos
en tripodes).

Dado un grupo G finitamente generado, decimos que G es un grupo hiperbdlico
si la grafica Cay(G, S) es hiperbdlica para algin conjunto generador finito S de G.

Ejemplo 1.3. Algunos ejemplos de grupos hiperbélicos:
1. Los grupos libres F,.

2. Todo grupo finito.

La propiedad de ser un grupo hiperbdlico es un invariante cuasiisométrico (revisar
[6, IIT.H. Teorema 1.9]). Como R" es cuasiisométrico a Z™, entonces para n > 1, Z" no
es un grupo hiperbdlico.



Propiedades de los grupos hiperbdlicos

1.3 Propiedades de los grupos hiperbdlicos

La importancia de los grupos hiperbdlicos se constata en esta seccion. Mencionaremos
algunas propiedades que satisfacen estos grupos:

Sean S un conjunto y R C (SUS™!\ {e}), definimos al grupo
(S|R) == Fs/ ((R))

donde Fys es el grupo libre sobre S y ((R)) es el menor subgrupo normal de Fg que
contiene a R. Si G es isomorfo a (S|R), entonces decimos que (S|R) es una presen-
tacion de G, llamamos a S conjunto de generadores y a R conjunto de relaciones.
Decimos que un grupo es finitamente presentado si tiene una presentaciéon con un
nimero finito de generadores y relaciones. Por ejemplo, Z, = (a|a") y Fg = (S|0) son
finitamente presentados.

Teorema 1.4. Todo grupo hiperbélico es finitamente presentado.
Para detalles de la demostracién revisar [6, Proposicién 2.2].

Teorema 1.5. Si un grupo finitamente generado es hiperbdlico, entonces contiene un
numero finito de clases de conjugacion de subgrupos finitos.

Una prueba del Teorema anterior se encuentra en [6, Teorema 3.2].

El problema de conjugacién para un grupo G con presentacion (S|R), consiste
en determinar, si dadas dos palabras en G, representan o no elementos conjugados.
Para una prueba del teorema siguiente, revisar [6, Teorema 2.8].

Teorema 1.6. Todo grupo hiperbolico tiene problema de la conjugacion soluble.

Dada una presentacién (S|T) de un grupo G, llamamos problema de la palabra
al problema algoritmico de decidir si dos palabras en S representan el mismo elemento
de GG. Si un grupo es finitamente presentado, existe un algoritmo llamado el algoritmo
de Dehn que resuelve el problema de la palabra con complejidad la funciéon de Dehn.
Un resultado 1til nos da la equivalencia entre los siguientes incisos:

a) El problema de la palabra es soluble
b) La funcién de Dehn es recursiva.
¢) La funcién de Dehn esté acotada por una funcién de Dehn recursiva.

Ademas, dado que un grupo es hiperbdlico si y sélo si tiene funcién de Dehn lineal, de
los comentarios anteriores se sigue que:

Teorema 1.7. Todo grupo hiperbolico tiene problema de la palabra soluble con solucion
lineal.

Para més detalles de este resultado, revisar [5, Teorema 1.5.8] y [6, Teorema 2.6].
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Caracterizacion de los grupos hiperbdlicos

1.4 Caracterizaciéon de los grupos hiperbélicos

En esta seccién recordaremos algunos conceptos y con ello enunciaremos el teorema
principal de esta tesis (Teorema 1.8).

Un compactum, (M, 7), es un espacio topolégico compacto de Hausdorff. Es per-
fecto si no tiene puntos aislados. Es metrizable si existe una métrica d tal que la
topologia inducida por d es 7. Vamos a suponer que M es metrizable, aunque esta
hip6tesis se puede eliminar (en la demostracion del Teorema 1.8) reemplazando suce-
siones por redes. Sin embargo, este detalle hace mas técnica la demostracion, por lo
que asumiremos que M es metrizable.

Por otro lado, si I' es un grupo que actia en M, decimos que la accién es propia-
mente discontinua si para todo K C M compacto, el conjunto

{yveT :7"KNK #0}

es finito. Decimos que la accién es cocompacta si el espacio cociente M /I" es un es-
pacio compacto.

Dados 71 v 72 rayos geodésicos en un espacio métrico M, definimos la distancia
Hausdorff entre v, y 5 como:

diraus(71,72) = inf{e: 71 C N(v2,€) y 72 C N(y1,€)}.

Fijamos un punto a € M, sean 7, 72 dos rayos geodésicos en el espacio métrico M
que empiezan en a, decimos que 7y; y 72 son rayos paralelos y escribimos v, ~ 7, si
diaus(71,72) < 00. La definiciéon anterior es una relacién de equivalencia, denotamos
a la clase del rayo geodésico 7 por [v]. Para un ejemplo de distancia Hausdorff en el
Disco de Poincaré ver Figura 1.5.

dHaus«; ) < o0
dHausQ/» = 0

Figura 1.5: Distancia Hausdorff.

Asi, la frontera visual de un espacio métrico M es

OM = {[7] : v es un rayo geodésico en M }.



Caracterizacion de los grupos hiperbdlicos

Dado un grupo hiperbdlico, I', su grafo de Cayley con respecto a algin conjunto
generador es un espacio métrico (con la métrica que definimos en la seccién 1.1). Asi,
la frontera del grupo I', dI', es la frontera visual del grafo de Cayley de I'.

El resultado que enunciaremos a continuacién es una caracterizacion topoldgica de
los grupos hiperbdlicos:

Teorema 1.8 (cf. [3] 0.1). Sea T un grupo que actia por homeomorfismos sobre un
espacio compactum, perfecto y metrizable, M, tal que la accion inducida en Confy(M)
es propiamente discontinua y cocompacta. Entonces I' es hiperbolico.

Mas atn, existe un homeomorfismo I'-equivariante de M sobre O .

Aqui, Conf, (M) denota el espacio de n-tuplas distintas (ordenadas) de M, es decir,
estd definido como M™ menos la diagonal grande.

En los siguientes capitulos buscamos demostrar el Teorema 1.8. Usaremos nociones
de “estructura cuasiconforme”. Aunque no daremos una definicién precisa de este con-
cepto, haremos uso de dos de las formas de formular esta idea, a saber, un “sistema
anular” y las “razones cruzadas”.



Capitulo 2

La razon cruzada

En este capitulo consideraremos a un conjunto M y a partir de este definiremos la
razon cruzada hiperbdlica de caminos. Probaremos que cualquier conjunto finito F' se
puede encajar en un arbol métrico 7 de forma peculiar (ver Teorema 2.2). Finalmente,
definiremos a partir de la razén cruzada, una topologia para M, a saber, la topologia
de razén cruzada.

2.1 Razdén cruzada hiperbdlica

A continuacién describiremos la nocién de una razon cruzada hiperbdlica. Esta es una
razon cruzada (definida en Confy(M)) que ademads satisface condiciones sobre los sub-
conjuntos de cuatro y cinco elementos de M.

Otal ha utilizado una nocién de razéon cruzada similar a la descrita aqui en el caso
de variedades con curvatura negativa (ver [15] para mas detalles). Ha sido observado
por varios autores que una razén cruzada en el limite de un grupo hiperbdlico,
(xy|zw), podria interpretarse, hasta una constante aditiva, como la distancia entre una
geodésica bi-infinita que conecta x con y y otra que conecta z con w. Exploraremos las
propiedades formales de tal razén cruzada.

En lo que sigue de esta tesis adoptaremos la siguiente convencion con respecto a
las desigualdades aproximadas:

Convencién 2.1. Dados p,q € R, las notaciones
Pq, P=kq Y P<kq
significan, respectivamente
p—a <k p<q+k y p<qg-k
Usando la desigualdad del tridngulo, podemos demostrar que si p,q,r € R, entonces

Pk ghNgr=p~gr) ¥y PR qANqZpT =D Sk 7).



Razén cruzada hiperbélica

1. Como es bastante técnico hacer el sequimiento de las constantes aditivas positivas
involucradas, con frecuencia eliminaremos los subindices en las relaciones ~ y <
Y asumiremos que son transitivas.

2. En todos los casos, la constante involucrada serd un maultiplo fijo de la constan-
te inicial. El factor involucrado, puede determinarse rastreando el argumento.
Usaremos la frase “hasta una constante aditiva”, para referirnos a que la
constante es un maltiplo fijo de la constante introducida en las hipotesis.

3. Algunas veces usaremos la dicotomia p < q 0 ¢ < p. No tenemos ninguna razon
para considerarlas mutuamente excluyentes o para tomar las constantes como
iguales (siempre que se agoten todas las posibilidades). Cuando se introduce la
dicotomia se supone que las constantes aditivas iniciales se eligen apropiadamente
para el resto del argumento.

Dado M un conjunto, denotamos por Conf, (M) al enésimo espacio de configura-
ciones de M. Definimos una razén cruzada como una funciéon

(..]..) : Confy (M) — [0, 00), donde (x,y, z,w) — (xy|zw)

tal que (zy|zw) = (yz|zw) = (zw|xy) para todo (z,y, z,w) € Confy(M).

Una razén cruzada es k-hiperbélica si satisface los axiomas (C1) y (C2) siguientes:

(C1): Si F C M es de cardinalidad cuatro, podemos escribir F' = {z,y,z,w} con
(rzlyw) ~ 0y (zw|yz) ~ 0.

(C2): Si FF C M es de cardinalidad cinco, podemos escribir F' = {z,y, z,w,u}, con
(xy|zu) = (xy|wu),
(zulzw) =~ (yu|zw),
(zy|2w) >~ (zy|zu) + (xulzw)
y con (abled) ~ 0 en todos los demés casos donde a,b,c,d € F son distintos
(permitiendo las simetrias de la razén cruzada).

Decimos que (..|..) es hiperbdlica si es k-hiperbdlica para algin k.

La definicién de razéon cruzada en geometria hiperbdlica esta relacionada con la
distancia hiperbodlica. Esta relacion esta dada de la siguiente manera:
Consideramos el plano hiperbélico en el modelo del disco de Poincaré, aqui el plano
hiperbdlico es el disco delimitado por el circulo unitario U que puede identificarse con
la linea proyectiva real. Una horoesfera centrada en un punto x de la linea proyectiva es
un circulo en el disco de Poincaré tangente a U en el punto x. Sea 7 la inica geodésica
que une dos puntos A y B del plano hiperbdlico y sean x y y los puntos limites de
7. Sean C, y (), con las horoesferas de x y y respectivamente. Entonces definimos el
logaritmo de la razén cruzada de x,y, 2z y t, (2, y, 2, t)nip, como la distancia hiperbélica
entre A y B como se muestra en la figura 2.1.

La definicion de razon cruzada en el disco de Poincaré que acabamos de dar satisface
las condiciones para ser una razoén cruzada hiperbolica como definimos en esta seccién.
Para mas detalles revisar [13].
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Figura 2.1: Razon cruzada en D.

2.2 Razdén cruzada en un arbol métrico

Obtendremos una relaciéon entre la razén cruzada en cualquier subconjunto finito y
la razén cruzada definida en un arbol métrico (como en la seccion 1.1). Esta relacion
dependera de la cardinalidad del conjunto, es el resultado principal de esta seccion
(Teorema 2.2) y serd nuestra herramienta principal para trabajar con las razones cru-
zadas.

El axioma (C1) (resp. (C2)) de la Seccién 2.1 dice que la razén cruzada restringida a
cualquier subconjunto de cuatro (resp. cinco) elementos se deriva, hasta una constante
aditiva, de algin arbol métrico como lo describimos en la seccién 1.1. De hecho, esta
afirmacién se cumple para todos los subconjuntos finitos:

Teorema 2.2 (cf. [3] 2.1). Sea n € N y sea (..|..) una razén cruzada k-hiperbélica
definida en un conjunto F de cardinalidad n. Entonces existe una constante h(n) que
depende unicamente de n, donde podemos encajar F' en un drbol métrico T tal que

|(zy|zw) — (zy|zw),| < kh(n).

Observemos que podemos suponer que F' es precisamente el conjunto de vértices
terminales de 7. Ademads, solo son relevantes las longitudes de las aristas internas de 7.
Podemos ver las longitudes de las aristas terminales como indeterminadas. También,
notemos que el resultado implica que cada razén cruzada 0-hiperbélica en un conjunto
finito, surge de un arbol métrico.

Antes de comenzar con la demostracién, introduciremos un poco mas de notacion:

Notacién 2.3. Dados x,y, z,w € M distintos, escribimos (xy : zw) para indicar que
(xz|lyw) ~ 0 y (xw|yz) = 0. En otras palabras, hasta una constante aditiva las razones
cruzadas que involucran {z,y,z, w} surgen de un drbol finito de la forma combinatoria
en la Figura 2.2. Dados x,y, z,w,u € M distintos, escribimos (zy : u : zw) para indicar
que se cumplen (zy : zw), (uy : zw), (zu : zw), (zy : vw) y (zy : zu). En otras palabras,
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hasta una constante aditiva las razones cruzadas que involucran {z,y,z,w,u} surgen
de un darbol finito de la forma combinatoria en la Figura 2.5.

X z

Y w U

Figura 2.2: (zy : zw). Figura 2.3: (zy : u : zw).

Observacion 2.4. Se cumplen las siguientes propiedades:

a) Dados x,y, z,w,u € M distintos, (zy|zw) < (zulzw) + (xy|zu). En efecto, por el
azioma (C2), (xy|zw) = (zy|zu) + (zulzw), es decir,

|(zy|zw) = (zy|zu) — (zulzw)| <k,

por definicion de valor absoluto a < |al, entonces (xy|zw)— (zy|zu) — (zu|zw) < k
y por lo tanto
(xy|zw) < (zy|zu) + (zu|zw) + k.

b) Six,y,z,we M y0 < (xy|zw), entonces (xy : zw). Se sigue del azioma (C1).

c) Six,y,z,wu € M, 0 < (zulzw) y 0 < (zylzu), entonces (xy : u : zw). En
efecto, por el inciso anterior se cumplen (xu : zw) y (xy : zu), usamos el axioma
(C2) (donde (abled) ~ 0 para el resto de los casos) para verificar que se satisface
la definicion.

Lema 2.5 (cf. [3] 2.2). Sea (..|..) una razén cruzada hiperbolica definida en un conjunto
finito F. Entonces existen a,b € F distintos tal que para todo z,y € F\{a,b} distintos,
se cumple que (ab : zy).

Demostracion. Vamos a demostrar que (azx|by) ~ 0y (ay|bz) ~ 0. Como F es finito,
elegimos a,b,c,d € F distintos tal que (ablcd) es el maximo de todas las razones
cruzadas en F. Si (abled) ~ 0, por ser (ablcd) el maximo, no hay nada que probar.
Supongamos que (abled) > 0. Afirmamos que para todo z € F, (ax|bc) ~ 0. Si
(az|bc) > 0, como también (ablcd) > 0, entonces por la Observacion 2.4 inciso c),
obtenemos (az : b : cd) y por el axioma (C2), (ax|ed) ~ (az|bc) + (ablcd), luego
(az|cd) > (abled), pero esto contradice la maximalidad de (ablcd), asi que se cumple la
afirmacién. Similarmente podemos demostrar que para todo y € F', (ac|by) ~ 0.
Ahora, sean z,y € F', por la Observacién 2.4 inciso a)

(az|by) < (aclby) + (ax|bc) ~ 0+ 0 ~ 0,

por lo tanto, para todo x,y € F, (azx|by) ~ 0y (ay|bx) ~ 0. [ |
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Del lema anterior se sigue que si z,y,z € F \ {a,b} distintos, entonces o bien
(ab:x:yz)=(ab:z:z2y) 6 (ab:y:zx)=(ab:y:xz)6 (ab:z:zy) = (ab: z:yx).

Lema 2.6 (cf. [3] 2.3). Sean F,a,b como en el Lema 2.5 y sean z,y,z € F \ {a,b}
distintos. Entonces (ax|yz) ~ (bxlyz) y (ablzz) + (bz|xy) ~ (ablzy) + (by|z2).

Demostracion. Denotamos por mn al segmento que conecta los puntos m y n. Dividi-
mos la demostracion en tres casos:
Caso 1. Si se cumple (ab : x : yz), nos fijamos en la Figura 2.4 donde por definicién

(azlyz) ~ st ~ (bxlyz) y (ablrz)+ (bz|ay) ~ 7S ~ (ablry) + (bylzz).
Caso 2. Si (ab : y : zx), entonces nos fijamos en la Figura 2.5 y por definicién

(azlyz) ~ 0~ (bxlyz) vy (ablzz) + (bz|wy) ~ 1t ~ (ablzy) + (by|az).
Caso 8. Si (ab : z : xy), nos fijamos en la Figura 2.6 y por definicién

(ax|yz) ~ 0~ (bxlyz) y (ablzz)+ (bz|ry) ~ rt ~ (ablzy) + (by|zz).

Figura 2.4: Caso 1. (ab: x : yz) Figura 2.5: Caso 2. (ab: y : zx)

Figura 2.6: Caso 3. (ab: z : zy)

Demostracion Teorema 2.2. Sea n la cardinalidad de F', procedemos por inducciéon
sobre n. Cuando n = 1, podemos encajar a F' en el arbol que consta de un solo vértice
(y ninguna arista) y se cumple la base de induccion.

Supongamos que el Teorema 2.2 es cierto para todos los conjuntos de cardinalidad n.
Sea F' un conjunto de cardinalidad n + 1, elegimos a,b € I’ como en el Lema 2.5, sea
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P = F'\ {a}, entonces por hipétesis de induccién P se encaja en un arbol o. Por lo
tanto tenemos que para todo x,y,z,w € P, (zy|zw), ~ (zy|zw) (aqui la constante
aditiva que define la relaciéon ~ depende de n asi como la constante de hiperbolicidad).
Podemos asumir que P = Vr(o) y que todos los vértices interiores de ¢ tienen grado
al menos tres.

Sea v € Vi(0), un vértice adyacente al vértice b. Entonces el arco [b,v] es una arista
terminal pues b € V(o). Elegimos un punto v’ en el interior de esta arista, subdividimos
[b,v] en dos aristas [b,v'] y [¢v/,v] y conectamos a a v', uniendo asi otro vértice terminal
[a,v']. Asi, tenemos un arbol 7 = o U [a, V'] tal que V(1) = F (ver figura 2.7).

Figura 2.7: Arbol de aproximacién de F.

Hasta ahora no hemos asignado ninguna longitud a la arista interna [v, v']. Elegimos
puntos ¢,d € P\ {b}, en diferentes componentes de o \ {v} (esto es posible ya que en
sigma v tiene al menos grado 3), asi v € [¢, d] pues de lo contrario tendriamos un ciclo.
Se sigue que en 7, [v, V'] = [a, c]N[b, d], asi que asignamos a [v,v'] la longitud de (ab|cd).
Por lo tanto 7 es un arbol métrico con aristas terminales de longitud indeterminada.
Falta demostrar que para todo r,s,t,u € F distintos, (rs|tu) ~ (rs|tu),. Dividimos la
demostracion en casos:

Caso 1. Cuando (rs|tu) = (ab|ed), por construccion (abled), = (abled). Si (abled) ~ 0,
tomamos v = v'.
Caso 2. Sir,s,t,u € F'\ {a} distintos, entonces

(rs|tu), = (rsltu), =~ (rs|tu).

En particular, (bs|tu), ~ (bs|tu).

Caso 3. Si r;s € F \ {a,b}, por construcciéon tenemos que [a,b] N [r,s] = (). Por lo
tanto si r,s,t € F'\ {a,b} distintos, las posibles combinaciones para el subarbol de 7
inducido por {a, b, r, s,t} son las mismas que las consideradas en Lema 2.6, asi, usando
los mismos argumentos que en la demostracion de este lema obtenemos que

(ar|st), = (br|st), y (ab|rt), + (bt|rs), = (ab|rs), + (bs|rt),,

luego, aplicando el Lema 2.6 (ar|st) ~ (br|st) ~ (br|st), = (ar|st),.
Caso 4. Sir,s,t € F\{a,b} distintos, (ab|rs) ~ (ab|rs),, luego (ab|rt) ~ (ab|rt),. Esto
se sigue de las propiedades

(bt|rs) ~ (bt|rs), v (bs|rt) ~ (bs|rt),,

aplicando la segunda propiedad del Lema 2.6 y la identidad correspondiente en 7 indi-
cada anteriormente. Aplicando la observacién anterior dos veces, obtenemos que para
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todo r,s € F'\ {a,b}, tenemos que (ablcd) = (ablcd)., entonces (ab|rd) ~ (ablrd),,
luego (ab|rs) ~ (ablrs),. [

Nos referiremos al 7 del Teorema 2.2, como un arbol de aproximacion de F'.

2.3 La topologia de razén cruzada

En esta seccién veremos coémo una razoén cruzada hiperbdlica da lugar a una topologia
natural.

Supongamos que (..|..) es una razén cruzada hiperbélica en un conjunto M y sean
a,b € M distintos, definimos una topologia en M \ {a, b} como sigue:
Dado x € M \ {a,b} y r > 0, sea

Dap(x, 1) = {x} U{y € M\ {a,b,x} : (ablry) > r},

tomamos como base de vecindades de = a la coleccién {Dgp(x,7) : 7 > 0}. Asi, un
subconjunto U de M \ {a, b} es abierto si para todo = € U, existe un r > 0 tal que
x € Dy(x,r) CU.

Afirmamos que si tomamos una constante A > 1 suficientemente cercana a uno
en relaciéon con la constante de hiperbolicidad, la funcién (z,%) +— A~(@*¥) mediante
un proceso que cambia la distancia por a lo mas una constante multiplicativa, define
una métrica. Asi que la construccion define una base de vecindades para una topologia
metrizable (para mas detalles ver [9]).

Observacién 2.7. Sean a,b,c € M distintos, entonces las topologias definidas en
M\A{a,b} y M \{a,c} coinciden. En efecto, por la Observacion 2.4 inciso a), tenemos
que

(aclzy) < (ablzy) +p  y  (ablry) < (aclzy) + 4,

donde p = (ac|bx) + k, ¢ = (ablcx) + k (son fijos) y k es la constante de los axiomas
(C1) y (C2), entonces,

Dac(maT) g Dab(l',’f' _p) Y Dab<x>r) g Dac(-r?r - q)

Aplicando dos veces la Observacion 2.7, obtenemos que si a,b,c,d € M, cona # by
¢ # d, entonces las topologias en M\ {a,b} y M\ {c,d} coinciden en M\ {a,b,c,d}. Asi
que obtenemos una topologia bien definida, metrizable y Hausdorff en M, la llamamos
la topologia de razén cruzada (revisar [9] para més detalles).

Decimos que una razon cruzada es perfecta si la topologia de razon cruzada es per-

fecta. Es decir, si dados z,y,z € M distintos, podemos encontrar una sucesion (z;);ex
en M\ {xz,y, z} tal que (zz;|lyz) — oo.
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Por otro lado, decimos que una razén cruzada hiperbdlica es una razén cruzada
de caminos si dados z,y,z,w € M distintos y cualquier p < (zy|zw), existe u € M
tal que

(xy:u:zw) vy (xy|lzu) ~p.

Esta definicién es relativa a una constante aditiva que podemos suponer igual a la cons-
tante de hiperbolicidad (aumentando la constante de hiperbolicidad si es necesario).

Observacion 2.8. Dada una razon cruzada hiperbolica, la hipotesis de ser de caminos
es equivalente a lo siguiente afirmacion:

Dados x,y,z,w € M distintos, hay una sucesion ug, uy, ..., u, de M tal que para todo
i,7€{1,2,....,n} coni<j

=y, u,=w y (xulyu;)~j—i.

En efecto, sean x,y,z,w € M distintos, supongamos que (xy|zw) = n:
=) Si(..]..) es una razén cruzada hiperbdlica de caminos, hasta una constante aditiva
podemos construir la sucesion uq, us, ..., U, como se muestra en la Figura 2.8.

iy us Up-1.

Figura 2.8: Sucesion uq, us, ..., Us,.

<) Sip < n y hay una sucesion ug,uy,...,u, de M tal que para todo i,j €
{1,2,...,n} coni < j,

(xul|yu]) :j_l7 U =Y Y U=,

consideramos el punto u,, se cumple (zy : u, : zw) y (xy|zu,) ~ p.

Seria mds natural tomar (zu;|yu;) ~ K(j—1i) para alguna constante K, relacionada
con la constante de hiperbolicidad. Asi, podriamos insistir, por ejemplo, que (zu; : yu;),
pero no necesitamos esto. En cualquier caso, siempre podemos reparametrizar para que
K =1, y asi ahorrarnos la carga de nuestra notacion.

Lema 2.9 (cf. [3] 2.8). Sea (...|...) una razén cruzada hiperbolica de caminos perfecta
en un conjunto M y sean a,b,c € M puntos distintos. Entonces existe una sucesion
biinfinita, (;)icz en M \ {a,b} tal que para todo i,j € Z, (bx;|lax;) ~j—1i y xo = c.

Demostracion. Por hipdtesis la razén cruzada es perfecta, como a y b no son puntos
aislados, existe una sucesién biinfinita (z;);cz tal que para todo i > 0

ri—a, x_;—b vy xg=c
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Pasando a una subsucesion con zy = ¢, podemos suponer que si 0 < ¢ < j, entonces
(bxglax;) < (bxglax;) vy  (axolbr_;) < (axg|br_;)
luego, usando la Observacion 2.4 inciso a), obtenemos que para cualquier ¢ < j
0 < (bxolaz;) — (bxolax;) < (bx;lax;).

Ahora, dado que 0 < (bz;|az;), podemos tomar p = j — i < (bx;|ax;) y por definicién
de razén cruzada hiperbélica de caminos se cumple que (bz;|ax;) ~ j — i. [
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Capitulo 3

De razones cruzadas a cuasimeétricas

En este capitulo describiremos como una razén cruzada hiperbdlica en un conjunto
induce una cuasimétrica hiperbélica sobre el conjunto de tripletas distintas. Para esto
vamos a aproximar arboles para razones cruzadas como hicimos en el Teorema 2.2.

3.1 Cuasimétricas

En esta seccién definiremos un espacio cuasimétrico de caminos hiperbdlico, (@, p),
y estudiaremos algunas propiedades. Definiremos una topologia y una razén cruzada
hiperbélica en QQ U 0Q). Probaremos que si un grupo es localmente finito con una cua-
simétrica de caminos hiperbdlica, p, invariante a la izquierda, entonces es hiperbolico
(Lema 3.8). Finalmente, daremos una propiedad sobre cuando un espacio cuasimétrico
de caminos es cuasiisométrico a un espacio localmente finito (Proposicién 3.11).

A gran escala, una cuasimétrica es indistinguible de una métrica (la diferencia esta
en la desigualdad del triangulo, la cual relajamos con una constante aditiva). Asi que
todos los resultados estandar sobre cuasiisometrias e hiperbolicidad se cumplen mas o
menos sin cambios. Sin embargo, perdemos la nocién de una topologia inducida, por
lo que buscamos sustitutos geométricos para las ideas de compacidad local, etc.

Mas precisamente, definimos una k-cuasimétrica, p, en un conjunto, (), como una
funcion p: Q x Q — [0,00) tal que para todo x,y, z € Q,

plx,x) =0, plz,y)=py,z) v plz,z)<ple,y)+ply, z2) + k.

Una cuasimétrica, es una k-cuasimétrica para algun k > 0. Nos referiremos a k como
la constante cuasimétrica.

Sean z € Q y r = 0, definimos N,(z,7) = {y € Q : p(z,y) < r} y dado P C Q,
decimos que P es r-cuasidenso en @) si Q) = N,(P,r), donde

NP(Pvr) = U Nﬁ(xar>

zeP

y decimos que P es cuasidenso en () si es r-cuasidenso para alguna r > 0.
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Un segmento k-geodésico (que conecta zg a x,) es una sucesion finita de puntos
Tg, 1, ..., Ty tal que para todo 4,5 € {0,1,....,n}

p(wi, x5) = |1 — j|.

Decimos que una cuasimétrica es una cuasimétrica de caminos si existe algtin k > 0
tal que todo par de puntos puede ser conectado por un segmento k-geodésico. Si () es
un espacio con una cuasimétrica de caminos, consideramos esta k igual a la constante
cuasimétrica (lo podemos hacer tomando el maximo entre ambas constantes).

Permitiendo secuencias infinitas y biinfinitas (con dominios en N y Z respectiva-
mente), definimos las nociones de rayo geodésico y geodésica biinfinita.

Dados (Q, p) v (@', p') espacios cuasimétricos, definimos una cuasiisometria entre
estos espacios igual que para los espacios métricos. Es decir, una funcién f : Q — @’
tal que existen constantes A\ > 1y ¢ > 0 donde para todo z,y € )

1

Xp(:t, y) —c < p'(f(z), fy) < Aplz,y) +c

y f(Q) es cuasidenso en Q.
Observacion 3.1. Se cumplen las siguientes propiedades:

a) Ser una cuasimétrica de caminos es invariante bajo cuasiisometrias. Es decir,
si f(Q,p) = (Q,p) es una cuasiisometria entre cuasimétricas y (Q,p) es de
caminos, entonces (Q', p') es de caminos.

b) Si P es cuasidenso en @, entonces la inclusion i : (P, p) — (Q, p) es una cuasi-
isometria.

Ahora, probaremos que cada espacio con una cuasimétrica de caminos es cuasiiso-
métrico a un grafo (y por lo tanto, a un espacio métrico de caminos). Consideremos la
siguiente construccion:

Sean (@, p) un espacio cuasimétrico de caminos y r > 0. Definimos G = G,(Q) como
la grafica tal que

V(IG)=Q y =y AG) < p(z,y) <

Consideramos a la grafica G como un espacio métrico (G,w), donde w es la métrica
definida en la seccion 1.1.

Observacién 3.2. Con la definicion de (G,w) anterior:

a) Si tomamos r suficientemente grande en relacion con la constante cuasimétrica,
entonces T es conexa. En efecto, sean xg,x, € V(G) = Q y sea k la constante
constante cuasimétrica (igual a la constante k de los segmentos k-geodésicos) de
(Q, p). Como (Q, p) es una cuasimétrica de caminos, existen xo,x1, ..., T, € Q tal
que para todo 1,5 € {1,2,...,n}, |p(z;, xj) — |i — j|| < k. En particular, para todo
i €{0,...,n—1}, p(x;, xi01) < k4 1. Tomamos r=k+1, entonces xg, 1, ..., T, €S
un camino en G que conecta a xy con x,.
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b) La inclusion i : (Q, p) — (G,w) es una cuasiisometria. En efecto, N,(Q,3) = G
asi que i(Q) = Q es cuasidenso en G. Ahora, como G es conezo, existe un camino
T = T, x1,..., T, =y de longitud minima en G que conecta a x con y, es decir,
w(z,y) =n. Si k es la constante cuasimétrica de @), como p es una cuasimétrica

y por definicion de A(G)
n—1

p(z,y) <D pli,xip1) <n(k+1)+ (n— 1)k < n(k+1) +nk < w(z,y)(2k+1).
i=0

Ademds, como p es una cuasimétrica de caminos, existe un segmento k-geodésico
T = T0, X1, ..., Ty = Y en Q tal que p(z;, ;) = |i—j| para todo i, j € {0,1,...,m}.
En particular, para todo i € {0,1,....m — 1}, p(x;, z,41) < k+ 1 = r, asi que
T = X0, L1,y Ty = Y €5 un camino en G, luego n = w(x,y) < m y también
—k +m < p(xg, Tm), entonces

—k+w(r,y) =—-k+n< —k+m<p(z,y).

Decimos que un espacio cuasimétrico es localmente finito si todo subconjunto
acotado es finito.

Observemos que si (@, p) es un espacio cuasimétrico de caminos localmente finito,
entonces el grafo construido arriba sera localmente finito (en el sentido de que cada
vértice tiene grado finito). En efecto, si existe € V(G) de grado infinito, entonces
A = N,(z,1) N V(G) es acotado e infinito, notemos que A consiste de los vértices
adyacentes a x y por definicion de la grafica A = N,(x,r), asi que A es un conjunto
acotado e infinito en (@, p) y esto contradice que (Q, p) es localmente finito.

Lema 3.3 (cf. [3] 3.1). Sea I" un grupo con una cuasimétrica de caminos, p, invariante
a la izquierda tal que T' como espacio es localmente finito. Entonces I' es finitamente
generado.

Mas ain, (T, p) es cuasiisométrico (a través de la identidad) a T' con la métrica de la
palabra con respecto a algin (y por lo tanto cualquier) conjunto generador finito.

Demostracion. Por la observacion 3.2, los espacios son cuasiisométricos. Consideramos
Gr(Q) = Cay(I',N,(e,r)) donde e es la identidad del grupo. Como p es una cua-
simétrica de caminos en I', por la Observacién 3.1, la métrica de la palabra es una
cuasimétrica de caminos en G,(Q). Ademds, por la Observaciéon 3.2, tomando r su-
ficientemente grande tenemos que G,(Q) es conexo y dado que G,(Q) es localmente
finito, entonces N,(e,r) es un conjunto finito que genera a I'. [ |

Para terminar esta seccion, consideramos la pregunta general de cuando un espacio
cuasimétrico de caminos es cuasiisométrico a un espacio localmente finito. Para los pro-
positos de esta tesis no necesitamos preocuparnos formalmente por esto, aunque esta
pregunta nos ayuda a aclarar algunos puntos que se siguen de la construcciéon. Primero,
seguimos con mas conceptos importantes, como razones cruzadas e hiperbolicidad.
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Supongamos que (@, p) es un espacio cuasimétrico (no necesariamente un camino
cuasimétrico). Dados ,y, z, w € @, definimos

(ylew)y = 3 [mise{p(r, ) +o(z, w). pla, 2 +oly, w), pla, w)+oly, 2)} (ol y) (2 w)]

Observemos que se satisface la simetria

(xy|zw)p = (yx|zw)p = (2w|a:y)p

por lo tanto su restriccién a ©4(Q) es una razén cruzada de () y podemos expresar la
hiperbolicidad en estos términos:

Decimos que un espacio cuasimétrico, (@, p), es hiperbdlico si la razén cruzada indu-
cida en (..|..),, en @ satisface el axioma (C1) de una razén cruzada hiperbélica. Nos
referimos a la constante involucrada como la constante de hiperbolicidad. Pode-
mos (eligiendo el méximo) considerarla igual a la constante cuasimétrica. En el caso de
una métrica, esta propiedad se conoce como la caracterizacion estandar de cuatro
puntos de la hiperbolicidad.

Sean (X, d) un espacio métrico y z € X, el producto de Gromov de y,z € X
con respecto a x se define como

(v 2)e = 3 [dly, ) + d(z.2) — dly, ).

decimos que un espacio métrico X es d-hiperbdlico si para todo z,y, z,w € X

(T y)w = min{(2 - 2)w, (Y- 2)w} —0

y es hiperbdlico si es d-hiperbdlico para algin § > 0. La caracterizacién hiperbdlica
de cuatro puntos nos dice que esta definiciéon de espacio hiperbélico y la definicién que
dimos en el Capitulo 1 son equivalentes.

Usaremos libremente argumentos o resultados de [9] o [1], donde generalizan, sin
ningin cambio esencial, a cuasimétricas. Por ejemplo, se puede encontrar el siguien-
te andlogo del Teorema 2.2 (para espacios métricos) en cualquiera de las referencias
anteriores:

Proposicién 3.4 (cf. [3] 3.2). Sea n € N y sea (F,p) un espacio k-cuasimétrico k-
hiperbolico de cardinalidad n. Entonces existe una constante, h(n), (que depende uni-
camente de n) donde podemos encajar F' en un drbol métrico, (1,d), tal que para todo

T,y € F; ‘p(xay) - d(xay)’ < kh(”)

Notemos que la definicion de hiperbolicidad equivale a la conclusiéon de la Proposi-
cién 3.4 para todos los subconjuntos de 4 elementos.

Ahora, supongamos que (Q, p) es hiperbdlico. Aplicando la Proposicién 3.4 a cada
subconjunto de 5 elementos de (), obtenemos que (..|..), es una razén cruzada hiper-
bélica. En otras palabras, el axioma (C1) implica automaticamente el axioma (C2) en
el caso en que la razon cruzada se deriva de un espacio cuasimétrico.
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Observaciéon 3.5. Una cuasimétrica hiperbolica es una cuasimétrica de caminos si y
solo si se cumple lo siguiente:
Sixz,y e @ yp<plr,y), entonces existe algin z € QQ con

plz,2)~p y ply,z)=p(z,y) —p

En efecto, sean x,y € Q y supongamos que p(z,y) = n:

<) Sin < 1, terminamos (pues x,y es un segmento k-geodésico). Sin > 1, entonces
existe x1 € Q) tal que

p($,$1>21 Y p(x17y>:n_17

si 1 <n—1, entonces existe x9 € () con

plrr,z2) =1y p(a2,y) ~n—2;

continuando con este proceso encontramos un segmento k-geodésico T, Ty, ...,Tp_1,Y.

=) Como (Q,p) es una cuasimétrica de caminos, entonces existe un segmento
geodésico x = xg, L1, ..., Tn_1,Tp, =Y tal que para todo i,j € {1,.n}, p(x;, x;) ~ |i — j|,
asi que dado p < n, x, € Q es tal que

plz,z,)~p y  plry,z,) ~n—p.

Ahora, supongamos que (@, p) es un espacio cuasimétrico de caminos hiperbélico.
Dados z,y,z € @, decimos que w es un centro para (x,y, z), como un punto w €
tal que

(zy|lww), ~0, (yzlww),~0 y (zz|ww),~0.

Ademaés, se cumple que si w’ es otro centro de (z,y, z), entonces p(w,w') ~ 0.

Dado un espacio métrico ), definimos su frontera, 9Q (en el capitulo uno). Fijamos

un punto base, a € Q) y 9Q es el conjunto de clases paralelas de rayos geodésicos que
empiezan en a. Definimos una topologia en 0(@) mediante la convergencia de sucesio-
nes en 0@ a un punto en 0Q:
Sea (Tp)neny € 0Q y sea z € 0Q), decimos que (x,),ey converge a x si existen ra-
yos geodésicos (7Y )nen ¥ 7y representando (x,)nen y @ respectivamente, de modo que
cada sucesién de (v, )nen contiene una subsucesién que converge (uniformemente en
subconjuntos compactos de [0, 00)) a 7.

Observaciéon 3.6. Teniendo la nocion de convergencia de sucesiones queda definida
la topologia. Diremos que A C 0Q es abierto si y sélo si para todo x € A, todas las
sucesiones (x,)nen que convergen a x (en nuestra nocion de convergencia) son tales
que existe N € N donde para todo n > N, se cumple que x, € A.

Fijamos r > 0, entonces dado = € 0Q), elegimos un rayo, (z,), en la clase de x.
Dado N € N, sea

D(N) ={y € QU OQ : existe una geodésica de a a y que intersecta a N,(xn,7)}.
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La coleccién {D(N) : N € N} define una base de vecindades de x en Q U 0Q). Para
mayor precisién, tomamos la topologia de () como discreta y obtenemos una topologia
bien definida en @ U 0Q). La topologia en Q) U 0@ descrita, es independiente de la elec-
ci6n de punto base, esta topologia es metrizable (para mas detalles sobre esta topologia
revisar [6]).

Ahora supongamos que (x1, T2, x3,74) € 04(0Q). Encontramos abiertos disjuntos
a pares Uy, Uy, Us, Uy en Q U 0Q), con z; € U, tales que si y;,2; € Q N U;, entonces
(y1Y2|ysya), =~ (2122]2324),. Definimos

(UhU3|UsUy) ,, = sup{(v1y2|ysys), c yi € QN U;}

y sea (z1x2|x324), €l limite de (UyU;|UsUy),. Como cada conjunto U; se contrae hasta
el punto z;, entonces esto define una razén cruzada hiperbdlica, (..|..),, en 0Q). Ademas,
la topologia en d@) coincide con la topologia de razén cruzada.

De hecho, podemos mantener fijo cualquiera de los puntos de la construcciéon anterior
y de esta manera obtener definiciones de

(ablcx),, (ablzy), v (azlyz),,

donde a,b,c € Q y x,y, z € Q) son puntos distintos. Asi, obtenemos una razon cruzada
hiperbdlica en Q U 0Q).

Ademas, si (z,y,2) € ©3(9Q), entonces podemos definir un centro (x,y, z) como un
punto w € @, para el cual

(zylww), ~0, (yzlww),~0 y (zzlww),~0.

Al igual que con los espacios con una cuasimétrica de caminos, la propiedad de ser
hiperbdlico es un invariante cuasiisométrico. De hecho, se cumple lo siguiente:

Proposiciéon 3.7. Una cuasiisometria f : Q — Q' entre espacios cuasimétricos de
caminos e hiperbolicos da lugar naturalmente a un homeomorfismo fy: 0Q — 0Q)'.

Una demostracion de la proposicién anterior, la podemos encontrar en [6]. Utilizan-
do la Proposicion 3.7 y el Lema 3.3, obtenemos el siguiente lema:

Lema 3.8 (cf. [3] 3.3). SiI' admite una cuasimétrica de caminos, p, hiperbdlica, local-
mente finita e invariante a la izquierda, entonces I' es hiperbolico.

Mas atn, la frontera O, es naturalmente (y por tanto I'-equivariantemente) homeo-
morfa a la frontera de (T, p).

Para aclarar un par de puntos, notemos que la frontera de un espacio cuasimétrico
de caminos, hiperbdlico, y localmente finito es necesariamente compacto. Por lo tanto,
esto también es valido para un espacio cuasiisométrico. Resulta que hay un cierto re-
ciproco con esta observacion, lo veremos en la Proposicion 3.11.

Decimos que un espacio cuasimétrico de caminos es casi localmente finito si es
cuasiisométrico a un espacio cuasimétrico localmente finito.
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Observaciéon 3.9. Un espacio cuasimétrico es casi localmente finito si y solo si con-
tiene un subconjunto cuasidenso localmente finito. Notemos que esto se cumple pues la
imagen de un espacio cuasimétrico localmente finito bajo una cuasiisometria es, en si
misma, localmente finita.

Decimos que un espacio cuasimétrico, (P, p), es r-separado si para todo par de
puntos z,y € P distintos, p(x,y) > .

Lema 3.10 (cf. [3] 3.4). Sea (Q,p) un espacio cuasimétrico de caminos. Entonces
(Q, p) es casi localmente finito si y sélo si existe algin r > 0 tal que todo subconjunto
de ) acotado y separado por r es finito.

Demostracion. Sea (@, p) un espacio cuasimétrico de caminos.

Supongamos que (@, p) es casi localmente finito, entonces existe una (A, ¢)-cuasiisometria
f:(Q,p) — (M,w), donde (M,w) es un espacio cuasimétrico localmente finito. Ahora,
dado r > 0, si ' C @ es un subconjunto acotado y separado por r, entonces existe
L > 0 tal que para todo x,y € @/

r < plz,y) <L,

luego para todo z,y € Q'

< @), fw) <AL+ e

A
Como f(Q') es acotado y M es localmente finito, entonces f(Q’) es finito. Supongamos
f(Q) =A{y1,...,yn}, si @ es infinito, entonces para algin i € {1,...,n} la imagen in-
versa de {y;} es infinita, pero como @’ es r-separado, esto contradice que @’ es acotado
y por lo tanto la propiedad se cumple para todo r > 0.
Por otro lado, supongamos que existe algin » > 0 tal que todo subconjunto de @
acotado y separado por r es finito. Sea P un subconjunto de () maximal que es aco-
tado y separado por 7, entonces P es localmente finito y P es (2r)-cuasidenso en Q).
Consideramos la inclusion i : (P, p) < (Q, p), entonces i es una cuasiisometria y por
lo tanto (@, p) es casi localmente finito. [ |

Proposicién 3.11 (cf. [3] 3.5). Sea (Q, p) un espacio cuasimétrico de caminos hiperbo-
lico, con frontera, 0Q), compacta y donde todo punto de () se encuentra a una distancia
acotada b, del centro de alguna tripleta en Confy(0Q). Entonces Q) es casi localmente
finito.

Demostracion. Elegimos r > 0, grande en relaciéon con la constante de hiperbolicidad
y en relacion con la b de la hipotesis. Supongamos que () no es casi localmente finito,
entonces por el Lema 3.10 para todo r > 0, existe un subconjunto U, infinito, acotado
y separado por r, asi que podemos encontrar una sucesién infinita acotada, (w;);en, de
puntos en () tales que p(w;, w;) > r siempre que i # j. Como w; estd a una distancia
acotada desde el centro de una tripleta de puntos distintos, z;, v,z € 0Q y 0Q es
compacto, pasando a una subsucesiéon podemos suponer que x; — =, ¥; > YV 2 — 2.
Ademas, si z,y y z no son todos distintos sin perdida de generalidad asumimos que
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x =y, entonces la sucesion (y;); converge a z, luego las sucesiones (z;); vy (y;); se van
acercando, pero esto implica que los centros w; tienden a infinito y dado que el conjunto
de los w; es acotado esto no es posible, entonces z,y y z son todos distintos. Sea w € @)
un centro para (z,y, z), para i grande, p(w, w;) estd acotada por alguna constante que
depende de alguna constante que podemos suponer que es menor que /2, pero esto
contradice que p(w;, w;) > r para i # j. [ |

3.2 De razones cruzadas a cuasimétricas

En esta seccion, veremos cémo una razoén cruzada hiperbdlica en un conjunto induce
un espacio cuasimétrico hiperbédlico en el conjunto de tripletas distintas. Para esto
usaremos arboles de aproximacion para razones cruzadas como en el Teorema 2.2.

Convencién 3.12. Sea (..|..) una razén cruzada hiperbélica en un conjunto M. Adop-
taremos la convencion natural de que para todo x,y,z € M distintos

(zy|zy) = (zy|zz) = 0.

En el resto del capitulo denotaremos por Q, a Confy(M), es decir, al conjunto de ternas
distintas de M.

Sea p:Q X Q — [0,00), donde si X = (x1,29,23) y Y = (y1, Y2, y3), entonces
p(X,Y) = max{(zx;lysyr) : 4,5, k, 1 € {1,2,3},i # j, k # 1}
Observacion 3.13. La funcion p definida antes, cumple que para todo X,Y € @)
p(X,X)=0 yp(X,Y)=p¥,X).
Ademas, p(X,Y) =0 si {x1,22, 23} = {y1,92,y3}
Una interpretacion mas geométrica de la definicién de p, es la siguiente:

Lema 3.14 (cf. [3] 4.1). Sean X = (x1,x2,23),Y = (y1,Y2,y3) € Q, elegimos un drbol
de aproximacion (1,d) para el conjunto {x1, T2, T3, Y1, Y2, Y3} (como en la demostracion
del Teorema 2.2) y sean

x =med(xy,x2,23) Yy y=med(y1,Ya,Y3)-
Entonces p(X,Y) ~ d(z,y).

Demostracion. Sii,j,k,l € {1,2,3} con i # jy k # 1, como z (resp. y) es la intersec-
ci6én de los segmentos [x1, xs|, [x2, 3] ¥ [1, z3] (resp. [y1, yal, [y2, ys] ¥ [v1,y3]), entonces
(i, 2] v [yk, yi] contienen los puntos x e y respectivamente. Asi,

(@izjlyeyn) > (@izslyeyn)r < d(z,y)
y por lo tanto p(X,Y) <X d(z,y).
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Por otro lado, podemos encontrar %, j para que z;,z; e y estén en diferentes com-
ponentes de 7\ {z}; en otras palabras, x = med(z;, z;,y). De manera similar podemos
encontrar k, [ tales que y = med(yx, y;, x). Asi,

d(z,y) = (zix;lyeyr)r = (Tiz;|yryr)
y por lo tanto d(z,y) = p(X,Y). [ |
Proposicién 3.15 (cf. [3] 4.2). (Q, p) es un espacio cuasimétrico hiperbdlico.

Demostracion. Por la observacién 3.13, para demostrar que p es un espacio cuasimé-
trico nos falta verificar que se cumple la desigualdad del tridngulo (con una constante
aditiva). Sean X = (x1,29,23), Y = (y1,¥2,9y3) v Z = (21,29, 23) en @, considera-
mos (7,d) un &rbol de aproximacién del conjunto {x1, x2, x3, Y1, Yo, Y3, 21, 22, 23} y sean
x,y, 2 € 7 la medianas de las ternas X, Y y Z respectivamente.

Por el Lema 3.14, tenemos que

p(X,Y) ~d(x,y), p(Y,Z)~d(y,z) vy p(X,2)~d(z,z2)
y como d(z,y) < d(z,z) + d(z,y) tenemos que p(X,Z) ~ p(X,Y) + p(Y, Z).
Para demostrar que p es hiperbdlica consideramos otro W = (wy, ws, w3) € Q y sea
3
(7,d) un arbol de aproximacion para el conjunto U {x;, y;, z;, w; }. Notemos que (7, d)
i=1

es O-hiperbdlico (pues es un arbol), luego, usamos la caracterizacién de hiperbolicidad
de cuatro puntos (como se describe en la seccién anterior) para concluir que (@, p) es
hiperbdlico. u

Lema 3.16 (cf. [3] 4.3). Sea (...|...) una razon cruzada de caminos. Entonces p es una
cuasimétrica de caminos.

Demostracion. Sean X = (x1,29,23) v Z = (21, 22, 23) elementos de ). Sin pérdida
de generalidad, podemos suponer que p(X,Z) = (x1x2|2122) queremos encontrar un
segmento k-geodésico entre X y Z, asumimos que p(X,Z) > 0 (de lo contrario X, Z
es un segmento k-geodésico). Como (..|..) es una razon cruzada hiperbdlica de caminos,
por definiciéon dado cualquier p < p(X, Z), existe u € M tal que

(r129 1w 2129) vy (x122]|29u) ~ .

Del axioma (C2) se sigue que (xiu|z122) =~ p(Z,Y) — p. En nuestro caso de interés,
podemos suponer que 0 < p < p(X,Z). Sea Y = (x1,21,u) y sean (7,d) un arbol de
aproximacién para {zi, T, T3, 21, 29, 23, u} y sean z,y, z € 7 las medianas de X, Y y Z
respectivamente (ver Figura 3.1), entonces y € [z, 2], luego

p(X,Y)~d(z,y)~p vy pY,Z)~=d(y,z)~pX,Z)~p

y por la Observacion 3.5 terminamos. [ |
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(7,d)

Figura 3.1: Arbol (7,d).

De lo anterior, se deduce que @ tiene una frontera bien definida, 0Q), como se
describe en el Capitulo 1, que a su vez admite una razén cruzada (..|..), inducida por
la cuasimétrica p.

Ahora vamos a asumir que (..|..), es perfecta y construiremos un encaje natural de
M en 0Q), respetando esta razén cruzada hasta una constante aditiva. Mas especifica-
mente, demostraremos que:

Proposicién 3.17 (cf. [3] 4.4). Sea (...|...) una razén cruzada hiperbdlica de caminos
y perfecta en un conjunto M y sea p una cuasimétrica de caminos hiperbolica definida
sobre el conjunto () como se definio antes. Entonces hay un encaje natural de M en la
frontera, 0Q), tal que para todo x,y,z,w € M, (zylzw) ~ (xy|zw),.

Mids aiun, M es denso en 0Q).

De la seccion anterior tenemos que la topologia estandar en @) concuerda con la
topologia de razén cruzada inducida por la razén cruzada (..|..), y como el encaje de
M en 0(Q) es continuo, entonces la topologia de subespacio restringida a M concuerda
con la topologia inducida por la razén cruzada (..|..).

El procedimiento para construir el encaje es el siguiente: Sean a,b € M y (x;)ien

una sucesiéon de puntos en M \ {a,b}. Nos referimos a (b, (x;)) como un rayo limite
que tiende a a si (bx;|az;) ~ j — i siempre que i < j.
Sea X; = (b,a,x;) y sean 7,7 € N, entonces p(X;, X;) =~ |i — j| (notemos que si
x,y,z,w € M distintos, entonces p((x,y, z), (z,y,w)) ~ maz{(xz|lyw), (zwlyz)}). En
otras palabras, (X;);en es un rayo geodésico en (@, p). Por el Lema 2.9, tales rayos
existen para cualquier a € M.

Lema 3.18 (cf. [3] 4.5). Sean (b, (z;)) y (¢, (y;)) rayos limite que tienden al punto
a € M y definimos X; = (b,a,z;) yY; = (¢c,a,y;) (de modo que (X;) y (Y;) sean rayos
en (Q, p)). Entonces para todo i € N, p(X;,Y;) < p(Xo, Yo).

Demostracion. Podemos suponer que i es lo suficientemente grande de tal modo que
(az;|bxg) > 0y (ay;|cyo) > 0. Sea (7,d) un arbol de aproximacion del conjunto
{a,b, ¢, x0,y0, i, yi } v sean xf, zh, yp, yi' € 7 las medianas de Xy, X, Yy, Y; respecti-
vamente. Como (ax;|bxy) > 0, entonces (az;|bxy) > 0, luego z} € [a,x}] y de ma-
nera similar, y; € [c,y,]. Ahora, por el Lema 3.14 d(z},z) ~ p(X;, Xo) y también
p(Yo, Vi) == d(yh, 1), ademdis p(X;, Xo) ~ i ~ p(¥;, ¥p), entonces

d(zy, x) =~ p(Xi, Xo) ~ 1~ p(Y;, Yo) =~ d(y;, yo)-
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De razones cruzadas a cuasimétricas

Usamos la desigualdad del tridngulo y obtenemos que d(x},y}) =< d(zy,y,) v por lo
tanto p(X;, Y;) = p(Xo, Yo). u

Demostracion de la Proposicion 3.17. Por el Lema anterior los rayos (X;) y (Y;) son
paralelos. Asi que definimos la funcion

f:M— 0Q),

tal que dado a € M, f(a) es el punto final ideal de un rayo de este tipo .

Ademas, si consideramos dos puntos a,b € M distintos, el Lema 2.9 nos da una
geodésica biinfinita, (X;);ez, tal que (X;)ien v (X_;)ien son cada uno rayos de este tipo,
correspondientes a a y b respectivamente, asi que f(a) # f(b) y f es inyectiva.

Vamos a verificar la afirmacién sobre las razones cruzadas, consideramos puntos
distintos x,y, z,w € M y las sucesiones x; — x,y; — vy, 2; — 2,w; — w de modo que

(v, (z2)), (z, (), (w, (2:)) ¥ (2, (w;)) son rayos limite. Sean
Xi = (yvmwri)a }/z = (xay7yi)a ZZ = ('lU,Z,ZZ‘) y M/Z - (Zywawi)7

por definiciéon (X;), (Y;), (Z;) v (W;) son rayos geodésicos tendiendo a f(z), f(y), f(2)
y f(w) respectivamente. Sea (7,d) un arbol de aproximacién para el conjunto

{(Ea Y, W, z, Ti, Yi, %, wi}a
entonces para ¢ suficientemente grande tenemos que
(xxilyz) >0, (xz;lzw) >0 y (xx;jwy) >0,

asi que podemos suponer que [z, z;] no se intersecta con [y, z] U [z, w] U [w,y|. Simi-
larmente, podemos asumir que [y, y;] no se intersecta con [z, z] U [z, w] U [w, z]; que
[z, 2] no se intersecta con [y,z] U [z,w] U [w,y] y que [w,w;] no se intersecta con
(92 U [2,2] U [z, 3],

Sean .y, 2/, w’ € 7 las medianas de X;,Y;, Z; y W; respectivamente. Vemos que z’ es
el tnico vértice interno de 7 que se encuentra en el segmento [z, z;] y de manera similar
para y', 2’ y w', entonces (z/,y|2'w"), = (xy|zw),.

Por el Lema 3.14, p(X;,Y;) ~ d(2',y') (y lo mismo se cumple si intercambiamos ', 3/

por dos puntos diferentes en el conjunto {z’,y, 2’,w’'} con sus respectivos puntos en
{X,,Y;, Z;,WW;}), entonces

(XoYi|ZW5), ~ (&Y |Zw'), = (aylzw), ~ (zy|zw).

En otras palabras, obtenemos que para todo i suficientemente grande (X;Y;|Z;IV;), =
(xy|zw). De la definicién de (..|..), en Q) como se describié en la Seccién 3.1

(F(@)fWIf(2)f(w), = (zy|zw)

Ahora vamos a demostrar que f(M) es densa en 0Q. Si W = (x,y, 2) € @, entonces
por el Lema 2.9 hay una sucesién biinfinita (z;);ez tal que zy = 2z, X; — f(z) y
X_; = f(y), donde X; = (z,y, ;) (de modo que Xy = W). Ademés,

PIXi, X) 2 20 p(W, X,) + p(W, X_y).
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De razones cruzadas a cuasimétricas

En otras palabras, (X;X_;|[WW), ~ 0, luego, ( (x ) (y)|WW), ~ 0. De manera si-
milar, podemos obtener que (f(y)f(z)|WW), y (f(2)f(z)]WW), ~ 0. Y por
definicién W es un centro de la tripleta (f(x), f ( ), f (z)) Con lo anterior demostra-
mos que:

Lema 3.19 (cf. [3] 4.6). Si z,y,2 € M son puntos distintos, entonces la tripleta
(x,y,2) es un centro en Q de la tripleta de puntos ideales (f(x), f(y), f(2)).

Ahora podemos demostrar que f(M) es densa en Q). Para esto, supongamos que
w € 0Q y elegimos cualquier sucesiéon de puntos (W;);en en @ que tiende a w. Entonces
por el Lema 3.19, cada Wj es el centro de alguna tripleta, digamos (a;, b;, ¢;), de puntos
de f(M). Asi, sin pérdida de generalidad, a; — w. [ |

Centraremos nuestra atencién en los espacios compactos. Supongamos que M es un
compactum, metrizable y que (..|..) es una razén cruzada en M.

Decimos que una razén cruzada (..|..) es compatible con la topologia en M si dados
x,y,z € M distintos y una sucesién x; — z, tenemos (xx;|yz) — oco. Como suponemos
que M es metrizable, esto es lo mismo que decir que la topologia de razén cruzada
es mas gruesa que la topologia dada. Y dado que la topologia dada es compacta y la
topologia de razon cruzada es Hausdorff, se deduce que las dos topologias de hecho,
deben coincidir.

Supongamos ahora que M es perfecto y que (..|..) es una razén cruzada de caminos
hiperbdlica, entonces (..|..) también es perfecto.
Sea (@, p) el conjunto de ternas distintas con cuasimétrica inducida p y con M encaja-
do como un subconjunto denso de 0Q). Como M es compacto, entonces M = 9Q). En
resumen, hemos demostrado la siguiente proposicion:

Proposicion 3.20 (cf. [3] 4.7). Sea M es un espacio compactum, metrizable, perfecto,
con una razén cruzada de caminos hiperbolica que es compatible con (..|..). Entonces
al espacio de ternas distintas de M, QQ, se le puede dar una cuasimétrica p de caminos
hiperbolica de tal forma que M se identifica naturalmente por un homeomorfismo con
la frontera de @, 0Q).

Mads ain, las razones cruzadas (..|..) y (..|..), en 0Q difieren como mdzimo en una
constante aditiva.

Esto es todo lo que necesitamos saber para demostrar el Teorema 1.8, aunque
haremos algunos comentarios:

Observamos que, dado que ) no es localmente finito, no existe ninguna razén a
priori para esperar que 0@ sea compacto, como resulta ser el caso. De hecho, @) es
necesariamente casi localmente finito (es decir, es cuasiisométrico a un espacio cuasi-
métrico localmente finito). En retrospectiva, por el Lema 3.19 y la Proposicién 3.11,
tenemos que 0@ es compacto. De hecho, vemos que @) contiene un subconjunto cuasi-
denso localmente finito y obtenemos el siguiente resultado:
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Proposicion 3.21 (cf. [3] 4.8). Sea M es espacio compactum, metrizable, perfecto, con
una razon cruzada de caminos hiperbolica y compatible (..|..). Entonces hay un espa-
cio cuasimétrico, (P, p), de caminos hiperbdlico localmente finito y un homeomorfismo
de M sobre OP, tal que (..|..) concuerda con (..|..), en OP hasta como mdzimo una
constante aditiva.

3.3 Mas sobre razones cruzadas

En esta seccion, daremos una formulacion alternativa de una razon cruzada hiperbdlica.

Supongamos que (..|..) es una razén cruzada en un conjunto M. Dados cinco puntos
a,b,x,y,z € M distintos, definimos

(ablzyz) = min{(ablzy), (ablyz), (ablzz)}.
esta definicién es simétrica bajo cualquier permutacién de {a,b} o {z,y, 2}, asi que
escribimos (zyz|ab) = (ablzryz).
Si (..]..) es hiperbélico, por el axioma (C2) para cualquier (x,y, z,w,a) € Confs(M)

(zy|zw) =~ (zyalzw) + (zy|zwa).

Resulta que esto se puede utilizar para caracterizar la hiperbolicidad de las razones
cruzadas.

Como (..|..) es una razén cruzada en M, la funcién
(..]..) : Confy (M) — [0, 00) dada por (a,b,c,d) — (ab|cd)

satisface que para todo (z,y,z,w) € Confy(M)), (zy|zw) = (yz|zw) = (2w|zry). Su-
pongamos que también tenemos una funciéon

(..]...) : Confs(M) — [0, 00) dada por (a,b, z,y, z) — (ablryz)
con (ablryz) = (balryz) = (ablyrz) = (ablxzy) para todo (a,b, x,y, z) € Confs(M).
Supongamos que existe algin k > 0 tal que se cumplen los siguientes axiomas:

(cl): Si(z,y,z,w) € Confy(M), entonces al menos dos de las tres cantidades (zy|zw),
(xz|lyw) y (zw|yz) son como méaximo k.

(c2’): Si (z,y,2,w,a) € Confs(M), entonces
(zy|2w) >~ (zyalzw) + (zy|zwa).
Observacién 3.22. El axioma (c2') implica que
(zyalzw) = (zylzw) y  (zylzwa) 2 (zylzw).
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Proposicion 3.23 (cf. [3] 5.1). Sea (..|..) una razon cruzada que satisface (c1) y (c2’).
Entonces (..|..) es hiperbélica.

Demostracion. Necesitamos verificar que se satisfacen los axiomas (C1) y (C2) de la
definicién de razén cruzada hiperbélica (dada en el Capitulo 2).

El axioma (c1) implica que se cumple (C1) (quizds necesitemos intercambiar y por w
o y por z). Probaremos que se cumple (C2). Sean z,y, z,w,a € M distintos. Podemos
suponer que (zy|zw) es el maximo entre los valores de la razén cruzada restringida al
conjunto {z,y, z,w, a}.

Afirmamos que (xy : a : zw) se cumple. Sean p = (zy|zwa) y ¢ = (zya|zw), por (c2')

(zy|lzw) ~p +q.

Si p,q ~ 0, entonces (zy|zw) ~ 0 y por ser (zy|zw) el maximo, todas las razones
cruzadas en este conjunto de cinco puntos son ~ 0 y no hay nada que probar.
Supongamos que p > 0. Ahora, por la observacién 3.22, p = (zy|zwa) =X (zy|az), asi
que (zylaz) > 0, luego por (cl), (azx|yz) ~ 0 y por la observacion 3.22, (azx|zwy) ~ 0.
Asi, obtenemos de (c2') que

(az|zw) ~ (azylzw) + (azx|zwy) ~ (azxy|zw) = q.
Intercambiando = e y, obtenemos que también
(ay|zw) >~ (azy|zw) = q

y de nuevo, como (zylaz) > 0, obtenemos por (cl), que

(ralyz) ~0 'y (yalrz) ~0.
De manera similar, intercambiando z y w, obtenemos

(ralyw) ~0 'y (yalzw) ~0.
También, como 0 < p < (zy|zw), obtenemos

(xzlyw) ~0 'y (xw|yz) ~0.

Para las desigualdades restantes (de la definicién de la afirmacién), consideramos dos
casos, a saber, ¢ >0y q ~ 0.
Si g > 0, entonces todas las desigualdades restantes siguen por simetria, intercambian-

do {x,y} con {z,w} y p con q.
Si ¢ ~ 0, entonces (zy|zw) ~ p+ 0 = (xy|zwa), luego, por la maximalidad de (zy|zw)
y la observaciéon 3.22, tenemos
(zylzw) = (zylaw) = (zyz|aw) + (zy|awz) = (ryzlaw) + (vy|2w),
por lo que (zyz|law) ~ 0y se deduce que

(xylaw) ~ (zyz|law) + (zylawz) ~ 0+ p = p.
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De manera similar, intercambiando z por w, obtenemos que (xylaz) ~ p. Ya sabe-
mos que (zalyw) ~ 0, por la observacion 3.22 tenemos (xa|zwy) ~ 0. Por lo tanto,
(ralzw) ~ (zay|zw) + (ra|zwy) ~ 0. De manera similar, intercambiando x por v,
obtenemos (ya|zw) ~ 0. Ademés, sabemos que (ya|zz) ~ 0, por la observacién 3.22,
(way|xz) ~ 0. Ya demostramos que (xyz|aw) ~ 0. Por lo tanto,

(walzrz) ~ (way|rz) + (wa|rzy) ~ 0.
De manera similar (intercambiando x con y y z con w) obtenemos
(walyz) ~ 0, (zalzw)~0 y (walyz)~0.

Con lo anterior deducimos que por definicién (xy : a : zw) y por lo tanto se cumple el
axioma (C2). [ |

Recordemos la definicién de una razén cruzada hiperbdlica de caminos (que dimos
en la Seccién 2.3) y notemos que una consecuencia de la proposicién anterior es la
siguiente:

Lema 3.24 (cf. [3] 5.2). Sea (..|..) una razon cruzada que satisface (cl) y (c2') tal
que para todo (x,y,z,w) € Confy(M) y cualquier p < (xy|zw) existe a € M donde
(ry|zwa) ~ p. Entonces (..|..) es una razon cruzada hiperbolica de caminos.
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Capitulo 4

Sistemas anulares

En este capitulo veremos que la accién de un grupo I'" en un compactum M (como
grupo de convergencia), induce un sistema anular, 2(; y este a su vez nos da una
razéon cruzada hiperbodlica de caminos. Concluiremos este capitulo juntando todos los
resultados obtenidos en los capitulos anteriores para demostrar el Teorema 1.8.

4.1 De sistemas anulares a razones cruzadas

A continuacién vamos a definir los sistemas anulares y un orden parcial entre sus ele-
mentos y los cerrados del espacio M. Luego, describiremos como un sistema anular
induce una razéon cruzada hiperbélica de caminos, (..|..). Finalmente, probaremos que
la razén cruzada (..|..) es compatible con la topologia en M.

Existen otras direcciones que se podrian estudiar con respecto a las relaciones entre
estas nociones, pero no seran directamente relevantes para los resultados de este tra-
bajo. Por ejemplo, las nociones de estructura cuasiconforme para espacios de medida
métricos y conexos han sido estudiadas en [11], sin embargo queda por explorar hasta
qué punto estas ideas podrian ser aplicables a grupos hiperbdlicos.

Sea M un compacto, definimos un anillo, A, como un par ordenado (A~, A") de
subconjuntos cerrados disjuntos de M tal que M\ (A~ UA™) # () (ver figura 4.1, donde
se ilustra un anillo cuando M es la esfera de Riemann).

A-

A+

Figura 4.1: Anillo (A=, A™)
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De sistemas anulares a razones cruzadas

Llamamos sistema anular, 2, a un conjunto de tales anillos. Dado un anillo,
A= (A", A"), denotamos por —A al anillo (A", A7). Diremos que el sistema anular
2 es simétrico si para todo A € 2, se cumple que —A € 2.

Dado un conjunto cerrado, K C M, y un anillo, A € 2, escribiremos K < A cuando
K Cint(A™). Escribimos A < K cuando K C int(A") (ver figuras 4.2 y 4.3, donde se
ilustran estas definiciones cuando M es la esfera de Riemann).

intA-

At intA*
Figura 4.2: K < A Figura 4.3: A < K

Por otra lado, dados A, B € 2, escribimos A < B cuando M = int(A~) Uint(B™)
(ver figura 4.4, donde se ilustran estas definiciones cuando M es la esfera de Riemann).

Figura 4.4: A< B

Observacion 4.1. Sean K C M un compacto y A, B € . Entonces

a) K < —A siysdlo si A< K. En efecto, —A = (AT, A7), entonces K < —A si y
sélo si K Cint(AT) siy sdlo si A < K.

b) A< B siysdlosi M\ int(AT) < B. En efecto, M \ int(A") < B si y sdlo si
M\ int(A*) Cint(B~) siy sdlo si

M = M\ int(A") Uint(A") Cint(B™) Uint(A")
sty solo si A < B.
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c) A < B siy solo si M\ int(B~) > A. La demostracion es andloga al inciso
anterior.

d) A< B siysolo si —B < —A. En efecto, como
int(—B~) =int(BY) y int(—A") =int(A"),

entonces A < B si y slo si M = int(A~) Uint(B1) = int(—B~) Uint(—AT) si
y solo si —B < —A.

Lema 4.2. Definimos A < B cuando M = int(A~) Uint(B') o A = B. Entonces
“ <7 es un orden parcial en el conjunto de anillos.

Demostracion. Sean A, B,C € 2, entonces:

Reflexividad. Como A = A, entonces A < A.

Asimetria. Supongamos que A < By B < A. Si A = B terminamos. Supongamos que
A< By B< A, entonces M = int(A~) Uint(BT) = int(B~) Uint(A"). Como B~ y
BT son disjuntos, entonces B~ C A~ y Bt C A™. Como A~ y A" son ajenos, entonces
A= CB y A" C B". Luego, A~ =B~ y A" = B", asf que A = B.

Transitividad. Supongamos que A < By B < C. Si A = B o B = C terminamos.
Supongamos que A < By B < C, entonces

M = int(A”) Uint(B*) = int(B~) U int(C),

como B~ N Bt = (), entonces int(BT) C int(CT), luego M = int(A~) Uint(Bt) =
int(A7) Uint(CT), por lo tanto A < C. [ |

Ahora, fijamos un sistema anular simétrico, 2. Dados los subconjuntos cerrados,
K,L C M, definimos (K|L) como el nimero maximo n € N, tal que podemos encontrar
Al, AQ, A37 ceey An € 2 donde

K<A <A <.<A,<L (4.1.1)

(K|L) = 0 si no hay ningtn anillo que satisfaga 4.1.1 y (K|L) = oo si no existe un
numero finito de anillos tales que 4.1.1.

Nos referimos a Ay, As, As, ..., A, como una secuencia de anillos anidados que se-
paran K y L.

Podriamos tomar el enfoque alternativo de simplemente definir (K|L) como el niimero
de anillos de 2 que separan individualmente a K de L. Sin embargo, la definicion que
dimos parece mas intuitiva, técnicamente mas simple, y se relaciona mejor con [2].

Observacién 4.3. Sean K,L C M cerrados. Entonces
a) (K|L) = (L|K). Si Ay, Ag, ..., A, € AU tales que,

K<A <Ay<...<A,<L (4.1.2)

entonces por la simetria de A, —Ay, —A,,...,—A, € A y por la Observacion 4.1,
se cumple 4.1.2 si y solo st

L<—-A,<..<-Ay<-A <K. (4.1.3)
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b) Si Ky C K, entonces (K|L) < (Ko|L). Supongamos que (K|L) = n, entonces
existen Ay, Ag, ..., A, € U tales que 4.1.2, como K < A, entonces K Cint(A;"),
dado que Koy C K, tenemos que Ko C int(A;™) y por lo tanto

Ko< A <Ay<...<A,<L. (4.1.4)

¢) Si (K|L) > 0, entonces K N L = (). En efecto, supongamos que (K|L) > 0,
entonces existe A € A tal que K < A < L, luego por definicion K C int(A™) y
L Cint(AT), como A~ y A" son disjuntos, entonces K N L = ().

Lema 4.4 (cf. [3] 6.1). Sean K,L C M cerrados y sea a € M. Entonces
(KIL) < (K U{a}|L) + (K|L U {a}) + 1.

Demostracion. Supongamos que (K|L) = n € N, entonces existen Ay, Ay, ..., A, € A
con K <Ay <..< A, <L. Sea

m = max{i € N|A; < {a}},
entonces
K <A <..<A, <LuU{a}, luego (K|LU{a}) = m.
Sim > n — 1, entonces

(KIL)=n<m+ 1< (K|LU{a})+ 1< (KU{a}|L)+ (K|LU{a})+1

y terminamos.
Sim+1 < n, por definicién de m, no se cumple que A,, 1, < {a}, asi que a & intA,,1;
como A,,+1 < Apia, usando la Observacién 4.1 inciso b) obtenemos que a € intA,,12,
asi que,

KU{a} <App<..<A,<L,

luego (K U {a}|L) > n—m —1y por lo tanto
(KIL) =n < (KU{a}|L)+m+1< (KU{a}|L)+ (K|LU{a})+1

y concluimos que el lema se cumple cuando (K|L) es finito.
Si (K|L) = oo, usamos el mismo argumento para demostrar que (K U{a}|L) = o0 o

(K|LU{a}) = oo. [ |

Si K = {x1,x9,...,x,}, abreviaremos ({z1, za, ..., x,}|L) como (z122...x,|L), y de
manera similar para L. En particular, (zy|zw) := ({x,y}{z, w}).

Lema 4.5. Sea (..|..) : ©O4(M) — [0,00) la funcion definida por (x,y, z,w) — (xy|zw).
Entonces (..|..) es una razon cruzada en M.

Demostracion. Vamos a demostrar que para todo (z,y, z,w) € O4(M),
(zylzw) = (yz|2w) = (2wl|zy).

Como zy y yx representan el mismo cerrado en M, entonces (zy|zw) = (yz|zw), luego
por la Observacién 4.3 inciso a), (yx|zw) = (zw|zy) [ |
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Asumiremos que siempre se cumplen los siguientes axiomas:
(Al): Siz #yy 2z # w, entonces (ry|zw) < 0.

(A2): Hay algun k& > 0 tal que no hay cuatro puntos, z,y,z,w € M, con (xz|lyw) > k
y (zw|yz) > k.

Notemos que el axioma (A2) es solo una reformulaciéon del axioma (cl) para razones
cruzadas hiperbdlicas.

Lema 4.6 (cf. [3] 6.2). Sea 2 un sistema anular siméltrico que satisface los axiomas
(A1) y (A2). Si K,L C M son cerrados no vacios y a € M, entonces

(K U{a}|L)+ (K|LU{a}) < (K|L) + 2k + 2.

Demostracion. Sean (K|L U {a}) = p, (K U{a}|L) = q vy (K|L) = n, usamos la
Observacién 4.3 inciso b), entonces p, ¢ < n.

Supongamos, por contradiccion que p + g > n + 2k + 2. Como p,q < n, entonces
p,q>k+ 2.

Seanr=p—k—1ys=q—k—1, entonces r,s > 1. Por definicién de p y ¢, existen
anillos Ay, ..., A,, B1, ..., B, € U tales que

K<A <..<A,<LU{a} y L<B <..<B,<KU{a}.

Ahora, probaremos que A, < —B,. Supongamos que no se cumple que A, < —B,,
entonces M # intA," U intB,", luego existe b € M \ (intA, " N intB").

Como A, < A,41y Bs < Bsi1, usando la Observacién 4.1 inciso b), obtenemos que
beintA, 1 NintBy T, asib< A, yb< By y por lo tanto

Ku{b} <A1 <..<A,<LU{a} y LU{b}<Bgyi<..<B;<KU{a}.

Entonces (K U{b}|LU{a}) > k+1y (LU{b}|KU{a}) > k+ 1y eligiendo cualquier
y € Lyx e K, obtenemos (zblya) > k y (yblra) > k, esto contradice el axioma (A2),
por lo tanto A, < —B,.
Asi,

K<A <A <. <A <-B;<..<—-By<-B; <L,

y concluimos que n = (K|L) > r+s=p+q— 2k — 2. [ |

Lema 4.7 (cf. [3] 6.3). Sean K,L C M subconjuntos cerrados no vacios y sea a € M.
Entonces

(K|L) ~ (K U{a}|L) + (K[L U {a}).
Demostracion. Vamos a demostrar que existe C' > 0 tal que
—C < (K[L) = (K U{a}|L) — (K|L U{a}) < C.

Por el lema 4.4
(K|L) = (K U{a}|L) — (K[LU{a}) <1
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y por el lema 4.6
—2k —2 < (K|L) — (KU {a}|L) — (K|LU{a}),

donde k es el del axioma (A2). Asi que, tomando C = mdax{1,2k + 2} = 2k + 2
concluimos la prueba. [ |

En particular, tenemos que si (z,y, z, w,a) € O5(M), entonces
(zylzw) ~ (zyalzw) + (zy|zwa),

esto es exactamente el axioma (c2) (de la Seccién 3.3). Asi que de la Proposicién 3.23,
deducimos que (..|..) es una razén cruzada hiperbdlica.

Lema 4.8 (cf. [3] 6.4). Sean K,L C M cerrados no vacios y sea p < (K|L). Entonces
existe algun a € M tal que (K|L U {a}) ~ p.

Demostracion. Sean n = (K|L) y Ay, ..., A, € A tales que
K<A <..<A,<L.

Por definicién de anillo M # A U A, entonces existe a € M \ (intA,” UintA,").

Como A,y < A,y a € M\ intA;, entonces a € intA, ", es decir, a > A,_;.
Luego,
K<A <..<A, 1 <LuU{a},

por lo tanto (K|LU {a}) >p— 1.
Similarmente, obtenemos (K U {a}|L) > n — py por el Lema 4.7,

n~ (KU{a}|L)+ (K|LU{a}),
asi, concluimos que (K|L U {a}) ~ p. [

Hasta ahora, hemos visto que se cumplen las hipotesis del Lema 3.24, por lo tanto
(..]..) es una razon cruzada hiperbdlica de caminos.
En resumen, hemos demostrado la siguiente proposicion:

Proposicion 4.9 (cf. [3] 6.5). Sean M un compacto y A un sistema anular simétrico
en M que satisface los axiomas (A1) y (A2). Entonces la funcion

(..].) : ©4(M) — [0,00) dada por (z,y, z,w) — (zy|zw),

donde (xy|zw) es el mdximo nimero de anillos anidados de 2 que separan {z,y} de
{z,w}, es una razén cruzada hiperbdlica de caminos en M.

Esto nos da una cuasimétrica de caminos hiperbélica en el conjunto de tripletas
distintas descrito como en el capitulo anterior (ver seccién 3.2). A partir de ahora,
supondremos que M es perfecto y asumiremos que se cumple el siguiente axioma:

(A3): Dados z,y,2z € M distintos, entonces (z|yz) = co.
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Lema 4.10 (cf. [3] 6.6). Sea A un sistema anular que satisface el axioma (A3). En-
tonces la razon cruzada (..|..) es compatible con la topologia en M.

Demostracion. Sean z,y,z € M distintos, y x; € M \ {z,y, 2z} una sucesiéon que con-
verge a z. Queremos demostrar por definicién (la definicién la dimos en la seccién 3.2)
que (zzilyz) — oo.

Dado n € N, por el axioma (A3) existen Ay, ..., A, € 2A con

{y,2} <A <. < A, <{x}.

Por lo tanto, para todo n € N, x € int A, luego para i suficientemente grande obtene-
mos que x; € intAl y entonces (zx;|yz) > n. [ |

Ahora, si el sistema anular 2 satisface los axiomas (A1), (A2) y (A3), se cumplen
los resultados de la seccion 3.2. En particular, por la Proposicién 3.20 existe una cuasi-
métrica de caminos hiperbdlica, p, en el conjunto @) de ternas distintas de M, de modo
que M se identifica naturalmente por un homeomorfismo con la frontera de @), Q).

Ahora consideremos el siguiente axioma:
(A3’) Si K C M es cerradoy x € M \ K, entonces (K|z) > 0.

Observacién 4.11. Si se satisface el azioma (A3'), entonces se cumple el axioma
(A3). En efecto, sean x,y,z € M distintos y K = {y, z}, probaremos que (z|K) = oc.
Por (A3') existe Ay € U, con K < Ay < . Asi, x € intAf, aplicamos (A3') de nuevo
ahora con K = M \ intA] y existe otro anillo Ay € A, con M \ intAf < Ay < x.
En otras palabras, K < Al < A2 < z. Continuando inductivamente de esta manera,
obtenemos una secuencia infinita de anillos anidados que separan K de x y por lo tanto
(Klx) = (z]yz) = oo.

4.2 De grupos de convergencia a sistemas anulares

En esta seccion mostraremos como obtener un sistema anular a partir de la accién de
un grupo en un compactum, donde el grupo acttia como grupo de convergencia. Y por
la seccion anterior el sistema anular a su vez nos da una razén cruzada.

En este contexto, el conjunto de ternas distintas de M aparecera en dos roles lige-
ramente diferentes:

1. Como el espacio topoldgico que aparece en la hipdtesis (donde conservaremos la
notacién Confz(M)).

2. Como el conjunto (que denotaremos por Q) sobre el cual construiremos una
cuasimétrica hiperbdlica.

A partir de ahora M denotard un compactum, metrizable; I' denotara un grupo
que actia por homeomorfismo sobre M; y Confs(M) el espacio de ternas distintas de
M (con topologia inducida a partir de la topologia producto en M?3).
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Observacién 4.12. Como M es metrizable y compacto, entonces Confy(M) es metri-
zable y localmente compacto.

La accion de I' en M induce una accién de I' en Confs;(M ). Decimos que I' ac-
ta como un grupo de convergencia en Confs3(M), si la accién es propiamente
discontinua. Es decir, para todo subconjunto compacto K C Confz(M), el conjunto
{v e TlyK N K # 0} es finito.

Asumiremos que la siguiente proposicion se cumple (para detalles de una demos-
tracion revisar [4]):

Proposiciéon 4.13 (cf. [3] 7.1). El grupo T’ actia como un grupo de convergencia en
M si y solo si se cumple la siguiente condicion:

Si (7:)ien s una sucesion infinita de elementos distintos de I', entonces existen a,b € M
y una subsucesion (7;)jen de (Vi)ien, tal que los morfismos ;| v (ay convergen de forma
localmente uniforme a b.

El resultado de la Proposicion 4.13 es la formulacién original de la nocién de grupo
de convergencia como se describe en [§].
Ahora, asumiremos que I' actiia como un grupo de convergencia en M y que 2 es un
sistema anular simétrico, I'-invariante, con /T finito (es decir, 2 es la unién de las
[-6rbitas de un conjunto finito de anillos).

Lema 4.14 (cf. [3] 7.2). Sean x,y,z,w € M y sean (x;)ien, (Yi)ien, (2i)ien ¥ (W;)ien
sucesiones en M que convergen a x, y, z y w respectivamente. Si existe una sucesion
de anillos, (A;)ien C A, tal que el conjunto {A;|i € N} es infinito y para todo i € N,

{ws,ui} < Ay < {zi, w3},
entonces x =1y 0 z = w.

Demostracion. Afirmamos que después de pasar a una subsucesion, existe un anillo
fijo, A € 2, y una sucesion de elementos distintos, (7;);jen, de I', tal que A; = 7;A. En
efecto, como 2(/T" es finito, existen By, B, ..., B, € 2 tales que

A/T = Op, UOp, U...UOp,.

Ademas, {A;|i € N} es infinito, asi que por el principio de casillas existe j € {1,...,7}
tal que Op; contiene una cantidad infinita de los elementos de la sucesion (A})ien-
Definimos A := B, y consideramos la subsucesion (A,, )ren de (A;)ien que consiste de
todos los anillos contenidos en la érbita de A, O4. Asi,

(Aj)jen == (An)ken € 04

y se cumple la afirmacion.

Por otro lado, como I' actiia como un grupo de convergencia en M, usando la Proposi-
cion 4.13, podemos asumir (pasando a otra subsucesién) que existen puntos a,b € M
tales que la sucesién ;| (o) converge de forma localmente uniforme a b.
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Sin pérdida de generalidad podemos suponer que a ¢ int(A") (si a € int(A'1), enton-
ces intercambiamos {z,y} con {z,w} y A con —A) luego, Vil 4+, converge de forma
localmente uniforme a b. Ademés, como A" es la cerradura de su interior y cada ; es
continua en AT, entonces 7;|4+ converge uniformemente a b. En otras palabras, dada
cualquier vecindad abierta, Uy, de b, tenemos A = ;AT C U, para todo i suficien-
temente grande. Pero A; < {z;,w;}, entonces z;,w; € Af C U,. Por tanto, z; — by
w; — b, lo que demuestra que z = w = b.

Si a € int(AT), procedemos de forma andloga y demostramos que x = y. |

Con la notacién de (zy|zw) introducida en la seccién 4.1 (como la longitud méxima
de una cadena anidada de anillos que separan {z,y} de {z,w}), tenemos que (..|..) es
[-invariante.

Lema 4.15 (cf. [3] 7.3). Sean z,y,z,w € M y sean (x;)ien, (Yi)ien, (2i)ien ¥ (W;)ien
sucesiones en M que convergen a z,y,z y w respectivamente. Si (x;y;|zw;) — 00,
entonces xt =y 0 2 = w.

Demostracion. Como (z;y;|z;w;) — 00, entonces por definicién de (..|..), existe una
sucesion de anillos (A;);en (con todos los anillos distintos) tal que para todo i € N,
{zi,y:} < A; <{z,w;} y aplicamos el Lema 4.14. [ |

Observacién 4.16. Se cumple que (xy|zw) < oo para todo (x,y,z,w) € OuM).
En efecto, tenemos x,y,z,w € M, como x # z, y # w y M es perfecto, entonces
existen sucesiones (x;)ien, (Yi)ien, (2i)ien ¥ (wi)ien en M que convergen a x,y,z y w
respectivamente. Supongamos que (zy|zw) — 0o, dado L € N existen Ay, Ag, ..., A, € A
tales que
{r,y} < Al < Ay < ... < Ap < {z,w}
luego {x,y} Cint(A7) y {z,w} Cint(AL), por la convergencia de las sucesiones existe
N € N tal que para todo n > N, {x,,y.} C int(A7) y {zn,w,} C int(AfL), asi que
para todon > N,
{Zn,yn} < A1 y AL < {zn,wn},

luego (z;y;|z;w;) converge a un nimero mayor o igual a L. El nimero L que considera-
mos fue arbitrario, asi que esto contradice el Lema 4.15 y por lo tanto concluimos que
(rylzw) < 0.

Lema 4.17 (cf. [3] 7.4). Eziste un nimero k > 0 tal que si (z,y,z,w) € O4(M) con
(xylzw) = k, entonces (zz|yw) = 0.

Demostracion. Procedemos por contradiccién. Si no se cumple el lema, entonces po-
demos encontrar una sucesion ((z;, yi, i, w;) )ien €n O4(M) tal que (z;y;|z;w;) — ooy
para todo i € N, (x;2;|y;w;) > 0, luego para cada i € N existe un anillo A; € 2 tal que

{zi, 2} < Ay < A{yi, w;}.

Como /T es finito, podemos suponer (al igual que en la demostracién del Lema 4.14)
que cada A; es la imagen bajo I' de algtin anillo fijo A € 2.
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Ahora, como (..|..) es I-invariante, podemos suponer (después de hacer una traslacién
bajo I') que para todo i € N

{ﬁi, Zz} <A< {yl,wl}

Por otro lado, como M es compacto (después de pasar a una subsucesién) podemos
asumir que las sucesiones (z;);, (¥i)i, (2:); y (w;); convergen a puntos en M, a saber,
x,Y, 2z y w respectivamente.

Ahora, z,z € int(A7) C A~ y también y,w € int(A*T) C AT y AN AT = (), entonces
x #yy z7# w. Pero como (z;y;|zw;) — 00, esto contradice el Lema 4.15. [ |

En lo que sigue, vamos a asumir que M es perfecto y la accién de I' en Confz(M)
es cocompacta. Es decir, Y := Conf3(M) /T es compacto. Afirmamos que lo anterior es
equivalente a afirmar que hay un compacto ©y C Confs(M) tal que

Conf3(M) = U ~vOyq.
yerl’
En efecto,
=) Si X := Conf3(M) es localmente compacto, para cada y € Y elegimos (arbitra-
riamente) un punto ' € X := Conf3(M) tal que se proyecta a y. Luego, para cada ¢’
escogemos una vecindad abierta U, tal que su cerradura en X es compacta. Como la
proyeccion es abierta, si proyectamos los conjuntos abiertos U, a Y, obtenemos una
cubierta abierta por los conjuntos U, (imégenes de los U, bajo la proyeccién). Como
Y es compacto, hay un conjunto finito {yi, ..., y,} C Y tal que {U,,}?_, es una cubierta
finita de Y.
Dado y' € X, este se proyecta en un punto y € Y, luego y € U,, para algin
i € {1,...,n}, entonces vy € U, para algin v € I'. Asi, si consideramos 0y =
Uy U...UU,,, se cumple que O es compacto y Confs(M) = UF ~vOy.
e

n,7

<) Por otro lado, como la proyeccion es continua y ©g es compacto, la imagen de O

bajo la proyeccién es compacta. Como Confs(M) = |J 7Oy, entonces la imagen de ©
~yel'

bajo la proyeccién es Confs;(M)/T" y por lo tanto el cociente es compacto.

Para nuestro propésito seguiremos [2] y construiremos un sistema anular para M,
2l, como sigue:

Sea w = (z,y,z) € Confs(M), elegimos subconjuntos abiertos de M, U(w), V (w)
y W(w) tales que contienen a x,y y z respectivamente y sus cerraduras son disjuntas
dos a dos (esto es posible pues M es metrizable). Sea O(w) = U(w) x V(w) x W(w),
entonces O(w) C Confs(M) y es abierto. La coleccién {O(w)}ueconts(ar) €8 una cubierta
abierta de Confz(M). Como ©y es compacto, existen wy,ws, ..., w, € Oy, tales que

O C Lnj o(w;).

=1

Sea A; el anillo (U (wi), V(wi)). Definimos el sistema anular

A= {vA;, —vA;, :yeTl,ie{l,2 ..n}}
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Entonces 2l es simétrico, [-invariante y 2/I" es finita.

El siguiente Lema se demuestra en [2], aunque describiremos el argumento abajo.

Lema 4.18 (cf. [3] 7.6). Sean K C M un cerrado y un punto x € M \ K. Entonces
existe algun A € A tal que K < A < x.

Demostracion. Sea y € M \ {z}, como M es perfecto existe una sucesion (x;);en en
M\ {z,y} que converge a x.

Afirmamos que existe una sucesion (7;);en en I', tal que las tripletas v;(z,y,x;) se
encuentran en un subconjunto compacto de Confs(M), y por lo tanto (después de
pasar a una subsucesién) convergen en algun (a, b, ¢) € Confs(M). En efecto, por como
tomamos la sucesion (z;)en, la coleccién {(z,y,x;)}ien estd contenida en Confs(M).
Como Confs;(M) es igual a la unién de todos los trasladados de O por los elementos
de I, entonces para todo i € N, existe 0; € I" tal que (x,y, z;) € 0,00, luego para todo
i € N definimos 7; := 6; ' y se cumple la afirmacion.

Como (a,b,c) € O, para algin j € {1,2,...,n}

(a7b7 C) € ®<wj) = (U<wj)7 V(Wj>,W(Wj)),

y de la construcciéon de 2,

B = (U(wj),V(wj)) €A estalque b< B <a.

Ademads, como el punto y € M \ {z} era arbitrario y ;(x,y,z;) converge a (a,b,c)
después de pasar a una subsucesién encontramos que 7;|yn (s} converge localmente
uniformemente a b. Por lo tanto, para i suficientemente grande, K < B < vz,
entonces K < A < x, donde A =~;'B €2 [ |

La conclusién del Lema 4.18 es precisamente el axioma (A3’) de la seccién 4.1 y
por la Observacion 4.11, el axioma (A3) se cumple.
Ahora, aplicando el Lema 4.10, la topologia en M concuerda con la topologia de razén
cruzada. Consideramos p la cuasimétrica definida en el conjunto ) = Conf3(M), como
se construyd en la Seccion 3.2, entonces es '-invariante. Aplicando la Proposicion 3.20,
concluimos que (@, p) es un espacio cuasimétrico de caminos hiperbdlico, con la fron-
tera, 0@, identificada naturalmente con M. Por naturalidad, la acciéon de I' conmuta
con esta identificacion.

Elegimos cualquier 8 € @, y definimos la funcién I'-equivariante, f : [' — @,
estableciendo que f(y) = ~#, usamos la 6rbita de 6 para obtener una cuasimétrica
invariante a la izquierda en I', que también denotaremos por p.

Lema 4.19 (cf. [3] 7.7.). (L', p) es localmente finito.

Demostracion. Necesitamos demostrar que todo conjunto acotado es finito, demostra-
remos que todo subconjunto infinito de I' no es acotado.

Recordemos que 6 € @ es el centro de tres puntos distintos, x,y, 2z € M (ver Lema 3.19)
y sea (7;)ieny una sucesién de elementos distintos de I, el conjunto A = {v; : i € N}
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es infinito. Como I' actiia como grupo de convergencia en M, por la Proposicién 4.13,
después de pasar a una subsucesion podemos encontrar a,b € M tal que ;| pn (a} con-
verge de forma localmente uniforme a b. Ademads, podemos suponer que x,y # a, por
lo que v, — by vy — b. Como x,y y z son todos distintos, para cada i € N, vz,
Yy ¥ iz son puntos distintos, entonces ;0 es el centro de (y;x, vy, viz). Como (y;x);
y (75y)i se van acercando, los centros tienden a infinito, luego p(#,~;0) — oo y por lo
tanto A no es acotado. [ |

Lema 4.20 (cf. [3] 7.8). Todo punto de Q) se encuentra a una distancia acotada de
algun punto en la I'-o6rbita de 6, Oy.

Demostracion. Por contradiccion, si no se cumple el lema, entonces existe una sucesion,
(0;)ien en @, con p(6;, Op) — 00, entonces la sucesion es infinita. Sabemos (por el Lema
3.19) que 6; es el centro de alguna tripleta (z;,y;, z;) de puntos de M. Como la accién
de T" en ) es cocompacta, podemos suponer que las ternas (x;, y;, z;) se encuentran en
una subconjunto compacto de ©3(M). Ahora, el conjunto {6;|i € N} es un subconjunto
acotado de @, y esto contradice el hecho de que p(6;, Oy) — c. |

Notemos que por el Lema 3.3, el grupo I' es finitamente generado y la Proposicion
3.11 nos dice que @ es casi localmente finito.

Observacion 4.21. La funcion f : QQ — T definida antes es una cuasiisometria. En
efecto, por como definimos la cuasimétrica en I', tenemos que de hecho, f es un encaje
isométrico. Ademdas, dado que

Im(f) ={w € Q :w =10 para algin v € I'} = Oy,

por el Lema 4.20, todo punto de Q) estd a una distancia acotada de Im(f), entonces f
tiene imagen cuasidensa.

4.3 Caracterizacion de los grupos hiperbdlicos

El Teorema 1.8 fue demostrado por el matematico Brian H. Bowditch. Concluiremos
este capitulo con dicha demostracion.

Teorema 4.22 (Teorema 1.8). Sea I un grupo que actia por homeomorfismos sobre un
espacio compactum, perfecto y metrizable, M, tal que la accion inducida en Confy(M)
es propiamente discontinua y cocompacta. Entonces I' es hiperbolico.

Mas atn, existe un homeomorfismo I'-equivariante de M sobre O .

Demostracion. Supongamos que I' es un grupo que acttia por homeomorfismos sobre un
espacio compactum, perfecto y metrizable, M, tal que la accién inducida en Confs(M)
es propiamente discontinua y cocompacta:
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1. Como M es perfecto y la accién de I' en Q = Conf3(M) es cocompacta, entonces
hay un compacto ©y C Confs(M) tal que

Conf3(M) = | J 78o.

yel’

Consideramos la construcciéon del sistema anular 2 para M como en la seccion
anterior:

Dado w = (x,y,2) € Conf3(M), elegimos abiertos de M, U(w),V(w) y W(w)
tales que contienen a x,y y 2z respectivamente y sus clausuras son disjuntas dos
a dos. Sea O(w) = U(w) x V(w) x W(w), entonces ©(w) C Confz(M). Como O
es compacto, existen wy, ...,w, € O, tales que

@0 Q LnJ @(wl)

=1

Definimos el sistema anular

A ={yA;, —7yA; :veT,ie{l,..n}}, donde A; = (U(wi),V(wi)) :
Entonces 2 es simétrico, I-invariante y 2/I" es finito.
2. Consideramos la funcién
(..]..) : Confy (M) — [0,00), dada por (z,y, z,w) — (xy|zw)

donde (zy|zw) es el maximo nimero de anillos en 2 anidados entre {z,y} y
{z,w}. Como T" actia como un grupo de convergencia en un espacio metrizable,
compactum, M y 2 es un sistema anular simétrico [-invariante tal que A/I" es
finito

m La observacién 4.16 nos dice que se cumple el axioma (A1) de la secciéon 4.1.

m Por el lema 4.17 se cumple el axioma (A2) de la Seccién 4.1.

Por lo tanto, segin la Proposicién 4.9, obtenemos que (..|..) es una razon cruzada
hiperbdlica de caminos en M. En resumen, demostramos que:

Proposicion 4.23 (cf. [3] 7.5). Sea I' un grupo que actia como un grupo de
convergencia en un espacio metrizable, compactum, M, y sea 2 es un sistema
anular simétrico I'-invariante tal que A/T" es finito. Entonces (..|..) es una razon
cruzada hiperbolica de caminos en M.

3. La conclusion del Lema 4.18 es precisamente el axioma (A3’) de la Seccién 4.1.
Por la Observacién 4.11, el axioma (A3) se cumple y por el Lema 4.10, concluimos
que la topologia en M concuerda con la topologia de la razén cruzada.

4. Consideramos la cuasimétrica p definida como en la seccion 3.2. Por la Proposicion
3.20, al espacio () se le puede dar la cuasimétrica p de caminos hiperbélica de tal
forma que 0Q) se identifica naturalmente por un homeomorfismo con M.
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5. En la seccién anterior (Observacion 4.21), probamos que la funcién

f:T — @ donde f(y) =~0

es una cuasiisometria de (I, p) a (@, p), asi que (I, p) es un espacio cuasimétrico de
caminos hiperbdlico, y su frontera es naturalmente (y por lo tanto I'-equivariante),
identificada con 0Q) y por lo tanto con M. Luego, por el Lema 3.8 concluimos
que I' es hiperbdlico y su frontera de Gromov, JI' es naturalmente identificada
con la frontera de (T, p). Esto prueba el Teorema 1.8.

Falta demostrar el reciproco del Teorema 1.8, es decir, que la accién de un grupo
hiperbélico, I, en F'(JI',3) es propiamente discontinua y cocompacta. Una prueba de
esto se encuentra, por ejemplo, en [4]. Pruebas directas de que la accién de I' sobre
Ol satisface la hipdtesis de convergencia formulada en [8] (es decir, la conclusién de la
Proposicion 4.13) se pueden encontrar en [7].

Apliquemos el Teorema 1.8 en un ejemplo:

Ejemplo 4.24 (Teorema 1.8). Sea M el plano hiperbdlico en el modelo del disco de
Poincaré. Entonces M es un espacio compactum, perfecto y metrizable.

Sea T' un grupo Fuchsiano (es decir, un subgrupo discreto de PSL(2,R)), que actia
por isometrias en M mediante transformaciones de Moebious.

El grupo T actia de forma propiamente discontinua en M. Entonces I' actia de forma
propiamente discontinua en Confy(M).

Mas ain, T actia de forma cocompacta en Confy(M). Entonces el Teorema 1.8 nos
garantiza que I' es hiperbolico.

Para mas detalles del ejemplo anterior revisar [12].

Ejemplo 4.25 (Teorema 1.8). Consideramos M una n-variedad hiperbédlica (es decir,
una variedad que es localmente isométrica al espacio H™) y cerrada (es decir, compacta
y sin frontera), entonces M (y por lo tanto ﬂ) es un espacio cocompactum, perfecto
y metrizable.

El grupo fundamental m (M) actiia en M de forma propiamente discontinua. En efecto,
supongamos por contradiccion que existe una sucesion de elementos distintos (g;)2, tal
que g; KN K # (. Entonces para todo g; existe algun k; (distinto) tal que k; € ;K N K.
Luego, todo k; es un elemento de K, y es un conjunto infinito. Como K es compacto
hay un punto limite k en K. Sea U una vecindad abierta de k tal que J gU es la cubierta

g

uniforme de p(U) (podemos considerar un disco cubierto uniformemente alrededor de
p(k), entonces su preimagen es un disco alrededor de cada punto de la drbita de k).
Por la construccion de k hay infinitos k; € U, luego g;k; € ;U N K para infinitos g;.
Entonces el conjunto {g;k;} N K es discreto, infinito y compacto (pues es un cerrado
en K ) y esto es una contradiccion.

Ademds, el cociente M /7 (M) es isométrico a M, por lo tanto la accién del grupo
fundamental en el cubriente universal es cocompacta.
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Caracterizacion de los grupos hiperbdlicos

Nos fijamos en la accion del grupo fundamental de M en el espacio Confs(M), esta
accion es propiamente discontinua y cocompacta.
Asi que, por el Teorema 1.8, w1 (M) es un grupo hiperbdlico.

El lema de Milnor-Schwarz nos da otra forma de demostrar que el grupo fundamen-
tal de una n-variedad hiperbélica cerrada, es un grupo hiperbélico.
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Capitulo 5

Otra caracterizacion utilizando
puntos limite cénicos

En este capitulo daremos una caracterizacion alternativa de grupos hiperbdlicos, este
resultado podria considerarse como un resultado méas fuerte al del Teorema 1.8. Da-
remos una construccion general de sistemas anulares para grupos de convergencia, las
cuales podrian tener aplicaciones en otros lugares.

Sea M un espacio compactum, metrizable, perfecto y I' un grupo de convergencia
que actia en M. Demostraremos que si todo punto de M es un punto limite conico,
entonces I' es un grupo de convergencia uniforme. Tukia da otra otra prueba usando
un argumento que se basa directamente en la hipdtesis de que I' es un grupo de con-
vergencia (ver [16] para mdas detalles). Aqui, daremos otro argumento basado en las
construcciones de los capitulos anteriores. Cabe mencionar, que las demostraciones de
Tukia inspiraron a Bowditch a considerar si tales ideas podrian expresarse en términos
mas geométricos.

Usaremos fuertemente la hipotesis de que M es metrizable, lo haremos de una ma-
nera mucho més explicita que en el resto del documento. No estd claro si esta suposicion
puede descartarse o no (necesitarfamos modificar la definicion de punto limite cénico
para usar redes en lugar de sucesiones).

El concepto de puntos limite cénicos fue introducido originalmente por Heglund (en
la teoria de grupos kleinianos) y ha sido utilizada por muchos autores desde entonces.
En el contexto particular de los grupos de convergencia, ha sido estudiada por Martin
y Tukia (ver [14]).

Supongamos entonces que [' acttia como un grupo de convergencia sobre M. Hay
varias formas equivalentes de definir un punto limite cénico. Algunas son:

1. Un punto x € M es un punto limite conico si existen puntos b,c € M distintos
y una sucesion (;)en en I, tal que v, — by para todo y € M \ {z}, vy — ¢
(se puede asumir la convergencia de las funciones ;| () al punto ¢ de forma
localmente uniforme).
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2. Un punto z € M es un punto limite cénico si hay algin a € M\ {x}, una sucesiéon
(x:)ien en M \ {z} y un conjunto compacto 0y C Conf;(M) tal que para todo
1e N,

(a,z,2;) € | 700
vel
ver [4] y [16] para una discusion més detallada sobre puntos limite cénicos en
este contexto.

3. Los puntos limite conicos juegan un papel importante en la teoria de grupos
kleinianos. En este contexto se les conoce como “puntos limite radiales” o como
“puntos de aproximacion”.

El principal resultado de esta seccién es el siguiente Teorema:

Teorema 5.1 (cf [3] 8.1). Sea M un espacio compactum, metrizable y perfecto y sea
[ un grupo que actia como un grupo de convergencia sobre M. Si cada punto de M es
un punto limite conico, entonces I' es un grupo de convergencia uniforme (y por tanto
hiperbélico).

Comenzamos en un contexto bastante general:
Sea M un espacio compactum, metrizable y perfecto. Fijamos alguna métrica, d, en
M (que induce la topologia dada). Dado un subconjunto K C M, escribimos diam(K)
para su didmetro en esta métrica. Si A = (A, A") es un anillo, definimos

AA) := min{diam(A™),diam(A")} vy wu(A):=d(A", A").

Observacién 5.2. Asumiendo que I' actia como un grupo de convergencia en M,
y que B es un sistema anular T-invariante con B/T" finito. Usando la propiedad de
convergencia, obtenemos que para todo € > 0, los conjuntos

X={AeBNA) >} y YV={AecBu(A)>eA) >0}

son finitos. En efecto, si X es infinito, entonces hay infinitos anillos (A;); tales que
diam(A;”) = € y como también BT es finito podemos asumir que son tales que para
todo i y algin A € B, v;A; = A, luego para todo i, tenemos que v;A;,~ = A~. Cada
A;” es compacto (pues es un cerrado y M es compacto), pero esto contradice que la
accion de I' en M es como grupo de convergencia.

Por otro lado, si' Y es infinito, como (M,d) es métrico y compacto, entonces hay un
nimero infinito de anillos (A;); que se intersectan y esto contradice que T' actia como
grupo de convergencia en M.

Ahora, dado un sistema anular simétrico, 2, y K, L C M cerrados, definimos (como
en la Seccién 4.1) (K|L) como el nimero maximo de anillos anidados que separan K
de L. Escribiremos (K|L)gy si hay alguna ambigiiedad.

En la Seccién 4.1, definimos los axiomas (A1) y (A2) y probamos que juntos implican

que (..|..) es un una razoén cruzada hiperbélica de caminos en M (ver Proposicion 4.9).
A continuacién vamos a introducir un axioma mas débil que el axioma (A3), a saber:
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(A4): Siz,y € M son distintos, entonces (z|y) > 0
La demostracion del Teorema 5.1 se basara en el siguiente resultado general:

Proposicién 5.3 (cf. [3] 8.2). Si un grupo I' actiia como grupo de convergencia en un
espacio perfecto, compactum y metrizable, M, entonces existe un sistema anular simé-
trico T-invariante, A, tal que si (z,y,z,w) € Conf,(M), entonces las tres cantidades
(xy|zw), (zz|lyw) y (xwl|yz) son todas finitas y al menos dos de ellas son iguales a 0.
Mas ain, dados x,y € M distintos, se cumple que (x|y) > 0.

En otras palabras, la proposicion anterior dice que siempre podemos construir un
sistema anular que satisfaga los axiomas (A1), (A2) con k =0y (A4).
En la demostracién haremos uso del espacio, IT = Confy(M), de pares (ordenados) dis-
tintos de M. Como M es un espacio compacto y metrizable, I es localmente compacto
y metrizable. Dado n € N, con la métrica d en M, definimos el conjunto

(n) = {(z,y) € L= d(z,y) > 1/n},

entonces (I1(n)),en nos da una saturacién por conjuntos compactos de II, es decir,
una secuencia anidada de subconjuntos compactos (son cerrados en un compacto) tal

que para cada i € N, II(n) Cint(Il(n + 1)) y I = OLj II(n).
n=1

Demostracion de la Proposicion 5.3. Construimos inductivamente una secuencia de sis-
temas anulares simétricos, I-invariantes 2(n) con A(n)/I' finito. Comenzamos con
20(0) = 0 y por vacuidad se cumple la base de induccién. Definimos

(K[L)n == (K|L)am)-

Por hipétesis de induccion, suponemos que para todo (z,y, z,w) € Confy(M), al menos
dos de las cantidades (zy|zw),, (xz|lyw), y (zw|yz), son iguales a 0, y que para todo
(z,y) € II(n), (z|y)n >0

Como M es metrizable, podemos suponer que para todos A € 2(n), A(A) > 0. Sea u
el valor minimo de max{u(yA)|y € I'}, ya que A se extiende sobre A(n) y A(n)/T" es
finito, entonces p > 0. Ahora, dado m = (z,y) € II(n + 1), elegimos un anillo,

A(r) = (A (1), AT (7)), con & < A(T) <y

y con A~ () y AT () lo suficientemente pequenos como para que u(A(w)) > 1/(n+2)
(observando que d(z,y) > 1/(n+ 1)) y que A(yA(7)) < min{u,1/(n + 2)} para todo
v € T' (observando que, solo necesitamos considerar un nimero finito de 7’s). Elegimos
ahora un conjunto finito, {my, ..., m,} C II(n + 1), de modo que

(int(A™(m;) x int(AT (7).

C*@

[I(n+1)
z:l

Sea

B = O{'yA(m-), —yA(m;) vy €T}

i=1
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Por la construccién, tenemos que para todo A € B, AM(A) < min{u,1/(n +2)} y
definimos
A(n+1) :=A(n) UB.

Nuevamente por construccién, tenemos (z|y),+1 > 0 para todo (z,y) € II(n + 1). Su-
pongamos, por contradiccién, que existe algin (x,y, z, w) € Confy (M) con (xy|zw)p11 >
0y (zz|yw),41 > 0. En otras palabras, hay anillos A, B € 2(n + 1) con

{z,y} < A< {z,w} yA{z 2z} <B<{y,w}

Por la hipétesis de induccién, estos no pueden estar ambos en 2(n), por lo que sin
pérdida de generalidad, tenemos A € 5. Ademads, después de trasladar por algin
elemento de T', podemos suponer que u(B) es maximal en la [-érbita de B, Og. En-
tonces, p(B) > min{u,1/(n+2)} (dependiendo de si B € A(n) o si B € *B). Ademas,
como A € ‘B, tenemos que A\(A) < p(B). Asi, sin pérdida de generalidad, tenemos
d(z,y) < AM(A) < u(B), contradiciendo el hecho de que z < B < y. Asi, hemos demos-
trado que el resultado se cumple para n + 1.

Sea A = 6 2A(n), y escribimos (K|L) = (K|L)y. Dado que II = oLj II(n), vemos que
1 n=1

(x]y) > 0 para todo (z,y) € II.

Queda por verificar que si (z,y,z,w) € O4(M), entonces (zy|zw) < oo. Definimos
A = min{d(x,y),d(z,w)} y escogemos algin n € N con n > 1/\. Observemos que
si {z,y} < A < {z,w}, entonces \(A) > XA > 1/n y entonces A € A(n). Dado que
20(n)/T es finito el Lema 4.14 nos dice que sélo hay un ntiimero finito de anillos de este
tipo. |

Lema 5.4 (cf. [3] 8.3). Supongamos que I' actia como un grupo de convergencia en M
y que A es un sistema anular simétrico I'-invariante que satisface el axioma (A4). Si
x € M es un punto limite conico y K C M\ {z} es compacto, entonces (K|zx) = 0o.

Demostracion. Sean (7;),by ¢ como en la definicién de un punto limite cénico. Ahora,
b # c, entonces, segin el axioma (A4), existe A € /A con ¢ < A < b. Ahora, ¥;|an (2}
se puede suponer que converge localmente uniformemente a c. Por lo tanto, para
suficientemente grande, tenemos v, K < A < vz, por lo que K < v, 1A < x. Asi,
(K|z) > 0y por el proceso inductivo descrito en la Observacién 4.11, obtenemos que
de hecho, (K|z) = occ. [ |

Por el lema anterior, si todo punto de M es un punto limite cénico, entonces en
cualquier sistema anular simétrico y I'-invariante, el axioma (A4) implica el axioma

(A3).

Supongamos ahora que I' satisface las hipotesis del Teorema 5.1. Sea 2 el sistema
anular dado por la Proposicién 5.3. Tenemos que 2 satisface los axiomas (Al), (A2) y
(A3). Asi, por la Proposicién 4.9 y el Lema 4.10, deducimos:

Lema 5.5 (cf. [3] 8.4). La razén cruzada (..|..) es una razon cruzada hiperbolica de
caminos en M, compatible con la topologia dada en M.
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Para demostrar el Teorema 5.1 seguimos los mismos pasos que en la demostracion
del Teorema 1.8:

Observemos que las construcciones de la Secciéon 3.2 nos dan una cuasimétrica, p,

de caminos, I'-invariante en () = Conf3(M), de modo que la frontera, 9Q), se identifica
naturalmente con M en tal manera que las razones cruzadas (..|..) y (..|..), concuerden
como maximo en una constante aditiva.
Ademaés, si x,y,z € M son distintos, entonces (x,y, z) € @ es un centro de los puntos
x,y, z. Si fijamos algtin § € Conf;(M ), obtenemos la funcién f : I' — @ definida por
f(y) = ~0. Por el Lema 4.19, (I, p) es localmente finito. Asi que solo falta demostrar
que la I'-6rbita de un punto en () es cuasidensa. Pero para ello, necesitaremos un ar-
gumento diferente al del Lema 4.20.

Antes de empezar a demostrar esto, debemos aclarar algunos puntos que surgen del
doble papel de Confs(M ), como el espacio topoldgico localmente compacto que aparece
en la hip6tesis y como el conjunto (que hemos denotado por @) en el que hemos definido
nuestra cuasimétrica hiperbdlica:

1. El espacio Confs(M) se puede compactar naturalmente adjuntando una copia de
M. Esto se puede describir considerando Confs;(M) U M como un cociente de
M x M x M, donde el mapa cociente es la identidad en Conf3(M), y envia una
tripleta (z,y,2) a a € M si al menos dos de las entradas x,y, z son iguales a
a. A partir de esta descripcion, vemos que si ((z;, i, ;) )ien €S una sucesion en
Confs(M), con z; — a'y y; — a en M, entonces (x;,y;, z;) — a en Confs(M)UM.
Ademas, lo contrario se cumple siempre que permitanos permutar las entradas
de una tripleta.

2. Sipes la cuasimétrica de caminos hiperbdlica en @) (como la que hemos construido
en la Seccién 3.2) con la propiedad de que 0Q) se identifica con M de tal manera
que para z,y,z € M = 0Q todos distintos, el punto (z,y,z) € @ es un centro
de la tripleta de puntos ideales, z,y, z, con respecto a la métrica p. Como fue
discutido en la Seccién 3.1, Conf3(M) U M = @Q U JQ admite una topologia
definida geométricamente (donde @ es discreto).

3. Una sucesion, (u;);en, de tripletas distintas, converge en la topologia (compacta)
en Conf3(M) U M si y sblo si lo hace en la topologia geométrica. Asi podemos
hablar inequivocamente de una sucesién convergente. Una consecuencia del hecho
anterior es el siguiente:

Supongamos que R C @ = Confs(M). Si decimos que R es relativamente
compacto, queremos decir que su cerradura en Confs(M) es compacta (o equi-
valentemente, que su cerradura en Confs(M)U M no intersecta a M). Si decimos
que es acotado, queremos decir que con la cuasimétrica p tiene didmetro finito.
De hecho, las nociones son equivalentes, esto se basa en las dos observaciones
siguientes

En primer lugar, cualquier sucesion en Conf;(M) que converge a un punto de M
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es infinita. En segundo lugar, cualquier sucesién no acotada en Confs(M) tiene
una subsucesion que converge a un punto de M.

Volvamos ahora a la cuestion de demostrar que, en nuestra situacion particular, la
orbita de un punto es cuasidensa.

Existe un argumento bastante estandar a favor de espacios métricos de caminos
hiperbdlicos, que podemos atravesar en esta situaciéon mas general, dada la observacion
hecha anteriormente de que un subconjunto de Confs(M) es relativamente compacto
si y solo si esta acotado.

Lema 5.6 (cf. [3] 8.5). Si 6 € Q, entonces la I'-rbita de 6, Oy, es cuasidensa en Q.

Demostracion. Supongamos que no es cuasidensa. Entonces hay una sucesion, (u;);en,
en @ con p(u;, Op) — oco. Dado que p es I'-invariante, podemos suponer que 6 es el
punto més cercano de Oy a u; para todo i. Ahora bien, (u;);ey es infinito, por lo que
(después de pasar a una subsucesién) podemos suponer que converge en algin punto
x € M. Si (v;);en es otra sucesion en ) que converge a x y permanece a una distancia
acotada de algin rayo geodésico, entonces p(v;, Op) — oo. Por hipétesis,  es un punto
limite conico. Asi, podemos encontrar un conjunto compacto, ©y C Confs3(M), un
punto y € M \ {z}, y una secuencia x; — = en M, tal que v; = (y,x,z;) € UI'O¢ para
todo i. Pero ahora, ©y esté acotado, por lo que p(v;, Og) es acotado. Sin embargo, todos
los puntos v; se encuentran a una distancia acotada de cualquier geodésica biinfinita
que conecta y con z, contradiciendo una afirmacién anterior. [ |

Ahora vemos que T' es hiperbélico como antes (en el capitulo anterior). De hecho,

tenemos un subconjunto acotado, R C @), con Q = |J vR. Sea O la clausura de R en
yel’
Conf3(M). Resulta que ©¢ es compacto. Ahora, Confs(M) = | 70, mostrando que
~el

[' es una grupo de convergencia uniforme. Esto prueba el teorema 5.1.
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