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Introduccion

Una ecuacion diofantina es una ecuacion de la forma P(x1,...,z,) = 0, donde P(z1,...,z,) es un polinomio
no nulo de grado mayor o igual a 1 con coeficientes enteros, en la que ademaés se busca que las soluciones también
sean numeros enteros. Cuando el grado del polinomio es uno, les llamaremos ecuaciones lineales diofantinas
y son éstas el objeto de estudio del presente trabajo.

El nombre de ecuacion diofantina se debe al matematico griego Diofanto de Alejandria (se desconoce su fecha
de nacimiento, pero se presume que nacié en el siglo III y falleci6 a la edad de 84 aﬁosEI), quien es considerado
como el padre del Algebra. Fue autor de una compilacion de 13 libros titulados Arithmetica, de los cuales
desafortunadamente se conservan so6lo los primeros seis. En ellos, Diofanto estudi6é y coleccion6é una serie de
problemas relacionados con ecuaciones algebraicas. Ademés de los griegos, otras culturas de la antigiiedad como
la china y la india resolvieron problemas referentes a ecuaciones diofantinas. Desde ese entonces el estudio
de dichas ecuaciones ha continuado, siendo el teorema de Fermat y el décimo problema de Hilbert dos de los
ejemplos mas significativos en la historia de las matematicas. El anélisis de las ecuaciones diofantinas se presenta,
como muchos problemas en la teoria de los nimeros, con una formulacién muy sencilla. Pero su entendimiento
puede ser sumamente complejo y requerir de resultados de otras areas de las matematicas. Existen numerosos
resultados teoricos referentes a las ecuaciones lineales diofantinas como por ejemplo el anélisis para simplificar la
matriz de coeficientes de un sistema de ecuaciones lineales diofantinas y la descripcion de condiciones equivalentes
a que el sistema tenga soluciones enteras. Sin embargo resolver en la préctica ecuaciones lineales diofantinas
no es un problema trivial y se han buscado algoritmos eficientes con este fin, por lo que en épocas recientes
el estudio de este problema se ha desarrollado en gran medida en el &mbito computacional en el area de la
programacion lineal entera. En este trabajo los resultados que se presentan son de tipo tedrico, pero el lector
interesado puede encontrar informacion sobre algoritmos computacionales relacionados con ecuaciones lineales

diofantinas en las referencias [GoT1] y [Cho79].

La presente tesis comenzo teniendo como objetivo desarrollar toda la teoria necesaria para entender y probar
el teorema principal del articulo [Ch06], el cual afirma que el conjunto de soluciones de un sistema de ecuaciones
lineales diofantinas tiene estructura de grupo abeliano con una operacién binaria definida por el mismo autor,

més atn, dicho conjunto puede ser expresado como una suma directa externa de grupos ciclicos. Durante el

1Fernandez, Tomas y Tamaro, Elena. «Biografia de Diofanto de Alejandria». En Biografias y Vidas. La enciclopedia biografica
en linea [Internet]. Barcelona, Espafa, 2004. Disponible en https://www.biografiasyvidas.com/biografia/d/diofanto.htm [fecha
de acceso: 16 de enero de 2024].


https://www.biografiasyvidas.com/biografia/d/diofanto.htm
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desarrollo del trabajo se descubrieron inconsistencias en ciertas afirmaciones presentes en dicho articulo, por lo
que esta tesis no sélo se enfoco en la teoria detras del teorema en [Ch06], sino que también consistié en analizar
qué se podia rescatar del resultado mencionado y en refutar con un sencillo contraejemplo la parte del material
que no es cierta, ademés de brindar una correcion a tal afirmacion y demostrarla. Adicionalmente, se reflexion6
acerca del motivo por el cual el autor del articulo, Ajai Choudhry, defini6 la operacion binaria como lo hizo,
observando que se trataba de una construccion méas general para dar estructura de grupo a las clases laterales

de un grupo con respecto a un subgrupo.

La tesis esta constituida por cuatro capitulos, con el material distribuido como se detalla a continuacién.

El Capitulo 1 consiste de resultados preliminares de la teoria de los nuimeros. En él se definen conceptos
fundamentales como la divisibilidad y el maximo comun divisor. También se prueban propiedades relacionadas
con estos conceptos y resultados importantes como el algoritmo de Euclides, que nos permite calcular el méa-
ximo comun divisor de dos ntumeros. Al final del capitulo se introducen las ecuaciones lineales diofantinas con
dos variables, determinando las condiciones para que tengan soluciones y recordando el método clasico para

resolverlas.

El Capitulo 2 esta dedicado a estudiar conceptos bésicos de la teoria de grupos, tales como grupo, grupo
abeliano, grupos ciclicos y suma directa de grupos, entre otros, necesarios para comprender mas a fondo el

material de la parte final de la tesis.

El Capitulo 3 profundiza en el estudio de las ecuaciones lineales diofantinas, comenzando por generalizar
resultados referentes al maximo comin divisor, considerando ahora ecuaciones diofantinas de mas de dos incog-
nitas y presentando un método para resolverlas. Posteriormente, se amplia el estudio de ecuaciones a sistemas
con mas de una ecuaciéon, buscando entender cuando existe solucién a dichos sistemas y como encontrarlas en
el caso en que existan. Para ello se retoman conceptos y resultados relacionados a la resolucién de sistemas
de ecuaciones lineales vistos en Algebra Lineal adaptandolos al contexto de sistemas de ecuaciones diofantinas.
En la tercera seccién se dan dos maneras de resolver un sistema de ecuaciones lineales diofantinas usando el
escalonamiento por renglones de una matriz y también la reduccién por columnas. Para finalizar el capitulo, se
utiliza el escalonamiento por renglones y por columnas para transformar una matriz en una matriz con ciertas
caracteristicas llamada su forma normal de Smith; se prueba la existencia de dicha matriz diagonal en el caso
de matrices con entradas enteras (aunque el resultado se puede generalizar al contexto de matrices con entradas
en un dominio euclidiano o bien en un dominio de ideales principales). Finalmente se usa la forma normal de
Smith para dar una condicién necesaria y suficiente para que un sistema de ecuaciones lineales diofantinas tenga
solucién, reformulando un resultado presente en el articulo [La96] y obteniendo asi un analogo més completo

del dltimo teorema de la Seccion Cabe sefialar que a lo largo del capitulo se desarrollan diversos ejemplos
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en los que se busca reflexionar acerca de las distintas maneras de encontrar las soluciones de un sistema de

ecuaciones lineales diofantinas.

Finalmente, en el Capitulo 4 se desglosa todo el material del articulo [Ch06] utilizando la teoria de grupos
necesaria. Como se mencioné anteriormente, se brinda un contraejemplo a la segunda afirmaciéon del teorema
que se encuentra en el articulo, ademas se brinda una prueba sobre el isomorfismo de grupos entre el conjunto
de soluciones de un sistema de ELD y Z!, donde ¢ corresponde al niimero de parametros libres en las soluciones
del sistema y se explica como la operacién binaria definida por el autor es una construccion mas general que

otorga estructura de grupo a las clases laterales de un grupo con respecto a un subgrupo.
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Capitulo 1

Conceptos fundamentales de teoria de

numeros

El objetivo de este capitulo es introducir y desarrollar los conceptos basicos de la teoria de los ntmeros,
tales como divisibilidad, maximo comun divisor, etc. De esta manera, introduciremos las ecuaciones lineales
diofantinas que son el objeto de estudio principal de la presente tesis. En este capitulo nos enfocaremos en las
ecuaciones lineales diofantinas de dos variables, i.e. las ecuaciones de la forma ax + by = ¢ con a,b y ¢ enteros,
analizando qué condiciones tienen que cumplir los niimeros a, b y ¢ para que existan soluciones enteras. Ademés,

estudiaremos algunos conceptos y resultados que seran de ayuda para los proximos capitulos.

1.1. Algoritmo de la divisiéon

Teorema 1.1.1. (Algoritmo de la division)

Sean a € Z y b € Z\ {0}. Entonces, existen q,r € Z unicos tales que
a=bq+r,
donde 0 < r < |b].

Demostracion. La prueba se dividira en 2 pasos: la existencia y la unicidad. Empezaremos con el primer caso:
b>0.

(Existencia)

1. (Caso 1) b > 0. Sea S el siguiente conjunto
S={a—bn|ne€Z,a—bn>0}.

Notemos que S C NU {0}. Veamos que S es no vacio.
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Supongamos que a > 0, entonces a = a—b-0 € S. Si a < 0 entonces —a > 0 y como b € Z* entonces

b > 1. Multiplicando la desigualdad b > 1 por —a tenemos que —ab > —a, lo que implica que

a—ab>0,

por lo tanto a —ab € S. Luego S # (). Entonces, por el Principio del Buen Orden, tenemos que S tiene

un elemento minimo, llamese r. Dado que r € 9, existe ¢ € Z tal que r = a — bq, con r > 0.

Probemos que r < b. En efecto, supongamos por contradiccion que r > b. Entonces r — b > 0. Como

r = a — bq se tiene que (a —bg) —b >0, y

(a—bg) —b>0 = a—b(g+1)>0.

Dado que a — b(q + 1) es de la forma a —bn > 0 con n = ¢ + 1 € Z, concluimos que r — b € S. Por otra
parte, como b € ZT tenemos que b > 0, asi b+ r > r, por lo que r — b < r, lo cual contradice que r sea el

elemento minimo de S. Luego 0 < r < b.

2. (Caso 2) b < 0. Como —b > 0, por el caso 1 se sigue que existen ¢,r € Z tales que

a=(-b)g+r, donde0<r< b =-b,

asi, tenemos que

con —q,r €Zy 0<r<|b=-b.
(Unicidad) Supongamos que existen r, 1/, q,q" € Z tales que

a=>bqg+r, 0<r<Ib

a=>bq +1, 0<r" <|bl.

Supongamos sin pérdida de generalidad que 7’ > r. Asi

bg+r=0b¢ +1 = bg—bg =1 —7r
= blg—q)=r"-r

= Pllg—d|=1"—r[=r"—r

Demostraremos que ¢ = ¢'. Por reduccion al absurdo, si ¢ # ¢’ tendriamos que 0 < |¢ — ¢|, y en consecuencia
1< |g—d'|. Asi, |b] < |bllg — ¢'| = ' — r. Pero por otro lado ' — r < r' < |b|, lo cual es una contradiccion.

Concluimos entonces que ¢ = ¢’, y en consecuencia ' —r = b(0) = 0, por lo cual ' = . O

En la practica, estos dos enteros ¢ y » mencionados en el teorema anterior se les conoce como cociente y
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residuo. A partir de ahora, prestaremos especial atencion al residuo, ya que si este es igual a cero entonces
tendremos un concepto de suma importancia en la teoria de ntmeros: la divisibilidad.

Definicion 1.1.1. Sean a,b € Z. Decimos que b divide al entero a, a es divisible por b, a es mailtiplo de b

0 b es un divisor de a, si existe ¢ € Z tal que a = bq. Si b divide al entero a entonces escribimos b|a.

Ejemplo 1.1.2. De la definicion, si consideramos b =2 y a = 8, fdcilmente podemos observar que 2 divide a 8

pues 8 = 2-4. Sin embargo, si b =3 entonces 3 no divide a 8 pues no existe un entero q tal que 8 = 3q, ya que

8

el tinico valor que puede tomar q para satisfacer la igualdad anterior es q = 3, sin embargo % no es un numero

entero.
A continuacion, probaremos un resultado importante que posteriormente nos ayudara.

Proposicion 1.1.3. Sean a y b nimeros enteros con b distinto de cero, tales que alb, entonces |a| < |b|.

Demostracion. Sean a,b enteros, con b # 0, tales que a | b. Entonces existe m € Z tal que b = am, por lo cual

bl = lam| = [aljm|. Luego,
bl — lal = lallm| — |a] = lal(Im] - 1).

Notemos que si m = 0 tendriamos que b = a(0) = 0 y eso contradice nuestra hipotesis. Entonces m debe ser
también distinto de cero. Asi, |m| es un ntimero positivo, entonces |m| > 1, lo que significa que |m|—1 > 0. Por
lo tanto, como a > 0 se sigue que |b| — |a| = |a|(jm| — 1) > 0. Luego |b| > |a].

O

Enunciaremos algunas de las propiedades basicas sobre divisibilidad, las cuales son sencillas de demostrar;

por ello Gnicamente probaremos los incisos 2) y 4).
Teorema 1.1.4. Sean a,b,c, y B numeros enteros.
1. Sialb y bla, entonces |a| = |b].
2. Sialb y blc, entonces alc.
3. Sialb y alc, entonces alb + c.
4. Si alb, entonces albe.
5. Sialb y ale, entonces alab+ Be.
Demostracion. Sean a, b, c € Z numeros enteros:

2. Supongamos que a|by b|c, entonces tenemos que existen t, s € Z tales que b = at y ¢ = bs respectivamente.

De esta manera, obtenemos que ¢ = (at)s, teniendo asi que ¢ = a(ts) con ts entero. Luego ac.

4. Supongamos que alb, entonces existe t € Z tal que b = at. Multiplicando esta tltima igualdad por ¢ € Z,

tenemos que be = (at)c =, por lo que be = a(tc) con te entero. Luego albe.
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1.2. Maximo comun divisor y algoritmo de Euclides

Un namero entero puede ser un divisor de dos ntimeros distintos (inclusive de mas nimeros). Por ejemplo,
24 tiene como divisores positivos a 1, 2, 3, 4, 6, 8, 12 y 24, y 18 tiene como divisores positivos a 1, 2, 3, 6,
9 y 18; notemos que los divisores positivos que tienen en comin 18 y 24 son 1, 2, 3 y 6. A los nimeros que
son divisores a la vez de dos o mas ntmeros se les conoce como divisores comunes. Claramente el 1 es un
divisor positivo de todos los niimeros enteros, por lo que resulta ser el divisor comin positivo mas pequeno
de cualquier par de niimeros; sin embargo esto no tiene mucha relevancia, puesto que siempre sabremos que el
divisor comun positivo méas pequenio es el 1. Por el contrario, el que resulta ser més significativo es el divisor
comiin mas grande, el cual definiremos a continuacion.

Sea a € Z un namero entero y el conjunto D(a) de todos los divisores positivos de a. Notemos que este
conjunto es no vacio y es un subconjunto de los nimeros naturales, dado que 1 € D(a), de hecho el elemento
minimo de este conjunto es 1 y si a es distinto de cero, el elemento maximo es |a|, pues si d es un divisor
positivo de a, por la Proposicion tenemos que d < |a|. Dados a,b enteros y D(a) y D(b) los conjuntos de
divisores positivos de a y b respectivamente, consideremos el conjunto D(a) N D(b). Notemos que es no vacio,
pues 1 € D(a)ND(b) y ademas es un subconjunto de los naturales; mas ain si a es distinto de cero o b es distinto
de cero D(a) o D(b) es finito por lo tanto D(a) N D(b) también es finito. Asi, dados a y b enteros no ambos
nulos, D(a) ND(b) es finito. Entonces el conjunto de los divisores comunes de a y b tiene elemento maximoﬂ A

este elemento se le conocera como el maximo comin divisor.

Definiciéon 1.2.1. (Mdxzimo comiin divisor) Sean a,b € Z con a # 0 o b # 0. Decimos que d es el mdzimo

comun divisor de a y b si:

1. dla y d|b,

2. dado d' € Z, si d'|la y d'|b, entonces d' < d,
y lo denotamos como d = (a,b).

El primer punto de la definicién anterior quiere decir que d (el med, por sus siglas) es un divisor comtn de
a y b, mientras que el segundo punto nos dice que cualquier otro divisor comun d’, de a y b debe ser menor o
igual a d. Siempre que usemos la notacion (a,b) vamos a suponer que a y b no son ambos ceros.

A continuacion, veremos un resultado, el cual nos va a permitir trabajar sélo con los naturales:

Lema 1.2.1. Sean a,b € Z entonces (a,b) = (—a, —b) = (a, —b) = (—a, b).

Demostracion. Unicamente probaremos la primera igualdad, debido a que las otras se prueban de manera
analoga. Sea d = (a,b) entonces d|a y d|b, por lo que existen enteros n y m tales que a = nd y b = md. Si
multiplicamos ambos lados de la igualdad por —1 tendremos que d es un divisor comun de —a y —b, teniendo

asi que (a,b) < (—a, —b). De manera analoga se tiene que (—a, —b) < (a,b). Luego (a,b) = (—a, —b) O

1Se puede probar que dado A C N finito y no vacio, entonces A tiene elemento méximo y elemento minimo.
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Como mencionamos, el lema anterior nos va a permitir trabajar con enteros no negativos. Ademas sabemos
que si a es no nulo (a,0) = |a|, asi que a partir de ahora trabajaremos solo con el méximo comtn divisor de

enteros positivos.

Ejemplo 1.2.2. Anteriormente consideramos a los nimeros 18 y 24, los cuales tenian como divisores comunes

positivos a 1, 2, 8 y 6, entonces (18,24) = 6. Ademds, por lema anterior (—18,24) = (—18,—24) = (18,—24) = 6.

Previo a la Definicion [1.2.1] mencionamos que el 1 siempre es el divisor comin positivo mas pequeno, sin
embargo, también puede ser el tinico divisor comun positivo de dos niimeros (o més) y de esta manera convertirse

en el maximo comun divisor entre ellos. Esto nos da la siguiente definicién.
Definicion 1.2.2. Sean a y b enteros positivos. Decimos que a y b son primos relativos si (a,b) = 1.

Ejemplo 1.2.3. Consideremos los numeros 6 y 35. Los divisores positivos de 6 son 1, 2, 8 y 6; los divisores
positivos de 35 son 1, 5, 7, 35. De esta manera, el unico divisor comun positivo de 6 y 35 es el 1, por lo tanto

(6,35) =1 y asi 6 y 35 son primos relativos.

Ahora que ya conocemos quien es el maximo comin divisor de dos numeros, estudiaremos algunas propie-

dades de este.

Teorema 1.2.4. Sea d = (a,b) el mdximo comin divisor de a y b, entonces

a b
(m) =1

Demostracion. Sea d' = (%, g).

Veamos que d’' = 1.

Dado que d' es el méximo comtn divisor de § y g por hipotesis, entonces § = nd’ y % = md’, para algunas
m,n € Z. Entonces a = nd'd y b = md’'d teniendo asi que d’d es un divisor comin de a y b. Como d = (a,b)

entonces por definicién d’'d < d, por lo que d’ < 1. Como d' € ZT entonces d’ = 1. O

Otra manera de expresar al maximo comun divisor entre dos ntimeros enteros positivos ¢ y b es como la
suma de ciertos multiplos de éstos; dicho de otra manera, como una combinacién lineal entera de a y b, esto

es, una expresion de la forma aa + b, donde «, 8 € Z. Formalicemos lo anterior en el siguiente teorema.

Teorema 1.2.5. El mdximo comun divisor de los enteros positivos a y b es una combinacion lineal entera de

ayb.

Demostracion. Consideremos el conjunto de todas las combinaciones lineales enteras positivas de a y b
S={zre€Zlzx=aa+pb>0y a,p €7}

el cual es no vacio, ya que por hipétesis a > 0 y podemos escribirlo de la siguiente maneraa=1-a+0-b€ S.
Asi, por el Principio del Buen Orden, S tiene elemento minimo. Llamemos a este elemento minimo d y

demostremos que justamente es el maximo comin divisor entre a y b.
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Como d es un elemento de S entonces d = aa+ (8b para algunos enteros «, 8. De la Definicion queremos

probar que d divide tanto a a como a by que ademés cualquier divisor comun d’ de a y b es menor o igual que

d.

1. Veamos que d|a y d|b. Por el algoritmo de la divisién existen enteros q y r tales que a = dq + r con

0 <r < d. Supongamos que d no divide a a, es decir que 0 < r. Como d = aa + Bb, entonces:

r=a—dq
=a— (aa+ fBb)q
=a — aaq — Bbq

= (1 - ag)a+ (=Hg)d.

De esta manera pudimos expresar a r como una combinacién lineal de a y b. Pero como supusimos r > 0
y ademaés el algoritmo de la division nos dice que r < d entonces r serfa un elemento en S mas pequeno
que d, lo cual es una contradiccion. Por lo tanto r = 0 y asi a = dg. Luego d|a.

De manera andloga se prueba que d|b.

2. Veamos ahora que si d’|a y d'|b, entonces d’ < d. Por hipotesis d’|a y d’|b, entonces por inciso 3 del Teorema
se tiene que d'|aa+ Bb. Como d = aa + Bb, se sigue que d'|d. Luego por la Proposicion se sigue
que |d'| < |d|, y como d’ < |d'| y |d] = d tenemos que d’' < d.

Dado que se cumplen las condiciones de la Definicién entonces d = (a,b). O

Corolario 1.2.6. Sean a y b enteros positivos. Entonces a y b son primos relativos si y sdlo si existen enteros

a y B tales que aa + b = 1.

Demostracion. = Dado que a y b son primos relativos, entonces (a,b) = 1. Asi, por el Teorema anterior,

existen enteros o y 3 tales que aa + b= 1.

<= Supongamos que existen enteros « y 3 tales que aa + 8b = 1. Sea d = (a,b). Entonces, d|a y d|b. Por el
Teorema d|aa + Bb, por lo que d|1. Ademaés, 1|d. Entonces, de nuevo por el Teorema |d| = [1].
Por lo tanto, d = 1. Luego, a y b son primos relativos.

O
Corolario 1.2.7. Sean a,b,c € Z+.
1. Si (a,b) = 1= (a,c), entonces (a,bc) = 1.
2. Siale, blc y (a,b) =1, entonces ablc.
3. Si (a,b) =1 y albc, entonces alc.
4. (ac,bec) = ¢(a,b).

Demostracion. Sean a,b,c € Z™.
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1. Por el Corolario se tiene que existen enteros o y 3 tales que ca + 8b =1, y enteros v y § tales que
~va + dc = 1. Multiplicando ambas combinaciones lineales tenemos que (aa + 8b)(va + dc) = 1, entonces
aya? + adac + Bryba + Bdbc = 1, o bien (aya + ade + Byb)a + B5(bc) = 1. Hemos expresado al uno como
combinacién lineal entera de a y be. Dado que uno es el menor entero positivo, no puede existir otra

combinacion lineal entera positiva més pequena, por lo que (a,bc) = 1.

2. Por el Corolario se tiene que existen enteros a y [ tales que aa + b = 1, entonces si multiplicamos

por c en ambos lados de la igualdad, obtenemos

aac + Bbec = c.

Como a|c y b\c, entonces existen enteros t y s tales que ¢ = at y ¢ = bs respectivamente, por lo que

aac + fbc=c
aa(bs) + Bbat) = ¢

ab(as + pt) =c.

Luego, ablc.

3. De igual manera, por el Corolario [I.2.6] se tiene que existen enteros a y 3 tales que aa + b = 1.
Multiplicando por ¢ a ambos lados

aac + Bbec = c.

Ademas, como a|be por hipotesis, existe algin ¢ € Z entero tal que bc = at, entonces

aac + Bbe = ¢
aac + PBat = ¢
alaa + pt) = c.

Luego, alc.

4. Sean d = (ac,be) y d' = ¢(a,b). Entonces por el Teorema tenemos que d = aca + bef. Asi

d ac be A b !
d= (aca+bcﬂ)g = <c(a,b)a+ c(a,b)ﬁ> d = ((a,b)a+ (a,b)ﬂ) d'.

Notemos que (a(fb), (a{’b)

€ Z, por definicion de méaximo comun divisor. Por lo tanto, d’|d.

Por otra parte, como d’ = ¢(a, b), entonces, por el Teorema se tiene que d' = c(as + bt) = acs + bet,
para alguna s,t € Z. Dado que d|ac y d|be, entonces por el Teorema [1.1.4} d|acs+ bet = d'. De esta forma,
obtuvimos que d|d" y d’|d. Entonces, una vez més por el Teorema se tiene que |d| = |d’|. Pero ambos

son positivos, por lo tanto d = d'.
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O

Antes de ver uno de los métodos mas eficientes para calcular el maximo comun divisor probaremos un lema,

el cual nos ayudara para el resultado mas importante de la seccion.

Lema 1.2.8. Sean a y b enteros positivos, v el residuo que se obtiene al dividir a entre b. Entonces (a,b) = (b, 7).

Demostracion. Por el algoritmo de la division sabemos que existe un tnico g € Z tal que a = bg+ r. Como a y

b son enteros positivos y 0 < r < b entonces ¢ es positivo. Sean d = (a,b) y d’ = (b, r), probemos que d|d" y d'|d.

1. Veamos que d|d’. Como d = (a,b) entonces d|a y d|b, entonces por el inciso 4 del Teorema se tiene
que d|bg, luego por el inciso 5 del Teorema tenemos que d|a — bq. Por lo tanto d|r y ademas d|b.
Debido a que (b,r) = ab + Br para algunos enteros a y 3, entonces d|ab + Br = (b,r), concluyendo que
d|d'.

2. Veamos ahora que d’|d. Como d'|b y d'|r, entonces por el inciso 4 del Teorema se tiene que d'|bg,
luego por el inciso 5 del Teorema tenemos que d'|bg + 7. Por lo tanto d’|a y ademas d'|b. Dado que

(a,b) = as + bt para algunos enteros s y t, entonces d'|as + bt = d, teniendo asf que d’|d.

Por lo tanto tenemos que d|d’ y d’|d. Asi por inciso 1 del Teorema tenemos que |d| = |d’|, pero ambos son
positivos, por lo tanto d = d’. Luego (a,b) = (b, r). O

Hallar el maximo comun divisor de dos numeros pequenos puede ser muy sencillo; en cambio, si los niimeros
son relativamente grandes, puede ser muy laborioso calcular los divisores de cada uno y después ver cudles tienen
en comun para luego determinar el mas grande de ellos. Para solucionar este problema usaremos un algoritmo

muy importante para el calculo del maximo comin divisor.

Teorema 1.2.9. (Algoritmo de Euclides)
Sean a,b € Z* con b > 0.

Si bla entonces (a,b) =b. En caso contrario, consideremos la siguiente secuencia del algoritmo de la division:

a=bqpr+7r, 0<ri<b
b=rigg+ry, 0<res<nr

rir=raq3+13, 0<r3<ry
Tn—2 = Tn—1qn + Tn, 0<r, <rp_1
Tn—1 = "nQnt+1 + 0.

Entonces r,, = (a,b). Ademds, r,, se podrd escribir como combinacion lineal de a y b.

Demostracion. La prueba serd por induccién sobre n.
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= Caso base n = 1: En este caso tenemos la siguiente secuencia:

a=bqg+7r, 0<ry<b

b=rq

Como 71|b entonces (b, 1) = 11, asi por el Lema se tiene que (a,b) = (b,r1) = r1.

= H.I. Supongamos que si obtenemos n — 1 residuos distintos de cero se cumple el resultado, es decir el

maximo comun divisor de los nimeros es el ultimo residuo distinto de cero.

= P.I. Mostremos que se da el resultado para n. Consideremos lo siguiente:

a=bq +1r, 0<r <b
b=rigxc+13, 0<ro<nm

ri=1mraq3+713, 0<r3<ry

Tn—2 = Tn—1qn + Tn, 0<r, <rp_1

Tn-1="TnGnt1 +0

si omitimos la primera linea, obtendriamos por hipotesis de induccién que 7, = (b,71) entonces por el

lema se tiene que (a,b) = (b,r1) = ry.

Mas adn, como r, = (a, b), entonces por el Teorema 7y, lo podemos escribir como combinacion lineal

de a y b, concluyendo la demostracion.

Notemos entonces del algoritmo de Euclides que el proceso para calcular el méximo comin divisor entre
dos nimeros a y b consiste en aplicar el algoritmo de la divisién, primero entre a y b y posteriormente entre
b y el residuo que se obtuvo de dividir a entre b; seguido eso, una vez mas aplicar el algoritmo de la divisién
entre el primer residuo y el residuo que se obtuvo al dividir b entre el primer residuo... y asi sucesivamente
hasta que al aplicar el algoritmo de la division obtengamos residuo cero. Notemos que por el Lema [[.27] si
queremos calcular el méximo comin divisor entre dos nimeros negativos o, uno positivo y uno negativo usando
el algoritmo de Euclides, basta aplicarlo a sus valores absolutos. A continuacién haremos un ejemplo para

entender como aplicar el algoritmo de Euclides.

Ejemplo 1.2.10. Veamos cudl es el mdzimo comun divisor entre 286 y 398 aplicando el algoritmo de Eu-
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clides.

398 =286-1+ 112
286 = 112-2 + 62

112 =62-1+50

62=50-1+12
50=12-4+2
12=2-640

concluyendo que (286,398) = 2 ya que 2 es el dltimo residuo no nulo. Ahora escribamos a 2 como combinacion
lineal de 286 y 398. Para ello vamos despejando los residuos a partir de la peniltima linea de las igualdades

anteriores:

2=50-12-4
=50 — (62 —50-1)4
=50-5—62-4
=(112-62-1)-5-62-4
=112-5-62-9
=112-5— (286 — 112-2) -9
—=112-23 —286-9
= (398 — 286 - 1) - 23 — 286 - 9

= 398 - 23 + 286 - (—32)

Observacién 1.2.11. La forma de expresar al mdzimo comin divisor d = (a,b) como combinacion lineal de
a y b no es unica. Del ejemplo anterior obtuvimos que 2 = 398 - 23 + 286 - (—32), pero igual tenemos que

2 = 398 - 166 + 286 - (—231).

1.3. Ecuaciones lineales diofantinas

Ahora trabajaremos con el personaje principal de la presente tesis: las ecuaciones lineales diofantinas.
En particular en este capitulo nos interesaremos en las ecuaciones lineales en dos variables. Estas son de la
siguiente forma:

ax +by = ¢, (L.1)
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donde a, b, ¢ son elementos de R y x,y son incognitas. Sabemos que en R hay una infinidad de soluciones y
ademés no importa qué valores tomen a,b y ¢, salvo en el caso en que a = b = 0 y ¢ # 0 no hay solucion.
Entonces jcuél es el motivo de trabajar con ellas? Bueno, sabemos que la teoria de los nameros es una rama de
las matematicas encargada del estudio de propiedades de los niimeros enteros, entonces es bueno preguntarnos,
para el caso en que a,b y ¢ sean nimeros enteros, cudndo la ecuaciéon tiene como soluciones a nimeros
enteros = y y. Estas ecuaciones se conocen como ecuaciones lineales diofantinas. A partir de este momento
las llamaremos por sus siglas: ELD.

Con esto podemos preguntarnos algo muy sencillo, jtodas las ELD tienen solucién entera? La respuesta a esta

pregunta la veremos con el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.3.1. Consideremos la siguiente ELD:
2z 4+ 8y = 11.

Notemos que del lado izquierdo de la igualdad tenemos a los coeficientes 2 y 8, los cuales son niumeros pares.
De esta manera, sin importar qué valores tomen x y y, la expresion 2z + 8y siempre va a ser un numero par;
sin embargo 11 es impar asi que no es posible que 2x + 8y = 11. Por lo tanto, la ELD 2x + 8y = 11 no tiene

ninguna solucion entera.

Gracias al Ejemplo [[:3.3] nos podemos dar cuenta que NO toda ELD tiene soluciones, y que ademas los
nimeros a, b y ¢ estdn jugando un papel importante para determinar la solubilidad de una ELD. Entonces, ;qué

condiciones tienen que satisfacer a,b y ¢ de la ELD (|1.1)) para que existan soluciones enteras?

Ejemplo 1.3.2. Consideremos la ELD
ar+by =c

donde a, b, c € Z. Supongamos que b = 0 y a, ¢ son distintos de cero. Entonces la ecuacion anterior se transforma
en ax = c. Recordemos que estamos trabajando en Z entonces no podemos “despejar” a x con total confianza,
de hecho, la ecuacion tiene solucion en los enteros si y sdlo si alc. Teniendo asi que existe una Unica t € Z tal

que at = ¢, por lo que las soluciones a la ecuacion ax + Oy = ¢ son todos los pares (t,y) con y € Z.

El ejemplo anterior nos da una ligera idea de las condiciones necesarias y suficientes para que una ELD tenga

soluciones. El siguiente teorema nos brinda una respuesta ante ello.

Teorema 1.3.3. Sean a,b,c € Z \ {0}. Entonces para la ecuacion lineal diofantina ax + by = ¢ existen

soluciones enteras si y sdlo si d|c, donde d = (a,b).
Demostracion. Sean a, b, c nimeros enteros distintos de cero y consideremos la ecuacion ax + by = c.

= ) Supongamos que existen soluciones para la ELD ax + by = ¢. Sean © = xg y y = yo dichas soluciones.
Entonces tenemos que

axo + byg = c.
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Sea d = (a,b) el maximo comun divisor de a y b. Por la Definicién sabemos que d|a y d|b, ademés

como xg y Yo son nimeros enteros por el Teorema se tiene que d|axg + byy = c. Luego d|c.

<) Sea d = (a,b) el maximo comun divisor de a y b. Supongamos que d|c, entonces existe ¢t € Z tal que dt = c.

Ademas, por el Teorema [1.2.5] existen enteros o y ( tales que
ac + b8 = d.
Entonces, multiplicando por ¢t en ambos lados tenemos que:
aat + bft = dt = a(at) +b(Bt) = c,

donde el par (z,y) con z = at y y = Bt es solucion de la ELD.
O

Una vez teniendo las condiciones para saber cuando una ELD tiene soluciones, podemos hacernos la siguiente

pregunta jcémo son estas soluciones? El siguiente teorema nos brinda una respuesta.
Teorema 1.3.4. Sean a,b,c € Z\ {0} y d = (a,b), con d|c. Si existen soluciones para la ecuacion lineal

diofantina, ax 4+ by = ¢, entonces hay una infinidad de soluciones y son de la forma

= +bt = at
T=z0+ = =yg— =
0 d> Yy Yo d7

donde t es un nimero entero y el par (xo,y0) es una solucion particular de la ELD.

Demostracion. Tenemos que probar que efectivamente que todos los pares de la formas:

+bt
r =2 -
0T
Y=1Yo d

son soluciones de la ELD y ademas que cada par (&,9) que sea solucion se puede expresar de esta forma. En

efecto:

b
ax—l—byza(mo—l—dt)—i-b(yo—Zt)
=ax —l—afbt—i-b —b—at
= o Yo d

= axg + byo

= C.

Notemos que la dltima igualdad se da pues (xg,yo) es una soluciéon particular de la ELD. Ahora supongamos

que (xg,Yo) es una solucién particular de la ELD y que el par (Z,¢) es una solucion arbitraria. Entonces tenemos
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las dos igualdades siguientes

axg + byg = c, az + by = c.

Si las igualamos tenemos que

aZ + by = axg + byg

aZ — axg = byg — by

a(® — o) = b(yo — 9)-

Dividiendo a cada lado de la igualdad anterior por d = (a,b) obtenemos

86~ 70) = 290~ 4). (12)

De esta tltima igualdad obtenemos que |2 (& — 2), y ademas como (a,b) = d, por el Teorema inciso 1)
se tiene que (%, %) = 1. Usando el Corolario inciso 3), tenemos entonces que %|§3 — xo, lo que significa que
existe t € Z tal que

b

i'*xozgt,

luego & = xg + Zt. Ahora, si sustituimos & — xg en (1.2) tenemos que

<Zt) = g(yo - 9)

SIS

Como b # 0 podemos cancelar dicho factor, y multiplicando por d obtenemos

a_ ..
Fia Yo—Y
. a
Y=Y — Et
Luego, cada solucion de la ELD es de la forma deseada, concluyendo la demostracion. O

Viendo la prueba nos podemos preguntar como encontrar una solucién particular. En muchas ocasiones se
puede hacer a prueba y error. Sin embargo para encontrarla podemos utilizar el algoritmo de Euclides. Lo

aclararemos con el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.3.5. Comprobar si la siguiente ELD tiene soluciones y en caso afirmativo encontrar todas sus

soluciones:

286x + 398y = 112.

Del Ejemplo tenemos que (286,398) = 2 y 2|112, ya que 112 = 2 - 56, por lo tanto, por el Teoremam
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existen soluciones enteras y ademds por el Teorema son de la forma

398 286
m=m0+7t:x0+199t, y:y0—7t2y0—143t

donde el par (xo,yo) es una solucidn particular. Para calcularla utilicemos la combinacion lineal obtenida en el

Ejemplo
2 — 39823 + 286 - (—32).

Ahora multipliqguemos ambos lados por 56

2 = 398 - 23 + 286 - (—32)
2. 56 = 398 - 23 - 56 + 286 - (—32) - 56

112 = 398 - 1288 + 286 - (—1792).

Teniendo asi que una solucidn particular es el par (—1792,1288), por lo tanto las soluciones a la ecuacion
286x + 398y = 112 son
x = —1792 4 199¢, y = 1288 — 143t, t e Z.



Capitulo 2

Teoria de grupos

El objetivo principal de este capitulo es dar una introducciéon a la teoria de grupos, la cual nos ayudara a

probar los resultados desarrollados en el Capitulo 4.

2.1. Conceptos fundamentales

Definicion 2.1.1. Sea G un conjunto no vacio. Una operacion binaria en G es una funcion
x:GxG—G.

Definicion 2.1.2. Sea G un conjunto no vacio y * : G x G — G una operacion binaria, decimos que el par

(G, *) es un grupo si:
1. Asociatividad: Para todo a,b,c € G se cumple que a* (b*c) = (a*b) * c.
2. Eziste e € G tal que axe =a = ex*a, para todo a € G.
8. Para cada a € G, existe un elemento b € G tal que axb=e =bx*a.

Al elemento e € G en (2) se le conoce como un elemento neutro de G y al elemento b € G de (3) se le

conoce como un tnwverso de a.

Ejemplo 2.1.1. Definiendo la operacion binaria: axb = a+b (la cual es la suma usual) con a y b elementos de
los conjuntos enseguida escritos, tenemos que (Z,+),(Q,+), (R, +) y (C,+) forman una estructura de grupo. Si
ahora consideramos la operacion: axb = a-b (la multiplicacion usual), de manera sencilla podemos comprobar
que (Z,-) ya no forma una estructura de grupo; cumple la cerradura, esto es que para cada elemento a,b € Z
tenemos que a - b € Z; también la cumple la asociatividad y ademds 1 € Z desempena el papel del neutro bajo
esta operacion. Sin embargo la propiedad (3) no se cumple, pues no para toda a € Z existe un elemento b € Z tal
que a-b=1="b-a, por ejemplo, no existe b € Z tal que 5-b=1=">b-5 (en ese caso tendriamos que b = % ¢ 7).

Para los conjuntos Q,R, C basta quitarles al 0 para que formen una estructura de grupo con la multiplicacion.

15
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Volviendo al ejemplo de (Z, +), facilmente podemos verificar que 0 € Z es el elemento neutro bajo la suma;
ademés, el inverso de cada entero a con respecto a la suma es —a. Es natural preguntarnos si estos elementos
(el neutro y los inversos) son tnicos. El siguiente teorema responderé esa pregunta.

Cuando no exista confusion, para simplificar la notaciéon al grupo (G, *) lo denotaremos simplemente como G.

Teorema 2.1.2. Sea G un grupo, entonces el elemento neutro de G es unico. Ademds, para cada a € G, el

inverso de a es Unico.

Demostracion. Supongamos que e € G es un neutro de G y que ¢/ € G también lo es. Queremos probar que
— ! !/ — ! 4 !
e = ¢’. Notemos que como e’ € G es un elemento neutro entonces e = ¢’ x ¢ y ademéas ¢’ = ¢’ x e, pues e € G es
neutro. Por lo tanto, de las dos igualdades concluimos que e = €’.
Por otra parte, sea a € G y b € G un inverso de a. Supongamos que también b’ € G es un inverso de a.
Como b € G es un inverso de a se tiene que axb =e = bxa, y como b’ € G es un inverso de a se tiene que

axb =e =10 *a. Entonces

bV =Vsxe=0x*(axb)= (" *a)*b

=ex*xb

teniendo asi que b’ = b. O

Si b es el inverso de a, entonces lo denotaremos como a~!.

Ademas de estas propiedades, nos van a interesar también los grupos en donde se cumpla la conmutatividad

de la operacién. A estos grupos les llamaremos grupos abelianos.
Definicion 2.1.3. Un grupo (G, x) se dice que es abeliano, si para cada a,b € G, se tiene que a xb = bx* a.

Notacion 2.1.1. Cuando hablamos de un grupo abeliano, la operacion binaria se suele escribir con la notacion
aditiva, esto es, axb = a+ b, para cada a,b € G. Ademds, el neutro se denota por 0 y el inverso del elemento

a en notacion aditiva se escribe como —a.

Ejemplo 2.1.3. Retomando los ejemplos anteriores, (Z,+),(Q,+), (R, +) y (C,+) tienen estructura de grupo

abeliano.

Ejemplo 2.1.4. Consideremos al conjunto de las matrices cuadradas de n X n con entradas en R e invertibles,
denotado por GL,(R) y - la multiplicacion usual de matrices; (GL,(R),-) forma un grupo, sin embargo no es

abeliano para n > 2, ya que en general la multiplicacion de matrices no es conmutativa.

Ejemplo 2.1.5. Recordemos que (R,+,-) es un campo y para simplificar la notacion escribamos x -y = xy.
Sea G =R\ {1} y a,b € G, definamos la operacion x : G x G — G como a *b:=a+b— ab. Demostremos que

(G, ) tiene estructura de grupo.
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Notemos que la operacion es cerrada, pues (R,+,-) es un campo y la suma y producto usual son operaciones

cerradas. Veamos que la operacion es asociativa

ax*x(bxc)=ax(b+c—bc)
=a+ (b+c—bc)—alb+c—be)
=a+b+c—bec—ab—ac+ abe
=(a+b—ab)+c—(a+b—ab)c
=(axb)+c— (axb)c

= (ax*xb)*c.

Veamos que la operacion tiene un elemento neutro, para esto motemos que en caso de que exista un neutro

e € G, requerimos que a x e = e x a = a, para todo a € G pero

axe=aq — a+e—ae=a

— e—ae=0.

Como esto debe ocurrir para toda a € G, en particular se debe cumplir para a = 0, de donde concluimos que

e = 0. Entonces, en caso de que exista e € G un neutro, éste debe ser el cero. Veamos que efectivamente 0 es

un neutro en G:

ax0=a+0—a-0=a=0+a—0-a=0x*a.

Asi, e = 0 es un neutro en G, y por el Teorema[2.1.3 éste es tnico.

Para verificar la existencia de inversos para cada elemento a € G haremos un razonamiento similar. Sea a € G,

en caso de que ezista b € G un inverso de a se requeriria que a xb=bxa =0, pero:

axb=0 —= a+b—ab=0
= bl—a)=—a

éb:

a—1"

a

Notemos que b = %5 estd bien definido pues a # 1. Asi, si a tiene un inverso éste debe ser b = —%5 € G.
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Veamos que efectivamente es un inverso de a:

*b=a=x ¢ =a+ ¢ a4
“ - a—1 - a—1 @ a—1

Andlogamente se puede verificar que b a = 0, por lo tanto cada elemento en G tiene un inverso.
Concluimos que (R\ {1}, %) es un grupo; mds ain, es un grupo abeliano ya que para todos a,b € G se tiene
que

axb=a+b—ab=b+a—ba=>bx*a.

Notemos del Ejemplo que si tomamos a G = R y la misma operacion x, (R, *) no tendria estructura
de grupo, ya que por definicién de grupo se requiere que cada elemento a € R tenga un inverso, sin embargo,
a = 1 no tendria inverso bajo esta operacion.

A continuacién daremos una definicién importante, la cual nos ayudara a comprender de qué manera se

comparan algunos grupos con otros, preservando la operacién binaria de éstos.

Definicion 2.1.4. Sean (G, *) y (H,o) dos grupos. La funcion f : G — H es un homomorfismo de grupos si

flaxb) = f(a)o f(b)

para todo a,b € G. Si f es inyectiva, lo llamaremos monomorfismo. Si f es suprayectiva, lo llamaremos
epimorfismo. Ademds, si [ es una biyeccion, entonces decimos que f es un isomorfismo de grupos. Dos

grupos G y H se dicen isomorfos si existe un isomorfismo f: G — H entre ellos y se denota como G = H.

Ejemplo 2.1.6. Consideremos a (R,+) y (RT, %) el grupo aditivo de los nimeros reales y el grupo multiplicativo

de los mimeros reales distintos de cero respectivamente y sea la funcion g : (R,+) — (R, %) dada por
g(z) =é”.

Por las propiedades que ya conocemos de la exponencial se sigue que
gla +y) = e =e"e? = g(x) * g(y),

teniendo asi que g es un homomorfismo de grupos. Mds ain, como h : (R* %) — (R, +) dada por
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es la funcion inversa de g, entonces g es un isomorfismo de grupos.
El siguiente resultado nos sera util mas adelante:

Teorema 2.1.7. Sean (G,-), (H,x*) y (K,*) tres grupos y sean ¢ : G — H y1p : H — K isomorfismos. Entonces

Yop:G— K es también un isomorfismo.

Demostracion. Veamos que ¢ o ¢ es un homomorfismo de grupos. Sean x,y € G arbitrarios. Entonces

(Y od)(x-y) =¢(o(z-y))
P(o(x) * (y))
((x)) *(o(y))
= (Yo d)(x)x (Yo d)(y)

Por lo tanto 1 o ¢ es un homomorfismo de grupos. Ademas, como 1 y ¢ son biyecciones, entonces 1 o ¢ es una

biyeccion. Luego 1) o ¢ : G — K es un isomorfismo de grupos. O

Definicion 2.1.5. Sea G un grupo. G es un grupo finito si y sélo si el conjunto G es finito, en caso contrario,
se dice que G es un grupo infinito.

El orden de G es n si y sdlo si el cardinal de G es n, esto es
|G| = n.

0

Definicion 2.1.6. Sea G un grupo y a € G. Definimos las potencias de a como: a” = e y paran > 1, definimos

a"t = a" xa, y ademds a™" = (a=1)".

Observacion 2.1.8. Se puede probar por induccion que

a"=axax---*xq
—_——

n—Veces

y si n =0 entenderemos que el producto de a cero veces da como resultado el neutro del grupo.

Con la definicién y observacion anteriores damos paso a un resultado que nos servira mas adelante.
Teorema 2.1.9. Sea G un grupo, a € G y m,n € Z entonces

1. a™*a® = a™" = a" x a™.

2. (a™)" =a™ = (a™)™.

Demostracion. 1. Consideremos los siguientes casos:



20 CAPITULO 2. TEORIA DE GRUPOS

(i) Sim,n eN.

a"xat =axax---xaxaxax---*xa

m—Veces n—Vveces

=a*xa*x---%qa
————
m~+n—VeCces

— am—l—n

— an+m

=a*xa*x---%xqa
————
n+m—Veces

=axQ*k---*kakaxaqk---*ka

n—veces m—Veces

=a"xa™

(ii) Sim < 0y n <0, entonces se tiene que

(iii) Sim <0y n > 0, entonces tenemos que

amxa" = (@) xa" =a k- xa lxax--xa.
—_— ~——

—m—Vveces n—Vveces

Supongamos que n > —m, entonces asociando de tal manera que obtengamos todos los productos

a"'a = e posibles llegamos a

alxoxa lxaxka= ax---xa =a* ™ = gttm = gt
—_— ~———
—m—veces n—VeCeS  n—(—m)—veces

Ahora supongamos que n < —m, entonces asociando de tal manera que obtengamos todos los pro-

ductos a~'a = e posibles llegamos a
a txeoxa kaxoka=a"txoxa L= (o) T = (a7 )T = g
—_— — —
—m—veces n—veces —m—n—veces

(iv) El caso en que m > 0y n < 0 es analdgo al anterior.

2. Se omitira la demostracion ya que es similar a la del inciso previo analizando los diferentes casos que

existen de acuerdo a los signos de n y m.

Observacion 2.1.10. Si usamos la notacion aditiva, a™ se escribe como na.
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Ahora veremos otro concepto importante. Es natural pensar que un grupo tenga subconjuntos, ya que en si,
un grupo es un conjunto, pero ;todos los subconjuntos de un grupo seguiran manteniendo la misma estructura

que el grupo? Aqui es donde surge el concepto de subgrupo.

Definicion 2.1.7. Sea G es un grupo y H C G, no vacio. Decimos que H es un subgrupo de G si cumple lo

stguiente:
1. El neutro e € G estd en H, es decir, e € H.
2. H es cerrado con la operacion de G, esto es, si a,b € H, entonces axb e H.
3. Sia€ H entoncesa™' € H.

En este caso, lo denotamos por H < G.

Proposicion 2.1.11. Sean G un grupo y H C G, no vacio. Entonces H es un subgrupo de G si y sdlo si para

todo a,b € H se tiene que ax b~ € H.

Demostracion. =) Supongamos que H < G, por lo tanto si b € H, entonces b~ € H, asi, como la operacion
de G es cerrada en H entonces para a,b™! € H tenemos que a * b~ € H.

<= ) Supongamos que ¢ € H, pues H es no vacio, entonces e = a xa~* € H. Ahora, sean a,b € H. Como
e € H, entonces b~! = e*b~! € H. Con esto, ya tenemos que a,b~' € H, por loque a*b=ax (b~1)"! € H.

Por lo tanto H cumple las tres propiedades de la definicion, asi, H es un subgrupo de G. O

Por conveniencia, escribamos a partir de ahora ab en lugar de a * b. Ademas, como observacion, dado que H

es cerrado bajo la operacion, si a € H entonces a™ € H para todo entero positivo n.

Ejemplo 2.1.12. Sea Q[i] = {a + bi € Cla,b € Q}. Demostremos que Q[i] es un subgrupo de C con la suma
usual.

En efecto. Notemos que Q[i] es no vacio, dado que 0 = 0+ 0i € Q[i] y por definicion del conjunto Qli] C C.
Ahora, sean x = a+bi,y = c+di € Q[i]. Por la proposicion anterior, basta mostrar que x —y € Q[i]. Notemos
que

x—y=a+bi—(c+di)=(a—c)+ (b—d)i,
como a—c yb—d son elementos de Q, ya que (Q,+) es un grupo, concluimos que x —y € Q[i]. Luego Q[i] < C.

Teorema 2.1.13. Sean G un grupo y H, K < G subgrupos de G. Entonces H N K es un subgrupo de G.

Demostracion. Sean H y K subgrupos de G. Sabemos que la interseccion de estos subgrupos esta contenida en
H y K. Podemos notar que H N K es un subconjunto de G, ya que H y K lo son, luego H N K # (, pues el
elemento neutro estd en H y K por ser ambos subgrupos de G. Ahora, sean a,b € H N K, entonces a,b € H
y a,b € K, y al ser ambos subgrupos, por la Proposiciéon tenemos que ab~! € H y ab~! € K. Luego
ab™' c HNK. O
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Este hecho se puede generalizar ya que para {H;};c; una familia no vacia de subgrupos de G, se tiene que
;e Hi es un subgrupo de G.
Naturalmente uno se podria preguntar si dados dos subgrupos H y K de G, se tendra que H U K es un sub-
grupo; desafortunadamente no siempre se cumple esto. Es mas, rara vez es cierto; consideremos a G = Z con la
operacion suma y los subgrupos H = 3Z y K = 5Z. Notemos que 3,5 € HUK pero3+5=8¢ HUK.
Con esto podemos formularnos varias preguntas, pero hay una que nos interesa en particular y que sera respon-
dida en la préoxima seccién, jse podra construir un subgrupo més pequeno que contenga a H y K también? La

respuesta es que si.

2.2. Generado y grupos ciclicos

Definicién 2.2.1. Sea S C G. El grupo generado por S, denotado por (S), se define como la interseccion de

todos los subgrupos de G que contienen a S.

Por la generalizacion del Teorema [2.1.13] se sigue que (S) es un subgrupo de G y por construccion S esté

contenido en (S).

Notacién 2.2.1. Sin € NT y S es un subconjunto finito de G con n elementos, podemos escribir S =

{z1,...,2,}. Denotaremos a su generado como

(S) ={z1,. .., xn}) = (X1,..., Tn).

El siguiente resultado nos dice que (S) es el subgrupo mas pequeiio de G que contiene a S.
Teorema 2.2.1. Sea S C G. Si H es un subgrupo de G tal que S C H, entonces {(S) C H.

Demostracion. Como (S) es la interseccion de todos los subgrupos de G que contienen a S y H es un subgrupo

de G que contiene a S, entonces (S) C H. O

En particular, si tenemos dos subgrupos H, K de G, entonces el subgrupo mas pequeno que contiene a H y
K es (HUK).

A continuacién veremos cudl es el generado por un elemento de un grupo G.

Proposicion 2.2.2. Sean G un grupo y a € G. Entonces
{a"|n € Z}

es un subgrupo de G. Ademds (a) = {a"|n € Z}.

Demostracion. Notemos que e = a° € {a"|n € Z}.

Si z,y € {a"|n € Z} entonces x = a* y y = a™ con k,m € Z, asi,

vyt =adaT™ = "™ € {a"n € Z}.
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Luego, {a™|n € Z} es un subgrupo de G.
Ahora veamos que (a) = {a"|n € Z}.
C) Dado que {a"|n € Z} es un subgrupo de G que contiene a {a} por el teorema anterior (a) C {a"|n € Z}.
D) Sea x € {a™|n € Z} entonces x = a™ para algin n € Z. Como a € (a) y el generado es un subgrupo de

G, luego x = a" € (a). O

El subgrupo anterior se conoce como el subgrupo ciclico de G generado por a. Esto da pie a una definicion

que serd muy util para este trabajo, la cual es la definicion de grupo ciclico.

Definicion 2.2.2. Sea G un grupo. Decimos que G es un grupo ciclico si G = (g) para algin g € G. A g le

llamaremos un generador de G.

Ejemplo 2.2.3. Sea G = Z el grupo de los niimeros enteros con la suma usual y a € G, entonces el conjunto
(a) lo podemos escribir como {naln € Z} = nZ, recordando la notacion aditiva. Notemos de manera sencilla
que Z = (1), ya que cada entero n = n -1 es maltiplo de 1, por lo que (Z,+) es un grupo ciclico. Ademds,
también Z = (—1), pues n = (—n)(—=1), para cada n € Z. Con esto observamos que un grupo ciclico puede tener

mds de un generador.

Ejemplo 2.2.4. Consideremos a G = {1,—1,i,—i} C C un grupo con la operacion multiplicacion de los

ndmeros complejos. Notemos que G es un grupo ciclico, ya que i es un generador de G
() ={i"=1,i' =i,i* = —1,i* = —i} = G.

Para concluir con la secciéon probaremos que un subgrupo de un grupo ciclico es un subgrupo ciclico.
Teorema 2.2.5. Sea G un grupo ciclico y H < G un subgrupo de G. Entonces H es un subgrupo ciclico.

Demostracion. Sea G un grupo ciclico. Entonces existe a € G tal que (a) = G. Sea H < G un subgrupo de
G. Si H = {e} es el subgrupo trivial se sigue que (¢) = H. Sea H < G un subgrupo de G no trivial. Entonces
existe un a™ € H tal que m # 0. Si m es un entero positivo, entonces m € {n € NT|a™ € H} y si m es un
entero negativo, dado que a=™™ = (a™)"! y a™ € H, entonces a™™ € H y asi —m € {n € N*|a" € H}. En
cualquier caso, {n € NT|a" € H} # (). Luego, por el principio del buen orden existe k # 0 elemento minimo de
{n € N*|a™ € H} entero positivo mis pequefio tal que a* € H. Demostraremos que {a*) = H.

Como a* € H y H es un subgrupo, entonces (a¥)™ € H para toda m € H, probando asi que (a*) C H.

A la inversa, dado que H es un subgrupo de G = (a) se tiene que los elementos de H son potencias de a.

Sea a™ € H un elemento de H. Por el algoritmo de la division, existen enteros g, r tales que
m=qk+r, 0<r<k,
por lo tanto r = m + gk. Supongamos por reduccion al absurdo que r # 0, asi

a’ = am—qk _ ama—qk _ am(ak)—q cH
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ya que H es un subgrupo es cerrado bajo la multiplicaciéon y para cada elemento del subgrupo, el inverso
también esta en el subgrupo. Notemos que por el algoritmo de la division r» < k, entonces encontramos un
entero r distinto de cero mas pequeno que k tal que a” € H, lo cual es una contradicciéon por la elecciéon de k.
Asi, r = 0. Dado esto tenemos que

a™ =a®* = (") ecH

k

lo que nos dice que a” es generador de H.

Por lo tanto (a*) = H y en consecuencia H es un subgrupo ciclico. O

2.3. Suma directa de grupos

En esta dltima seccidon veremos tres conceptos importantes, de los cuales uno de ellos nos ayudara en la

demostracion de un lema en el Capitulo 4.

Notacion 2.3.1. Dado que trabajaremos a partir de ahora con grupos abelianos, usaremos la notacion aditiva

en todo momento, por lo que el neutro e lo denotaremos con el 0.

Definicion 2.3.1. Sea (G, +) un grupo abeliano. La suma interna de una familia finita {H;}7, de subgrupos

de G es el conjunto

> Hi={z=hi+hy+...+h, € G:h; € H; Vi}

i=1

Para cada i =1,2,...,n consideramos la suma de subgrupos

ZHj —H +Hy+ ...+ H1+H; +His1+ ...+ H,
J#i
donde H; = {0} es el subgrupo trivial abeliano.

Veamos que este conjunto es un subgrupo.

Proposicion 2.3.1. Sea (G,+) un grupo abeliano y consideremos {H;}?_, una familia finita de subgrupos de

G, entonces

es un subgrupo de G. Ademds

H=(HUH,U...UH,)

Demostracion. Notemos que H es no vacio, ya que al ser cada H; subgrupos de G para toda 1 < i < n se tiene

que 0 € H; paratodo1 <i<n,porlotanto0=0+...+0¢€ H.
——

n—veces
Veamos que H es cerrado bajo la operacion de G, esto es, probemos que si h,k € H, entonces h + k € H.
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En efecto. Sean h,k € H, dados por
h=hi+ho+...+hn, k=ki+ko+...+Fkn
donde h;, k; € H; para todo 1 < i < n. Entonces por conmutatividad y asociatividad
h4k=(hi+k)+ (ha+ ko) + ...+ (hn + kn).

Como para cada 1 < i < n, H; es subgrupo de G, y h;, k; € H;, se sigue que cada h; + k; € H;. Por lo tanto
h+keH.

Por tltimo, veamos que si h € H entonces —h € H. Como h € H tenemos que

h=hi+ho+...+h,

dado que cada h; € H; para todo 1 < i <n asi —h; € H;, pues {H;}_, es una familia de subgrupos de G. Por
lo tanto —h = (—hy) + (—h2) + ...+ (=h,) € H. Luego,

es un subgrupo de G.

Por tltimo probemos que

H=(H UHyU...UH,).

D) Veamos primero que H; U Ho U...U H,, es subconjunto de H. Sea h € H; UHyU...U H,,. Supongamos

sin pérdida de generalidad que h € H;, entonces h lo podemos escribir como

h=h+0+...4+0

donde 0 € H; es el neutro para toda 2 < ¢ < n. Por lo tanto h € H. Asi, HH UH, U...UH, C H, y por el

Teorema, concluimos que
(HHUH,U...UH,) CH

C) Sea h € H, entonces
h=hi+ha+... 4+ hyp

donde h; € H; para todo 1 <1i <n y en consecuencia h; € Hi U HsU...U H, para todo 1 <i < n. Ademés,

HyUH,U...UH, C (HiUHyU...UH,)

teniendo asi que h; € (H1UHsU...UH,,) paratodo1 <i <n.Luegoh = hy+ha+...+h, € (HHUH,U...UH,).
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O

Definicion 2.3.2. Sea (G,+) un grupo abeliano y {H;}_, una familia finita de subgrupos de G. Decimos que
=1

G es la suma directa interna de {H;}! | si

G=> H; y Hn|Y Hi|={0}, Vie{l,...,n}
i=1 J#i

y la denotamos como

A continuacion, damos una caracterizacion de la suma directa interna.

Proposicion 2.3.2. Sea (G,+) un grupo abeliano y {H;}?_, una familia finita de subgrupos de G. La suma
Hy+ Hy+ ...+ H, es directa si y sdlo si para todos x1 € Hy,...,x, € Hy

r1+x2+...+2,=0 = x1=20=...=2, =0.

Demostracion. = ) Supongamos que la suma H; + ...+ H, es directa. Sean x; € H; con 1 < i < n tales que

r1+...+x;+...+2x, = 0. Entonces tenemos que para 1 <i<n

Ti=—T1— ... Ty — ... Tp,
donde 7; = 0. Asi,dadoquez; € H;yx; = —x1—...—T;—...— Ty € Zj# Hj, se sigue que z; € Hiﬁ(zj# Hj)
pero como la suma H; + ...+ H,, es directa, tenemos que H; N (Zj# Hj) = {0}, por lo que z; = 0 para todo
1<1<n.
<= ) Supongamos que para todos x1 € Hy,...,z, € H,

r1+r20+...+2,=0 = z1=02=...=2, =0.

Consideremos 1 < ¢ < n arbitraria y x; € H; N (Zj:i Hj), entonces podemos escribir x; = y1 + -+ yi—1 +
Yiy1 + -+ yn con y; € H; paratoda j € {1,...,i—1,i+1,n}. Asi,

Ti—Y1— = Yi-1 —Yiy1 — - —Yn =0

lo que por hipétesis implica que z; = —y1 = -+ = =y;—1 = —Yiy1 = - -+ = —Yyn = 0, en particular x; = 0. Luego

H;0 (S, 1) = {0}, O
Veamos un ejemplo sencillo.

Ejemplo 2.3.3. Sea R® = {(z,y,2)|7,y,2 € R}. Notemos que (R®,+) es un grupo abeliano con la suma
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coordenada a coordenada. Consideremos los planos coordenados
XY = {(2,9,0) e R’|z,y € R}, YZ={(0,y,2) €R’|y,z € R}

Notemos que XY y Y Z son subgrupos de R3. Ademds, R3 lo podemos ver como una suma interna de XY y
Y Z; esto es,
R¥=XY +YZ

pues cada (z,y,z) € R3 lo podemos escribir como
Yy Yy
s = 7770) (Oaia )
(z,y, 2) (a: 5 + 57

Sin embargo, no es suma directa interna ya que XY NY Z = {(0,y,0)|y € R}.

Ejemplo 2.3.4. Sea R? = {(x,y)|z,y € R}. Notemos que (R?,+) es un grupo abeliano con la suma coordenada
a coordenada. Consideremos a Vi = {(z,2z)|x € R} y Va = {(z,3z)|z € R}. Notemos que R? = Vi + Vs pues

cada (z,y) € R? lo podemos escribir como

(x,y) = Bz —y,2(3x —y)) + (y — 22,3(y — 2x))
Ademds si (x,2x) + (y,3y) = (0,0) entonces tendriamos que x = y = 0, y por la Proposicion tenemos
entonces que R? =V, @ Vs.

Para concluir la seccién, veremos otra definiciéon, un tanto parecida a la de suma directa interna. Este

concepto serd fundamental en el Gltimo capitulo.

Definicion 2.3.3. Sea {(G;,+)}} una familia finita de grupos abelianos. Definimos la suma directa externa
como el par (G,+), donde
G=G1 xGyx...xGy,

y la operacion estd definida como

(917927"'agn)+(h17h27"‘7hn) = (gl+h1792+h27"°79n+hn)

donde g;, h; € G;, con 1 <i<n.

Por simplicidad, en vez de escribir a la familia de grupos abelianos como {(G;, +)}? solamente la escribiremos

como {G;}?. Veamos que la suma directa externa de grupos abelianos es un grupo abeliano.

Proposicion 2.3.5. Sea {G;}} una familia finita de grupos abelianos, entonces la suma directa externa,

definida como G, es un grupo abeliano.

Demostracion. Sea {G;}? una familia de grupos abelianos y G la suma directa externa de dicha familia. Notemos

que la suma en G se defini6 como la suma entrada a entrada. Dado esto, como cada G; es un grupo abeliano,
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entonces + en cada G; es asociativa para toda 1 < i < n, entonces la suma en G es asociativa. En efecto, sean

g,h, k € G tales que

g:(glagQa"'agn)a h:(hlahQa"'7hn)a k:(ktha"-akn)

donde g;, h;, k; € G;, para toda 1 <14 < n, entonces

g+(h’+k) gl’QQa'“vgn)+[(h17h27"'7hn)+(k17k27"'akn)]

= (

= (91,92, -+ 9n) + (h1 + k1, ho + ko, oo hyy + k)

= (g1 + (h1 + k1), 92 + (h2 + k2), ..., gn + (B + kn))
= ((91 + h1) + k1, (g2 + ha) + k2, ..., (gn + hn) + kn)
= (g1 +h1,92+h2, ... gn + hn) + (K1, kay ..o kn)

= 191,92+ -+gn) + (hishay o o)) 4 (K1, Koy k)

=(g+h)+k,

por lo tanto, la suma en G es asociativa. Notemos que 0 = (0,0, ...,0) es el neutro aditivo en G. En efecto, sea

g € G, entonces

g+0="(g1,92,---,9n) + (0,0,...,0)
=(91+0,9240,...,9,+0)

- (glaQQa"'7gn) =4g.

Analogamente 0 + g = g. Notemos que al ser G; un grupo abeliano, para toda 1 < i < n, entonces cada g; € G;
tiene inverso y es —g; € G, para toda 1 <i < n. Veamos que —g = (—g1,—¢g2,...,—gn) €s el inverso de g € G.

En efecto

g+ (_g) = (917927 v 7gn) + (_gla —92,---, _gn)
= (g1 + (=g1), 92+ (=92),- -, gn + (—0n))

= (0,0,...,0) =0.
Por dltimo, sean g, h € G, entonces

gt+h=1(91,92,---,9n) + (h1,ha,... hy)
=(g1+h1,92+ha,...,Gn+ hn)

=1 +g91,ha+92,-- s hn+9n)

= (

h17h27"‘7hn)+(917927"‘7gn):h+g'
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Luego, G es un grupo abeliano. O

Ejemplo 2.3.6. A lo largo de este trabajo consideraremos frecuentemente el grupo Z" que es una suma directa

externa formada por n copias del grupo abeliano Z. Esto es

" =7 x ... X 7.

Por ultimo, hagamos una sencilla obervacion, en la cual veremos coémo se relacionan la suma directa externa
y la suma directa interna de grupos. Sea G = G; x ... x G, una suma directa externa, donde {G;}?; es una
familia de grupos abelianos. Si consideramos los grupos G} = {(0,0,...,x;,...,0,0) | ; € G;, V1 <14 < n}, los

cuales son subgrupos de G, se puede ver claramente que G = G7 @ ... ® G, teniendo asi que

GixGyx..xG,=G 106G d...0G,.

Ahora, si G es un grupo abeliano, Hy, ..., H, son subgrupos de Gy G = H1 ® Ho ® ... ® H,, consideremos la

suma directa externa Hy X Hs X ... X H, y definamos la funcion

¢:H xHy x...x H, -G

con ¢(x1,...,Ty) =21+ -+ z,. Entonces ¢ resulta ser un isomorfismo de grupos teniendo asi que

H1XH2X...XH"ng@HQ@...@Hn:G.

De esta manera, toda suma directa externa es una suma directa interna, y toda suma directa interna es isomorfa
a una suma directa externa. Es por ello que, haciendo un abuso de notacién, podemos escribir una suma directa
externa usando la misma notaciéon que para una suma directa interna, es decir G = G1 ®...® G, para referirnos

a la suma directa externa de Gy, ...,G,.
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Capitulo 3

Sistemas de ecuaciones lineales diofantinas

Este capitulo se enfocara en hacer una generalizacion al material de ecuaciones lineales diofantinas desarro-

llado en el primer capitulo. Iniciaremos analizando cuéles son las condiciones para que la ecuacion

a1x1 + asxs + ...+ anr, = c, (3.1)

donde ay,...,ay,,c € Z, tenga soluciones enteras. Ademas, generalizaremos esto atin més viendo cuéles son las

condiciones para que el sistema de ecuaciones lineales diofantinas

a1 + a®e+ - FaTy, =b
a1 %1 + aga+ - HG2nTyn = b2

(3.2)
Am1T1 + GmaTot 0 A AmnTn = by,

donde a;; € Z para toda 1 <4 <m y paratodal < j < jyby,...b, € Z, tenga soluciones enteras. Veremos
también un método particular para resolver las ecuaciones del tipo[3.1]y estudiaremos dos métodos para resolver
sistemas del tipo [4] en términos de reduccion modular de renglones o de columnas de la matriz de coeficientes
del sistema, lo que nos llevara a otra manera de resolver una ecuacion lineal diofantina de n incognitas.

En la ultima secciéon de este capitulo estudiaremos la forma normal de Smith de una matriz y como ésta nos
permite dar condiciones equivalentes para que un sistema de ecuaciones lineales diofantinas tenga soluciéon y en

caso de que existan encontrarlas.

3.1. Ecuaciones lineales diofantinas de n incégnitas

En el Capitulo [I] vimos las condiciones para que la ecuacion

ar+by=c

31
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con a, b, c € Z distintos de cero, tuviera solucion en los enteros. Ahora, en esta secciéon nos enfocaremos en saber
cuales son las condiciones para que una ecuacién lineal diofantina de n incognitas tenga soluciones enteras;
esto quiere decir que si consideramos n > 3 y a1,...,a,,b € Z nameros enteros distintos de cero, veremos qué

condiciones deben satisfacer estos nameros para que la ecuaciéon

a1r1 + asxe + ... +apx, =0

tenga soluciones enteras. Ademas, si tiene soluciones jcuantas tiene y cuéles son? Para ello, introduciremos una
manera de calcular el maximo comun divisor de n enteros de forma recursiva, pero antes daremos la definicién

de combinacién lineal de n ntimeros enteros positivos y veremos una generalizacion del Teorema [1.2.5]

Definicion 3.1.1. Sea n € N con n > 2. Una combinacion lineal de n niumeros enteros positivos

a1,a2,...,0, es una suma de la forma

a1a1 + agas + ... + apan

con 1,09, ...,0, € 7.

Ejemplo 3.1.1. Notemos que a 12 lo podemos ver como combinacion lineal de 6,4,12 y 8, pues

2.6+ (—1)-4+3-12+ (—4) -8 =12.

Generalicemos la definiciéon de méximo comun divisor para méas de dos niumeros:

Definicion 3.1.2. (Mdzxzimo Comain Divisor Generalizado) Sean ay,as, ..., a, € Z no todos nulos. Deci-

mos que d es el mdximo comun divisor de ay,as,...,a, Si:
1. d|a; para toda 1 <i <n,

2. dado d' € Z, si d'|a; para toda 1 <i < n, entonces d' < d,

y lo denotamos como d = (a1, as,...,a,).
Recordemos que (a,0) = |a|, para todo @ no nulo. Entonces de manera més general, si consideramos
Q1y...,04, ... a4, € Z de tal forma que para alguna 1 < i < n, a; = 0, entonces
(alv ey gy e 7an) = (G'la cee 7ai717ai+17an)~

Asi, basta calcular el maximo comun divisor de los enteros no nulos. Ademas, dado que a | b si y sélo si ua | vb

con u,v € {1, —1}, consideraremos a partir de ahora ay, as,...,a, € Z*.

Teorema 3.1.2. El mdximo comin divisor de ay,as,...,a, € ZT enteros positivos es el menor entero positivo

que es una combinacion lineal de ay,as, ..., ay.
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Demostracion. Consideremos el conjunto de todas las combinaciones lineales enteras positivas de a, ..., a,
S={reZ"r=aa +asay+...+ana, yai,...,a, €7}
Notemos que es no vacio, pues por hipétesis a; > 0 y se puede escribir de la siguiente manera
ap=1-a1+0-as+...+0-a, € S.

Asi, por el principio del buen orden, S tiene un elemento minimo. Llamemos a este elemento minimo d y

demostremos que justamente es el maximo comiun divisor de aq, ..., ay,.

Como d es un elemento de S entonces d € Z*1 y
d=qaia1 +asas + ...+ apa,

para algunos enteros aq, ..., «,. De la Definicion [3.1.2) queremos probar que d|a;, para toda 1 < i < n y que

ademas cualquier divisor comun d’ de aq,...,a,, es menor o igual que d.

1. Veamos que d|a; para toda 1 < i < n. Primero veamos que d|a;. Por el algoritmo de la division existen

enteros q,r € Z tales que a; = qd + r con 0 < r < d. Por otra parte tenemos que
d=o1a1 + agas + ...+ aya,.
Supongamos por contradiccion que d { ay, es decir que r > 0. Tenemos que

r=a; —qd
=a; — qlona + azaz + ... + anay)

=(1—-gqa1)ag + (—qaz)as + ... + (—qay)an

asi, escribimos a r como combinacién lineal de aq,...,a,. Pero ya que supusimos que r > 0 y por el
algoritmo de la division r < d, entonces r seria un elemento de S més pequeno que d, lo cual es una
contradiccion. Por tanto r = 0 y asi a; = dq. Luego dla;.

Analogamente d|a; para cada 2 <i < n.

2. Veamos ahora que si d'|a;, para cada 1 < i < n entonces d’ < d. Supongamos que d'|a;, para cada

1 <4 < n, entonces por el Teorema[I.1.4] se tiene que
d'|aray + azas + ...+ anay,

con d = aya; + agas + ... + apay,, entonces d’'|d. Luego por Proposicion se sigue que |d'| < |d|, y

como d’' < |d'| y |d| = d tenemos que d’ < d.
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Dado que se cumplen las condiciones de la Definicién entonces d = (a1,as,...,a,). O

Corolario 3.1.3. Sean ai,as,...,a, € Z nimeros enteros. Sea d = (a1, as,...,an, d' un divisor comun de
b b ) b ? )

ai,ag,...,ay,, entonces d'|d.

Demostracion. Como d = (aq,as,...,a,) entonces por el teorema anterior a d lo podemos escribir como com-

binacién lineal de ai,as, ..., a,, esto es, existen ay, aq, ..., a, € Z ntmeros enteros tales que
aioq + asos + ...+ apoy, =d
Como d’ es un divisor comun de ay,as,...,a, entonces existen ti,to,...,t, € Z tales que
a; = d/tl, ag = d/t27 ey p = dltn
por lo tanto, tenemos que

aioq + a0 + ...+ apo, =d
d't1a1 + d/tgag + ...+ d’tnan =d

d’(tlal + tQOQ + ...+ tnozn) =d

Luego, d'|d. O

A continuacion, veremos como calcular el maximo comun divisor de n ntimeros enteros positivos de manera
recursiva (recordemos que si queremos calcular el maximo comun divisor de enteros negativos, basta calcular el

méximo comun divisor para sus valores absolutos).

Teorema 3.1.4. Sean aq,as,...,a, € Z*. Entonces
(a1,0az,...,a,) = ((a1,a2,...,an-1),an)
Demostracion. Sea d = (a1, as,...,a,), d = (a1,a2,...,an_1) y d" = (d',a,). Veamos que d = d".
Como d = (ay,as,...,a,) entonces d|a;, para todo 1 < ¢ < n. En particular d|a;, para todo 1 <i<n—1y
dado que d’ = (a1, as,...,a,_1) entonces por el Corolario anterior d|d’. Ademas d|a,, se sigue que d|d’ y dlay,

por lo que d|(d’,a,) = d". Luego d|d".

Dado que d’ = (d’,a,) entonces d”|d" y d’|a,. Ademéas como d’|d' y d' = (a1,as,...,an_1) | a;, para toda
1 <4 <n-—1, por transitividad d”|a;, para toda 1 < i < n — 1. Por lo tanto d”|a;, para cada 1 < i < n. Luego,
d"|d.

Asi por el Teorema se tiene que |d| = |d"”|. Pero como d,d” > 0, concluimos que d = d". O
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Ejemplo 3.1.5. Usemos el teorema anterior para calcular el mdximo comun divisor de 18,24,36 y 63.

(18,24,36,63) = ((18, 24, 36), 63)

((18,24),36),63)

(
(
((6,36),63)
= (

6,63)
3.

Con lo anterior podemos responder la primera pregunta que habiamos planteado: jcuéles son las condiciones
para que la ELD

ai1ry + asxs + ... +apx, =0

tenga soluciones? Claro, podemos hacer uso de nuestra intuicién y recordar que para una ELD de dos variables
ax+by = ¢, con a, b, c € Z\ {0}, existen soluciones enteras si y solo si el maximo comun divisor de los coeficientes
a, b divide a c. Basdndonos en ello, la respuesta podria ser justamente una generalizacion de eso; de hecho, el

siguiente teorema le da la razon total a nuestra intuicion.

Teorema 3.1.6. Sean ai,...,a, € Z \ {0}. Consideremos la ELD ajxy + asxs + ...+ anx, = b, entonces
existen soluciones enteras para la ELD si y solo si (a1, as,...,an)[b.
Demostracion. Observemos que ajxy + asxs + ... + a,x, = b tiene soluciones enteras si y solo si |aj|x; +
|ag|ze+. ..+ |an |z, = b tiene soluciones enteras, y (a1, az, . ..,a,) = (|a1], |az|, ..., |as|) por lo que basta probar
el resultado para ay,...,a, € Z™.

— ) Supongamos que a1 + asZs + ...+ apx, = b tiene soluciones enteras. Consideremos (s1,...,Sy)

una solucion. Entonces

ais1 + az82 + ...+ a,s, =b.

Como (ay,as,...,a,) | a; para toda 1 < i < n, por el Teorema tenemos que
(ar,a9,...,a,) | a181 + azsa + ... + ansp = b.

<= ) Supongamos que d|b, donde d = (ay,...,ay). Por el Teorema existen aq, ao, ..., q, € Z numeros
enteros tales que

d = aia; + asas + ... + ayan, (3.3)

como d|b entonces existe t € Z tal que b = dt. Multiplicando por t tenemos
b=dt = (v1a1 + agas + ... + ana,)t = ai(ait) + as(ast) + ... + ay(ant)

y asi (a1t ... au,t) es una solucion de aizy + asxs + ... + apx, = b. O



36 CAPITULO 3. SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES DIOFANTINAS

Ejemplo 3.1.7. Veamos si la ecuacion
18z + 24y + 36z + 63w = 12

tiene soluciones enteras. Por el Ejemplo tenemos que (18,24,36,63) = 3 y 3|12. Entonces por el Teorema

anterior, la ecuacion dada tiene soluciones enteras.

Ya tenemos las condiciones para que una ELD de n variables tenga soluciones, pero ;json finitas dichas
soluciones? o jal igual que el caso de dos variables, tiene soluciones infinitas siempre y cuando existan estas
soluciones? Una vez més, nuestra intuicién nos indica que la respuesta seria que tendria infinitas soluciones

siempre y cuando la ELD tenga soluciones.

Teorema 3.1.8. Sean ay,...,a, € Z\ {0}. Si existen soluciones para la ELD
a121 + ...+ apxy, =0,

entonces estas son infinitas.

Demostracion. Sean ay,...,a, € Z\ {0}. Supongamos que existen soluciones para la ELD
a1r1+ ... +apx, = 0.

Sea (s1,...,8n) € Z™ una solucion de dicha ecuacion. Dado ¢t € Z tenemos que

ay(s1 — ast) + as(sa + art) + agss + ... + apsn
= (a181 + a282 + azss + ... + ansy) + (—ajast + azait)

=b+0=0.

Entonces el conjunto

{(s1 — ast, s2 + ait,ss,...,s,) |t € Z}

es un conjunto infinito formado por soluciones de aiz1 + ... + a,x, = b, por lo que existen una infinidad de

soluciones a dicha ecuacion.

Notemos también que el conjunto

{(s1,82 — ast, s3 + ast, s4,....5,)|t € Z}

también es un conjunto infinito formado por soluciones de ayx1 + ... + a,x, = b, por lo que el conjunto dado

en el teorema anterior no cuenta con todas las soluciones a la ELD.
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3.2. Meétodo para resolver una ecuacién lineal diofantina de n incog-

nitas

Ahora que hemos entendido las condiciones para que una ecuacion lineal diofantina de n incognitas tenga
solucion, y en su caso cuéntas soluciones existen, buscamos describir el proceso para encontrar dichas soluciones.
Este proceso se realizara de forma recursiva y con el fin de entender mejor cémo se realiza, desarollemos primero

un ejemplo concreto para después describir el método general a seguir.

Ejemplo 3.2.1. Recordemos la ELD del Ejemplo[3.1.7
18z + 24y + 362 + 63w = 12. (3.4)

Ya vimos que si existen soluciones, ahora tenemos que encontrarlas. Para ello intentaremos ir reduciendo la
ELD a una de dos incognitas.

Notemos que (24,36,63) = 3, entonces 24y + 36z + 63w = 3(8y + 12z + 21w), denotando a 8y + 12z + 21w por
u tenemos as? una nueva ELD

182 + 3u = 12 (3.5)

notemos que (18,3) = 3 y 3|12 entonces la Ecuacio’n tiene solucion. Vemos que xg =1 y ug = —2 es una

solucidn a esta ultima ecuacion, entonces por el Teorema[I.3.7) las soluciones de la Ecuacion[3.5 son de la forma

I:1—|—t0

u=—2—6t0,

con ty € Z. Sustituyendo u en 24y + 36z + 63w = 3u, tenemos que 24y + 36z + 63w = 3(—2 — 6tg). Como
(36,63) = 9 entonces 36z + 63w = 9(4z + Tw), y denotando por v a 4z + Tw obtenemos que 36z + 63w = Yuv.
Por lo tanto tenemos la ELD

24y 4+ 9v = 3(—2 — 6tp). (3.6)

Como (24,9) =3 y 3| 3(=2—6tg) la Ecuacion|[3.6 tiene solucion. Observemos que 24(2) +9(—5) = 3, entonces,

multiplicando por —2 — 6ty tenemos que
24(2(=2 = 6t0)) + 9(=5(—2 — 6t)) = 3(—2 — 6to),
obteniendo asi una solucion particular de la Ecuacion[3.6. La solucion general viene dada por

Yy = —4 — 12t0 +3t1

v = 10+30t0 - 8t1
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con t1 € Z. Sustituyendo v en 36z + 63w = v obtenemos una nueva ELD
36z + 63w = 9(10 + 30ty — 8t1). (3.7)

Como (36,63) =9 y 9| 9(10 + 30ty — 8t1) entonces la ecuacion anterior tiene solucion. Ademds notamos que

36(2) + 63(—=1) = 9. De esta manera, multiplicando por 10 + 30ty — 8t1, obtenemos que
36(20 + 60ty — 16t1) 4+ 63(—10 — 30tg + 8¢1) = 9(10 + 30ty — 8t1),

hallando asi una solucion particular de la Ecuacion[3.7. Por lo tanto, la solucion general de la ELD [3.7] viene

dada por

z = 204 60ty — 16, + Tty

w = —10 — 30ty + 81 — 4to
con ty € Z. Concluimos entonces que la solucion general para la ELD, 18z 4 24y + 36z + 63w = 12, es

=141ty
y = —4— 12ty + 3t;
z = 20 + 60ty — 16t + Tto

w = —10 — 30ty + 8t1 — 4t

cont; € Z, para i =0,1,2.

Este ejemplo nos da una idea de como podemos ir construyendo las soluciones de la ELD de n variables
171 4+ asTo + ... FapTy, =0 (3.8)

de manera general.

Para el caso n = 2 tenemos que, si tiene solucién, las soluciones a a1x1 + asxs = b estan dadas por

x —x’+a2t
1 =27+ 51U
dy
ai
/
1‘2:1‘27ft1
dy

donde dy = (a1, a2), t1 € Z y (2}, 2%) es una solucion particular.

Para el cason =3

a1x1 + asxo + azxrs = b
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sean dy = (a1, a2,a3) con dy | b, y do = (az,a3), entonces dy | asxs + azzs y asi
asxs + azrs = doys (3.9)
por lo tanto nos queda una nueva ELD
a171 +doys = b (3.10)
Notemos que tiene solucién, ya que

(al, d2) = (a1, (a2; a3))
= (ah az, a3)

= dyb.

Entonces si (2}, y5) es una solucién particular de[3.10] tenemos que la solucion general de dicha ecuacion, dada

por el Teorema [1.3.4] es

d

r1=12) + d—ztl
1
a

Yo =y — dfitl

con ¢y € Z. Sustituyendo el valor de y2 en [3.9] tenemos la nueva ELD

o9 + azxrs = do (yé — th1> . (3.11)
1

Sabemos que ds lo podemos expresar como combinacién lineal de as y a3, entonces existen enteros o y 1 tales
que

azaq + azfy = da.

Multiplicando ambos lados por y-» tenemos que

a a a
asoy (yé - dit1> +asf (y/z - dih) =dp (ylz - dih)

obteniendo asi una solucién particular a la Ecuacion [3.9| que es

ai ai
Th = (ylz - d1t1) ) x5 = [ <y/2 - dltl) )
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teniendo asi que las soluciones generales de la Ecuaciéon son

/ as
To = Xy + — 12
do
a
/
xr3 = T3 — 7-52
do

donde ty € Z, concluyendo que las soluciones para el caso n = 3 son

d

xr1 = 33/1 + ftl
1
a

T = SU/2+ ftQ
2
a

Ir3 — J,‘é — ftg
2

donde t1,ts € Z son ntumeros enteros, d; = (a1, ag,a3) y da = (az,a3). Notese que en dichas soluciones aparecen
dos parametros, t; y to, pero to depende de t;.

Podemos usar un procedimiento similar para mas variables, pero apareceran mas parametros, unos depen-
dientes de otros, debido a lo cual el proceso se volvera todavia méas laborioso para n mayor que tres. Intentemos

sin embargo dar una descripcion recursiva del método general para obtener las soluciones:

1. Consideremos la ELD
a1x1+ ...+ ap_1Tn_1 + anx, =b (3.12)

y supongamos que d,|b, donde d,, = (a1, ...,ay). Debido a dicha condicion, sabemos que si tiene soluciones

y ademas hay una infinidad de ellas.
2. Tomaremos los primeros n — 1 sumandos que aparecen en el lado izquierdo de la Ecuacion [3.12]
a1r1 +asxos + ...+ Ap_1Tp_1-

Sead,—1 = (a1,as,...,a,—1). Como ajx1+asxs+...4+a,_12,—1 €s una combinacion lineal de ay, as, ..., an—1,

entonces debe ser igual a un multiplo de d,,_1, teniendo asi que

a171 +asro + ...+ ap_1Tp_1 = dp_141 (3.13)

para alguna y; € Z.

3. Reescribimos la Ecuacion [3.12] como

dnflyl + anTn, = b.

Esta ecuacion tiene solucién ya que

dn = (ala .. '7an717an) = ((alv s 70,”,1),0%) = (dnflaan)
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divide a b. Ademas, por el Teorema sabemos c6mo son las soluciones y podemos describir con ello a

Y1y aZn.

4. Para describir ahora a z,_1 sustituimos en la ecuacion el valor de y; previamente encontrado y
repetimos el mismo proceso pero ahora tomando los primeros (n — 1) — 1 = n — 2 sumandos; en esa nueva

ecuaciéon lograremos obtener la descripciéon de x, 1.
5. Seguimos asi hasta que nos quede una ultima ecuacién con 2 sumandos, la cual sera de la forma
a1y + azx2 = doyn—1,
con dy = (a1, as). A partir de ella podremos encontrar como deben ser z; y xa.

En la siguiente secciéon desmostraremos un teorema que nos permitira, ademés de saber de otra forma cuando
una ELD de n variables tiene solucion, también conocer una forma mas explicita de las soluciones a la ELD de

n variables.

3.3. Sistemas de ecuaciones lineales diofantinas de m x n

Ahora hagamos la siguiente pregunta, ; podremos encontrar soluciones a un sistema de m ecuaciones lineales

diofantinas de n incégnitas? Es decir ;podemos encontrar las soluciones enteras del siguiente sistema?

1121 + ap®e+ - +aTy, = b
211 + a2+ -+ HG2nTp = b2
Am121 + AmaTat+ -+ FOmpTy = bm

La respuesta es que si. Para ello consideraremos la forma matricial del sistema de ELD, AX = B, donde A es

una matriz de m x n y B es una matriz de m x 1, ambas con entradas enteras y no nulas, dadas a continuaciéon:

a1 ai2 . A1n b1 T

a1 a9292 e agn b2 To
A= , B = , X =

Am1i Am2 .- Qmn b Tn

Antes de adentrarnos a las soluciones de dicho sistema tenemos que recordar algunos resultados referentes a
matrices para adaptarlos posteriormente a matrices con entradas enteras.

Consideremos primero un campo F'. Al conjunto de las matrices de m xn con coeficientes en F' lo denotaremos

como M, xn(F).
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Definicion 3.3.1. Sea A € M,,,xn(F) una matriz. Decimos que A es una matriz escalonada por filas si es

la matriz nula o cumple que:
1. Todas las filas con ceros estdan debajo de las filas no nulas de la matriz.

2. La primera entrada distinta de cero de cada fila no nula, llamada la entrada principal de la fila, estd

a la derecha de todas las entradas principales de los renglones previos.

Ejemplo 3.3.1. Las siguientes matrices son matrices escalonadas por filas:

1 2 3 01 3 0 2
A=10 4 5], B=10 0 0 4 3
0 0 6 0 00 01

La siguiente matriz no es escalonada por filas:

0 3 2 1 8

129 01
C:

001 1 2

106 00

En este punto es natural preguntarnos si toda matriz se puede transfromar en una escalonada reducida por
filas y si es asi, cuél seria la manera de poder llegar a ella. La respuesta es sencilla: mediante las llamadas
operaciones elementales por filas. Estas son intercambiar filas, multiplicar una fila por un escalar distinto

de 0 y sumar a una fila un multiplo de otra. De manera mas precisa tenemos que:
Definicion 3.3.2. Las operaciones elementales por filas de matrices son:
1. Intercambiar las filas R; y R;, con ¢ # j, que denotaremos por R; <+ R;.
2. Multiplicar una fila R; por un escalar X\ no nulo, que denotaremos por R; — AR;.
3. Dado X un escalar reemplazar la fila R; por R; + AR;, con i # j, que denotaremos por R; — R; + AR;.

De forma anéloga, podemos definir las operaciones elementales por columnas de matrices.

En el siguiente resultado se enuncia el hecho de que dichas operaciones permiten llevar una matriz a una en
forma escalonada, omitiremos su demostracion ya que probaremos un resultado analogo pero en el caso que nos
interesa en el cual las entradas de la matriz son nimeros enteros y se usan operaciones elementales modificadas

para trabajar solo con enteros como veremos més adelante.

Teorema 3.3.2. Toda matriz se puede transformar en una matriz escalonada por filas mediante operaciones

elementales por filas.

Demostracion. Ver la demostracion en [GL14] p. 494]. O
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Justamente la accion de realizar una operacion elemental por filas (en este caso, ya que también se puede
hacer por columnas) de alguna matriz A es simplemente el multiplicar esa matriz A por la izquierda o por la

derecha con otro tipo de matrices, llamadas matrices elementales, las cuales se definen de la siguiente forma.

Definicion 3.3.3. Una matriz E € My x,(F) es elemental, si resulta de la matriz identidad I, x, al realizar

una operacion elemental sobre las filas (o columnas).

A continuacién enunciaremos un teorema. La demostracion es directa analizando los distintos posibles casos

y realizando los productos correspondientes.

Teorema 3.3.3. Sea A € M, xn(F). Si B se obtiene de A al realizar una operacion elemental sobre los
renglones (columnas), y E es la matriz elemental que resulta de Ixm (Inxn) al realizar la misma operacion

elemental que se hizo en A, entonces EA= B (AE = B).
Demostracion. Ver la demostracion en [GL14, p. 546]. O

En consecuencia tenemos lo siguiente.

Observacion 3.3.4. Toda matriz elemental es invertible, y si E es la matriz elemental que se obtiene de aplicar
a la identidad la operacion elemental e, su matriz inversa es la matriz elemental que se obtiene de aplicar a la

identidad la operacion elemental inversa de e.

Del Teorema y el Teorema |3.3.3] podemos deducir algo muy importante, que serda de utilidad en la
prueba del resultado principal de esta secciéon. Digamos que el proceso para escalonar una matriz A por filas
mediante operaciones elementales consta de [ pasos, obteniendo al final una matriz escalonada B. Entonces
tendremos [ matrices elementales E1, Es, ..., E; correspondientes a cada operaciéon elemental realizada y por el

Teorema [3.3.3] se cumplira la siguiente igualdad:

B=F, - FyF,A.

Del mismo modo, si el proceso para escalonar una matriz A por columnas mediante operaciones elementales
consta de m pasos, obteniendo al final una matriz escalonada C, entonces tendremos m matrices elementales
Ei,Es,...,E,, correspondientes a cada operacion elemental realizada y de nuevo, por el Teorema [3.3.3] se
cumplira la siguiente igualdad

C = AEEs--- E,,.

Antes de comenzar con lo importante de la seccion, es crucial dar otra definiciéon importante, ya que méas

adelante nos sera de ayuda.

Definicion 3.3.4. El rango de una matriz A es la dimension del espacio generado por las filas de A y se denota

como rg(A).

La definicién anterior tiene conceptos que no se tratan en este trabajo, por lo que calcular el rango de una
matriz basandonos en ella esté fuera de nuestro alcance, sin embargo es posible calcularlo usando las operaciones

elementales.
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Proposicion 3.3.5. Sean A, B € M,,x,(F') tales que A es equivalente a B mediantes operaciones elementales

por filas. Entonces rg(A) = rg(B).
Demostracion. Ver en [GL14l p. 574]. O

El resultado anterior también se puede valer cuando hacemos una transformacioén con operaciones elementales
por columnas y ademés haciendo operaciones elementales, ya sea por columnas o renglones, no lo afecta en
absoluto. Gracias a esta proposicién podemos enunciar el teorema que nos ayudara a saber el rango de una

matriz usando herramientas que tenemos a la mano.

Teorema 3.3.6. Sea A € M,,xn(F) una matriz escalonada reducida. Entonces el rango de A es igual al nimero

de renglones distintos de cero en A.
Demostracion. Ver en [GL14, p. 574-575]. O

Notemos que por el momento mencionamos matrices con coeficientes en un campo F'. Sin embargo, a partir
de ahora buscamos trabajar tinicamente con el conjunto de los ntmeros enteros, Z, que claramente no es un
campo, asi que tendremos que definir una nueva forma de llevar una matriz no nula a una forma escalonada
por filas. Entonces, si trabajaremos con entradas en Z ;céomo podemos llegar a esta forma? Bueno, podremos

hacerlo mediante la reduccion modular de filas, la cual se define como sigue:
Definicion 3.3.5. Las operaciones modulares por filas de matrices son:
1. Intercambiar las filas R; y R;, que denotaremos por R; < R;.
2. Multiplicar una fila R; por —1, que denotaremos por R; — (—1)R;.
3. Dado k € Z reemplazar la fila R; por R; + kR;, con i # j, que denotaremos por Ry — R; + kR;.

A la aplicacion de estas operaciones modulares por filas a una matriz con entradas enteras para llevarla a una

matriz escalonada, se le conoce como reduccion modular de filas.

De forma analoga, podemos definir las operaciones modulares por columnas de matrices, las cuales las

representaremos con la letra C'.

Ejemplo 3.3.7. Hagamos la reduccion modular por filas de la siguiente matriz:

2 3 5 2 3 5 2 3 5 11 3 11 3
41 6 —]58 12 |—]113]—101-1]—]101 -1
5 8 12 0 5 4 0 5 4 0 5 4 0 0 9

En el proceso anterior hicimos los siguientes cambios de izquierda a derecha:

1) Intercambiamos Ry <+ Rs para posteriormente hacer Rs — Rs 4+ (—2)R1 y finalmente R3 — —Rs3.
2) Ry — Ry + (—3)Ry y después Ro — —Rs.

3) Intercambiamos Ry <> Ry y segquido eso Ry — Ro + (—2)R;.

4) Por 4ltimo hicimos R — R + (—5)Rs.
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Ademds, notemos que la matriz tiene rango 3.

A continuacion probaremos un resultado que nos muestra una relaciéon entre el maximo comun divisor y la

reduccion modular por filas de una matriz columna, que generalizaremos después a una matriz m X n.

Lema 3.3.8. Sean aj,as,...,a, € Z no todos nulos. Si d = (ay,as,...,a,) es el mdximo comin divisor de
aq d
a9 0

estos enteros, entonces la matriz columna puede ser reducida a la matriz por reduccion modular
an 0

por filas.

Demostracion. Hagamos la prueba por induccién matemética sobre n.

a
1. Caso base n = 2: Hagamos la reduccién por filas de la matriz columna "] Sead= (a1, az). Consi-

az
deremos las siguientes operaciones por filas

Ry — —R1sia; <0

R2 — —R2 si ao <O,

por lo que podemos suponer que a; y ag son positivos. Ademaés, haciendo después el siguiente intercambio

de filas
Ry <> Ry siag > ay,

podemos suponer que a; > ag. Supongamos entonces sin pérdida de generalidad que a; > as > 0.

Dado esto, por el algoritmo de la divisién existen enteros ki y r1 tales que a; = ask; + r1 con

0 < r; < az. Entonces, si hacemos la operacion modular Ry — Ry + (—k1)R2 tenemos la matriz columna

1 . . . . az . .
. Como 71 < a9, intercambiamos los renglones, obteniendo la matriz . Siry > 0, aplicando
a2 ™
una vez més el algoritmo de la division tenemos que as = r1ko + 12 con ko, 79 € Z enteros y 0 < 719 < ry.
. ., . 72
Haciendo la operacion modular Ry — Ry + (—k2) R, tenemos la matriz
™

Claramente el procedimiento que estamos realizando es el mismo que se realiza en la prueba del algoritmo

de Euclides, por lo que al continuar con este procedimiento al final habremos calculado el maximo comutn
d

0

divisor entre a; y ao, el cual es d, y por lo tanto obtenemos la matriz columna

Sean € N conn > 2.

2. H.I.: El resultado es valido para una matriz columna con n — 1 renglones.
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3. P.I.: La reducciéon modular por filas se hara de abajo hacia arriba y de la misma manera que en el caso

base. Recordemos que el Teorema nos permite hacer lo siguiente:

d=(a1,az2,...,6n-1,ay) = (a1,02,...,(an-1,0,)) = (a1,a2,...,dp_1) (3.14)
ai
donde d,,_1 = (an—1, an). Ahora consideremos la matriz columna ’ . Podemos suponer que a,,_1 y
Gn—1
QA

an son positivos ya que en caso contrario podemos realizar las siguientes operaciones por fila

R,_1——R,_1sia,-1<0

R, — —R, sia, <0.
Maés atin, haciendo
R, < Ry_ysian >an_1

podemos suponer que a,_1 > Q.

Supongamos asi, sin pérdida de generalidad, que a,,_1 > a, > 0, entonces por el caso base sabemos que
_1 dp_

., . Qp n—1
podemos usar reduccién modular para transformar la matriz en yeondy—1 = (an—1,an).
any, 0

Realizando estas mismas operaciones elementales, la matriz columna original quedara de la siguiente

ai
manera | g, |. Ahora, por la hipotesis de induccion se tiene que podemos hacer la siguiente reduccion
dn—l
0
modular

ai

d/
0
Ap—2 -
dn—l
0
0

donde d' = (ay,as,...,d,_1). Pero por la igualdad d = (a1,ag,...,d,—1). Por lo tanto d' = d,
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teniendo asi la reduccién buscada

a1 d

a9 0
_>

an 0

O

El anterior lema también es véalido para una matriz rengléon y haciendo operaciones modulares por columnas.
A continuacion probaremos un lema que nos ayudarad a comprender céomo el méaximo comun divisor de las
entradas de una columna no se vera afectado al hacer las operaciones modulares por filas; del mismo modo, no

se verd afectado el maximo comin divisor de las entradas de un renglon al hacer operaciones modulares por

columnas.
Lema 3.3.9. Sean ay,...,a, € Z nimeros enteros no todos nulos, i,j € {1,2,...,n} coni# j y XA un entero.
Entonces

(@1,...,a5,...,an) = (a1,...,0; + Aaj,...,a;,...,0p).
Demostracion. Sean aq,...,a, € Z ntimeros enteros no todos nulos, 4,j € {1,2,...,n} con i # j y A un entero.
Consideremos d = (a1,...,0;,...,0,) v d' = (a1,...,a; + Aaj,...,a;,...,an).
Como d = (a1,...,aj,...,a,), entonces d|a; para toda 1 <t < n, en particular se tiene que d|a; y d|a;. Por

inciso 4 del Teorema tenemos que d|Aa;, por consiguiente por el inciso 3 de dicho teorema sabemos que
dla; + Aa;. Asi, d es un divisor comtn de aq,...,a; + Aaj,...,a;,...,a,. Como d’ es el maximo comin divisor
de ay,...,a; + Aaj,...,a;,...,a, por el Corolario [3.1.3] concluimos que d|d’.

Ahora como d' = (a1,...,a;+Aaj,...,a;,...,a,), entonces d|a; paratodal <t <ncont # iy dl|a;+ Aaj,
en particular se tiene que dla; + Aa; y d'|a;. Por inciso 4 del Teorema tenemos que d’| — Aaj, entonces
por el inciso 3 de dicho teorema sabemos que d|a; + Aa; + (—Aa;) = a;. Asi, d’ es un divisor comun de
A1y iy @y - ooy Gy Como d es el maximo comin divisor de ay, ..., a4, . .., a;, ..., a, por el Corolario[3.1.3]
concluimos que d’|d.

Por inciso 1 del Teorema concluimos que |d’| = |d|. Pero el maximo comun divisor es siempre positivo,

por lo tanto d = d'. O

Estos dos lemas nos ayudaréan a probar el siguiente teorema que es un anélogo al Teorema [3.3.2| para el caso

de la reduccién modular:

Teorema 3.3.10. Toda matriz A = (a;;) € Myxn(Z) se puede transformar en una matriz escalonada por
filas R € M,,xn(Z) mediante operaciones modulares por filas. Ademds, si R es no nula con r renglones no
nulos y aly, ,...,a,, son sus entradas principales y dx, = (aig,,a2k;,---,amk,) para i = 1,2,...,7, se tiene
que a’lkl = d;cl, agki = dg, y a; € ZT parai = 2,...,r, es decir su primera entrada principal es el mdzimo
coman divisor de las entradas de la primera columna de A, y el resto de sus entradas principales son miltiplos

positivos del mdximo comun divisor de las entradas de la columna correspondiente de A.
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Demostracion. Si A es la matriz nula, es ya escalonada reducida. Supongamos entonces que A es una matriz no
nula.

Haremos la prueba por induccién sobre el nimero de columnas, i.e. sobre n.
1. Caso base n = 1: Se sigue del Lema [3.3.8]

Sea n > 1.
2. H.I.: Supongamos que el resultado es valido para matrices de n — 1 columnas.

3. P.1.: Sea A € M,;,xn(Z) no nula dada por:

ail a2 N A1n,

a1 a2 e a2n
A =

am1 Am2 ... Qmn

Consideremos la matriz A € Myxn—1(Z) que se obtiene de A quitando la columna n. Por la hipotesis
de inducciéon podemos aplicar operaciones modulares a A para obtener una matriz R e Myxn-1(Z)
escalonada reducida. Si R es nula, el resultado se sigue del Lema Si R es no nula y tiene 7 renglones no
nulos, sus entradas principales son de la forma a1 dy, , . . ., azdy, con o; € ZT,y di, = (a1k,, G2k, - - - Gk, ),
parat=1,2,...,7.

Caso 1. 7 =m.

Aplicando las mismas operaciones modulares a A tendriamos una matriz de la forma:

0 ...0 d, - @p1) O
0 ...0 agdy, C e AYg gy Oip
0 ...0 :

0O ...0 O 0 coo apdg, ... a;(nil) ak.,

que ya es una matriz escalonada de la forma buscada.
Caso 2. 7 < m.

Aplicando las mismas operaciones a A tendriamos una matriz de la forma:

0 ...0 d, - @1y Oin

0 0 aady, cee a’2(n_1) ay,

0 ...0

0 0 0 0 coadp, oAb, gy an, |- (3.15)
0 0 0 0 .. 0 a/(f+1)n

0 ...0 ;
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1 / = e e . — / = 2 1
Si Urg1yn = =a,,, = 0, ésta es una matriz escalonada de la forma buscada. Supongamos entonces

que azf Fiyno - .,al... no son todos nulos. Ahora, usando el Lema podemos transformar la matriz

@/(f+1)n D
a2f+2)n 0
columna, i ,con D = (az Ay ar..) v aplicando las mismas operaciones modulares
an.. 0
a la matriz [3.15] obtenemos
0 ...0 dg, @1y O
0 ...0 0 aodg, ... ... aé(nil) al,,
0 ...0
0 ...0 0 O coo o apdis . a;(n_l) ak, | - (3.16)
0 ...0 0 O 0 D
0 ...0
0 ...0 0 0 0 0
Por el lema previo, d,, = (a1p, - - -, @Gmn) = (@4, - - a5, D,0...,0) y asi d,, | D, por lo que D = o, d,, para

alguna «,, € Z. Ademas como D y d,, son positivos por ser méximos comunes divisores, se tiene que a,

también debe ser positiva. Asi, la matriz [3.16] es de la forma buscada.

Este ultimo resultado nos permite darnos una idea de cémo tiene que verse la "diagonal principal"de la
matriz escalonada al momento de hacer la reduccién modular.

En algebra lineal regularmente se utiliza el método de eliminacién de Gauss-Jordan para resolver un
sistema de ecuaciones lineales, el cual consiste en transformar una matriz en una escalonada. Mediante este
proceso se busca reducir el sistema a otro equivalente pero més sencillo de resolver, donde en cada ecuacién
aparezcan menos incognitas que en la ecuacion anterior; de esta forma al final podemos, en caso de que exista la
solucion, resolver el sistema, ya sea hallando una tnica solucién, o varias en el caso en que aparezcan parametros.

Antes de justificar lo mencionado anteriormente, daremos la notacion de la matriz aumentada.

Notacion 3.3.1. Sean A € Myun(Z) y B € Mywr(Z). La matriz aumentada de A y B es

a1 ai12 N A1n bll b12 N blk
a1 ag9 PN agn b21 bgg RPN bgk
ml Am2 ... (mn bml bm2 e bmk

y la denotamos por (A|B).
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Teorema 3.3.11. Sean A, R € M,,xn(R), B,B’ € M,,x1(R). Si (A|B) es equivalente por renglones a (R|B'),

entonces los sistemas de ecuaciones lineales AX = B y RX = B’ tienen las mismas soluciones.

Demostracion. Ver en el libro [GL14) p. 486]. O

En particular, si A,R € My, xn(Z), B,B" € M,,x1(Z) y (R|B’) se obtiene de (A|B) mediante operaciones
modulares, tenemos que (A|B) es equivalente por renglones a (R|B’), y por el teorema anterior AX = By
RX = B’ tienen las mismas soluciones, de modo que las soluciones enteras de AX = B seran las mismas que
las soluciones enteras de RX = B’. Basados en este resultado, podriamos usar el método de Gauss-Jordan para
buscar las soluciones en los sistemas de ecuaciones diofantinas, sin embargo el resultado no es tan satisfactorio
como lo es en el caso de sistemas de ecuaciones con coeficientes en un campo. A continuacién ejemplificaremos

lo mencionado anteriormente.

Ejemplo 3.3.12. Consideremos el siguiente sistema de ecuaciones lineales diofantinas:

2 4 5\ [z 2
31 8| |yl=|>5 (3.17)
5 8 12/ \z 3

Usando el método de Gauss-Jordan con operaciones modulares llegamos a lo siguiente:

2 4 5|2 1 -3 3 3
31 8|5 =1 0 1 2 8
5 8 12 | 3 0 0 7|28

teniendo asi las siguientes ecuaciones:
r—3y+32=3

y+22=28

Tz = 28.

De la iltima ecuacion se deduce que z = 4, sustituyendo este valor en la ecuacion previa y despejando tenemos
quey = 8—2z = 8—2(4) = 0, finalmente de la ecuacion anterior se tiene que © = 3+3y—3z = 3+3(0)—3(4) =
—9. Asi, la tnica solucion del sistema es (—9,0,4).

Ahora consideremos el siguiente sistema de ecuaciones lineales diofantinas.

x
31 4 2

y| = (3.18)
729 5

z

Una vez mds, usando el método de Gauss-Jordan llegamos a lo siguiente:

3 1 412 1 0 1| 1
7T 2 915 01 1| -1
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donde obtenemos las siguiente ecuaciones:
r+z=1

y+z=-1

Si damos a z el valor entero que elijamos, i.e. hacemos z = t1 € Z entonces las soluciones al sistema[3.18 estdn
descritas por x =1 —t1, y = =1 —t1 y 2 = —t1, donde t1 € Z estd fijo. Notemos que x,y y z son nimeros
enteros, por lo que logramos conseguir soluciones en los numeros enteros.

Consideremos ahora el siguiente sistema, similar al anterior, sequido de la reduccion obtenida por el método de

Gauss-Jordan usando operaciones modulares:

X
2 1 4 17 2 1 4 17 1 —4 —14 | —21
y | = ) -
-5 2 6 ~13 -5 2 6 | —13 0 9 32 59
z

Ast, conseguimos las siguientes ecuaciones:

r—4y—14z = =21
9y +32z = 59
Si elegimos z = t1 € 7Z entonces la sequnda ecuacion nos quedaria como 9y + 32t1 = 59, la cual a final

de cuentas es una ecuacion lineal diofantina a resolver de dos incdgnitas. Sabemos como resolverla, pero una
vez resuelta habria que analizar cudles de las soluciones nos sirven para dar solucion también a la ecuacion
diofantina x — 4y — 14z = —21. Notamos entonces que el proceso podria volverse tedioso para mds ecuaciones o
mds incognitas, ya que al hacer la reduccion de las matrices quizds obtengamos diversas ecuaciones diofantinas
con mds incognitas y de acuerdo a lo que estudiamos en la seccion anterior simplemente encontrar la solucion

de una de ellas, sin pensar aun en la solucion comun o todas, puede ser muy laborioso.

El ejemplo anterior nos permite percatarnos que intentar resolver un sistema de ecuaciones lineales diofan-
tinas por el método de Gauss-Jordan no siempre resolvera por completo el problema, pues podremos obtener
ecuaciones diofantinas con una buena cantidad de incognitas y el capitulo anterior nos hizo ver que no es trivial
encontrar soluciones a ecuaciones de mas de dos incognitas. Debido a lo anterior, necesitamos encontrar condi-
ciones para que un sistema de ELD tenga soluciones enteras y ademéas un método que nos permita resolverlos
sin toparnos con mas ecuaciones a resolver.

A continuacion enunciaremos una condicién equivalente para que un sistema de ELD AX = B tenga solu-
ciones enteras y a su vez exhibiremos como se ven, en caso de que existan, todas sus soluciones. Después de ello,

veremos algunos ejemplos aplicando el resultado.

Teorema 3.3.13. Sea A € M,,«n(Z) una matriz con coeficientes enteros. El sistema AX = B tiene soluciones
enteras si y sdlo si el sistema R'K = B tiene soluciones enteras, donde R € My« (Z) es una matriz escalonada
por filas obtenida mediante la reduccion modular por filas de At. Mds ain si (AY|L,xn) se reduce mediante

operaciones modulares a (R|T), entonces todas las soluciones de AX = B son de la forma X = T'K, con K
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una solucion entera del sistema R'K = B.

Demostracion. Sea A € M,,x,(Z) una matriz con coeficientes en los enteros. Por el Teoremasabemos que
podemos hacer una reduccién modular por filas de (A*|T,,x,) para obtener (R|T), realizando ciertas operaciones
elementales por filas e;,es,..., e, donde R es una matriz escalonada por filas de n x m. Notemos que dado
el procedimiento, 7" es la matriz n X n que se obtiene de I, al realizar e, ez,..., €, y por el Teorema [3.3.3]
si Fh, Fs, ..., E; son las matrices elementales correspondientes a ej,eo,...,e; respectivamente, tenemos las

igualdades de matrices
R=E;---EyEy A", T=E - EyE I, =E - EE,

teniendo asi que R = T'A'. Entonces por propiedades de la matriz transpuesta tenemos que Rf = AT*.
Notemos entonces que la ecuacion RK = B se puede reescribir como AT'K = B.

Asi, si X; = T'K con K una solucién entera del sistema R'K = B, tenemos que A(T'K) = (ATH)K =
R'K = B, por lo que X; resulta ser una solucién entera del sistema AX = B.

A lainversa, si X es una solucién entera del sistema AX = B, tenemos que AX; = B. Por otro lado, dado que
T es un producto de matrices invertibles, por la observacién m T es invertible y en consecuencia T también
lo es, entonces podemos expresar a X; como X; = T!(T?)71X;. Ademas R'((T?)"'X;) = (RY(TH )X, =
AX, = B por lo que al hacer K1 = (Tt)_le se tiene que X; = T*K; con K; una soluciéon entera del sistema

R'K = B. O

Observacion 3.3.14. Notemos que en el Teorema se obtienen las soluciones de un sistema AX = B, a
partir de las soluciones del sistema R'X = B, donde R es una matriz escalonada por filas obtenida mediante la
reduccion modular de At. Pero aplicar operaciones modulares por renglones en At es lo mismo que aplicar dichas
operaciones modulares por columnas en A, entonces el método descrito en el Teorema[3.3.13 usa la reduccion
por columnas de la matriz de coeficientes, en lugar de la reduccion por renglones que ocupamos en el método de

Gauss-Jordan.
Veamos algunos ejemplos:
Ejemplo 3.3.15. Consideremos el primer sistema trabajado en el Ejemplo[3.3.12;:
2z; +4xy + bxz = 2

3x1 +x2+8x3 =5

5r1 + 8xg + 1223 = 3

entonces siguiendo los mismos pasos que en el Ejemplo[3.3.7 para escalonar la matriz obtenemos lo siguiente

23 5|1 00 11 3 3 0 -1
41 8|10 10 -1 0 1 -1 | =5 0 2
5 8 12 |0 0 1 0 0 9 27 -1 -10
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donde
1 1 3 3 0 -1
R= o1 -1 1, T = -5 0 2
0 0 9 27 -1 =10

Siguiendo el resultado del Teorema veamos si el sistema R'K = B tiene soluciones enteras. Escribiendo

el sistema de forma matricial tenemos

1 0 0 k1 k1 2
REK=|1 10 ke | = ki + ks =[5 =5
3 -1 9 ks 3k1 — ko + 9k3 3

Teniendo de esta forma que k1 = 2, ko = 3 y k3 = 0. Como R'K = B tiene una solucion entera, entonces por

el Teorema[3.3.13 el sistema AX = B también tiene una solucion entera y estd dada de la siguiente manera

3 =5 27 2 -9
X=TK = 0 0 -1 3 | = (I
-1 2 —10 0 4
por lo que la terna x1 = —9, xo = 0 y x3 = 4 es una solucion entera al sistema de ecuaciones inictal tal y como

lo vimos en el Ejemplo[3.3.13.

Revisemos en sequida la ultima ecuacion vista en el Ejemplo

2x1 4+ x9 + 4z = 17

=51 4 229 + 623 = —13

Al hacer la reduccion modular por filas de la matriz A® obtenemos lo siguiente

2 =5 {1 00 1 2 0 1 0
1 21010 |—=]101]|-1 —-14 4
4 6|0 0 1 0 0 2 32 -9
donde
1 2 0 1 0
R=10 11, T=1] -1 —-14 4
0 0 2 32 -9
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con lo que tenemos que ki = 17, ko = —47 y ks € 7Z. Asi, entonces el sistema AX = B tiene soluciones enteras

y vienen dadas por la ecuacion X = T*K, por lo tanto:

0o -1 2 17 A7 + 2ks
X=T'K=|1 —14 32 —47 | = 675 4 32ks
0 4 -9 ks —188 — 9k

Gracias a estos ejemplos podemos observar lo siguiente: el primer sistema pudo resolverse completamente usan-
do el Teorema aungque usando el método de Gauss-Jordan en el Ejemplo resulto un poco mds
sencillo llegar a las soluciones. Observemos que en este caso la matriz A, tiene rango 3, que es igual al nime-
ro de incognitas; por otra parte en el seqgundo ejemplo, hacerlo por el método de Gauss-Jordan resultaria mds
complicado, ya que tendriamos que resolver mds ecuaciones diofantinas para calcular la solucion general del
sistema, lo cual evitamos al utilizar el Teorema[3.3.13. En este caso notamos que el rango de A es 2, mientras
que el numero de incognitas es 3.

Analicemos entonces que cuando el rango de la matriz asociada a un sistema de ecuaciones lineales diofantinas

es menor al numero de incognitas resulta mds viable resolver el sistema utilizando el Teorema[3.3.13

Si consideramos un sistema de m ecuaciones con n incognitas en el que al menos una ecuacién no cumple las
condiciones para que existan soluciones, entonces el sistema no tendra soluciones. Sin embargo, el hecho de que
cada una de las ecuaciones del sistema tenga soluciones al analizarlas por separado, no implica autométicamente

que el sistema tenga soluciones. A continuaciéon ejemplificaremos lo dicho anteriormente.

Ejemplo 3.3.16. Consideremos el siguiente sistema

5T + 6y = 2

9z +4y =3

Notemos que la ecuacion 5x+6y = 2 tiene soluciones, pues el mdzimo comin divisor de los coeficientes (5,6) = 1

divide a 2. De manera andloga la sequnda ecuacion 9z + 4y = 3 tiene solucion ya que (9,4) = 1 divide a 3.

5 9110
Para resolver el sistema, escalonemos la matriz
6 4|0 1
5 910 1 =5 | -1 1
%
6 40 1 0 34 6 -5
por lo tanto tenemos que R es la matriz
1 =5
R=
0 34

Veamos si el sistema RPK = B tiene solucion.
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. 1 0 k1 k1 2
R'K = = =
-5 34 ko —5k1 + 34k; 3
Teniendo asi que k1 = 2 y —bky1 + 34ke = 3, lo que significa que 34ks = 13. Pero no existe ko € Z un entero tal

que 34ky = 13, de esta forma por el Teorema[3.5.13 el sistema

5T 4+ 6y =2
9z + 4y =3
no tiene soluciones enteras.
Consideremos ahora el sistema
Sx + 6y = b1
9z + 4y = by

con by, by € 7 numeros enteros arbitrarios. Seria natural preqguntarnos lo siguiente: jcudndo este sistema tiene

soluciones? es decir ;para qué valores de by,by € Z el sistema anterior tiene solucion?

Dado que ya calculamos R, por el Teorema tenemos que ver cudndo R'K = B tiene soluciones

enteras. Entonces tenemos lo siguiente

RtK o 1 O kl o kl . bl
-5 34 ko —5k1 + 34ko ba

Por lo tanto si el sistema anterior tiene solucion entera k1 = by y —bk1 + 34ks = by. Notemos entonces que en
principio ki = by podria ser cualquier nimero entero, luego como 34ks = by + 5b1, ko seria un numero entero

sty solo si 34 dividiera a by + 5by.

Notemos que el par by = 4ky y by = 6k es una solucion particular, pues 4ks + 5(6ks) = 34ks. Ast, por el
Teorema[I-3.]) las soluciones van a estar dadas de la siguiente forma

by =4ky + 5s

bl = 6k'2 — S
donde ko, s € 7 son nuimero enteros arbitrarios. Por lo tanto el sistema

5z 4+ 6y = by

9z + 4y = by

tiene soluciones enteras si y solo si by = 6ky — s y bo = 4ky + 5s, para ko, s € Z. De esta manera, regresando al

sistema R'K = B obtenemos entonces que ki = by = 6ky — s y by = 4ko + 5s. Notemos que k1 € Z y ademds
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ko, s € Z también son enteros arbitrarios, por lo que el sistema

5z 4 6y = 6ko — s

9z + 4y = 4ko + 5s
tiene soluciones enteras con ks, s € Z arbitrarios y son de la forma X = T*K, esto es

X - Tl — -1 6 6ky — s B s
1 -5 k?Q kg — S

Si sustituimos en el sistema tendremos que se satisface que sean soluciones:

55 4 6(ko — s) = bs + ko — 65 = Gko — s

9s 4+ 4(ky — s) = 9s + 4ky — 4s = 4ko + bs.

Hagamos un ejemplo mds concreto; consideremos ko = 7 y s = —3, entonces el sistema a resolver es el siguiente
5r + 6y = 45
9z + 4y = 13,

entonces por el resultado anterior las soluciones deben ser x = —3 y y = 10, en efecto, pues 5(—3) +6(10) = 45

y 9(—3) +4(10) = 13.

El ejemplo anterior nos ayuda a darnos cuenta de dos puntos importantes: el primero es que el hecho de
que cada ecuacion por si sola tenga soluciones enteras, no necesariamente implica que el sistema va a tener
soluciones enteras; y el segundo punto es la importancia de los elementos constantes b; € Z, ya que de ellos
depende si el sistema tiene o no soluciones.

Al finalizar la seccién anterior prometimos que el resultado de ésta también nos podria servir para encontrar
soluciones de ecuaciones lineales diofantinas de n incoégnitas. Apliquemos entonces el procedimiento anterior a

un sistema con una sola ecuacién diofantina, la ecuaciéon del Ejemplo |3.2.1

Ejemplo 3.3.17. Consideremos la siguiente ELD:
18z + 24y + 36z + 63w = 12

Notemos que tenemos la matriz A = (18 24 36 63), entonces el sistema a escalonar es el siguiente

811 0 0 0
2410 1 0 0
36 |10 0 1 0
63 |0 0 0 1
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En la seccion anterior calculamos el mazimo comin divisor entre 18,24,36 y 63 que es igual a 3 o dicho de

3
0
otro modo (18,24,36,63) = 3, entonces por el Lema|3.3.8 tenemos que R es la matriz columna R = ,
0

0
por lo tanto para comprobar la existencia de las soluciones enteras, tenemos que ver qué sucede con la ecuacion

R'K = B, entonces
k1
t k2
RK:(B 0 0 0) =(Bk)=(12)=B
k3
k4
teniendo asi que k1 = 4 y ko, ks y kg pueden tomar cualquier valor en los enteros. Por lo que la ecuacion tiene
soluciones enteras (ya lo habiamos visto anteriormente) y vienen dadas de la forma X = T'K. Falta calcular

T, ast que para ello es necesario escalonar el sistema antes mencionado. Realizando la reduccion modular por

filas tendremos lo siguiente:

811 0 0 0 3 4 -4 -1 1
24 10 1 0 0 0(-9 9 2 =2
%
36 |0 0 1 0 0 4 -3 0 0
63 |0 0 0 1 0(-2 0 1 0
Entonces las soluciones vienen dadas por:
4 -9 4 =2 4 16 — 9ky + 4ks — 2ky
-4 9 =3 0 k —16 + 9ko — 3k
X T — 2 | _ 2 3
-1 2 0 1 ks —4+ 2ko + Ky
1 =2 0 0 ky 4 — 2ko

donde

$:16—9/€2+4k’3 —2k4
y:—16+9]€2—3k5
Z:74+2k2+k4

w =4 — 2](12

son las soluciones a la ELD dada, con ko, k3, ky € Z.
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3.4. Forma normal de Smith en 7Z

En los ejemplos de la seccién anterior, ver que el sistema R‘K = B tiene soluciones enteras fue sumamente
sencillo ya que todo se redujo a resolver ecuaciones de una sola incognita en Z viendo si un niimero es divisible
por otro o no. Ademaés notamos que por el método tradicional visto en algebra lineal escalonamos por renglones
para conocer las soluciones de nuestro sistema y en el Teorema [3.3.13] escalonamos por columnas para saber
cuando un sistema tiene soluciones enteras obteniendo también una férmula explicita de ellas. Dicho esto,
seria una buena idea trabajar con operaciones modulares por filas y por columnas al mismo tiempo. Para ello

consideremos el siguiente ejemplo, donde ademés de escalonar por filas, también escalonaremos por columnas.

Ejemplo 3.4.1. Consideremos a A € May3(Z) una matriz de 2 X 3 con coeficientes en Z de la siguiente forma.

3 1 4
A:

7T 2 9

Hagamos la reduccion modular por filas y por columnas.

3 1 4 0 1 0 1 0 0 1 00 1 0 0
— — — —

7T 2 9 1 2 1 2 11 0 1 1 01 0

De izquierda a derecha hicimos las siguientes operaciones:
1) Primero C1 — 3Cs y C3 — 4C5.

2) Luego un intercambio de columnas Cy <> C.

3) Luego Ry — 2R;.

4) Por dltimo hicimos Cs — Ca.

Ademds, siguiendo la idea del Teorema [3.3.3, al aplicar las mismas operaciones modulares por filas que
aplicamos a A pero ahora a la matriz identidad I € Ma(Z), obtenemos una matriz invertible L € My(Z) .
Andlogamente, al aplicar las mismas operaciones modulares por columnas que aplicamos a A pero ahora a la
matriz identidad I € Ms(Z), obtenemos una matriz invertible R € Ms(Z). En este caso R y L estin dadas de

la siguiente forma:

0 1 -1
1 0
-2 1
0 0 1

Asimismo, por el Teorema[3.3.5 podemos escribir a la matriz D de la siguiente forma

D = LAR.

A esta matriz D se le conoce como la forma normal de Smith de A.

Generalizando lo escrito en el anterior ejemplo, lo que buscamos probar en esta secciéon es que dada una

matriz A con coeficientes en Z, mediante operaciones modulares por columnas y filas podemos obtener una
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matriz D tal que d;; # 0 cuando 1 <4 = j <r, donde r es el rango de la matriz A, y d;; = 0 en cualquier otro
caso. Ademaés, al aplicar estas operaciones modulares vamos a obtener matrices invertibles tales que D podemos
escribirla como un producto de la matriz original con ellas. Dicho de manera méas formal, si tenemos una matriz

A € My, xn(Z), entonces van a existir matrices invertibles L € M,,,(Z) y R € M, (Z) tales quﬂ

d 0 ... 0 ... 0 O
0 do ... 0 ... 0 O
LAR=D=|0 0 ... d ... 0 O
0
0 0 0
0 0 ... 0 0

donde r = rg(A), d; > 0, para toda 1 < i < r y d;|d;11 para toda 1 < i < r . Esta tltima condicién es
importante al probar el resultado, porque al hacer operaciones modulares por filas y columnas podemos llegar
a una matriz como la antes descrita donde cada entrada d;; sea distinta de cero pero donde quizas no se cumpla
esta condicién de divisibilidad. Por ello debemos ser cuidadosos al hacer la reduccién modular con el fin de
lograr que se cumpla esta condicion.

La idea de la prueba es la siguiente: primero, mediante operaciones modulares por filas y columnas de nuestra
matriz, conseguir que el maximo comun divisor de todas las entradas de la matriz A aparezca en una entrada de
la matriz; posteriormente, mediante intercambios de filas y columnas, llevarlo a la posicion 11; luego, realizando
operaciones modulares, llegar a una matriz donde toda la fila 1 y columna 1 sean 0 salvo el coeficiente de la
posicion 11. De esta manera, obtendremos una matriz en la que el elemento 11 dividira a cada entrada de la
matriz. Continuando con este proceso lograremos obtener la matriz D buscada.

Pero antes de dar la prueba formal sobre la forma normal de Smith en Z necesitaremos algunas herramientas

que nos permitan simplificar la prueba; para ello comencemos dando la siguiente notacion.

Notacion 3.4.1. Sea A € My, xn(Z) no nula. Denotaremos al mdximo comin divisor de todas las entradas de
A como

d(A) = med{a;;|1 <i<m,1<j<n}

Observacion 3.4.2. Sea A € M,,xn(Z) una matriz no nula y d(A) el mdrimo comin divisor de todos los
coeficientes en A. Entonces al aplicar operaciones modulares por renglones y/o columnas obtendremos una

matriz B tal que d(B) = d(A).

Demostracion. El hacer intercambio de filas o de columnas no altera a d(A) ya que no cambia la coleccion de
entradas de la matriz, solo el orden en que aparecen; multiplicar por —1 a alguna columna o alguna fila tampoco

lo altera gracias a la generalizacion del Lema[I.2.1] Finalmente sumar a una fila el maltiplo de otra o sumar una

1La matriz describe el caso general, sin embargo notemos que, dado que n y m no necesariamente son iguales, puede ser que no
aparezcan los renglones de ceros, o bien las columnas de ceros.
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columna el multiplo de otra columna no cambia el maximo comin divisor de las entradas de la matriz debido

al Lema [3.3.91 O

El siguiente resultado nos permite transformar una matriz A € M,,«,(Z) a una matriz B € M,,«,(Z) por
medio de operaciones modulares por filas y columnas de tal manera que la entrada de valor absoluto minimo
de B, el cual llamaremos t(B), es d(A). Este resultado sera fundamental al probar el teorema relacionado con

la forma normal de Smith. Una prueba similar puede ser encontrada en [SM].

Lema 3.4.3. Sea A € M,,xn(Z) una matriz no cero con coeficientes enteros y d(A) el mdzimo comin divisor
de todos los coeficientes de A. Usando operaciones modulares por filas y/o columnas podemos transformar a la
matriz A en una matriz B = (b;;) € Mpyxn(Z) de tal forma que t(B) = d(A), donde t(B) es el elemento de

minimo del conjunto {|b;;|: b;; #0,1 <1 <m,1<j<n}.

Demostracion. Sea A € M, «n(Z) la matriz no nula

a11 a2 ... Qin

a21 as2 e aon
A =

am1 QAm2 cee Qmn

Consideremos el conjunto S = {|a;;| : a;; # 0,1 <i <m,1 < j <n}. Notemos que S C N, asi por el Principio
del Buen Orden S tiene un elemento minimo. Llamemos a ese elemento ¢(A). Claramente ¢(A) > d(A), entonces

usemos induccion sobre ¢(A).

1. Caso base t(A) = d(A): En este caso basta dejar la matriz A como esta, es decir considerar B = A.

Consideremos t(A4) > d(A).

2. H.I.: Supongamos que el resultado es valido para una matriz C € M,,x,(Z) tal que d(C) = d(A)
y t(C) < t(A), es decir que si C € M, xn(Z) tal que d(C) = d(A) y t(C) < t(A), usando operaciones
modulares por filas y/o columnas podemos transformar a la matriz C' en una matriz B = (b;;) € My, xn(Z)

de tal forma que t(B) = d(A4).

3. P.I.: Sea t(A) = |asy|- Si as, > 0 entonces |asy| = asy, de otra manera podemos hacer la siguiente

operacion Ry — (—1)Rs. Por lo tanto supongamos que t(A) = agy.

Observemos que si t(A) | a;; para todas ¢ € {1,...,m}, j € {1,...,n}, entonces t(A) seria un divisor
comun de las entradas de A, y asi t(A) | d(A), lo que es una contradiccion ya que t(A) > d(A4) > 0. En

consecuencia existe una entrada de A que no es dividida por t(A4) = agy.

Consideremos ahora dos casos, uno donde existe una entrada de A que no es dividida por t(A) = agy, y
que se encuentra en la misma fila o columna que ag, y el otro donde existe una entrada de A que no es
dividida por ¢(A) = as, pero todas las entradas de la fila s de A y todas las entradas de la columna u de

A son divididas por (A4) = ag,.
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a)

Caso 1: Supongamos que existe una entrada ag; de A, con 1 <k <my 1 <1 <n,tal que agy, { ag,
con k = s ol = u. Sin pérdida de generalidad supongamos que | = u.

Por el algoritmo de Euclides existen enteros q y r tales que agy = qagy, +7 con 0 < r < ag,. Haciendo
la operacién modular por filas Ry — R, — qRs restaremos a ay, ¢ veces ag,, obteniendo asi como
resultado una matriz C con entrada ku igual a qas, + 7 — qasy, = r. De esta forma, conseguimos
una matriz C tal que d(C) = d(A) (por la Observacion y ademéas como r < ag, tenemos que
t(C) < r < ag, = t(A), entonces por la hipotesis de induccion, podemos transformar la matriz C a
una matriz B tal que t(B) = d(A4).

Caso 2: Supongamos que existe una entrada ag; de A, con 1 <k <my 1<l <n, tal que as, tax
pero de modo que todas las entradas de la fila s de A y todas las entradas de la columna v de A son
divididas por agy,.

Veamos primero que mediante operaciones modulares podemos hacer cero el resto de las entradas en
la columna y la fila donde se encuentra ag,,-

Para ello consideremos primero una entrada a;, con i # s, como por hipotesis ag, divide a a;,
entonces existe o € Z tal que a;, = aag, luego la operacion por filas R; — R; — aR, transforma la
entrada iu en cero; realizando esto para toda i # s obtenemos una matriz donde la columna u es cero
salvo por el elemento ag,, notemos que estas operaciones no modifican el rengléon s de la matriz, por
lo que en la nueva matriz todas las entradas de la fila s de A son divididas por ag,.

De igual forma, consideremos ahora una entrada de la matriz obtenida as;, con j # w, como por
hipotesis ag, divide a as; entonces existe 8 € Z tal que as; = Bas, y realizando la operacion por
columnas C; — C; — 8C, hacemos cero la entrada sj. Asi, realizando esto para toda j # u obtenemos
una matriz B cuya fila s y cuya columna u es cero, salvo por ag,.

Ademés, la matriz B obtenida es tal que d(B) = d(A) por la Observacion [3.4.2y ademas t(B) < t(A),
dado que by, = asy, = t(A).

Por otro lado sabemos que d(B) < ¢(B), y como d(B) = d(A) esto es equivalente a que d(A) < t(B).
Si ¢(B) = d(A) entonces acabamos la prueba. Si d(A) < t(B) no es posible que b, divida a toda
entrada de B pues si lo hiciera seria un divisor comin de las entradas de B y tendriamos que
bsw < d(B) y en consecuencia t(A) = ag, = bsy < d(B) = d(A), lo que contradice nuestra hipdtesis
de que t(A) > d(A). Existe entonces una entrada by, tal que bg, { by, con t # sy v # u ya que
la fila s y la columna u de B es cero, salvo por la entrada su. Haciendo la operacion por filas en
B R, — Rs; + R; tendremos una nueva matriz C, en la que cg, = bsy + by Dado que by, = 0 por
construcciéon tenemos que cg,, = bgy, entonces t(C) < cg, = bsy, = t(A). No obstante, la entrada
Csy = bsy + bty = bry, ya que bs,, = 0 por construccién. Entonces se tiene que cgy = bgyy ¥ qUE Cgpy = iy
con by 1 by, s decir cgy 1 ¢sp. Asi, como en el caso 1, podemos hacer operaciones modulares para
transformar C' en una matriz D de tal forma que ¢(D) < t(C) < t(A), con d(D) = d(A). Finalmente,

por hipotesis de induccion, podemos transformar D en una matriz B’ tal que t(B’) = d(A).
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Ahora que ya tenemos lo necesario veamos el ultimo teorema del capitulo, que enuncia la forma normal
de Smith en Z. Cabe mencionar que el resultado se puede generalizar a matrices sobre un dominio de ideales
principalesﬂ el lector interesado puede revisar la prueba para dominios euclidianos, que es similar a la que se

dar4 en este trabajo, en [Ja85, p. 181-183].

Teorema 3.4.4. Sea A € My, xn(Z). Ezxisten matrices invertibles L € M, (Z) y R € M, (Z) tales que

d 0 ... 0 ... 0 O
0 do ... 0 ... 0 O
LAR=D=|(0 0 ... d ... 0 O
0
0 0 0
0 0 ... O 0

con dy = d(A), r =rg(A), d; >0, para toda 1 <1 <r yd;|di+1 para toda 1 <i <r. A D sele llama la forma
normal de Smith de A.

Demostracion. Si A es la matriz nula, entonces el resultado es evidente, supongamos entonces que A es una

matriz no nula.

Haremos la prueba por induccién sobre el niimero de columnas, i.e. sobre n.

1. Caso base n = 1: Se sigue del Lema [3.3.8]

Sean > 2.

2. H.I.: Supongamos que el resultado es valido para matrices de n — 1 columnas.

3. P.I.: Sea A € M,;,%»(Z) no nula dada por:

a1 ai2 N A1n

a921 as9 N a9n
A =

am1  Am?2 ce. Omn

Por el Lema podemos transformar la matriz A en una matriz A’, por medio de operaciones modulares

2Un dominio de ideales principales es un dominio entero donde todos sus ideales son principales (i.e. estan generados por un
elemento).
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por filas y columnas, dada de la siguiente forma

/ i /

ay, Gy ... ai,
! i /

o Qg1 Qo2 ... QGogy
! / !

aml amQ amn

de tal manera que alguna entrada a;j de A’ cumpla que agj =d(A)conl1<i<myl<j<n.Pormedio
de las siguientes operaciones R; <+ R; y C; <> C; podemos mandar al coeficiente a; = d(A) ala posicion

11, para obtener la nueva matriz

d(A) by bin
b21 b22 b2n

B =
bml bm2 bmn

Notemos que gracias a que B se obtuvo de A mediante operaciones modulares, cada entrada de B es
combinacion lineal de ciertas entradas de A, por lo que d(A) divide también a cada entrada de B. En
particular se tiene que d(A) divide a todas las demés entradas del primer renglon y a todas las demés
entradas de la primera columna, entonces sumando a las columnas 2,...,n multiplos adecuados de la
primera columna y sumando a los renglones 2,..., m multiplos adecuados del primer renglon (de modo

analogo a lo que se hizo en el caso 2 del Lema|3.4.3) tenemos la siguiente transformacion:

d(A)  bo bin d(4) 0 0
b1 b2 bon, 0 C22 Can
%
bml bm2 bmn 0 Cm2 Cmn

Llamemos T a la matriz formada por las entradas ci;, es decir a la matriz que se obtiene quitando el primer
renglon y la primera columna de la tltima matriz descrita. Notemos que cada cj; es una combinacién lineal

de las entradas de B y es por tanto dividida por d(A). Por hipétesis de inducciéon tenemos la siguiente
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transformacion:

d(A) 0 0 0 0

0 ds 0 0 O
d(4) 0 0
0 C22 Con

— 0 0 dy, 0 0|=D
0

0 Cm2 --- Cmn

0 0 0

0 0 0 0

con dy = d(T), r—1 =rg(T), d; > 0, para toda 2 < i < r y d;|d;y+1 para toda 2 < i < r. Llamemos
d(A) = d;. Dado que ds es el maximo comin divisor de las entradas ¢k, como d; = d(A) divide a cada

cki, entonces dj | dy y por hipotesis de induccion d; | d; 41 para cada 2 < i < r — 1. Ademas

d(4A) 0 0
C29 N Con
0 C22 N Con . .
rg(A) =rg ) o _ =1+rg| : . =14+r9g(T)=1+(r—-1)=r.
Cm2 Cmn
0 Cm2 Cmn
Sean eq, ea,...,e; las operaciones modulares por renglones y €}, €5, ..., efl las operaciones modulares por
columnas que aplicamos a A para obtener la matriz D. Consideremos Ey, Es, ..., Ey y E1, Ey, ..., E, las

matrices elementales correspondientes. Definamos L = E; ... EoEy y R = E1E; - -+ E;. Por construccion
tenemos que L y R son matrices invertibles pues son productos de matrices elementales, que son invertibles

por la Observacion

Finalmente, por el Teorema [3.3.3] se cumple que

D=E, ---E;E\AE|E}---E, = LAR.

es decir
d 0 ... 0 ... 0 O
0 ds 0 0 0
LAR=D=|0 0 ... d ... 0 O
0
0 0 0
0 0 0 0
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Usando la forma normal de Smith escribamos un resultado similar al Teorema [3.3.13]

Teorema 3.4.5. Sea A € M,,«n(Z) una matriz con coeficientes enteros. Entonces el sistema AX = B tiene
soluciones enteras si y solo si el sistema DK = LB tiene soluciones enteras, donde D € M, «n(Z) es la forma
normal de Smith de A y L € M,,(Z) es una matriz invertible obtenida al realizar operaciones modulares por
renglones en A. Mds ain, todas las soluciones de AX = B son de la forma X = RK, con K una solucion
del sistema DK = LB y R € M,(Z) es una matriz invertible obtenida al realizar operaciones modulares por

columnas en A.

Demostracion. Sea A € My, x,(Z) una matriz con coeficientes en los enteros. Por el Teorema sabemos que
existen matrices invertibles L € M,,(Z) y R € M,(Z) tales que D = LAR, donde D es la forma normal de
Smith de A.
Consideremos X7 = RK con K una solucion entera del sistema DK = LB. Veamos que X7 es una solucién
entera de AX = B. Sabemos que AX; = A(RK) = (AR)K, ademas D = LAR y como L es invertible
L='D = AR. Entonces

AX, = A(RK) = (AR)K = (L"'D)K = L™ (DK).

Pero por hipotesis DK = LB, entonces
AX, =L Y(DK)=L"YLB)=(L"'L)B =B,

por lo que X7 resulta ser una solucion entera del sistema AX = B.

A la inversa, si X7 es una solucion entera del sistema AX = B, tenemos que AX; = B. Por otro lado dado
que R es invertible entonces podemos expresar a X; como X; = (RR™!)X; = R(R7'X;). Notemos que R~}
es al igual que R un producto de matrices elementales obtenidas por operaciones modulares, por lo que sus

entradas son enteras. Veamos ahora que K; = R~'X; es una solucién entera de DK = LB. Tenemos que
DK, =D(R'X,)= (DR )X,
y como D = LAR y R es invertible sabemos que DR~ = LA, asi
DK, = (DR )X, = (LA)X; = L(AX,).
Finalmente, como por hipotesis AX; = B, concluimos que
DK, = L(AX,)=LB

probando que K; = R~' X es una solucién entera de DK, = LB.
O

Notemos que el teorema anterior tiene una estructura similar a la del Teorema [3.3.13] pero en esta ocasiéon
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ademas de trabajar con operaciones modulares por renglones también consideramos las operaciones modulares
por columnas, mismas que quedan codificadas en la matriz R que se menciona en el enunciado. Por otra parte, en
el Teorema las soluciones enteras del sistema AX = B se relacionan con las soluciones enteras del sistema
R'K = B, mientras que en el resultado anterior se relacionan con las del sistema DK = LB. Cabe mencionar
que el Teorema puede ser encontrado en el articulo [La96], aunque con una redacciéon distinta. El cambio
en dicha redaccion se realiz6 para que fuera analogo al Teorema y se lograra una mayor consistencia en
el presente trabajo.

Hagamos un ejemplo para ilustrar el Teorema |3.4.5

Ejemplo 3.4.6. Consideremos el siguiente sistema de ELD

T
3 1 4 -3

7T 2 9 3

Por lo tanto la matriz de coeficientes del sistema es la matriz del Ejemplo

3 1 4
7 29

A:

y como vimos en ese ejemplo previo, al realizar operaciones modulares por filas y columnas en A obtenemos las

matrices D, R y L que se escriben a continuacion

0 1 -1
1 00 1 0
D= ; R=|1 -3 -1 [, L=
0 1 0 -2 1
0 0 1
De acuerdo al Teorema tenemos que ver que el sistema DK = LB tiene soluciones enteras, para asi

asegurar la existencia de soluciones enteras del sistema AX = B Calculando tenemos

k1
1 0 0 kq 1 0 -3 -3
DK = k2 = s LB = =
0 1 0 ko -2 1 3 9
ks

Asi, ky = =3, ko = 9 y podemos elegir a ks como cualquier entero. Por el Teorema[3.].5, el sistema AX = B

tiene soluciones enteras y son de la forma

0 1 -1 -3 9 — k3
X=RK=|1 -3 -1 9 | = —30—ks
0 0 1 kg k3

con ks € 7.



Capitulo 4

El grupo (D, ®;.).

Ahora que ya sabemos cuando el sistema de ecuaciones lineales diofantinas

a1171 + a12T2+ -0 Fa1,T, = by
a21%1 + aga2+ -+ +A2pTp = bo
Am1T1 + GmaTo+ - FCmnTn = b,

tiene soluciones y ademés cémo calcularlas, nos podemos preguntar si se puede dotar al conjunto de las soluciones
de un sistema de ecuaciones lineales diofantinas de una operacion adecuada con la cual éste tenga estructura

de grupo. Por comodidad, el sistema anterior lo escribiremos de la siguiente forma

3

n
E aijxj:bi, iZl,...
j=1

En este capitulo desarrollaremos el material del articulo [Ch06] definiendo una operacién binaria en el
conjunto de las soluciones de un sistema de ELD y viendo que con ella se tiene una estructura de grupo abeliano.
Ademés, haremos una generalizacion de dicho resultado y brindaremos un contraejemplo de una afirmacion del

teorema en [Ch06], asi como también la correcion de esa afirmacion y por supuesto, probarla.

4.1. Operacion binaria en el conjunto de soluciones de un sistema de

ELD

Primero definamos, para cada k € Z, una operacién binaria en Z que se construye en términos de la suma

y resta usual.

67
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Definicion 4.1.1. Sean a,b € Z y k € 7 un entero fijo, definimos la operacion binaria @y como
abrb=a+b—k,

donde + y — son la suma y la resta usual en Z.
Dicho esto, tenemos el siguiente resultado.
Proposicion 4.1.1. Sea k € Z un nidmero entero fijo, entonces (Z,®y) es un grupo abeliano.

Demostracion. Sean a,b € Z, notemos que la operacion binaria esta bien definida ya que esta dada en términos
de la suma y resta usual; ademés como k € Z entonces a®rb = a+b—k € Z lo que se traduce a que la operacion

es cerrada. Veamos que se cumplen las demas propiedades. Sean a,b,c € Z y k un entero fijo, entonces

1. (Asociatividad)

a®r(b®Orc)=adr (b+c—k)=a+(b+c—k)—k=(a+b—k)+c—k=(a®rb)+c—k = (a®b) Dy c.

2. (Conmutatividad)
adrb=a+b—k=b+a—-k=b;a.

3. (Existencia de neutro aditivo) Buscamos un a¢’ € Z tal que a @ o' = a para toda a € Z, entonces

requerimos que a $y a’ = a para toda a € Z, pero

a®ra =a Ya€Z = a+d —k=a YaeZ
= d =k,
por lo que en caso de que exista un neutro éste debe ser a’ = k. En efecto k es el elemento neutro, pues
a®rk=a+k—k=a para toda a € Z.
4. (Existencia de inverso aditivo) Dado a € Z, buscamos un o’ € Z tal que a @y a’ = k, entonces requerimos

que a By a’ =k, pero

a®ra =k = a+d —k=k

= d =2k —a,
por lo que si a tiene inverso, éste deberfa ser a’ = 2k — a. En efecto, a ® (2k —a) =a+ 2k —a) —k = k.
Asi, cada a € Z tiene un inverso, a saber a’ = 2k — a.
Luego, (Z,®y,) es un grupo abeliano. O

A partir de este momento consideraremos k£ un nimero entero fijo.

Veamos ahora que Z con esta nueva operacion resulta ser isomorfo al conjunto de los enteros con la suma usual.
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Teorema 4.1.2. (Z,®y) es un grupo isomorfo a (Z,+).

Demostracion. Consideremos la siguiente funcion ¢ : (Z,+) — (Z, ®y,), donde para cada a € Z
o(a) =a+k.

¢ esta dada en términos de la suma usual y por lo tanto esta bien definida.

Veamos que es un homomorfismo de grupos. Sean a, b € Z, entonces

pla+bd)=a+b+k

=a+k+b+k—k
= ¢(a) + ¢(b) — k
= ¢(a) By, 4(b).

Claramente la funcion ¢ : (Z, @) — (Z,4+), donde para cada a € Z se tiene que t(a) = a — k, es la funcion
inversa de ¢, por lo que ¢ es una funcién biyectiva.

Por lo tanto, ¢ es un isomorfismo de grupos entre (Z,+) y (Z, ®k). O

Recordemos que (Z,+) es un grupo ciclico, por lo que al tener este isomorfismo de grupos concluimos que
(Z,®y,) es también un grupo ciclico y como los generadores de (Z,+) son 1 y —1, entonces los generadores de
(Z,®y,) son sus imégenes bajo ¢, es decir 1 +ky —1 + k.

Maéas atn, por el Teorema tenemos que los subgrupos de (Z,®y) son ciclicos y corresponden a los
generados por alguna a € Z, pero con la operacion @;. Para describir entonces a dichos subgrupos sera necesario
entender como son las potencias de cada a € Z con dicha operacién, que en notaciéon aditiva son los elementos

de la forma a @y ... D a.
N————

m—veces
Definamos para ello lo que significa ser “m-ésimo multiplo” de un elemento a € Z con la operaciéon @ de

forma recursiva.

Definicion 4.1.2. Sea a € (Z,®)) y m un entero no negativo, definimos el m-ésimo miltiplo de a de manera

recursiva, denotado por m xj a, como

O0*pa==Fk

mxga = ((m—1)x*; a) Dy a, sim > 0.

Observacion 4.1.3. Se puede probar por induccion que para m > 0, se tiene que m*pa = a @ ... D a.
—_———

m—UVECeS

Notemos que 2 x, a = 2a — k 'y 3 *; a = 3a — 2k, lo cual nos da una idea de como se ve el m-ésimo multiplo

de a.



70 CAPITULO 4. EL GRUPO (D, &y,).

Proposicion 4.1.4. Sea a € (Z,Py) y m un entero no negativo, entonces m %, ¢ = ma — (m — 1)k.

Demostracion. Probemos el resultado por induccién sobre m.

1. Base: m = 0. De acuerdo a la definicion, se tiene que 0%, a = k = 0a — (0 — 1)k.

Sea m un entero tal que m > 1.

2. H.I. Supongamos que el resultado se cumple para m — 1, entonces tenemos la igualdad

(m—1)*ga=(m—1)a— (m—2)k.

3. P.I. Por cémo definimos el m-ésimo multiplo de a, tenemos lo siguiente:

mxga=((m—1)%a)Pra
=((m—-1a—-(m—-2)k)Dra
=m—-1a—(m—-2)k+a—k

=ma— (m— 1)k.

O

Ahora, en el caso que m sea negativa, tenemos que —m es positiva y recordando que el inverso de a € Z

bajo @ es 2k — a entonces podemos definir el m-ésimo multiplo de a como

m g a = (—m) *, (2k — a).

Notemos que al desarrollar la operacion (—m) x (2k — a) nos queda lo siguiente:

(=m) x; 2k —a) = (—m)(2k —a) — (—m — 1)k
=-2km+ma+km+k
=ma—km+k

=ma— (m— 1)k.

Con esto notamos que tanto para m positiva como para m negativa, se tiene que m xx a = ma — (m — 1)k
para toda a entera. Por lo tanto, hemos logrado describir al m-ésimo mutliplo de a € Z bajo @ para cualquier
m € Z. Ahora, recordemos que los subgrupos de Z bajo la suma usual son los conjuntos aZ = {ma | m € Z}
para alguna a entera, es decir los generados por algin entero a, esto es (a) con a € Z. Entonces ahora los

subgrupos de (Z, @) son de la forma

Se:i={mx*pa|meZ}={ma—(m—1)k|meZ}
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La coleccién de todos los subgrupos de (Z, @) es entonces

{Sa | a€Z}.

Para tener una descripcién més sencilla de dichos subgrupos notemos que

{Sala€eZ}={Sotr |acZ}

y como

Sork ={m=*i (a+k)|meZt={mla+k)—(m—-1)k|meZ}={ma+k|meZ},

concluimos que los subgrupos de (Z, @) son grupos ciclicos de la forma S,y = {ma+k | m € Z}, donde Sy
es generado por a + k para alguna a € Z. De hecho éste era el resultado esperado ya que S, = {ma + k |
m € Z} = ¢ [{a)], es decir los subgrupos de (Z, @) son las imagenes directas de los subgrupos de (Z, +) bajo el
isomorfismo ¢.

Recordemos que Z" es la suma directa externa de n copias de Z y (Z",+), donde + es la suma entrada-
entrada, es un grupo abeliano. Usando las operaciones @, definidas para enteros k jpodremos dotar ahora a Z"

de una operacién bajo la cual resulte ser un grupo abeliano? Lo méas natural seria usar las operaciones en cada

entrada.
Definicion 4.1.3. Sea k = (ki,ka,...,k,) una n-ada de nimeros enteros. Definimos la operacion @y, en Z™
dada por
(al,QQ,-.-,an) ®k (b17b27~~~;bn) = (al +b1 7]{:17042 +b2 7k27-'~7an+bn 7kn)
para todos (a1, as,...,an), (b1,ba, ..., b,) € Z™, es decir operamos los elementos de Z"™ usando en cada entrada

J la operacion @y, .

A continuaciéon probaremos un lema que, en términos generales, es una extension de lo que hemos hecho en

esta seccion con (Z, @y ), pero ahora con (Z™, ®y).

Lema 4.1.5. (Z™,®g) es un grupo abeliano. Ademds, (Z™,+) es isomorfo a (Z",®y).

Demostracion. Sea k = (ki,ka,...,kn) € Z", con k; € Z para cada 1 < j < n. Consideremos los grupos
(Z,®r,), los cuales son de la forma vista en la Proposicion Notemos que (Z™, ®y) lo podemos ver como

una suma directa externa de estos grupos, esto es
(Zn7 @k) = (Zv @kl) D...d (Zv @kn)'

Asi, por la Proposicion tenemos que (Z",®y) es un grupo abeliano. Notemos que (ki,ko,...,k,) es el
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elemento neutro en (Z™, ®y); en efecto, sea (a1, as,...,a,) € Z™ entonces

(a1,a2,...,an) B (k1, k2, ... kn) = (a1 + k1 — k1,00 + ka — ko, ..., an + kpn — ky)

= (a17a27' . 'aa’n)'
Maés atn, para cada (ag,...,a,) € Z" el inverso es (2k; — aq, ..., 2k, — a,); en efecto

(a1y...,apn) @k (2k1 —a1,..., 2k, —ay) = (a1 +2k1 — a1 — k1, ..., an + 2k, — ap, — ky)

= (kr,... k).

Con esto concluimos la primera parte de la prueba.

Para la segunda parte, consideremos ¢ : (Z",+) — (Z™, ®y) la funcion definida como sigue
dlar,...,an) = (a1 + k1, .. an + ky).

Veamos que es un homomorfismo de grupos; en efecto

o((ar,...,an) + (b1,...,bn)) = d(ar + b1,...,an + by)
= (a1 +b1+ki,...,an +by+ky)
= (a1 +b1 +2k1 —ki,...,an + by + 2k, — k)
= ((a1 + k1) + (b1 + k1) — k1ye ooy (an + kn) + (bn + k) — k)
=(a1+k1,. .. an+kn) ®r (b1 +k1,...,0n+kpn)

= ¢(a1,...,a71) @k qf)(bl,,bn)

Claramente la funcion ¢ : (Z™, @) — (Z™,+) dada por ¢(aq,...,a,) = (a1 — k1,...,a, — ky,) es la inversa de

¢, por lo que ¢ es biyectiva, concluyendo que ¢ es un isomorfismo de grupos.

4.2. El conjunto de soluciones de un sistema de ELD tiene estructura
de grupo

Teniendo ya las herramientas necesarias, podemos probar el teorema principal de esta seccion y que motivo

este trabajo.

Teorema 4.2.1. Sea

n
Zaijxj:bi, i=1...,m. (41)
j=1

un sistema de ELD con D # 0 su conjunto de soluciones enteras y k = (ki1, ko, ..., k,) € D. Entonces (D, ®y)
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es un subgrupo de (Z™, @®y) y por lo tanto (D, ®y) tiene estructura de grupo abeliano.

Demostracion. Sea D el conjunto de soluciones enteras de (3.13) y consideremos a k = (ki1, ko, ..., k,) € D una

solucion arbitraria de (3.13), teniendo asi que
n
Zaijkj:bi, i:l...,m
j=1

Notemos que D C Z", veamos que @y, es cerrada en D. En efecto, sean X = (X1,...,X,) yY = (¥1,...,Y,)

soluciones de (3.13), por lo que

n n
E CLinj:bi7 E ainj:bi, Z:].,m
Jj=1 Jj=1

Notemos que

XY =(X14+Y1—ky,..., Xn+Y,— k)

entonces para cada j = 1,...,n tenemos que
n n n n
Doai(Xj+Y;—kj) =D agX;+ Y ayY;— ) aik
j=1 j=1 j=1 j=1
=b;+b—b
- biv

teniendo asi que X @, Y € D. Ademas hemos elegido k = (k1,ks,...,k,) € D, pero como habiamos notado
k = (k1,ka, ..., k,) es precisamente el neutro de (Z™, @), entonces el neutro de (Z™, @) esta en D. Finalmente
probemos que si X € D entonces su inverso estd en D. Sea X = (X1,...,X,,) € D, recordemos que el inverso

de X bajo @i esta dado de la siguiente manera

(2k1 — X1,..., 2k, — X,,)

entonces

Z ai;j (2k; — X;) = Z aij2k; Z aij X
Jj=1 J=1 j=1
n
=2 Z Clijk‘] b,
j=1
=2b; — b;
=b;.

Por lo tanto (2k; — X1, ..., 2k, — X,,) € D. Concluimos que (D, @) es un subgrupo de (Z", ®y). Al ser (D, Bi)

un subgrupo de un grupo abeliano, (D, @y ) resulta ser también un grupo abeliano.
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O

Notemos que la prueba anterior funciona ain cuando un sistema de ELD tiene una tnica solucion (como en

el Ejemplo [3.3.15)). En efecto. Consideremos el siguiente sistema de ELD
Zaijxj:bi7 i:l,...,m,
j=1

con D = {X} su conjunto de soluciones, donde X = (Xi,...,X,). En este caso k debe ser la tnica solucién

posible, es decir k = X y podemos ver de forma trivial que la operacion es cerrada, ya que
X X=X1+X1—-X1,...,. Xn+ X, - Xp) = (X1,..., X)) =X

y ademas el inverso de X es (2X; — X1,...,2X, — X,;) = X € D, teniendo asi que (D, Py) es en este caso un
grupo trivial.

Antes de concluir el capitulo haremos dos reflexiones importantes referentes tanto al Lema[£.1.5]y al Teorema
la primera sera sobre las versiones originales del lema y el teorema mencionados previamente que se
encuentran en el articulo [Ch06|; la segunda sera cuestionarnos de donde surge la asignacion de dicha operacion
para atribuirle al conjunto de soluciones de sistemas de ecuaciones lineales diofantinas estructura de grupo
abeliano.

En la version del Lema m que se encuentra en el articulo [ChO6], se menciona que cada subgrupo de
(Z", ®y) es la suma directa externa de n grupos ciclicos y que el j-ésimo grupo ciclico de esta suma directa es
un subgrupo de (Z, ©;) de la forma {ma+k; | m € Z} para algin a € Z y utiliza este hecho para demostrar la
version del Teorema[4.2.1]en la que afirma que el grupo formado por las soluciones de un sistema de ecuaciones
lineales diofantinas dotado de la operacion @y es la suma directa externa de n grupos ciclicos con esta forma.
Sin embargo, esto no es del todo correcto; para ello consideremos el sistema de ecuaciones diofantinas dado por
una sola ecuacién

r—y=0

que tiene como conjunto solucion H = {(a,a) | a € Z}. En este caso utilizaremos a k = (k1, k2) = (0,0), la cual

es la solucion trivial de la ecuacién, por lo que si (a,a) y (b,b) son soluciones de la ecuacion entonces
(a,a) @ (b,b) = (a+b—ki,a+b—ky)=(a+b—0,a+b—0)=(a,a)+ (b,d),

donde + es la suma usual en Z2. Veamos que (H, @) es un subgrupo de (Z2, ®y), en efecto, (0,0) € H, ademas
si (a,a), (b,b) € H entonces (a,a)+ (b,b) = (a+b,a+b) € H, pues (a+b) — (a+b) =0, por lo que a+ b también
es solucion de la ecuacion x —y = 0. Finalmente, dado (a,a) € H entonces (—a,—a) € H, pues (—a) — (—a) =0
lo que implica que (—a, —a) también es solucion de la ecuacion dada. Por lo tanto (H,®y) es un subgrupo de
(722, ).

De acuerdo al articulo [ChO6|, H seria la suma directa externa de grupos ciclicos; para k; = 0 tenemos que



4.2. EL CONJUNTO DE SOLUCIONES DE UN SISTEMA DE ELD TIENE ESTRUCTURA DE GRUPO75

un subgrupo del grupo ciclico (Z, ®g) es de la forma {ma; | m € Z} para algin a; € Z; para ko = 0 tenemos
que un subgrupo del grupo ciclico (Z, @g) es de la forma {mas | m € Z}, para algtin as € Z. Notemos que el

sistema tiene maés soluciones ademas de la trivial por lo que a; # 0 0 ay # 0. Entonces H seria de la forma
H={may |meZ}®{mazx | me Z}.

Si a; # ag tendriamos en particular que (a1,a2) € {ma; | m € Z} & {maz | m € Z} = H es decir (a1, as2)
seria solucion de z — y = 0, lo que no es posible ya que a; # as. Por otro lado si a; = as # 0 tendriamos que
(2a1,a2) € {may | m € Z} ® {maz | m € Z} = H es decir (2a;,as) seria solucién de x —y = 0, lo que no es
posible ya que 2a; — ay = a; # 0.

Veamos ahora de donde surge la operacion que se define en el articulo [Ch06] para atribuirle al conjunto de
soluciones de un sistema de ecuaciones lineales diofantinas estructura de grupo abeliano. Para ello veamos dos
resultados referentes a las soluciones de un sistema de ecuaciones diofantinas. Primero consideremos un sistema

arbitrario de ecuaciones lineales diofantinas homogéneo y luego el caso general:

Teorema 4.2.2. Sea

n
> aju;=0,  i=1...,m. (4.2)
j=1

un sistema de ELD homogéneo y H el conjunto de sus soluciones. Entonces (H,+) es un subgrupo de (Z™,+).

Demostracion. Claramente H C Z™. Notemos primero que Z?Zl a;;(0) = 0 para toda i = 1...,m por lo que

(0,...,0) es solucion del sistema, es decir (0,...,0) € H. Ahora, sean (hy,...,hy), (k1,...,k,) € H entonces
Zaij(hj +kj) = Zaijh]— +Zaijkj =04+0=0
j=1 j=1 j=1

por lo que (hh,hn)+(k'17,kn):(h1+k1,,hn+kn) cH.

Notemos que el inverso de (hy,...,h,) € H respecto a la operacion + es (—hy,...,—hy,), por lo que

Zaij(—hj) = — Zaijh]— =-0=0
j=1 J=1

por lo que (—=hy,...,—hy,) € H. Luego (H,+) es un subgrupo de (Z",+).
O
Teorema 4.2.3. Sea .,
Zaijszbi, i=1...,m. (43)
j=1

un sistema de ELD, D el conjunto de soluciones del sistema [[.7, H el conjunto de soluciones del sistema

homogéneo asociado al sistema yk=(ki,...,kn) € D. Entonces

D={k+h|heH}.
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Demostracion. Sea d = (dy,...,d,) € D. Tenemos que d = k+ (d — k). Veamos que d — k es un elemento en H.

En efecto . . N
Zaij(difki):Zaijd,-fZaijki:bifm:O, z:l,m
J=1 J=1 J=1

probando que d — k es una solucion del sistema homogéneo asociado al sistema [£.7] es decir d — k € H. Asi,
d=k+(d—k)e{k+h|heH}
A la inversa, sea x € {k+ h | h € H}, es decir z = k + h para algin h = (h~1, .. .,h~n) € H. Tenemos que

Zamk—i—h Za”k +Zaijﬁi:bi+ozbi7 1=1...,m,

es decir = es una solucién del sistema Asi, z =k+heD. O

Hemos probado entonces que las soluciones de un sistema son las soluciones del sistema homogéneo més algu-
na solucion particular del sistema orginal. Esto nos motiva a recordar la definiciéon de clase lateral izquierda y
derecha con respecto a un subgrupo. Debido a que los grupos utilizados en este trabajo son abelianos, daremos

la definicién con notaciéon aditiva.

Definicion 4.2.1. Sea (G,+) un grupo abeliano. Sea H un subgrupo de G. Para cada t € G, se definen la

clase lateral derecha de H en G con representante t como
H+t={h+teG|he H}

y la clase lateral izquierda de H en G con representante t como
t+H={t+heG|heH}.

Notacion 4.2.1. Sea (G,+) un grupo abeliano y H un subgrupo de G. El conjunto de las clases laterales

izquierdas de H en G se escribird como
wq(G/H) ={t+H |teG}

Andlogamente, el conjunto de las clases laterales derechas de H en G se escribird como
(G/H)qer :={H +1t|t € G}

Observacion 4.2.4. Dado que G es un grupo abeliano, para H un subgrupo de G y t € G, se tiene que
t+ H = H+t (es decir cada clase lateral derecha de H en G con representante t coincide con la clase lateral
derecha de H en G con representante t). Debido a ello tenemos que i,4(G/H) = (G/H )qer y escribiremos a este

congunto simplemente como G/H.

De acuerdo a lo anterior, podemos enunciar nuevamente el Teorema de la siguiente forma:
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Teorema 4.2.5. Sea

Zaijxj:bi, i=1...,m. (44)
j=1

un sistema de ELD, D el conjunto de soluciones del sistema [[.], H el conjunto de soluciones del sistema
homogéneo asociado al sistema yk = (ki,...,kn) € D. Entonces D es la clase lateral de H en Z™ con

representante k.

Con esta notacion, el articulo [Ch06] logra darle estructura de grupo a una clase lateral, en este caso a

(k177kn)+H
donde (kq,...,kn) € Z™ es una solucion particular del sistema Z?:l ajjr;y = by coni=1,....my H esel
conjunto de soluciones del sistema homogeneo Z?:1 ajjz; =0coni=1,...,m.

Dada esta informacion podemos preguntarnos si D puede ser escrito de maneras diferentes como una clase
lateral, con distinto representante respecto a un subgrupo diferente. De hecho, el representante si puede ser
diferente, pero el subgrupo siempre sera el conjunto de soluciones del sistema homoégeneo asociado, atin cuando

esté descrito de manera diferente. El siguiente resultado demuestra lo anterior.

Proposicion 4.2.6. Sea G un grupo abeliano y g1,92 € G. St H y Q son sugbrupos de G tales que gy + H =
go + Q, entonces H = Q.

Demostracion. Sea G un grupo abeliano y g1, g2 € G. Sean H y ) sugbrupos de G. Supongamos que g1 + H =
g2 + Q. Probemos que H = Q.

C) Sea h € H, entonces g1 + h € g1 + H = g2 + Q por lo que g1 + h = g2 + ¢ para algin ¢ € Q y despejando
h tenemos que

h=gs—g1+q (4.5)

Por otro lado, como H es un subgrupo de G entonces en particular 0 € H y en consecuencia g; = g1 +0 €
g1+ H = g2+ Q. Asi, g1 = g2+ ¢ para algin § € @ y despejando § tenemos que g1 — g2 = § € Q.

Sustituyendo en la ecuacion [£.5] tenemos que

h=(g2—91)+q=—(91—92) +q=—-7+q.

Como @ es un subgrupo de G tenemos que el inverso —G € Q) y ademés —§ + g € @, por lo que h € Q.
D) Se prueba de manera anéaloga que Q C H.

O

Veamos con ello que si expresamos al conjunto de soluciones de un sistema de ELD como una clase lateral,
entonces el representante de la clase lateral es una soluciéon particular del sistema y el subgrupo con respecto al

cual se construye la clase lateral es el subgrupo de soluciones del sistema homogéneo asociado:
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Corolario 4.2.7. Sea
Zaijxj:bi, i=1...,m. (46)
=1

un sistema de ELD, D el conjunto de soluciones del sistema [{.6, H el conjunto de soluciones del sistema
homogéneo asociado al sistema yk=(ki,....,kn) €D. SiD=t+Q cont € Z"™ y Q un subgrupo de Z"
entoncest € D y Q = H.

Demostracion. Consideremos el sistema de ELD [£.6] D su conjunto de soluciones, H el conjunto de soluciones
del sistema homogéneo asociado y k = (k1,...,k,) € D. Supongamos que D = t+ Q cont € Z™ y @ un
subgrupo de Z". Por el Teorema sabemos que también D = k + H, entonces

t+Q=kFk+H

y por la Proposicién concluimos que @ = H. Finalmente t € t + Q = D.

Ejemplo 4.2.8. Recordemos la ELD del Ejemplo
18z 4 24y + 362z + 63w = 12.
Entonces el conjunto de soluciones D viene dado de la siguiente forma:

D = {(16 — kg + 4kg — 2ky, —16 + ko — 3k3, —4 + 2kg + ka, 4 — 2ko) € Z* | ko.k3, ky € Z}
= {(16, —16, —4, 4) + (—9/€2 + dks — 2ky, 9k — 3ks, 2k + ky, —2]{72) ezt ‘ ko ks, ky € Z}

= (].67 —16, —4,4) + {(—gkz + 4ks — 2k4, 9ky — 3ks3, 2ko + kg4, —2]€2) S Z4 ‘ /ﬂg.k;;, ks € Z}

Ademds esta misma ecuacion fue resuelta en la Seccion[3.3 y el conjunto solucion en este caso fue expresado

como

D= {(1 + to, —4 — 12tg + 3t1,20 4 60ty — 16t + Tto, —10 — 30ty + 8t — 4t2) S 7+ ‘ to,t1,12 € Z}
= {(1, —4, 20, —10) + (to, —12tg + 3t1, 60t — 16t1 + 7Tto, —30ty 4+ 8t1 — 4t2) S 74 ‘ to,t1,t2 € Z}

= (1, —4, 20, —10) + {(t(), —12ty + 3t1, 60t — 161 4+ Tto, —30ty + 8t1 — 4t2) ezt ‘ to,t1,t2 € Z}

Sean H = {(—9](:2 +4ks — 2ky, 9ko — 3k3, 2ko + ky, —ng) VA | ko.k3, k4 € Z} yQ = {(to, —12tg + 3t1, 60ty —
16t + Tto, —30tg + 8ty — 4ty) € Z* | tg,t1,t2 € Z}. Notemos que H = ((—9,9,2,—2), (4,-3,0,0),(—2,0,1,0))

pues

(—Oks + dks — 2ky, Oko — 3ks, 2ko + ka, —2k2) = ka(—9,9,2, —2) + k3(4, —3,0,0) + k4(—2,0,1,0)
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y Q = ((1,-12,60,—30), (0,3, —16,8), (0,0, 7, —4)) ya que
(to, —12to + 3t1,60tg — 16t + Tty, —30to + 8ty — 4ts) = to(1,—12,60, —30) + £1(0,3, —16,8) + t2(0,0,7, —4).

De acuerdo al Corolario tenemos que tanto (16,—16,—4,4) como (1,—4,20,—10) son soluciones de la
ELD 18z 424y + 362+ 63w = 12 y tanto H como @ son el conjunto de soluciones de 18z + 24y + 36z + 63w = 0.

Para terminar este trabajo buscaremos generalizar la operacion binaria dada en el articulo [Ch06| para dotar
a una clase lateral ¢ + H de estructura de grupo a través de la estructura de grupo que tiene H. La idea es
sencilla y natural, consiste de considerar cualesquiera a,b € t+ H, luego restar ¢ a ambos elementos para obtener
a—1tyb—tqueestan en H y asi poder sumarlos como se suman en H obteniendo (a —t) + (b —t). Finalmente

trasladamos este resultado sumando ¢ para transformarlo en un elemento en la clase lateral ¢ + H, a saber
(a—t)+(b—t)+t=a+b—t

Veamos que esto da una estructura de grupo a t + H a partir de la estructura de grupo que tiene H.

Proposicion 4.2.9. Sea (G,+) un grupo abeliano. Para algin t € G, definamos la operacion binaria @, : G —
G tal que para cada a,b € G
adib=a+b—t

entonces (G, ®y) es un grupo abeliano.

Demostracion. Notemos que la operacién esta bien definida.

1. Asociatividad: Sean a, b, c € G entonces

(a®td)Brc=(a+b—t)Brc=(a+b—t)+c—t=a+(b+c—t)—t=a® (b+c—t) =ad: (bD: ).

2. Conmutatividad: Sean a,b € G entonces

adtb=a+b—t=b+a—t=0>bD;a.

3. Neutro aditivo: Queremos probar que existe e € G tal que e®;a = a®; e = a para toda a € G, entonces
requerimos que

aPre=a+e—t

para toda a € G, lo que implica que e = t. Veamos que efectivamente ¢ es un neutro aditivo. Sea a € G
thra=adPit=a+t—t=a

por lo que t € G es el neutro con respecto a @y.
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4. Inverso aditivo: Queremos probar que para cada a € G existe un ¢ € G tal que ¢ Hra = a @ ¢ = t,
entonces necesitamos que

aPrc=a+c—t=t

lo que implica que ¢ = 2t — a. Constatemos que 2t — a € G es el inverso aditivo de a € G, en efecto

2t—a)Pra=ad (2t—a)=a+2t—a—t=t.

Con este resultado podemos dar una estructura de grupo a las clases laterales.

Proposicion 4.2.10. Sea (G, +) un grupo abeliano, t € G y (H,+) un subgrupo de (G, +). Entonces, (t+H, ®y)
es un subgrupo de (G, ®y).

Demostracion. Notemos primero que ¢, el neutro de (G, ®;), es un elemento de ¢t + H. Esto es claro ya que
t=1t+0con 0 € H debido a que (H,+) es un subgrupo de (G, +). Ahora veamos que @, es cerrada en ¢t + H.
Sean t+ h,t+k € t+ H con h,k € H. Tenemos que

t+h) @ (t+k)=(0t+h)+(t+k)—t=t+ (h+k)
con h+ k € H ya que + es cerrada en H debido a que (H,+) es un subgrupo de (G, +), entonces
(t+h)@ (t+k)=t+(h+k)et+H.
Ahora sea t + h € t + H. Observamos que:
(t+h)@:(t—h)=(+h)+(t—h)—t=t,

por lo que se tiene que t — h € G es el inverso de t + h respecto a @; y claramente t — h € t + H pues —h € H
por ser H cerrado bajo inversos.

Concluimos asi que (t + H, @;) es un subgrupo de (G, ®;). O

En el contexto particular en el que hemos estado trabajando nuestros elementos pertenecen al conjunto
de soluciones de un sistema de ecuaciones lineales diofantinas de m x n, denotado como D, que a su vez son
elementos del grupo abeliano G = Z"™. De acuerdo a nuestro andlisis D es justamente una clase lateral (izquierda
o derecha) del subgrupo H formado por las soluciones del sistema homogeneo asociado con representante k € Z™
una solucion particular del sistema original. Entonces el Teorema[4.2.5] junto con la Proposicion aplicados
a este contexto particular, nos dan como consecuencia otra prueba del Teorema [£.2.1] Para finalizar este trabajo
escribamos con una redaccién diferente el Teorema E2.7] acorde con este analisis en términos de clases laterales

y retomemos el Ejemplo para entender qué grupo es el que se tiene en ese caso:
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Teorema 4.2.11. Sea
Zaijxj:bi, i=1...,m. (47)
=1

un sistema de ELD, D el conjunto de soluciones del sistema [[.7, H el conjunto de soluciones del sistema
homogéneo asociado al sistema yk = (ki,...,kn) € D. Entonces D es la clase lateral de H en Z™ con

representante k. Mds ain, si definimos la operacion @y, : Z"™ — Z" tal que para cada a,b € 7"
abrb=a+b—k,

entonces (D, ®y) es un subgrupo de (Z™, ®y,).

Ejemplo 4.2.12. Por dltimo, una vez mds consideremos la ELD del Ejemplo [3.53.17
18z 4 24y + 36z + 63w = 12.
Entonces por el Ejemplo[{.2.8, el conjunto de soluciones D es de la siguiente forma:
D =(16,-16,—4,4)+ H

con k = (16,—16,—4,4) € D una solucion particular, y H el conjunto de soluciones del sistema homdgeneo.
Podemos definir una funcion ¢| : H — k+ H tal que ¢|(x) = k+x. Notemos que ¢| es la restriccion del isomor-
fismo ¢ : (Z*,+) — (Z*,®4) dado en la demostracion del Lema por lo que ¢|g nos da un isomorfismo
entre (H,+) y (k+ H, ®y,).

Ademds recordemos que H = ((—9,9,2,—-2), (4,-3,0,0),(—2,0,1,0)), por lo que podemos definir una funcion
Y (Z3,+) — (H,+) tal que

Y(z,y,2) =2(=9,9,2,-2) + y(4,-3,0,0) + 2(—2,0,1,0)
la cual claramente es una biyeccion. Mds aun

¥((z,y,2) + (a,b,¢)) =¢(z +a,y + b,z +c)
=(x+a)(9,2,-2)+ (y +b)(4,-3,0,0) + (2 + ¢)(—2,0,1,0)
= 2(=9,9,2,-2) + y(4,—3,0,0) + 2(=2,0,1,0) + a(—9,9, 2, —2) + b(4, —3,0,0) + ¢(—2,0,1,0)

= w(‘r7 Y, Z) + w(aa ba C)

por lo cual v : (Z3,4) — (H,+) es un isomorfismo teniendo asi que (Z3,+) = (H,+). De esta forma por el
Teoremam se tiene que o : (Z3,+) — (k+ H,Dy) es un isomorfismo y por tanto (Z3,+) = (k + H, Dy,).

El ejemplo previo nos invita a conjeturar que podemos encontrar un isomorfismo de grupos de un conjunto

de soluciones de un sistema de ecuaciones lineales diofantinas con el grupo (Z!,+) para algin ¢ € N, donde
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t corresponderia al niimero de variables libres que tengamos al resolver el sistema. Para concluir este trabajo

enunciemos y demostremos la conjetura.

Teorema 4.2.13. Sea AX = B un sistema de ELD, con A € M,xn(Z) y D C Z™ el conjunto de soluciones

de este sistema. Entonces

(D, ®x) = (2", +),

donde k € D es una solucion particular de la ELD y r es el rango de A.

Demostracion. Dado que AX = B tiene soluciones enteras, entonces por el Teorema[3.4.5]sabemos que el sistema
DK = LB tiene soluciones enteras, donde D es la forma normal de Smith de A. Por lo tanto, DK = LB lo

podemos escribir como

di 0 ... 0 ... 0 0
kll
0 do ... 0 ... 0 0
k dlkll 511
DEK=|0 0 ... d ... 0 0 tl=] | =LB=
. k(i1
0o ) dykr1 Bm1
0 0 0 '
knl
0 0 0 0

donde LB = (8;;) € M,,x1(Z). Dado que el sistema tiene soluciones enteras, entonces

ki = Bll ko — 521 k. — Bm,l
1= ——,KRy = —],... = —
dl ) dl ) ) T dl
son nameros enteros y kyy1,...,k, € Z son n — r enteros arbitrarios. Asi, las soluciones del sistema AX = B,
estan dadas por X = RK, lo cual es:
k1
S11 812 ... Sin : s11 S1r 51(r41) S1n
$21 S22 ... S2p ky 821 Sar S2(r+1) San
xX=_ . =k | |+t k | |tk ' +.otky
. . . . kr+1 . . :
Snl Sn2 ... Snn Sn1 Snr S71,(7"+1) Snn
kn,
siiki + ...+ sk S1(r+1) Sin
sork1 + ... + so-k, S2(r41) S2n
= . + kr+1 . + ...+ kn

Snlkl +...+ Snrkr Sn(r41) Snn
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Sean u € Z" el vector
811]€1 + ...+ Slrkr

So1k1 + ...+ So.k,

u =
Snlkl + ...+ Snrkr
con ki = %,kz = %,...,kr = Bc’l’il EZLY V1,...,0n_p € Z" los vectores
S1(r41) Sin
S9(r+1) S2n
Ulz . 7"'7’U’I’L*’I‘: . bl
8n(r+1) Snn

entonces las soluciones del sistema son el conjunto de todos los X € Z" de la forma

X = U+I€T+1U1 +- o+ kyvn

con ky41,...,k, € Z n—r enteros arbitrarios. Concluimos que el conjunto D de soluciones del sistema de ELD

estd dado de la siguiente forma

D:{u+kr+11}1+...—|—knvn_T | kr+1,...,kn EZ}.

Notemos que u es una solucion particular del sistema que se obtiene de considerar todos los parametros iguales

a cero.

Sea (D, ®,,) el grupo formado por las soluciones del sistema AX = B y &, la operacion definida anterior-

mente. Consideremos la funcion ¢ : (Z"",+) — (D, ®,) dada de la siguiente manera

dlar,...,an—p) =u+a1v1+ ...+ GprUp_m.

Veamos que es un homomorfismo de grupos. Sean (ai,...,an—r), (b1,...,bn—m) € Z"". Entonces,

d((aty- oy anr)+ (b1, . bp—y)) =@(a1 + b1, an—p + bpny)
=u+ (a1 +b1)v1+ ...+ (@n—r + bpyr)Up—r
=w+avi+...+an_rUp_y) + (w+bivr+ ...+ bp_yVp_yp) —u
=d¢(ary....an—p) + O(b1,....0h—r) —u

= gb(al, N .an_r) @u gf)(bl, e -bn—r)-

Luego, ¢ es un homomorfismo de grupos.

Veamos ahora que ¢ es un homomorfismo inyectivo. Sean (ai,...,an—r), (b1,...,bp—r) € Z™ " tales que
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o(ar,...,an—p) = &(b1,...,bn—). Entonces,

dlar,...,an_p) =&0b1,...,bn—r) = vu+av1+...+ap—rVp_pr =u+bjvy+...+by_pUp_p
= a1+ ...+ Ap_rVUp_r =b1v1+ ...+ bp_rUp_p

— (a1 — bl)vl + ...+ (an_m — bn—m)vn—r =0.

Recordemos que vq,...,v,_, son las dltimas n — r columnas de la matriz R, que como se vio al estudiar la

forma normal de Smith es invertible, por lo cual {v1,...,v,_,} es un conjunto linealmente independiente. Asi,

(a1 =b1)vi+ ...+ (@p—m —bp—m)p—r =0 = a1 — b1 =0,...,ap—r — b =0
— a1:b1,...,an,r:bn,r

— (al, A ,an_r) = (bl, .. -7bn—7’)~

Luego, ¢ es inyectiva. Claramente ¢ es suprayectiva, por lo que ¢ es una funcion biyectiva. Luego, (D, ®,,) es

isomorfo a (Z"~ ", +). O
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