TS0 NCONL AITORH
2

=LV %

UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO

FACULTAD DE CIENCIAS

TRATAMIENTO VARIACIONAL INTERPOLATIVO DE LA
ECUACION NO-LINEAL DE SCHRODINGER DISCRETA

UNIDIMENSIONAL

QUE PARA OBTENER EL TITULO DE:

Fisico

P R E S E N T A

BARRIOS MARTINEZ DIEGO ILHUITEMOK

TUTOR

DR. JORGE FUJIOKA ROJAS

CI1UDAD UNIVERSITARIA, CDMX, 2024



e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, serd exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.



Resumen

Este trabajo de tesis presenta un tratamiento variacional alternativo de la ecuacién No-lineal de
Schrodinger Discreta (DNLS) la cual es utilizada para describir la propagacion de pulsos eléctricos
a través de arreglos de fibras dpticas asi como para el estudio de la evolucién de los condensados de
Bose-Einstein y la propagacion de la energia en cadenas de proteinas, entre muchos otros anélisis
de arreglos de osciladores cuyas interacciones son no-lineales. El objetivo principal del presente
trabajo es el estudio de la estabilidad de las soluciones del modelo DNLS mediante el andlisis de la
evolucion de pulsos Gaussianos. Para ello los efectos discretos involucrados en el modelo DNLS
se han encapsulado no en un conjunto de amplitudes localizadas en los elementos de los arreglos,
sino en la accién de operadores de traslacion respecto de la coordenada transversal de tal manera
que las soluciones de la ecuacion resultante sean funciones de onda dependientes de dos varia-
bles continuas con las cuales se ha podido realizar un tratamiento variacional mejor justificado.
Gracias a dicha interpretacion fue posible obtener las ecuaciones de Euler-Lagrange y la densidad
Lagrangiana que generan el modelo. Se dedujo la forma que el teorema de Noether adopta para
este sistema y tres cantidades conservadas asociadas a sus invarianzas principales: invarianza de
traslacion transversal, de traslacion de evolucion y de norma. Mediante el método variacional de
Anderson se determiné que un pulso Gaussiano puede evolucionar como un solitén variacional, un
breather, un solitén asint6tico o como un pulso difusivo. Se descurbrié que los pulsos no pueden
desplazarse a lo largo del arreglo con una velocidad mayor o igual que el doble del espaciamiento
entre los elementos del mismo y se demostrd que la estabilidad de las soluciones es mayor cuando

los pulsos tienen amplitudes iniciales grandes, cuando los efectos no-lineales son intensos y cuan-



do el momento de los pulsos se aproxima a M;,,, = (2w +1)7N,, /2, conw € Z y N, lanorma del
pulso. A demads, se encontré que los solitones variacionales pueden ser generados de dos formas
diferentes: al anular los efectos de chirp en el pulso y al hacer que su momento sea igual a M.
En el primer caso las soluciones son del tipo bi-estable ya que dada una amplitud inicial pueden
darse solitones con anchos diferentes, mientras que en el segundo caso los solitones evolucionan
de tal manera que su centro tiende a posicionarse a una distancia no nula de su posicién original.
Finalmente se demostrd que cuando los efectos discretos tienden a volverse irrelevantes la evolu-
cién de los pulsos Gaussianos tiende a ser descrita por la contraparte continua del modelo DNLS:

la ecuacion No-lineal de Schrodinger.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Un viajero impertérrito

En Agosto de 1834, un ingeniero civil escocés, de nombre John Scott Russell, observaba el
paso de un bote tirado por caballos a gran velocidad el cual, al momento de frenar subitamente,

genero la formacion de

[...] una solitaria elevacion, un redondeado, suave y bien definido apilamiento de agua,
que contindo su curso [...] aparentemente sin cambiar de forma o disminuir su veloci-

dad (Scott Russell, [1855])

’solitaria elevacion” que el miso Russell bautiz6 como una onda de traslacion.

La ausencia de una teoria matematica que describiera la emergencia de tal fendmeno resulté en
un recibimiento hostil por parte de eminentes figuras tales como George Biddell Airy y George
Gabriel Stokes. Los detractores objetaban con gran astucia mientras que los avances a favor de
Russell eran lentos y atropellados debido al poco interés que la comunidad presentaba al respecto.

Tuvieron que pasar alrededor de sesenta afios para que en 1895 Diederik Korteweg y Gustav
de Vries descubren la ecuacion que describe de forma correcta la evolucion de este tipo de ondas,
conocida como la ecuacion KdV (Korteweg y de Vries, 1893)), pero no fue hasta 1963 cuando Krus-

kal y Zabusky exponen su importancia al demostrar que dicho modelo emergia de forma natural

1
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en la aproximacion continua del modelo FPU (Kruskal y Zabusky, |1963)) desarrollado por Enrico
Fermi, John Pasta y Stanislaw Ulam (Fermi ez al., 1955) al proponer un sistema unidimensional
de masas unidas por resortes cuya interaccion fuera gobernada por un término no-lineal en la Ley
de Hooke de tal manera que se pudiera arrojar algo de luz al misterio del por qué los sélidos tiene
una conductividad de calor finita. Fermi esperaba que, dado un estado inicial en el que toda la
energia se encontrara en el modo de oscilacion mas bajo (una condicidn inicial senoidal) el siste-
ma se termalizaria después un lapso suficientemente prolongado, es decir, la energia se repartiria
de manera equitativa en todos los modos de vibracion del sistema, sin embargo, para sorpresa de
los involucrados, la energia permanecia distribuida en los modos de vibracion mas bajos con una
configuracién periddica en el tiempo para nada trivial.

Fueron Kruskal y Zabusky (Kruskal y Zabusky, |1965)) quienes descubrieron que dicho com-
portamiento se correspondia con un tren de ondas de traslacion como las descritas por Russell, mas
de cien afios atrds, ondas que fueron bautizadas por los mismos Kruskal y Zabusky como solito-
nes. Encontraron que si bien la interaccion entre dos solitones se daba de forma no-lineal, el tnico
remanente de dicho encuentro era un retraso de las fases, las ondas viajaban sin modificar su forma
o velocidad. Dadas las condiciones de frontera periddicas del sistema, los solitones llegaban a un
extremo reapareciendo en el otro, generando asi el comportamiento perioddico descrito por Fermi,
Pasta y Ulam.

Con estos inesperados resultados se enciende la chispa que dio ignicion a un intenso interés

general en el estudio de los solitones en tan diversos e inesperados ambitos.

1.2. Canales de vidrio

Debido a la compensacion de los efectos difusivos con los no-lineales, los solitones descritos
por la ecuacion KdV pueden recorrer grandes distancias sin cambiar su forma ni su velocidad, ain
en presencia de otros solitones. Sin duda alguna, los trabajos de Kruskal y Zabusky convirtieron a

los solitones en un tema bastante atractivo. La estabilidad de este tipo de ondas podria ser de gran
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utilidad si se llegaran a propagar no mediante canales de agua, sino canales de vidrio, es decir,
ondas electromagnéticas viajando a través de guias de vidrio. Tal cambio se dio en 1964 cuando
Chiao, Garmire y Townes (Chiao et al., 1964) expusieron las condiciones para que un haz elec-
tromagnético se propagara a través de un dieléctrico sin dispersarse. En 1973 Akira Hasegawa y
Frederick Tappert anunciaron la posibilidad de generar pulsos de muy corta duracion, lo suficien-
temente estables como para viajar largas distancias a través de fibras opticas (Hasegawa y Tappert,
1973). El modelo propuesto por Hasegawa y Tappert que describiria la evolucién de los pulsos

estd dado por la ecuacién

2

[ Ou ou 0*u 9
- - B = 1.1
z<at+vgax+uou)+aax2+ﬁ\ulu 0 (1.1)

siendo u(x,t) la amplitud del pulso, v, la atenuacién del dieléctrico y v, la velocidad de grupo del
pulso.

Su trabajo no era solo de carécter tedrico. Gracias a la construccién del LASER en 1960 por
el fisico e ingeniero Theodore Harold Maiman, se podian emitir estos pulsos de luz si las fibras
Opticas utilizadas para la transmision eran lo suficientemente puras ya que, como Charles Kao
Kuen y George Alfred Hockham lo demostraron en 1966, la luz propagada en los vidrios se disipa
debido a las impurezas en el material (Kuen y Hockham, |1966). Seis afios después de los trabajos
de Hasegawa y Tappert se obtuvo una fibra cuya atenuacion era unas 5000 veces menor que la de
los vidrios fabricados hasta el momento (Miya et al., 1979).

En 1980 Mollenaur et al. obtuvieron dos resultados con implicaciones revolucionarias en los
ambitos de las telecomunicaciones y de la fisica-matematica (Mollenaur et al., 1980). Por un lado,
lograron transmitir pulsos con una duracién de 7 picosegundos a través de las nuevas guias purifi-
cadas haciendo posible la instalacion del octavo cable transatlantico telefonico (TAT-8) en 1988, el
primer cable hecho de fibras 6pticas que conect6 a Estados Unidos, Francia e Inglaterra, capaz de
transmitir 20 megabits por segundo. Por otro lado, demostraron que en lugar del modelo propuesto

por Hasegawa y Tappert la evolucion de los pulsos se describia de manera mds precisa mediante el
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modelo

2
i— = ——— + |[u]*u (1.2)
z

visto desde un sistema de referencia que viaja a lo largo de la fibra con una velocidad igual a
la velocidad de grupo del pulso. La importancia de este segundo resultado es que la ecuacién
(1.2), conocida como la ecuacion no-lineal de Shrodinger (ecuaciéon o modelo NLS), cuenta con
propiedades matemdticamente interesantes y aplicaciones en una gran variedad de disciplinas. Su
ubicuidad es tal que se considera como una de las ecuaciones diferenciales parciales no-lineales

mas importantes de la fisica matemaética.

1.3. Solitones multidisciplinarios

El modelo propuesto por Mollenaur et al. ya habia sido formulado (de forma mas general) casi
veinte anos antes por Eugene P. Gross (Gross, 1961) y Lev Petrovich Pitaevskii (Pitaevskii, |1961)),
de forma independiente, para describir la dindmica de los condensados de Bose-Einstien. En 1972
Zakharov y Shabat (Zakharov y Shabat, [1972) demostraron que la ecuacién (I.2) era totalmente
integrable, es decir, que se podrian hallar sus soluciones explicitas mediante el método de inverse
scattering desarrollado por Peter Lax (Lax, |1968)) para resolver la ecuacion KdV. El hecho de que
el modelo NLS fuera totalmente integrable y que a demds describiera la propagacién de solitones la
convirtié en una ecuacion lo suficientemente interesante como para que gran parte de la comunidad
especializada en sistemas no-lineales le prestara mayor atencion.

Si bien la ecuacion no-lineal de Schrédinger se ha utilizado ampliamente para el estudio de la
propagacion de pulsos electromagnéticos a través de fibras Opticas y la dindmica de los condensa-
dos de Bose-Einstein, también se ha encontrado en el estudio de la dinamica no-lineal del ADN
(Okaly et al., [2018), en la transferencia de energia a lo largo de cadenas de moléculas (Davydov,
1979)), en la propagacion de ondas en plasmas (Fried y Ichikawal [1973)), en el entrenamiento de
modelos de machine learning para la prediccion de los precios en el mercado (Kartono ez al.,|[2020)

y en el estudio de la formacion de las galaxias (Kondoh et al., 2000), por mencionar algunas de sus
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muchas aplicaciones.

Los solitones de la ecuacion NLS también se propagan a través de todo tipo de disciplinas.

1.4. Una discreta variacion de la perspectiva

Si bien hay gran variedad de aplicaciones para la ecuacion NLS ésta se ha visto mayormente
presente en el estudio de la propagacion de pulsos electromagnéticos a través de fibras Opticas
y de los condensados de Bose-Einstein (en los cuales es conocida como la ecuacién de Gross-
Pitaevskii). En ambos casos, una variante muy interesante de la ecuaciéon NLS se ha vuelto de
gran interés y goza de una amplia gama de utilidades en todo tipo de disciplinas. Se trata de la
ecuacion no-lineal de Schrodinger discreta (ecuacion DNLS, por sus siglas en inglés) descubierta
por Theodore Holstein (Holstein, [1959) mientras estudiaba la dindmica de los electrones en una
red cristalina. En dicho trabajo, el estado del sistema es expresado como la superposicion lineal
de funciones de onda centradas en cada una de las moléculas de la red cristalina. Al sustituir este
modelo en la ecuacion de Schrodinger que describe al sistema se obtiene una ecuacion para la
n-ésima amplitud que no solo involucra sus derivadas parciales respecto del tiempo y el espacio,
sino que agrega, de forma lineal, los efectos de las amplitudes de probabilidad de las moléculas
(n-1) y (n+1)-€ésimas.

Si bien el modelo de Holstein corresponde a una ecuacion del tipo DNLS la ”forma estandar”
de dicha ecuacién fue introducida por Davydov y Kislukha (Davydov y Kislukha, |1973)) en sus
estudios sobre la propagacion de excitaciones solitarias a lo largo de cadenas moleculares unidi-
mensionales. En tales trabajos, la amplitud a,, de la probabilidad de que dicha excitacién fuera

encontrada en la n-ésima molécula evoluciona segun el modelo

day,
Zh% + M [an-l-l + an—l] — €ean + G|an|2an =0 (1.3)

Once afios después, J. C. Eilbeck et al. (Eilbeck et al.l {1984, 1985) generalizaron este modelo
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mediante lo que ellos llamaron la ecuacion DST (discrete self-trapping) dada por

94

ey +7|aj|2aj+eijkak =0 (1.4)

k

de tal manera que las amplitudes de probabilidad en cada molécula fueran afectadas no solo por
sus vecinas mds cercanas, sino también por el resto de moléculas en la cadena. Los investigadores
estudiaron dicho modelo generalizado mediante un tratamiento variacional al descubrir que éste se

podria deducir de la Lagrangiana

"

L = [ll (a*f% _ a‘%) + %7|aj|4] + eijka;ak (1.5)
gk

aplicando las ecuaciones de Euler-Lagrange usuales respecto de las amplitudes a;.

Tal resultado sentaria las bases para tratamientos mas profundos de la ecuaciéon DNLS especial-
mente porque las cantidades conservadas del sistema podrian ser deducidas mediante las simetrias
de ésta Lagrangiana, sin embargo, al igual que la ecuacion NLS, éste modelo discreto tan rico en
propiedades se vio aprovechado, de manera exclusiva, en el tratamiento de la materia condensada
y al igual que el modelo NLS, su aprovechamiento en los estudios de redes Opticas no-lineales
acopladas sacé a relucir su gran utilidad en la descripcion de los sistemas discretos no-lineales.

Desarrollada la teoria para transmitir informacién mediante fibras Opticas, con pulsos de luz
altamente estables, se dio un paso mds en el avance de estas tecnologias cuando Stephen Jensen
(Jensen, |1982) describid, tedricamente, la propagacion de los pulsos electromagnéticos que viajan
a través de dos guias de onda no-lineales muy proximas la una de la otra rodeadas de cierto material
no-lineal no especificado. Jensen demostré que las ondas evanescentes en ambas guias generaban
un intercambio de energia. Encontré que este intercambio se podria dar de dos formas: de manera
oscilante o bien transfiriendo parte de la energia de una guia a la otra de forma permanente.

D. N. Christodoulides y R. 1. Joseph (Christodoulides y Joseph, [1988)) ampliaron el trabajo de
Jensen estudiando la propagacion de pulsos a través de un arreglo de fibras 6pticas demostrando

que la evolucién del sistema se describia mediante el modelo discreto propuesto por Davydov y
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Kislukha en sus estudios sobre la transferencia de energia en los polipéptidos y en trabajos subse-
cuentes A. B. Aceves et al. (Aceves et al., 1996)) estudiaron la interaccién de solitones propagados
en este nuevo arreglo retomando el tratamiento variacional de J. C. Eilbeck et al. (ecuacién (I.5)).
La confirmacion experimental realizada por H. S. Eisenberg de estos trabajos al observar la pro-
pagacion de solitones discretos en un arreglo de fibras Opticas posicionadas de forma paralela
(Eisenberg et al., 1998) dejo en claro la gran utilidad que el modelo DNLS podria llegar a tener
en el estudio de dirversos sitemas discretos no-lineales, desde el estudio de sistemas eléctricos
(Marquie et al., |19935)) hasta la optimizacion en el costo computacional del entrenamiento de las
redes neuronales (Borlenghi ez al.,|[2018).

Dada la importancia del modelo DNLS en el estudio de los sistemas discretos no-lineales se
han desarrollado diversos métodos para arrojar algo de luz sobre algunas de sus propiedades, sin
embargo, los tratamientos variacionales usuales resultan ser insatisfactorios ya que no justifican la
practica de ciertos procedimientos convenientemente aceptados. Es por ello que el principal obje-
tivo de este trabajo es enfatizar la necesidad de una interpretacion alternativa de la ecuacion DNLS
que cumpla con los requerimientos de continuidad necesarios en la elaboracién de los métodos
variacionales y poder contar con una manera de cuantificar la "intensidad” de los efectos discretos
permitiendo una comparacion mas detallada entre éste y su contraparte continua, el modelo NLS.
Para ello se realizard un repaso de los tratamientos variacionales usuales con el fin de identificar sus
principales deficiencias y se introducird un nuevo tratamiento del modelo DNLS basado en una re-
presentacion interpolativa que permitird un estudio variacional adecuado sin tener que despreciar

los efectos discretos caracteristicos de esta ecuacion.

1.5. Estructura de la tesis

Esta tésis se estructura de la siguiente manera.
En el Capitulo 2 se deriva la Ecuacién No-lienal de Schrodinger Discreta a partir de su con-

traparte continua mediante dos métodos diferentes: por un lado, expresando el campo ¥ (cuya
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evolucion es descrita por la ecuacion No-lineal de Schrodinger) como la superposicion de funcio-
nes de onda localizadas distribuidas a lo largo de la coordenada transversal £ en puntos igualmente
espaciados; mientras que por otro lado, aproximando las derivadas respecto de las coordenadas
transversales mediante diferencias finitas. Se introduce el método variacional de Anderson para
el estudio de las soluciones de ecuaciones diferenciales que pueden ser derivadas al aplicar un
conjunto de ecuaciones de Euler-Lagrange extendidas a densidades Lagrangianas y se muestra
como dicho método puede ser adaptado para estudiar variacionalmente las soluciones de sistemas
descritos por el modelo DNLS.

En el Capitulo 3 se introduce un nuevo tratamiento variacional de la ecuacion DNLS mediante
lo que se ha denominado como una representacion interpolativa del sistema. Se derivan las ecua-
ciones de Euler-Lagrange extendidas y la densidad Lagrangiana que generan dicho modelo y se
aplica el método variacional de Anderson original para determinar de qué formas puede evolucio-
nar un pulso con perfil inicialmente Gaussiana asi como las condiciones bajo las cuales es posible
obtener soluciones estacionarias y sus propiedades. Finalmente se muestra como la evolucién de
los pulsos localizados en el modelo DNLS tienden a comportarse de la misma manera que las
soluciones del modelo NLS cuando los efectos discretos se vuelven irrelevantes.

En el Capitulo 4 se hace una lista de los resultados principales del tratamiento variacional
desarrollado en el capitulo 3 y se presentan las conclusiones del trabajo en general.

En el Apéndice A se muestran los desarrollos explicitos para la obtencién de las ecuaciones
de Euler-Lagrange extendidas asociadas al modelo DNLS bajo la representacion interpolativa, se
desarrolla, paso a paso, la integracion de la densidad Lagrangiana con una funcién de prueba
Gaussiana para el tratamiento variacional de sistema y se demuestra la existencia y unicidad del
umbral A, el cual ayuda a determinar si los efectos no-lineales seran capaces de evitar que los
pulsos se ensanchen sin limite alguno.

En el Apéndice B se muestran los programas desarrollados en Python para la integracion
numérica de sistemas de ecuaciones diferenciales de primer orden mediante el método de Runge-

Kutta de 4° orden y para la determinacion de los valores extremos de una funcién mediante el
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método del gradiente descendiente, ambos implementados de forma adaptativa, con el fin de po-

seer mayor control en el manejo de los pardmetros que intervienen en dichos célculos.




Capitulo 2

Deducciones y tratamiento variacional del

modelo DNLS

2.1. Derivaciones del modelo DNLS

Se parte del modelo NLS generalizado (o ecuacion de Gross-Pitaevskii)

O 02U
i :_0‘3_52+ (V+glv) v, (2.1)

con a y g constantes, y V' una funcién que puede depender tanto de £ como de 7 (usualmente
asociada a los potenciales externos que afectan al sistema). En general se supone que el campo
U puede ser expresado como la superposicién de una base completa ortonormal {¢,,(§)}, (por

ejemplo, funciones de Wannier) tal que
U(r &)= D cm(r)dml€) - 22)

m=—0o0

Sustituyendo (2.2) en (2.1) y proyectando en el n-ésimo estado ¢,,, es decir, multiplicando por
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2.1. DERIVACIONES DEL MODELO DNLS

¢, e integrando de —oo a oo respecto de £, tomando en cuenta la ortonormalidad

/ Onl€)F0 (E)E = by = / ()67 (6) 2.3)

se obtiene

an 0 00 Q(bm 00 . oo §
Z <_acm /OO d£2 Qb d§+cm /OO V¢m¢nd£+ Z gcm’cn'CmUm’n’mn> ’

2.4)
con

Um’n’mn = / Qbm’qb;kz’quqb;dg ’ (25)

término conocido como matriz de interaccion.

Integrando por partes el primer término dentro de la suma en (2.4)
> P dgm dpm doy,

d — 2.6
| o= i [s” | 20

dado que se espera encontrar soluciones localizadas, es decir, campos que se anulen en el infinito,
se supone que ¢,,(§ — +00) — 0 para todo m, asi que el primer término del lado derecho en (2.6)

se anula dando como resultado

<y [* Ao, dd
[ o= [ GG @7

Ya sea que el campo W corresponda al estado de un condensado de Bose-Einstein sometido
a un potencial externo periddico (Trombettoni y Smerzi, 2001), a la propagaciéon de pulsos en
arreglos de fibras opticas (Christodoulides y Joseph, [1988) o a la dinamica de los electrones en
una red cristalina (Holstein, |1959), la configuracién del sistema suele ser tal que las funciones de
onda ¢,, se encuentren estrechamente confinadas, es decir, que la transicién del estado ¢,, al ¢,,

solo se da entre vecinos inmediatos (entre los estados ¢,, y ¢,+1). En consecuencia, los efectos de

11
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tunelamiento (transicion entre estados) se dardn de la siguiente manera

* dp doy, o

paratodo m #n,n=+1.

Mediante la igualdad (2.7) y la condicién (2.8]) los primeros dos términos dentro de la suma en

(2.4) se pueden expresar como

S = 4y, a9,
Py {O‘Cm [ &% df}

n+1

_ = dom doy,
-3 o [ @] oo

m=n—1

o0 00 2
> {—acm/_ ddﬁzmaﬁiidf] =

m=—0oQ

00 n+1

> Jon [ vonsids| = 3 [en [ vonoide] - 2.10)

m=-—00 m=n—1
El mismo confinamiento de las funciones de onda ¢,, permite que solo se tomen en cuenta los

términos de la forma U,, = U,,,,,,, (Marzari et al., 2012) de tal manera que

o0

Z gcm’c;:’chm’n’mn = g|cn|20nUn . (2.11)

m,n’,m'=—oc

Finalmente, sustituyendo las ecuaciones (2.9), (2.10) y (2.11) en (2.4) se obtiene la ecuacién

no-lineal de Schrodinger discreta

Z% - (K+Cn+1 T K_Cn_l) + (6” + Un|0n|2) Cn | (2.12)

12
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en donde

+ _ > d¢ni1% %
K* = /OO {a T +¢ni1V¢n] d¢ (2.13)
%) 2
en:/_oo [a (%) + V|pn?| de (2.14)
Un:/ glonl*dE . (2.15)

Las primeras dos cantidades tienen una interpretacién fisica muy sencilla. Por un lado, K+
corresponde a la fasa de transicion del estado ¢, al ¢,+, y dependindo de si K™ = K~ o si
K* # K~ se dird que el sistema es homogéneo o inhomogéneo, respectivamente. Por otro lado,
€, se asocia a la energia del sistema en el n-€simo estado, por ejemplo, tratindose de condensados
de Bose-Einstein sometidos a la accién de potenciales periddicos €, corresponderia a la energia
del sistema concentrada en el n-ésimo pozo del potencial. La cantidad U,, es considerada como
un coeficiente que cuantifica la "intensidad” de la no-linealidad en el estado n y suele ser tomada
como una constante.

En este trabajo se estudiardn los tipos de soluciones para los sistemas istropicos descritos por

el modelo

dey,
Zd_CT = —K (chs1 + Cp1) + (En + Un|cn|2) Cnls (2.16)

en el cual se ha tomado K = K = K~ de tal manera que

_ [T Ao doy, ‘

Otra deduccion del modelo consiste en aproximar las derivadas respecto de las variables trans-

versales mediante diferencias finitas

Ov(r,§)  Y(r,§+0) - ¥(r,¢) ov(r,§)  Y(r,§) —¥(r,§—9)

~ ~
~ ~

P 52 ’ P 52 ’

(2.18)
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de tal manera que

PU(r,§) V(1§ +6) —2W¥(1, &) + ¥(r,{ —9)
oz 52

, (2.19)

haciendo € = 62 y sustituyendo (2.19) en (2.1), con V' = 0, restringiendo los valores de ¢ a puntos
igualmente espaciados dados por nd, con ¥, (1) = W(7,nd), se obtiene la ecuacién no-lineal de

Shcrodinger discreta en su forma estandar

0V,

i = (Wit (7) = 20, (7) + U1 (7)] + 9| W0 (T) P, (7) | . (2.20)

Si bien (2.20) corresponde a un caso especial de (2.12) sus deducciones son esencialmente
diferentes y cada procedimiento motiva diversas interpretaciones del modelo DNLS que, en ulti-
ma instancia, resultan provechosas al complementarse mutuamente. Por un lado, la deduccién del
modelo no solo permite una interpretacion fisica mas precisa de los elementos involucrados
en esta ecuacion, sino que también permite extender los tratamientos variacionales de la ecuacion
NLS al estudio de sistemas discretos cuya dindmica es gobernada por la ecuacién DNLS, mien-
tras que la aproximacion de diferencias finitas con la que se deduce el modelo (2.20) inspira una
perspectiva alternativa al permitir que las funciones de onda W, cuya dindmica es descrita por la
ecuacion DNLS, puedan ser vistas como funciones continuas en las variables 7 y £ sin perder los
efectos de interaccion discreta. Como se vera mas adelante, el tratamiento “continuo” de la ecua-
cién DNLS resulta ventajoso al momento de caracterizar sus soluciones de forma general mediante
los tratamientos variacionales andlogos al modelo NLS sin que se pierdan las propiedades discretas
representativas de la ecuacion DNLS.

Como se verd en capitulos posteriores, la sinergia de la perspectivas fisicas y matemaéticas de
los modelos y inspiran una aproximacion interpolativa con resultados mas generales
y concretos que los tratamientos variacionales discretos usualmente desarrollados en el estudio de

los sistemas discretos gobernados por el modelo DNLS y sus generalizaciones.
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2.2. Meétodo variacional de Anderson

D. Anderson y M. Bonnedal (1979) introdujeron un novedoso tratamiento de los sistemas no-
lineales mientras investigaban la dindmica de haces de luz emitidos por un laser propagados a
través de plasmas (Anderson y Bonnedal, [1979). Fue tal el éxito de su aproximacién que en 1983
Anderson aplicé el método variacional a una ecuacién que para ese momento ya gozaba de una
fama inmensa en el ambito de los sistemas no-lineales, sobre todo por su papel fundamental en
la revolucion de las fibras Opticas; la ecuacidn no-lineal de Schrodinger (Anderson, |1983). Siendo
que la ecuaciéon NLS ya habia sido resuelta de forma explicita mediante el método de inverse-
scattering resultd contundente el hecho de que este nuevo tratamiento podia predecir, de forma
muy precisa, la dindmica de las soluciones que un sistema no-lineal podria tener. Si bien ambos
articulos muestran de manera bastante clara el procedimiento variacional, no fue hasta el 2001
que el mismo Anderson, junto con los investigadores M. Lisak y A. Berntson, presentaron una
generalizacion del tratamiento para poder ser aplicado a una amplia gama de modelos no-lineales
continuos (Anderson et al., 2001).

A continuacidn se introduce el método variacional de Anderson siguiendo la linea de investi-
gacion de Anderson, Lisak y Berntson.

Se parte de un modelo de la forma

o .

U =U(r¢) e P |V, {D; [\Il]}?:l LU A{D; [\I/*]}j:1 , (2.21)

donde V¥ es una funciéon compleja que depende de una variable de evolucion, denotada por 7 € R,
y el vector £ € R” cuyas entradas son conocidas como variables transversales. En este modelo P
es un operador no-lineal de evolucion que depende tanto de W como del conjunto de operadores
diferenciales {D; }?:1, cada uno de grado j en las variables de evolucidn, aplicados a W, al igual
que de los complejos conjugados de dichas dependencias.

El método variacional requiere que el modelo (2.21) pueda ser deducido de una densidad La-
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grangiana
ov ov*
L=L (‘Il, — AD;[V}Y_, v, — {D; [V} ) (2.22)

or j=17 or J=1

a través de un operador I’ que generaliza las ecuaciones de Euler-Lagrange usuales, tal que

ov n ov n
T |:£ <\II7 E, {Dm[\ll]}jzl ,C.C.):| =0 <— E =P |:\I/, {D] [\I}]}jzl ,C.C.] (223)
con c.c. los complejos conjugados de las dependencias explicitas.
Si bien el operador 7" puede ser determinado al minimizar la accién
ov n
S = LV, 5 {D; [\I/]}jzl ,c.c. | dédr (2.24)

no hay un procedimiento estdndar para deducir la forma explicita de la densidad Lagrangiana
2.22).

Con el fin de minimizar la accién es importante notar que ésta debe de ser real ya que
para maximizar o minimizar una funcién se hace uso de la propiedad de ordenamiento de los
ndmeros reales y siendo que el conjunto de nimero complejos C no posee un orden total lo mas
que se podria hacer al tener una accién compleja S = 57 + .5, es minimizar por separado S y
S, las cuales resultan ser reales, volviendo asi al problema inicial de solamente tomar en cuenta
acciones en R. Dicho esto, considerando que 7 € Ry £ € R", la densidad Lagrangiana en (2.24))
deberd de ser real.

Habiendo determinado la forma de £ se propone una funcion de prueba (o ansatz) localizada

de la forma

v (T7 6) = F(f,p1<7'),p2(7'), --->ps(7—)) ’ (2-25)

con p; parametros (reales) cruciales para caracterizar de forma completa a los pulsos, por ejem-
plo, tratdndose de un ansatz Gaussiano, los pardmetros pueden corresponder a la amplitud, ancho

espacial o fase del pulso.
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Sustituyendo (2.25)) en (2.24) el problema se convierte en la minimizacién de

S = /LdT (2.26)

OF .
con I— / c (F DRI, ,c.c.) dt . 2.27)

Una vez realizada la integral (2.27) se obtiene una Lagrangiana (también referida como La-
grangiana promedio o efectiva) con dependencias de la forma L = L ({pj SIS (287 S ,c.c.)
de tal manera que la minimizacién de (2.26]) se cumpla mediante las ecuaciones de Euler-Lagrange

usuales

oL _d( oL
8pj_d7'

_— ara j=1,...,5, (2.28)
a(arp») e

lo que generard un sistema de ecuaciones diferenciales de segundo grado para el conjunto de
parametros p; (usualmente acoplado) cuya solucion presentara un comportamiento muy cercano al
de las soluciones reales del modelo (2.21).

Aunque no siempre es posible encontrar una densidad Lagrangiana de la forma (2.22) en mu-
chos de éstos casos el operador P se puede separar como la suma de dos términos, uno que pueda
ser deducido de alguna densidad Lagrangian y otro que no. Tal separacién terminara agregando
un término “disipativo” en la ecuacion (2.28)) permitiendo que el método variacional pueda ser
aplicado a una extensa variedad de modelos, sin embargo, tal extension no es de interés para este
trabajo.

Es importante notar que si bien el método variacional fue desarrollado, en primer instancia, para
el andlisis de sistemas continuos, lo que se busca es poder encontrar una Lagrangiana efectiva que
minimice la accién mediante las ecuaciones de Euler-Lagrange al ser evaluada en una
funcion de prueba adecuada y dicha Lagrangiana puede ser la integral de un conjunto de variables
de evolucién o una suma discreta como en la ecuacién (1.3) asociada al modelo DST desarrollada
en (Eilbeck er al.|[1985). Gracias a esta posibilidad es como se logran realizar diversos tratamientos

variacionales de la ecuacion DNLS, los cuales seran discutidos a continuacion.
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2.3. Tratamiento variacional discreto del modelo DNLS

A diferencia de los modelos KdV y NLS, la ecuacién DNLS resulta ser no-integrable, es decir,
sus soluciones explicitas no pueden ser determiandas mediante el método de inverse-scattering
(Levi et al., 2008)) por lo que se han buscado alternativas para describir, al menos de manera
aproximada, la dindmica de sus soluciones.

El hecho de que éste modelo sea una discretizacion directa de la ecuacién no-lineal de Sherodin-
ger ha inspirado tratamientos variacionales que adaptan el método varicional de Anderson al notar
que, esencialmente, solo se requiere de una Lagrangiana efectiva L cuyas dependencias permitan
minimizar la accién S = [ Ldr mediante las ecuaciones de Euler-Lagrange (2.28). En el caso de
la ecuacion DNLS, dicha Lagrangiana puede ser obtenida mediante dos procedimientos diferen-
tes. Por un lado, de forma anéloga al procedimiento con el que se dedujo la ecuacion DNLS en el
Capitulo se puede utilizar la densidad Lagrangiana de la ecuacién NLS expandiendo el campo
W como la superposicion de ondas localizadas ¢,, para subsecuentemente promediar el resultado
integrando respecto de la variable transversal £ en todo R deduciendo asi un prospecto de Lagran-
giana efectiva para la ecuacion DNLS. Por otro lado, se puede partir no de la ecuacion NLS sino
del mismo modelo DNLS (Rasmussen ez al., 1998)) al buscar un Hamiltoniano efectivo (real) H tal

que las ecuaciones

de, O0H
— = — 2.29
Yar ocx’ (2:29)
den como resultado la ecuaciéon DNLS, obteniendo la Lagrangiana efectiva mediante
=1 dc dc;,
= —i|c—= — ~)—H. 2.
nz_oo 2Z (C” dr Cn dr ) (2.30)

En esta formulacion no solo se toma en cuenta el producto de las variables conjugadas ic) y
(dc,,/dT), sino que también su complejo conjugado de tal manera que la Lagrangiana resultante
sea real.

La deduccion de una Lagrangiana efectiva para el modelo DNLS es el paso mds importante de
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los tratamientos variacionales ya que de ello depende el que se pueda o no aplicar el método varia-
cional de Anderson para poder predecir la evolucién de las soluciones localizadas sin la necesidad
de resolver el modelo en cuestion. Es por ello que a continuacién se deducen las Lagrangianas de
los dos métodos mencionados con el fin de identificar sus alcances y limitaciones para encontrar

una solucién general a éste problema.

2.3.1. Primer deduccion de la Lagrangiana efectiva para el modelo DNLS

En ausencia de potenciales externos V' = 0 el modelo (2.1)) se reduce a la ecuacién
i— = —a—— + g|V|° V. (2.31)
T

Se ha demostrado (Anderson, |1983) que esta ecuacion puede ser obtenida mediante la densidad

Lagrangiana
2

+ g |t (2.32)

52%{\118\1’ —\If*a—qj] +a|

or or « 8_5

al aplicar la ecuacion de Euler-Lagrange extendida dada por

oc 0 oL 0 oL
=\t 5] - (2.33)
oU  0& \0(0:V) or \0(0.¥)
El método variacional de Anderson requiere conocer la Lagrangiana efectiva (2.27)) que en este
caso corresponde a la integral, respecto de &, de la densidad (2.32)). Para deducir la Lagrangiana
efectiva del modelo DNLS se sustituye la expansion (2.2)) en (2.32)), el resultado se integra respecto

de £ de —o0 a oo haciendo uso de las condiciones de ortonormalidad y de confinamiento estrecho

de las funciones ¢,,(§) (véase el Capitulo . El resultado de tal aproximacion es (Gligoric et al.,
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2008)
Lowas :%n: e B S B BCE
+anm§_:_m W / d;g‘ dj; (2.35)
+ gn,m,ngz_oo et s UnnimtmndE (2.36)

con U,/ la matriz de interaccién dada por (2.3). Aplicando (2.3), (2.8) y 2.11)) a (2.34), (2.35))

y (2.36), respectivamente, bajo la condicién de homogeneidad K™ = K = K, se obtiene la

Lagrangiana efectiva del modelo DNLS (2.12) en ausencia de potenciales externos

o0

(1) . 1 dC % dcn « %
Lpnrs = Z ( { dr Cn?j| - K [Cn-l—l "’Cn_ﬂ Cp +

n=—0oo

1
+enlcnl® + §Unci (c;';)z) (2.37)

con €,, U, y K dados por (2.14), (2.13) y (2.17), respectivamente, al tomar V' = 0. La aplicacién

de las ecuaciones de Euler-Lagrange

aLDNLS . d aLDNLS
o 4r ( ) (2.38)

ey 0 (dcy,/dT)

da como resultado la ecuacion (2.12) sin importar que V' sea igual o distinta de cero por lo que
puede ser considerada como la Lagrangiana efectiva del modelo DNLS para el caso general
en el que se incluye V' # 0.

Si bien la deduccion de esta Lagrangiana sigue el mismo desarrollo con el que se dedujo el
modelo DNLS en el Capitulo 2.1} es importante resaltar una restriccion muy importante que se le

debe de imponer a las amplitudes c¢,, para que L DEV 1. pueda ser utilizada en el método variacional
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de Anderson. Observese que el término

k=K i+ 1] (2.39)

en general, podria no ser real, de tal forma que ng\, g podria tomar valores complejos. Tal pro-
blematica puede ser resuelta al establecer la condicién de que x,, € R la cual se cumple si y solo

z

S1

Im{c; c,} =—Im{c_jc,} . (2.40)

Por otro lado, la suma que involucra al término x,, podria ser reordenada de la siguiente manera

Z Kl +c ]en=K Z Cri1Cn + K Z Cr_1Cn (2.41)
=K ) ¢+ K Y cenn (2.42)
=K Z (cflﬂcn + cn+1c;‘1) R (2.43)

siendo que en el paso de (2.41) a (2.42) se realiz6 el cambio de variable n — n + 1 en la suma que
involucra al término c;;_,c,. Como se puede ver (2.43) es real, asi que al sustituir éste término en

ng\, g S€ obtendréd una Lagrangiana real de la forma

o0 7 dCZ " an N .
L= <5 (C” dr C”E) = K (hrCnF Cunny) +

n=—oo

1
+enlenl® + §Unci (c;;)2) . (2.44)

Esta expresion es muy recurrente en los estudios que involucran al modelo DNLS (Trombettoni
y Smerzi, 20015 Gligoric et al., [2008; [Kaup, 2005), sin embargo, el reordenamiento de las sumas
infinitas podria dar como resultado una suma no-convergente por lo que éste proceder no resuelve

la problematica de forma satisfactoria.

21



2.3. TRATAMIENTO VARIACIONAL DISCRETO DEL MODELO DNLS

2.3.2. Segunda deduccion de la Lagrangiana efectiva del modelo DNLS

En esta segunda deduccion se puede ver que al sustituir

o

1
Hpnis = Z (—Re {K [ch41+ cna] i} + enlcnl® + §Un|cn|4> (2.45)

n=—oo

en (2.29) se obtiene (2.12) de tal manera que la Lagrangiana efectiva sera

= 7 dc;, Ldcy i
Lis = Z (—5 (CnE - CnE) +Re{K [chy1+cna] ) —

n=—oo

1
—enlcn)® — §Un\cny4) . (2.46)

Si Ky, dado por 1| es real entonces ng\, Ls = —L%g\, Lg» €s decir, la Lagrangiana
generaliza a la Lagrangiana admitiendo un conjunto de funciones ¢, mucho mas grande y
versatil para describir a las soluciones del modelo DNLS de forma mdas completa.

En el siguiente capitulo se desarrollard una perspectiva diferente con la cual se justificard de
manera formal y sin ambigiiedades la obtencién, no solo de una densidad Lagrangiana para el
modelo DNLS homogéneo (2.16)), sino también, de las ecuaciones de Euler-Lagrange extendidas
asociadas a ésta ecuacion con las cuales se deducirdn las cantidades conservadas del sistema y se
estudiaran las evoluciones de las soluciones localizadas mediante el método variacional de Ander-

son aplicado en su forma original esquematizada en el Capitulo[2.2]
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Capitulo 3

Tratamiento variacional interpolativo del

modelo DNLS homogéneo

3.1. Representacion interpolativa

A continuacién se introduce la representacion interpolativa del modelo DNLS con la que se
planea desarrollar un tratamiento variacional mds apropiado en comparacion a los realizados tra-
dicionalmente.

En primer lugar, obsérvese que el modelo (2.16) es equivalente a

0cy,
Za_ct + (Cngr + nt) + (T + Alea]*) ¢ =0 (3.1
al tomar
€ U,
t=7-K, =-—-=2, A=-—-2, 3.2
T e e (3.2)

Partiendo de éste modelo equivalente, se propone u : (z,t) € R*> — C de clase C? (sus

segundas derivadas existen y son continuas) tal que u(nd,t) = ¢,(t) con § € R una constante. De
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3.1. REPRESENTACION INTERPOLATIVA

esta manera la ecuacion (3.1]) se vera como

Z,(?u (no, t)

5 +u((n+1)6,t) +u((n—1)8)] + [+ Alu(nd,t) "] u(nd,t)=0. (3.3)

Ahora, se define el operador de traslacion
Tylu](z,t) = u(z + N6, t) , (3.4)

por lo que el modelo (3.3)) se convierte en

Z-aTn[g]t(Ou t) + [Tn+1[u](0>t) + Tn_l[u]([),t)] + [F + A|Tn[u](07t)’2} Tn[u]«)a t) =0. (.5)

Obsérvese que la red puede ser recorrida variando a x en lugar de n en un proceso de interpo-

lacion de las amplitudes c,, como el mostrado en la figura[3.1

[Ch(t)]
.@. lu(x + no, t)|
f” \\
A
r’l \\
! \
/ \
/
7 AY
’ A
[Cn-1(t)] [Ch+1(t)]
! \
/ \
I’I ‘\
l" “\
’ \
[Ch—2(t)] | *JCn+2(t)]
ICn-3(0)] ‘ ICn+3(0)]
' ---- , \" ————— _.
(n-3)6 (n-2)6 (n-1)6 né (n+1)6 (n+2)6 (n+3)6

Figura 3.1: Esquema de la aproximacién interpolativa del modelo DNLS.

Asi n se mantendré fijo mientras que = tomard valores en todo R de forma continua. Introdu-
ciendo la notacioén wu,(x,t) = T,[u](x,t) y tomando en cuenta que T, [u](z,t) = u(z + (n +

m)o,t) = T lu](z + nd, t) = T [Thlu)](z,t) = Tun)(z, t), el modelo (3.3) serd equivalente a

i@un(:p, t)

BT + [T1[wn) (2, t) + T [un) (z, 1)) + [T+ Al (2, )] wp(z,t) =0 . (3.6)
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3.2. ECUACIONES DE EULER-LAGRANGE EXTENDIDAS

3.2. Ecuaciones de Euler-Lagrange extendidas

Si el modelo (3.6) puede ser deducido de una densidad Lagrangiana ésta debe de contar con las
siguientes dependencias

L= L(Up, Upt, T1[un], T_1[u,)], c.c.) (3.7

con u,,; la derivada de u,, respecto de t y con c.c. representado las mismas dependencias descritas
explicitamente pero tomando el complejo conjugado de u,, (denotado por w) en lugar de la misma
u,. A demds, se supone que las soluciones se anulan en el infinito, es decir, u,(x — £00,t) — 0
para todo t.

Para determinar la forma de esta densidad se requiere encontrar la ecuacion de Euler-Lagrange

extendida del modelo DNLS mediante la minimizacion de la accion

S :/ / Lty U g, Ty [wn), T-1[uy), c.c.)dtdz . (3.8)

Se define

qn(x,t, ) = up(x,t) + a - nu(x,t) (3.9)

con 7, (z — £o0,t) — 0 de tal manera que la accién

S(a) = / / L(qn(z,t, ), gni(x,t, ), Th[gn](x, t, @), T-1[qn](x, t, ), c.c.)dtdz  (3.10)
alcance su minimo en o« = 0, es decir

=0. (3.11)
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3.3. HAMILTONIANO Y CONSERVACION DEL MOMENTO

Por la regla de la cadena

oL (9qn oL O0qny oL  9Ti[g,] oL 0T 1]qn)
. dtd
/ / (8qn 196 aqn,t o * 0T[q,) O« * T 4(q,] O« v

+/ / (c.c.)dtdz (3.12)
—o0 J i1

lo que se reduce a (Apéndice [A.T)

L () ot o s
+/Oo /Oo(c.c.)n;‘ldtdx . (3.13)

Evaluando a@ = 0 y aplicando la independencia lineal de los conjugados complejos (a7, +

asn;, = 0 = a; = 0 = ay) se obtiene la ecuacion de Euler-Lagrange extendida del modelo DNLS

(.9

S o (%) i {ﬁ] h l%] I

Antes de buscar la forma explicita de la densidad Lagrangiana generadora de la ecuacion ([3.6)

a través de (3 se pueden estudiar las propiedades conservadas de los sistemas cuyas densidades

Lagrangianas posean las dependencias (3.7).

3.3. Hamiltoniano y conservacion del momento

Por simplicidad, se introduce la notacion .+, = Tp[un] ¥ tny, = Op(uy,) parap = z,ty

mediante la regla de la cadena

dC 0L Ou, oL Ouy, 0L Ounyiq oL Ou,_1
= + L+ +

ac _ c, 3.15
dp ~ Buy Op | Duny Op | Ounes Op | Ouns Bp 1 CF G1>

en donde c.c. indica el mismo conjunto de términos explicitos del lado derecho de la igualdad pero

tomando v, en lugar de w,,.
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3.3. HAMILTONIANO Y CONSERVACION DEL MOMENTO

Sustituyendo 0L /0u, de (3.14)

%_ 2 oL o oL o oL ouy,
dp  \ ot Oy 4 ! OUp i1 ! OUp—1 dp

oL 8un,t+ 0L Oupiq n 0L Ouy—y .

Gune p | Bups Op | Bus 0p (310
+ c.c.
Por un lado
T,N [TN [un]] = Up = TN [T,N [un]] N (317)
mientras que, dadas f y g funciones de (x,t)
Iy lf-gl(z,t) =T [f] (z,t) - T [g] (x,2) , (3.18)
Tn[f +gl(z,t) = T [f] (z,1) + T [g] (2, 1) , (3.19)

al ser u,, de clase C?, las parciales cruzadas seran iguales 9; (0,u,,) = 9, (O;u,,) asi que en general

O (Opun) = 0, (Opu,,), ademas

OTn[un|(z,t)  Oun(x+ No,t)  Ouy(x + N6, t) 0 (x+ NJ)
Ox B Ox ~ 9(z+ NY) oz

_ Oug(x,t)
- Or

:TN[

rz=x+Nd

)]

o (3.20)

que junto con el hecho de que Ty [0; (uy,)] = O; (T [un)), ya que el operador Ty solo actia sobre

la coordenada z, se obtiene

(T [un]) - (3.21)

Ty {8un} 0

op |~ op
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3.3. HAMILTONIANO Y CONSERVACION DEL MOMENTO

Aplicando (3.17)-(3.21) a (3.16) se llega a

dc a< oL *az) [ oL . az}
— = — | Upp=— +u =T 4 |Upg1pr— +u
aun—‘,—l

dp Ot \ "TOuyn,  "POu, Untlpg uh
oL oL oL oL
— Ty |y g y—— P N pp——— e 3.22
' [u 1’pa“n—l T l’p@“;klj " (u H’paunﬂ T "pr) 2+1) ( )
+(u oL + u, 0L
n—1,p aun,l n—1,p 81&;,1 °
Definiendo
oL
=gy t Ul ——— (3.23)
P  Guy Oy,
oL oL
kp = Upp=— ; , 3.24
P u P aun,t + un,p au;t ( )
entonces, la ecuacion (3.22)) se convierte en
Ok, dL _ _
a—tp - = (T [Kf] =K+ (Tu [k, ] — k)« (3.25)
Integrando respecto de = desde —oo hasta oo el lado derecho se anula ya que
/ Ty [K]] (2, t)dx = / kf(z 4 6,t)dr :/ k(2 t)da", (3.26)
con ' = x £ 4, resultando en
> 0k, dL
— — —dr=0. 3.27
o Ot dp v=0 (3-27)

Cada variable genera una cantidad conservada diferente. Por un lado, p = ¢ corresponde a la

conservacion del Hamiltoniano del sistema

H= / (unt + uy, taauf — E) dx (3.28)

n,t
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3.4. TEOREMA DE NOETHER

mientras que p = x resulta en la conservacion del momento

M = —/ u,mﬁ —|—ufw£ dx , (3.29)
oo " O *ouy,

en donde se ha aplicado el hecho de que todos los campos considerados u,,, asi como sus derivadas,
se anulan en * — =00 y en consecuencia las densidades Lagrangianas que dependan de ellas
también lo hara.

Las cantidades H y M se conservan sin importar la forma de £ siempre y cuando los modelos
que describan sean obtenidos mediante las ecuaciones de Euler-Lagrange extendidas dadas por
(3.14). El resto de cantidades conservadas en el sistema estdn asociadas a las simetrias de la accién

(3.8) mediante el Teorema de Noether el cual se desarrolla a continuacion.

3.4. Teorema de Noether

En el siguiente desarrollo se siguen los mismos pasos que el estudio del Teorema de Noether
aplicado al modelo NLS presentado en (Sulem y Sulem, |1999).

Por simplicidad se hard uso de la convencién de suma para los indices repetidos con ¢ = 1,2
y # = 0,1, y se utilizard la notaciéon u,, = (W, 1,0,2) = (up,u)), x = (xo,x1) = (t,2)y

0 = (0o, 01) = (O, 0;) de tal manera que la accién (3.8)) se verd como

S{u,} = //DE (0,0 (0,) , W1 1,0, 1) dy (3.30)

con D el dominio de integracion.

Ahora bien, se tomara en cuenta el grupo de transformaciones 7' dado por

X = X (U, €) u, — u, (X, U, €) , (3.31)

en donde se supondrd que tanto Y como u,, son diferenciables respecto de ¢. Ademds, si e = 0 la
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3.4. TEOREMA DE NOETHER

transformacion corresponderd a la identidad y si € es infinitesimal
;:X_’_(sX’ ﬁn:un+5un9 (332)

con 0 y du,, proporcionales a e. Bajo la transformacién (3.31) el dominio de integracién D cambia
aD,u, (x) se transformaenu, (X), y O se convertird en d correspondiente al operador de derivadas

parciales asociadas a las componentes de . Es asi como la accién (3.30) se transformara en

5 (i) = / /D £ (8008 (8) B T ) X - (3.33)

Cuando e es infinitesimal el Jacobiano de la transformacién (3.31)) puede ser aproximado a los

términos de primer orden de la siguiente manera

~ ddx0 9dx0
0 I+ 722 o 00 06
X _ det Mo | 4 2OX0 X (3.34)
9x o 14 % o O
125%) ox1

con lo cual

S} = / /D £ (1.0 (8,) B B )

e~ 0dx,
n / /D £ (10,00 (80) B ) G (3.35)

Ahora bien, se define la variacion de la accion

65 = S {u,} — S {u,} (3.36)
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3.4. TEOREMA DE NOETHER

la cual, en el régimen infinitesimal, se puede ver como

55 // lln7 80 lln) ﬁn+1, ﬁn_1> — [, (lln, 80 (lln) ,Upy1, lln_l) dX

+ // ﬁ ﬁnaa(] (ﬁn) aﬁnJrlaﬁnfl) aéX#d (337)
D aXu

Hasta términos de primer orden se tiene que

; oL oL
E 7£ + 8[1”71‘ (un,i - un,i) _'_ aun+17i (un+1’i — un+l,i)
oL oL -
o et =) 5 (3 (@) — 00 () (3.38)

con L la densidad Lagrangiana evaluada en (u,, x) y £ la densidad Lagrangiana evaluada en la
transformacién (3.31)). De la misma manera, haciendo uso de la definicién (3.32) se procede a

expandir u,, hasta términos de primer orden de la siguiente manera
ﬁmi =Up; + a,u (umi) 5Xu + 6“71,2' ’ (339)

con lo cual

5ﬁn,i = ﬁn,i — un,i = 8“ (um) 5}(” —+ 5un,i . (340)

Obsérvese que en general ou,, 41 ; # T [0u,,;] ya que
Ty [60p415]) = T41 [Op (Wnt1,) 6X + 0y ;) = 0, (W) Ty [6x5] + 0w,y (3.41)

Por otro lado
8y = %@ — (50“ + %> 3, s (3.42)

bo— 0 = Ly (3.43)
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3.4. TEOREMA DE NOETHER

asi que

50ﬁn,z‘ — ooy, ; = <§0 — 30) u,; + 0y (W,; — ;)
05)@

_ 3, (o) + o (50,,) 3.44
o (W,,i) + 0o (00,5) (3.44)

Sustuyendo (3.40) y (3.44)), asi como las propiedades (3.17)-(3.21), en (3.38) se obtiene

oL . oL R oL .
oL —Wméum + Ty |:T—1 [8%“ J Ty [5un,i]:| + T {T1 {&ln—u} T [5un,i]}
oL DOX = )
. _ DX ) + B (G 3.45
8(80%)( D W) + 0 (0, (3.45)
condL =L — L.

Sustituyendo L Lenla segunda integral de 1} y lb en la primer integral, tomando

en cuenta que las traslaciones espaciales no afectan la evaluacion de las integrales, se obtiene

Y ) ar A
0= // ( 6um i {Gunﬂﬂ} T [0uy41,] +Th {31171—1,1} T [5un—1,z‘]) dx
OXp 5~ .
" //D 8 (Bouy, ;) < Do O (Uni) + % (5un,z)) X

+ / / ﬁ(%x“d (3.46)
D aXﬂ

En la segunda integral, mediante (3.40)), se puede realizar la aproximacion

00X
IXo

0, (W) + 0o (00, ;) ~ aﬁo (W) 6x, + Do (S, ;) (3.47)
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3.4. TEOREMA DE NOETHER

con lo cual, aplicando (3.41))

oL

aun—i—l,i

oL
05 = [ dx (o @, )+ ) 4 T | 5] @) T 93] + )
D n,%

oL
13 g | @ ) T 03] + )
Up—1,i
oL 9 0dx,
+ 5 o) (92 (W) O + Do (G ) + L o, ) . (3.48)

Por las reglas de la cadena y el producto

26, oL ., oL
) x4+
O a(aoun,i)a“o () O + ou,,

oL oL
8u (un+1,i) 5Xu + Eaﬂ (un,u) 5)(# . (349)

O (Loxu) =L

O (W 3) 6Xp

+

aun+1,i

Aplicando las condiciones (3.17)-(3.21) y tomando en cuenta que las traslaciones espaciales

no afectan la forma de la integracion, se obtiene

~ 9ox, . 0L, oL
/ /p Ou (L0x4e) A = / /p ax (E X "9 (Bouy, ;) O (i) O3 ouy,; On (U ) Oxs

oL
P | ] T 0 B )
oL
+ T1 |:8 :| T1 [5}(“] (9“ (llnﬂ')) . (350)
un—l,i

Sustituyendo en (3.48)

5= [ G
D aun,i

+T_1|: oL :|+T1|: oL :|)(Slln7Z

aunJrl,i 3un71,i
L9k (Ow,;) + 8, (L) 3.51)
a (aounﬂ/) 0 n,1 1z X/lz M :

El primer término de la integral se puede sustituir por dy (0L/0 (Opu,,;)) mediante las ecuacio-
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3.4. TEOREMA DE NOETHER

nes de Euler-Lagrange (3.14) asi que S5 se vera como

a()un z)

Finalmente, por (3.40) du, ; = 0w, ; — 0, (u,;) dx, y como se busca estudiar soluciones tales

que L se anule en x; — £00, entonces

/ 01 (Lox1) s = lim Lox,[*, =0, (3.53)
y asi
hod o oL . du,, ;
to —00 n,t W

de tal manera que si la accion (3.30) se mantiene invariante bajo la transformacion infinitesimal
(3.32) entonces 05 en (3.54) serd igual a cero y como ¢, y ¢; son arbitrarios entonces la siguiente

cantidad deberé de ser conservada respecto de ¢

~ aun,i
Q / |: aounl (5117172' — a—XN(SXM) + £5X0:| Xm . (355)

Para conocer qué cantidades se conservan es necesario contar con la forma explicita de £, la

cual sera presentada a continuacion.
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3.5. DENSIDAD LAGRANGIANA EXPLICITA

3.5. Densidad Lagrangiana explicita

Como es bien sabido, no existe un procedimiento general para la obtencion de las densidades

Lagrangianas, sin embargo, si en (2.46) se aplican las definiciones de (3.2)) se obtiene

P - v [ ,dc, dcy, 1 .
Lg)g\fLS = Z K <§ (Cn% —Cn It ) + 5 (Cn+1cn + ancn) +

n=—oo

1 1
+§ (cno1cl + ¢ qcn) + Tlenl® + EACZ (02)2) , (3.56)

y es un procedimiento directo el ver que la sustitucion del término entre paréntesis en las ecuacio-
nes de Euler-Lagrange extendidas (3.14)) da como resultado el modelo por lo que la densidad

Lagrangiana buscada es

E:

% (upting — upuil ) + % (whtins1 + unusyy) + % (whtin—1 + upul_y) +

1
+Tunul, + §Au§(u;)2 . (3.57)

Sustituyendo (3.57) en (3.28) y (3.29) se obtiene que las siguientes cantidades son constantes

respecto de ¢

H= / dx (—1 (whtns + unuls, ) — 1 (utin_1 + unu_;)

e 2 2
A
—Tunuy, — 5 (unu;;)Q) , (3.58)
M = %/ (u;xun — unxu;) dx . (3.59)

Como se mencioné anteriormente, H y M se deben de conservar debido a las ecuaciones de
Euler-Lagrange (3.14) sin importar la forma de £, sin embargo, gracias al Teorema de Noether,
es posible relacionar estas y otras cantidades con ciertas simetrias de la ecuacién (3.57) como se

muestra a continuacion.
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3.5. DENSIDAD LAGRANGIANA EXPLICITA

= Invarianza transversal

L se mantiene invariante ante la transformacién

tt'=t, 1 =x—ox, Un = 1t (3, 1) = un (2, 1) (3.60)

de tal manera que 6¢ = 0 = du,,; con lo cual la cantidad conservada correspondiente a esta

invarianza sera

Q= 5:10/ (unx or +u; oL ) dr = 0x - M (3.61)

P u
o O ¢ ¥ oy, 4
lo que se reduce a la conservacion del momento M definido en (3.29).

= Invarianza de evolucion

La densidad Lagrangiana (3.57]) también es invariante bajo una traslacién infinitesimal de la

variable de evolucion ¢ dada por

t—t =t—6t, r—1 =x, (3.62)

Up(x,t) = ul (2, 1) = uy(x,t) , (3.63)

asi 0z = 0 = du,,; de tal manera que la cantidad conservada asociada a esta invarianza serd

Q= (51%/ (uma—£ + u or — L) de =0t-H (3.64)

00 au”7t n7t au;}t

lo que corresponde a la conservacion del Hamiltoniano H dado por (3.28)).

s Invarianza de norma

La densidad Lagrangiana £ es invariante bajo cambios infinitesimales de la fase en u,, dados
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por
t—t =t, r—a =ux, (3.65)
Un (7, 1) >l (7,1) = e “u,(2,1) . (3.66)
En este caso dt = 0 = 0z y siendo ¢ infinitesimal se tendrd ou,, = —ie (u,, —u’) por lo que

la cantidad conservada asociada a esta invarianza sera la norma

N, = /OO |u, |2z . (3.67)

3.6. Meétodo variacional de Anderson en el modelo interpolati-
VO

Habiendo determinado la forma de la densidad Lagrangiana del modelo DNLS (3.6)) se propone
una funcién de prueba con la cual estudiar la estabilidad de sus soluciones.

Se utilizara un ansatz de la forma

un(x,t) = u(z,, t) = g(a, + 2(t), t) exp {ip(z, + 2(t),1)} (3.68)
g(x,t) = A(t) exp {—%} (3.69)

o(x,t) = b(t)z® + p(t)x + h(t) (3.70)

6 = 2 4 16 (3.71)

el cual corresponde a un pulso Gaussiano de amplitud A y ancho a (dependientes de ¢) y una fase
¢ polinomial de segundo grado en x cuyos coeficientes b, p y h dependen de .
Cuando un pulso se propaga a través de una fibra dptica puede ser comprimido o ensanchado

debido a las interacciones no-lineales con el material (Agrawal, 2012). La fase, bajo estas trans-
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3.6. METODO VARIACIONAL DE ANDERSON EN EL MODELO INTERPOLATIVO

formaciones, puede variar de diversas maneras de las cuales la variacion lineal es la més simple de
modelar.

Dado que un pulso puede ser visto como la superposicion de ondas senoidales de la forma

y(x,t) =sin{¢(z, 1)} (3.72)

se tiene que la fase de cada una de estas funciones corresponde a

flz,t) %(w,t) . (3.73)

Suponiendo que f se comporta de forma lineal respecto de ¢ entonces

f(z,t) = b(x)t + p(x) (3.74)
y asi
g—(f(x, t) o< b(z)t + p(x) . (3.75)

Integrando esta ecuacion resulta que la fase varia como

o(z,t) = b(z)t* + p(z)t + h(x) (3.76)

en donde b, p y h han absorbido la constante de proporcionalidad en (b también absorbi6 una
constante de integracion) y h(z) = ¢(x,t = 0).

En la ecuacion el coeficiente b es conocido como chirp y su funcién es controlar la
compresion o expansion del pulso.

En este caso se ha supuesto que el pulso viaja a través de una fibra dptica cuya dindmica es
gobernada por la ecuacién NLS siendo z la variable de evolucién y ¢ la variable transversal, sin
embargo, en la ecuacion DNLS los papeles se invierten siendo z la variable transversal y ¢ la

variable de evolucidn. Es por ello que se ha utilizado un pulso Gaussiano con una fase polinomial
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cuadrética en x cuyos coeficientes son dependientes de .
Para el andlisis de la evolucién de las soluciones se supondra que tanto I' como A son constan-
tes.

Con esta funcion de prueba se tiene que
N, = / u, |2dz = / G (x, + 2(t),t)dr = /7 A% . (3.77)

Sustituyendo (3.68)-(3.71)) en (3.57) e integrando respecto de x desde —oo hasta oo, se obtiene

la Lagrangiana (Apéndice[A.2)

21/ 2

, ,  a o A
L:\/EAZCL <— (h +pz + 2 ) —|—2€Xp{—@ (1+4a4b2>}COS{(5p}+mA2+F> .
(3.78)

Siendo que L no depende explicitamente de ¢ es una funcional independiente de las derivadas

de orden mayor a 2 se le pueden aplicar las ecuaciones de Euler-Lagrange usuales dadas por

oL d oL
oL _d _ . |
of (a@f)) 0, f=dabhzp, (3.79)

dando como resultado el sistema

a' = 46%baexp {_ﬁ(l%&ld“lﬂ)} cos{dp} , (3.80)
Y. {_52 (1 jl_a;la4b2)} 21 ;44a452) cos {op} — 2%\2 -, (3.81)
7= —20exp {—52(11—;&172)} sin{dp} , (3.82)
h’:F—l—exp{—y(lI—af{f%} <2— 52(12_—;a4b2)> cos{ép}—l—% —pz' | (3.83)
A’a = % =N, (3.84)
p constante . (3.85)

Como se puede ver, el sistema formado por las ecuaciones (3.80) y (3.81) es cerrado, es decir,
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el comportamiento de a y b es lo tinico que hace falta estudiar para conocer la evolucién del pulso.
En lo consecutivo, siendo X = A, a,b, h, z, p, se utilizard la notacién X, = X (¢t = 0) para
indicar el valor de dichas variables en ¢ = 0.
Considerando que § > 0 es constante, entonces

5% (1 + 4a'b?)

| = 26 exp { —
)= wesp { -0

} |sin{dp}| < 20 (3.86)

es decir, los pulsos no se podran desplazar a lo largo del arreglo con una ”velocidad” mayor a 20.
El sistema debe satisfacer la conservacion, respecto de ¢, de las cantidades H y M dadas por
las ecuaciones y (3.59). Realizando estas integrales con u,, dada por la funcién de prueba
(3.68]) se obtiene
M= (VrA*a)p=N, p, (3.87)

lo cual, junto con la ecuacién (3.84), resultan en la conservacion de p como ya se habia obtenido

mediante las ecuaciones de Euler-Lagrange, mientras que

2

H=—\1A% (2 exp {_f_aQ (1+ 4a4b2)} cos {dp} + T + 2%142) . (3.88)

Aplicando (3.84)) y despejando todo lo que es constante se llega a que la cantidad

2

U =exp {_45_a2 (1+ 4a*v?) } cos {0p} + % (3.89)

se conserva.
Mediante la conservacion de U se pueden deducir muchas propiedades importantes de las so-

luciones. En primer lugar, se establece una relacién entre b? y a de la siguiente manera

P
cos {0p}

2 _
1<1+4i1n{U AN/A“/%}) con cos{op} £0. (3.90)

Como se verd mas adelante, si A cos {dp} < 0 los pulsos evolucionardn de forma difusiva. En
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este caso se distinguird entre estados de decoherencia negativa si A < 0y de decoherencia positiva

si A > 0. A continuacién se estudia con detalle la evolucion de los pulsos en ambos regimenes.

3.6.1. Decoherencia negativa

El caso cos {0p} > 0 se cumple cuando

be <(4w—1)7r (dw+1)m

55 , 55 ) con w€EZ. (3.91)

En este régimen la constante U dada por (3.89) serd siempre positiva, ademds

52
0 (1+ 4a4b2)} cos {op} >0, (3.92)

U - AN —ex{
4\/§a_ P

lo que da como resultado la desigualdad a > a;,,y > 0 con

AN

Ainf = ——— 3.93
7 NG (3.93)

es decir, el ancho del pulso a se encuentra acotado inferiormente por un valor positivo y dado que
A? = N /a entonces la amplitud del pulso estaré acotada superiormente por Ag,, = /N /ans-
Mediante (3.89) y (3.93)) la ecuacién (3.82) puede ser reescrita de la siguiente manera

o Mo
3 ( a) tan {0p} . (3.94)

Qinf

Como a > a;,,y > 0 entonces 1/a;,r — 1/a > 0 de tal manera que

sgn{z'} = —sgn {tan {dp}} , (3.95)

y como tanto 6 como p son constantes entonces 2z’ nunca cambia de signo, asi que z solamente
puede crecer, mantenerse constante o disminuir, pero nunca oscilar.

Mediante (3.80) se observa que a’ se anula cuando b = 0 siendo los valores extremos de a
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raices reales de la funcidén

5 AN
G(a)=U —expq —— pcos{op} — ——— . 3.96
(@) p{ 4o foos 0n) - 2 (3.96)
Siendo que exp {—x} es decreciente para todo = > 0 se tiene las desigualdad
N P —fi(1+44§) (3.97)
P T2 [ =P T a2 ¢ '

para todo b. Multiplicando (3.97) por cos {dp} y sumando a ambos lados el término AN /4v/2a se

llega a que

52 AN
exp {—4—@2} cos {op} + M >U, (3.98)

y en consecuencia G(a) < 0. Si a®" > ag (a®* < ap) es tal que G(a*) = 0y G(a®" +¢€) > 0
(G(a®* — €) > 0) para todo 1 >> ¢ > 0 entonces a*** serd un valor maximo (minimo) del ancho
del pulso, sin embargo, cuando G(a®* + €) < 0 para todo 1 >> € > 0 la naturaleza del valor
extremo a®** podria ser de cualquier tipo (méximo, minimo o punto silla).

Si by << 1 entonces

52 AN 52 AN
_47%} cos {dp} + NN exp {—4—@2} cos {dp} — YW (3.99)

G(a) ~ exp {

de tal forma que a serd una buena aproximacion de un valor extremo para a.

Definiendo

2 2
A (a) = W2 a (exp {—45?} — exp {—45? (14 4agby) }) cos {0p} (3.100)

2

resulta que A, Gy AY se relacionan de la siguiente manera

432  a

A2 a— ag

A= A%(a) + G(a) . (3.101)
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Se puede ver que, para a # 0

G(a®) =0 <= AL(a“") = A, (3.102)

por lo que se pueden determinar los valores extremos a®’ mediante la igualdad A% (a*"*) = A

Como G(a) < 0 siempre, si a < ag entonces A > A%(a) asi que a solo podrd tomar valores
para los cuales A% (a) sea menor o igual que A, mientras que si a > ag entonces A < A% (a) y en
consecuencia a solo podra tomar valores tales que A% (a) sea mayor que A. Es asf que la curva A%
delimita las regiones en las que el ancho del pulso puede moverse y por ello es util estudiar sus
propiedades.

En (3.100)) existe una discontinuidad para a = ag ya que

AL(at = ag) o0y AL(a” — ag) = —o0 (3.103)

Cuando a > ag la funcién AL se comporta de manera decreciente (figura [3.2b) y A%(a —

o0) — A. donde

2
A= B2 (1 ~exp {_5_2 (1+ 4agbg)}> cos {p} . (3.104)
A3 4ag

Si a se encuentra entre 0 y aq (figura[3.2a)) la funcién AL se anula en @ = « dado por

Qo

o= —— (3.105)
V/1+dagby
y tiende a 0 cuando a tiende a 0. Se puede demostrar que A2 posee un tinico maximo (Apéndice
en el intervalo 0 < a < « el cual serd denotado por A,. El valor de A, no puede ser determi-
nado analiticamente por lo que se deben utilizar métodos numéricos (en este trabajo se utiliza el
método del gradiente descendiente implementado en el Apéndice |B.2).

A continuacion se examinan los diferentes comportamientos de la soluciones del sistema (3.80)-
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Figura 3.2: Esquema de la funcién AOG para cos {dp} > 0. (a) Comportamiento de A% para a entre 0 y ag.
En ¢ = « la funcién se anula. Cuando a tiende a cero A% también lo hace. Entre 0 y o existe un tnico
valor maximo definido como A;. (b) Comportamiento de A% para a > ag. La funcién tiene una cota inferior
denotada por A, a la cual se aproxima de manera asintética cuando a tiende al infinito.

(3-81) en dos situaciones diferentes. En el primer escenario A, serd mayor que A, lo que resul-
tard en una caracterizacion de las soluciones totalmente definida por la posicion de A respecto
éstos dos umbrales, mientras que en el segundo escenario A. serd mayor que A\, en cuyo caso el
valor de A resultard insuficiente para la determinacién de la evolucién de los pulsos de prueba. Ca-

da escenario serd ejemplificado mediante la integracién numérica de a/(t) y 0'(¢) haciendo uso de

un procedimiento adaptativo del método de Runge-Kutta de 4° orden desarrollado en el Apéndice

B.1

Primer escenario: A, > A,

En este caso (figura[3.3)) se pueden obtener tres tipos de soluciones diferentes dependiendo del
valor asignado a A.
Pulsos difusivos: A < A,

Por definicién de A., no existird un valor a™ > a, tal que A = A%(a™), es decir, no habrd un

maximo para el ancho del pulso. Como se puede ver en (3.104) el valor de A, es el mismo sin
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Ap=0.4 ap=1.2 by=0.5 6=0.1 p=2r1/6

0.0

:
1 1
0.01 0.10 \ 1 10

Figura 3.3: Regiones permitidas para la evolucion de a delimitadas por la curva A%(a) en el caso Ay > A..
Es posible que el ancho del pulso evoluciones de tres maneras diferentes: puede crecer de manera indefinida
(A < Ap), puede oscilar (A, < A < Ap) o puede tender de manera asintdtica a un valor infimo (A > Ap).
Estos posibles comportamientos estan totalmente definidos por la posicion de A respecto de A, y Ay.

importar el signo de by, sin embargo, el comportamiento de las soluciones difusivas difiere. Si
bo > 0 la tendencia inicial de a serd crecer (ecuacién (3.80)) y al no haber un valor maximo
éste tenderd al infinito causando que el pulso se ensanche sin limite. Por otro lado, si by < 0 la
tendencia inicial de a serd disminuir y como A% (a) tiende a —co cuando a tiende a ag por la
izquierda siempre habrd un a™ < aj tal que A% (a™) = A, es decir, siempre habrd un minimo de a
a partir del cual crecera hasta el infinito causando la difusion del pulso.

En caso de que |by| << 1, por (3.99), a¢ serd una buena aproximacién del minimo alcanzado
cuando by < 0 por lo que las soluciones para by > 0y by < 0 serdn practicamente indistinguibles.

Atln mads, A. podrd ser aproximado mediante

42 &
A~ A_g (1 — exp {—r‘%}> cos {op} , (3.106)
en cuyo caso A\, se vuelve independiente de by y se aproxima a cero cuando ay y Ag crecen, es

decir, la intensidad de los efectos no-lineales, cuantificada por A, tendria que ser casi nula para que

los pulsos altos y anchos evolucionen de forma difusiva.
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Es importante notar que, adin cuando |bg| no es tan pequefio, el valor critico A. se vuelve
irrelevante para valores de p aproximados a py;, = (2w + 1)7/(20) con w € Z, es decir, la no-
linealidad del sistema permite que los pulsos no se ensanchen sin limite tan facilmente cuando se
desplazan a lo largo del arreglo con un momento cercano a py;,,,, de hecho, como se vera al final de
este capitulo, cuando p = py;,,, los pulsos se propagan con una estabilidad maxima. Como se puede
ver en la figura[3.4/cuando p es nulo los efectos difusivos extinguen a los pulsos rapidamente (figura

3.4a) pero cuando p = 0.67/2§ los pulsos, atn difusivos, evolucionan con mayor estabilidad
(figura [3.4D).

|un|

1.080

400 0.945

0.810
300
0.675

0.540
200

0.405

100 0.270

0.135

0
10 20 30 40 -10 0 10 20 30 40 50 60 70 80

X

(a) (b)

0.000

—40 —-30 —-20 -10

> o

Figura 3.4: Comparativa entre dos pulsos difusivos con (a) p = 0y (b) p = 0.67/25. En ambos casos
ap = 0.7, Ap = 1.2, by = 0.005,§ = 0.1 y A = 0.008.

En la figura se muestran las curvas de a integradas numéricamente para diferentes valores
de by con A = A,. Se observa que cuando by es grande (figuras [3.5a]y los comportamientos
para by < 0y by > 0 son inicialmente diferentes ya que uno tiende a un minimo antes de crecer
al infinito mientras que el otro crece desde el comienzo, pero cuando b, es pequefio (figuras [3.5¢|
y las curvas con condiciones iniciales by < 0y by > 0 se comienzan a juntar hasta volverse

practicamente indistinguibles la una de la otra.

46



3.6. METODO VARIACIONAL DE ANDERSON EN EL MODELO INTERPOLATIVO

{N\=0.188157556 [A.=0.093077866
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Figura 3.5: Comparacion de la evolucion del ancho de los pulsos cuando A = A, (con A. dado por (3.104)),
ap=12,4=04,§=0.1,p=0y by = +0.5, £0.25, +£0.05, +0.005.

Breathers: A, < A < A,

Si A se encuentra en el intervalo (A., Ap) las soluciones siempre tendran un valor maximo, ya
que para todo A > A, existe un a™ > q tal que A% (a™) = A, mientras que al ser A < A, siempre
habra un valor a™ < ag tal que A%(a™) = A por lo que a alcanzard un minimo. Este tipo de
comportamiento oscilante es conocido como evolucion de tipo breather ya que el pulso se ensancha
y se contrae de manera periddica simulando un proceso de inspiracién y exhalacion. Como en el

caso anterior, si by > 0 o by < 0 la tendencia inicial del ancho del pulso serd crecer o disminuir,

47



-

3.6. METODO VARIACIONAL DE ANDERSON EN EL MODELO INTERPOLATIVO

respectivamente, mientras que si |by| << 1 ambos comportamientos seran indistinguibles entre

ellos.
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Figura 3.6: Comparacién de la evolucion de a con A

by =

£0.25, £0.05, +0.005.

+0.5,

(Ac + Ap)/2 con

En la figura se pueden observar los comportamientos de a cuando A

diferentes valores de by. Dado que by cambia en cada integracion de a’ y b’ los valores de A.

En las figuras|3.6aly |3.6b|se distinguen claramente

7

iaran.

(ecuacion (3.104) y de A, también camb

las tendencias iniciales de a dependiendo del signo de by, mientras que en las figuras [3.6¢] y [3.6d
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las curvas de a se enciman hasta volverse practicamente indistinguibles.
Es posible determinar el periodo de las oscilaciones de la siguiente manera. Siendo ¢; y ¢3 los
tiempos correspondientes a dos minimos de a consecutivos y ¢, el tiempo al que ocurre el maximo

entre ellos tales que t; < ty < t3, por definicion t5 — t; = 71" con 1" el periodo de las oscilaciones.

Mediante (3.89)) la ecuacion (3.80) se puede ver como

, 487 MV
@ = Top) b(a)a (U —4\/§a> (3.107)

considerando a b como una funcién de a dada por la ecuacion (3.90). Pasando todos los términos
del lado derecho de la igualdad al lado izquierdo e integrando respecto del tiempo desde ¢; a t3 se

obtiene

t3 a’ cos {dp}
dt =T . 3.108
/t1 46%b(a)a (U — AN /4v/2a) ! ( )

La integral del lado izquierdo puede ser expresada como la suma de dos integrales

b2 a’ cos {op} /t?’ a’' cos {dp} _
/tl 462b(a)a (U — AN /4v/2a) dt + s 402b(a)a (U — AN /4v/2a) =T. (3.109)

En la primer integral de ¢; a ¢, el ancho a es creciente por lo que b(A) > 0 asi que al tomar la
raiz cuadrada de (3.90) se debe tomar el signo positivo mientras que en la segunda integral de ¢, a

t5 el ancho es decreciente y con ello b(a) < 0, resultando en

cos{dp}

46%a (U — AN /4V/24)

t3 [—%a“l (1 +4a*5~%1In {—UﬁAN/Zlﬂa
/

/t2 [_}1(4 <1 +4a26~21n {M}ﬂ N a' cos {op} dt
t1

cos{dp}

462a (U — A./\/'/4\/§a)

—1/2
})} a cos {op}dt =T . (3.110)

Realizando el cambio de variable u — a(t), por un lado la integracién se llevard a cabo desde

up = a(ty) = G hasta uy = a(ta) = aae, mientras que por el otro la integracion serd desde
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uy = a(ty) = A hasta us = a(ts) = @, dando como resultado final

cos{dp}

r= /amm §2u (U — AN /4v/2u)

3 B L\ -2
dmas (—1 —4a*0*1In {M}) weos {0p} du . (3.111)

Como G(a) y T depende de bZ el signo de by no importa al momento de determinar los valores
Umaz Y Amin (raices de G(a)) ni en la evaluacién de la integral (3.111) lo que significa que el

cambio en el signo de by corresponde a un cambio de fase.

Solitones asintoticos: A, < A

Finalmente, cuando A es mayor que A, siempre habrd un o tal que A% (a™) = A, es decir,
a tendrd un maximo. Algo muy curioso que ocurre en esta situacion es que, si bien a no tiene
un valor minimo mayor que cero, existe una cota inferior dada por (3.93) a la que tenderd de
manera asintdtica. Como se puede deducir de (3.93) cuando A crece ésta cota inferior tiende a ag
de manera asintética por lo que, cuanto més intensos son los efectos no-lineales, los pulsos tienden
a estabilizarse en valores cada vez mds parecidos a los de las condiciones iniciales.

En este caso, si by > 0 la tendencia inicial de a serad crecer hasta alcanzar un valor maximo
a partir del cual disminuira de forma asintotica hacia a;, s, pero si by < 0 el pulso comenzaré a
contraerse desde un comienzo.

A diferencia de los casos anteriores, cuando A = A, existen dos valores extremos de a, un valor
maximo y un valor ambiguo a® entre 0 y ag tal que A%(a®) = A;. Las integraciones numéricas
sugieren que dicho valor extremo corresponde a un punto silla, sin embargo, su naturaleza no
resulta de gran interés ya que sea un minimo o no A, sigue siendo un umbral que separa a las
soluciones del tipo breather con los del tipo solitén asintético.

En las figuras y se puede observar el crecimiento de a para by > 0y by < 0 cuando
|bo| no es tan pequeiio, en cuyo caso el pulso con chirp inicial negativo se estabilizard antes que el
pulso con chirp inicial positivo. Por otro lado, cuando la magnitud de by disminuye las diferencias

en la evolucién del ancho del pulso para b, positivo y negativo se vuelven menos evidentes dando
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Np=0.97322

107 4 — b0=0.005

Np=0.97443 © Np=0.97448

1071

(©) (d)

Figura 3.7: Comparacion de la evolucion de a con A = Ay (determinado de forma numérica mediante el
método del gradiente descendiente implementado en el Apéndice B.13), a9 = 1.2, A9 = 0.4, 6 = 0.1,
p=0yby==£0.5+£0.25£0.05,£0.005.

como resultado comportamientos practicamente iguales (figuras y[3.7d).

La ecuacién (3.81)), junto con las ecuaciones (3.89)) y (3.93)), se puede convertir en

52 (1 — 4a*b? 1 1
b,:AN ( a )( __)_ AN (3.112)
4v/2a4 Ainf @ 2v/2a3
cuando ¢ es suficientemente grande
a(t) = aing (3.113)
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con lo cual
b'(t) ~ AN , (3.114)
2\/§a?nf
por lo que b se comportard de forma lineal
AN
b(t) ~ — t+ b . 3.115
(t) ey 0 ( )
Sustituyendo (3.113) y (3.113) en (3.82)) se obtiene
52 SAN i

Z’(t) ~ —20 exp {—%} exXp § — (mt — 5ainfb[)> sin {5]?} . (3116)

Esta ecuacion puede ser integrada desde ¢ = t; hasta ¢ > t; arbitrario lo suficientemente

grandes como para satisfacer la aproximacién (3.113)), dando como resultado

1) =~ —
(1) AN 4a?nf

2v/2mag, ;sin {0p} { 52 }
— exp X

SAN
————1 — 0ainsbo | + B(t B(t 3.117
x [¢(ma?ﬁ a fo> sen {B(t)} ¢ (|B(t)) (.117)
con
SAN
B(t) = dajnsbg — —=——t 3.118
(t) = 6aingbo NG ( )
y ¢ la funcién de error definida como
2 [ 5
o(t) = ﬁ/o exp{—7"}dr. (3.119)
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Dado que lim;_,, ¢ (t) = 1 entonces

tlim 2(t) = zim » (3.120)
2v/2ma?, , sin {0 52
I WaAj\;m{ p} exp {_4%27# } [1+sgn{B(t1)} ¢ (|B(t1)])] » (3.121)

lo que significa que el pulso tenderd a posicionarse a una distancia x = zj;,,, del n-ésimo elemento
del arreglo, sin embargo, si p = wn/J con w € Z entonces 2'(t) = 0 para todo t por lo que el
pulso no se desplazard a lo largo del arreglo.

En los tres casos anteriores, si bien el signo de b, altera la evolucién del pulso, la naturaleza
de cada uno de los diferentes tipos de comportamientos se mantiene igual sin importar que by sea
positivo o negativo, es decir, los pulsos difusivos, que oscilen o que se comporten como solitones
asintéticos para by > 0 se comportardn de la misma manera cualitativa para by < 0. Es por ello que

la posicién de A respecto de A, y A, es suficiente para la prediccion de la evolucién de los pulsos.

Segundo escenario: A. > A,

En este caso solamente hay dos tipos de soluciones siendo imposible la evolucién de a como un
breather (figura[3.8]). A diferencia del primer escenario, cuando A, es estrictamente mayor que Ay,
las soluciones asociadas a A en el intervalo cerrado [A;, A.] serdn solitones asintéticos o difusivos

dependiendo del signo de by.

Pulsos difusivos: A < A,

Si A es menor que A, siempre habra un valor ™ < ag tal que A% (a™) = A pero nunca habrd un
valor a™ > ag tal que A% (a™) = A yaque A%(a) > A. > A, > A para todo a > ay, por lo que el
pulso sera difusivo ya sea que by > 0 (en cuyo caso a crecerd sin limite desde un comienzo) o que

by < 0 (con a disminuyendo hasta un ¢™ minimo a partir del cual crecerd hacia el infinito, figura

3.9a).
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Ap=0.4 ap=1.2 by=1.4 6=0.1 p=2r/6

0.0

| 1 1 1
0.01 0.10 \ 1! 10 a

Figura 3.8: Regiones permitidas para la evolucién de a delimitadas por la curva A%(a) cuando A, es mayor
que Ay. En este caso no habrd manera de obtener pulsos oscilantes asi que la solucidn se comportard como
un solitén asintdtico para A > Ay siby < 00 A > A, si by > 0, mientras que el pulso serd difusivo si
A<Ayconby <00A < A.conby>0.

Solitones asintoticos: A > A,

Si A es mayor que A, eso significa que siempre habrd un o > qg tal que A (a™) = A, es
decir, a tendrd un valor méximo, sin embargo, dado que A, < A. < A entonces A%(a) < A para
todo a < ag por lo que el ancho no tendra un valor minimo provocando que a tienda de forma
asintotica hacia a;,, y desde un comienzo si by < 0 o bien primero creciendo hasta un valor maximo

para después disminuir hacia a;, ¢ si by > 0 (figura|3.9b).

Evolucion dependiente de la tendencia inicial de a: A, < A < A,

En este caso, dado que A > A, entonces no existird un valor 0 < a™ < ag tal que A = A% (a™)
lo que significa que a estard delimitado inferiormente por a;,s. Por otro lado, como A < A,
entonces no existird un valor ™ > a tal que A = A%(aM ), en otras palabras, no habrd un valor
maximo para a. En consecuencia, si by > 0 la tendencia inicial de a serd crecer hacia el infinito,
mientras que si b < 0 entonces la tendencia inicial de a serd disminuir de manera asintética hacia
su cota inferior a;, s dada por (3.93).

En la figura se puede ver que cuando by < 0 el pulso se comporta como un solitén
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120 A

100

80 A
60 1
40 A

20 A

N Ve A=2.63502
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Figura 3.9: Evolucién de a cuando A, > Aj. Como condiciones iniciales se tiene ag = 10, Ag = 0.25,
0 =0.99,p =0y by = £0.025, valores que resultan en A. = 5.58623 y A, = 2.73502. En la gréfica (a) se
muestra un pulso difusivo para A < A mientras que en el grafico (b) se muestran pulsos que evolucionan
como solitones asint6ticos cuando A > A..

1od|—— bp=0.025
----- bo=-0.025

A=4.16062

100

80 1

60

40

ainfF=0.46704

20 4

Figura 3.10: Integracién numérica de a para A entre A, = 5.58623 y A, = 2.73502 con condiciones
iniciales ag = 10, Ag = 0.25, § = 0.99 y by = +0.025.
asintdtico mientras que si by > 0 el pulso es expande a lo largo del arreglo sin limite alguno (a
tiende al infinito).

Sin importar que A. > A, o que A, > A, ambos umbrales son positivos por lo que toda A < 0
siempre sera menor que A, y A.. En éste caso los pulsos siempre seran difusivos, de ahi que éste

escenario, en donde cos {dp} > 0, sea identificado como un estado de decoherencia negativa.
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3.6.2. Decoherencia positiva

La condicion de decoherencia positiva cos {0p} < 0 se satisface cuando

e ((4w+1)7r (dw+3)m

55 , 55 ) con w€EZ. (3.122)

Las soluciones de este estado son un caso dual al anterior. Por un lado, G(a) (ecuacién (3.96))
serd mayor o igual que cero ya que cumpliéndose la desigualdad (3.97)) ésta se invierte al multipli-

carla por cos {dp} dando lugar a que

2

2
exp {—%} cos {op} < exp {—% (1+ 4a"v?) } cos {op} . (3.123)

Sumando de ambos lados AN/ 4+/2a se obtiene

52 AN
exp {—@} cos {0p} + Vaa <U (3.124)

llegando a la conclusién de que G(a) > 0.

—0.16 4

—0.18 +

—0.26 1

—0281 80

—0.30

T T T T
0 20 40 60 80 100

@ ®)

Figura 3.11: Esquema de la funcién AOG para cos {0p} < 0. (a) Comportamiento de A% para a entre 0 y
ao- En a = « la funcién se anula. Cuando a tiende a cero A%, también lo hace. Entre 0 y « existe un tnico
valor minimo definido como Aj. (b) Comportamiento de AOG para a > ag. La funcion tiene una cota superior
denotada por A, < 0 a la cual se aproxima de manera asintética cuando a tiende al infinito.
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Al igual que en la decoherencia negativa, la funcién A2, delimita los valores que el ancho del
pulso pueda tomar. En este caso el cambio de signo en cos {dp} hace que A%, se vea como una
reflexion respecto del eje x por lo que sus nuevas propiedades son de fcil inferencia.

Por un lado, A% continda teniendo una discontinuidad en a = ag ya que

AL(at = ag) = —00 y AL(am — ap) = 0. (3.125)

Cuando a > ag la funcién se comporta de manera creciente con un limite superior en A. < 0
dado por (3.104) al que tiende de manera asintotica (figura[3.1Tb) mientras que si a < a la funcién
sera negativa en el intervalo (0, «), con a dado por (3.105)), alcanzando un tnico minimo en el
dicho intervalo y volviéndose positiva en [« ag) creciendo hasta el infinito cuando a se aproxima
a ag (figura[3.11a).

Al ser G(a) > 0, por la ecuaciéon (3.101), si a < ag entonces A < A%(a) asi que a solo
podrd tomar valores para los cuales A% (a) sea mayor o igual que A, mientras que si a > qy
entonces A > A% (a) y en consecuencia a solo podrd tomar valores tales que A% (a) sea menor que
A.

Es importante notar que para A < 0 la constante U también serd negativa, asi que por (3.89)
U < AN /4v/2a, al multiplicar la desigualdad por a /U ésta se invierte llegando a que a > a;, >0
con a;, ¢ dado por (3.93), asi que el ancho del pulso se mantiene acotado inferiormente imposibili-
tado de volverse cero. Como consecuencia de este acotamiento inferior de a se sigue cumpliendo
con la ecuacion la cual describe el comportamiento de z’; recuérdese que gracias a esta ex-
presion z(t) solamente puede crecer, ya sea en la direccion positiva o en la negativa, sin presentar
oscilaciones, o bien podria ser constante.

Nuevamente, las posibles evoluciones del pulso y las condiciones bajo las cuales se dan depen-
deradesi A, > Ayosi Ay > A..

De la ecuacion (3.80) se puede ver que si by < 0 la tendencia inicial de a serd crecer mientras

que si by > 0 en los primeros instantes el ancho del pulso disminuira. Si A, < A, (figura |3.12al)
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Ap=04 ay=1.2 by=05 6=0.1 p=r/6 Ap=04 ap=1.2 by=1.4 6=0.1 p=r/6

/

Figura 3.12: Esquema de A% en la decoherencia positiva cuando (a) A, > Ay y cuando (b) A, < Ay,

los pulsos evolucionardn como solitones asintéticos cuando A < Ay, como brethers cuando A, <
A < A,y seran difusivos cuando A > A, (figuras[3.13a]y [3.13D). Por otro lado, si A. < A, (figura
@]) los pulsos seran difusivos cuando A > Ay, evolucionaran como solitones asintéticos cuando
A< A ysi A, < A < Ay los pulsos seran difusivos para by < 0 o se comportaran como solitones
asintéticos cuando by > 0 (figuras y [3.13d). En cualquiera de los casos tanto A, como A,
son negativos por lo que para todo A > 0 los pulsos siempre seran difusivos.

El periodo de los breathers sigue siendo determinado por y los comportamientos asintoti-
cosde by z en el caso de los solitones asintéticos siguen correspondiendo a las ecuaciones
y (3.117)), respectivamente, atin cuando dichas expresiones fueron determinadas para el caso de de-
coherencia negativa, ya que solo se utiliz6 la forma del sistema (3.80)-(3.82) asi como la cantidad

conservada U en (3.89) las cuales no cambian si cos {dp} es mayor o menor que cero.

3.6.3. Solitones variacionales

El sistema (3.80)-(3.81]) admite soluciones estacionarias, conocidas como solitones variacio-

nales de dos maneras.

58



3.6. METODO VARIACIONAL DE ANDERSON EN EL MODELO INTERPOLATIVO
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Figura 3.13: Evolucién del ancho del pulso en la decoherencia positiva para diferentes valores de A. En los
cuatro graficos se utilizaron las condiciones iniciales ag = 1.2, Ag = 0.4, = 0.1y p = 7/d. En (a)
bo = 0.5 mientras que en (b) by = —0.5. Por otro lado, en (¢) by = 1.4 mientras que en (d) by = —1.4. En
(a) y en (b) los valores criticos de A estan dados por A, = —0.96946 y A, = —0.18816 por lo que A, > Ay,
mientras que en (¢) y (d) se tiene A, = —1.04354 y Ay, = —0.93613 con lo cual A, < Ay,

Solitones bi-estables

Por un lado, suponiendo que cos {dp} # 0, si b = 0 para todo ¢ entonces ¢’ = 0 siempre y en

consecuencia (ecuacion (3.84)) A serd constante. Bajo esta condicién la ecuacion (3.81) propor-
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ciona una relacion entre la amplitud y el ancho del pulso de la siguiente manera

52 62 ) cos{dp}
2 _ -\t -7
A2 = 2\/§ag exp{ 4ag} o (3.126)

Esta solucién puede darse siempre y cuando cos {dp} /A > 0.

Obsérvese que

lim AZ (ap) = 0= lim A2 (ao), (3.127)

(,‘L()*)O+ ag—r0o0

es decir, la amplitud de éstas soluciones disminuye cuanto mas grande o pequeifio sea el ancho
de los pulsos.

Obsérvese que

dAG cos {op} ) ) 52 &
- () () (o) () o)

de lo cual se puede ver que A2 tiene un dnico valor extremo en ag = §/2 dado por

A2 = (8\/§> Cosidp} ~ 4.16% , (3.129)
e

asi que cuanto mayor es |A| la maxima amplitud que éstos solitones variacionales podran alcanzar
disminuird. Es importante notar que si ay < /2 entonces dAZ/dag > 0 por lo que A2 crece de

forma mondtona en el intervalo (0,8/2) desde 0 hasta A2, , mientras que si ag > §/2 entonces

max?

dAZ%/day < 0, es decir, A2 disminuye de forma monétona en el intervalo (6/2,00) desde A2, .
hasta 0. De esta manera se infiere que siempre se pueden encontrar dos valores diferentes para ag
que generen el mismo valor A2 < A2 (figura .

Las soluciones que presentan este tipo de comportamiento son conocidas como bi-estables. En

la figura[3.15]se pueden observar dos integraciones numéricas del sistema (3.80)-(3.81)) correspon-

dientes a solitones variacionales con la misma amplitud pero diferentes valores de ay.
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max

‘Az =4.16[c°5}\6p]”

AZ - [Ncos(6p)]

\ dp/6=0.5

— — - ————r —
107! 100 10! 102

ap/é

Figura 3.14: Amplitud de los solitones variacionales bi-estables como funcién del ancho de los pulsos.

ap=0.15 a0=3.3932

lun(x,0)]

Figura 3.15: Solitones variacionales bi-estables obtenidos mediante la integracion numérica del sistema
(3:30)-(3-8T)) con los valores § = 0.75,p = 0, A = 0, by = 0, zo0 = 0, Ay = 0.3694 (obtenido mediante
(B:-126)), ap = 0.15 en el gréfico izquierdo y ag = 3.3932 en el grdfico derecho.

En este caso
2

o
7 = —20exp {——2} sin {op} , (3.130)
4ag
por lo que el centro del pulso se mantendra posicionado en zp = z(t = 0) si p = wn/J conw € Z
o se trasladard con una “velocidad” constante si sin {dp} # 0. En este segundo caso, cuanto mds

ancho es el pulso mds “’lento” se moverd a lo largo del arreglo, sin embargo, debido a que para un

solo valor de A pueden existir dos solitones con anchuras diferentes, en este arreglo los solitones
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que posean las mismas amplitudes podrian desplazarse a velocidades diferentes.

|Un|

0.1215
0.1080 0.1080
0.0945 0.0945
0.0810 0.0810
0.0675 0.0675
0.0540 0.0540
0.0405 0.0405
0.0270 0.0270

0.0135 0.0135

0.0000 0.0000

() (b)

Figura 3.16: Integracién del sistema (3.80)-(3.82) cona = 1.4, 6 = 0.1,byp = 0, A = 1y Ay = 0.11975
(dado por (3.126)) en ambos graficos. En (a) p = 0 por lo que el pulso se mantiene centrado en z = 0,
mientras que en (b) p = 1 de tal manera que el pulso se mover4 a lo largo del arreglo.

En la figura [3.16] se muestra la integracién del sistema (3.80)-(3.82)) bajo las condiciones que
generan soluciones estacionarias cuando cos {dp} # 0. En la ﬁgura se toma p = 0 por lo que
el pulso no se desplaza a lo largo del arreglo, mientras que en[3.16b]el momento es distinto de cero
generando pulsos cuyo centro se desplaza a lo largo del arreglo en una sola direccion.

Solitones con chirp

Por otro lado, es posible obtener soluciones estables para el sistema (3.80)-(3.81)) si

2w+ 1
pzw con weZ (3.131)

ya que de esta forma o’ = 0 para todo ¢ (ecuacién (3.80)) y con ello

asol(t) = ag . (3.132)
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En este caso la ecuacidn (3.81)) se convierte en

bl _ AA%

= — 3.133
2\/50% b ( )

asi que b disminuird hacia —oo con una “velocidad” constante, a demds, a diferencia del caso

anterior, éstos pulsos podran tener cualquier amplitud A y cualquier ancho ag. Es posible integrar

(3.133)) de tal manera que

AA% t+b
2v/2a3 o)

Sustituyendo y a = ag en (3.82) se obtiene

2 2
2Z'(t) = —(—1)"20 exp {— <;\[/\;;0t - 5a0b0) } . (3.135)

bsot (1) = (3.134)

Dado que el interés yace en la evolucion de los pulsos para valores de ¢ grandes, se puede
suponer que ¢ > 2v/2a2|by| /A AZ con lo cual la integracién de 2/ () desde ¢ = 0 hasta un ¢ arbitrario

sera

2
4ag

2V21a 5
Zsot(t) = (—1)erl IV 0 exp{ } X
0

GAAZ
X [qf) (2\/5;075 - 5a0b0) +sgn {bo} ¢ (dag |bo|) (3.136)

con 2y = 0 de tal manera que los pulsos se encuentren centrados en el n-ésimo elemento del

arreglo cuando ¢t = 0y con ¢ dado la funcidn de error definida en (3.119). Como lim;_,, ¢(¢) = 1

entonces
lm 2, (t) = 252, (3.137)
t—o0
wil 2V 2Ta 52
70 = (—1)" T P exp { ——— o [1 4+ sgn {bo} ¢ (Jaolbo])] (3.138)
ANAG 4ag

es decir, el soliton tenderd a posicionarse a una distancia z = 22, del n-ésimo elemento del

arreglo.
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Obsérvese que los comportamientos asintdticos de a, by z en (3.113), (3.113) y (3.117)), res-

pectivamente, para el caso de los solitones asint6ticos en los estados de decoherencia positiva
y negativa, tienen las mismas formas que los pardmetros s, bsoi Y zs0r €0 (3.132), y
, respectivamente, los cuales describen de forma exacta el comportamiento de los solitones
variacionales admitidos por el sistema (3.80)-(3.82)) cuando cos {dp} = 0.

Cuando |A| es lo suficientemente grande entonces U ~ AN'/4v/2a, (ecuacién ) por
lo que a;,; =~ ag (ecuacién ), siendo que a(t) tiende de manera asintética a a;,y, en este
régimen z(t) ~ sin{dp} zs0(t), con w = 0 en z4y; y 2(t) dada por (3.117), al tomar ¢; = 0 en
(3.118), reforzando la designacion de solitones asintdticos a este tipo de soluciones.

En la figura se muestra una comparativa entre la evolucién de un solitén asintético cuyo
centro se aleja de la posicion inicial (figura y un solitén analitico (figura [3.17a)), ambos
obtenidos mediante la integracion numérica del sistema (3.80)-(3.82).

0.512

0.384

0.256

0.128

0.000

X X
(a) (b)

Figura 3.17: Norma de u,,, con el pulso inicialmente centrado en el elemento n = 0 del arreglo, para (a) un
solitén con chirp y (b) un solitén asintético. En ambos casos se utilizaron los valores ag = 1.4, Ag = 1.2,
bp = 0.001 y 6 = 0.1. Para la integracién de la solucién en (a) se tomaron en cuento los valores p = 7/24
y A = 1 mientras que en (b) se hizo uso de p = 7/45 y A = 0.0653.

Si bien los solitones con chirp pueden tener cualquier altura y ancho no permanecerdn cen-
trados en la posicién inicial ya que no hay manera de que z,,(t) sea cero para toda t. Por otro

lado, los solitones bi-estables no pueden tener cualquier amplitud ya que ésta es definida por el

64



3.7. REDUCCION DEL MODELO DNLS AL NLS

ancho del pulso y se alcanza un valor maximo cuando a es la mitad del espaciamiento § entre los
elementos del arreglo, sin embargo, a diferencia de los solitones con chirp, éste tipo de soluciones
estacionarias pueden permanecer centrados en su posicion inicial o bien, pueden desplazarse a lo

largo todo el arreglo, siempre en una sola direccién y nunca a una "velocidad” mayor que 20.

3.7. Reduccion del modelo DNLS al NLS

Dado que el modelo DNLS es una discretizacion directa del modelo NLS, cuanto menor es
la "intensidad” de los efectos discretos en el primero mds se deberian de parecer sus soluciones a
las del segundo, sin embargo, los tratamientos usuales no permiten medir qué tan alejado esta el
modelo DNLS del NLS ya que desde sus perspectivas uno es meramente discreto en su variable
transversal mientras que el otro es completamente continuo, rompiendo asi un enlace muy impor-
tante entre ambas ecuaciones.

Mediante el tratamiento interpolativo, desarrollado en el capitulo anterior, se puede recuperar
la conexion entre las ecuaciones DNLS y NLS midiendo la intensidad de los efectos discretos a
través del parametro ¢. Cuanto mas grande es 0 mayor es la relevancia de los efectos discretos
mientras que si 0 tiende a cero el modelo DNLS tiende a convertirse en el modelo NLS (como se
vio en la deduccion de la ecuacion DNLS mediante el método de diferencias finitas en el Capitulo
2.1).

La ecuacion NLS general, dada por (2.1)), puede ser deducida mediante la densidad Lagrangiana

i [ 9T OU

S|

oV
- 5g|\lf|4 + V¥ ? (3.139)

23

y las ecuaciones de Euler-Lagrange extendidas definidas en (2.33).

La sustitucion del ansatz

2
u(g, T) = A(T) exp {_%} ei[b(T)(§+Z(~r))2+p(§+z(~r))+h(‘r)] (3.140)
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en (3.139) dan como resultado la Lagrangiana efectiva

2\ 1/ 1 A
Luvre = —kvmA2a (= (0 +p7 + 22) 2 (2 £ a2 ) — p2 + 242 141
NLS VT a( ( +p2 + 2) 2<a2+ a) RN +v) (3.141)

en donde se ha tomado el cambio de variable 7 = ¢/k con

1 o 2 -1 [* 2 -1 [ 2
_ —¢ _ 3 - —de . (3.142
k ﬁ/oooze d€ A kﬁ/mge dg¢ , ~y kﬁ/mve ds. (3 )

Recuérdese que la Lagrangiana efectiva del modelo DNLS obtenida mediante el ansatz (3.140)

con 7 =t/ K y el cambio de variable { — z + nd corresponde a

21/ 2 A
Lpnrs = \/EA2CL (— (h’ —|—pz’ 4 a2b > + 2exp {—f? (1 + 4a4b2)} CcOS {(5])} + mAQ + F) .
(3.143)
Por un lado, si  es pequeio entonces
52 (1 9.9 6 (1 9.9
exp{—z(g%—ﬁxab)}%I—Z(Ejtélab) , (3.144)
1
cos {0p} ~1— 552]92 , (3.145)

de tal manera que

52 1 2,9 ~ 62 1 212 1 2 2
expy = $+4ab cos {op} ~ 1_Z ¥—|—4ab 1—55]7 (3.146)

602 /1 1
~1—— = +4a*® ) — =6%?, 147
4<a2+a ) 25}9 (3.147)

en donde se ha despreciado el término §*.

Sustituyendo la aproximacion (3.147) en (3.143) se obtiene

Lpnis ~ VrAa [ — (I +p2' + vy (L +4b%a* ) — 6%p* + LA2 +T+2]) .
2 2 \a? 2\/§
(3.148)
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3.7. REDUCCION DEL MODELO DNLS AL NLS

Tomando el cambio de variable t — ¢/§% juntocon A = A/6* y v = (I' +2) /6 se llega a

2y 1/1 A
I ~ 52 7% [ — (W ;@ o a2 — 2 g2 )
DNLS NZs a( ( —l—pz—|—2 5 a2+ a p+2\/§ +
(3.149)
Como las ecuaciones de Euler-Lagrange usuales permiten despreciar constantes que multipli-
can a toda la Lagrangiana es posible eliminar el término —k en Lys y 62 en Lpyps resultando

en

Lpnrs = Lyrs - (3.150)

Cuanto mas pequefio sea § (atn presente en las constantes A y v de (3.149)) mejor serd la
aproximacioén entre las formas de Lpnrs Y Lyrs asi que cuando 6 — 0 las evoluciones de los
pulsos descritos por la Lagrangiana Lpyys serdn las mismas que las descritas por la Lagrangiana
Lyps.

De esta manera el modelo DNLS se aproxima al modelo NLS cuando los efectos discretos,

medidos por la magnitud de 9, se vuelven irrelevantes.
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Capitulo 4

Conclusiones

A lo largo de este trabajo se ha estudiado la evolucién de pulsos (o funciones de onda) loca-
lizados generados en arreglos gobernados por el modelo No-lineal de Schrodinger Discreto ho-
mogéneo mediante lo que se ha denominado como una “representacidn interpolativa” de dicha
ecuacion. Para ello se introdujo una tnica funcién de onda u,, dependiente de una variable transver-
sal x y una variable de evolucion ¢ de tal manera que las funciones de onda c,, en la representacion
original encajaran con las primeras cuando x fuera igual a nd con 6 > 0 una constate con la cual
se cuantificaron los efectos discretos en el modelo. Gracias a ello fue posible no solo la obtencion
de una densidad Lagrangiana con la cual aplicar el método variacional de Anderson en su forma
original, sino que también se dedujeron las ecuaciones de Euler-Lagrange extendidas asociadas al
modelo DNLS interpolativo asi como la forma del Toerema de Noether para la obtencion de las
cantidades conservadas del sistema a través de sus simetrias.

Mediante la aplicacién del AVM con una funcién de prueba Gaussiana se dedujeron propieda-

des muy interesantes respecto a la evolucion de los pulsos, las cuales se presentan a continuacion.

= El centro de los pulsos no puede desplazarse a lo largo del arreglo con una “velocidad”
mayor o igual que el doble de . Cuando 4 se aproxima a cero los efectos discretos se vuelven
irrelevantes y los pulsos solo evolucionan de tal forma que su centro se mantenga estatico.

= Ya sea un caso de decoherencia negativa o positiva, el ancho del pulso siempre se mantiene
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acotado inferiormente y en consecuencia su amplitud posee una cota superior. Gracias a
ello el sistema no admite soluciones del tipo blowup cuya amplitud se vuelve infinita en un

t < o0.

= Los pulsos solo podran desplazarse en una sola direccion ya que el signo de 2/(t) sera con-

trario a tan { M0 /N,,} término que se mantiene constante respecto de t.

= [os pulsos de prueba evolucionan de maneras drasticamente diferentes cuando su momento

toma valores en dos intervalos diferentes

(4w — 1) 7N, (4w + 1) 7N, (4w + 1) 7N, (4w + 3) TN,
Me ( % 2 ) y Me ( % 2 )

conw € Z. Resulta que los pulsos son difusivos si A < 0 (decoherencia negativa) y si A > 0

(decoherencia positiva), respectivamente.

= En ambos casos, la posicion relativa de A respecto de A, y A, determinara la evolucion del

pulso como se resume en las Tablas .1y 4.2

Ab > Ac
Decoherencia | Positiva Negativa
A > A, | sol. asin. dis.

Ay > A > A_. | breather dis. si by > 0
soli. asin. si by < 0

Ao > A dis. sol. asin.
Tabla 4.1
Ac > Ay
Decoherencia Positiva Negativa
A> A, sol. asin. dis.
Ao >A> Ay dis. si by > 0 breather
soli. asin. si by < 0
Ay > A dis. sol. asin.
Tabla 4.2

Si bien tanto A. como A, dependen de las condiciones iniciales del sistema sus valores son
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los mismos si by es mayor o menor que cero, sin embargo, la evolucién de los pulsos depende
de la tendencia inicial de su ancho cuando A. > A > A, en la decoherencia positiva y cuando

Ay > A > A, en la decoherencia negativa.

En general los maximos y minimos alcanzados por el ancho del pulso (los cuales son raices
reales de G en (3.96)) no dependen del signo de by por lo que cuando la evolucién de los
pulsos es independiente de si esta condicion inicial es mayor o menor que cero el resultado
de tal diferencia serd un corrimiento de la fase de la onda y cuando |by| << 1 ambos casos

serdn practicamente indistinguibles.

Las integraciones numéricas de a’ y V', en los casos difusivos, revelan que la estabilidad de

los pulsos es mayor cuando su momento se aproxima a (2w + 1) 7, /(26) con w € Z.

El método variacional revela que el sistema acepta dos tipos de soluciones estacionarias, a

saber, solitones variacionales sin chirp (bi-estables) y con chirp.

Cuando b = 0y cos {6 M/N,} /A > 0 los pulsos evolucionan de forma estable, su perfil se
mantiene igual en todo momento y pueden desplazarse a lo largo del arreglo, sin embargo,

aun cuando éstos pueden tener cualquier ancho su amplitud se encuentra acotada superior-

mente alcanzando un valor maximo aproximado a /4.16 cos {dM /N, } /A cuando el ancho
del pulso es igual a /2. Para cada valor de la amplitud existen dos valores diferentes del

ancho que generan pulsos estacionarios por lo que las soluciones son bi-estables.

En el modelo FPU, cuanto mayor es la amplitud de los pulsos mayor es la velocidad a la
que se desplazan en la cadena de osciladores. En el modelo DNLS, si dos solitones bi-
estables poseen la misma amplitud pero uno es mas ancho que el otro, el pulso mas angosto
se movera con una velocidad mayor a lo largo del arreglo; en general cuanto menor sea el

ancho del pulso mayor sera su velocidad.

Cuando el momento del pulso es igual a (2w + 1) wN,/ (20), con w € Z, su perfil se man-

tendrd igual para todo valor de ¢ mientras que su centro se desplazard hasta posicionarse
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en x = 232 de forma asintética con b evolucionando de forma lineal. A diferencia de las
soluciones bi-estables éste tipo de pulsos pueden tener cualquier amplitud y ancho pero no

son capaces de desplazarse a lo largo de todo el arreglo.

Cuando |A] > max {|A.|,|As|} el ancho de los pulsos tenderd a un valor infimo de forma
asintética provocando que el chirp b se comporte como una funcién lineal. Si sin {6 M /N, } #
0 su centro se movera de la misma manera que el centro de los solitones analiticos, pero si

sin {0M/N,} = 0 el centro del pulso se mantendra estatico.

Cuando |by| << 1y ag es lo suficientemente grande A, se aproxima a su valor maximo dado
por 4v/2 cos {0M /N, } /A2 el cual se vuelve relevante para pulsos con amplitudes iniciales
pequenas. En general, para pulsos anchos y altos el valor maximo al que A, tiende es practi-
camente nulo por lo que los efectos no-lineales tendrian que desaparecer para que los pulsos
evolucionen de forma difusiva dando como resultado soluciones altamente estables del tipo

breather, soliton asintdtico o soliton variacional (con o sin chirp).

Finalmente, cuando 0 tiende a cero los efectos discretos se vuelven irrelevantes y la evolucion

de los pulsos Gaussianos puede ser descrita mediante el modelo NLS.

Si bien las evoluciones de los pulsos del tratamiento variacional no corresponden a soluciones

exactas del modelo DNLS proporcionan informacién muy valiosa respecto al tipo de comporta-

mientos que se espera encontrar. El método variacional interpolativo presentado en este trabajo

permite estudiar la estabilidad con que los pulsos se propagan a través de los arreglos gobernados

por el modelo DNLS de formas muy detalladas, por lo que tal método podria se aprovechado en

el estudio de la ecuacion DNLS con parametros A y I variables asi como en todo tipo de modelos

que involucren la accién de efectos tanto discretos como continuos, al menos si lo que se desea

es estudiarlos mediante tratamientos variacionales. Finalmente, la representacion interpolativa del

modelo DNLS no solo permiti6 relacionar su forma estandar con el modelo NLS, sino que también

se pudo reducir la forma general (homogénea) de la ecuacién DNLS a la de la ecuaciéon NLS ge-

neral (ecuacién de Gross-Pitaevskii) al disminuir los efectos discretos en la primera, manteniendo
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asi una conexion importante entre ambos modelos, la cual se desvanece al considerar variables
transversales discretas como es el caso de los tratamiento variacionales usuales de la ecuacién

DNLS.
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Apéndice A

Complementos del tratamiento variacional

interpolativo

A.1. Ecuaciéon de Euler-Lagrange extendida en la aproxima-
cion interpolativa del modelo DNLS

A continuacién se muestra de manera explicita todo el procedimiento para la obtencién de la
ecuacion (3.14).

Definimos ¢,, : R?* — C tal que
qn(x,t, ) = uy(x,t) + any(z,t) (A.1)
con u, la funcién que minimiza a la accién S, & € Ry, : R? — C una funcién suave tal que

Nn(z — F00,t — £00) — 0 . (A.2)
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A.1. ECUACION DE EULER-LAGRANGE EXTENDIDA EN LA APROXIMACION
INTERPOLATIVA DEL MODELO DNLS

Con esta definicidn, la accion dada por

:/00 /OO L(gn(x,t, @), qny(z,t, ), Th[gn)(z, t, ), T 1]gn) (2, t, @), c.c.)dtde  (A.3)

alcanza su minimo en ¢, (x,t, « = 0), es decir

as

-~ =0. A4
ol (A.4)

Por la regla de la cadena

OL Oy | OL Dgus | OL OTilg | 0L OTfa
/ / (aqn 90 " Ogny 00 T OTg] 0o | oTalg] oa )

/ / oL 8qn oL dq;,, N oL OTi[q] N oL  IT-1[q;] Jtde
oq; da 8q;§7t oa  0Th[q:] O« T 4|q:] O«

(A.S)

ecuacion que es resumida de la siguiente manera

OL On | OL Dgus | OL Ogus | OL Ogu
: dtd
/ / (aqn o Bguy Do | Ogem Oa | Ogus da )N

" / / (c.c.)dtds (A6)
—o0 J i1

donde g1 = T1[qn] Y ¢n-1 = T-1[qn]-

Analizando los términos de la primer integral.

[ g [ [ (00 gy, .
SR TR

B / (;qft" . _/_ i (ii) %) d (A9)

/ / dt (8qm) %dtd (A.10)
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A.1. ECUACION DE EULER-LAGRANGE EXTENDIDA EN LA APROXIMACION
INTERPOLATIVA DEL MODELO DNLS

Por otro lado

/ co[T oL 1

) B (z,t) D0, (x,t, )dtdx :/ oL (x,t)aqn(xié b a)didr (A1)

00 J —00 0qn:i:1 80{

_ / 0L (.29 (v 1 5.t 0)dudt .

oo J —c0 8Qn:i:l O
(A.12)
Aplicando el cambio de variable x — x F ¢ se obtiene
x,t a)dtdr = Ax,t x,t, o)dxdt
/ / aqnil Oa 8qnil T ) Oa ( )
(A.13)
I
/ / [aqnﬂ] (x,t)—=— 50 (x,t, a)dxdt
(A.14)

con lo cual se llega a la ecuacion

oL oL oL gy
a — + 1T + T ——dtdx
/ / (aQn <a%t) ' {&Jml] ' {3%1]) da
+/ / (c.c.)dtdz (A.15)

siendo la segunda integral la misma que la primera pero con ¢, en lugar de g,,.

Dado que 0,(¢,) = 1

oL oL oL
— — = +1- + T ndtd
/ / (3% <aQn,t) ' [3%“} ' laqn_l]) e
+/ / (c.c)nidtdx (A.16)
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A.2. INTEGRACION EXPLICITA DE £ CON UN ANSATZ GAUSSIANO

por lo que al evaluar en o = 0 se llega a

ds < (oL d [ oL oL oL

= = = T .|| +T ndtd

da a=0 /oo /oo (GQn dt (aqmt) - ' |:8qn+1:| o |:aQn—1:|) azon g
+/ / (c.c.)|a=onidtdx (A.17)
=0 (A.18)

pero como 7),, puede ser cualquier funcién que cumpla las condiciones impuestas, entonces

] G A i AT et
aQn dt aQn,t - aQnJrl ! aanl

Ahora bien, dado que 7, : R? — Cy como az + $z* = 0 implica o = 0 = /3 para todo z € C

Mo+ (c.)|azoms =0 (A.19)
a=0

oL d (oL oL oL
= — 5 + T + T =0. A.20
((9% dt <aQn,t) ! [0qn+1] ! [0%_1]) 00 (A.20)
Finalmente, como ¢, (z,t,a = 0) = u,(x,t) se obtiene la ecuacion (3.14)
oL d (oL oL oL
— — L =0. A.21
ou, dt (8un,t) 1 [aunﬂ} +h [aun_l} 0 ( )

A.2. Integracion explicita de £ con un ansatz Gaussiano

Para realizar la integracion de la densidad lagrangiana (3.57) conviene establecer algunas pro-
piedades de la funcion (3.68).
Definiendo

yn(x,t) = +nd + 2(1) . (A.22)
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A.2. INTEGRACION EXPLICITA DE £ CON UN ANSATZ GAUSSIANO

Por un lado, respecto a la funcién g definida en (3.69)

2 t
9(Yn+1(z,t),t) = A(t) exp {—yn;;(é’) ) } (A.23)
) exp (x+(n+1) (5—1—2())} (A24)
2a?

n\T,

{ t
t) exp } 2“;1( } (A.25)

Yn(z,t 62 + 2y, (z, t)d
N e SECCS
6% 4+ 2y, (x, )0
— g(yn(x, 1), t) exp {— o (g ) } : (A27)
mientras que para la funcién ¢, definida en (3.70)), se tiene que
Syt (7,1),1) =b(t)Yps (,8) + p()ynr (2, 1) + h(t) (A.28)
=b(t)(x+(nE1)5+20t)> +p@t)(xz+ (nE£1)§+ 2(t)) + h(t) (A.29)

= (b(t)y2(z,t) + p(O)yn(z, ) + h(t)) + b(t) (6% £ 2y, (z,t)8) £ p(t) (A.30)

=¢(yn(z,t), 1) + b(t) (6° £ 2y,(x,1)8) £ p(t) (A31)
y asi
Unt1 (2, ) = g(Yne1(x, ), 1) exp {id(Yn+1 (2, 1), 1) } (A.32)
B 62 4 2y, (2, )0 )
= uy,(x,t) exp {— 202(1) } exp {7 [b(t) (6% £ 2y, (x,t)0) £p(t)]} .
(A.33)
Siendo
Gt (1) = (@, Ot () + wn (2, )y (2, 1) (A34)
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A.2. INTEGRACION EXPLICITA DE £ CON UN ANSATZ GAUSSIANO

resulta que

2
jr,::: _ |un|2€Xp {_(S j2:a22yn5} <6i[b(52i2yn6)i5p} + 6fi[b(52121n6)i5p]) (A35)
2 4 §2/4 & 2y,(5/2 :
— 242 exp {—y" o = 4a(0/2) } exp { 4‘5 . } cos {b (6% & 2y,6) £ p}  (A36)

2 2
=2A? exp{—w}exp{—é—}cos{%é (yn:l: é) +5p} . (A.37)
a 4a? 2

Por otro lado

Uny(2,t) = gt (9(yn(z, t), t)e'?wn(=000) (A.38)
dg . ol0)
_ ¢( n(xt
= "V (815 (Yn(z, 1), 1) + ig(yn(z, 1), )815 (Yn(z, 1), t)) (A.39)

entonces

U . 8) = 900,010 ( 50,000 4 00,0). 05 . 0,1) ) (40

_ 10g? I

=5 ot (Yn(,1),2) - (A.41)

—r Wn(@, )0, t) + 19 (ya(@, 1), 1) =

Como g y ¢ son funciones reales y u;up; — unu;, ;, = 2ilm () u, ) entonces

0
U (2, ) (2, 1) — up(z, t)us (2, ) = 2ig° (yn (2, 1), t)a—f(yn(x,t),t) (A.42)
y finalmente
i * 2 y2 /.2 / / / !
) (ununt Up U, t) = —A%exp —a—; (b Yy, +20y,2" +pz +py, +h ) (A.43)

siendo ¥/, p/, 2’ y h' las derivadas temporales de b, p, z y h respectivamente.

Ahora se procede a sustituir (A.34)-(A.43) en (3.57) integrando el resultado respecto de z de
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A.2. INTEGRACION EXPLICITA DE £ CON UN ANSATZ GAUSSIANO

la siguiente manera

o] 2
L=— A% / exp {—%} (V'ys + (202" +p) yn + p2’ + W) da (A.44)
2

[ o {0 s () o} cass

a?

|
+ A%exp {—%} /_: exp {—%_;—5/2))2} Cos {255 (yn — g) +5p}dx (A.46)

o] 2
LT A / exp {—% }d:zc (A.47)
A, ™ 2
oAt [ expd 2P gy (A.48)
2 . a?

siendo z y t variables independientes, en (A.44)), (A.47) y (A.48)) se realizara el cambio de variable

r — 1, con lo cual

Ay — %dx _ d(x 4+ nd + z,(t))

. . dr = dx (A.49)

mientras que en (A.45) y (A.46) se tomaran los cambios de variable © — y, + (§/2) y z —

yn — (0/2) respectivamente, con

dy, d(x+nd+2z(t)£06/2)

dy, = ——dx = de =d A.50
4 dx v dz * o ( )
obteniendo
[e) y2
L=— A2/ exp {——g} (V'ys + (262" + p') yn + p2' + 1) dy, (A.51)
oo a
) 52 o) y2
+ A%exp {_4_a2} /Oo exp {_ﬁ} cos {2b0y,, + dp} dy, (A.52)
) 52 00 y2
+ A% exp {—4—@2} /_Oo exp {—;} cos {200y, + dp} dyy, (A.53)
00 y2
+TA? /_ exp {—a—’;} (A.54)
A o0 2
oA / expd 290 by (A.55)
2 . a?
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A.3. A% POSEE UN UNICO MAXIMO ENTRE 0 Y oo EN LA DECOHERENCIA NEGATIVA

dando como resultado

21/

2
L= varta (= (1 pe+ 5 ) zexn {1 (1 40%) foos fop) +
a

A
+—A%). A.56
+ +2 7 ) ( )

A.3. A}, posee un tinico maximo entre 0 y « en la decoherencia
negativa

Antes de demostrar la existencia y unicidad del maximo de A%, entre 0 y a se debe demostrar
la existencia de al menos un valor extremo en dicho intervalo.

Definiendo

A%(a a>a>0
A (a) = ale) B : (A.57)
0 a=0

con o = ag/ /1 + 4a3b? de tal manera que

¢lzllg \(a) = clllig AL(a) = AL(s) = M&(s) con s>0, (A.58)
lim A% (a) = lim A% (a) =0 = A\%(0) . (A.59)
a—07t a—0t

La ecuacion (A.58) se debe a la continuidad de AY. Resulta que A\, es continua en el inter-
valo [0, o] y diferenciable en (0, ) (ya que AY es un funcién diferenciable en dicho intervalo).
Como A\ (0) = 0 = \4(a) por el teorema del valor intermedio existe un ¢ € (0,a) tal que
dX\(a)/dal,=. = 0y por definicién de dicha funcién resulta que dA%(a)/da|,—. = 0 para algin
valor centre Oy a.

Ahora bien, definiendo

Ay = @ cos {op} (A.60)

80



A.3. A% POSEE UN UNICO MAXIMO ENTRE 0 Y oo EN LA DECOHERENCIA NEGATIVA

la ecuacién (3.100) se ve como

A%(a) = % (exp {—%} — exp {—4%}) . (A.61)

Obsérvese que al ser 0 < a < « entonces §%/4a* < §*/4a? y al ser exp {—z} una funcién
mondtonamente decreciente para x > 0 entonces el término en (A.6I)) que estd encerrado entre
paréntesis serd positivo y como 0 < a < a < ag entonces 1 — ag/a > 0, esto junto con la
definicion resulta en que A% (a) es no-negativa en (0, .

Siendo la primer derivada de A%

dA[();(CL) . Ao(lo < { (52

da (a—ag2 P —@} (g1(a) — g2(a)) (A.62)

con

2 /1 1
g1(a) = exp {Z (@ - @)} -1, (A.63)

g2la) = = (— - —) : (A.64)

entonces AY, alcanza sus valores extremos en los c tales que g (c) = g2(c).

Por un lado

dg,(a) o2 6 (1 1

i P\ T\e @) (03
dgs(a) 62(2a9 — a)

o 2 (A0

Estas funciones pueden ser reescritas de la siguiente manera

52
g91(a) = 5.8 [91(a) +1] , (A.67)
, 52 [2a?
go(a) = T og8 {5—292(@ + 1} . (A.68)
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A.3. A% POSEE UN UNICO MAXIMO ENTRE 0 Y oo EN LA DECOHERENCIA NEGATIVA

Se sabe que existe al menos un ¢ € (0, @) tal que g;(c) = g2(c) asi que por y

, , 52 2c?
5O~ ) = s (1= 57 ) (0 (A.69)
La segunda derivada de AY, estd dada por
d*A%(a) 52 52 2
26V A — — —
da? 0o P { 4a? } (2&3(a —ap)?  (a— ao)3> (91(a) = gela))
Aoa 52 , ,
e P {—472} (91(a) = g5(0)) (A.70)
dando como resultado
d*A%(a) 52 Agag 52 2c?
—da2 - = _—2<C — a0)263 exp {—@} (1 — ?) gl(C) . (A71)

Como 0 < a < « entonces 1/a? — 1/a® > 0 asi que g;(a) > 0y al ser ¢ > 0 se pueden dar

tres casos

) d?A%(a
c<E = d—;’;)<0, (A.72)
) d*A%(a)
c = E —_— —da2 . == 0 ’ (A73)
2A0
es O Ehll , (A.74)
\/§ dCL2 a=c

de tal manera que todo ¢ < §/+/2 corresponde a un méaximo y solo puede haber uno ya que,
siendo A% continua en (0, a], no pueden existir dos méximos consecutivos. Por otro lado, todos
los ¢ > §/ /2 corresponden a minimos y si bien en principio solo puede haber uno ya que, como
anteriormente, no pueden haber minimos consecutivos, en realidad tampoco puede haber un solo
minimo porque de lo contrario A% (a) > A%(c) para todo a > a > ¢, pero AL () = 0 por lo que
A%(c) < 0 contradiciendo el hecho de que A% (a) > 0 para todo a € (0, o. Finalmente, si existe

un valor extremo en ¢ = ¢/+/2 éste deberd de ser un punto silla en caso de que exista un maximo
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A.3. A% POSEE UN UNICO MAXIMO ENTRE 0 Y oo EN LA DECOHERENCIA NEGATIVA

en ¢ < §/v/2, ya que no pueden haber maximos consecutivos, pero si ¢’ no existe A%(c) deberd de
ser un maximo ya que de lo contrario, si es un punto silla la funcién no dejara de crecer haciendo
que A% (a) > 0, a demds nunca podria ser un minimo porque de ser asi A% (a) > A%(c) para todo
« > a > ¢y como se acaba de mostrar A% (c) deberd de ser negativo llegando a una contradiccion.

En cualquier caso siempre debe de haber un tinico méximo entre 0y 6/v/2 < a.
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Apéndice B

Métodos numéricos

B.1. Integracion numérica RK4 adaptativa

A continuacion se deriva el un método adaptativo de integracion numérica para el estudio de
sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden mediante el uso del método de
Runge-Kutta de 4° orden (RK4).

Dada la ecuacion diferencial

dz
azﬂx,t) (B.1)

sujeta a la condicion inicial x(ty) = zy, el método RK4 esta dado por

h
Ln+1 = T, + 6 (k?l + 2k}2 + 2]{73 + 1{53) ) (BZ)

ty1 =tn +h (B.3)
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B.1. INTEGRACION NUMERICA RK4 ADAPTATIVA

con

ki = f(n:tn) » (B.4)
k h

ko = f <In+h§1,tn+§) , (B.5)

by f (xn+h@,tn+ﬁ) , (B.6)
2 2

El error local € entre x,,, 1 (determinado mediante el método RK4) y x(¢,,41) (el valor real de
ent,,) es de orden h°, es decir

e=ch®, (B.8)

con ¢ > 0 una constante desconocida.

Siendo z;9p, el valor real de x en ¢t 4+ 2h, por un lado, ., correspondera al resultado de
aplicar dos veces el método RK4 con un avance igual a h de tal manera que [Ty o — Tpin| =
2¢ = 2ch® (como el método RK4 se aplica dos veces el error se duplicard) mientras que xop,
correpsondera al resultado de aplicar una vez RK4 con un avance igual a 2/ dando como resultado
|Zeton — Tan| = ¢(2h)® = 32ch ya que en[B.8]se debe reemplazar h por 2k siendo que éste ultimo
es el avance actual.

De esta manera

T = Ty + 2ch’, (B.9)

x = xop + 32¢h° . (B.10)

Igualando ambas expresiones y despejando € = ch® se obtiene

1
€= %|$h+h—$2h| ’ (B.11)

tomando el valor absoluto para que € sea no-negativo.
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B.1. INTEGRACION NUMERICA RK4 ADAPTATIVA

Ahora bien, definiendo le error de integracion q tal que

e =qh' (B.12)

con € el error de la integraciéon numérica esperado (especificado de manera arbitraria) y A" el

avance requerido (definido por los valores de €' y ¢).

Dividiendo (B.12)) entre ¢ y sustituyendo (B.8§)

s  c(h)?
— = ihg : (B.13)

Cancelando las ¢ del lado derecho y despejando A’ se obtiene

h
Wo=hott = ?q (B.14)

con e dado por (B.TI).

Si p > 1 significa que el paso de integracion debe crecer por lo que la iteracién actual se
realizard con el h original ya que es mds pequefio y por ello el resultado serd mds preciso, pero en
la siguiente iteracion se utilizara como paso de integracion a A’ ya que la funcién parece no variar
tan drasticamente. También podria ocurrir que |z, — hop| &= 0 por lo que p serd sumamente
grande y en consecuencia h’ crecerda de forma exagerada, en cuyo caso, la modificacion del paso
de integracién serd limitada a duplicarse, es decir, se tomard h — 2h en la siguiente iteracion.

Si p < 1 significa que el paso de integracion debe ser reducido por lo que se sustituird h por iy
se volvera a calcular p en esta misma iteracién con el nuevo paso. Este proceso se repetird en bucle
contrayendo h hasta que p > 1 en cuyo caso se mantendra el dltimo valor de h y la evaluacién de
RK4 seré en dicho paso de integracion actualizdndolo mediante para la siguiente iteracion.

En cualquier caso surge la cuestion de si mantener a ., 0 a xo;, para la evaluaciéon del método
RK4. En general es mejor mantener a x5, como el nuevo valor de x ya que éste resulta mds preciso

(ecuaciones y (B.10)) mientras que ¢ serd actualizado mediante ¢ — ¢ + 2h en consistencia
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con el hecho de que el nuevo valor de x corresponde al de una doble integracion mediante RK4
cada una con un avance igual a h.

Si x es un vector de dimensién n cuyas componentes son funciones de ¢ entonces f : R* | J {0} x
R — R"yasi k; € R" para: = 1,2, 3,4. En este caso el método adaptativo se puede generalizar
reemplazando en @ el valor absoluto de x5, — zop, por la norma del vector resultante de dicha
diferencia.

A continuacion se presenta la implementacion de éste algoritmo adaptativo en Python.

FHEFARFH R A AR E S

# IMPORTACION DE PAQUETES #

3 HEHHHHHE AR A AR

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

FHFFAFAFF SRS
# DEFINICION DEL METODO RK4 #

E i

def RungeKutta (func, values, t, h):

vl = values if type(values) == np.ndarray else np.array(values)

k1l = func(vl, t)

v2 = vl + klxh/2

k2 = func(v2, t+h/2)

v3 = vl + k2xh/2

k3 = func(v3, t+h/2)

vd = vl + hxk3

k4 = func(v4, t+h)

next v = vl + (kl + 2%k2 + 2xk3 + k4)xh/6
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B.1. INTEGRACION NUMERICA RK4 ADAPTATIVA

return next_v

2
# IMPLEMENTACION DEL PROCEDIMIENTO ADAPTATIVO #

G o i

La funcidén adaptive_RK4 realiza una integracidn numérica de un sistema de
ecuaciones diferenciales adaptando la magnitud del paso de integracidén en
cada iteracidén. El1 sistema cuenta con un total de "n" variables dependientes

de “t" .

Pardmetros:
ODESystem: objecto
Corresponde a una funcidén de x = [x1, x2, ..., xn]
correspondiente a la derivada de "x" respecto de "t" tomando en
cuenta que cada una de sus entradas depende explicitamente solo

de "t" .

x0: lista de puntos flotantes
Corresponde a un vector con las condiciones iniciales de cada

varible.

t0: punto flotante, por default 0.0

Valor inicial del tiempo.

g: punto flotante, por default 1le-8
Error de integracidn correspondiente a la relacidn entre el
error local (diferencia entre el valor calculado por el método
de integracidn numérica y el valor real de la funcidn) y el paso

de integracidn.
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B.1. INTEGRACION NUMERICA RK4 ADAPTATIVA

Regresa:

def adapti
t_values

x_values

t = t0
x = x0
while t<

h: punto flotante, por default le-6
Paso de integracidn inicialmente pequefio para asegurar que la

primer iteracidén serd lo suficientemente precisa.

tmax: punto flotante, por default 300.0

Valor maximo de "t".

x_values: ndarray con "n" columans y un numero variable de filas.
La i-ésima columan es la integracidén numérica de la i-esima
entrada de x. El total de filas es variable siendo que el
método adaptativo cubre el intervalo de t0 a tmax con una
divisidén irregular para cada conjunto de valores inciales

y parametros del sistema.

t_values: lista
Corresponde a los valores de "t" en los que se evalua el método

RK4.

ve_RK4 (ODESystem, x0, t0=0.0, g=1le-8, h=le-6, tmax=300.0):
= []
[]

tmax:

t_values.append(t)

x_values.append (x)

rho=0

while

rho < 1:
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B.1. INTEGRACION NUMERICA RK4 ADAPTATIVA

dt = 2xh

#Aplicando RK4 dos veces con un paso igual a h

two_one_steps RungeKutta (ODESystem, x, t, h)

two_one_steps = RungeKutta (ODESystem, two_one_steps, t+h, h)

#Aplicando RK4 una vez con un paso igual a 2h

one_two_step = RungeKutta (ODESystem, x, t, 2xh)

#Erro local de la integracidn

epsilon = np.linalg.norm( two_one_steps - one_two_step ) / 30

#Actualizando a rho

rrr

Si epsilon es efectivamente cero rho sera igualado a 1
ya que en este caso el paso de integracidn

h es lo suficientemente bueno

rrr

rho = hxg / epsilon if epsilon != 0. else 1

#Actualizacdén de h

rr

Se tomard el minimo entre h’ (paso de integracidn sugerido por rho)

y 2h de tal manera que la actualizacidén de h no exceda el doble de esta
cantida

rrr

h = min( h*xrhoxx (1/4), 2xh)

#Actualizando x y t

= two_one_steps

t += dt

return t_values, np.array(x_values)
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A
# SISTEMA DE ECUACIONES

A A

A
DIFERENCIALES #

iR

La clase F contiene a la funcidn dSystem correspondiente al sistema de

ecuacione diferenciales

Pardmetros de la clase F

b0, a0, A0, zO:

re

Condicione

dx/dt = dSystem(x, t).

puntos flotantes, por default 0.001, 1.2, 0.3 y 0.0

spectivamente.

s iniciales del sistema de ecuaciones diferenciales.

p: punto flotante, por default 0.0.

Momento del pulso.

delta, Lambda:

puntos flotantes, por default 0.1, y 1.0,

respectivamente.

Constantes involucradas en el sistema de ecuaciones

diferenciales.

Procedimientos en la clase:

dSystem: sistema de ecuaciones diferenciales.

Parametros:

Regresa:

vect: lista de puntos flotantes.
Correspondiente al vector "x".
t: punto flotante.

Correspondiente al "tiempo".

dvect: numpy.ndarray.

Vector correspondiente a dx/dt en el instante "t".
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4

class F:

def _ _init_ (self, delta=0.1, b0=0.001, a0=1.2, A0=0.3, z0=0.0, Lambda
=1.0, p=0.0):

self.delta = delta

self.b0 = b0

self.al0 = a0

self.A0 = AO

self.Lambda = Lambda

self.p = p

self.N

a0xA0*%2

def dSystem(self, vect, t):

a, b, z = vect[0], vect[l], vect[2]

exp_term = np.exp( —-self.delta**x2 * (1 + 4dxaxx4+bxx2)/ (4 ax*2) )

da = 4 x b x ax self.deltax*x2 * exp_term *x np.cos(self.delta » self.p)

db = np.cos(self.delta * self.p) *» exp_term x self.delta*x*2 x (1 - 4xa

**x4xbxx2) / a*x+4 — self.Lambda*self.N / (2xnp.sqrt (2) «a*=*3)

dz = -2xself.deltaxexp_term x np.sin(self.delta * self.p)

dvect = np.array([da, db, dz])

return dvect

G o i

186 # EJEMPLO DE INTEGRACION NUMERICA ADAPTATIVA #

187 FHHHFFAFAHF AR H AR F A AAF SR F AR F AR
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188

189 #Definicidn del sistema de ecuaciones diferenciales
190 func = F (Lambda=0.920717)

191 ODESystem = func.dSystem

192

193 #Integracidén numérica

94 £, x = adaptive_RK4 (ODESystem, x0=[func.a0, func.b0, func.z0])
195

196 #Grdfica de la integracidn

197 plt.rcParams.update ({"font.size": 16})

198

19 fig = plt.figure( figsize = (10,5) )

200 plt.title ("RK4 adaptativo")

01 plt.stem(t, x[:,0])

22 plt.xlabel ("t")

203 plt.ylabel ("a(t)")

204 plt.show ()

RK4 adaptativo

1.2 1

1.0 1
0.8 1

< 0.6

a

0.4 -

0.2

0.0 -

0 50 100 150 200 250 300
t

Figura B.1: Integracién numérica del sistema (3.80)-(3.81) mediante un procedimiento adaptativo del méto-
do RK4 con las condiciones iniciales ag = 1.2, by = 0.001, Ag =0.3, =0.1,p=0y A = 0.920717
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B.2. GRADIENTE DESCENDIENTE

Como se puede ver en la figura[B.I]el paso de integracion se reduce en las partes de la funcién
que varian de forma muy rdpida y se hace mas grande cuando la funcién parece no cambiar tan

drasticamente.

B.2. Gradiente descendiente

Como se demostré en el Apéndice la funcién A%, posee un mdximo o un minimo entre
a = 0ya = §/\/2 depenediendo de si se trata del estado de decoherencia negativa o positiva
respectivamente, sin embargo, el valor extremo alcanzado en a = §/+/2 solo puede ser un punto
silla, por lo que el maximo (o minimo) se debe encontrar en el intervalo (0,5/v/2). Dado que
en dicho intervalo se garantiza la existencia de un tnico valor extremo el método del gradiente
descendiente resulta apropiado.

Dada una funcién convexa f(x) el algoritmo corresponde a calcular la serie

df (z)
dx

T=In

(B.15)

TIptl = T — 1N

siendo 71 la taza de aprendizaje. El total de iteraciones y el valor de 1 determinaran la precision
con que se calcula el valor minimo. Si 1 es muy grande (figura[B.2a) o muy pequefio (figura[B.2¢)
y el nimero de iteraciones no es suficientemente grande entonces la posicién del valor minimo
estard lejos del valor real.

El valor de 7 apropiado cambia dependiendo la forma de la curva, sin embargo, puede imple-
mentarse un método adaptativo en el cual 1 cambia en cada iteracion segun el método de Barzilai-

Borwein (Barzilai y Borwein, [1988)) que en una dimension se reduce a

Lpn — Tp—1 /
n — ) n) — ’ B.16
= ) = P o) f(z) dr |, (B.16)

en cuyo caso solo hara falta establecer el valor inicial z( asi como 7 y 7; determinando la posicién

x1 mediante (B.13).
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08 S

06 “

0.4

0.2

0.0

12

104

0.81

0.6 4

041

0.21

0.0

(a)

(b)

(©)

Figura B.2: Determinacién del minimo valor minimo de una funcién (curva punteada) para tres valores

diferentes para . a) n = 0.99, b) n = 0.35y ¢) n = 0.01. El punto azul corresponde al valor inicial
mientras que el punto rojo es la posicién final luego de 50 iteraciones.

A continuacién se muestra la implementacion del algoritmo del gradiente descendiente.

ittt
» # IMPORTACION DE PAQUETES #
s HEHAHHHE AR
4 import numpy as np

o HAFAFHHFSSHAFARHSSHESASSERA
7 # GRADIENTE DESCENDIENTE #

s HAHHASFAAFESFASASSASS A

g 11/

10 Implementacidén del método del gradiente descendiente con taza de aprendizaije
11 variable.

12

13 Parametros:
14 dfunct: objeto.

15 Derivada de la funcidén cuyo minimo se busca calcular.
17 x0: punto flotante.

18 Punto inicial del algoritmo.
20 etal:

punto flotante, por default le-2

2 Valor inicial de la taza de aprendizaje.
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etal: punto flotante, por default le-2

Valor de la taza de aprendizaje en la primer iteracidn.

total_ite: valor entero, por defaul 200.

Numero total de iteraciones.

tol: punto flotante, por default le-5.

Tolerancia permitida entre dos puntos consecutivos de la serie.

Regresa:

x_min: punto flotante.

Mejor estimacidén de la posicidén del valor minimo.

def Adaptive_GradientDescent (dfunct, x0, etal=le-2, etal=le-2, total_iter=200,

tol=1le-5):

eta_list = [etal, etal]

x1l = x0 - etalOxdfunct (x0)

x_list = [x0, x1]

for i in range (total_iter):

xnl = x_list[-1]
xn2 = x_1list[-2]
Ddf = dfunct (xn2) - dfunct (xnl)

#S1 la diferencia en las derivadas es cero
#se mantiene el ultimo valor de eta

eta_n = abs( (xn2 - xnl) / DAf ) if DAf != 0. else eta_list[-1]

diff = eta_n=*dfunct (xn2)
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54

55 #S1i la diferencia entre x_n y x_{n+l} es menor que una tolerancia dada
56 #se concidera que se ha alcanzado una posicidn aceptable

57 #y se detienen los cdlculos

58 if np.abs(diff) < tol:

59 print (' Total de iteraciones:’,1i)

60 break

61

62 #Siguiente posicidn determinada

63 xn = xn2 — diff

64

65 x_list.append (xn)

66 eta_list.append(eta_n)

67

68 if i == total_iter - 1: print(’Total de iteracioens:’, total_ iter)
69

70 print (r"Taza de aprendizaje final:", eta_list[-11])

72 #Mejor estimacidén de la posicidn del valor minimo

73 X _min = x_list[-1]

74

75 return x_min

Dado que la curva A% puede poseer un maximo o un minimo en el intervalo (0, §/ v/2) depen-
diendo de si cos {dp} es mayor o menor que cero se tomard en cuenta la curva —sgn {cos {dp} } AL
la cual poseera un tinico minimo ya sea que el estado de decoherencia sea positivo o negativo.

Para el célculo de A, mediante el algoritmo del gradiente descendiente se requiere multiplicar
la derivada de A (ecuaciones (A.62)-(A.64)) por —sng {cos {dp}}. Para ello se implementa el
siguiente codigo

U A A A
> # DETERMINACION DE Lambda_b #

s HEHHEHHA AR AR
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class LambdaGO:

W

6 def _ _init_ (self, a0, A0, b0, delta, p):
7 self.al0 = a0
8 self.A0 = AOQ

9 self.b0

jold)

10 self.delta = delta

11 self.p = p

13 self.Deltal = 4+np.sqgrt(2) *= np.cos(delta*p)/ AO0xx2

15 self.alpha = a0 / np.sqrt( 1+4xa0xx4+b0**2 )

17 def convex_dLambdaG0 (self, a):

19 gl = np.exp( self.deltax*2+(1/a*x*x2 - 1/self.alpha**2) / 4 ) -1

20 g2 deltax*2* (1/ax*x2 — 1/ (axself.al))/2

2 dLambdaG0 = self.Deltal * self.al x np.exp( —-self.deltax*2/ (4 a**2) )

* (gl - g2 ) / (a — self.al)x*2

2 return -np.sign( np.cos(self.delta * p) )*dLambdaGO
26 def _ call_ (self, a):
27 return self.DeltaO+a* ( np.exp( —-self.deltax*x*x2 / (4xax*2) ) — np.exp(

—self.delta*x*2 + (1 + 4*self.alxx4xself.b0*x*2)/ (4xself.alx*2) ) ) *np.
cos (self.delta*p) / (a-self.a0)
28

29 #Valores iniciales

30 a0 = 1.2
31 A0 = 0.4
» b0 = 0.5
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36 #Inicializando la funcidn LambdaGO0

37 funct = LambdaGO0 (a0, AO, b0, delta, p)

39 #Definiendo el negativo de la derivada de LambdaGO
10 dfunct = funct.convex_dLambdaG0

4]

4 #Punto inicial de la iteracidn

13 x0 = delta / np.sqgrt(2)

44

45 #Posicidn de Lambda_b

4 a_min = Adaptive_GradientDescent (dfunct, x0)

47

48 #Lambda_b

1 Lambda_b = funct (a_min)

El resultado de esta evaluacion corresponde a un A, = 0.96946 para una tolerancia igual a

10~?, valor alcanzado con un total de 8 iteraciones y una taza de aprendizaje final n = 0.00146

(figura[B.3).

1.2

QD
e

e e

-0.2 T T .
1073 1072 107! 10"

Figura B.3: Valor de A; determinado mediante el método del gradiente descendiente con una taza de inte-
gracion adaptativa utilizando las condiciones iniciales ag = 1.2, Ag = 0.4, b9 =0.5,§ = 0.1y p = 0.
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