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Introduccion

En topologia, llamamos continuo a un espacio métrico, compacto, cone-
xo0 y no vacio. Cuando un continuo no puede ser expresado como uniéon de
dos subcontinuos propios no degenerados lo llamamos indescomponible. Son
este tipo de espacios el objeto de estudio de este trabajo. A primera vista el
conjunto de continuos indescomponibles parece tratarse de un conjunto muy
pequeno, ya que muchas veces la construccion de ejemplos resulta bastante
compleja y elaborada. Sin embargo, una vez que se estudia a detalle a estos
objetos matematicos descubrimos que son mas comunes de lo que nos pode-
mos imaginar.

El objetivo principal de esta tesis es presentar a los continuos indes-
componibles. Demostrar algunas propiedades referentes a sus composantes
y accesibilidad, asi como describir algunos ejemplos y propiedades utilizando
cadenas. En particular mostramos la construcciéon del pseudoarco y pseudo-
circulo. Ademés demostraremos que los continnuos son un conjunto denso de
segunda categoria en el cubo de Hilbert.

En el capitulo 1, abordaremos conceptos generales de topologia, espacios
métricos, compacidad y conexidad, y demostraremos teoremas relevantes pa-
ra los siguientes capitulos.

En el capitulo 2, abordaremos la definiciéon de continuos y enunciaremos
algunas de sus propiedades. Demostraremos algunos resultados de convergen-
cia en el hiperespacio 2% de un continuo X . En la tltima seccién del capitulo
se definira el concepto de composantes y de continuo indescomponibles. Se
demostraran sus propiedades y caracteristicas, y por tltimo describiremos el
continuo Knaster y demostraremos que es indescomponible.

En los capitulos 3 y 4 construiremos el pseudoarco y el pseudocirculo, res-
pectivamente, y exploraremos sus propiedades y diferentes caracterizaciones.

Por tltimo, en el capitulo 5 se demostrara que la coleccién de subcontinuos
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indescomponibles contenidos en una n-esfera o en el cubo de Hilbert es un
conjunto denso de segunda categoria, y que el conjunto de pseudoarcos en el
cubo de Hilbert es un conjunto denso de segunda categoria. Lo cual nos dice
que la mayoria de los continuos pertenecen al conjunto de pseudoarcos.



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo abordaremos conceptos béasicos de espacios topologicos
y espacios métricos, daremos la definicion de compacidad y conexidad y se
enunciaran los axiomas de separacion, se incluyen propiedades y resultados
que seran utilizadas més adelante. Se definirda también el concepto de cade-
nas, las cuales seran utilizadas para construir continuos indescomponibles.
Las referencias utilizadas en esta seccion son [9] [15] [8].

1.1. Espacios Topologicos y Compacidad

Definiciéon 1.1 Sea X un conjunto. Llamamos una topologia en X a la co-
leccion T de subconjuntos de X que satisface las siguientes condiciones:

1. 0 y X son elementos de T .

2. La union de cualquier coleccion de elementos de T es un elemento de
T. (Cerrado bajo unidn arbitraria).

3. La interseccion de cualquier coleccion finita de elementos de T es un
elemento de T. (Cerrado bajo interseccion finita).

A los elementos de T se les llama conjuntos abiertos. A la pareja (X, 7T)
se le llama espacio topologico, frecuentemente se utiliza inicamente X para
denotar al espacio topoldgico, cuando no hay confusion acerca de la topologia.

Dado un espacio topolégico X, diremos que un subconjunto A de X es
cerrado si X — A es abierto en X. Un conjunto puede tener muchas topologias
diferentes, en consecuencia diremos que dos topologias 7 y 7' son diferentes
si existe un conjunto abierto en una que no lo es en la otra.
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Definiciéon 1.2 Si (X, T) es un espacio topoldgico y 5 C T se dice que (3
es una base de T si todo elemento de T se puede expresar como union de
elementos de 5.

Definicion 1.3 Sea X un espacio topoldgico y sea A un subconjunto de X.
Definimos el interior de A, denotado porint(A), como el abierto mds grande
contenido en A, la cerradura de A, denotada por A, como el cerrado mds

pequeno que contiene a A y la frontera de A, denotada por fr(A), como
A —int(A).

Definicion 1.4 Un subconjunto A de un espacio topoldgico X se llama den-
soen X si A=X.

Definicion 1.5 Sean X y Y espacios topoldgicos. Una funcion f: X — Y
se dice que es una funcion continua si la imagen inversa (denotada f=')
de todo abierto de Y es abierto en X.

Notemos que la definicién es equivalente a decir que toda imagen inversa
de un cerrado es cerrada.

Definiciéon 1.6 Sea X un espacio topologico y 'Y C X. Una familia U =
{Ui}ier de subconjuntos de X es una cubierta deY siY C |, U;. Sil' CU
y U’ también es una cubierta de'Y, entonces U' es una subcubierta de Y. Si
todos los elementos de una cubiertad de'Y son abiertos de'Y entonces U es
una cubierta abierta de Y.

Definicion 1.7 Un espacio topologico X es compacto si cada cubierta abier-
ta de X contiene una subcubierta finita.

En R, R? y R3 consideramos la topologia usual. Algunos ejemplos de con-
juntos compactos son el segmento de recta [0, 1], el cuadrado [0,1] x [0,1] y
la esfera {(x1,z2,23) € R®. : 27 + 22 + 23 < 1}.

Lema 1.1 Sea X un espacio compacto yY C X un conjunto cerrado. En-
tonces, Y es un conjunto compacto.

Demostracion. Sea {U;};c; una cubierta de Y. Dado que Y es cerrado, en-
tonces X —Y es abierto y |J;,.,{U;} U (X —Y) es una cubierta abierta de X.
Como X es compacto, existe una subcubierta finita | J;_, {U;, }U(X =Y") . Por
lo tanto {Uy, } es una cubierta finita de Y, y en consecuencia Y es compacto.
O
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Proposicion 1.1 Sean X un espacio compacto y f : X — Y wuna funcion
continua tal que f(X) =Y. Entonces Y es compacto.

Demostracion. Sea {U; };cr una cubierta abierta de Y. Entonces {f~1(U;) }ier
es una cubierta abierta de X. Como X es compacto, existe Iy C [ finito, tal
que X = U,ep, f7'(Us). Por lo que

v=J sty =Uu

Y por lo tanto Y es compacto. O

Definicion 1.8 Un espacio topologico X es localmente compacto en el punto
xr € X, si existe un abierto U, tal que x € U y U es compacto. Decimos que
X es un espacio localmente compacto, si es localmente compacto en todos sus
puntos.

1.2. Axiomas de Separacién

A continuacién enunciaremos los axiomas de separacion de espacios to-
pologicos. Sea (X, 7) un espacio topologico. Decimos que (X, 7)) es:

a. Ty si dados x,y € X con x # y, existe U € T tal que (r €e Uy y ¢ U)
o(xg¢Uyyel).

b. Ty si dados x,y € X con x # y, existen U,V € T tales que x € U,
xr¢V,y¢UyyeV (UyV nonecesitan ser ajenos).

c. Ty o Hausdorff si dados z,y € X con x # y, existen U,V &€ T tales
quezelU,yeVyUNV #£0.

d. Regular si dados C C X cerrado y ¢ € X — C, existen U,V € T
ajenos tales que z € Uy C C V.

e. Completamente regular si dados C' C X cerrado y x € X — (|,
existe una funcion continua f : (X,7) — [0,1] tal que f(z) = 1y
f(C) ={0}.

f. Normal si dados C, D C X cerrados ajenos, existen U,V € T ajenos
talesque C Cc Uy D C V.

g. Tj si es regular y 77.

h. De Tychonof f si es completamente regular y T7.
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i. Ty si es normal y T7.

Proposicion 1.2 Sean X un espacio Hausdorff, y K C X un conjunto com-
pacto. Entonces K es un conjunto cerrado en X.

Demostracion. Sea K un conjunto compacto en X, un espacio Hausdorff. Sea
x ¢ K. Para cada y € K existen abiertos Uy, V, tales que y € Uy, z € V; y
U,NV, = 0 ya que X es Hausdorff. Entonces {U, } ,cx es una cubierta abierta
de K. Como K es compacto, existen Uy,, ...., U, tales que K C ;- Uy,.
Entonces V' = (", V,, es un abierto de X tal que x € V' y

VC(X—OU%)C(X—K).

i=1
Por lo que (X — K) es abierto, y por tanto K es cerrado en X. 0

Proposicion 1.3 Sean X un espacio compacto, Y un espacio Hausdorff y
f X = Y una funcion continua y suprayectiva. Entonces para todo K C X
cerrado, f(K) es cerrado en'Y . Ademds, si [ es biyectiva, entonces f es un
homeomorfismo.

Demostracion. Sea K C X cerrado, entonces por el Lema [I.I) K es com-
pacto. Como f es continua, por la Proposicion f(K) es compacto, por
la Proposicion , f(K) es cerrado. Veamos ahora que f~' : ¥ — X es
continua. Como f es suprayectiva y X es compacto, por la Proposicion [T,
f(X) =Y es compacto. Entonces para L C X subconjunto cerrado, tenemos
que L es compacto (Lema . Asi, f(L), la imagen inversa de un cerrado
en X es cerrado en Y, y por lo tanto f~! es una funcién continua. U

Definicion 1.9 Un espacio topoldgico X es un espacio de Baire si para cual-
quier familia numerable {U,, : n € N} de conjuntos abiertos densos en X, se
tiene que [,y Un €s un conjunto denso en X.

Proposicion 1.4 Todo espacio X localmente compacto y Ty es un espacio
de Baare.

Demostracion. Sean X un espacio topolégico localmente compacto, {U, }nen
una familia de conjuntos abiertos densos en X y V un conjunto abierto no
vacio de X. Veamos que V N (), oy Un es no vacio. Como Uy es denso en X,
entonces V' NUj es un conjunto abierto, no vacio de X. Como X es localmente
compacto, existe By # () abierto, tal que By C V NU, y By es compacto. Ya
que By es abierto y U; es denso, a su vez existe un abierto By # () tal que
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B; C ByNU;. Continuando recursivamente, tenemos que para todo n € N,
existe B,, abierto tal que B, C B,_1NU,. Ademas, dado que By es compacto,
todo B, también es compacto.

Sea, B = [),en B,, por la propiedad de la interseccién finita (Proposicion
, tenemos que B # (). Entonces existe z € B C (),cnyUn ¥ © € By C
V' N Upy. Con lo que demostramos que V N[,y Un # 0 y, por tanto, es un
conjunto denso en X, es decir, X es un espacio de Baire. Il

1.3. Espacios Métricos
Definicion 1.10 Sea X un conjunto. Una métrica en X es una funcion

d: X — Rt U{0} tal que para cualesquiera x,y,z en X se satisfacen las
siguientes cuatro propiedades:

i) d(z,y) >

i) d(x,y) =0 si y solo si x =y,
i) d(x,y) = d(y,x),

i) d(z,y) < d(z,2) + d(z,y).

Dada cualquier métrica podemos inducir una topologia que depende de la
métrica. Llamamos bola abierta al conjunto B, (a) = {z € X : d(z,a) <1}
y decimos que un conjunto A es abierto si para cualquier punto x en A una
bola abierta que contiene al punto = y se queda contenida en A. La coleccion
de bolas abiertas es una base para una topologia inducida por la métrica.

Dado un espacio topolégico X, un hiperespacio de X es una coleccion
de subconjuntos de X. A continuaciéon definiremos una métrica para el hi-
perespacio 2% = {A C X : A es cerrado no vacio}.

Definicion 1.11 Sea (X, d) espacio métrico. Sean A € 2% y e > 0, defini-
mos la nube de radio € alrededor de A como:

Ny(Ae) ={z € X :d(z,a) < € para alguna a € A}.

Definicién 1.12 Sea H, : 2% — R la funcion dada por:

Hy(A, B) = infE(A, B)
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donde,
E(A,B)={e>0| AC Nyg(B,e) y BC Ny(A,e)}.

Hy(A, B) se conoce como la métrica de Hausdorff.

Demostraremos que Hy : 2¥ — R es efectivamente una métrica para el
hiperespacio 2.

Teorema 1.1 H,;:2¥X — R es una métrica.

Demostracion.
(i) Por definicion Hy(A, B) > 0 para todo par de puntos A y B en 2.

(i) Sean A, B € 2%. Entonces Hy(A, B) = 0 si y solo si A = B.
Supongamos que Hy(A,B) = 0. Sean x € Ay ¢ > 0 fijos. Tenemos que,
0 = Hu(A,B) < ¢, entonces existe § € E(A, B) tal que § < ¢ es decir,
A C Ny(B,9d), y a su vez existe y € B tal que d(x,y) < ¢ < ¢, es decir,
Bs(x)N B # 0, como ¢ fue elegida arbitrariamente, tenemos que x € B = B.
Y como x es arbitraria, A C B. Anélogamente se demuestra que B C Ay
por lo tanto A = B. Ahora supongamos que A = B. Es inmediato que su
distancia es cero ya que para cualquier € > 0,

A C Ny(A,e) = Ny(B,e), y BC Nyg(B,e) = Ny(A,¢).
(1ii) Hq(A, B) = Hy(B, A) se cumple por definicion.

(iv) Por demostrar, Hy(A,C) < Hu(A, B) + Hy(B,C), que equivale a de-
mostrar

infE(A,C) < infE(A, B) +infE(B,C).

Dado que el infimo de una suma de conjuntos es la suma de los infimos de
los conjuntos, esto equivale a demostrar que

infE(A,C) <inf{é+n:0€ E(A,B) yne E(B,C)}.

Sean dos elementos arbitrarios 6 € E(A,B) y n € E(B,C). Por definicién
A C Ny(B,0) y BC Ny4(C,n). Dada a € A, existe b € B tal que d(a,b) < 9,
ademaés existe ¢ € C' tal que d(b, ¢) < n. Por la desigualdad del tridngulo (en
el espacio métrico (X, d)), tenemos que d(a, c) < d(a,b)+d(b,c) < d+n. Con
esto demostramos que A C Ny(d+n, C). De forma analoga, se demuestra que
C' C Ny(d+mn,A). Porloque d +n € E(A,C), y por lo tanto infE(A,C) <
d + n. Entonces infE(A,C) es una cota inferior del conjunto {§ + 7 : d €
E(A,B) yne E(B,C)}. O
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Lema 1.2 Sea (X,d) espacio métrico. Sea di : X x X — R dada por
di(x,y) = min{d(z,y), 1}. Entonces dy es una distancia que genera la misma
topologia que d. (8, pdag 75]

Proposicion 1.5 Sea (X, d) espacio métrico y xy € X. Entonces la funcion
f: X = RTU{0} definida como f(x) = d(x,xy) es continua.

Demostracion. Sean xy € (X, d) espacio métrico y f : X — RT U {0} una
funcion definida como f(z) = d(z, zy). Veamos que f es continua.

Sea z € X y e > 0. Veamos que para 6 = € se cumple que si y € X y
d(x,y) < 0 entonces |f(z) — f(y)| < ¢, es decir, f es una funciéon continua.
Notemos que d(z,zo) < d(z,y) + d(y,x0), es decir, d(z,x¢) — d(y,z) <
d(z,y). Analogamente se cumple que d(y, o) < d(y,z)+d(x, zo) y por tanto
d(y, xo)—d(x, o) < d(z,y). Por tanto, |d(x, zo)—d(y, xo)| < d(z,y). Entonces
se cumple que

[f (@) = f(y)| = ld(z,20) — d(y, x0)| < d(z,y) <0 =€
y por tanto f es una funciéon continua. O

Definicion 1.13 Un espacio topologico X es separable si contiene un sub-
conjunto Y denso numerable, es decir, si Y = X y Y tiene a lo mds una
cantidad numerable de elementos.

Proposicion 1.6 Sea X un espacio topologico separable, entonces toda fa-
milia de conjuntos abiertos disjuntos dos a dos es a lo mds numerable.

Demostracion. Sea D un conjunto numerable y denso en X. Sea {U; };c; una
familia de abiertos ajenos y disjuntos dos a dos. Como D es denso, para
cada Uj;, existe d € D tal que d € U;. Ya que la cardinalidad de {U;}; es no
numerable y la interseccién de cada para de U;, U; en vacia, por lo que D es
un conjunto no numerable, contradiciendo la hipotesis de que X es separable.
O

Teorema 1.2 Sea X un espacio métrico separable. Entonces X estd inmerso
en el espacio [1°,10,1].

Demostracion. Sea X un espacio métrico separable. Supongamos, sin pérdida
de generalidad, que d(z,y) < 1 para toda x y y en X. Sea {p, }neny C X un
subconjunto denso en X.

Sea, para cada n € N, la funcién d,, : X — [0, 1] como d,,(x) = d(z, p,). Esta
funcion es continua (Proposicion [1.5]).
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Usando el Lema la funcion ¢ : X — [[°2,[0,1], dada por «(z) =

(d(x, pn)nen), es continua ya que cada funcion d,, es continua.

d(z,y)

5 entonces

Veamos que ¢ es inyectiva. Sean z, y en X, x # y. Sea € =
existe p en B.(x), px en el conjunto denso. Entonces

d(z,y) < d(z, pr) + d(pr, y)

d(pr,y) > d(z,y) — e = d(:BQ, y)

Por lo tanto, d(pg, x) < ey d(px,y) > €. Entonces () # ¢(y), es decir, ¢ es
inyectiva.

Veamos que ¢! : (X) — X es continua. Definimos a h( ) = 1 (x).
Sea v € X, € > 0y pn € Bgs(x). Definimos § = By ol |h(z) —
h(y)| < 9§, en particular (d(y, pm) — d(z, pm))/2™ < 9§, lo que implica que
d(y, pm) — d(z, pm) < €/3 + €/3. Entonces d(z,y) < d(z, pm) + d(pm,y) <
€/3+¢€/3+¢€/3 =¢c. Porlo que t~! es continua.

Con lo que demostramos que ¢ : X — ¢(X) es un homeomorfismo, es
. s oo
decir, X est4 inmerso en [[>° [0, 1],. O
Demostraremos ahora que todo espacio métrico es normal. Para ello, pri-
mero probaremos la siguiente proposicion.

Proposicion 1.7 Sea (X, d) un espacio métrico, A C X y fa: X — R una
funcion definida por fa(z) = d(x, A) = inf{d(x,a): a € A}. Entonces f4 es

continua.

Demostracion. Sea y € Ry € > 0. Veamos que f;'(B.(y)) es abierto en X.
Notemos que f;'(y) = {x € X : d(z,A) = y} v f1'(B(y)) = {z € X :
y—e<d(z,A) <y-+e}.

Sea 79 € f; (B(y)) y sea § = min{d(xo, A) — (y — €),y + € — d(z0, A)}.
Veamos que Bs(z¢) C f1 (Be(y)).

Sea x € Bs(xg) entonces se cumple lo siguiente:

d(z, o) < (y+€) —d(xg, A), es decir, d(x, A) < d(x, xo) + d(z0, A) < (y+e).
d(x,x0) < d(xo, A) — (y —€), es decir, (y —¢€) < d(xg, A) —d(x,z0) < d(x, A),
va que d(xg, A) < d(xo,z) + d(x, A), por la desigualdad del tridngulo. Por
tanto x € f;(B.(y)), con lo que demostramos que f4 es continua. O

Lema 1.3 Todo espacio métrico es normal.

Demostracion. Sea X espacio métrico, sean A, B C X cerrados ajenos y

sea f : X — [0,1] una funcion definida por f(z) = #@};(@ Entonces se
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cumple que f es una funcién continua, y A C f71([0,1/4)), B C f~'((3/4,1])
y [7H[0,1/4) N f71((3/4,1]) = 0. La funcion f esta bien definida ya que si
a € A, entonces d(a, B) > 0 y andlogamente, para toda b € B se tiene que
d(b, A) > 0 por lo que el denominador nunca es cero. Notemos ademés que f
es continua pues f4 y fp lo son. Sea a € A, entonces 0 < d(a, A) < d(a,a) =

0. Es decir, f(a) = #@}L@ = 0 para toda a € A. Analogamente para toda
b € B tenemos que d(b, B) = 0 y por tanto f(b) = fA(C]Z;‘f};(b) = ;ﬁgzg =

Por lo que A € ({0} € £([0,1/4)) y B € f({1}) € £-1((3/4.1]).
Supongamos que existe z € f71([0,1/4)) N f~1((3/4,1]).

Entonces f(z) = #(2;(@ < 1/4y f(x) = #% > 3/4, lo que es
una contradiccion ya que f(z) no puede tomar mas de un valor. Entonces
f71([0,1/4)) es un abierto de X que contiene a Ay f~*((3/4,1]) es un abierto

que contiene a B y su interseccion es vacia, por lo que X es normal. U

Definicion 1.14 Sea X espacio topoldgico y A C X. Se dice que A es denso

en ninguna parte, si int(A) = (.

Definicion 1.15 Se dice que un conjunto es de primera categoria en el espa-
cio topologico X si se puede expresar como la union numerable de conjuntos
densos en ninguna parte. Si un conjunto no es de primera categoria, se dice
que es de sequnda categoria.

Definicion 1.16 Sea X un espacio topoldgico, decimos que A C X es un
congunto Gg, si A es la interseccion numerable de conjuntos abiertos.

A continuacion definiremos el concepto de punto limite y veremos algunos
resultados de convergencia de sucesiones.

Definiciéon 1.17 Sea X un espacio topologico y S C X. Decimos que el
punto p € X es un punto limite de S si para todo U conjunto abierto tal que
p € U, entonces el conjunto (U — {p}) NS # 0.

Notemos que p no necesariamente es un punto en S, y que lo podemos
pensar como un punto de acumulacién del conjunto S. Por ejemplo, en la
recta real, los puntos limite del conjunto de los nimeros racionales es toda la
recta real, mientras que el conjunto de los niimeros naturales no tiene puntos
limite.

Lema 1.4 Sea X un espacio topologico compacto. Entonces todo subconjunto
infinito S de X tiene un punto limite en X.
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Demostracion.

Demostraremos el lema por contradiccion. Sea X un espacio topologico
compacto y S un subconjunto infinito de X. Supongamos que S no tiene
puntos limite en X, entonces para todo x € X existe U, conjunto abierto
en X, con x € U, y, tal que la cardinalidad de U, NS consta a lo méas de
un elemento (denotado por |U, N'S| < 1). Entonces U = {U,}.cx es una
cubierta abierta de X, como X es compacto existe una subcubierta finita U’
de U, lo que supone que solo un conjunto finito de S esta contenido en U/,

lo que contradice el hecho de que S es infinito.
O

Definicion 1.18 Sea X un espacio topoldgico. Decimos que X es primero
numerable (o satisface el primer azioma de numerabilidad) si tiene bases
locales numerables.

Notemos que todo espacio métrico es primero numerable, ya que para
cualquier punto z, el conjunto {B,} es una base local numerable de .

Definiciéon 1.19 Sea {x,} una sucesion de puntos de un espacio topoldgico
X. Se dice que {x,} es convergente si existe un punto p € X tal que, para
cualquier abierto U que contiene a p, existe N tal que, para todo n > N,
x, € U. En este caso decimos que {x,} converge a p.

Lema 1.5 Sea X un espacio primero numerable. Sea {x,} una sucesion en
X y p un punto limite de {x,}. Entonces {x,} tiene una subsucesion que
converge a p.

Demostracion. Sea B = {Uy, Us, ...} una base local numerable de p. Podemos
suponer que U, D U, para toda n € N. Como p es punto limite de {z,},
existe ny tal que x,,, € U;. A su vez, existe ny > ny tal que z,, € Uy C Uy, y
as{ sucesivamente para cada U,. Entonces la subsucesion {x,, } converge a p,
ya que B es una base local numerable de p, y por tanto se cumple que para
cualquier U conjunto abierto en X, existe Uy C U, tal que z,, € Uy C U
para todo ngi > N. 0

Teorema 1.3 Todo sucesion {x,} en un espacio métrico compacto X, tiene
una subsucesion convergente.

Demostracion. Sea X un espacio métrico compacto, y {x, },en una sucesion
en X.
Si{xp }nen es un conjunto finito, entonces existe o que se repite una cantidad

numerable de veces, y por tanto la subsucesion {z,, : z,, = xo} converge a
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Zg-

Si {z }nen €s un conjunto infinito, por el Lema existe p punto limite de
{z, }nen, ya que todo espacio métrico es primero numerable, y por el Lema
, {Zn}nen tiene una subsucesion convergente. O

1.4. Conexidad

Definicion 1.20 Un espacio topologico X es conexo si no existen un par de
conjuntos abiertos no vacios, U y'V de X tales que X =UUV yUNV = (.

Notemos que en este caso U y V' son también cerrados en X, pues sus com-
plementos son abiertos.

Lema 1.6 Sea X un espacio topologico. Un subconjunto, Y, de X es conexo
st y solo st no existen dos subconjuntos, A y B, de'Y tales que Y = AUB y
(ANB)U(BNA)=0.

Demostracion. Sea Y un subconjunto conexo de X. Supongamos que Y =
AUBy (ANB)U(BNA) =0. Entonces X — A es un conjunto abierto que
contiene a B 'y X — B es un conjunto abierto que contiene a A. Por tanto

Y =[(X - A)NY]U[X - B)nY]

conY = [(X — A)NY]U[(X — B)NY] abiertos en Y. Por otra parte,

(X -A)NY]N[(X-B)yY]=[(X-A)N(X-B)]|nY
(X - (AuB)|nY

entonces Y es la union de dos abiertos no vacios cuya interseccion es vacia,

esto es una contradicciéon ya que Y es conexo.
O

Lema 1.7 Sea X espacio topologico y sea Y C AU B, con A, B conjuntos
abiertos ajenos de X. Si'Y es conexo, entoncesY C A oY C B.

Demostracion. Supongamos que Y no esta contenido en A. Entonces, como
Y C AUB, si Y C B queda demostrado el lema. Si Y no esta contenido en
B, entonces Y N Ay Y N B son no vacios. Entonces Y es disconexo ya que
Y=(YnNAU{Y NB),conYNAYNB abiertos ajenos no vacios, lo que
contradice el supuesto de que Y es conexo. Il
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Lema 1.8 Sean X un espacio topoldgico conexo y'Y un subconjunto conexo
de X. 51 X =Y es disconexo, digamos que X —Y = M UN, entonces Y UM
y Y UN son conexos. Mds ain, st Y es cerrado entonces Y UM yY UN
son conjuntos cerrados también.

Demostracion. Por el LemalI.6] existen dos subconjuntos no vacios M y N de
X tales que (MNN)U(MNN) =0y X—Y = MUN. Supongamos que Y UM
no es conexo. Entonces existen dos subconjuntos no vacios, Ay B, de Y UM
tales que (ANB)U(ANB) =0y YUM = AUB. Como Y es conexo Y C A
6Y C B, podemos suponer que Y N A = (), de donde A C M. Ahora vamos
a desconectar a X. Para esto, notemos que X = (YUM)UN = AU(BUN),
tanto A como B U N son no vacios y, ademaés:

AN(BUN)=(ANB)U(AUN)C (ANB)U(MUN) =0,

AN(BUN)=(ANB)U(ANN)C (ANB)U(MNN) = 0.

Asi, X no es conexo, lo cual es una contradiccon. Por tanto, Y UM es conexo.
Analogamente se tiene que Y U N es conexo.

Por tltimo, supongamos que Y es cerrado en X. Entonces (Y UM) =Y U
M=YUM=(YUMNYUMUN)=Y UM, yaque MNN = (. Por
lo tanto Y U M es cerrado. De la misma manera se muestra que Y U N es un
conjunto cerrado. O

Lema 1.9 Sea X un espacio topoldgico y, sean A, B en X tales que A es
conexo y A C B C A. Entonces B es un conjunto conexo.

Demostracion. Supongamos que B es disconexo. Entonces existen U, V' abier-
tos ajenos no vacios tales que B = U U V. Como A C B, por el Lema [1.§]
A CUo AcC V. Supongamos que A C U, entonces A C U. Por el Lema
, U NV es vacio, como B C A, entonces BNV es vacio, lo que es una
contradiccion. Por los tanto B es conexo. 0]

1.5. Cadenas

Definicion 1.21 Sea X un espacio topoldgico. Una cadena en X es una
coleccion D = {Dy,Ds,...,D,} de conjuntos abiertos, Dy,...,D,, de X
tales que D; N D # () si y solo si |i — j| < 1.

Notaciéon 1.1 El elemento D; es el i-ésimo eslabon de la cadena D. A los
eslabones Dy y D, se les llama eslabones finales. Eslabones que no son eslabo-
nes finales se les llama eslabones interiores. Dos eslabones son adyacentes si
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se intersectan. Sir < s < t, se dice que el eslabon Dy estd entre los eslabones
D, y D;. Sip yq son puntos que pertenecen a Dy y D,,, respectivamente, pero
a ningun otro eslabon en la cadena, entonces se dice que D = {Dy,...,D,}
es una cadena de p a q. Por ltimo, D* denota a la union de los eslabones
de la cadena D.

Definicion 1.22 Sea X un espacio topologico, y sea M C X. Se dice que la
cadena D = {Dy,...,D,} cubre al conjunto M si M C D*. Se dice que la
cadena D cubre propiamente a M st MO D; # 0 para cada j € {1,2,...,n}.
Se dice que la cadena D cubre irreduciblemente a M si D —{D;} no cubre a
M para cualquier j € {1,2,...,n}.

Definicion 1.23 St U es una familia de conjuntos en un espacio métrico X,
definimos la malla de U como:

malla(U) = sup{diam(U) : U € U}.

Definicion 1.24 Decimos que una cadena D es una e-cadena si malla(D) <
€.

Definiciéon 1.25 Se dice que un conjunto M es encadenable si para cada
e > 0 existe una e-cadena que cubre a M. Sip y q son puntos de M, p # q,
y para toda € > 0 existe una e-cadena U = {Uy,...,U,} tal que p € Uy y
q € U,. Entonces se dice que M es encadenable de p a q.

Para que un conjunto sea encadenable tienen que ser delgado, algunos
ejemplos de conjuntos encadenables son el arco y la grafica de sen(1/x), con
x € [0, 1], conocida como la curva senoidal o la curva del topologo (Figura
. En cambio un triodo (figura con tres segmentos coincidentes en un
vértice) no es encadenable. En general, cualquier grafica que contenga un
vértice con més de dos aristas adyacentes no es encadenable.

Definicion 1.26 Sea M un conjunto y p en M. Se dice que p es un punto
final de M si para cada € > 0 hay una e-cadena que cubre a M tal que
solamente el primer eslabon de la -cadena contiene a p.

Definicion 1.27 Si £ es una cadena para la cual cada uno de sus eslabones
es un eslabon de la cadena D entonces se dice que que la cadena £ es una
subcadena de la cadena D. Si los eslabones finales de la cadena £ son el i-
ésimo y el j-ésimo de D, con i < j, denotamos a £ como D(i,j). Ademds,
D*(i,7) denota la unidn de los eslabones de la subcadena D(i, 7).
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L

N TN N

/

\

Figura 1.1: Cadena para el continuo sen(1/z).

Definicion 1.28 Decimos que la cadena £ refina a la cadena D si cada
eslabon de £ esta contenido en un eslabon de D. En este caso decimos que &
es un refinamiento de D.

Definicion 1.29 Decimos que la cadena £ refina fuertemente a la cadena D
st la cerradura de cada eslabon de £ estd contenida en un eslabon de D.

Definicion 1.30 Se dice que la cadena € = {F1, Es, ..., E,} se tuerce en
la cadena D = {D1y,Da,...,Dy} si E* C D* y & es tal que si E(i,7) es una
subcadena, E; y E; intersectan a Dy, y Dy, respectivamente, y |h — k| > 2,
entonces E(i,7) es la union de tres subcadenas E(i,r), E(r,s) y E(s,j) tal
que (s —r)(j —i) > 0 y E,., Es son subconjuntos de los eslabones adyacentes
a Dy y Dy, respectivamente.
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Figura 1.2: Cadena que se tuerce.



Capitulo 2

Continuos

La definicién original de continuo fue dada por G. Cantor en 1883. Es-
tablece que un continuo es un subconjunto perfecto (cerrado y denso en si
mismo) y conexo de un espacio Euclidiano (|14, paginas 225-264]). La teoria
de continuos es un campo de investigacion muy activo, y es que es posible
estudiar una gran diversidad de propiedades topologicas.

Definiciéon 2.1 Le llamamos continuo a un espacio X que es métrico, com-
pacto, conexo y no vacio. Si A, subconjunto de X, es también un continuo,
decimos que A es un subcontinuo de X

Observacion 2.1 Notemos que, por el Lema que todo subconjunto ce-
rrado y conexo de un continuo es un subcontinuo. Aun mds, por el Lemal[1.9
la cerradura de cualquier conjunto conexo de un continuo es un subcontinuo.

Una forma de caracterizar a los conjuntos compactos es a través de la
siguiente propiedad.

Definicion 2.2 Sea F una familia de subconjuntos de X. Se dice que F
tiene la propiedad de la interseccion finita si la interseccion de cualquier
subfamilia finita de F es no vacia.

Proposicion 2.1 X es un espacio compacto si y solo si, toda familia {F;}icr
de conjuntos cerrados en X que tiene la propiedad de la interseccion finita,

tiene interseccion no vacia.

Demostracion. Sean X compacto y {F;}icr una familia de subconjuntos ce-
rrados de X con la propiedad de la intersecciéon finita. Supongamos que

15
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N Fi = 0. Entonces

X=x-((F)=UJx-F).
i€l i€l
Por lo que {X — F} };c; es una cubierta abierta de X. Como X es un conjunto
compacto, existe una subcubierta finita {F}, ..., F,,} tal que |J_ (X — F}) =
X. Porlo que, N, F; = 0, lo que contradice la hipotesis de que {F} };c; tiene
la propiedad de la interseccion finita. Por lo que (o, {Fi} # 0 .

Sea X un espacio topologico tal que para toda familia { F; };c; de conjuntos
cerrados en X que tiene la propiedad de la interseccién finita se cumple que
Nic/{Fi} # 0. Sea {A;};c; un recubrimiento abierto de X.

Supongamos que X no es compacto, es decir, para toda subcubierta finita
{A;};e,se tiene que

X # U A;, con J un conjunto finito y A; € {A;}tier
jet
Sean x € X — UjeJ A;jy, Bj = X — A;. Notemos que B; es cerrado, y
z € (e Bj- Es decir, la familia {B;}iers tiene la propiedad de la interseccion
finita, por lo que (), {Bi} # 0, es decir, ;e {Bi} = ;e {X — A} =
X — UZ.e 7 Ai # 0, lo cual contradice el hecho de que {A;};er es una cubierta
de X, y por lo tanto X es compacto. ([l

Teorema 2.1 Sea Ky un continuo, y Ko D K3 D .... D K, D ...., una suce-
sion anidada de subcontinuos de K. Entonces la interseccion K = ﬂneN K,
es un continuo.

Demostracion. Ya que la interseccion arbitraria de conjuntos cerrados es ce-
rrado, K es un conjunto cerrado en K; y por lo tanto K es compacto. Supo-
gamos que K no es conexo, es decir, existen A, B C K abiertos, ajenos y no
vacios, tales que K = AU B. Entonces, A y B son también cerrados en K y
K es cerrado en K, por lo que A, B son cerrados en K. Yaque ANB =0y
K; es normal (es espacio métrico), existen U,V abiertos, ajenos, con A C U
yBCV.

Demostraremos que existe n € N tal que, K,, C U U V. Supongamos por el
contrario que, para cada n € N, K,, N (K; — (UUYV)) # (. Veamos que la
familia { K, N (K, — (UUV)) }nen tiene la propiedad de la interseccion finita.
Sea N = {ny,ng,...,ny, : n; € N} un conjunto finito y n,, el maximo de N.
Entonces,

() (EK.N(E—(UUV)) = () (E)N(E—(UUV)) = K, N(K;—(UUV)) = 0.

neN neN
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Asi, tenemos que K es un compacto y {K, N (K; —(UUV))},en una familia
de subconjuntos cerrados de K, por la Observacion tenemos que:

(KN (E—(UUV))) = ([ )N (K1 —(UUV)) = KN(E;—(UUV)) # 0,

neN neN

lo cual contradice que K C UUYV. Por lo que, K,, C UUV para algin n € N.
Ademéas K, NU D A# 0y K,NV D B # 0, lo que muestra que K, es
disconexo, ya que K,, = (K, NU) U (K, NV). Con lo que queda demostrado
el teorema. O

Proposicion 2.2 Todo continuo es un espacio de Baire.

Demostracion. Si X es un continuo, X es T por ser espacio métrico. Y ya
que es regular, para cualquier conjunto abierto V' existe U abierto tal que
UcUCcCV,conU compacto ya que X es compacto. Por lo tanto X es T
y localmente compacto. Por la Proposiciéon tenemos que X es un espacio
de Baire. O

2.1. Compacidad y convergencia en el espacio
2X

En el capitulo 1 hablamos del hiperespacio 2% y demostramos que la
métrica de Hausdorff, H,, es en efecto una métrica para el subespacio de
conjuntos cerrados. Otro hiperespacio de interés es C(X) = {4 € 2X :
A es conexo}. En esta seccion demostraremos las propiedades de convergen-
cia en 2% y la compacidad de C(X), cuando X es un espacio compacto. Note-
mos que cuando X es un continuo, 2% consta de los subconjuntos compactos
y C'(X) es el conjunto de subcontinuos de X. Las definiciones y teoremas de
esta seccion se tomaron de Nadler |13, Capitulo IV].

Definicion 2.3 Sean (X,, To)acr una familia de espacios topoldgicos y X =
[I.c; Xa. Entonces llamamos topologia producto a la topologia II que tiene
como base a la familia

B =A{Uay x -+ X Uny X |[ Xa:Us, € Toyyi=1,...,0}.
aFto;

Lema 2.1 Sea [[2,[0,1] el cubo de Hilbert con la topologia producto. En-
tonces [],2,[0,1] es separable (Definicion[1.15).
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Demostracion. El conjunto D = {(x,,) € [[7_,[0,1], : xx = 0 para todo k >
m,m €N yz; € QN 0, 1]} es un conjunto denso numerable. O

Lema 2.2 Sean X espacio topoldgico, { X}, una familia de espacios to-
poldgicos y fn : X — X,, funciones continuas. Sea [[)—, X,, con la topologia
producto y F : X — [['2, X,, definida por F(z) = (fu(x))s,. Entonces F

es continua.

Demostracion. Sea W un conjunto abierto en [~ X,,. Demostraremos que
F~Y(W) es abierto en X.
Sin pérdida de generalidad, supongamos que

W=UxUpx-xUyx [[ Xv

N=m+1

donde cada U; es abierto en X, con 1 <17 < m.

Sea 9 en F~1(W). Entonces xq esta en f; '(U;) con f; '(U;) abierto en X;
para 1 <4 < m. Por lo que zo € (), 7N U), paral <i<m

Sea V. = Ni", i '(U;), es un conjunto abierto en X y ademés cumple que
para todo z en V, fi(z) € U; para 1 < i < m. De donde se sigue que
F(z) € W, es decir, o € V C F~Y(W). Por lo tanto F~}(1W) es un conjunto
abierto en X. O

Notacion 2.1 Sea X un espacio métrico compacto con topologia T . Para
cada U € T sean:

(a) T(U)={Ae2¥: ACU}.
(b) A(U)={A€2X: AnU # 0}.

(c¢) Para Uy,...,U, €T, sea
(Ur,.. Uy ={Ae2 Ac U Uiy ANU; # 0 para cada i,1 <
i <n}.

Lema 2.3 Sean X un espacio métrico compacto con topologia T y U € T.
Entonces se cumple:

(1) T(U) = (U) y AU) = (X, U).

(2) (Ur,-., Un) = DUz U] OV NZ AU)] -

(3) SiU=U_, Uiy V =Uj,Vj, entonces
U, U O Ve Vi) = (VAU ..., VAU UNV, ..., UN V).
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Demostracion.

() T(U)={Ae€2X: ACU}
={Aec2X  ACUANU # 0}
= (U).
AU)={Ac2¥  ANU #£0}
—{Ae2X ACUUX,ANU #0,ANX # 0}
— (X,U).

(2) (Ul,...,Un>:{A€2X:ACUUiyAﬂUi%@paracadai}

i=1
:{A€2X:ACUUZ-}O{AGQX:AﬂUi%@paracadai}
i=1

N [ﬁ A(U;)

= F(U U;)

i=1

3)Sean U = U, Ui, V. =UL, Vi vy A € (Ur,...,Un) N (V1,00 Vi),
Por demostrar A € (VNUy,...,.VNU, UNVy,...,UNV,), es decir, A €
(U (UiNV))U(UIL, (UNV;)) y ANU; # 0, ANV; # ) para toda i < n, j < m.
Notemos que A C U NV, entonces:

AC (U?ZIUZ) N V)
AcC (UL U;NV),
AC (UL UinV)U (UL (UNVj).

Ahora notemos que AN(UNV;) = (ANU)NV; = ANV, yaque AC U,y
por definicion ANV, # (). Analogamente se demuestra que AN (V NU;) # 0.
Por lo tanto, A € (VNUy,...,.VNU,,UNVy,...,UNV,)

Sean U = Ui_, U, V = U™, V; y A€ (UNW,...,UNV,, VAUL,..., V0
U,). Por demostrar, A € (Uy,...,U,) N {(Vy,..., V).

Por definicion, A € J7Z, (UNV;)UULZ, (VNU;) y ANUNV;) y AN(VNU;)
son no vacfos para i < ny j < m. Yaque ANUNYV;)) C AnV,y
AN(VnU;) c ANU;, tenemos que ANV, y ANU; son no vacios.
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Ademaés tenemos que:

]:1 =1
=wnJwyulJunv)
j=1 i=1

=UnNnVyuUnVvV)=U0UnV

Por lo que A Cc Uy A C V, es decir, A C UNYV. Por lo tanto A €
U, U (Viy o Vi) 0

Teorema 2.2 Sea (X,d) un espacio métrico y compacto con topologia T. Y
sean:

C={({U,...,Up,) :U; €T para cada i },
P={TU):UeT}U{AWU):UecT}.

Entonces C es una base para la topologia obtenida con la métrica de Hausdorff
H,; para 2%, y P es una sub-base para esta topologia.

Demostracion. Por (3) del Lema [2.3] tenemos que C es cerrado bajo intersec-
ciones finitas, y ya que

(X)=T(X)={Ae2¥: AcC X} =2%,

entonces C es base de alguna topologia 7Ty para 2.
Sean

[P] = {NL : L es un subconjunto finito de P},
(Uy,...,U,) €C.
Por (2),

(Uy,...,Up,) =

Entonces C C [P]. Por (2) tenemos que P C C, pero C es cerrado bajo
intersecciones finitas (3), entonces [P] C C. Por lo tanto [P] = C, es decir,
[P] es sub-base para la topologia Ty .

Ya demostramos que C es base para una topologia 7y, v P es una sub-base, sea
Ty la topologia generada por la métrica de Hausdorff, nos basta demostrar
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que Ty = Ty.

Sean A en 2% y £ > 0. La bola de radio € con centro en A en 2% es
By(A,e) = {K €2¥ : Hy(A, K) < &}

y para L, M en 2% sea
d(L,M) =inf{d(z,y) :x € L,y € M}.

Veamos que Ty C Ty. Sea U en T tal que U # X. Sean A € I'(U) y
e = d(A, X — U). Notemos que ¢ es positivo, ya que X es normal por ser
espacio métrico y A, X — U son ajenos. Veamos que By(A,e) C T'(U). Sea
K en By(A,¢). Por definicion Hy(K, A) < €. Sea x en K, entonces existe
a, en A tal que d(x,a,) < e. Como d(A, X — U) = ¢ tenemos que z € U.
Como x es un elemento arbitrario de K, tenemos que K C U. Por lo tanto
Bp(A,e) C T'(U), es decir, I'(U) es abierto en Ty

Ahora supongamos que A € A(U). Por definicion ANU # (). Sean p en ANU
y e = d({p},X —U). Como X — U es cerrado y la distancia de un punto
a un cerrado es positiva, ¢ > 0. Veamos que By (A,e) C A(U). Sea K en
Bp(A,¢€). Por definicion Hy(K, A) < €. Entonces para toda a en A se cumple
que d(a, k,) para alguna k, en K. Entonces d(p, k,) < ¢, es decir, k, € U. Por
lo tanto K NU # (). Asi tenemos que K € A(U), es decir, A(U) es abierto en
TH~

Hemos demostrado que tanto I'(U), como A(U) estan en Ty cuando U € T
y U # X. Como I'(X) = 2%, tenemos que P C Ty. Como P es base de Ty,
concluimos que Ty C Thy.

Ya solo nos falta demostrar que Ty C Ty . Para ello, basta demostrar que
para cualquier bola abierta By (A, ) en 2% existen Uy, ..., U, € T tales que

Ae <U1, e Un> C BH(A,eS)

Sean A en 2% y ¢ > 0. Como A es un subconjunto compacto y no vacio de
X, existe una subcubierta finita de A, de abiertos Uy, ..., U, en X, tales que,
para cada i, U; N A # 0 y el diametro de U; es menor a ¢. Claramente A €
(Ui, ..., U,). Veamos que (Uy,...,U,) C Bu(A,¢e). Sea K en (Uy,...,U,).
Sea k € K. Por definicion K C U ,U;. Entonces k € U; para alguna j.
Como ANU; # 0y el didmetro de U; es menor a ¢, existe a € U; N A tal
que d(a, k) < €. Por lo tanto k € N4(A,¢) para toda k € K. Por lo tanto,
K C N4(A,e). Ahora empecemos con a € A. Entonces a € U; para alguna
j. Como U; N K # 0, existe k € K N Uj;, entonces d(a, k) < €. Por lo tanto
a C Ny(K,¢) para toda a € A.

Con lo cual concluimos que Hy(A, K) < ¢ para toda K € (Uy,...,U,). Asi
hemos demostrado que Ty C Ty,. Con lo cual concluimos la demostracion del
teorema. Il
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Corolario 2.1 Sea X un espacio métrico compacto. Entonces la topologia
obtenida por la métrica de Hausdorff para 2% depende solamente de la topo-
logia de X, es decir, si d y D son métricas para X cada una generando la
topologia T) en X, entonces la topologia para 2% obtenida de Hy y la obtenida
de Hp son idénticas.

Demostracion. Se sigue directamente del Teorema 2.2 ya que la base para
las topologias obtenidas de H; y Hp depende solamente de la topologia de
X generada por las métricas d y D que es la misma. 0

Lema 2.4 (Lema de Lebesgue) Sea X un espacio métrico compacto y C
un cubierta abierta de X . Entonces existe 6 > 0 tal que si d(x,y) < 0, existe
C €C tal que {x,y} CC

Demostracion. Supongamos que no se cumple el teorema, es decir, para toda
n € Ny z,,y, € X tales que d(z,,y,) < 1/n no existe C' € C tal que
{zn,yn} C C. Por el Teorema [1.3| existe una subsucesion {z,, } que converge
aa € X,y por tanto {y,, } también converge a a. Sea C € C tal que a € C'y
sea € > 0 tal que B.(a) C C, entonces existe N € N tal que para toda k > N
se cumple que {z,, , yn, } C Be(a) C C. Lo que contradice la suposicion inicial
y demuestra el lema. 0

Definicion 2.4 Sean (X, d), (Y,d') espacios métricosy f : X — Y. Decimos
que f es uniformemente continua si para todo € > 0 existe & > 0 tal que para
todo par de puntos x,y € Y, si d(z,y) <, entonces d'(f(z), f(y)) < e.

Teorema 2.3 (Heine-Cantor) Sea (X,d) un espacio métrico compacto y
(Y,d') un espacio métrico. Entonces toda funcion continua f : X — Y es
uniformemente continua.

Demostracion. Supongamos que f : X — Y es continua y sea € > 0, entonces
para cada z € X existe §, > 0 tal que f(Bs,(x)) C Be2(f(x)). Entonces
{Bs,(z)|z € X} es una cubierta abierta de X. Por el Lema de Lebesgue [2.4]
ya que X es espacio métrico compacto, existe § > 0 tal que si d(x,y) < 0
entonces existe zo € X tal que {z,y} C Bs, (o). Entonces se cumple que

d'(f(x), f(y)) < d(f(x), f(wo)) +d'(f(w0), f(y)) <€/2+€/2 =€

Con lo que se demuestra el teorema. O

Teorema 2.4 Sean (X,d) y (Y,d') espacios métricos, compactos, homeo-
morfos y sea h : X — Y un homeomorfismo. Entonces existe un homeo-
morfismo h* de 2% en 2Y tal que h*(C(X)) = C(Y), donde C(X) es el
hiperespacio de los subconjuntos conexos de X.
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Demostracion. Definimos h* : 2% — 2Y como h*(A) = h(A).Veamos que h*
estd bien definida. Sea A en 2%, entonces A es cerrado en X. Como X es
compacto, A también lo es. Ya que h es continua, tenemos que h(A) es com-
pacto en Y. Por altimo como Y es métrico, entonces h(A) es cerrado, y por
lo tanto h* esta bien definida. Veamos que h* es biyectiva. Sean A y B en 2%
tales que h*(A) = h*(B). Por definicion de h*, h(A) = h(B) y por ser h un
homeomorfismo A = h™1(h(A)) = h='(h(B)) = B, por tanto h* es inyectiva.
Ahora tomamos C en 2¥. Como h es continua, h~1(C) es un conjunto cerrado
en X, es decir, h71(C) € 2X. Ast C = h(h™}(C)) = h*(h~1(C)). Por lo tanto
h* es biyectiva.

Ahora veamos que h* y h*~! son continuas. Ya que h es una funcién
continua en un conjunto compacto, entonces por el Teorema de Heine-Cantor
2.4 h es uniformemente continua. Veamos que h* es continua. Sea € > 0,
definimos a ¢ como d(h, €) que existe por el teorema para la funcion h. Veamos
que se cumple que si Hy(A, B) < 0, entonces Hy(h*(A),h*(B)) < €. Sea
h(a) € h(A) = h*(A), entonces a € A y existe b € B tal que d(a,b) < 0y
por tanto d’'(h(a),h(b)) < €. Asi, h(a) € Ny, ,(B,€) y por lo tanto, h*(A) =
h(A) C Ny, (h*(B),€). Andlogamente se tiene que h*(B) C Ny ,(h*(A),€),
por lo que concluimos que Hy (h*(A),h*(B)) < e.

De la misma forma podemos demostrar que h*~! es continua, ya que Y es un
espacio métrico compacto y h~! es continua.
Asi queda demostrado que h* es un homeomorfismo. O

Una vez expresada la topologia de la métrica de Hausdorff para 2% en
términos de conjuntos abiertos en X, en la siguiente seccién veremos una
equivalencia de convergencia con respecto a la métrica de Hausdorff, con
lo cual podremos demostrar resultados concernientes con la compacidad y
conexidad en los hiperespacios de X.

2.2. Convergencia en los hiperespacios de X

En esta seccion definiremos los conceptos de limite y sucesiones conver-
gentes en el hiperespacio de un espacio métrico X. Demostraremos que si X
es un espacio métrico compacto, entonces 2% y C(X) son compactos. El ob-
jetivo final sera demostrar que toda sucesién de de subcontinuos de X tiene
una subsucesion covergente con un continuo como su limite.

Definicion 2.5 Sea (X, T) un espacio topoldgico, y sea {A; }32, una sucesion
de subconjuntos de X. Definimos el limite inferior, liminf A;, y el limite
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superior, limsup A;, de la siguiente manera:

liminf A; = {x € X : para cada U € T tal que x € U, UN A; # ()
para todos salvo una cantidad finita de indices}.
limsup A; = {x € X : para cada U € T tal que x € U, UN A; # )

para una cantidad infinita numerable de indices}.

Definicion 2.6 Sean (X,T) y {A;}2, como en la definicion anterior, y
sea A C X. Decimos que lim A; = A siempre que se cumpla liminf A; =
limsup A; = A.

Lema 2.5 Sean (X,T) un espacio topoldgico, {A;}32, una sucesion de sub-
conjuntos de X y A C X. Entonces son equivalentes:
(17) A C liminf A; y limsup A; C A

Demostracion. El lema es inmediato de las Definiciones v 2.6 ya que
claramente liminf A; C limsup A;. O
Ya estamos listos para demostrar el siguiente teorema fundamental.

Teorema 2.5 Sea X un espacio métrico compacto, y sea {A;}3°, una suce-
sion de subconjuntos compactos no vacios de X. Entonces imA; = A si y
solo si {A;}32, converge a A en 2% con respecto a la métrica de Hausdorff

H.

Demostracion. Supongamos que lim A; = A. Primero mostraremos que A €
2% Veamos que lim A; = limsup 4; # (. Supongamos que limsup A; = 0,
entonces para cada x en X, existe U, abierto tal que U, N A; # () para una
cantidad finita de indices. El conjunto {U, },cx forma una cubierta abierta
de X que no tiene una subcubierta finita, ya que de tenerla soélo intersectaria
a una cantidad finita de A’s, lo cual contradice que X es un conjunto com-
pacto. Por tanto lim A; # 0.

Veamos ahora que limsup A; es cerrado. Sea {z}72, una sucesién en A con-
vergente a x. Sea U un abierto que contiene a x. Entonces existe kg tal que
xy, € U para toda k > ky. Como x, € A = liminf A;, entonces UNA; # () para
todos excepto una catidad numerable de indices, entonces x € liminf A; = A,
por tanto A es cerrado.

Ahora demostraremos que {A;}22, converge a A con respecto a la métrica
de H, para ello utilizaremos el Teorema Sean Uy, ...U, abiertos de X
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tales que A € (Uy,...,U,). Veamos que existen N; y N, nimeros naturales
tales que se cumple:

(i) AinU; # 0 para todo i > Ny y para j =1,..,n

(11) A; C U U; paratodo i > N,

j=1

El punto (i) se cumple ya que ANU; # 0 para cada j y liminf A; = A,

entonces para cada U; existe un natural n; tal que U; N A; # () para todo
i > nj, tomamos N; como el maximo de los n;s.
Supongamos que (7i) no se cumple, es decir, para toda N € N existe iy > N
tal que A;, N (X —Uj_, Uj) # 0. Sea z;, € A;y N (X —Jj_, Uj), entonces
por el Teorema , la sucesion {z; } tiene una subsucesion convergente a
x € A, ya que X es un espacio métrico y compacto. Ademés se cumple que
reX _U;L:1 U; ya que es un conjunto cerrado, lo cual contradice el supuesto
y por tanto se cumple el punto (i).

Entonces para N = max {Ny, Ny} se tiene que A; NU; # 0 para todo
i > Nytodoj <n,yA; C;_,Ujparatodoi >, esdecir, A; € (Uy, ..., Up)
para todo ¢ > N. Por lo tanto {A;}°, converge a A con respecto a H.

Probemos ahora el regreso del teorema. Supongamos que {4;}22, conver-
ge a A con respecto a H. Demostraremos que lim A; = A mostrando (i) del

Lema 2.5

Para ver que A C liminf A;, sea p en A y U un conjunto abierto en X tal
que pe U.
En el caso en el que A = {p}, como {A;}2, converge a A existe N tal que
para toda 7 > N, se tiene que A; C U, por lo que A; N U # () para todas
excepto una cantidad finita de indices, por lo que {p} C liminf A;.
Si A # {p}. Entonces A € (U, X — {p}). Como (U, X — {p}) es un abierto
de 2, existe N tal que A; € (U, X — {p}) para toda i > N. Asi A,NU #0
para todo ¢ > N. Entonces p € liminf A; y por tanto A C liminf A;.

Para demostrar que limsup A; C A, seaz en X — A (si A = X el resultado
es inmediato). Ya que X es regular, existe W subconjunto abierto de X tal
que A C W y x no se encuentra en W. Como A € (W) y (W) es abierto
en 2% existe N tal que A; € (W) para toda i > N. Es decir, 4; C W,
entonces AN (X — W) = () para todo i > N. Ya que X — W es abierto en
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X yx e X — W, vemos que = no se encuentra en limsup A4,. Por lo tanto
limsup A; C A. Lo cual completa la demostracion del teorema. O

Notacion 2.2 Sea X un espacio métrico compacto y sea {A;}5°, una suce-
sion de subconjuntos compactos no vacios de X. Decimos que {A;}32, con-
verge a A y lo denotamos por A; — A para referirnos, sin confusion, a
lim A; = A 6 bien lim,,_,o, H(A;, A) =0, donde H es la métrica de Hausdorff

Ahora que tenemos claro el concepto de convergencia en 2% nos interesa
la existencia de subsucesiones convergentes, asi como saber qué condicién
es suficiente para garantizar la conexidad del limite, asi podemos hablar de
limites de sucesiones de conjuntos continuos. El siguiente teorema nos habla
de la compacidad en 2.

Teorema 2.6 Si X es un espacio métrico compacto, entonces 2% es un es-
pacio compacto.

Demostracion. Sea P como en el Teorema 2.2l Por el lema de sub-bases de
Alexander (|10, pag 4]) y por el Teorema [2.2] basta demostrar que toda
cubierta de 2% por elementos de P tiene una subcubierta finita. Para este fin
supongamos que L C P,

L={TU,):0eX}U{A(V,)  weQ}

y es tal que 2% = |J £, es decir

2X = [U r(u,)

gEY

U

U A

weN

SeaY =X —J

wealV}. Consideremos dos casos.

Caso 1. Y = (). Entonces X = J,_q
un subconjunto finito €2y de 2 tal que

xX=J )

w€eN

{V,}. Ya que X es compacto, existe

Ya que A(V) = {A € 2¥|ANV # 0}, y para cualquier A € 2% existe V,, tal
que ANV, # (), entonces

2¥ = A(VL).

wEN
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Es decir, tenemos la subcubierta finita de £ deseada.

Caso 2. Y # (). Ya que 2% = |JL, existe a € ¥ tal que Y € T'(U,).
Entonces Y C U,. Asi

X-UcX-Yc|J{w}r
weN
Como X — U, es compacto, existe un subconjunto finito €2; de € tal que
X-U,c [J{W}
we

Entonces,

X =T(U.) U | |J AVL)

weNq

ya que para todo B € 2%, si B no esta contenido en U,, para b € B — U,,
existe Vg, con f € € tal que b € V3, entonces BN V3 # (), por tanto B €
A(Vp). Asi queda demostrado que I'(U,) U [Uweﬂl A(V,)] es efectivamente
una subcubierta finita de £ y queda demostrado el teorema. U

Corolario 2.2 Sea X un espacio métrico compacto. Entonces toda sucesion
en 2% tiene una subsucesion convergente.

Demostracion. Por el Teorema 2X es un espacio métrico, y acabamos
de demostrar que es compacto, entonces, por el Teorema [I.3] toda sucesion
tiene una subsucesion convergente. U

Nuestro siguiente resultado es respecto a la conexidad de lim A;. En par-
ticular veremos que C'(X) es compacto.

Teorema 2.7 Si X es un espacio métrico compacto, entonces el hiperespacio
C(X) es compacto.

Demostracion. Por el Teroema basta demostrar que C'(X) es cerrado en
2X. Sea {C,} C 2% una sucesién de subconjuntos conexos que convergen a
C € 2%, Veamos que C es conexo. Supongamos que C' no es conexo, es decir,
C C HUK, con H, K subconjuntos cerrados y ajenos de C'y por tanto de
X. Demostraremos que C' N H o C N K es vacios.

Ya que X es normal, existen U,V C X con UNV # (), tales que H C U y
K C V, lo que implica que C' € T'(U U V). Supongamos que CNU # 0 y
C NV # (), entonces por el Teorema 2.5, existe N € N tal que C, N U # ()
y C, NV # () para toda n > N. Como cada C,, es conexo, se tiene que
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CoN(X —(UUV))#0. Sea z, € C,, N (X — (UUV)). Por la compacidad
de 2%, {x,} tiene una subsucesién convergente y su limite es un elemento de
C, lo que contradice el supuesto de que CNU # ) y C NV # (). Entonces,
CNU =0oCNV =10,y en consecuencia CNH o CNK es vacio, con lo que

se demuestra que C' es conexo y por tanto el hiperespacio C'(X) es cerrado.
OJ

Corolario 2.3 Sea X un espacio métrico compacto. Entonces, cada suce-
sion de subcontinuos de X tiene una subsucesion convergente a un continuo
de X, y asi, cada subsucesion convergente de subcontinuos de X tiene un
subcontinuo de X como su limite.

2.3. Componentes y Composantes

Definicion 2.7 Sea x un elemento de X espacio topologico. La componente
de x es la union de todos los subconjuntos conexos de X que contienen a x.

Definicion 2.8 Sea X un continuo no degenerado y p € X. La composante
de p en X, denotada por kp, es
ky ={x € X : existe un subcontinuo propio A de X con {p,x} C A}.

Notemos que para un continuo no degenerado X,y p € X, la composante
de p en X es un subconjunto conexo de X, pues

Kp = U{A C X : A es un subcontinuo propio de X y p € A},
es decir, es la unién de conexos que tienen al punto p en comin.

Tomemos como ejemplo a X = [0, 1], entonces tenemos las siguientes 3
composantes:

Ko = [07 1)7
K1 = (07 1]7
Ky = [0,1] cuando 0 < z < 1.

Enunciaremos sin demostracion el siguiente resultado conocido como pri-
mer teorema de golpes en la frontera, que utilizaremos para demostrar que
las composantes de los continuos no degenerados son conjuntos densos, teo-
rema fundamental para caracterizar a los conjuntos indescomponibles. La
demostracion de Sam B. Nadler se puede consultar en |13} pag. 84].
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Teorema 2.8 (Primer teorema de golpes en la frontera) Sean X un
continuo, A un subconjunto cerrado propio de X y C una componente de A.

Entonces C N (X — A) # 0, es decir, C N fr(A) #0

Teorema 2.9 Sea X un continuo no degenerado yp € X. Entonces la com-
posante K, de p en X es un subconjunto denso en X.

Demostracion. Sea U un abierto no vacio en X. Veremos que U Nk, # 0.
Por regularidad de X, existe un abierto no vacio V en X tal que V C U.
Sip € V entonces p € U N kp y se cumple el teorema. Ahora, supongamos
que p € V. Denotamos E = X — V. Sea C' la componente de E que contiene
a p. Por el Teorema , se tiene que C NV # (). Por otra parte, C C k.
Entonces k, NV # (). Como V C U, se concluye que x, N U % ()

O

2.4. Continuos Indescomponibles y sus carac-
teristicas

Abordamos ahora el tema principal de este trabajo, los continuos indes-
componibles. Para entender a los continuos indescomponibles, un matematico
debe estar dispuesto a desarrollar una intuicién que es, por su naturaleza,
muy poco euclidiana (|14, pag 266|). El primer continuo indescomponible se
remonta a 1910, y surgié como contraejemplo a la conjetura de Schoenflies
de que en el plano la frontera comiin entre dos conjuntos abiertos, ajenos y
conexos debe ser descomponible. La descripcion de este tipo de objetos era
aquella de un ejemplo patolégico para refutar alguna conjetura, hasta que
a mediados de 1920, los mateméticos polacos iniciaron el estudio de estos
objetos como entidades en si mismas.

En este capitulo demostraremos algunas de las muchos propiedad tan intere-
santes de estos objetos matematicos.

Definicion 2.9 Sea X un continuo. Decimos que X es descomponible si exis-
te un par de subcontinuos propios no vacios, A y B, de X tales que X = AUB.
Decimos que X es indescomponible si no es descomponible.

Definicion 2.10 Sea X un continuo y A C X. Se dice que X es irreducible
respecto a A si ningun subcontinuo propio de X contiene a A. Si existen dos
puntos p y q en X tales que X es irreducible con respecto a {p,q} entonces
se dice que X es irreducible.
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Teorema 2.10 Sea X un continuo. Entonces X es indescomponible si y solo
st cada subcontinuo propio de X tiene interior vacio.

Demostracion. Supongamos que X es indescomponible y que existe A sub-
continuo propio de X con interior no vacio. Entonces int(A) es abierto y
X — int(A) es un cerrado no vacio de X y por lo tanto, compacto. Note-
mos que X — int(A) no puede ser conexo ya que X es indescomponible y
X =AU (X —int(A)).

Como X — int(A) es disconexo, existen dos conjuntos cerrados ajenos, U y
V, de X —int(A) tales que X — int(A) = U UV. Por el Lema [1.8] tenemos
que AUU y AUV son conexos y ya que X — int(A) es cerrado en X, U
y V' también son cerrados en X. Entonces AUU y AUV son subcontinuos
propios de X, lo cual es una contradicciéon, por lo tanto todo subcontinuo de
X tiene interior vacio.

Por otro lado, si X se puede descomponer en subcontinuos propios A y
B, entonces X — A es abierto no vacio de X que estd contenido en B, lo
que contradice la hipotesis de que B tiene interior vacio por ser subcontinuo
propio. Por lo tanto X es indescomponble. O

Teorema 2.11 Sea X un continuo indescomponible no degenerado. Enton-
ces las composantes de X son ajenas o iguales.

Demostracion. Sean k1 y ks dos composantes distintas de X . Entonces existe
x € K1 tal que © € Ka. Si Ko es la composante de x* € X entonces no existe
un subcontinuo propio de X que contenga a x y x*. Supongamos que ki, Ko
no son ajenas y sea z € k1 M Ko. Entonces existen G, H subcontinuos propios
de X tales que {z,z} C Gy {z*,z} C H, entonces G U H es un continuo
que contiene a x y z*, por lo que X = G U H, lo que contradice que X es
indescomponible. O

Proposicion 2.3 Si X es un continuo no degenerado, entonces las compo-
sante ky de cualquier punto p en X es la union de una cantidad numerable
de subcontinuos propios de X que contienen a p.

Demostracion. Sea {U,};en una base numerable para X — {p} tal que cada
U; # (). Para cada i, sea C; la componente de X — U; que contiene a p. Ya
que cada U; es no vacio, C; # X para cada i. Asi, ya que U; es abierto,
tenemos que C; es un cerrado en X, que ademas es conexo por tratarse de
una componente, por lo tanto cada C; es un subcontinuo propio de X que
contiene a p. Ademas ya que p € C; para cada i, (J;—, C; C k.

Veamos que la contencién contraria también se cumple. Sea x en x,. Por
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definicién, existe A subcontinuo propio de X tal que x y p estan en A. Ya
que A es subcontinuo propio y {U;} es una base numerable de X —{p}, existe
U, tal que ANU, = 0, es decir, A C X — Uy. Entonces A C C}, ya que C},
es el conexo mas grande de X — U, que contiene a p. Entonces x € C), y por
lo tanto s, C J;o, C;. Con lo cual obtenemos que £, es la unién numerable
de subcontinuos propios de X. O

Corolario 2.4 St X es un continuo indescomponible yp € X, entonces k,, es
de la primera categoria, es decir, se puede expresar como la union numerable
de conjuntos densos en minguna parte. Donde A es denso en ninguna parte

siint(A) = ().

Demostracion. Por la Proposicion 2.10] tenemos que todo subcontinuo propio
A de X tiene interior vacio, y ya que todo subcontinuo es cerrado, entonces
int(A) = int(A) = (. Ademés por la Proposicion , K, es la union nu-
merable de subcontinuos propios. Por lo tanto x, es de primera categoria.
O

Teorema 2.12 Para cualquier punto a de un continuo indescomponible X,
Kq €5 un conjunto frontera de X, es decir, ko, C (X — Kq).

Demostracion. Por el Corolario , Kqg = Uzozlfn, con K, subcontiﬂos
propios de X densos en ninguna parte. Entonces, X — r, = Mo (X —_Kn),
con (X — K,,) abiertos y densos. Por la Proposicion , Mo (X — K,) es

denso. Por otra parte, como k, es denso, entonces k, C X = (X — kr,). O

Teorema 2.13 X es un continuo indescomponible si y solo si existe a € X,
tal que Kk, es un conjunto frontera en X.

Demostracion. Sea X un continuo indescomponible. El hecho de que existe
a € X tal que £, es un conjunto frontera, se sigue del Teorema [2.12]

Por otro lado, supongamos ahora que X es descomponible, es decir existen
X1, X, subcontinuos propios de X tales que X = X;U X5, y que existe a € X
tal que Kk, es un conjunto frontera en X. Sin pérdida de generalidad, podemos
suponer que a € X;. Como X; C k,, entonces X —r, C X —X; C X5. Como
X5 es cerrado, tenemos que X — k, C X5. Como K, es un conjunto frontera,
ke C X — Kq, por lo que X7 C Kk, C Xs, es decir, X; C Xs, esto implica que
X, = X. Lo que contradice la hipotesis de que X es descomponible. Il

Teorema 2.14 Si X es un continuo indescomponible no degenerado, enton-
ces X tiene una cantidad no numerable de composantes.
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Demostracion. Sabemos que X es la unién de sus composantes, y cada una
de ellas es la unién numerable de subcontinuos propios de X, los cuales son
cerrados y tienen interior vacio, es decir, son densos en ninguna parte. Si X
tuviese una cantidad numerable de composantes, se podria representar como
unién numerable de subconjuntos densos en ninguna parte, lo cual no es
posible, ya que X es un espacio de Baire. Por lo tanto X tiene una cantidad
no numerable de composantes. O

De los resultados anteriores, podemos describir intuitivamente a los con-
tinuos indescomponibles como aquellos que tienen la propiedad de que si se
“rompen”, entonces de manera obligada se partirian en una cantidad no nu-
merable de “pedazos” cada uno de ellos denso en ninguna parte en el continuo
original |14, pag 266].

Teorema 2.15 Un continuo X es indescomponible si y solo si existen tres
puntos a,b,c € X tales que X es irreducible entre cada par de ellos.

Demostracion. Supongamos que X es indescomponible, por el Teorema [2.14
existen kg, Ky y k. composantes distintas de X. Si K es un subcontinuo propio
de X que contiene a a y b entonces K C Kk, MKy, lo cual es una contradiccion
ya que las composantes de un continuo indescomponible son ajenas (Teore-
maf2.11]). Analogamente se tiene que x es irreducible entre by c y entre a y c.

Ahora supongamos que X es descomponible y sean a, b, ¢ tres puntos en X
tales que X es irreducible entre cada par de ellos. Como X es descomponible
existen K y L subcontinuos propios de X tales que X = K U L. Pero esto
implica que K 6 L contiene a dos de los tres puntos a, b y ¢, por lo que X no
es irreducible entre dos de esos puntos. 0

Teorema 2.16 Sea X un continuo. Entonces X es indescomponible si y solo
st para cada a € X, existe b € X tal que X es irreducible entre a y b.

Demostracion. Sean X un continuo indescomponible y a € X. Por el Teorema
[2.15] sabemos que existen {1, 29, 23} C X tales que X es irreducible entre
cada par de ellos.

Supongamos que para todo x € X existe A, subcontinuo propio de X tal que
{a,z} C A,. En particular existen A,,, A, y Az, tales que {a,z;} C A,, para
t=1,2,3. Entonces A,,UA,, es un subcontinuo de X no vacio, que contiene a
a, ya que a € A, NA,,. Supongamos que 3 € A,, UA,,. Entonces x3 € A,,
o x3 € A,,. Supongamos que x3 € A, , entonces A,, es un subcontinuo
propio de X y {z1,23} C A, lo que contradice la hipdtesis de que X
es irreducible entre x; y x3. Anédlogamente, si suponemos que x3 € A,
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llegamos a una contradiccion, ya que X es irreducible entre zo y x3. Por lo
tanto, x3 ¢ Az, U A,,, es decir, A,, U A,, es un subcontinuo propio de X
que contiene a x; y ¥, contradiciendo el supuesto de que X es irreducible
entre x; y xo. Por lo que demostramos la existencia de b € X tal que X es
irreducible entre a y b.

Sean X un continuo, supongamos que para todo a € X existe b € X tal
que X es irreducible de a a b. Demostraremos por contradiccon que X es
indescomponible. Supongamos que X es descomponible, entonces existen Xy
y X5 subcontinuos propios de X tales que X = X; U X5. Sea a €X; N Xy, y
sea b € X tal que X es irreducible entre a y b. Como X = X; U X, entonces
b e X;UXs. Esdecir, b e X7 0b e X,. Supongamos que b € X, entonces
X es un subcontinuo propio de X tal que {a,b} C X7, lo que contradice la
hipotesis de que X es irreducible entre a y b. Andlogamente, si suponemos
que b € X, llegamos a la misma contradicciéon. Con lo que demostramos que
b ¢ X1 U Xs, es decir X no es descomponible.

O

Corolario 2.5 Sea X un continuo. Entonces, X es un continuo indescompo-
nible si y solo si es irreducible entre algin punto a € X y cada punto b € D,
donde D es un subconjunto denso de X.

Demostracion. Sean X un continuo indescomponible y a € X. Por el Teorema
, X = (X — Kq), es decir, (X — K,) es denso en X. Sea D = (X — R,),
entonces X es irreducible entre a y todo punto b € D, ya que b ¢ k,, es decir,
no existe ningtn subcontinuo propio de X que contenga a {a,b}. Sea X un
continuo y D un conjunto denso en X, supongamos que existe a € X tal
que X es indescomponible entre a y b, para todo b € D. Demostraremos que
X es indescomponible. Notemos que D C X — k,, ya que para todo b € D,
b ¢ Kk, pues X es irreducible entre a y b. Entonces, X = D C (X — K,). En
particular, se tiene que k, C (X — K,), por el Teorema , tenemos que X
es indescomponible. O

Teorema 2.17 Para que un continuo X sea indescomponible es necesario y
suficiente que contenga dos composantes disjuntas.

Demostracion. Por la Proposicion 2.3y el Teoremal[2.11], X tiene una cantidad
no numerable de composantes disjuntas, y por tanto tiene dos.

Inversamente, supogamos que k, ¥ kj son dos composantes disjuntas de X, y
supongamos que X es descomponible. Entonces existen X; y X5 subcontinuos
propios de X tales que X = X; U X5. Notemos que X; C k, 0 X7 C Kkp. En
cualquier caso, tenemos que X; N Xy C K,, y andlogamente X; N Xy C K.
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Por lo que X; N Xy C Ky N Ky Es decir, k, Nk # 0, lo que contradice la
hipotesis. Por lo tanto X es indescomponible. O
Veamos que el Teorema reduce el problema de encontrar un continuo
indescomponble a empezar con tres puntos y construir un continuo que sea
irreducible entre cada par de ellos, lo cual es muy fécil de hacer con el uso
de cadenas, ya que si un continuo es encadenable entre dos puntos, también
es ireducible entre ellos. Veamos un ejemplo.
Sean a,b y c tres puntos en el plano. Construimos una sucesion de cadenas
D1, Ds, ... conformadas por bolas abiertas de tal forma que diam(D;) < 1/1,
D, refina fuertemente a D; y cumplen la siguiente propiedad:

1. D3,11 es una cadena que va de a a ¢ y pasa por b.
2. Ds3,49 es una cadena que va de b a ¢ y pasa por a.
3. D3, 3 es una cadena que va de b a a y pasa por c.

El continuo deseado es D = (., D,,.

Figura 2.1: Construccion de los tres primeros pasos

Demostracion. Veamos que efectivamente el continuo D es indescomponible,
para lo cual nos basta probar que D es irreducible entre cada par de puntos
del conjunto {a,b, c}.

Supongamos que a,c son puntos en el subcontinuo K de D. Notemos que
D = ﬂzozl D, = ﬂzozl Dsni1 ya que la unién de las cadenas son conjuntos
anidados. Entonces K esta contenido en la unién las cadenas de la forma
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D511, es decir, cadenas que van de a a ¢ pasando por b. Ademas K intersecta
al primer y ultimo eslabon de Ds, 1 por contener a los puntos a,c que se
encuentran en el primer y tltimo eslaboén, respectivamente. Ya que K es
continuo, K intersecta a todos los eslabones de las cadenas Ds,, .

Veamos que K = D. Sea x en D — K. Tanto {z} como K son conjuntos
compactos en el plano, entonces son separables, es decir, d(z, K) > 0. Sea ny
tal que 1/ng < d(z, K).

Denotemos por D(i), al r-ésimo eslabon de la cadena D;. Como x se encuentra
en D, para la cadena Ds,, 1 existe un eslabon D(3ng + 1);, que contiene a
x. Ademas, ya que todo eslabén de las cadenas de la forma Ds,, 1 intersecta
a I, existe un punto k en K N D(3ng + 1);,. Lo cual implica que d(z, k) <
1/(3ng + 1), entonces d(z, K) < 1/(3ny + 1), entonces x € K. Por lo tanto
D = K, es decir, D es irreducible de a a c. Andlogamente se demuestra que
D es irreducible de b a ¢ y de a a b haciendo uso de las cadenas de la forma
D312 Y Dipts, respectivamente. Asi, por el Teorema [2.15], demostramos que
D es un continuo indescomponible. U

2.5. El Continuo de Knaster

El continuo de Knaster fue descrito por Bronislaw Knaster en 1922. Es
uno de los primeros continuos indescomponibles. A continuacién presentare-
mos la construccion del continuo de Knaster a través de cadenas.

Sea {&, }nen una sucesion de cadenas encajadas en el plano, con &, =
{E}, ..., By} para cadan € N, tal que se cumplen las siguiente propiedades:

1. Cada eslabon E7 de &, es un disco cerrado con diam(E}) < 1/2".

2. Para cada n € N, la cadena &, C &, empieza y termina en el primer
eslabon, es decir, B}t c Er y EF! C BT

Mn+1

3. Los eslabones de la cadena &, 1, recorren todos los eslabones de &, en
orden, de ida y vuelta, es decir, para todo eslabon E7' con j < my,
existen B BT E"HL con a < b < c tales que:

a) EMYY C B}, ErTY C EMy EptY C ED
b) Para todo i tal que a < i < b, si E"™ C E}, con j < k, enton-
ces &,11(a, i) solo intersecta a eslabones de la subcadena &,(j, k).

Cuando b < i < ¢, si B C E}, la subcadena &,,1(i,c) solo

intersecta a los eslabones de la subcadena &, (7, k).
Definimos a K =), .y &

neN
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Figura 2.2: Construcciéon del continuo de Knaster con cadenas

Teorema 2.18 El continuo de Knaster, K, es indescomponible.

Demostracion. Supongamos que K no es indescomponible. Entonces existen
G, H subcontinuos propios de K tales que K = G U H.

Como G, H son subcontinuos propios de K, existen h € H -G C Ky
g€ G—HC K. Sea e =min{d(h,G),d(g,H)} y n € N tal que 1/2" < e.

Afirmamos que se cumplen los siguientes tres puntos.

(1) Existen ET , E7, eslabones de &, tales que KNEY C Hy KNE}, CG.

(2) Si KNE}, C H, entonces HNE} # () para todo & > j;. Andlogamente,
si KN E} C G, entonces G N E} # () para todo &k > jo.

(3) Sea &, una cadena con p > n. Si para algin ¢ se cumple que HNE? # (),
entonces g ¢ EY.

Veamos que las afirmaciones son ciertas.
(1) Como K =,y &y K C &, para toda n € N. Entonces, existen £ , B
eslabones de &, talesque h€ KNE} yge KNEY.
Por la forma en la que definimos n, tenemos que GN £} = 0, ya que 1/2™ <
¢ < d(h,G). Por tanto, K N £} C H.
Analogamente, tenemos que H N E} = (), ya que 1/2" < € < d(g, H). Por
tanto, K N E7 C G.
(2) Por definicion, £, es el ltimo eslaboén de la cadena &,. Notemos que si
EY = £, . entonces nuestro supuesto se cumple. Sea j; < m,, y supongamos
que existe k1 > j; tal que Ey N H = (). Tomemos la cadena &, ;. Por

definicion existen r < s < t tales que (Figura :

i Bt C Bl y BT C EY
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i3 n+1 n
i E{T C B
Entonces, tenemos que:

H = HN (& (L s) UET (s, M)
=HNE (L) UHNE, (5, mnt1))
=(HNE(L,s—1)UHNE (s +1,mnt))

Ya que H N EY*' € HN E} = (. Lo cual contradice el hecho de que H es
conexo, ya que E,11(1,s — 1) N &, 1(s+ 1,m) = () por la definicion de &,41.
De la misma manera, podemos demostrar que si K N £} C G, entonces
G N D} # () para todo k > js

n n n
By o By _ En_ _
TN SR TN
N
T /TN PPN
{ k l) l) )1 ( CECECRrE [+ () r) ) e e e e ( TN
I \ ! ‘ ) N ’ | N + \
_I . \l_/ _ / )\/ \ ~o X S NES AN
En+ 1" I \ Entl | | )
\ (/\/)/ \;/‘) ) / \ ° / T T
\ l . LI A N I L R I \ \/\_// /
NS \)\2 N_ % \ // N o )
\\_// So _’/// \\_/ \\_//
En+1
t

Figura 2.3: Ejemplo subcadena &, 1(r,t)
(3) Supongamos que g € E?, entonces

1 1
d(g,h) < diam(E?) < > <on <e<d(g,H)

lo cudl es una contradiccion, por lo que g ¢ E¥ N H.

Ya mostramos que las afirmaciones se cumplen. Sean E7 , 7 eslabones
de &, tales que h € E] y g € EJ,.
Por (1), se cumple que K N E}, C H'y KN E}, C G. Por (2) tenemos que
H N E} # () para toda k > j;, por lo que j, < j;. Analogamente, por (2)
tenemos que G N E} # () para toda k > ja, por lo que j; < ja, lo cual
contradice el punto anterior. Por tanto, los eslabones E!* intersectan solo a
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H o solo G para todo i < m,. Entonces, por (3), tenemos que para todo
m > n, g no se encuentra en ningin eslabon de la cadena &,,. Es decir,

GC(1&n=1[)&=0

neN n>m

contradiciendo la hipootesis de que K es descomponible. Por lo que demos-
tramos que K es indescomponible. 0

Presentamos a continuacion la construccion del continuo de Knaster que
fue utilizada originalmente partiendo del conjunto de Cantor. Para ello uti-
lizamos la descripcion de Kuratowski en [10, pags. 204-205] con cambios en
notacion tomados de Jones, F. en [9, pags. 7, 19]. Se puede demostrar que el
continuo resultante es homeomorfo a la descripcon anterior con cadenas.

Denotamos como C' al conjunto de Cantor construido de la manera tra-

dicional. Sea I = [0, 1], construiremos el conjunto de Cantor quitando los
tercios medios de I. En el primer paso quitamos (%, %), y dejamos los in-
tervalos cerrados J;; = [0, %] y Ji2 = [%, 1]. Sea Cy = J11 U Ji2 Asien el

n-ésimo paso C,, = Uill In.k, donde J, 1, ..., J, 2n son intervalos cerrados de
longitud 37". Encontes C' = [,y Cn

Consideremos los siguientes subconjuntos del conjunto de Cantor para

cada n > 1.
2 1
inmlrec(5) == (5}

Gy

1 2 1

3

MIEP

H
0 1

3

%
w

A continuaciéon conectamos los puntos del conjunto de Cantor C' con
semicirculos de la siguiente manera:

1. Paso 0. Utilizando al punto (%, 0) como centro, construimos el conjunto
de semicirculos con ordenada no negativa y con puntos extremos en el

conjunto de Cantor C' (Figura

2. Paso n. Para cada n natural, se contruye el conjunto de semicirculos
con ordenada no positiva que tienen como centro al punto ((3)(5x),0)
y como puntos extremos a los elementos de G, (Figura [2.5)
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Figura 2.4: Paso 0

Figura 2.5: Pasos 1 a 3
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La cerradura de la unién de todos los semicirculos da como resultado el
Continuo de Knaster, también conocido como el arcoiris de Knaster (Figura

2.).

Figura 2.6: Continuo de Knaster



Capitulo 3

El Pseudoarco

Un arco es un continuo homeomorfo al intervalo [0, 1]. ;Si un continuo
del plano es homeomorfo a todos sus subcontinuos no degenerados, entonces
es un arco? Esta pregunta realizada por Mazurkiewicz en 1921 (Probleme 14
Fund Math.) fue contestada de manera negativa en 1948 en la tesis de E. E.
Moise cuando describié un continuo plano, hereditariamente indescomponi-
ble y homogéneo que es homeomorfo a cada uno de sus subcontinuos propios
no degenerados |11, pags. 581-594|, el pseudoarco nombrado asi por compar-
tir dicha propiedad con el arco. Mas tarde R. H. Bing demostraria que este
continuo es homeomorfo al continuo descrito por Knaster en 1922, motivado
por demostrar la existencia de un continuo hereditariamente indescomponi-
ble. |9, pag 148|
A partir de entonces el pseudoarco ha sido ampliamente estudiado por Bing
y Moise, entre otros. En este capitulo daremos la construccion del pseudoar-
co, demostraremos que es un continuo hereditariamente indescomponible y
reproduciremos diversos resultados relevantes sobre este peculiar continuo.

3.1. Construccion del Pseudoarco

Definicion 3.1 Seann p,q dos puntos en el plano. Sea D1, Ds, ... una suce-
sion de cadenas en el plano entre los puntos p y q tales que para cada entero
positivo i se cumplen las siguientes condiciones:

1. Cada eslabon de D; es un disco cerrado de didmetro menor a %
2. D;y1 se tuerce en D;.

3. La cadena D;yq refina fuertemente a la cadena D;.

41
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Entonces definimos el pseudoarco P como

L

%mm&mmm

5
e

Figura 3.1: Construccion del pseudoarco [6]

Veamos que el pseudoarco P que construimos efectivamente es un conti-
nuo. Utilizaremos el resultado del Teorema 2,11
Demostracion. Afirmamos que cada D} es conexo. De no ser asi existe i
namero natural tal que la cadena D;, tiene un eslabon D(l);, disconexo. Ya
que D;, 11 refina fuertemente a D;, hay un eslabon D(m); .1 de D;, 41 tal que
su cerradura se queda contenida en D(l);,, y D(m);,+1 es la union de dos
cerrados K y L ajenos. Ya que K y L son acotados, éstos son compactos,
entonces la distacia, r, entre ellos es positiva. Con esto ya llegamos a una
contradiccion, ya que si j es tal que 1/j < r, no se podra construir la 1/j
cadena que refine a D;,. Por lo tanto cada D} es conexo.
Ya que cada eslabon de D; es un disco cerrado, entonces D} es un conjunto
cerrado en el plano, y por tanto es un continuo ya que cada D] es conexo.
Entonces P = (1,2, D, es una interseccion anidada de continuos, por lo que
P es un continuo (Teorema [2.1)). O
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3.2. Propiedades del Pseudoarco

Teorema 3.1 El pseudoarco P es hereditariamente indescomponible.

Demostracion. Sea P’ un subcontinuo propio de P tal que P’ es no de-
generado. Supongamos que el subcontinuo P’ de P es la union de H y
K subcontinuos propios de P’. Ya que H, K son subcontinuos propios y
P=HUK, existenpe H— K C P,qe K—H C P. Sea j € N tal que
2/j < min{d(p, K),d(q,H)}. Sea Dy, Dy, ... una sucesion de cadenas que
cubren a P tales que D,y se tuerce en D;, la malla de D; es menor a 1/i y
D; 4 refina fuertemente a D;, para toda ¢ € N.

Sean D;(l,m),Dj;1(u,v) subcadenas de D; y D,.1, respectivamente, tales
que p y q estan en los eslabones finales de cada una de ellas.

Como P’ es continuo, cada eslabon de D;(l,m) tiene puntos de P’, pero
D;(l 4 1) no contiene ningtin punto de K ya que diam(D;(l) UD;(l+1)) <
2/ y dp,K) > 2/j. Por lo tanto D;(I + 1) N H # (. Analogamente,
Dim—1)NH =0y D;(m—1)NK #0, es decir, D;(l,] + 1) solo contie-
ne puntos de H y D;(m — 1,m) solo contiene puntos de K. De esto ultimo
obtenemos que [ + 1 # m — 1, entonces |l — m| > 2, asi, como D,y se
tuerce en Dj, existen r < s < t tales que Dj41(r) UD;11(t) C Dj(m—1)y
D;i1(s) C D;(1+1). Esto implica que K es disconexo, ya que tanto D;1(r)
como D;.1(t) tienen puntos de K, pero Dji1(s) es un eslabon intermedio
que no tiene ningin punto de K, lo cual es una contradicciéon. Por lo tan-
to P’ es indescomponible y asi queda demostrado que el pseudoarco P es
hereditariamente indescomponible. U

Corolario 3.1 Un pseudoarco es un continuo encadenable, no degenerado y
hereditariamente indescomponible.

Demostracion. Ya demostramos que el pseudoarco es hereditariamente in-
descomponible. Bing demuestra en |1, pag 739] que dos continuos, M, Mo
no degenerados, hereditariamente indescomponibles son homeomorfos si son
encadenables, de hecho si p,qg € M, y p',q' € M, pertenecen a diferentes
composantes, existe un homeomorfismo h de M; en M tal que h(p) =p' y

h(q) =4 O

Definicion 3.2 Sea M un conjunto y p en M. Se dice que p es un punto
final de M si para cada € > 0 hay una e-cadena que cubre a M tal que
solamente el primer eslabon de la -cadena contiene a p.
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A continuacién mostraremos algunos resultados preliminares para carac-
terizar al pseudoarco a través de puntos finales, con lo que demostraremos
que todo punto en el pseudoarco es un punto final.

Teorema 3.2 Para cada subconjunto propio R de un continuo M, hay un
punto p en M — R tal que la union de todos los continuos que estdan en M —{p}
e intersectan a R es densa en M, [, pdgs. 500-501].

Demostracion. Sean M un continuo y R un subconjunto propio de M. Sea
N un subcontinuo de M tal que N es irreducible con respecto a R.

Primero supongamos que M = N, es decir, supongamos que M es irredu-
cible con respecto a R. Sea p € M — R. Supongamos que el teorema es falso,
es decir, supongamos que que M contiene un subconjunto abierto S # () tal
que SN H = (), para todo subcontinuo H tal que H N R # 0 y p no esta
en H. Como M es regular, existe un subconjunto abierto £ de M tal que
E C S. Entonces EN H = () para todo continuo H tal que HNR # 0y p
no esta en H. Es decir, M contiene un subconjunto abierto E tal que cada
subcontinuo de M que intersecte a R y a E al mismo tiempo contiene a p.
Entonces cada componente de M — E que contiene un punto de R también
contiene a p, de donde tenemos que, la componente de M — E que contiene
a p, es un continuo propio de M que contiene a R, pero esto no puede ser ya
que M es irreducible con respecto a R.

Ahora consideremos el caso en que M # N. Como M es métrico y com-

pacto, entonces es segundo numerable y, por lo tanto, todos sus subespacios
lo son. Sea {U;}$°, una base numerable de M — N.
Construiremos ahora una sucesion {N;}2, de subcontinuos propios de M
tales que ;11 contenga un subconjunto abierto que, a su vez, contenga a
N; UU;. Si un subconjunto abierto de un subcontinuo propio de M contiene
a N UUj, sea Ny este subcontinuo, No = N en otro caso. Si un subconjun-
to abierto de un subcontinuo propio de M contiene a Ny U Us, sea N3 este
subcontinuo, N3 = N5 en otro caso. De forma similar obtenemos N4, N5, . ..
Notemos que si W; es un abierto de N;; que contiene a N; U U;, como se
cumple que W; C W si i < j, entonces (M — W;) C (M — W;). Entonces
{M — W;}$2, es una sucesion de cerrados con la propiedad de la interseccion
finita y, asi, (o (M — W;) # (. Es decir, existe, por lo menos, un punto
en M — J;2, N;. De esta forma, si |J;o, N; es densa en M, un punto de
M —J;2, N; es el punto requerido.
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Supongamos que J;°; N; no es densa en M. Entonces existe un ente-
ro positivo k tal que |J;o, N; = Ule N;. Ya que, de lo contrario, | J;2, N;
serfa densa en M. En efecto, si F es un subconjunto abierto no vacio de
M — N, entonces U; C E para alguna j y existe un continuo N;1; tal que
U; UN; C Njyp. Se sigue de aqui que (U2, Ni) N E # 0. Sea H =J_| N,
Notemos que H es conexo, pues es union de conexos con interseccion no va-
cia., y H no pertenece a ningin subconjunto abierto de ningtin subcontinuo
propio de M.
Sean F; la componente de M — U; que contiene a H y F; = M — E;. Co-
mo FE; N F; tiene interior vacio, el Teorema de Baire nos asegura que existe
p € M — H tal que p no se encuentra en |, (E; N F}).

Veremos ahora que F; U H es conexo. Supongamos que F;UH = X UY,

con X y Y cerrados en F;UH (que como F; U H es cerrado en M también X
y Y son cerrados en M), no vacios tales que X NY = ) y supongamos que
H c X. Notamos que H C (M —Y) y, ademéas, M —Y C X U E;. Ya que,
sireM—-Yyxe F,;UH, entoncesz € X,osiz € M —Y y x no esta en
F; U H entonces x € E;.
Como HC M—-Y C XUEFE; C M, bastara ver que X U E; es un subcontinuo
propio de M, y asi, H estd contenido en un subconjunto abierto, M — Y,
de un subcontinuo propio de M, X U E;, lo cual contradice el hecho de que
H no esté contenido en ningin subconjunto abierto de ningiin subcontinuo
propio de M.

Veamos que X U F; es cerrado ya que X y E; son cerrados. Para ver
que X U E; es conexo notemos que X = H U (UO[e I Ca), donde C,, es una
componente de F; y Y = Uﬂe ;Cs, donde U es una componente de F;. Por

el Teorema , tenemos que C, N (M — F;) # 0, pero C, N (M — F;) =
ConNM — (M — E;) = Conint(M — (M — E;)) = CyNint(E;) C CoNE; =
C, N E;. Esto quiere decir que C, N E; # () para cada componente C, de F;

que estéd en X y, como E; es cerrado y conexo, entonces X U E; es conexo.

Ahora, para ver que XUF; es propio, sea y € Y y supongamos que y € F;.
Como y € Fj, tenemos que y € E; N F; C Fr(U;), ya que si y € E; N Fj,
y € Fr(E;) y como y € Fr(FE;), entonces para todo abierto V' de M tal que
y € V se tiene que existen dos puntos y;,y2 € V tales que y; € VN E; y
y2 € VN (M — E;), pero esto tltimo implica que y; no esta en U; y yo € U;, es
decir, y € Fr(U;). Como Y es abierto en F;UH, entonces Y = WN(F,UH),
con W un abierto en M. Para este abierto W, como Y no esta contenido en
Hy F;NW # (), entonces existe w; € (W N U;) N F;. Entonces w; no se
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encuentra en F;, perow; € Wy w; € F;UH,y comoY =W N (F,UH),
entonces wy € Y, es decir, wy no estd en X y asi X U E; es propio.

De lo anterior tenemos que F; U H es un subcontinuo de M. Definamos G;
como el continuo E; o el continuo F;UH que no contiene a p. Ahora | J;-, G; es
densa en M. Ya que si U es abierto de M, primero supongamos que U C N,
entonces U C E;, lo que implica que U N F; = () y, como p no estd en U, ya
que p € M — N, entonces tenemos que, en este caso, G; = FE;NU # (. Ahora,
si UN N # () pero U no es un subconjunto de N entonces sea w € U — N.
De esta forma existe un ntimero natural i tal que w € U; C U; C (U — N).
Como E; N F; C Fr(U;), entonces E; NU # Oy F; NU # ). Por tltimo, si
UNH = (), entonces existe un nimero natural i tal que U; C U; C U y, como
ENE, C FriU;), EENU#0y F;NU # 0. Por lo que |J;2, G; es densa en
M y p no se encuentra en | ;- G;. 0

Para demostrar el Teorema [3.3] utilizaremos el Lema de Zorn, para lo
cual utilizaremos el concepto de cadena parcialmente ordenada de la teoria
de conjuntos, enunciados a continuacion.

Definicion 3.3 Una cadena en un conjunto parcialmente ordenado (X, >)
es un subconjunto A de X que satisface que para cualesquiera x,y € A se
tiene que x >y oy > x, es decir, A estd totalmente ordenado por >.

En el caso de conjuntos, la relacion (X, D) es un orden parcial, y pa-
ra una colecciéon de subconjuntos anidados, se tiene una cadena totalmente
ordenada.

Lema 3.1 (Lema de Zorn) Si toda cadena en un conjunto parcialmente
ordenado y no vacio (X, R) tiene una cota inferior, entonces X contiene un
elemento minimal.

Teorema 3.3 Si D es una cadena que cubre a un continuo M y p es un
punto de M tal que cada subcontinuo M' no degenerado de M que contiene
a p es irreducible de p a algin otro punto de M’, entonces hay una cadena
E={E\, E,,...} que cubre a M tal que & es un refinamiento de D y B — Es
contiene a p.

Demostracion. Supongamos que el teorema es falso. Hay que ver entonces que
existe un subcontinuo M’ en M que contiene a p tal que M’ es irreducible de
p a algun otro punto de M’ pero el teorema es falso para esta cadena dada D.
Por conveniencia supongamos que M’ = M, pero como queremos que cual-
quier subcontinuo propio de M si cumpla la conclusion del teorema considere-
mos la siguiente familia F = {M’ C M|p € M’, M’ no satisface el teorema}
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y ordenemos a F por inclusion. Sea C = {M;}jc; tal que C estd totalmen-
te ordenada. Hay que ver que C esté acotada inferiormente y, asi, podemos
utilizar el Lema de Zorn para ver que hay un elemento minimal. Afirmamos
que () et M es una cota inferior de C y que estd en F.

1. Notemos que () ics M es un subcontinuo ya que C esta totalmente
ordenada (Teorema

2. Como p € Mj para todo j € J, entonces p € (;c; M]

3. Vemos que [ ies M  no satisface la conclusion del teorema. Supongamos
que ();c; M si satsface el teorema. Sea K un subconjunto numerable
de J tal que Mj converge a (;c; M] con k € K. Como estamos su-
poniendo que () e M 7 sf satisface la conclusion del teorema, entonces
existe una cadena & = {Ey, Fs, ..., E,} tal que (., Mj C UL, E],
donde Ej = E; N ((;c; M}) v Ei es abierto en M. Entonces existe ko
tal que (;c; M; C My, C U;_, Ei, lo cual es una contradiccion ya que
Mj, no satisfacia la conclusion del teorema.

Entonces, aplicando el Lema de Zorn a la familia F vemos que existe
un elemento minimal en F. Es decir, existe un elemento minimal M, tal que
My no satisface la conclusion del teorema. Podemos suponer entonces que
M = M, y supongamos que M intersecta a cada elemento de D. Entonces,
como la composante de p es un conjunto denso en M (Teorema , M
contiene un subcontinuo propio M” que intersecta a cada eslabéon de D.
Como M" es un subconjunto propio de M, entonces existe una cadena F =
{F1, F, ..., F;} que cubre a M"” tal que F es un refinamiento de D y p €
F, — F5, y ninguna cadena con menos eslabones tiene estas propiedades ya que
el namero de eslabones de la cadena D es una cota inferior para el niimero
de eslabones del conjunto de cadenas que refinan a D.

Entonces el ultimo eslabén de F intersecta a M” N (Dy U D,,), pues de
otro modo, alguna cadena con menos elementos que F (con las propiedades
requeridas) cubriria a M”. Supongamos que (M"NF)ND; # 0y N es un
conjunto abierto tal que NN M" # 0y N C (D; N E;) — {p}.

Como p satisface la condicion de que cada subcontinuo M’ que lo contiene
es irreducible de p a algun otro punto de M’, la componente de M — N
que contiene a p es un subconjunto de M” y esta cubierto por F. Entonces
existen dos conjuntos separados H y K talesque M —N=HUK,pe Hy
HcUJ_F.

Como M es normal, entonces existen conjuntos abiertos ajenos Op vy Og
tales que H C Oy y K C Og. Sea £ ={OgNF1,0gNFy,...,0pN(Fj_1 —
N),(D;—Op)UN,OgN Dy, OxNDs, ..., OxND,,}. Entonces, la cadena &
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cubre a M, es un refinamiento de la cadena Dy p € (OgNFy) —(OgNEFy)),
lo cual es una contradiccion.La contradiccion viene de suponer que el teorema
es falso para M. U

Teorema 3.4 Sea M un continuo y p un punto en M, entonces las siguientes
afirmaciones son equivalentes.

(a) Cada subcontinuo no degenerado, H de M, que contiene a p es irredu-
cible de p a algun otro punto de H.

(b) Si dos subcontinuos de M contienen a p, entonces uno estd contenido
en el otro.

Demostracion. Veamos que (a) implica (b). Sean H y K subcontinuos de
Mcon p € HN K. Entonces H U K es un continuo, ya que es uniéon de
cerrados en un compacto, su interseccién es no vacia y es conexo ya que H y
K son conexos y tienen al punto p en comin. Entonces, por hipdtesis, para
algtn punto g en H UK, HU K es irreducible de p a ¢. Luego, ¢ se encuentra
en H 6 q estd en K, supongamos que ¢ estd en H, entonces {p,q} C H,
como H U K es irreducible de p a ¢, entonces H = H U K, es decir, K C H.
Analogamente, si suponemos que g € K, se tiene que H C K. Por lo tanto
(a) implica (b).

Ahora demostraremos la otra implicacién. Sea M’ subcontinuo no degenerado
de M con p en M'. Por el Teorema [3.2] existe ¢ en M’ — {p} tal que si C es
la union de todos los subcontinuos contenidos en M’ — {q} que intersectan
a {p},C es denso en M'. Entonces M’ es irreducible de p a ¢q. De no ser asi,
existe K subcontinuo propio de M’ tal que {p,q} € K. Entonces, por la
densidad de C, M' — K es un abierto no vacio de M’ contenido en M’ — {q}.
Entonces existe H subcontinuo de M’ — {q} que intersecta a M’ — K tal que
p esta en H, pero como g no estaien H, H ¢ Ky K ¢ H, lo cual contradice
la hipotesis. Por lo tanto M’ es irreducible de p a q. O

Teorema 3.5 Sea M un continuo encadenable y p en M. Entonces p es un
punto final de M si y solo sip satisface las condiciones (a) 6 (b) del Teorema

EX

Demostracion. Demostraremos que se satisface la condicion (b) del Teorema.
Sea p un punto final de M, es decir, para toda € > 0 existe una e-cadena,
D = {Dy, Dy, ...} que cubre a M, tal que p € D; — Ds. Supongamos que H y
K son subcontinuos tales que p e HNK.Si H ¢ Ky K ¢ H, existen £ > 0,
he Hyk e K talesqued(h, K) =cyd(k,H) =e. HUK es un subcontinuo
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de M que contiene a p. Sea D, el ultimo eslabon de la e-cadena que intersecta
a H UK. Si D; tiene un punto de K entonces Dy, ..., D; tienen puntos de
K, ya que D; tiene a p que es un punto en K, entonces ningin punto de
H dista mas que ¢ de K, lo cual es una contradiccion. Anélogamente si D;
tiene un punto de H, ningin punto de K dista mas que € de K. Por lo tanto
KCHOHCK.
Supongamos ahora que se satisface la condicion (a) 6 (b) del teorema anterior,
en particular se satisface (a). Entonces por el Teorema , p es un punto final.
O

Usando la caracterizacion de pseudoarco como el continuo no degenerado,
encadenable y hereditariamente indescomponible, demostraremos el siguiente
teorema.

Teorema 3.6 Cada continuo M homogéneo, no degenerado, encadenable y
hereditariamente indescomponible es homeomorfo a el pseudoarco.

Demostracion. Primero veamos que M tiene un punto final. Sea {D,} una
sucesion de 1/n-cadenas que cubren a M y g, un punto en un eslabon final
de D,,. Entonces {g¢,} tiene una subsucesion {g,, } convergente a algin punto
q. Ademas ¢ tiene la propiedad de que para toda vecindad U de ¢, existe
e > 0 tal que hay una e-cadena que cubre a M y uno de sus eslabones finales
se queda contenido en U. Como M es homogéneo, cada punto de M tiene la
propiedad de gq.

Sean D; un eslabén final de una 1-cadena que cubre a M y p; que solamente
se encuentra en el eslabon D;. Ya que D; es abierto, entonces existe 5 > 0
tal que la eo-cadena tiene un eslabon final Dy que cumple que Dy C Dy,
tomamos p, un punto que solamente se encuentra en el eslabéon D,. Con-
tinuamos con este proceso hasta obtener una sucesion tal que g, converge
a cero y p, € D,. Entonces p = (), D,, es un punto final. Como M es
homogéneo, todo punto en M es un punto final.

Ahora veamos que M es hereditariamente indescomponible. Supongamos
que no lo es, es decir, existe M’ suncontinuo no degenerado de M tal que
M = HUK, con H y K subcontinuos propios de M’. Sea p € H N K, como
M es homogeneo, p es un punto final de M pero por el teorema anterior
tenemos que H C K 6 K C H, lo cual contradice que M’ es descomponible.
Por lo tanto M es hereditariamente indescomponible, y como por hipotesis
es no degenerado y encadenable, M es homeomorfo a un pseudoarco. O

Teorema 3.7 Sea X un continuo no degenerado y encadenable. Entonces X
es un pseudoarco si y solo si cada punto de X es un punto final de X.
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Demostracion. Supongamos que X es un pseudoarco, entonces X es no de-
generado, encadenable y hereditariamente indescomponible. Sea p en X. Su-
pongamos que p no es un punto final. Entonces existen dos subcontinuos de
X, Hy Ktalessquepe HNK, H¢ Ky K ¢ H. Entonces HU K es un
subcontinuo descomponible contenido en X, lo cual es una contradiccon.
Ahora supongamos que cada punto de p es un punto final. Sea X’ un
subcontinuo de X tal que X’ = H U K con H y K subcontinuos de X’. Ya
que H N K es no vacio tomamos un punto p € H N K, como p es punto final,
por el Teoremal3.5) H C K 6 K C H,esdecir, K = X’ 0o H = X', por lo tanto
X’ es indescomponible. Por lo tanto X es hereditariamente indescomponible,
y en consecuencia un pseudoarco. 0



Capitulo 4

El Pseudocirculo

En este capitulo, daremos un esbozo de la construcciéon de un continuo
que es circularmente encadenable. Fue descrito en 1951 por R. H. Bing |2,
péag. 48] y es conocido como el pseudoctculo.

4.1. Construccion del Pseudocirculo

Definicion 4.1 Una cadena circular es una coleccion D = {Dy, D, ..., D,}
de abiertos Dy, ..., D, tales que D; N D; # 0 siy sélosil|i—j|<1di=1
y j = n. Es decir, difiere de una cadena en el hecho de que el primer y el
ultimo eslabon se intersectan.

Definicion 4.2 Sean Dy, D,,... una sucesion de cadenas circulares en el
plano tales que:

1. Cada eslabon de D; es el interior de una bola de didmetro menor a 1/i.

2. La cerradura de cada elemento de D;yq se encuentra en un eslabon de
D;.

3. D} es homeomorfo al interior de un anillo, es decir, un conjunto ho-
meomorfo al conjunto { A = (z,y) € R* : 1 < ||(z,y)|| < 2}Si E; es
una subcadena propia de D; y €11 es una subcadena de D; i1 contenida
en &;, entonces E;11 se tuerce en &;.

El continuo C' = ﬂ D; es el pseudocirculo.
ieN

ol
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Veamos que para cada D; existe D;,; que cumple las condiciones reque-
ridas.
Supongamos que la cadena circular D; = {Dy, D,, ..., D, } satisface las con-

diciones anteriores. Consideremos una cadena D, = {D}, D}, ..., D} } con-

tenida en D; que sigue el siguiente patrén: D, D], D5, ., son eslabones
de Dy. D5, D), ,,, D5, son eslabones de Dy. D5, D], 5, D5, son eslabones de
Ds...D,, Dy, Dy, ., son eslabones de D,,. Es decir, Dj recorre D; dos veces
en una direcciéon y una vez en la direccién contraria (Figura |4.1)). Entonces
la cadena circular D;,; que satisface las condiciones requeridas, es la uniéon
de dos cadenas, la primera de ellas se tuerce en D’(1,2n + 1) y la segunda se

tuerce en D'(2n + 1, 3n).

Figura 4.1: Construccion del pseudocirculo \|

4.2. Caracteristicas del Pseudocirculo

4. Proposicion 4.1 El pseudocirculo separa al plano ,@ pag. 48].

Demostracion. Sea C un pseudocirculo en el plano. Demostraremos que R? —
C=UUV,con U yV abiertos no vacios, ajenos y conexos.

Como C' es un pseudocirculo, existe Dy, Dy, D3, ... una sucesion de cadenas
circulares que cumplen los puntos (1) a (4) de la Definicién [4.2] Por el punto
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(3), para cada i, D} es homeomorfo al interior de un anillo, entonces D,

separa al plano en dos abiertos, U; y V;, no vacios ajenos. Ademaés, por el
punto (4), R? — Df C R? — D, entonces R? — D, C R? -~ D;,, . Asi

UiU‘/i:RQ—@:CR2—’Z_):+1:UZ'+1U‘/Z'+1,

es decir, {U;}22, v {Vi}32, son dos sucesiones crecientes de abiertos en RZ.
Sean U = ;2 Ui y V = UU;2, Vi. Entonces U y V son dos abiertos en R?,
son no vacios ya que Uy C U y Vi C V. Ademéas U y V cumplen que
vuv=Juuv) =R -D;)=R*-(\D; =R - |D; =R*-C
i=1 i=1 i=1 i=1
Ya so6lo nos falta demostrar que U y V' son ajenos. Supongamos que no es
asi. Sea pen UNV. Entonces p € | J;, U; vy p € Ui~ Vi, es decir, existen k; y
ko naturales tales que p € U, y p € Vi,. Como U; CU; 11y V; C Vi, p e U;
para toda ¢ > ky y p € V; para toda i > ky. Si kg = méx{ky, k2}, tenemos
que p € U; NV, para toda ¢ > kg, lo cual es una contradiccion, pues U; v V;
son ajenos. Por tanto U NV = (. Asi queda demostrado que el pseudocirculo
separa al plano. O
El pseudocirculo es el tnico continuo (salvo homeomorfismos) plano cir-
cularmente encadenable, no encadenable, hereditariamente indescomponible
que no es homogéneo y separa al plano. Lawrence Fearnley (1969) |7, pags.
554-558| demostrd que es un continuo no homogéneo.

Proposicion 4.2 Todo subcontinuo propio, no degenerado, del pseudocirculo
C' es un pseudoarco.

Demostracion. Sea C' subcontinuo propio no degenerado de C. Ya que C" # C
existe ko natural tal que C’ es cubierto por una subcadena propia &, de Dy
para todo k > ky. Entonces la sucesion &, Exyt1, Exg+2, - - - € una sucesion de
cadenas tales que &; ;1 se tuerce en &; por (5) en la definicion de pseudocirculo.
La malla de &; es menor a 1/i por (1) y &1 refina fuertemente a & por (2)
en la Definicion . Por lo tanto M’ = (- x & es un pseudoarco. U

Teorema 4.1 El pseudocirculo C' es hereditariamente indescomponible.

Demostracion. Ya que cada subcontinuo propio de C' es un pseudoarco, el cual
es indescomponible, basta demostrar que C' es indescomponible. Supongamos
que C' es descomponible, por el Teorema [2.10] existe A subcontinuo de C' con
interior no vacio. Entonces para todo subcontinuo A’ tal que A C A’ C C,
tenemos que int(A’) # (. Asi A’ Nint(A) C A es abierto en A’, es decir,
int(A) # 0 pero, por la Proposicion 1.2] A’ es un pseudoarco, entonces
int 4 (A) = . Esto es una contradiccion. Por lo tanto C' es indescomponible.
O
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Definicion 4.3 Sean X un continuo, A y B dos subcontinuos no vacios de
X. Decimos que un subcontinuo C' de X es irreducible de A a B siempre que
CNA#0DyCNB#) y ningin subcontinuo propio de C intersecta tanto a
A como a B.

Definiciéon 4.4 Sean K un subcontinuo de X, donde X es un continuo en
R2. Decimos que K es accesible si existe un continuo L en R? tal que LNX =
KyL—K#0.[9, pag 115]

Decimos que un punto p € K es accesible desde el conjunto L si existe un
continuo K tal quep € K C LU {p} y K # {p} [10, pag 175].

Definicion 4.5 Sea X un espaci topoldgico. Un conjunto abierto y conexo es
llamado un dominio. Si S es un subconjunto cerrado y propio de X entonces
a cada componente de X — S se le llama un dominio complementario de S.

Proposicion 4.3 Sea W un continuo plano indescomponible. Entonces con-
tiene un subcontinuo H no degenerado tal que ningin punto de H es accesible
desde el complemento de W [2, pdg. 49/.

Demostracion. Sea W un continuo plano indescomponible. Si d = diam(W),
entonces existen aj,ay € W tales que d(aj,as) = d. Tomamos dos rectas
paralelas L; y Lo perpendiculares al segmento de recta que une a; con as
tales que {ai,as} N Ly =0y {a1,a2} N Ly = 0.
Veamos que Li, Ly intersectan a todas las componentes de W. Supongamos
que existe k, tal que k, N L; = 0, con ¢ € {1,2}. Entonces W — L; es la
unién de U,V abiertos en W tales que U NV = {). Po el Teorema 2.9, x, es
densa, es decir, k, NU # 0y k., NV # (). Ademaés k, es conexo, por lo que se
cumple K, = (k, NU) U (k, N V). Lo cual es una contradiccon. Por lo tanto
ke N L; # () para todo x € W y para i € {1,2}.

Entonces por cada composante podemos elegir un punto en x en Ly N K,
y definimos el conjunto

G ={G:G € kyyx € L1 N Ky, ke N Ly # 0}

Sea C, = {Gf : G} € G,}jes una cadena totalmente ordenada (Definicién
. Afirmamos que [;.; GF es una cota inferior.

Notemos que e G;’? es un continuo, ya que es la interseccion de una sucesion
de continuos ordenados por inclusion. Ademés x € G7 para cada j € J por
lo que = € (,c; G%. Y por lo tanto (., GF € k, ya que z();; G} que es
continuo. Por lo que e G7 es una cota inferior, asi, utilizando el Lema de
Zorn [3.1] tenemos que para cada z existe G, un elemento minimal. Entonces
{G; : © € LiNW} es una coleccion no numerable de subcontinuos irreducibles



4.2. CARACTERISTICAS DEL PSEUDOCIRCULO %)

de x a L.
Ahora definimos el conjunto,

G ={G" : G, C G, G esirreducible de Ly a Ly}.

Sea C', = {G;I : G;? C G.}jes una cadena totalmente ordenada, enton-
ces NjeyG¥ es una cota inferior. Esto se cumple ya que para cada x, exis-
te I, € Lo tal que G, es irreducible de = a [, es decir [, € G;?” para
toda j € J. Utilizando nuevamente el Lema de Zorn [3.1] tenemos que
{G!, : G, C G,,G! esirreducible de Ly a Ly} es una coleccion no nume-
rable de subcontinuos irreducibles de Ly a Ls.

Sea K = L ULQUUGGQ (. Si D es un dominio complementario de K entre
Ly y Ls su cerradura no intersecta a tres elementos de G ya que D es conexo
y los elementos de G son irreducibles entre Ly y Lo. Entonces algtin elemento
G no es accesible desde ningin dominio complementario de K entre L; y
Ls, ya que por la Proposicion [1.6] existe a lo mas una cantidad numerable
de conjuntos abiertos ajenos, y la cardinalidad de G es la de los reales, lo
cual, aunado a que cada dominio complementario intersecta a lo més a dos
elementos de G, nos dice que algiin G no es accesible. Si H es un subcontinuo
de este continuo GG que no intersecta a L; ni a Ly, ningtin punto de H es
accesible desde el complemento de V. Il

Proposicion 4.4 Si W es un continuo plano hereditariamente indescom-
ponible, entonces existe un punto p de W tal que si W' es un subcontinuo
no degenerado de W que contiene a p, entonces p no es accesible desde el
complemento de W’'.

Demostracion. Sea Wy, Wy, ... una sucesion de continuos tales que W, es
un subcontinuo de W; que no es accesible desde el complemento de W; y la
malla(W;) < 1/i, los cuales existen por la Proposicion [i.3] Entonces ();2, W;
es un punto p que no es accesible desde el complemento de ningtn subconti-
nuo propio de W que lo contiene.

Construiremos ahora un subcontinuo hereditariamente indescomponible
con la propiedad de que sélo una de sus composantes contiene un subconti-
nuo homeomorfo al pseudocirculo. |2, pags. 49-50|
Sean P un pseudoarco, C' un pseudocirculo y C, el interior de C. Como P es
hereditariamente indescomponible, por el Teorema [4.4] existe un punto p en
P que no es accesible desde el complemento de ningiin subcontinuo no dege-
nerado de P que lo contenga. R. L. Moore demuestra en [12], que existe una
funcién continua 7' del plano en el mismo tal que T7(p) = CUC, y T (q)
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es un punto, para todo ¢ distinto de p. Mostraremos que X = T~ !(p) — C,
es hereditariamente indescomponible.

C no es homeomorfo a X ya que C es irreducible con respecto a la propiedad
de separar el plano, sin embargo, si X’ es un subcontinuo de P que contiene a
p entonces T—!(X')—C, separa al plano y contiene al subcontinuo 7~*(p)—C,
que también separa al plano. Si W es un subcontinuo de X que intersecta a
C'y contiene un punto de X — C', C esta contenido en W. Supongamos que
no es asi, entonces existe y en C' — W. Como la distancia de W a y es posi-
tiva, existe U abierto que contiene a y y no intersecta a W, entonces hay un
continuo L no degenerado contenido en U tal que y € L. Pero T'(L) UT(W)
seria un continuo que contiene a p tal que (T'(L) UT(W))NT(W) = {p} y
(T(L)UT(W))—=T(W) # 0, lo cual contradice que p es un punto inaccesible
desde el complemento de T'(W).

Con las propiedades anteriores probaremos que X en efecto es hereditaria-
mente indescomponible. Sea X’ subcontinuo de X descomponible en X' =
AU B. Ya que C es hereditariamente indescomponible, X’ no es un subcon-
junto de C. Como X’ = AUB y T es continua, entonces T'(X') = T(AUB) =
T(A)UT(B) son subcontinuos de P, pero P es hereditarimente indescomponi-
ble, entonces T'(A) 6 T'(B) es igual a T'(X'). Supongamos que T'(X') = T'(A).
Entonces A = X’ ya que T" es uno a uno en el exterior de C'y A contiene a
C si lo intersecta. O



Capitulo 5

Densidad de los continuos
Indescomponibles

En este capitulo hablaremos de la densidad de los continuos indescom-
ponibles en el hiperespacio de los subcontinuos del cubo de Hilbert. Mos-
traremos que el conjunto de Pseudoarcos es denso y de segunda categoria.
Utilizando el Teorema de Categorias de Baire, mostraremos que el conjunto
de continuos que no son homeomorfos al Pseudoarco es de primera categoria.

Teorema 5.1 Sea X un espacio de sequnda categoria y A un subconjunto
Gs y denso de X . Entonces X — A es de primera categoria.

Demostracion.
Ya que A es un conjunto G5 se puede expresar como interseccién numerable
de abiertos, digamos A = [ _; A,. Entonces cada X — A, es cerrado. Ya
que A es denso en X y A C A, para cada n, A, es denso en X. Para de-
mostrar que X — A, es denso en ninguna parte en X, debemos mostrar que

X -4, C X—(X—-A4,). Notemos que X — (X — A,) = A4, = X, por lo
que se cumple que X — A, C X — (X — A,) = X. Por tanto X — A,, es denso
en ninguna parte en X. Entonces X —A=X-()_ A, =, X —A4,. Es
decir, X — A se puede expresar como uniéon numerable de densos en ninguna
parte. Por lo tanto X — A es de primera categoria.

Definicion 5.1 Un cubo de Hilbert es un espacio homeomorfo a [[;2, I; con
la topologia producto, donde cada I; = [0, 1].

Utilizando el resultado del Teorema mostraremos que el conjunto
de continuos homeomorfos al Pseudoarco es denso y Gy en el hiperespacio
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de subcontinuos del cubo de Hilbert. Para ello, primero mostraremos que es
cierto para continuos indescomponibles y hereditariamente indescomponibles.

Teorema 5.2 Sea M una n-celda, n > 2, 6 un cubo de Hilbert, y denotemos
por d a una métrica para M. Sea

L={Xe€C(M):X esun continuo indescomponible no degenerado}.

Entonces L es un conjunto Gs denso en C'(M) con la métrica de Hausdorff.

Demostracion. Veamos que L es un G . Sea

C,={X eC(M): X =AUB; A, B subcontinuos de X tales que
AT NyB,1/n)y BE Nqg(A, 1/n)}.

Demostraremos que C, es cerrado y £ =N, C(M) — C,.
Sea {Xj}2, C C, convergente a X. Nos basta demostrar que X € C,.
Para cada k en los naturales tenemos que X, = A, U By, donde Ay, By
son subcontinuos de Xj. Como C(M) es compacto, existen subsucesiones
convergentes { A, } v {By, } tales que

X = lim Xkl = lim Akl U Bkl = lim Akl U lim Bk’l =AUB.
l—o00 l—00 l—o0 l—00

Por lo tanto, X se puede descomponer en los subcontinuos A y B.
Demostremos ahora que A € Ny(B,1/n)y B € Ny(A,1/n).

Supongamos que A C Ny(B,1/n). Sea § > 0. Como {Ay,} converge a Ay
{By, } converge a B. Existe ko natural, tal que Hy(Ay,, A) < dy Hy(By,, B) <
. Entonces existen x € Ay,, a € A, y € By, y b € B tales que d(z,a) <dy
d(y,b) < §. Asi tenemos que

d(z,y) < d(z,a) +d(a,b) +d(b,y) < 1/n+ 20

para todo & > 0. Lo que implica que Ay, C Ng(By,,0), lo cual es una con-
tradiccion. Analogamente obtenemos que By, C Ng(Ag,,d). Por lo tanto C,
es cerrado.

Demostremos ahora que £ = N2, C(M) — C,,.
Sea X € L. Entonces X es indescomponible, es decir, no se puede expresar
como unién de dos subcontinuos propios, por lo tanto X no pertenece a nin-
giun C,. Asi X e 02 ,C(M) —C,.
Ahora, sea X € N> ,C(M) — C,. Supongamos que X no se encuentra en
L, entonces X = AU B, con A, B subcontinuos propios de X. Sean a €
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A—B,be B— Ay §=min{d(a,B),d(b,A)}. Tomemos ny € N tal que
1/ng < 0. Entonces a ¢ Ny(B,1/ng) y b ¢ Ny(A,1/ng). Es decir, X € C,,,
por lo que X ¢ N2, C(M) — C,. Por lo tanto X € L.

Por lo tanto £ es un Gs.

Ahora demostraremos que L es denso, para ello utilizaremos el pseudo-
arco, que como ya vimos, es indescomponible.
Sean U abierto no vacio de C(M) y A € C(M) tal que A € Y. Como ya
vimos, existen Uy, ..., U, abiertos en X, tales que (Uy,...,U,) es un abierto
bésico contenido en U que contiene a A. Entonces {Ui,...,U,} es una cu-
bierta para A, ya que por definicion A C |J;_, U; y ANU; # 0. Entonces
cada U; se intersecta con al menos un Uj, para j # ¢. Sin perdida de genera-
lidad, podemos suponer que U; N U1 # () parai=1,2,...,n — 1. Sea k tal
que malla(U) > 1/k, entonces podemos construir una sucesion de cadenas
Dy, Diy1, ... que empiezan en Uy, terminan en U, e intersectan a cada U;,
tales que D, se tuerce en D;, D, refina fuertemente a D; y la malla de D;
es 1. Haciendo P = (2, D, tenemos que P € (U, ..., U,) ya que intersecta
a cada U; y se encuentra contenido en su uniéon. Por lo tanto P € U, es decir,

los continuos indescomponibles (y en particular los pseudoarcos) son densos
en C(M). O

Teorema 5.3 Sea M una n-celda, n > 2, 6 un cubo de Hilbert, y denotemos
por d a una métrica para M. Sea

L={X e€C(M):X esun continuo hereditariamente indescomponible

no degenerado}.
Entonces L es un conjunto Gs denso en C(M) con la métrica de Hausdorff.

Demostracion. En el Teorema demostramos que el conjunto de pseudo-
arcos es denso en C'(M) y el pseudoarco es un continuo hereditariamentre
indescomponible, por lo tanto basta demostrar que £ es un G5 . Sea

C,={XeC(M): existe X' C X, X' = AU B; A, B subcontinuos de X'
tales que A € Ny(B,1/n)y B € Ny(A,1/n)}

Similar al Teoremal5.2] demostraremos que C,, es cerradoy £ = N2, C(M)—
C.
Sea { X}, C C, convergente a X. Para cada k natural existe X, descom-
ponible en A, U By, subcontinuos. Como {X}}, {Ar} v {Bx} son sucesiones
en C'(M), existe una subsucesion convergente tal que:
X/ = lim X,::l = lim Akl U Bkl = lim Akl U lim Bkz =AUB
l—o00 l—o00 l—o00

l—00
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Ademas el hecho de que A € Ny(B,1/n)y B € N4(A,1/n) se demuestra
igual que en el Teorema Por tanto X esta en C,, es decir, C,, es cerrado.
Por ultimo demostraremos que £ =N ,C(M) — C,.

Sea X € L. Entonces X es hereditariamente indescomponible, es decir,
ningin subcontinuo propio X’ de X se puede expresar como uniéon de dos
subcontinuos propios de X', por lo tanto X no pertenece a ningin C,. Asi
X enge,C(M) —C,.

Ahora, sea X € N2 ,C(M) — C,. Supongamos que X no se encuentra en
L, entonces existe X’ subcontinuo propio de X tal que X’ = AU B. Sean
ac€A-—B,be B— Ay d=min{d(a,B),d(b, A)}. Tomemos ny € N tal que
1/ng < 6. Entonces a ¢ Ny(B,1/ng) y b ¢ Ng(A,1/ng). Es decir, X € C,,,
por lo que X ¢ N> ,C (M) — C,,. Por lo tanto X € L.

Por lo tanto £ es un Gjs. [

Teorema 5.4 Sea M una n-celda, n > 2, 6 un cubo de Hilbert, y denotemos
por d a una métrica para M. Sea

P={PeC(M): P esun pseudoarco}.

Entonces P es un conjunto Gs denso en C(M) con la métrica de Haus-

dorff.

Demostracion. Por lo visto anteriormente, basta demostrar que P es un Gs.
Consideremos los siguiente conjuntos:

Fo={X € C(M) : X no puede ser cubierto por una 1/n — cadena}.

G,={X e C(M): existe X' C X, X' = AUB; A, B subcontinuos de X".
tales que A € Ny(B,1/n)y B Z Ny(A,1/n) }.

H={{z}eC(M):ze M}

Veamos que cada conjunto es cerrado. Sea {F}} una sucesion en F, con-
vergente a F. Si F' no se encuentra en J, entonces F' puede ser cubierto
por una 1/n-cadena, pero la uniéon de los eslabones de la 1/n-cadena es un
abierto U en M, entonces (U) es un abierto en C'(M) que contiene a F. Ya
que Fj converge a F, existe kg a partir de la cual F, € (U) si k > kg, lo
cual es una contradiccion. Por lo tanto F,, es cerrado. El hecho de que G, es
cerrado ya se demostro en el teorema anterior. Por tltimo para ver que H es



cerrado, notemos que si {xy} es una sucesion convergente a X, entonces X
es un singulete. De no ser asi, existirian y;, o puntos diferentes en X, como
M es métrico existen U y V' abiertos que separan a y; y vy, respectivamente.
Entonces (U), (V) son abiertos en C'(M) no vacios y disjuntos con puntos
de convergencia, pero la sucesion consta de singuletes, entonces no se puede
quedar contenida en ambos abiertos. Por lo tanto H es cerrado.

Por dltimo veamos que

P = (ﬁ C(M) —R) n (ﬁ C(M) —%) N(C(M) —H).

Notemos que ((,—, C(M) — F,) es el conjunto de los continuos encadena-
bles. Y como vimos en el teorema anterior ((),—, C(M) — G,) es el conjunto
de los continuos hereditariamente indescomponibles.
Por lo tanto (()—, C(M)—F,) N (,—, C(M)—G,) N (C(M)—"H) es el
conjunto de los continuos encadenables hereditariamente indescomponibles
no degenerados, que por el Teorema [3.6[, es justamente el conjunto de pseu-
doarcos P. O
Utilizando los resultados de los Teoremas [5.1], [f] obtenemos que el con-
junto de Pseudoarcos es denso de segunda catgeria, lo que nos dicen que los
continuos indescomponibles no s6lo no son ejemplos raros de continuos, sino
que son la gran mayoria. Y entre ellos mismos los que conforman el grueso
son los pseudoarcos, formando los demés un conjunto flaco en C(M).
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