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Introduccion

Dado un operador T lineal y acotado en un espacio de Hilbert  y una fun-
cion holomorfa f definida en una vecindad del espectro de T, el operador
f(T) se define mediante la integral de Riemann-Stieltjes, sobre el dlgebra
%(H), de la funcién f(\)(A—T)~'. Dicha integral est4 basada en la férmu-
la integral de Cauchy. El mapeo f — f(7') es un homomorfismo continuo
entre el dlgebra de funciones holomorfas sobre cualquier abierto que con-
tenga al espectro de 7'y un dlgebra de operadores lineales y acotados sobre
H, que ademads satisface otras propiedades que veremos en el ultimo capi-
tulo de esta tesis.

El primero en desarrollar estas ideas fue el matemadtico hungaro F. Riesz
(1880-1956), sin embargo, las aportaciones del matematico inglés N. Dun-
ford (1906-1986) complementaron este trabajo. En particular, Dunford fue
el primero en demostrar el teorema del mapeo espectral. Por estas razones,
el mapeo anterior conocido en la actualidad como "cdlculo funcional" es
llamado por algunos autores como "cdlculo funcional holomorfo de Riesz-
Dunford".

El objetivo de esta tesis es desarrollar este cdlculo funcional. Con esta fi-
nalidad, presentaremos en el primer capitulo una extensién de algunos re-
sultados clasicos del analisis complejo a funciones que toman valores en
espacios de Banach. En particular, pondremos especial atencion en algunos
resultados andlogos a la férmula integral de Cauchy.

En el segundo capitulo demostraremos algunos de los resultados bdsicos de
la teoria de las dlgebras C*. En particular, nos interesa probar el teorema de
Gelfand-Naimark para establecer un isomorfismo continuo entre la dlgebra
C™ generada por un operador normal y acotado 7, y el dlgebra de funcio-
nes continuas sobre el espectro de 7, lo que en este caso nos permitird dar
sentido a la expresion f(7).

En el dltimo capitulo estudiaremos a detalle este isomorfismo, llamado
"calculo funcional continuo", asi como algunas aplicaciones dentro de la
teoria de operadores. Finalmente, veremos el cdlculo funcional holomorfo
de Riesz-Dunford, algunas aplicaciones y probaremos que, en efecto, ex-
tiende al cdlculo funcional continuo.






Capitulo 1

Analisis complejo en espacios de
Banach

Durante la primera mitad del siglo XIX, el matemadtico francés Augustin
Louis Cauchy (1789-1857), desarroll6 de forma rigurosa los fundamentos
del célculo de funciones de variable compleja y, con esto, sento las bases
para el desarrollo de lo que en la actualidad conocemos como andlisis com-
plejo.

Los resultados y técnicas del anélisis complejo, como los teoremas de Cauchy,
la teoria de residuos, las series de potencias, etc., siguen siendo objeto de
estudio e investigacién. Ademads, esta es una rama de las matematicas que
tiene aplicaciones en diversas dreas, como son la teoria analitica de nime-
ros, la fisica tedrica, la geometria hiperbdlica, entre otras.

A lo largo de este trabajo, X denotara un C-espacio de Banach, D un sub-
conjunto abierto de C, y dado un conjunto A, entenderemos por ¢’ (A, X)
a las funciones continuas de A en X y por #(A,X) a las funciones li-
neales y acotadas definidas en A y que toman valores en X, respecti-
vamente. Finalmente, denotaremos por X* al espacio dual de X, dado
por #(X,C), el cual es un espacio de Banach con la norma dada por
Il := sup{|[¢(x)| : = € X,||z|]| < 1}. A los elementos de X™* se les llama
funcionales.



1.1. Funciones holomorfas

Uno de los conceptos fundamentales dentro del andlisis complejo es el de
funcién holomorfa. A continuaciéon definimos un concepto andlogo para
funciones que toman valores en espacios de Banach.

Definicion 1.1. Sea f : D — X y 2y € D.

a) Decimos que [ es holomorfa en z si existe (respecto a la norma de X)
el siguiente limite

lim f(z) — f(Zo).
z=20 2 — 2o

En tal caso denotaremos al valor del limite por f'(z).

b) Decimos que f es débilmente holomorfa en z, si para cada ¢ € X* existe
el siguiente limite

i G = € Go)

220 zZ—2p

De manera equivalente, [ es débilmente holomorfa en z, si para cada
¢ € X%, la funcion F, : D — C dada por F,(z) = ¢(f(z)) es holomorfa
en el sentido usual en z,.

Definicion 1.2. Dada una funcion f : D — X y B C D, decimos que [ es
holomorfa en B si para cada z, € B, f es holomorfa en z.

Antes de demostrar nuestro primer teorema, haremos uso del principio de
acotacién uniforme, también llamado teorema de Banach-Steinhaus, que
se puede encontrar con una demostracién en [7], p. 95.

Teorema 1.1 (Banach-Steinhaus). Sea X’ un espacio de Banach y ) un
espacio normado. Si F C AB(X,)) es tal que para cada = € X, se satisface
sup{||Tz| : T € F} < oo, entonces sup{||T|| : T' € F} < <.

El teorema que presentamos a continuacion serd la base para extender al-
gunas nociones del analisis complejo.

Teorema 1.2. Sea f : D — X una funcién. Entonces, f es holomorfa en D si
y solo si f es débilmente holomorfa en D.
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Demostracion. Primero, supongamos que f es holomorfa en D. Sean / € X*
y 2o € D arbitrario. Veamos que F; = ¢ o f es holomorfa en z.

Si ||4]] = 0 entonces / es la funcional lineal constante 0 y para cada z € D,
tenemos Fy(z) = £(f(z)) = 0, por lo que F} es holomorfa.

Si|[f|| #0ye >0, como f es holomorfa en z,, para el nimero positivo
£

—— existe § > 0 tal que

21Jel]

3

< .
2]fl]

Hf(z) — (%)

Z— 20

— f'(=0)

Para todo z € D con |z — 2| < d. Asi, para todo z € Bs(zp) tenemos que

ED =D _ gy o (RS _ )

zZ— 20 zZ— 20

< | A2 =L

— f,<Zo)H <E.
Por lo tanto, f es débilmente holomorfa en D.

Ahora, supongamos que f es débilmente holomorfa en D y sea z, € D.
Mostraremos que

S )
Z2—r20 zZ— 20

para algiin x € X.

Sea y(t) = z +re*™ y I = v([0,1]) y sean z, 2’ € C en el interior de T..

Luego, para cada / € X',

’ (f(Z) —flz2) (&) - f(zO))

Z— 2 Z'— 2

— L (R(2) — Fl)) = ——(F(=') — Fl)).

zZ— 20 zZ— 20

Fg(z) — Fg(zo) _ Fg(Z/) — Fg(ZO)

zZ— 2 Z— 2z




Aplicando la férmula integral de Cauchy a Fy(z), F,(z") y Fi(2), la expre-
sidn anterior se puede reescribir como sigue'

o s (-2 ) - oo (2 - 22 ) | o
e e | L
Sl A e LI
Es decir:
(L fl) ST L o

(1.1)

Ahora, notemos que f(¢) es la funcional en (X™)* que mapea ¢ € X™ a
¢(f(¢)) € C. A esta funcional la denotaremos f((). Es decir, f(¢) : X" — C,

dada por f(¢)(¢) := ¢(f(¢)). Como F}; es holomorfa, es continua, y como
' es compacto, la imagen Fy(I') C C es un conjunto compacto y entonces
existe Cy tal que, paracada ¢ € I, [4(f(¢))| < Cy .

De aqui, se sigue que la familia de funcionales 7 = { f ( )| ¢el} (X"
es acotada puntualmente; es decir que para cada ¢ € X'* se tiene

sup [F(Q)(0)] = sup [€(£(O))] < Ci < ov.
FQerF cel

Asi, debido a que (X*)* es un espacio de Banach, por el teorema de Banach-
Steinhaus existe C' < oo tal que

sup || (Ol < C:

cel
Por lo tanto
sup |£(F(©))] = sup HGIGIE sup Q) Illa- < Clell. 1.2
Por 1.1y 1.2, se sigue que, para |z — z| < = y\z — 2o < 5
Z— 2 z— 2z L.y



Luego,

(1.3)

Hf(?«’) — f(z0) (&) = f(=)

zZ— 2 z'— 2z

4C ,
< —lz =2
r

Tenemos entonces por 1.3 que para toda sucesién (z,)neny en C \ {2} tal
que z, — 2, la sucesién en X’ dada por

)

es de Cauchy en X, y dado que X’ es completo, dicha sucesién es convergen-
te. Como esto pasa para cualquier sucesion z, tal que z, — zpen C\ {2},
tenemos que

o 1) = f(z0)
220 Z— 2

existe. Ya que z; € D fue escogido de manera arbitraria, concluimos que f
es holomorfa en D. O

Notacion 1.1. Denotaremos por Hol(D, X) al conjunto de las funciones ho-
lomorfas de D en X, y escribiremos simplemente Hol(D) si X = C.

Del Teorema 1.2, tenemos lo siguiente,
Observacién 1.1. Si f € Hol(D, X) y ¢ € X*, entonces ({ o f)' = (o f'.

A continuacién veremos que la caracterizacion de las funciones holomorfas
dada por el Teorema 1.2, nos permite extender varios teoremas importantes
del andlisis complejo a funciones valuadas en espacios de Banach.

Proposicion 1.1. Si f € Hol(D,X) y K C D es compacto, entonces || f|| es
acotada en K.

Demostracion. Por el Teorema 1.2 f es débilmente holomorfa, por lo que
para cada ¢ € X, I, es holomorfa sobre D.

Luego, como F, : D — C es holomorfa, tenemos que es continua, y sabe-
mos que la imagen continua de conjuntos compactos es compacta, ademas
de que los conjuntos compactos en espacios métricos son cerrados y acota-
dos. Por lo tanto, para cada ¢ € X*, F;(K) es acotado.



Asi, para cada ¢ € X, existe C, tal que para todo z € K, [((f(2))| < C,.

—_—

Considerando a f(z) € &A™ dado por f(z)(¢) := ¢(f(z)), podemos fijar la
familia de funcionales F := {f(z) : z € K} y tenemos entonces que para
cada l € X*:

—

sup [f(2)(0)] = sup |[€(f(2))] < C¢ < co.
f)er ek

Se sigue que F es acotado puntualmente, y por el teorema de Banach-
Steinhaus:

—

sup || f(2)]| < oo.
zeK

—

Como || f(2)|

x~ = ||f(2)]|x, tenemos que || f|| es acotada en K.
[]

Al igual que en el analisis complejo, las funciones holomorfas con valores
en un espacio de Banach son infinito derivables, como mostramos en el si-
guiente teorema.

Proposicion 1.2. Sifes holomorfa en D, entonces f' es holomorfa en D.

Demostracion. Sea ¢ € X* fijo. Como f es holomorfa, ¢ o f es holomorfa.

Ademas, del Teorema 1.2 sabemos que (¢ o f) = (o f’, por lo que existe
z, € Ctal que

i () = 6F z0)) _
zl—glo zZ — 20 e

Ya que ¢/ € X* es arbitrario, se sigue que f’ es débilmente holomorfa en D
y entonces por el Teorema 1.2 es holomorfa en D.
O

Como es de esperarse, todas las funciones holomorfas de D en X son con-
tinuas.

Proposicion 1.3. Si f € Hol(D, X), entonces f es continua en D.
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Demostracion. Sea z; € D. Como f es holomorfa en z,, tenemos que

o 1) = £(0)

Z—r20 Z — ZO

== f/(ZQ> e X.

Ahora sea ¢ > 0 Por lo tanto, para cada ¢ > 0 existe 6 > 0 tal que, para
cada z # z con |z — z| < 4,

=
0
de donde
HM <e+|f'(z0)l
Z— 2

Luego, existe C' > 0 tal que ¢/C < 0y e+ || f'(20)]] < C, y entonces para los
z # zj tales que |z — 2| < £/C, tenemos que

1f(z) = f(z0)ll < (e +[1f (202 — 20| < Clz— 2| <&
de donde se sigue que f es continua. O

Un resultado bésico del andlisis complejo establece que el conjunto de fun-
ciones holomorfas en el sentido usual es un espacio vectorial. Este resul-
tado se puede extender de manera natural para el conjunto de funciones
holomorfas con valores en un espacio de Banach.

Teorema 1.3. Si f,g € Hol(D, X), y o, § € C, entonces o f + g es holomorfa
en D.

Demostracion. Supongamos que « y [ son distintas de 0. Sean 2y € D'y
e > 0, entonces existen J; y - tales que para todo z € By, (),

f(z) = f=) £
[ -] < o
y ademds, para todo z € Bj, (%),

9(2) —g(=0) £

H Z— 20 Q(ZO) 2|B|




Por lo tanto, para todo z € By, (z) N By, (20),

af(@::af(%)__af%Z®<+/%KZ):/%KZMA_ﬁg%ZdH
< fof | HEZLE g sy | 21200 )| <

Ademas, de esta desigualdad obtenemos que el resultado también es valido
si & o 8 son 0, con lo que concluimos la demostracién.
0

A continuacién, veremos que el producto de funciones holomorfas, cuando
una toma valores en C y la otra en un espacio de Banach X, resulta una
funcién holomorfa.

Teorema 1.4. Si f € Hol(O, X')y g € Hol(D), entonces f-g € Hol(DNO, X).

Demostracion. Tenemos que f es débilmente holomorfa en 0. Sea ¢ € X*.
Como g toma valores en C, tenemos que, para todo z € O N D:

((f9(2)) = (f(2)g(2)) = f(2)t(g(2)).

Es decit, o f - g = f - (£ o g). Como el producto de funciones holomor-
fas con valores en C es de nuevo una funcién holomorfa, tenemos que
f-(log)="Lo(f-g)esholomorfa,y por lo tanto f - g es débilmente holo-
morfa en O N D. De aqui obtenemos que f - g € Hol(O ND, X).

0

Para concluir esta secciéon, mostraremos que la convergencia puntual se
comporta bien para las funciones en Hol(D, X'), en el siguiente sentido:

Teorema 1.5. Si una sucesion { f,,}nen C Hol(D, X') es uniformemente aco-
tada en D y converge puntualmente a una funcion f, entonces f es holomorfa.

Demostracion. Como {f,} es uniformemente acotada en D, tenemos que
C = sup |fu(2)]|x < co. Ademds se tiene que para cada ¢ € X,
N

z€D,ne

1. ¢(f.(2)) es holomorfa en D para cada n € N,

2. 10(fu(2))] < 1€ll1£(2)] < C|l¢] para todo z € Dy n € N.

8



Luego, debido a que f,(z) converge puntualmente a f(z), se sigue que
(fn(2)) — €(f(z)) en D, y entonces como cada ¢ o f,, es holomorfa, la
funcién a la que convergen, /o f es holomorfa. Dado que esto es para cada
¢ € X*, f es débilmente holomorfa y por lo tanto es holomorfa sobre D

O

1.2. La férmula integral de Cauchy

La férmula integral de Cauchy es un resultado fundamental en el andlisis
complejo, ya que establece una relacion entre los valores de una funcion
holomorfa en el interior de una curva cerrada y su integral a lo largo de
dicha curva.

En 1825, Cauchy demostr6 una primera version de esta férmula para cur-
vas cerradas simples. Durante afios posteriores, Cauchy siguié trabajando
en refinar este resultado hasta extenderlo a curvas mas generales.

En esta seccidn, presentamos una extension de la férmula integral de Cauchy
para funciones que toman valores en un espacio de Banach. Esta genera-
lizacién serd de vital importancia para el desarrollo del calculo funcional
holomorfo, el cual abordaremos en el tltimo capitulo de esta tesis.

Para dar esta extension de la formula integral de Cauchy, primero definire-
mos la integral sobre curvas para funciones que toman valores en espacios
de Banach. Con este objetivo en mente introducimos los siguientes concep-
tos.

Definicién 1.3. Una particion del intervalo [0, 1] es una coleccién de nimeros
reales to,tq,...,t, talque to =0, t, = 1, y to < t; < ... < t,. Denotaremos
por P al conjunto de particiones del intervalo [0, 1].

Definicién 1.4. Dada P = {to = 0,t,...,t, = 1} € P, definimos su norma
de la siguiente manera:

|P|| = g]ag?;{tj —tj1}.

Basados en la teoria de integracién del anélisis complejo, partiremos defi-
niendo curvas "sencillas" en el siguiente sentido.

9



Definicion 1.5. Una curva es una funcion continua v : [0, 1] — C. Si y satis-
face v(0) = ~(1), diremos que es una curva cerrada. Si ademds -y es inyectiva
en [0,1), diremos que es una curva cerrada simple.

En general, denotaremos por I' a su imagen en C, esto es, I' := ~([0,1]) ¥,
ademds, dada una particion P = {ty,t1,...,t,} € P, le llamaremos "poligo-
nal de ~ respecto de P" a la curva formada por los segmentos que unen a los
puntos {7<t0)7 ’V(tl)v s 77(tn>}

Definicidén 1.6. Dada una curva + y una particion P € P definimos la lon-
gitud de la poligonal de  respecto de P, denotada s(~y, P) como la siguiente
suma

(1. P) = Y 1 (t) = At

Definicién 1.7. Dada una curva -, definimos su variacion total, denotada
v(7), de la siguiente manera:

v(y) :=sup{s(v,P) : P € P}.
Y ademds, decimos que ~y es de variacién acotada si v(7) es finita.

Observacion 1.2. Si una curva +y es de variacidén acotada, y existe otra curva
a tal que a([0, 1]) = ([0, 1]), entonces « es de variacion acotada.

Las nociones anteriores son de gran utilidad para definir el tipo de curvas
con las que trabajaremos durante el resto de esta tesis.

Definicion 1.8. Sean I' C C y ~ una curva. Decimos que ~y es una parametri-
zacion de I' si y([0,1]) =T

Observacion 1.3. Dada una curva v, haremos un abuso del lenguaje y lla-
maremos curva a su imagen T.

Definicidén 1.9. Dada una curva T, decimos que es rectificable si tiene una
parametrizacion de variacion acotada. En este caso, por la observacion 1.2
cualquier parametrizacion v de I satisface sup{s(vy, P) : P € P} < oc.

Observacion 1.4. Por el momento diremos que una curva cerrada simple I es
orientada positiva si sigue la orientacion contraria a las manecillas del reloj, y
negativa en el otro caso. También diremos que una curva cerrada es orientada
si tiene una orientacion ya sea positiva o negativa, y se entiende ademds que
serd una curva cerrada simple.

10



Con todo lo anterior, podemos definir las sumas de Riemann-Stieltjes.

Definicién 1.10. Sea f : I' — X una funcién acotada, v : [0,1] - T Cc C
una parametrizacion de una curva orientada I' y P = {to,t1,...,t,} una
particién del intervalo [0, 1]. Una suma de Riemann-Stieltjes para la funcion
f respecto de v basada en la particion P, es un elemento de X que denotamos
por S(f,~, P)y que estd dado por la suma

S(f:v, P) = Zf(W(Tj))(V(tj) —(tj-1))

conT; e [tj—la tj]

A continuacién presentamos un primer resultado para este tipo de sumas.
Definicion 1.11. Dadas dos curvas rectificables v, : [0,1] = Cy s : [0,1] — C
con la misma imagen I, diremos que tienen la misma orientacion si existe una
funcion 5 : [0,1] — [0, 1] continua y biyectiva tal que 5(0) =0y 5(1) =1, ¥
ademds cada t € [0, 1] satisface vo(t) = 11 (B(t)).

Lema 1.1. Si f : D — X es continua y 71, 7. son dos curvas rectificables con
la misma imagen " y la misma orientacidn, entonces para cada § > 0 existen
particiones P,y P, con || P1||, ||| < 6 tal que S(f,v1, P1) = S(f, 12, P2).
Demostracion. Dado que ~; y 7, tienen la misma imagen, tenemos
11(0) = 72(0), 71(1) = 72(1). Ademds, como tienen la misma orientacidn,
existe (3 : [0, 1] — [0, 1] continua tal que 2 (t) = v1(/5(t)) para todo t € [0, 1].
Es decir, v, = 71 0 f5.
Tenemos que si 3(t) > t entonces 3 '(t) < t.
Para cada t € [0, 1], tenemos tres casos:

1. B(t) =t

2. B(t) <t

3. 8(t) >t

11



Sea 0 < § < 1y fijamos € € (0,6). Veamos que existen t;,s; € (0,0) tales
que v2(s1) = 71(t1), con s; 0 t; en [, ). Si € cae en el primer o el segundo
caso, entonces fijamos t; = ((¢) y s; = €. De lo contrario, tenemos que
B(¢) > ¢ y entonces 3 *(¢) < e. Fijamos en este caso t; = £y s; = 8 '(¢).
Asi, siempre tenemos 2(s1) = v1(t1), con sq,t; € (0,0) y s1 0 t1 en [g,0).

Si sy + ¢yt + e estdn en el intervalo |0, 1], repitiendo este proceso para
los puntos s; + €y t; + €, obtenemos s, y ¢, tales que y2(s2) = 71(t2), con
Sy € (81,81 +0) ¥ty € (t1,t1 + 0), y alguno de s, o ¢t de hecho satisface
So € (51+€,81 +5), 0ty € <t1+€,t1+(5>.

Tenemos (1) = 1, y repitiendo el proceso anterior para sy, t;, tenemos que
eventualmente t; + ¢ 0 s;, + € son mayores que 1. En este caso, fijamos ¢,
0 s,4+1 (0 ambos) como 1. Entonces

B(tk+l) = 5(1) =1=trn

y por lo tanto s, = t;,1, de donde {1 = 1 = s541.

De esta manera podemos construir dos particiones ty = 0,t1,...,t, =1y
so=0,81,...,8, =1 tales quet; —t;i— < ) Vysj—s8j-1< 5, Y’)/2<S,) = Vl(tz)
Definimos P; := {to,t1,...,tn} Y Po := {80, 51, ..., S, . Tenemos:

S(f, e, ) = Z F(r2(s5)) (r2(s5) = 72(55-1))

:Zf(’yl(tj))<71(tj) - 71(tj_1)) = S(f, 1, Pl).

Con lo que concluimos la prueba. Il
Finalmente estamos listos para definir la integral sobre una curva.

Definicion 1.12. Dadas una funcion f : I' — X y v una parametrizacion
de T, la integral de Riemann-Stieltjes de f con respecto de ~y se define como el
limite (en caso de existir) de S(f,~, P) en X cuando ||P|| — 0.

Es decir, el unico S € X con la siguiente propiedad: para cada ¢ > 0, existe
un d. > 0 tal que si P € P satisface | P|| < d., entonces ||S(f,v,P) — S| <.

12



En este caso, denotamos a S € X como

5= / F(\)dA = / O/ (E)d ).

Veamos que el valor de la integral de Riemann-Stieltjes no depende de la
eleccion de la parametrizacion de la curva.

Teorema 1.6. Sean I" una curva orientada y rectificable, v, v, parametri-
zaciones de I' con la misma orientacion, y f : I' — X una funcion tal que
existe su integral de Riemann-Stieltjes respecto de v, y 7». Entonces la integral
de Riemann-Stieltjes de f respecto de ~, coincide con la integral de Riemann-
Stieltjes de f respecto de ..

Demostracion. Sean ~1,y, curvas rectificables con la misma orientacién ta-
les que 1([0,1]) = 12([0,1]) ysea f : ' — X tal que existe la integral de
Riemann-Stieltjes respecto de 7, y 72, denotadas S; y S, respectivamente.
Ademds, para cada d > 0sea Ps = {P € P : ||P|| < ¢}.

Entonces, para cada ¢ > 0, existe . > 0 con la propiedad de que, si P € P;_,
se tiene que

€ €
||S(f,71,P)—51||<§ y ||S(f772,P)—52||<§,
ypor el Lema 1.1, existen P, y P, en P;_ tales que S(f,v1, P1) = S(f, 72, ).

Luego:

|S2 — Sill = ||S2 — S(f, 72, P2) + S(f, 11, P1) — 4|
< |S(f, 72, Po) — Sol| + [|S(f, 71, P1) — Sil| <e.

Como esto es para cada € > 0, se sigue que S; = 55.
O

Teorema 1.7. Si f y g son funciones tales que existe su integral de Riemann-
Stieltjes respecto de una curva rectificable I' C C, y A € C\ {0}, entonces

/Ff+Ag=/Ff+A/Fg
13



Demostracion. Sean f, g funciones que cumplan las hipétesis, con I' ¢ C
una curva rectificable, y A € C\ {0}, entonces para cada ¢ > 0 existen d; y
o positivos tales que para cada particion P, € Ps, v P, € Ps,, se tiene

£

Luego, para § = min{dy,d2}, P € Ps, tenemos:

1S(f+Ag, 7, P) = (Jp fF+ A [r )l
<NS(f, v, P) = [r FIL+IMIS(g, 7, Po) = Jrgll < e

O

Teorema 1.8. Si I" es una curva rectificable y f € € (I", X'), entonces existe la
integral de Riemann-Stieltjes de f sobre la curva T'.

Demostracion. La demostracion es andloga al caso en que X' = C y por lo
tanto la omitiremos. Sin embargo, este caso se puede consultar en [2], p.
60. 0

Ademads, tenemos la siguiente observacion.

Observacion 1.5. Si I es una curva rectificable y existe la integral sobre I" de
f: D — X, entonces, para cada particién P = {t,,...,t,} € Py cada curva
v con ([0, 1]) =T, se satisface:

Z FOm))(v(#5) = (1))

< Z LF Oy () = ()l

y por lo tanto

donde la integral de la derecha es una integral de Riemann-Stieltjes real. Se
sigue que

AﬂMMHSAWﬂwWWh@L

QAﬂMMHSKﬂﬂMMML
14



Dada una funcién f € € (I', X') donde I' es una curva rectificable, pode-
mos pensar a la integral de Riemann-Stieltjes de f respecto de I' como un
operador. Partiendo de esto tenemos el siguiente resultado.

Teorema 1.9. Si I es una curva rectificable en C, entonces el operador
T:¢(1,X) — X que asigna a cada f € € (I", X) su integral sobre I" en X,
es lineal y acotado.

Demostracién. Sea f € ¢ (I', X'). Tenemos:

Lo < [Uroolan < sup Lol [ lastol = 17lr)

donde ¢(T") denota la longitud de I'. Por lo tanto 7" es acotado, y la lineali-
dad se tiene por el Teorema 1.7.
O]

Este operador satisface diversas propiedades, en particular, la siguiente sera
de gran importancia en este trabajo.

Teorema 1.10. SiI" es una curva rectificable en C, entonces para cada f € € (I', X)
ycada L € #(X,)Y), donde Y es un espacio de Banach, se tiene que

3 ( /F f()\)dA) _ /F (Lo f)(\)dA.

Demostracion. Como [ es continua, L o f es continua y entonces por el

Teorema 1.8 su integral en ) existe. Sea S = /L(f(/\))d)\. Dada P € P,
r
P ={to,..., t,}, tenemos:

= LUf((m)(v(t;) = (tj-1)) = S(L o f,7, P).

=1

Luego, dada ¢ > 0, existe 6 > 0 tal que, para toda P con ||P| < o,
IS(Lf,~v,P) — S|| < e. Sustituyendo S(Lf,~,P) por L(S(f,v,P)), obte-
nemos el resultado. O
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Nuestro siguiente objetivo es dar la demostracién de la férmula integral
de Cauchy, para funciones que toman valores en espacios de Banach. Para
esto, retomaremos la definicion de indice de un punto ¢ € C respecto de
una curva I'.

Definicidon 1.13. Si I' es una curva cerrada orientada y rectificable en C y
¢ € C\ T, definimos el indice de ( respecto de I':

. 1 1

indr(¢) := omi oA Cd)\.
Sabemos por el andlisis complejo que indr(¢) es un nimero entero, que
es constante en cada componente conexa de C \ I' y de valor cero en la
componente no acotada de C \ I'. Ademads, ya que estamos considerando
unicamente curvas simples, C \ I tiene dos componentes conexas, s6lo una
de ellas es acotada y I es su frontera comun.

En este caso, al fijar una curva I', indr(¢) sélo toma dos valores. En la
componente acotada de C\ I" se tiene indr(¢) = 1, en cuyo caso se dice que
" es orientada positiva, o bien indr(¢) = —1, y en este caso se dice que es
orientada negativa. Para ¢ en la componente no acotada de C \ I" siempre
se tiene indr(¢) = 0.

Definicidn 1.14. Definimos la parte interior, que denotaremos ins I, y la par-
te exterior, denotada out I', de una curva cerrada simple I", como los conjuntos

insI' = {¢ € C:indp(¢) = £1} y outI'={¢ € C:indr(¢) =0}

Pasamos ahora a demostrar una primera version de la formula integral de
Cauchy, para curvas cerradas simples.

Teorema 1.11 (Férmula integral de Cauchy para curvas). Sea f una
funcién en Hol(D, X') y T una curva cerrada simple en D orientada positiva.
Entonces, para cada ¢ € insI:

fO) =5 Mf(—_”cdx

Demostracion. Sea I' una curva cerrada simple de orientacién positiva en
D. Para cada ¢ € X", tenemos / o f € Hol(D), y por lo tanto satisface, para

16



cada ( € Ins I:
C(f(A
(o) =5 [ A ay

Como ¢ € X* = #A(X,C), y C es un espacio de Banach, tenemos por el
Teorema 1.10:

L) L[ (SN (L[S
o f Ao =g [ () 2= (5 1560

De donde

(o) =4 (5 [L2ar).

Como esto es para cada ¢ € X* y X separa puntos (consultar [6]), tene-
mos:

o) =L [ TN gy

T omi Jo A —C
O

Otro resultado fundamental que queremos generalizar, es el teorema de Fu-
bini. Para extender este teorema del andlisis complejo a espacios de Banach,
serd necesario dotar de un producto al espacio de Banach X. En general,
los espacios de este tipo que resultan de interés son las algebras de Banach.

Por el momento nos bastard con saber que un dlgebra de Banach es un
espacio de Banach X dotado de una operacién binaria - : X x X — X,
llamada producto, que satisface, para cada z,y € X, la desigualdad:

[l - yll < =[]
Por simplicidad, denotaremos por zy al producto z - y.

Observacion 1.6. Si X es una dlgebra de Banach y existe una unidad 1y en
X, se satisface que ||1x| = 1.

A continuacién demostraremos que para la integral doble en este contexto,
el orden de integracién es intercambiable. Para una demostracion de la
existencia de esta integral se puede consultar [5], p. 94.
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Teorema 1.12 (Fubini para curvas). Si f,g € ¢ (D, X), con X un dlgebra
de Banach, y 'y, I'; son dos curvas rectificables contenidas en D, entonces:

/ FO)g () dradA, = / FOg )N e,
Iy JIg 'y JI'y

Demostracion. Para cada ¢ € X, por el teorema de Fubini del andlisis com-
plejo:

/F U n)g0) i - / [ OngO N

Luego, por el Teorema 1.13:

e( /F | FQf()\l)g()\Q)d/\gd)\l) :e( /F | Flf()\l)g()\g)d)\ld)\2>.

Como esto es valido para cada ¢ € X', se sigue que

[ [ rowg0aanin = [ [ rowgoaan,
ry JIe Iy JTy
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1.3. La férmula integral de Cauchy para trayec-
torias

Ahora, nos enfocaremos en extender la integral que acabamos de definir al
caso mas general, en el que I" no es una curva cerrada simple rectificable, si
no que es la union de varias curvas ajenas de este tipo. De manera formal,
tenemos la siguiente definicion.

Definicion 1.15. Una trayectoria I' = UL T'; es una union finita donde T';
es una curva cerrada rectificable orientada simple para toda j € {1,...,m}y
ademds I'; N T'; = () siempre que i # j, i,5 € {1,...,m}.

Ahora, de manera natural, definimos el indice para este tipo de curvas.

Definicion 1.16. Para una trayectoria I' = UJL,T'; el indice respecto de
¢ € C\ T se define como la suma de los indices de ( respecto de las curvas I';.
Es decir;

m

indp(¢) := Y _indr,(¢).

j=1

Este concepto nos permite definir la orientacion positiva o negativa para
este tipo de curvas.

Definicion 1.17. Una trayectoria I' = UJLT'; es orientada positiva si para
cada ¢ € C\ T se tiene indr(¢) € {0, 1} y orientada negativa si para cada
¢ € C\ T se tiene indr(¢) € {0, —1}.

Dada una trayectoria, se define la parte interior y exterior como sigue:

Definicidn 1.18. Definimos la parte interior, que denotaremos insI, y la
parte exterior, denotada out I, de una trayectoria I, como los conjuntos

insI' = {¢ € C:indp(¢) = +1} y outI' = {¢ € C : indr(¢) = 0}.
Ahora, definiremos la integral sobre este tipo de trayectorias.

Definicion 1.19. Sean I' = UL, I'; una trayectoriay f € ¢(I', X). Definimos
la integral de f sobre I C C como

/F FO)dA = Zj: /F RS
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A continuacién, demostraremos el analogo al Teorema 1.10.

Teorema 1.13. Sean f € Hol(D, X) y I' = Uj_,T'; una trayectoria. Para cada
L e #B(X,Y), donde Y es un espacio de Banach, tenemos que

L/Ff()\)dA: /FLf()\)d)\.

Demostracion. Por el Teorema 1.10 y como cada I'; es una curva cerrada
simple, tenemos

L/Ff()\)d)\ _ LZ/F FO)dA = ZL/F FON)dA
_ i/r LF(\)dA = /FLf()\)dA.

]

El siguiente teorema es un resultado del andlisis complejo, por lo que omi-
tiremos su demostracion. Sin embargo, esta se puede encontrar en [1].

Teorema 1.14. Si f € Hol(D) y I es una trayectoria con ins I' C D, entonces,
paracada ( € D\T:

1 A
indr(¢).f(0) = 5~ . ;\ﬂ—_)gd)\-
Ademds
/ F(Q)dC = 0.
N

Este teorema se puede extender de manera natural para funciones holo-
morfas de D en X de la siguiente manera.

Teorema 1.15 (Férmula integral de Cauchy para trayectorias).
Si f € Hol(D,X) y I es una trayectoria con ins I' C D, entonces para cada
¢eD

indp(O)f(¢) = —— [ L

=— [ —=d\
2mi Jp A — ¢
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Ademds
/ FOVdA = 0.
I

Demostracion. Si ¢ € X*, entonces ¢ o f € Hol(D) y por el Teorema 1.14
tenemos, para cada ( € D

1

i (OUI(O) = 5 [ 1)

A=¢

dA.

211

Luego, por el Teorema 1.13

((indr(¢) £(¢)) = indr(Q)L(£(C)) = % /F 6@2)% = (% /F ){C<—_>\)(d)‘> :

Como esto es para todo ¢ € X", obtenemos

wd(Q)(0) = 5 [ £

y dado que ¢ € D es arbitrario, la ecuacién anterior es vdlida para todo
¢ eD. Il

Para finalizar esta seccion, mostraremos el teorema de Fubini para trayec-
torias.

Teorema 1.16 (Fubini para trayectorias). Si f,g € ¥(D,X), donde X
es un dlgebra de Banach, y I' = UL I';, A = UJL,A; son dos trayectorias
contenidas en D, entonces:

/F/Af (A1)g(Az)dAadAr = /A /F FOAD g dAds.

Demostracion. Por la definicién de integral sobre trayectorias y la linealidad
de la integral, tenemos que

/ / FO)g(A2)dAadA; = ZZ / / FO)gA2)dAads.

=1 j=1
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Luego, del Teorema 1.12 se sigue que

ZZ//f g(Na)dNad); = ZZ/ /f/\l (Ao)dArds.

=1 j=1 7=1 =1

//f g(A2)dA\1dAg = //f g(A2)dA1dAg,

de donde se tiene el resultado.

Y por ultimo

>y

j=1 i=

n
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Capitulo 2
Algebras C*

En este capitulo haremos una breve introduccién a la teoria de algebras
C*, que culminara con la demostracién del teorema de Gelfand-Naimark,
también llamado teorema espectral abstracto, y uno de los teoremas espec-
trales conocido como teorema espectral version funciones continuas, estos
seran fundamentales para definir el cdlculo funcional continuo. Debido a
que las dlgebras C* son un caso particular de dlgebras de Banach, primero
veremos algunos resultados que son vdlidos en este contexto.

Dentro del andlisis funcional, el estudio de las dlgebras de Banach y alge-
bras C* es parte de la teoria de las dlgebras de operadores, cuyo origen se
remonta al menos a tres sucesos en la historia de las matematicas y de la
fisica cuantica, de acuerdo con [14], p. 5

1. El trabajo de Hilbert y sus discipulos en Gotinga sobre ecuaciones
integrales, teoria espectral y formas cuadraticas de dimension infinita
(1904);

2. El descubrimiento de la mecdnica cudntica por Heisenberg (1925)
en Gotinga y de manera independiente por Schrodinger en Ziirich
(1926);

3. La llegada de John von Neumann a Gotinga (1926) para asumir el
cargo de asistente de Hilbert.

Heisenberg introdujo una formulacién de la mecdnica cudntica, en esa épo-
ca llamada "matrix mechanics"; por otro lado, Schrodinger llegé a una for-
mulacion diferente de esta teoria, que él mismo llamo6 "wave mechanics".
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La relacion y posible equivalencia entre estas formulaciones, aparentemen-
te distintas era un amplio tema de debate para la época.

Fue von Neumann quien en una serie de articulos escritos entre 1927 y
1932, formulé el concepto abstracto de espacio de Hilbert, ademds de que
desarrollf la teoria espectral de operadores normales acotados y no acota-
dos en estos espacios, y finalmente demostrd la equivalencia matematica
entre las dos formulaciones de la mecanica cuantica desarrolladas por Hei-
senberg y Schrodinger.

2.1. Algunos resultados basicos en algebras de
Banach

Entre 1936 y 1953, von Neumann escribié 5 articulos (3 de ellos en co-
laboraciéon con Murray) en los cuales inicié el estudio de las estructuras
conocidas en esa época como "anillos de operadores", segtin [14], p. 8.

En este periodo, Gelfand comenzé un estudio por separado combinando
las algebras de operadores con la teoria de espacios de Banach. En 1941
definié el concepto de algebra de Banach. Después, desarrollé una teoria
espectral intrinseca en algebras de Banach, y demostré la mayoria de re-
sultados que en la actualidad conforman la teoria cldsica de 4lgebras de
Banach conmutativas.

Un ejemplo clasico de algebra de Banach y de dlgebra C* es, precisamente,
el espacio de operadores acotados sobre un espacio de Hilbert, razén por
la cual en esta seccién haremos un breve estudio de estas estructuras para
posteriormente dar paso al desarrollo de la teoria espectral en este contex-
to.

Antes de introducir el concepto de "dlgebra de Banach", se requiere lo si-
guiente:

Definicién 2.1 (Algebra sobre un campo). Un dlgebra sobre un campo F
es un espacio vectorial (Vr,+) dotado ademds de una operacién binaria
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- Vg x Vg — Vi que es bilineal; es decir, que para cada u,v,w € Ve y A € F:
I.u-(v+w)=u-v+u-w
2. (u+v) - w=u-w+v-w
3. u- (W) =Au)-v=Au-v).

Denotamos a dicha dlgebra como A = (Vg, +,-).

En lo sucesivo, fijaremos F = C y siempre que se mencione un algebra,
sera un algebra asociativa, es decir que ademas de la definicién anterior
satisface a - (b-¢) = (a - b) - ¢ para cualesquiera a, b, ¢ € A.

Por simplicidad, escribiremos ab en vez de - b para el producto en algebras
sobre un campo F.

Definicidn 2.2. un dlgebra A se llama normada si estd dotada de una norma
|- : A— [0, 00) que satisface, para cualesquiera a,b € A:

lab]l < llall{l6]l- 2.1
Si el dlgebra tiene unidad 14, ademds se debe cumplir que ||14]| = 1.
Ahora, podemos introducir el concepto de algebra de Banach.

Definicién 2.3 (Algebra de Banach). Si el espacio vectorial Vi de un dlgebra
normada A = (Vg, +, -) es un espacio de Banach, decimos que A es un dlgebra
de Banach.

Consideramos importante dar algunos ejemplos de dlgebras de Banach, en
particular el siguiente serd de gran importancia.

Ejemplo 2.1. Sea X un espacio de Hausdorff compacto y € (X) = € (X, C)
con las operaciones usuales de espacio vectorial, el producto

(f - 9)(x) = f(x)g(x),

y con la norma

[flloe = sup [f(2)]
zeX
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Entonces ¢ (X) es un dlgebra de Banach conmutativa con ly(x), pues € (X)
es un espacio de Banach, la funcidén constante 1 € € (X) satisface |1/ = 1
y ademds, si f,g € €(X) se sigue que

1 - glloo = sup{|f(2)llg(2)| : 2 € X}
< sup{| f(«)] : @ € X}sup{lg(@)| : # € X} = | fll gl

Aun si X no es compacto, la discusion anterior sigue siendo vdlida para las
funciones continuas y acotadas sobre X.

Ejemplo 2.2. Sea X un espacio de Hausdorff localmente compacto. Decimos
que una funcion f : X — C se anula en el infinito si, para todo ¢ > 0, existe
un compacto K C X tal que |f(z)| < e paratodo z € X \ K.

Definimos el espacio 6,(X) := {f : X — C: f se anula en el infinito} con la
suma y productos usuales, y la norma || - ||o.. Entonces tenemos que %,(X) es
un dlgebra de Banach.

Ejemplo 2.3. Sean X un espacio de Banach y (X)) el espacio de operadores
lineales y acotados de X. Observemos que Idy € HB(X). Luego, dotamos a
PB(X) con la suma y multiplicacion por escalar usuales, y del producto dado
por la composicion, es decir, T - S = T o S € B(X), ademds de la norma
T = sup{||T(x)||lx : ||z]]x < 1}. Con esta estructura se tiene que Z#(X) es
un dlgebra de Banach compleja.

Ejemplo 2.4. Dadas dos dlgebras de Banach Ay B, el espacio de operadores
lineales de A en B, denotado por L(.A, B), con la norma

17T} = sup{[I T ()| = [l=fla <1},

yel producto T - S(x) = T(z) - S(x) es un dlgebra de Banach. En particular, el
espacio dual de un dlgebra de Banach, A*, es también un dlgebra de Banach.

Ejemplo 2.5. Dado un conjunto abierto U C C, el espacio de funciones holo-
morfas y acotadas sobre U, denotado H*(U), es un dlgebra de Banach con la
norma

[f 1l := [ flloc = sup [f(2)]
zeU

y las operaciones usuales de espacio vectorial y producto usuales.
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En el caso en que un dlgebra de Banach .4 no tenga unidad, esta se puede
encajar en un 4lgebra de Banach con unidad, denotada como A', de la si-
guiente manera

Sean A" := A x C, con la suma coordenada a coordenada, el producto dado
por

(@, A)(b; ) = (ab + Ab + pa, ) (2.2)
y la norma
(@, M| = sup{[laz + Az - =[] < 1}.

Entonces (0, 1) actia como unidad de A’ y el mapeo de A — A" dado por
a — (a,0) es inyectivo. Al 4lgebra A" se la conoce como la unitizacién de A.

Continuando con la teoria de algebras de Banach, tenemos la siguiente
proposicién que da una muestra de la relevancia de la desigualdad 2.1 en
la definicién de algebra normada.

Proposicion 2.1. Sea A un dlgebra normada. Entonces, el producto en A es
continuo.

Demostracién. Sea ((an, b)),y € A x A tal que (ay,b,) — (a,b) cuando
n — oo. Tenemos que mostrar que a,,b, — ab en A. Como (a,,b,) — (a,b),
se tiene que ||a,, —al|+||b, —b|| — 0. Ademas, del hecho de que ||a,, —al|| — 0
se sigue que M = sup ||a,|| < oo. Por lo tanto:
neN
lab — anby|| < |lab — anbl| + [|anb — anby||
(por ser algebra normada) < ||a — a,||||b|| + [|anl|||0 — bnl|
(por definicién de M) < ||b||||an — al| + M||b, — b]|
< max ([l M)([lan — all + [|bn — b]])

Asi, ||anb, — ab|| — 0 cuando n — oo.
L

El siguiente lema serd fundamental para entender y demostrar varios resul-
tados de esta seccidn. Este establece que si .4 es un algebra de Banach con
unidad, entonces todos los elementos dentro de la bola unitaria con centro
en 14 son invertibles y ademads, nos proporciona una cota para su inverso.

27



Lema 2.1. Sea A un dlgebra de Banach con 14. Sia € Ay |14 —al < 1,
entonces a es invertible. Ademds, en este caso tenemos
e —
1 =1 —al
Demostracién. Sea b = 14— a. Entonces ||b]| < 1y como A es un dlgebra de
Banach, se sigue que:

N N
Dol <> el
n=0 n=0

Ya que ||b]| < 1, tenemos que Z |6,|| converge y que
n=0

anw— lim. Z||b”|< lim. ann”— \bu

Ademads, por ser A espacio de Banach, toda serie absolutamente conver-
gente es convergente, y entonces existe a’ € A tal que

oo
a = g b".
n=0

Luego,
da=d(l4—0b) = (&%Zgu—b
I 7 n n+1 . _N+1:
—]&zﬁo(Zb -3 )—J&%M P =L

n=0

Si cambiamos a por a’ en el argumento anterior tenemos aa’ = 14, por lo
[ee]

que a es invertible y ' = Z(lA —a)".

n=0
Ademas,
00 N
-1 o _ n — z _ n
o= [ 20— ) = Jim 133014

al 1
< lim Y [[la—a|t = ——

all
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Es necesario distinguir y estudiar al conjunto de elementos invertibles en
un algebra de Banach. En particular, esto sera de utilidad en la siguiente
seccion.

Notacidon 2.1. Denotaremos por G 4, o simplemente G, al conjunto de ele-
mentos invertibles de A.

Observacion 2.1. Si A es un dlgebra de Banach con 14, entonces G 4, con la
operacion dada por el producto de A, es un grupo, ya que en este caso hereda
la asociatividad y la existencia del neutro de A, todo elemento tiene inverso
por definicion de G 4, y ademds el producto es cerrado ya que si a,b € G4 se
sigue que (ab)™' = b 'a~ € G4 porlo que ab € G 4.

Ademds, como veremos a continuacién G4 es abierto con la topologia in-
ducida por la norma de A.

Proposicidn 2.2. Si A es un dlgebra de Banach, entonces GG 4 es abierto en
A. Ademds, para cada a € G4

B (a,[a™7") € Ga.

Demostracién. Sea ay € G. Para cadaa € A cona € B (ao, ||ag'||""), tene-
mos:
lag*a — 14ll = [lag* (a — ao)|| < llag " [[lla — ao|l < 1.

Del Lema 2.1, se sigue que a;'a € G 4. Como G 4 es un grupo, a = ag(ay 'a)
es un elemento de G 4. Ya que a es un elemento arbitrario de B (ao, [|a; || "),
tenemos el resultado.

A raiz de esta proposicion obtenemos el siguiente corolario

Corolario 2.1. Si A es un dlgebra de Banach con unidad 14, la funcién defi-
nida en G dada por a — a™' es continua.

Demostracién. Sea (a,);>, C G, tal que

lim a, =a € G,
n—oo

y sea N € N tal que, para todo n > N, se satisface la desigualdad:

lan = all < S7—-
! 2]~
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Entonces, para cada n > N, tenemos:

- _ _ 1
la™ an = Lall = ™ (an = @)l| < [la” lan — al| < 3,
y por lo tanto a 'a,, € G. Més atn, lo anterior implica que
(o™ an) ™ < L <2
1= 14— (e~ an)|
1 1
puesto que 1 — ||[14 — (a”"a,)|| > 5
Asi, tenemos que ||(a 'a,) || < 2 para todo n > N. Ademds,
lag'll = llay 'aa™"|
= (e ay) "™
< (@™ an) " llla™ "]
< 2[a”!.
Por ultimo, usando lo anterior, para n > N, se sigue que:
lag' = a7 = [lag ' (a — ay)a™|
< llaz " lla = anlllla™|
< 2[la”"*lan — al,
y como lim a, = a, tenemos que lim a,' =a . O
n—oo n—oo

Ahora, fijaremos nuestra atencién en un subconjunto importante del dual
de un dlgebra de Banach con unidad.

Definicidon 2.4. Sea A un dlgebra de Banach con 14. Una funcional lineal
¢ : A — C se llama multiplicativa si:

1. p(ab) = p(a)p(b) para todo a,b € A.

2. gO(lA) = 1@.
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Observacion 2.2. La condicion ¢(14) = 1 es equivalente a ¢ # 0, pues ¢ # 0
implica que existe a € A con (a) # 0, de donde p(a) = ¢(14a) = (14)p(a)
y entonces ¢(14) = 1c. Ademds, si a € A es invertible entonces

1=p(a'a) = p(a pla) = p(a)p(a™),

por lo que ¢(a) es invertible.

Notacion 2.2. Al conjunto de funcionales lineales multiplicativas lo denota-
remos por M 4, es decir

My = {p € A" : ¢ es lineal multiplicativa}.
Ya que este conjunto serd de gran importancia, daremos un ejemplo.

Ejemplo 2.6. Sea X un espacio compactoy A := €(X). Dado xzy € X, la
funcional ¢ : A — C dada por ¢(f) = f(x) es multiplicativa, pues:

1. ¢(fg) = (f9)(@o) = f(zo)g(z0) = (f)e(g)-
2. ¢(la) = La(zo) = L

El conjunto M 4 cumple diversas propiedades que dependen de la estructu-
ra de A. Entre estas tenemos la siguiente.

Proposicion 2.3. Sea A un dlgebra de Banach con 14. Si ¢ € M 4, entonces
pesacotaday ||| = 1.

Demostracién. Seana € Ay A € C tales que |\| > ||a||, entonces

(-3 -

por lo que 14 — a\™! es invertible, debido al lema 2.1.

a
<l <1
A )

Luego, —\(14 — a\™') = a — X es invertible y se sigue que p(a) — A # 0, ya
que es invertible. Asi, p(a) # X para todo A con |A| > ||a||, y tenemos

sup [@(a)| < sup |laf = 1.
lall=1 Jall=1

Como ¢(14) = 1, concluimos que ||¢|| = 1. O
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Ahora analizaremos brevemente la estructura topolégica de M 4. Dado que
A* puede ser dotada con una estructura de espacio topoldgico por tener
una norma, y M4 C A", es natural pensar en dotar a M4 de la topologia
heredada por A*. Sin embargo, en este caso resultard mds ttil asociar al
conjunto M 4 con una topologia alternativa.

Definicion 2.5 (Topologia débil-x). Sea X un espacio de Banach. Se define
la topologia débil-x en X* como la topologia mds débil tal que para todo
x € X la aplicacion evaluacion

ev, X — C
0 — l(x)

es continua. Esta también se denota como topologia w*.

En particular, con esta topologia M 4 es un espacio topoldgico compacto.
Para demostrar esta proposicion, hara falta usar el Teorema de Banach-
Alaoglu, del cual se puede encontrar una prueba en [6], p. 94.

Teorema 2.2 (Banach-Alaoglu). Si A es un espacio normado, entonces la
bola cerrada unitaria del espacio dual de A, dada por {y € A" : |ly|| < 1}y
denotada por (A*)i, es compacta respecto a la topologia débil-x.

Proposicion 2.4. Sea A un dlgebra de Banach con 14. Entonces M 4 es un
espacio compacto Hausdorff respecto a la topologia débil-x.

Demostracion. Primero probaremos que M 4 es Hausdorff bajo la topologia
débil-x:

Sean ¢, € A", tales que ¢ # 1. Existe z € A tal que ¢(x) # ¥(z), de
donde ev,(p) # ev,(¥).

Ademas, como C es Hausdorff, existen U y V abiertos ajenos tales que
ev.(p) € U yev,(vp) € V. Ya que ev, es continua con la topologia débil-x,
tenemos que ev, ' (U) y ev, ' (V) son abiertos en .A*, pero ademds son ajenos
ya que de existir w € ev, ' (U) Nev, *(V), tendriamos que ev,(w) € UNV,
lo cual es una contradiccion.

Por construccién, tenemos que ¢ € ev, (U) y ¥ € ev, *(V), por lo que A*
es Hausdorff. Como M4 C A*, M 4 también es Hausdorff.
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Ahora, por el teorema de Banach-Alaoglu, (.A*); es compacta, y como
M, C (A"), basta con probar que M 4 es cerrado.

Consideremos una red {¢;}jc; C May ¢ € (A"); tal que ¢; — penla
topologia w*. Tenemos entonces que ev,(p;) —> ev,(y), pues respecto a
la topologia w*, ev, es continua para cada = € A. Es decir, que para cada
r € A, pj(xr) — ¢(x), con lo que tenemos convergencia puntual en A.

Ahora, como ¢ € A", es lineal, por lo que solo resta mostrar que es multi-
plicativa y unitaria. Para esto, sean z,y € A, por la convergencia puntual
tenemos que:

ola) =i ah) = iy @) (4) = (1 3(a) ) (1,00 ) = ettt

jed
Por lo tanto ¢ es multiplicativa. Ademas,
(L) =1im o;(14) =lim 1c = 1,

y asi, ¢ € M 4. De esta manera probamos que M 4 es cerrado, y en conse-
cuencia, compacto.
O

En el caso en que A sea un algebra de Banach sin unidad, se puede de-
mostrar que M 4 es Hausdorff y localmente compacto. Una demostracion
de este hecho se puede encontrar en [14], p. 24.

Antes de pasar al siguiente resultado, haremos uso de una caracterizacién
de espacios topoldgicos compactos que mencionamos en el siguiente teore-
ma.

Teorema 2.3. Un espacio topoldgico X es compacto si y sélo si cualquier
familia F de conjuntos cerrados con la propiedad de la interseccién finita®
tiene interseccion no vacia.

Concluimos esta seccién con la siguiente proposicion.

'Dada una familia F de conjuntos cerrados en un espacio topolégico X, decimos que F
tiene la propiedad de la interseccién finita si cada subfamilia finita de F tiene interseccién
no vacia. En este caso diremos que F tiene la P.L.F.
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Proposicion 2.5. Sea X un espacio de Hausdorff compacto. Si ¢ € Mg(x),
entonces existe un unico xoy € X tal que, para toda f € € (X), ¢(f) = f(xo).

Demostracion. Sea I=kerp C € (X)ynotemosquesi f € €(X)yg € kerp,
entonces fg € ker ¢.

Definimos para cada f € ¢ (X), Ky := {r € X : f(x) = 0}. Como f es
continua, K; = f~'({0}) es cerrado. Veamos ahora que N,c; K, # 0. Dado
que X es compacto, bastara con ver que la familia 7 = {K, : g € I} tiene
la propiedad de interseccion finita.

Supongamos que N}, K, = () para algunos g, ..., g, € F. Entonces para
todo x € X existe i, € {1,...,n} tal que g; (x) # 0. Luego, si definimos

o(@) = Y las@) = 3 g@asla)

tenemos que g(z) > 0y por lo tanto tiene inversa. Ya que g; € I, lo anterior
implica que g€ I = ker ¢, de donde 14(x)=g 'g€ 1. Asi, llegamos al absur-
do 1= p(lyx)) = ¢(9~'g) = 0.

Por lo tanto F tiene la P.I.F y como X es compacto, Nyer K, # 0.
Sea g € Nger K,y f € €(X). Definimos g:= f — ¢(f)l¢(x), tenemos que
v(9) = ¢(f) — ¢(fe(le(x)) = 0y por lo tanto g € I. Luego,

0 = g(zo) = f(z0) — (0(f)lex)(T0)) = f(20) — ©(f),

de donde (f) = f(xo). Ya que la elecciéon de f € ¥(X) fue arbitraria,
hemos probado que ¢(f) = f(z¢) paratoda f € €(X).

Ahora, supongamos que existe z; € X, x; # xg, con la misma propiedad. Ya
que X es de Hausdorff, existen U,V C X abiertos ajenos tales que z; € V
y zo € U, y por lo tanto existe h € € (X) tal que h(xy) # h(z;). Luego,
©(h) = h(zo) y ¢(h) = h(z1), una contradiccidn. Por lo tanto, z; = z,. [

2.1.1. Teoria espectral en algebras de Banach

En la seccién anterior introdujimos las nociones bdsicas de invertibilidad en
algebras de Banach. Gracias a estos conceptos podemos estudiar la teoria
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espectral en este contexto. Si bien nos interesa la teoria espectral en alge-
bras C*, algunos resultados importantes de esta teoria no son exclusivos de
este tipo de estructura, si no que son validos en general para las algebras
de Banach.

Notacidon 2.3. Dada un dlgebra de Banach A, si tiene unidad la denotaremos
por 14y diremos que A es un dlgebra de Banach unitaria.

Notacion 2.4. Sean A un dlgebra de Banach unitaria y a € A. Denotamos
por a — A al elemento a — A1 4 € A.

Definicion 2.6. Sea A un dlgebra de Banach con 1 4. Dado a € A, definimos
su espectro, denotado por o 4(a) o o(a), como sigue

ou(a) =o(a) :={\ € C:a— \no es invertible en A}.
= Definimos el radio espectral de a, denotado por r,(a), como:

ro(a) = )\su%)) |A].
Eo(a

= Definimos el conjunto resolvente de a, denotado por p4(a) o p(a), como:

pala) = p(a) :={X € C:a— \es invertible en A}.

Notemos que pa(a) = C\ o4(a).

Proposicion 2.6. Sean A un dlgebra de Banach con 14y a € A. Si o(a) # 0,
entonces o(a) es compacto y r,(a) < ||al.

Demostracion. Seaa € A, consideremos F': C — A, F(\) = a— \. Tenemos
que F es continua. Recordemos que G denota al conjunto de los elementos
invertibles de A. Entonces,

FYG) ={\ € C:a— \esinvertible en A} = p(a).
Como G es abierto y F es continua, p(a) es abierto, por lo que ¢(a) = p(a)®
es cerrado.
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Dado que o(a) C C, para probar su compacidad basta con ver que es un
conjunto acotado.
Sea A € o(a) y supongamos que |A| > ||a||. Note que A # 0. Entonces:

e -l 2 <.
de modo que 14 — A 'a € G. Luego, A(14 — A 'a) = X —a € G.

Multiplicando por —1, obtenemos que a — A € G y entonces A € p(a),
una contradiccién. Asi, para todo A € o(a), |A\| < ||al|. Por lo tanto o(a) es
acotado. Luego, es compacto y r,(a) < ||a]|.

O]

Un resultado importante establece que en toda dlgebra de Banach con uni-
dad, el espectro de cada elemento es no vacio. Antes de demostrar esto es
necesario introducir una equivalencia conocida como la "identidad resol-
vente".

Lema 2.2 (Identidad resolvente). Sea A un dlgebra con 1,y a € A. Dados
A\, 1 € p(a), se satisface:

(@a=N"=(a—p)"
(@a=N"—=(a—p) = =p)la—p)a=A)""

Demostracion. Se tiene:

Il
>
|
E
—
S
|
>
N

L

|
=
~~—
L

(@a=N"=(a=m=@-N"1a— (@@= Na-p)™)
=(a=N"a—p) —(@=N)a-p~"
=(@a=N"A=-pla—p)~
= =pla=N"a-p™

Andlogamente,
(=N~ (a= " = (a—p) (@ —pa—N" - 14
=(a—p) ((a=pla=N)"=(a=Na-\")
=(a—pw)((a=p) = (@=N)a-1"
= -mla—pma-N"
De esta manera, concluimos la prueba. O
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Como consecuencia de la identidad resolvente y el teorema de Liouville,
tenemos el siguiente resultado.

Proposicidn 2.7. Sea A un dlgebra de Banach con 1 4. Para todo a € A, o(a)
es no vacio.

Demostracién. Sea a € A. Consideremos la funcién G : p(a) — A dada por
G(M\) = (a — X\)~'. Entonces, para A\, Ay € p(a), A # A:

G(\) — G(\o) _ (a— X"t —(a— X))t
A— X A— X
(A= Xo)(a— M) a— )™t
A— X
=(a— XN " a— )"

Como la inversidn es continua, tenemos que

i GV =G0 A — (a2
S S YIRS L

Por lo tanto G es holomorfa en p(a). Ahora, sea p € A"y F' : p(a) — C
dada por F'(A\) = ¢(G())). Entonces, por el Teorema 1.2, F' es holomorfa
sobre p(a).

Luego, F es acotada:
Para ) tal que |\| > ||al|, de la demostracién del Lema 2.1, tenemos que

(-9 £
y como

AGN) =AM —a)t = G(A - a)) o (1 - ;)1 :

obtenemos:



Ademds, dado que ||al||\|”! < 1, se tiene que

Z laf” _ 1
A1 Ll

=05
Entonces
1 1 1
G _
IENI< J 72T = W= Tar
[Al

y por lo tanto

lim |G < lim —— =0

Arse Moo A= Jlal] —

De aqui que G sea acotada. Como |F'(\)| = |p(G(N)| < [l¢|lIIG(X)]], obte-
nemos también que F’' es acotada.

Ahora, supongamos que o(a) = (). Entonces p(a) = Cy F : p(a) — C
es entera y acotada, y por el Teorema de Liouville F' es constante, es decir,
F(\) = ¢(G(N\)) = cparatodo A € C. Ademds, como |F'(\)| < [[¢|[|G(A)|| — 0
cuando |A| — oo, se tiene ¢ = 0.

Por ser ¢ € A" es arbitraria, necesariamente (G(\) se anula bajo cualquier
funcional lineal, y entonces (a — A\) ™' = G(\) = 0 lo cual es una contradic-
cién, ya que Dom(G) = p(a), por lo que todos los elementos de su imagen

son invertibles.

Concluimos que o(a) # 0. O

Observacion 2.3. De la demostracion de la Proposicion 2.7, tenemos que, si
a € Ay \es tal que |\| > ||a|, entonces

1
-1
O 2.3)

Al igual que en teoria de anillos, las dlgebras de Banach se pueden clasificar
de acuerdo a su estructura algebraica. Con esto en mente, definimos lo
siguiente
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Definicidon 2.7. Un dlgebra de Banach con unidad se llama con division si
todo elemento distinto de 0 es invertible.

Las algebras de Banach con division se pueden caracterizar por el siguiente
teorema

Teorema 2.4 (Gelfand-Mazur). Sea A un dlgebra de Banach con division.
Entonces A es isométricamente isomorfa a C.

Demostracion. Sea a € A. Como A tiene 14, sabemos que o(a) # (). Luego,
dado A € o(a), a — X no es invertible, y dado que A es un dlgebra con
divisién, tenemos que a — A = 0, por lo que a = \. Ademads, si existe otro
z € o(a), tenemos A\l 4 = a = z14, de donde A\ = z. Asi, se sigue que, para
cada a € A, existe un tnico A\, con o(a) = {\,} ya = A\, 14.

Ahora definimos ¢ : A — C dada por ®(a) = \,. Entonces, para cuales-
quiera a,b € A, existen A\, \; € C tnicos tales que a = \;14y b = A1 4.
Luego, a + b= (A, + \y)1 4, por lo que o(a + b) = {\, + Ay}, Y entonces,
Pla+b) =X+ XNy = P(a) + (D).
De manera similar, ab = (A, \y)14, de donde o(ab) = {A\, Ay}, por lo que
D (ab) = Ay = (a)P(b).
Ademéds, dado z € C, tenemos que za = (zA\,)1 4, 0(za) = {2\, } y luego,
O(za) = 2\, = 2P(a).

Asi, tenemos que ¢ es un homomorfismo de dlgebras de Banach.

Por iltimo, se tiene que [|aflx = [AoJ[[La]l = [Ao| = [(a)]lc, ¥ por lo tanto
® es una isometria. De aqui se sigue, ademads, que ¢ es inyectiva, y como
es suprayectiva, tenemos que es un isomorfismo isométrico. [

2.2. Algebras C*

En 1943, Israel Gelfand (1913-2009) y Mark Naimark (1909-1978) defi-
nieron lo que ahora conocemos como algebra C* y demostraron que toda
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algebra C* es isomorfa a una subdlgebra-x del dlgebra de operadores en un
espacio de Hilbert, cerrada con la norma de operadores.

Como mencionamos al inicio del capitulo, las dlgebras C* estuvieron liga-
das desde un inicio al desarrollo de la mecanica cuantica, gracias al trabajo
de John von Neumann entre 1927 y 1932.

Ademas, de acuerdo con [13], desde la década de 1960 han servido co-
mo un modelo matemadtico natural para la teoria cudntica de campos, ¥y,
sobre todo en las ultimas décadas, el estudio de las dlgebras C* se ha con-
vertido en una drea activa de investigacion con amplias conexiones hacia
otras dreas de las matemadticas, entre ellas la topologia, teoria de nimeros,
sistemas dinamicos, teoria de graficas, geometria diferencial y la teoria de
matrices aleatorias.

Antes de introducir la nocién de dlgebra C* es necesario definir el concepto
de algebra—x de Banach. Este tipo de dlgebras son simplemente algebras
de Banach dotadas con una involucion, por lo que definiremos antes esta
operacion.

Definicidon 2.8. Sea A un dlgebra. Una involucién en A es una operacion,
denotada por x, que satisface, para cualesquiera a,b € Ay a € C:

1. (a")" =a
2. (ab)" =b"a”
3. (a+ab)" =a"+ ab".
un dlgebra—x es un dlgebra dotada de una involucion.

Con esto en mente podemos definir el concepto de dlgebra C*. La estructura
adicional que este tipo de dlgebras poseen nos permitird obtener resultados
de importancia fundamental para el desarrollo del capitulo 3.

Definicidon 2.9. un dlgebra C* es un dlgebra-* que es ademds un dlgebra de
Banach y que satisface, para cualquier elemento a, la identidad

la*all = Jla]*

A esta indentidad la llamaremos identidad C*.
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Otro teorema debido a Gelfand y Naimark, distinto del que mostraremos
en este capitulo, establece que si A es un dlgebra C*, entonces es isomé-
tricamente isomorfa a una C*-subdlgebra de operadores de #(H) ([16] p.
109). Por esta razon, una definicion alternativa de las dlgebras C* es preci-
samente la de aquellas subdlgebras de algiin #(H) cerradas con la norma
de operador.

Ademas, de acuerdo con [13], el término "algebra C*" fue introducido en
1947 por Irving E. Segal (1918-1998), y estaba reservado para las alge-
bras C* "concretas", es decir, aquellas que son una subélgebra cerrada del
algebra #(#H). La"C" en C” significaba "closed" en la topologia dada por la
norma de #(#H), por lo que la idea detrds de este nombre era referir a que
estas dlgebras son cerradas en %(H), es decir, completas.

Dado que un dlgebra-* es simplemente un dlgebra con una involucién, con-
sideramos pertinente comenzar esta seccién mostrando algunas de las pro-
piedades de esta operacion.

Proposicion 2.8. Sea A un dlgebra-*. Tenemos:
1. Si A es unitaria, entonces 17 = 14.
2. Para todo a € A, a es invertible siy solo si a* es invertible.
Demostracion. 1.- Notemos que, para todo a € A
a=(a'1a)" = (@) =a,

ademas
al’y = (14a™)" = (a*)" = a,

y por lo tanto 1% = 1 4.
2.- Si a es invertible, existe a'. Luego,

(a™h)%a" = (aa™")" = (14)" = 14,

y también
a*(a™)" = (a7 'a)" = (1a)" = 14,

por lo que a* es invertible y ademds (a*)™' = (a™1)*.
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Por otro lado, si a* es invertible, existe (a*) "', de donde
a((a)™) = ((a")a")" = (1a)" = 14,
y también
(@)™ a=(a"(@) ") = (1a)" = La, (2.4)

por lo que «a es invertible.
[

Ademads de las propiedades anteriores, la involucion es compatible con la
norma del dlgebra en el siguiente sentido.

Lema 2.3. Si A es un dlgebra C*, entonces la involucion es una isometria.
Demostracion. Sea a € A.
Sia =0, paratodo b € A setiene b+ 0" = (b*+0)" = (b)) =by

0"+b=(0+b)" = (b")" = b, ypor lo tanto a* = 0* = 0 = a, de donde
la*|[ = 1107[} =[0I} = llall.

Ahora, si a # 0, tenemos que ||al|* = |la*a| < ||a*||||al|, de donde ||a|| < ||a*]|.

Cambiando a por a*, obtenemos ||a*||*> = |laa*|| < ||al|||a*||, con lo que
la*|| < llal, y finalmente [|a”|| = [la]. 0

Observacion 2.4. Como las isometrias son continuas, tenemos que la involu-
cién en un dlgebra C* es continua.

Ahora, veamos algunos ejemplos de algebras C*.

Ejemplo 2.7. EI conjunto de los niimeros complejos, C, es un dlgebra C*. De
hecho, la identidad C* es una generalizacién de la identidad |2z| = |2|*

Demostracion. Claramente C es un dlgebra de Banach. Ademas, es dlgebra-
* si consideramos la involucién dada por la conjugacién, y satisface la iden-
tidad |zz| = |2|?

O]

Ejemplo 2.8. Sea H un espacio de Hilbert. El dlgebra A := %(H), con la
involucion dada por el adjunto, es un dlgebra C*:
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Demostracién. Sean T, S € #(H) y A € C. Sabemos:
1. (T =T
2. (TS)* = 5*T*
3. (T+AS)" =T" +\S*

Y por lo tanto B(H) es un algebra-x. Ademds, como satisface la identidad
C”, es un algebra C*. O

Ejemplo 2.9. Sea X un espacio de Hausdorff compacto. El digebra A = € (X),
con la involucién dada por la conjugacion compleja, f* = f, es un dlgebra C*
conmutativa con unidad.

Demostracion. Sabemos que A es un algebra de Banach, por lo que basta
con ver que es un algebra-* y que satisface la identidad C*.

La propiedad de ser algebra-* es heredada de C ya que las funciones de A
toman valores complejos. Lo mismo ocurre con la identidad C*:

2
1 Flloe = sup [F(@) £(@)] = sup | £(z)[? = (sup rf<x>r) — 72
rxeX xeX xeX

]

Ejemplo 2.10. Sea X un espacio de Hausdorff localmente compacto. El dlge-
bra ¢,(X) de funciones sobre X que se anulan en el infinito, con la norma
|| - || ¥ la involucién dada por la conjugacion compleja, es un dlgebra C*.

Como ultimo ejemplo, introducimos el espacio de funciones f : G — C,
donde G es un grupo abeliano localmente compacto y Hausdorff, tales que

/ Fldp < .
G

donde p es la medida de Haar izquierda (indistintamente derecha) sobre
G. La importancia de este ejemplo radica en que este espacio, denotado
como L'(G), tiene estructura de &lgebra-+ de Banach, pero no de &lgebra
C*, ya que no satisface la identidad C"*.
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Ejemplo 2.11. Sea G un grupo abeliano localmente compacto y Hausdorff.
Entonces L'(G) es un dlgebra de Banach con la norma

|mwzémw,

y el producto

Fra®) = [ Kool nauts)
Ademds, con la involucion

fr@) = fa™),

es una x-dlgebra de Banach. Sin embargo, L'(G) no es un dlgebra C* a me-
nos que G sea trivial. Una prueba de este hecho se puede encontrar en [18],
proposicion 2.6.2.

Al igual que ocurre con las dlgebras de Banach, las dlgebras C* sin unidad
se pueden unitizar. Es decir, si A es un dlgebra C*, entonces A' := A x C,
con la suma coordenada a coordenada, el producto dado por 2.2 y la invo-
lucién

(a,\)" = (a*, A,

es una x-algebra de Banach con unidad, y se vuelve dlgebra C* con la norma

1(a, M| = Sup [lab + bl

bl=1

M4s adn, el mapeo a — (a,0) es inyectivo y preserva la norma.

2.2.1. Teoria espectral en algebras C*

Al agregar la involucién a un algebra de Banach, podemos generalizar no-
ciones de la teoria espectral de operadores en espacios de Hilbert. En par-
ticular, veremos esta extension para las propiedades del espectro de opera-
dores unitarios y autoadjuntos.

Definicion 2.10. Si A es un dlgebra C* y a € A, definimos:
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1. o(a) = {X: X e a(a)}.
2. o(a) = {\"tdea(a)}.

Ademds, si f es una funcion en C entera, con representacion en serie de po-
tencias

o0

FO) =Dz,

n=0

definimos

Demostracion. Recordemos que a es invertible si y sélo si a* es invertible,
por lo que también a no es invertible si y s6lo si ¢* no es invertible.

Como (a — A\)* = a* — A\l 4, tenemos que a — ) no es invertible si y sélo si
a* — A1 4 no es invertible.

Entonces )\ € o(a) siy sélo si A € o(a*), y de aqui que o(a*) = o(a) O

La involucién nos permite generalizar a los operadores unitarios como si-
gue.

Definicion 2.11. Sea A un dlgebra C* con 14. Un elemento u € A se llama
unitario si uu* = u*u = 1 4.

Al igual que los operadores unitarios, para los elementos unitarios en al-
gebras C*, tenemos que su espectro estd contenido en S'. Para demostrar
esto requeriremos del siguiente resultado.

Lema 2.4. Sea A un dlgebra C* con 14y u € A. Si u es invertible, entonces
olu™)=o(u)"!
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Demostracién. Notemos que u es invertible si y sélo si 0 ¢ o(u), por lo que
el conjunto o(u)~" estd bien definido.

Ademés, notemos que u * — At = u t (A —u)A L

Por lo tanto, dado que u es invertible, tenemos que u~*—\"! no es invertible
siy s6lo si A —u no es invertible; es decir, \™' € o(u™") siy s6lo si A € o(u),
de donde o(u ') = o(u)~". O

Lema 2.5. Sea A un dlgebra C*. Si u € A es unitario, entonces
ou) CS'={z€C:|z|=1}.

Demostracion. Sea u € A unitario y sea \ € o(u).
Notemos que ||ul|* = |Ju*ul| = |[14] = 1.

Ahora, supongamos || < 1. Entonces (\)~! € o(u), ya que

Neo(uw) =cu)=ocu")=0ou)

Como r,(u) < |lu| = 1, tenemos que |(A)~'| = |A|”" < 1, de donde
|A| = |A| > 1, lo cual es una contradiccidn, y asi || > 1.

Sin embargo, como o(u) C B(0, ||u||) v ||u|| = 1, tenemos que |A| = 1.
O]

De la misma manera que con los operadores unitarios, podemos generalizar
la nocion de operador autoadjunto de la manera siguiente

Definicion 2.12. Sea A un dlgebra C* con 14. Un elemento a € A se llama
autoadjunto si a = a”.

Esta generalizaciéon nos permite ver que al igual que con los operadores
autoadjuntos, el espectro de elementos autoadjuntos en algebras C* estd
contenido en la recta real. Para ver esto haremos uso de la funcién expo-
nencial definida sobre A un algebra C*, de la siguiente manera:



y nos bastard con saber que, si a,b € A conmutan, entonces se satisface
exp(a + b) = exp(a) exp(b).

Ademas, haremos uso del teorema del mapeo espectral, el cual sélo men-
cionaremos, sin embargo, se puede consultar [8], p. 41, para una demos-
tracion.

Teorema 2.5. Si A es un dlgebra de Banach, a € Ay f es una funcién entera
en C, entonces:

Teorema 2.6. Sea A un dlgebra C*. Si a € A es autoadjunto, entonces
o(a) CR.
Demostracién. Sea a € A autoadjunto. Definimos u = exp(ia). Entonces:

u* = exp(ia)" = (Z %) = Z ((22# = Z (_Z!nan = exp(—ia),

n=0 n=0 n=0

donde la tercera igualdad se debe a la continuidad de la involucién, y la
siguiente a que ((ia)")* = ((ia)*)" = (ia*)" = (—ia)". Asi, por las propieda-
des de la funcién exponencial, tenemos:

uu® = exp(ia) exp(—ia) = 14 = exp(—ia) exp(ia) = u u,
por lo que u es unitario.

Notemos que ia — A no es invertible siy sélo si i (a —i~')) no es invertible,
y esto pasa siy sélo si a — i~ '\ no es invertible, por lo que \ € o(ia) siy
s6lo sii '\ € o(a), es decir, o(ia) = io(a).

Ademds, por el Lema 2.5 tenemos que o(u) C S', y por el teorema del ma-
peo espectral, o(u) = o(exp(ia)) = exp(o(ia)) = exp(io(a)).

Finalmente, sea A = x+iy € o(a). Entonces exp(i\) = exp(—y+ix) € o(u).
Como exp(—y + ix) = e Y(cosz + isinz), y o(u) C S', necesariamente

y = 0. O
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El siguiente teorema serd de utilidad en la demostracién del teorema de
Gelfand-Naimark. Ademads, nos permitird ver que la norma en un algebra
C* esta determinada de manera Unica. Utilizaremos la formula de Gelfand,
también conocida como la férmula del radio espectral, de la cual se puede
encontrar una demostracién en [6], p. 253.

Teorema 2.7 (Férmula de Gelfand). Si A es un dlgebra de Banachy a € A,
entonces:

ro(a) = lim ||a¥||*.

k—o0

Teorema 2.8. Si A es un dlgebra C* y a € A es autoadjunto, entonces:
lall = ro(a).
Demostracion. Por la identidad C*, para cadan > 1:
la®" | = [la> "™ || = [[(@® ) a® || = [la®" |, (2.5)
Ademads, para n = 1, se satisface
la*" || = [|al*". (2.6)

Luego, supongamos que se satisface 2.6 para n > 1, por la identidad 2.5
tenemos que

n+1 n n n+1
la® [ = lla®* = (la]*)* = [lal|*"",
y por induccién, ||a*"|| = ||a||*" para todo n.

Por ultimo, usando la férmula de Gelfand para el radio espectral, obtene-
mos el resultado:

, 1 , ko L ,
ro(a) = lim [la*|[* = lim [|a®|[ = lim [|a]| = |al].

k—o0 k—o0

]

Corolario 2.9. Si A es un dlgebra C*, entonces, para todo a € A, tenemos:
lall = /7o (a*a)
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Demostracién. Sea a € A. Entonces, (a*a)* = a*(a*)* = a”a, por lo que a*a
es autoadjunto. Por el Teorema 2.8 tenemos que:

ro(a*a) = ||la*all = |la|?,
de donde
lall = V/rs(a*a).
O]

Para poder estudiar a las dlgebras C*, es necesario introducir a los morfis-
mos que respetan su estructura, es decir, los homomorfismos-x

Definicidon 2.13. Sean Ay B dos dlgebras C*. Un homorfismo-x es una fun-
cion ¢ : A — B que satisface:

1. ® es lineal.
2. ® es multiplicativa.
3. @ respeta la involucidn, es decir, ®(a*) = ®(a)™.

Ademds, su norma se define de la misma manera que para transformaciones
lineales entre espacios de Banach, es decir,

[] == sup [[®(a)]|5-

llall<1
Cuando Ay B son dlgebras unitarias, llamamos a ® unitario si $(14) = 1z.

Observacidn 2.5. Si ® es un homomorfismo-* biyectivo, entonces ®~' tam-
bién es homomorfismo-.

Teorema 2.10. Si & : A — B es un homomorfismo- unitario entre dos
dlgebras C* con unidad, entonces ® es continua con ||®|| = 1.
Ademds, si ® es biyectiva, entonces es una isometria.

Demostracion. Como ¢ es unitario, mapea elementos invertibles en ele-
mentos invertibles:
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Dados a,b € A con ab = ba = 14, tenemos que 1z = ®(ab) = P(a)P(b) y
también que 1z = ®(ba) = ®(b)P(a).

De aqui que, si ®(a) — Mg = ®(a — \) es no invertible, entonces a — \ es
no invertible. Es decir, o(®(a)) C o(a).

Por otro lado, si a € A es autoadjunto, tenemos que ®(a) también lo es,
ya que ®(a) = ®(a*) = ®(a)" por ser homomorfismo-+. Entonces, como el
radio espectral de ®(a) es igual a su norma, y su espectro estd contenido
en el de a, tenemos

[®8(a)[| = 75(®(a)) < 75(a) = [al|.

Ya que lo anterior se satisface para cada elemento autoadjunto, y dado
a € A arbitrario, a*a es autoadjunto, tenemos:

[2(a)]* = [|@(a)*®(a)]| = [|@(a"a)]| < [laa]| = [la]|*.

Como ®(14) = 15, obtenemos que ||| = 1.

Por tltimo, si ® es biyectiva, entonces ® ! también es homorfismo-* unita-
rio, y por lo que acabamos de mostrar, tenemos:

lall = |2~ (2(a))l] < [[@(a)]| < [la].

Por lo tanto, en este caso, |®(a)||z = ||a| 4.

2.2.2. El teorema de Gelfand-Naimark

En el articulo de 1943 de Gelfand y Naimark, titulado "On the embedding
of normed rings into the ring of operators in Hilbert space", aparecieron por
primera vez las dlgebras C* en la literatura. En ese articulo, demostraron
que toda algebra C* conmutativa con unidad es isomorfa a ¥’ (X) para al-
gun espacio compacto Hausdorff X, y usaron este resultado como un lema
para demostrar que si el dlgebra C* no es conmutativa, el isomorfismo se
da con una subalgebra de operadores acotados en algtin espacio de Hilbert.
Ambos teoremas son centrales para la teoria de algebras C*; en particular,
en esta seccion mostraremos el primero de ellos conocido como teorema de
Gelfand-Naimark, o teorema espectral abstracto.
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Definicion 2.14. Sea A un dlgebra C*. Definimos la transformada de Gelfand
sobre A, de la siguiente manera:

' A— E(Ma), I'(a) :==evy|pm, =@
Dado a € A, denotaremos por I, a su valor bajo la transformada de Gelfand.

Observacion 2.6. La Definicion 2.14 también es vdlida para dlgebras de Ba-
nach conmutativas con unidad. Sin embargo, en este trabajo nos interesa par-
ticularmente la transformada de Gelfand en dlgebras C*.

En el caso del dlgebra C* L'(G) del ejemplo 2.11, cuando G est4 dado por
R con la suma, la transformada de Gelfand es precisamente la transforma-
da de Fourier, y de manera mads general, muchas de las transformaciones
integrales del analisis clasico se pueden ver como casos especiales de la
transformada de Gelfand ([14], p. 23).

La transformada de Gelfand cumple diversas propiedas, entre las que nos
interesa su relacién con el espectro, que estudiamos a continuacién.
Lema 2.6. Si A es un dlgebra C* y a € A, entonces

0(Ty) = To(My).
Demostracion. Notemos que I', — A : M4 — C no es invertible si y sélo si
existe w € M4 tal que (I';, — \)(w) = w(a) — A no es invertible.

Pero w(a) — A € C no es invertible unicamente cuando A = w(a).

Con esto, tenemos que A € o(I',) siy sélo si A = w(a) = I',(w) para algun
w € My. Es decir, A € I',(My).
O

Haremos uso del siguiente teorema, mismo que se puede encontrar en [8],
p. 41:

Teorema 2.11. Si A es un dlgebra de C* conmutativa con unidad y a € A,
entonces a es invertible si y solo si I, es invertible.

Teorema 2.12. Si A es un dlgebra C* conmutativa con unidad y a € A,
entonces:



Demostracion. Por el Teorema 2.11 sabemos que a es invertible si y s6lo si
I', es invertible.

Por lo tanto, a — A no es invertible siy sélosiI',_y =T, — AI'y, =T, — A
no es invertible, de donde obtenemos el resultado. O

Recordaremos el teorema de Stone-Weierstrass, el cual se puede consultar
en [7], p.122.

Teorema 2.13. Sea X un espacio topoldgico compacto y </ una subdlgebra
cerrada bajo las operaciones de €' (X) tal que:

1. lgx) € o
2. of separa puntos
3. Si f € o entonces f € .
Entonces, </ es densa en € (X).
A continuacion, demostraremos el teorema de Gelfand-Naimark.

Teorema 2.14 (Gelfand-Naimark). Si A es un dlgebra C* conmutativa con
14, entonces la transformada de Gelfand T" : A — €' (M 4) es un isomorfismo-x
isométrico unitario.

Demostracion. Sean a,b € A, A € Cyw € M 4. Entonces:
L Dhapp(w) = w(ha +b) = dw(a) +w(b) = Ale(w) + To(w).
Fay(w) = w(zy) = w(@)w(y) = Te(w)ly(w).
3. I (w) = w(a*) = w(z) = To(w).
4. Iy (W) = w(la) = lc = Loy (W)

Por lo tanto, la transformada de Gelfand es un homomorfismo-x* unitario.

Luego, dado a € A autoadjunto, sabemos que su radio espectral es igual a
su norma y que I', también es autoadjunto, ademds de que o(a) = o([,).
En este caso, ||I'y]| = r5([,) = r.(a) = ||a|.
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Ahora, si a es un elemento arbitrario de A, tenemos que a*a es autoadjunto
y entonces:

lall% = lla*alla = ITaallw(ay = [Talallery = ITallé -

por lo que I es una isometria.

Ademas, dados w, ¥ € M4 con w # v, existe a € A tal que w(a) # ¥(a), es
decir, tal que ', (w) # [, (¢). Asi, I'(A) es una C-subdlgebra con unidad de
¢ (M) que separa puntos, y por el teorema de Stone-Weierstrass, tenemos
que I'(A) es denso en €' (M y).

Ahora, como A es completo y la transformada de Gelfand es una isometria,
tenemos que I'(.A) es cerrado:

Sean (I';,) una sucesion en I'(A) y f € 4 (M,) tales que I',;, — f en la
norma de ¢'(M,). Entonces (I';,) es de Cauchy y como la transformada de
Gelfand es una isometria, (x;) también es de Cauchy.

Ademads, como A es completo, existe + € A tal que z; — =z, y usan-
do de nuevo que I' es una isometria, tenemos que I',, — I';, de donde
f =T, eTl(A)ypor lo tanto I'(A) es cerrado.

Entonces I'(A) = I'(A) = €(M,) y asi, la transformada de Gelfand es su-
prayectiva.

De esta manera, concluimos que la transformada de Gelfand es un
isomorfismo-* isométrico unitario.
O

De manera mas general, si A es un dlgebra-x de Banach conmutativa y si-
métrica®, entonces I'(A) es una sub-algebra densa de Cy(M ). Si ademds A
es un dlgebra C”, entonces la transformada de Gelfand es un isomorfismo-
« isométrico entre A y Cy(M4). Una demostracién de este hecho se puede
encontrar en [19], p. 8.

2Decimos que A es simétrica si para cada p € M4y a € A se tiene p(a*) = p(a).
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Capitulo 3

Una mirada al calculo funcional

El 7 de noviembre de 1925, Paul Dirac publicé su primer articulo sobre
mecanica cudntica: "The Principles of Quantum Mechanics". En este, propu-
so un esquema conceptual general para entender las teorias cudnticas, que
consistia de las nociones de "equivalencia algebraica" y "cuantizacion de
cantidades clasicas" ([20], p. 8).

El problema de cuantizacién, de acuerdo con [21], se puede reformular
matemadticamente como el problema de la construcciéon de un calculo fun-
cional.

En general, un cdlculo funcional (también llamado célculo simbdlico), es
un homomorfismo entre un dlgebra de funciones, como (X ) y un algebra
de Banach, por ejemplo, % (H)".

Si x es un elemento de un dlgebra de Banach con unidad A, y

f()\)=a0+a1)\+---+an)\"

es un polinomio con coeficientes complejos «;, es claro que podemos definir
el significado del simbolo f(x), de la siguiente manera

J(X) = aola+orx + -+ anX"

!En este capitulo, # sera un espacio de Hilbert y Z3(H) el espacio de operadores lineales
y acotados sobre H.
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La pregunta que surge es si el simbolo f(y) puede ser definido como ele-
mento de A para otras clases de funciones.

Tenemos otro ejemplo de esta relacidn, dado por la funcién meromorfa,

1

) = —

En este caso, la definicién natural de f(y) estd dada por

fx) = (alg—x),

y esta expresion tiene sentido para cualesquiera o € Cy xy € A que satis-
facen o € p(x). Notemos que en este caso, f es holomorfa en un abierto
que contiene a o(x). Como veremos mds adelante, esta propiedad es la que
nos permitird desarrollar el calculo funcional holomorfo para operadores
lineales y acotados.

Ademads, si T' € #(H) es normal, bastard con que f sea una funcién conti-

nua sobre o(7') para que el simbolo f(7') pueda ser interpretado como un
operador normal y acotado en H.
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3.1. Calculo funcional continuo

A lo largo de esta seccidn, centraremos nuestra atencién en el dlgebra C*
dada por los operadores lineales y acotados sobre un espacio de Hilbert,
y algunas de sus sub-dlgebras, por lo que introduciremos los siguientes
conceptos.

Definicidon 3.1. Sean T' un operador normal en %(H). Definimos el dlgebra
C* con unidad generada por T, que denotamos C*(T'), como el dlgebra C*
mds chica en %(H) que contiene a T'y al operador identidad.

Definicién 3.2. Dado un operador T' € %(#H), definimos el conjunto Ay(T),
como sigue

N
Ao(T) := {Z apT™ (7)™ : N € N,a, € C,ny,,my, € N} :

k=0
A los elementos de Ay(T') los denotaremos por P(T,T™).

A continuacidn, veremos la relacién que existe entre Ay(7") y C*(T'). Esto
serd de gran importancia para poder demostrar el teorema espectral que
serd la base para definir el cdlculo funcional continuo.

Lema 3.1. Si T € #(H) es normal, entonces C*(T') es un dlgebra C* conmu-
tativa con unidad y ademds, C*(T') = Ao(T).

Demostracion. Sea T' € AB(H), y Ay = Ao(T). Entonces Ay C AB(H) es
una subdlgebra con unidad ya que la multiplicacién y suma entre elemen-
tos de A, es de nuevo un elemento de A,. Ademas, es conmutativa pues
T*T = TT" y es cerrada bajo la involucién ya que (77)" = T.

Ahora, como %(H) es completo, y A := A, es cerrado, tenemos que A es
completo, por lo que es un dlgebra C* conmutativa con 14. Para ver que
A = C*(T), notemos que por definicién C*(7T) C A ya que A es un algebra
C™ que contiene a Ty al 1 4.

Ademds, si B es un dlgebra C* que contienea 7'y a 1 4, tenemos que Ay C B,
pero como B es completo y B C A(H), tenemos que B es cerrado, por lo
que A, C B. Por lo tanto A esta contenido en cada dlgebra C* que contenga
aT yally,yconcluimos que A C C*(T), por lo que A = C*(T).

O
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Con esto, hemos desarrollado toda la herramienta necesaria para poder
probar el teorema espectral que a continuacién enunciamos.

Teorema 3.1. Sea H un espacio de Hilberty T' € 9(H) normal. Entonces
1. Mc+r con la topologia w*, es homeomorfo a o(T).

2. La transformada de Gelfand induce un homomorfismo-*

r:Cc*(T)— €(c(1))
que es una isometria suprayectiva y ademds satisface
a) f‘T = ]dO'(T)'
b) T'pe = Idyer).
C) f‘lc*(T) = ]'O'(T)‘
Demostracion. Denotaremos por M a M¢- (). Ademas, definimos

F:M—o(T) =ogm(T)
wr— Ip(w) = w(T).

F esta bien definida y es suprayectiva por el Lema 2.6 y el Teorema 2.14.

Ahora, si wy,ws € M son tales que F(w;) = F(ws), por definicién tenemos
I'r(wy) = I'r(ws), de donde I'r(wy) = I'r(ws), y como la transformada de
Gelfand preserva adjuntos, se sigue que 'z« (wq) = Iy« (w2).

Por lo tanto, wi(T') = wo(T) y w1 (T™) = we(T™). Ademds, ya que wy,wy son
multiplicativas, para n, m € N, se tiene

wi(T(T)™) = wi(T) " (T7)™ = wa(T)"wo(T7)™ = wa(T™(T7)™)

Asi, w; = wy sobre Ay. Dado que son continuas y Ay = C*(T'), se tiene que
w; = wy en C*(T') y por lo tanto w; = wy, por lo que F' es inyectiva.

Ahora, veamos que F : (M,w*) — (C, 7) es continua, donde 7 es la topo-
logia usual de C.
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Sea (Wa)aca C M una red tal que limw, = w en la topologia w* para
(0%

alguna w € M. Sabemos que la convergencia en la topologia débil-« implica
convergencia puntual, por lo que

lim F(w,) = h'in Ir(wa) = h'énwa(T) =w(T) =T7r(w) = F(w).

«

Luego, como F' es continua, biyectiva y su dominio es compacto y Haus-
dorff, tenemos que F' es cerrada, por lo que su inversa es continua y por lo
tanto es un homeomorfismo.

Para la ultima parte de la prueba, definimos

F*: €M) — % (o(T))
g—rgoF™

Entonces, dadas g,h € € (M), A € C, tenemos
1. F*(g+ A h) = (g+ M) o F' = go F- 1+ A(ho F™Y) = F*(g) + AF*(h)
2. F*(gh) = (gh) o F™' = (go F~')(ho F~') = F*(g)F*(h)

3. F*(g):goF‘l =go F~1 = F*(g).

Asi, F'* es un homomorfismo-#, y como veremos a continuacion, es un iso-
morfismo.

Dada h € € (0(T)), tenemos que h o F' € € (M) y ademads
F*(hoF)=(hoF)oF ' =h,

por lo que F* es suprayectiva.

Luego, si g,h € ¥ (M) son distintas, existe w € M tal que g(w) # h(w),

y como F es homeomorfismo, existe A € ¢(T) con w = F'(\), de donde

(go F7Y(N) # (ho F~Y)()\), y por lo tanto F* es inyectiva.

Ademds, ya que F' es un homeomorfismo entre M y o(T'), tenemos que

lgllen = sup lg(w)l = sup |g(F (M) = llg o F~ sy
weM Aea(T)
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Y por lo tanto, F'* es un isomorfismo-* isométrico.
Con esto, la transformada de Gelfand I' : C*(T') — %'(M) induce el ho-
momorfismo
Frol': CY(T) —€¢(M) — € (o(T))
S+——Igr——Tgo !
Denotando I' = F* o T, ya que I''y ™" son homomorfismos-* isométricos y

suprayectivos, tenemos que I' también lo es.

Por ultimo, dado A\ € ¢(T), se tiene A = F'(w) para algun w € M, y entonces
L. Tr(A) = r(F7'(N) = Tr(w) = F(w) = X = Idym)(A).
)

2. Tpe(\) = Tr(F-1(N)) = Idyr) (V).

3. f‘lc*(T)()\) = Flc*(m (W) =w(l)=1= 1U(T)(>‘)-
Como se queria demostrar. Il
Observacion 3.1. El homomorfismo dado por el Teorema 3.1 es tinico.

Corolario 3.2. Sea T' € #(H) un operador normal. Existe un tinico isomor-
fismo @ : C*(T) — €(o(T)) tal que

1. @(T) = IdU(T)
2. &(T*) = Tdy)
3. @(1) - 10’(T)'

Demostracion. La existencia esta dada por el Teorema 3.1. Ahora, si ® es
otra funcién que satisface las propiedades mencionadas, y P(7,7*) € Ay(T),
entonces

O(P(T,T")) = P(®(T),2(T"))

T(P(T,T%)).

Y como Ay(T) es denso en C*(T'), tenemos que ® =T
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Antes de definir el calculo funcional continuo, partiremos del célculo fun-
cional para polinomios. Para esto, sea 7" € #(X). Definimos el cdlculo
funcional de polinomios como el mapeo

U : Clz] — B(X)
p+— p(T),

que a cada polinomio
p(2) = ag + a1z +ay2® + ... +a,2" € Clz],
le asigna el operador acotado
p(T) :=ag + a;T + aT? + ... 4+ a,T" € B(X).

Este mapeo es un homomorfismo de algebras.

Ahora, dado un operador normal y acotado, definimos su calculo funcional
continuo, haciendo uso del Teorema 3.1 como sigue

Definicién 3.3. Sea T' € A(H) un operador normal. Definimos el cdlculo
funcional continuo de T, como el mapeo

Or:C(o(T)) — C*(T)
fr= F(T):=T7'(f).

Donde T es la transformada de Gelfand del Teorema 3.1, la cual establece un
isomorfismo-x isométrico entre C*(T) y € (o(T)).

Observacion 3.2. Consideremos el polinomio
fAN) =ag+aA+...+a,\", Aeao(T).
Entonces, para el operador
S=ayl +a T+ ...+a,T" € C(T),
tenemos

['(S)=F*I'(S)) =T'so F' € €(c(T))
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y ademds, para cada A € o(T)

L(S)A) =Ts(F*(\) = ag + aiTr(FYA) + ... + an (T (FHA)"
=ag+ A+ ... +a,\".

De esta manera, I'(S) = f, por lo que S = T~}(f), y entonces, el cdlculo
funcional continuo extiende al cdlculo funcional de polinomios.

Observacion 3.3. Si S es un operador en ‘H que conmuta con T'y T", en-
tonces conmuta con cada operador de Ay, y por lo tanto con cada operador
en Ay = C*(T). En particular, en este caso se tiene que S conmuta con ¢(T')
para cada ¢ € €(o(T)).

A continuacién presentaremos algunos resultados sobre operadores en es-
pacios de Hilbert usando este cdlculo funcional.

Notacion 3.1. Por simplicidad, denotaremos por I' a la transformada de Gel-
fand del Teorema 3.1.

Proposicion 3.1. Si T € Z#(H) es normal, entonces T es positivo siy solo si
o(T') es no negativo. Por otro lado, T es autoadjunto siy solo si o(T') es real.

Demostracién. Sea T' € %(H) un operador normal; veamos que 7" es posi-
tivo si y sélo si o(7") es no negativo:

Sabemos que si 7" es positivo entonces ¢(7’) es no negativo. Por otro lado,
si 0(T") es no negativo y I' es la transformada de Gelfand de C*(T') en
€ (o(T)), como I'(T') = Id,r), tenemos que I'(T") > 0. Por lo tanto existe
una funcién ¢ continua en ¢(7) y tal que I'(T) = |¢|* = Py. Luego

T=T"' @) (p) = ¢(T)"(T),

y entonces, para cada f € H

<Tf, f>=<o(D)¢(T)f, f >=< o(T), p(T) >= [o(T)|I* > 0.

Por lo que 7" es un operador positivo.
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Ahora, veamos que 7T es autoadjunto si y s6lo si o(7") es real:

Si T es autoadjunto, por la proposicion 2.6 sabemos que o(7') es real. Aho-
ra, si 0(7") es real, entonces I'(T") = Id,(r) es una funcién real-valuada, y
por lo tanto 7' = ' (Idy(r)) = I (Idy(r)) = T (Idy(r))* = T*. O

A continuacién, probaremos la existencia y unicidad de la "raiz cuadrada
de un operador positivo".

Teorema 3.3. Si P es un operador positivo en un espacio de Hilbert H, enton-
ces existe un tnico operador positivo @ tal que Q* = P. Ademds, () conmuta
con cada operador que conmuta con P.

Demostracién. Como P es positivo, tenemos que o(P) es no negativo, y
entonces la funcién ¢(z) = v/r es continua sobre o(P). Por lo tanto,

VP = p(P) =T"'(p),
es un operador bien definido en # (donde I' es la transformada de Gelfand

entre C*(P) y €(o(P))) que es positivo, ya que (v P) = 1/o(P), por el
teorema del mapeo espectral.

Ademas,
(VP)? =T (p) o T () =T '(pp) =T (Idyp)) = P

Y como VP = I'"'(), con ¢ € C(c(P)), por la Observacién 3.3, tenemos
que VP conmuta con cada operador que conmute con P.

Por tiltimo, veamos que /P es el tnico operador positivo Q tal que Q> = P.
Sea () un operador positivo con dicha propiedad. Entonces
QP = QQ* = Q°Q = PQ,

por lo que Q y P conmutan. De aqui que v/P conmuta con Q y la 4lgebra
C* generada por P,V Py Q, que denotaremos por A, es conmutativa.

Luego, tomando la transformada de Gelfand I de A en ¢’ (M4), tenemos
que T'(V/P) y T(Q) son funciones no negativas, debido a que la imagen de
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I'(VP) es \/o(P) y la imagen de I'(Q) es o(Q). Ademds, como la transfor-
mada de Gelfand es un homorfismo, se sigue que I'(v/P)? = I'(P) = I'(Q)?,

de donde obtenemos I'(v/P) = I'(Q) y por la inyectividad de T, Q = v/P.
[]

Corolario 3.4. Si T' € #(H), entonces T es positivo si y sélo si existe un
operador S € #B(H) tal que T' = S*S.

Demostracién. SiT es positivo, entonces S = VT es autoadjunto ya que su
espectro es real; se sigue que T' = S* = S*S.
SiT = S*S, tenemos < T'f, f >=< S*Sf, f >=< Sf,Sf >=[|Sf|*> > 0
para todo f € H, por lo que T es positivo.

O
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3.2. Calculo funcional holomorfo

En esta ultima seccidn, trataremos dos versiones del calculo funcional ho-
lomorfo de Riesz. En ambas, fijamos un operador lineal y acotado, 7', en un
espacio de Banach arbitrario, X'.

En la primera version, que llamaremos simple, partimos de un disco D C C
tal que o(T") C D para definir un homomorfismo continuo entre el dlgebra
de funciones holomorfas sobre D y el dlgebra de operadores lineales y aco-
tados sobre X.

La segunda version, que llamaremos completa, considera, en vez de un dis-
co, un conjunto abierto arbitrario U tal que o(T") C U, con el objetivo de
establecer un homomorfismo continuo entre el dlgebra de funciones holo-
morfas sobre U/ y el dlgebra de operadores lineales y acotados sobre X'.

3.2.1. Version simple

Recordemos que, en general, cuando X es un espacio de Banach, #(X), es
un algebra de Banach. Particularmente, en la secciéon 2.1.1 desarrollamos
la teoria espectral para algebras de Banach que usaremos en esta seccién.

Este estudio lo hicimos en base al elemento asociado (a—\) de un elemento
a arbitrario en un algebra de Banach A. Sin embargo, las definiciones (de
espectro y conjunto resolvente) son equivalentes, y los resultados son los
mismos, cuando se utiliza el elemento (A —a) = —(a — A).

La ventaja de utilizar esta tltima definicién, radica en el uso de la férmula
integral de Cauchy para espacios de Banach, que probamos en el primer
capitulo, como base para el cdlculo funcional holomorfo que veremos mas
adelante.

Notacidn 3.2. Dado un operador T' € B(X)y A € C, denotaremos por A\—T
al operador A\l gy — T.

Definicion 3.4. Dado un operador T' € % (X’), definimos al mapeo resolvente
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como

La siguiente propiedad nos permitird utilizar la férmula integral de Cauchy
para el mapeo resolvente.

Lema 3.2. El mapeo resolvente Ry : p(T) — Z(X) es holomorfo sobre p(T).

Demostracién. Por la identidad resolvente, dados \,v € p(7T), con A # v,
tenemos que

Ry(A) = Ry(v) = —=(A = v)Rr(A) Ry (v)
Dividiendo por A — v y sumando Ry (v)? en ambos lados

Rr(\) — Rr(v)

-V

+ Rr(v)* = (Rr(v) — Rr(\))Rr(v)

Luego, como Ry es continua sobre p(7T')

Rr()\) — Rr(v)

— VvV

lim
A—v

# Relw?| < fin 1Re(0) = RrO) )] =0

Por lo tanto Ry € Hol(p(T), #(X)).
O

Otra propiedad del mapeo resolvente que nos serd de utilidad es la siguien-
te desigualdad:

Observacion 3.4. Notemos que, por la Observacion 2.3, para A con |A| > ||T||,
tenemos que

1
[Rr(A)] < ST (3.1)

Con estas propiedades en mente, definimos a continuacion el operador
f(T'), cuando f es holomorfa sobre un disco que contiene a (7).
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Definicién 3.5. Sea X un espacio de Banach y T € #(X). Ademds, sea
s > r,(T), de manera que o(T) C D, Para cada funciéon f € Hol(Dy),
definimos

=55 / SRy (A (3.2)
i

Donde r € (r,(T), s) es tal que o(T) C D,, y 7, := re*™ t € [0, 1].

Figura 3.1. Por el Teorema 2.7 el espectro de 7' es no vacio, y ademads es
compacto. Fijamos un disco abierto DD, que lo contenga y luego selecciona-
mos r € (r,(T),s) de manera que o(7") estd contenido en la curva ~,, de
orientacion positiva.

Observacion 3.5. Por el Teorema 1.4, tenemos que para cada f € Hol(Dy),
el producto fRy : Dy N p(T) — AB(X) es una funcion holomorfa y entonces,
por el teorema de Cauchy para espacios de Banach, la integral 3.2 no depende
de la eleccion de r € (r,(T), s).

Ahora, por el teorema de Cauchy del andlisis complejo, sabemos que si
f € Hol(Dy) y r € (|al, s), entonces

-1
~ 3 [ S0 —0

Notemos que, sustituyendo f (7)) por f(a)y Rr(A) = (A\=T) " por (A—a) !,
obtenemos la integral dada en la definicién 3.2.
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Ahora, veremos que el mapeo f — f(7T) es un homomorfismo continuo
de algebras de Banach con unidad entre las dlgebras Hol(D,) y Z(X). Este
homomorfismo es conocido como el cdlculo funcional holomorfo de Riesz-
Dunford, en su version "simple".

Teorema 3.5. Sean T un operador acotado sobre un espacio de Banach X y
s > 0 tales que o(T') C D,. Entonces, el mapeo

U7 : Hol(D,) — B(X)
fe= f(D),

definido en 3.2, es un homomorfismo de dlgebras con unidad tal que V1 (Idc)
Ademds, es continuo respecto a la convergencia local uniforme?.

Demostracién. Sean f, g € Hol(Dy) y a € C. Por la linealidad de la integral,
tenemos

1
7 %(af + g)(N)Rr(N)dA = 7 ( / FOO)Rp(N)dA + [{T g(/\)RT(/\)d/\)
Y por lo tanto Vr(af + g) = a¥r(f) + ¥Ur(g), de donde ¥ es lineal.

Ahora, sea (f,) una sucesién en Hol(ID,) que converge uniformemente a f
de manera local en D,.

Ya que

1
- d
‘ o /7 Rr(2)dz

se sigue que

1 / 1 :
o= | e = ndy, (IT1) € {0,1},
2mi ), |zl = |7 !

1
27m

W (fn) = Yo ()l =

/ (fal2) — F(2))Rr(2)dz

< sup |fn(z) — f(2)] H— dz
ZGFT

<sulp\fn()— z)| — 0 cuando n — 0o
zel'y

2Si (fyn)nen es una sucesién en Hol(ID,) que converge uniformemente a f de manera
local en Dy, entonces Ur(f,) — Ur(f) respecto a la norma de operadores de Z(X).
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Donde |f,(z) — f(z)| converge a 0 sobre I',., esto pues si nos restringimos a
I',, donde I', tiene la topologia de subespacio, tenemos que I',. es compacto
y ademas f, converge uniformemente de manera local a f, por lo que la
cubierta abierta

F:={D,(2)NT,:z€Tl,y f, converge unif. en D,(2)}

tiene una subcubierta finita, de manera que f, converge uniformemente a
f sobre una cantidad finita de abiertos que cubren a I',, y entonces conver-
ge uniformemente a f sobre I',.

Ahora, para ver que ¥, es multiplicativa, sean f, g € Hol(D,) ysear’ € (r, s),
entonces, por la Definicién 3.2 y el Lema 2.2 tenemos que

Ur(1)¥r(e) = s [ FEaw)Rr () Rew)dwd:

w ) e

Distribuyendo (Rr(z) — Rr(w)) y usando el Teorema 1.12

¥ (1)¥n(o) = s | 100 | I ey (2)a:
/ G o) R ().

(RT( ) — Ry(w))dwdz

(2mi)? w— z

Luego, por el teorema de Cauchy, para cada z € I', tenemos que

1 g(w)

2mi ), w—z

dw = g(z)
ya que r’ > ry z estd en el interior de I,

Ademads, para cada w € I',,, como r < 1/, se sigue que

1
2mi ), w—z
Y por lo tanto,

Ur(¥r(s) = 5 | TEo Az = W)
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Ahora, para ver que Vr(Idc) = T, notemos que, para cada z € p(T),
I4+TRr(z) —2Rr(2)=1—(2—T)Rp(2)=1—-1=0
Y por lo tanto
2Ryp(z) =1+ TRy(2) (3.3)

Luego,
Wp(Ide) = 1/ Ro(2)dz = 1/I+TR()d
O = om ) I T 0n ) e

Por la férmula integral de Cauchy del Teorema 1.11 aplicada a K € Hol(Dy, #(X))
dada por K(z) = zI, tenemos

1 1 2zl 1 K
— [ Idz = — —dz:— (2)

271 - 21 z 27 - z—0

e = K(0) =0

Y por el Teorema 1.10,

1

3wt | TRl = T—/ Ro(2)dz = TUz(1)
7T

Donde 1 denota la funcién constante 1 en Hol(Dy).

Por lo tanto, basta con mostrar que W7 (1) = 14x). Por la ecuacién 3.3 te-
nemos que

(1) =i./ RT(z)dzzL_/ I The(a)

271 21 - z
T

Para H € Hol(Dy, #(X)) dada por H(z) = I, se tiene

H(z 1
I=H = — —dz.
2#2/ 27‘(’2/22

Y por la Observacién 3.4

1
1T B ()| < Tl ——77
|2 =T
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de aqui que
1 T 1 T
‘ —/ Mdz“ < ﬁdz —0, r—oo. (3.4
Yr

2 2 = 2mi S, L2 = (IT])
Como la integral definida por ¥ no depende de r, siempre que r > r,(7T),
tenemos que VY (1) = I, con lo que concluimos la prueba.

O
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3.2.2. Version completa

Ahora extenderemos la version "simple" del calculo funcional holomorfo de
Riesz-Dunford, a la clase de funciones holomorfas sobre cualquier abierto
U que contenga al espectro de 7.

Para desarrollar este calculo funcional, utilizaremos la version de la férmula
integral de Cauchy para espacios de Banach del Teorema 1.15, asi como
el siguiente teorema del andlisis complejo, cuya demostracion se puede
consultar en [1], p. 268.

Teorema 3.6. Sea U C C un conjunto abierto y K C U un subconjun-
to compacto. Entonces existe una trayectoria orientada positiva I' tal que
KCinsI' CU.

Debido a este teorema, la siguiente definicién tiene sentido:

Definicidon 3.6. Sean T un operador acotado en un espacio de Banach X,
U C C abierto tal que o(T) C U y T" una trayectoria orientada positiva en
U\ o(T) tal que o(T') C ins(I") CU.

Entonces, para cada f € Hol(U), definimos

F(T) = /F FOVRr(V)dA. (3.5)

Figura 3.2. Si el espectro de 7' no es conexo o no es homotodpico a un punto,
a diferencia de la versién simple, ahora podemos definir el operador f(T')
en los casos en que f es holomorfa sobre algin abierto U que es disconexo
0 no es homotodpico a un punto.
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Proposicion 3.2. La integral de 3.5 no depende de la eleccion de la trayecto-
ria I tal que o(T) Cins I' C U.

Demostracion. Sean I' y A dos trayectorias con la propiedad mencionada.
Afirmamos que la trayectoria A := I'® —A, dada por la unién de las curvas
en I' con las curvas de A pero estas ultimas en sentido contrario, satisface
ins A CU \ o(T); para esto, sea A € Ins A, tenemos que

inda(\) = indr(\) + ind_ (A) = indp(A) — inda(A) € {—1,1}.

Como I' y A son orientadas positivas, si A = I & —A es orientada positi-
va, tenemos que indr(A\) = 1y indy(A) = 0, entonces A € ins(I') C U y
A &ins(A) D o(T), porloque A e U\ o(T).

Por otro lado, si A es orientada negativa, tenemos que ind,(\) = 1 y que
indr(A) = 0, de donde A € ins(A) C Uy A & ins(I') D o(T), por lo que
AxeU\o(T).

En cualquier caso, A € U \ o(T') y por lo tanto ins A CU \ o(T).

Ademads, para g(A\) := f(A)Rr()\), tenemos que g € Hol(O, (X)) por el
Lema 3.2 y el Teorema 1.4. Luego, por el Teorema 1.15 aplicado al conjunto
abierto O := U \ ¢(7T) y la funcién holomorfa g, tenemos

0= /A g\ = / FVRr(A)AA — / FOVRr(A)dA.

[]

Con este resultado, podemos ver que este cdlculo funcional extiende a la
version simple.

Proposicién 3.3. Si T € #(X)y VY es el morfismo definido en 3.2, entonces
para cada f € Hol(Dy), con s > 0 tal que o(T") C D, se tiene Vr(f) = f(T).

Demostracién. Si f € Hol(DD,) y r es tal que r € (0, s) y . contiene a o (7)),
entonces, como U := D, es un abierto que contiene a o(7’), tenemos que

r(f) = / SV Rr(N)dA = Dr(f).
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ya que 7, es una curva cerrada simple con orientacidon positiva y por lo
tanto es una trayectoria orientada positiva, que ademas satisface
o(T)Cins~, CU .

[
A continuacidén, mostraremos que el mapeo f — f(7') es un homomorfismo

de dlgebras con unidad entre Hol(i/) y #(X). Este mapeo es conocido como
el calculo funcional holomorfo de Riesz-Dunford.

Teorema 3.7. Sean T' € A(X) y U abierto en C tales que o(T') C U. Entonces
el mapeo

&7 : Hol(U) —s B(X)
= (1),

dado por 3.5, es un homomorfismo de dlgebras unitarias tal que ®(Idc) = T.
Ademds, es continuo con respecto a la convergencia local uniforme.

Demostracion. Debido a la linealidad de la integral sobre trayectorias, te-
nemos, para cada f,g € Hol(d) y a € C:

Br(af+9)=a [ SR+ [ gN)ReNIN = ai(1) + Br(o).
Por lo tanto &7 (af + g) = a®r(f) + ®r(g), de donde @1 es lineal.

Ahora, sea (f,,) una sucesiéon en Hol(i/) que converge uniformemente a f
de manera local en U.

Para cada I,

1 1 1 .
Luego
1
19r(£) = 0Dl = 3 | [ (e) = SN Ra()i
<> 1)~ O | o [ Brtea
o ZGFj 271'2 Fj

n

< Z sup | fn(2) — f(2)] = 0 cuando n — oo
j=1 ZGFJ'
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Y por lo tanto & es continua respecto a la convergencia local uniforme.

Ademas, como & extiende al calculo funcional holomorfo simple ¥, te-
nemos que

Or(Idg) = Up(Ide) =T
Or(1) = Up(1) = Ly,

Ahora, para ver que ®r es multiplicativa, sean f,g € Hol(i{) y sea A una
trayectoria orientada positiva en U/ \ (o(7')Ul") tal que o(7)UI" C ins A C U,
la cual existe por el Teorema 3.6 ya que ¢(7") UT" es compacto.

Asi, usando la identidad resolvente y el Teorema 1.16 se sigue que

br{f)erls) 2m //f 7(2) R (w)dwdz
zm / / f(2)g(w) ———(Rr(2) = Re(w))dwd:

i /f / w)zd Ry (2)dz
2m i TE) ) B ()

Luego, por el Teorema 1.14, paracada z € I’

1 g(w)

21 Jyw — 2

dw = g(2)
ya que z € ins A.

Ademas, para cada w € A, como w € outI'

L[ fE

Br(1)r(9) = 5 | F0(:) Rr(2)d = Da(fo)

Y por lo tanto,
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Observacion 3.6. El cdlculo funcional holomorfo extiende al cdlculo funcio-
nal de polinomios:

Sea f :U — C dada por
fA) =ap+a A+ ...+ a,\".
Tenemos que f es holomorfa sobre U, y ademds
fA) = (aol +arldec + ...+ a,(Ldc)")(N),
y por lo tanto
O7(f) = ag®r(1) + a1 Pr(Ide) + . .. + a,(Pr(Ide))™.
Es decir
f(T)=aol +a, T+ ...+ a,T"

De la teoria del andlisis complejo tenemos el siguiente resultado, del cual
se puede consultar una demostracién en [1], p. 272.

Teorema 3.8. Sean 2, A C C, tal que () es abierto y A tiene un punto en
cada componente conexa de (CU{oc})\ 2. Ademds, sea f € Hol(Q2). Entonces
existe una sucesion { f,} de funciones racionales con polos unicamente en A,
tal que f,, — f uniformemente sobre subconjuntos compactos de ).

Utilizando este resultado, mostraremos que el calculo funcional holomorfo
de Riesz-Dunford extiende al calculo funcional continuo.

Teorema 3.9. Sean H un espacio de Hilbert y T € %(H) normal. Ademds,
sea f € €(o(T)) tal que existen U abierto que contiene a o(T) y h € Hol(U)
con h|,r) = f. Entonces, h(T') = f(T), donde f(T) estd dada por el cdlculo
funcional continuo.

Demostracion. Si h es una funcion racional, tanto el calculo funcional ho-
lomorfo como el continuo extienden al cdlculo de polinomios, y entonces
h(T) = f(T). Luego, si h no es racional, por el Teorema 3.8 existen h,, fun-
ciones racionales en Hol({/) que convergen a i de manera uniforme sobre
subconjuntos compactos de U/, y como el cédlculo funcional holomorfo es
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continuo, h,(T") converge a h(T).

Por otro lado, si definimos f,, := h,|,(r), €entonces f,, converge a f uniforme-
mente en o(7"), y debido a las propiedades del célculo funcional continuo,
fn(T) converge a f(T'). Como h,(T) = f,(T) para toda n, se sigue que
W(T) = f(T). =

Para concluir, mostraremos una aplicacién del cdlculo funcional holomorfo
de Riesz-Dunford probando un teorema sobre la existencia del logaritmo
de T" para ciertos operadores en #(X).

Una de las condiciones que debe satisfacer 7" serd que el 0 esté en la tinica
componente no acotada y conexa de C \ ¢(7'), esta componente existe ya
que o(7") es acotado y entonces {r : r > r,(7)} C C'\ ¢(T) es no acotado y
conexo. Cuando se cumpla esta condicidn, diremos que ¢ (7") no separa al 0
del .

Ademads, requeriremos del siguiente teorema.

Teorema 3.10. Sean T' € A(X) tal que o(T) C U, con U C C abierto, y
f € Hol(). Ademds, sean U, una vecindad abierta de o (f(T)), y g € Hol(U,).
Finalmente, sea U, = {\ € U : f(\) € Uy} ¥ h(A) = g(f(N\)). Entonces,

o(f(T)) C Uy y MT) = g(f(T)).

Una demostracién de este resultado se puede consultar en [17], Teorema
6.8.

A continuacion, demostraremos el ultimo teorema de esta tesis, que po-
demos comparar con el Teorema 3.3, el cual es consecuencia del calculo
funcional continuo.

Teorema 3.11. Supongamos que T € AB(X) es invertible, y que o(T') no
separa al 0 del co. Entonces

1. Existe un logaritmo para T, es decir, S € B(X) tal que exp(S) = T.
2. Dado n € 7\ {0}, existe S € A(X) tal que S" =T.

Demostracion. Por hipotesis, 0 estd en la componente no acotada y conexa
de C\ o(T), por lo que existe U abierto tal que o(7") C U y 0 ¢ U. Entonces,
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existe f € Hol(U) tal que
exp(f(\) =X, AelU.
Sea S = f(T), entonces ya que /dy; = exp of, por el Teorema 3.10, tenemos
exp(S) = exp(f(T)) = Br(expof) = Or(Idy) = T.
Por ultimo, sin € Z \ {0}, tomamos P = exp(S/n), y entonces

P" =exp(S) =T.
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