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RESUMEN

En este trabajo se analiza la transferencia de energia irreversible en un sistema en donde los
mecanismos transitorios, de relajacion, moleculares y asociados a una fuente de energia (laser)
dependen del tiempo. La ecuacion constitutiva que se emplea para describir el flux de calor y el
gradiente de temperatura es la de Maxwell-Cattaneo. Las geometrias utilizadas en este trabajo son: (i)
capilar de radio r = a 'y longitud z = L y (ii) corona circular de radios R1 y Rz, con R1 < R». Para el
modelo del capilar se asume que el sistema se encuentra en estado no estacionario, temperatura
dependiente solo de la coordenada radial r, simetria cilindrica, i.e., que no depende la geometria
angular, invarianza axial, i.e., que la longitud caracteristica L es mucho mayor que la longitud
caracteristica R. Ademas, para el modelo de la corona circular se considera la existencia de
mecanismos de relajacion por efecto de la perfusion de la sangre en érganos del cuerpo humano, que
el proceso es no isotérmico, i.e. la temperatura no es constante y es necesario el balance de energia,
la disipacion viscosa es depreciable y que el aumento de temperatura se debe a una fuente de energia
que depende del tiempo y de la frecuencia. Para adquirir el perfil de temperaturas se aplica el
formalismo de Fourier y suponiendo la contribucion homogénea se obtiene una ecuacion de Bessel
compleja modificada. La solucion de esta queda de las funciones de Bessel de primera y segunda
especie de orden cero. La parte no homogénea es calculada por el método de coeficientes
indeterminados. Integrando el perfil de temperaturas con respecto a una seccion transversal y divido
por el area de interés se calcula la temperatura promedio, para posteriormente construir la funcion de
transferencia compleja. Partiendo de esto, se analiza las contribuciones real e imaginaria de la
temperatura promedio. EI mérito de esta investigacion original es deducir las condiciones dptimas
para obtener la maxima respuesta entre la temperatura (variables de salida) y el laser (variable de

entrada).

PALABRAS CLAVE

Modelo de Maxwell- Cattaneo, modelo de Maxwell, termodinamica irreversible, funcion de
transferencia compleja, funciones de Bessel, frecuencia, respuesta dindmica, resonancias,
antiresonancias, tiempo caracteristico.
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1.1 ANTECEDENTES
El estudio de sistemas basados en termodinamica irreversible, es decir, la termodinamica que depende
del tiempo y de la posicion a través de los gradientes y los flujos es un tema que permanece abierto

en la frontera de la termodindmica (Bird et. al. 2002).

Una de las primeras aproximaciones para representar modelos mas realistas que capturen la fisica de
sistemas de muchas particulas y la viscoelasticidad de los materiales, es el modelo de Maxwell (Bird
et. al. 1977, 2002). Este modelo combina los modelos disipativos (viscosidad) y de almacenamiento
de energia (elasticidad) (Bird et. al 1977, 2002).

Este modelo ha sido empleado para describir una infinidad de materiales complejos y su versatilidad
radica en que es un modelo lineal que no depende de la posicidn, es decir, es isotrépico (Macosko
1978). Asi mismo, es empleado en la descripcion de polimeros, sistemas micelares, dispersion de
cristales liquidos, fluidos bioldgicos: (i) sangre humana con hipercolesterolemia, (ii) cirrosis hepatica,
(iii) células ciliadas externas (motores biologicos que amplifican el sonido), etc. (Herrera Valencia et.
al. 2012, 2014, 2018, 2020, 2021, 2022, 2023). Sin embargo, el modelo de Maxwell ha sido
inspiracion para estudiar un concepto muy importante en los sistemas dinamicos lineales, el cual, es
conocido como permeabilidad (del Rio et. al. 1988). Esta herramienta de caracter organizacional nos
permite cuantificar la resistencia que presenta un fluido a ser deformado continua e irreversiblemente
en un sistema (medio) (del Rio et. al 1988; Herrera Valencia et. al 2023). Esta permeabilidad se
clasifica en intrinseca que depende de la geometria y real que depende de la geometria y del fluido
(Collepardo-Guevara y Corvera-Poire 2002). Este concepto fue modificado por Herrera Valencia et.
al. 2023 mediante la funcion de transferencia compleja, la cual, es una extension de la fluidez tomando
en cuenta la naturaleza entre una variable de entrada y salida (Herrera Valencia y Rey 2014). Este
objeto matematico es de vital importancia para extender estos sistemas irreversibles a cualquier fluido
viscoelastico lineal, es decir, que estos desarrollos solamente pueden ser cuantificados en el régimen
de bajas deformaciones ya que, a altas deformaciones estamos en el régimen de viscoelasticidad no
lineal (Mascoko 1978; Bird et. al 1977; 2002).

El modelo de Maxwell es la inspiracion de este trabajo debido a que se pretende extender y entender
como puede ser aplicado en sistemas en donde la transferencia de energia y masa dependen del tiempo
y de la posicién (Garcia Colin 1988). Este concepto ya ha sido analizado por el fisico italiano Cattaneo
el cual desarrollo una ecuacion similar a la de Maxwell, pero para el flux de energia (Garcia Colin

1988). Este trabajo ha sido aplicado a sistemas de bioingenieria para estudiar los procesos de perfusion



en los organos por efecto de la sangre. Noétese, que la perfusion es la difusion de un liquido en un
solido y esto conlleva un gasto de tipo energético, es por eso, que se utiliza una ecuacion que mejora
lo propuesto por Fourier tomando en cuenta la resistencia que presenta el medio a ser difundido en un
solido (Bird et. al 1977, 2012, Welty et. al 2002). La resistencia que presenta un medio a ser difundido
se Ve en un curso elemental de transferencia de masay se conoce como la teoria de la doble resistencia,
es decir, la resistencia que representa el gas o el liquido a la transferencia de masa. Sin embargo y a
pesar de todos los intentos por describir la difusion y la perfusion en sistemas bioldgicos todavia
existen dudas de cémo se lleva a cabo estos procesos fisicos. Para esto, se proponen la siguiente
investigacion a nivel licenciatura con el fin de entender el modelo de Maxwell-Cattaneo y su
aplicacion en la perfusion de érganos del cuerpo humano. De esta manera, se determiné estudiar el
modelo de Maxwell en transferencia de momento en un capilar y obtener la funcion de transferencia
compleja mediante el formalismo de Fourier. En este sistema, la variable de entrada seria el gradiente
de presion transitorio y la variable de salida el fujo volumétrico. El cociente entre estas dos cantidades
fisicas nos daria informacion acerca de la respuesta lineal del sistema a través, de las curvas

resonantes.

Una vez entendido esto se mimetizara para los modelos en donde la termodindmica clasica tiene sus

limites y lo extenderemos a la termodinamica de Cattaneo y su aplicacién en la perfusion de 6rganos.

José M. Mazon estudia el problema de la velocidad de propagacion infinita en las ecuaciones de
difusion a través del andlisis de los diferentes modelos de difusion en su articulo nombrado “El
problema de la velocidad de propagacion infinita en las ecuaciones de difusion”. La ley de Fourier
predice una respuesta instantanea de la temperatura al gradiente de flujo de calor, lo que lleva a una
ecuacion de difusién parabdlica para el campo de temperatura (Hughes et. al 2021). La suposicion de
una respuesta instantanea no puede ser correcta ya que implica una velocidad de propagacion de calor
infinita lo cual es una contradiccion fisica. A pesar de la contradiccion fisica anterior son utilizadas
bajo la justificacion de que, cuantitativamente, las soluciones, aunque positivas, son muy pequefias
fuera de un compacto. Desde el punto de vista cualitativo, como la concentracion se esta recibiendo

continuamente, su acumulacion en tiempo puede ser significativa (Mazon 2014).

El fisico italiano Carlo Cattaneo fue uno de los primeros en construir una teoria matematica explicita
para corregir la velocidad de propagacion infinita de la teoria de la difusion de calor de Fourier (Mazon
2014). Cattaneo en su estudio de la teoria cinética de gases propone una ecuacion modificada en donde

incorpora un tiempo de relajacién finito (Hughes et. al 2021). La introduccién de un tiempo de
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relajacion finito cambia la naturaleza fundamental de la ecuacion de calor parabolico de velocidad de
propagacion infinita, a una ecuacion de calor hiperboélica con una solucion en forma de onda de calor

que se propaga con velocidad finita (Hughes et. al 2021).

M. B Rubin demostrd que el modelo hiperbdlico de conduccion del calor de Cattaneo contradice la
segunda ley de a termodindmica ya que predice que el calor puede fluir de regiones frias a regiones
calientes durante un periodo de tiempo finito, es decir, bajo ciertas circunstancias la entropia puede
asumir valores negativos. A consecuencia de ello este modelo cayo en desuso en fisica y solo es usado

en algunos modelos bio mateméticos (Mazén 2014).

Falcon Nelson y Medina Alejandro incorporan la correccion tipo Cattaneo en la ley de Fick en su
articulo llamado “Consideraciones de causalidad en el transporte de particulas por difusion”. La ley
de Fick afirma que el flujo de la particula se produce al mismo tiempo que se active el gradiente de
concentracion como si la transmision de la informacion ocurriese a velocidad infinita. En este articulo
se utiliza el mismo procedimiento empleado por Cattaneo para preservar la causalidad en la ley de
Maxwell-Fourier o de la propagacion de calor en la aproximacion de difusion. Al realizar esta
correccion se logra describir el régimen transitorio (antes de la relajacion térmica) donde las particulas
se difunden en una oscilacion amortiguada (ondas de densidad) debido a que las particulas se mueven
tanto en la direccion del gradiente de concentracion, asi como en la direccion contraria (Falcon &
Medina; 2012)

11



Para debatir nuestras premisas planteamos la siguiente hipétesis.

1.2 HIPOTESIS
Si el efecto de introducir una componente oscilatoria en la fuente de energia modifica la temperatura
promedio, entonces esta sera cuantificada a través de la funcién de transferencia compleja y los

mecanismos de transporte molecular y de relajacion.

1.3 OBJETIVOS DE LA INVESTIGACION
General
Estudiar la respuesta dindmica entre una fuente de energia y la temperatura promedio para los dos

sistemas.

Particular

P.1 Obtener expresiones analiticas para la temperatura promedio y la funcién de transferencia en
funcién de las propiedades materiales del sistema.

P.2 Analizar la funcién de transferencia en el espacio de Fourier en funcion de la frecuencia y las
propiedades del sistema.

P.3. Proponer un conjunto de variables adimensionales con el fin de escalar las ecuaciones y que se
obtengan grupos adimensionales que describan los mecanismos fisicos que gobiernan al sistema de

estudio.

1.4 DISTRIBUCION DEL MATERIAL

Este documento esta organizado de la siguiente manera:

Seccion 1: Introduccion al problema y los antecedentes de la termodinamica irreversible lineal.
Seccion 2: Marco tedrico en donde se ven los elementos béasicos de la ecuacion de Maxwell-Cattaneo
esenciales para entender esta investigacion: (i) Temperatura promedio en un tubo y (ii) Temperatura
promedio en una corona circular.

Seccion 3: Modelado matematico y se obtiene la funcién de transferencia del sistema de estudio.
Seccion 4: Simulaciones y andlisis de resultados.

Seccion 5: Conclusiones y trabajo futuro.

12



CAPITULO I

MARCO TEORICO



En esta seccion desarrollaremos los fundamentos de este protocolo de investigacion nivel de

licenciatura.

2.1 Ecuacion de balance mecanico de energia

%W udvz—jgs q-ds+ﬂ.j; Eedv (1)

Aplicando la siguiente propiedad:

fV'de=j£ F-ds (2)
v S

Resulta:

[ oo - o ] 2
[l fav+ -] z0-
]jj v g-gp|av=0 -

Comov #0
au+V D=0
T q—g:D= (6)
Como el fluido se estd moviendo
Ou_Du
at Dt (7)
Du+V D=0
Dt 17227 (&)
Du_ Vv +0:D
pe . 1TZ= (2
Du =
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2.2 Ecuacion de balance energético

La ecuacion de balance energético se puede interpretar como una extension de la primera ley de la
termodinamica a un sistema irreversible y continuo de una sustancia pura, en donde el tiempo si es
una variable importante, en contraste con el punto de vista clasico donde no es tomada en cuenta
(Herrera et al 2022).

Du Y +0:D (11)
—=-V- : 11
Dt q g:

Por medio de las transformaciones de Legendre, la Ec. (11) puede expresarse en términos de la

entalpia de la siguiente manera:

H=u+PV (12)
u=H-—PV (13)
DH—PV)_ .
DH_D(PV)
Dt Dt 17z ()

Suponiendo que el volumen puede expresarse mediante el volumen especifico, se obtiene:

V=-
P (16)
DH D (P) Vea+o:D
Dt Dt\p 1Tz )
Desarrollando = (E) de la siguiente manera:
Dt \p
DP D (1
poe P55
2(5) _"Dt Dt (p) (18)
Dt \p p?
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DP D (1
poe—P (5
B(E) _" Dt Dt (p) [ 19)
Dt \p p?
D (1) _ 1Dp
Dt\p/  p2?Dt (20)
DP P Dp
Pprt-2 pr
oy 2D o
Dt\p p?
Como se considera un flujo incompresible:
Dp
— =—(V-v)=0 22
e = —(Vev) (22)
Como es a presion constante, resulta:
DP
D (E) _ Dt _, (23)
Dt \p P
Por lo que,
bA V-q+a:D
— ==V : 24
Dt 1Tz (e

Como la entalpia es una funcion de estado, se puede expresar en términos de las variables intensivas

H =H (T, P) por lo que, se tiene lo siguiente:

0H 0H

dH = (ﬁ)p dT + <5)T dp (25

La derivada de la entalpia con respecto la temperatura se conoce como capacidad calorifica a presion

constante:

0H
(ﬁ)P =Cp (26)

Si suponemos que el proceso se da a presion constante, la entalpia puede expresarse como:

T
H=H0+ijpdT=H0+pCp(T—TO) (27)
To

Sustituyendo y simplificando se obtiene:
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(28)

DH—D(H+ Cp (T =Ty)) = Cpor
Dt DtVo pLp o)) =P th
Por lo que,
(29)

2.3 Ecuacion de Maxwell
El modelo de Maxwell se puede describir como la suma de una contribucion viscosa y otra eléstica

que esté asociada con la recuperacion:
(30)

Y = VNewton T YHooke

Derivando la deformacion total con respecto el tiempo, se tiene lo siguiente:
(31)

)7 = )./Newton + ]./Hooke
La contribucion de newton y de Hooke se sustituye y en la expresion anterior:
S . g 9(2Z\ Z 190
Y = Vnewton T VHooke = % + a(a) —=4__g7

Multiplicando la ecuacién por la viscosidad a baja rapidez de deformacion se obtiene la siguiente

(32)

expresion:
(33)

/)= o+
Ny = & Lot
Si se define el tiempo de relajacion de Maxwell como 4, = % , la expresion anterior toma la forma:
0

0
1+41 —) o= y (34)
( 05:) < oY
Finalmente, si el tensor que describe la evolucion de la deformacion y se expresa en términos del
tensor rapidez de deformacién, i.e, (%y = 2D), se tiene el modelo tensorial reoldgico de Maxwell.
0
g+ o570 = 2mD (35)
El modelo de maxwell predice que el esfuerzo decaerd exponencialmente con el tiempo en, por
ejemplo, un polimero sometido de formacion constante lo cual se ajusta bastante bien a lo observado
17



experimentalmente para muchos polimeros liquidos. Sin embargo, una limitacion importante es que
no predice el comportamiento de flujo lento de muchos polimeros ya que en este caso predice un
aumento lineal de la deformacion con el tiempo si el esfuerzo es constante, sin embargo, la mayor
parte de los polimeros muestran una tasa de deformacion decreciente con el tiempo. Por otra parte,
esta ecuacion esta limitada solamente a deformaciones bajas, mientras que los procesos industriales
trabajan a deformaciones moderadas y altas, respectivamente, por lo que se necesitan ecuaciones
diferentes al modelo explicado por la Ec. (35) (Herrera et al 2023)

Ecuaciéon de Maxwell-Cattaneo

Cattaneo propuso la siguiente correccion a la ecuacion de Fourier:
dq
+ A, =—kVT (36)
17 %y
en el que A, es el tiempo de relajacion. La importancia del término de relajacion térmica se expresa
tipicamente a través del coeficiente Maxwell-Cattaneo adimensional (CT), que se define como la
relacién entre el tiempo de relajacion térmica y el doble del tiempo de difusion térmica; es decir:
c Ak (37)
T = —-—
2p Cyd?

Donde p es la densidad, C, el calor especifico a presion constante, d una escala de longitud

representativa y k la difusividad térmica. Asi, la ley clasica de Fourier tiene Ct = 0.

La introduccion de un tiempo de relajacion finito cambia la naturaleza fundamental de la ecuacion de
calor parabolico de los fluidos de Fourier, en el que el calor se difunde con velocidad infinita, a una
ecuacion de calor hiperbolica con una solucion en forma de onda de calor que se propaga con
velocidad finita (Hughes, D., Proctor, M., & Eltayeb, I; 2021).

2.4 Numero de Deborah

El nimero de Deborah es la relacién entre el tiempo de relajacién del fluido y el tiempo caracteristico
del flujo. Este numero representa la naturaleza transitoria del flujo en relacion con la escala de tiempo
del fluido. Si la escala de tiempo de observacion es grande (nimero De pequefio), el material responde
como un fluido, y si es pequefia (nimero De grande), tenemos una respuesta similar a un sélido. Desde
este punto de vista, no existe una diferencia fundamental entre sélidos y liquidos; es s6lo una cuestion
de escala de tiempo de observacion. En el limite, cuando De = 0 se tiene un fluido newtoniano, y
cuando De = oo , un solido elastico (Nhan, P.T., & Nam, M.D. 2017).
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CAPITULO Il

MODELO MATEMATICO



3.1 FUNCION DE TRANSFERENCIA DE ENERGIA EN UN CAPILAR

3.1.1 Diagrama del proceso: Capilar

En la Fig. (1) se presenta el esquema del proceso que se estudiara en esta tesis de licenciatura. El
proceso ilustrado corresponde al cambio de temperatura en un sistema en donde existe un flujo de

energia radial inducido por un l&ser.

a

r

v

\J

1
|t
|-

\ 4

Figural. Capilar de radior=ay longitud axial z = L.

Anaélisis del proceso

Las restricciones fisicas propuestas para realizar el modelo matematico de la transferencia de energia
irreversible donde se manifiestan mecanismos transitorios, de relajacion, moleculares y asociados a

una fuente de energia dependen del tiempo.
a) El sistema geométrico se expresara en coordenadas cilindricas (r, 0, z)

b) La transferencia de energia es representada por el modelo de Maxwell-Cattaneo el cual es una
generalizacion del modelo de Fourier y que matematicamente evita las inconsistencias, es

decir, evita temperaturas infinitas permitiendo las temperaturas acotadas.

c) El sistema se establece en estado no estacionario, es decir, los atributos y caracteristicas del
sistema dependen de la variable temporal t.

d) Latemperatura depende de la coordenada radial r y del tiempo. Esta condicion se logra cuando
existe invarianza axial, i.e, el sistema de transferencia de energia es muy grande en las

dimensiones axiales en comparacién de las dimensiones radiales.

e) Simetria cilindrica, i.e., que no depende la geometria angular
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f) El proceso es no isotérmico, i.e. la temperatura no es constante y es necesario el balance de

energia

g) La disipacion viscosa es depreciable, es decir, no hay fluido como tal. La disipacion viscosa

esta asociado al fluido del trabajo.

h) El aumento de temperatura se debe a una fuente de energia, depende del tiempo y de la
frecuencia. Es una fuente de tipo luz y que tiene que ser afiadida a la ecuacion de balance

mecénico.
i) Existen mecanismos de relajacion por efecto de la perfusion de la sangre con 6rganos del
cuerpo humano.
j) No hay reaccion quimica
Ecuacidn de balance de energia y ecuacion constitutiva de Maxwell-Cattaneo
Partiendo del balance de energia mecanica en un sistema irreversible se tiene la siguiente ecuacion:

Du V-g+o0:D+ 5(t
—=-V- : 38
Dt q g: l() (38)

Teniendo en cuenta que la energia interna se define como:
U=H+PV (39)
Y que a su vez la Entalpia se determina a partir de la siguiente ecuacion:
H=pCp(T —Tp) (40)
La ecuacion de Maxwell-Cattaneo se define como:

d
A, — = —kVT 41
q+ Kgoo = —kV (41)

La ecuacion de Maxwell-Cattaneo es una mejora del modelo de Fourier porque toma en cuenta la
relajacion de los procesos de energia asociados al transporte molecular de calor. Esta ecuacion es
analoga a la ecuacion de Maxwell que describe los procesos viscoelasticos en un material. Una de las
premisas de este trabajo de investigacion es comparar los resultados que se obtienen en el flujo de
Pouiseuille y los obtenidos en el balance de energia en un sistema que tiene una fuente y procesos de
relajacion. Notese que el tiempo £, es el tiempo de relacion de los procesos de transporte molecular
(conduccion).
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d
(1+1{a)q=—kVT (42)

Factorizando la Ec. (42) se obtiene la siguiente expresion analitica:

k
g=— s T
(43)
(1+ 43)
—— =0,(Dt
(1+Ai) KO (44)
a0t
q = 0(Dt) = VT (45)

La Ec. (45) es la extension del modelo de Fourier presentada por el fisico italiano Cattaneo en simetria
de las ecuaciones viscoelasticas de Maxwell. En las siguientes deducciones presentaremos dos puntos

importantes:
a) El efecto del tiempo de relacion en la transferencia de energia y la temperatura.
b) La funcion de transferencia asociada a la fuente y a la temperatura promedio.

Por lo tanto, la Ec. (38) se puede transcribir a:

DT
pCp i 0, (DOYV?T + a: D + S;(t) (46)

Como no existe fluido, el tensor de rapidez de deformacion (o) y el tensor rapidez de deformacion

que es la parte simétrica del tensor gradiente de velocidad (D) se desprecian, resultando:

aT _ 0x(DY) 9 ( aT

Ot r  or ra_) +5i(6) (47

Multiplicando todo por el reciproco de Oy (iw) Yy -1 resulta:

10 dT pCp OT 1
( )- Si(t) (48)

ror\' ar) " 0.(Dt) 3t 0.(DD)

Como i? = —1, el segundo término de la primera igualdad de la ecuacion anterior se puede reescribir

como:
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10 oT i“p C aT 1
( ) ,D p —=S5(t) (49)

rar\"ar) T 0.0 3t~ 0.(D0)

Aplicando la transformada de Fourier con el término izquierdo de la Ec. (49), que es la variable de

frecuencia, da como resultado la Ec. (52)
F1a(aT) lpCpaT _ 0
ror\"ar) Y 0,00 ot (50)

[rad

= lw = (51)

16(6T) lpCp_T_ 1 g
ror U ar) Yoy YT = T 0ty @) (52)

Determinando a O, de la siguiente manera:

k
F<0,(Dt) = — & (53)
T+ 445
_ k
Ol =T e o

Aplicando el siguiente cambio de variable de la Ec. (55) y la Ec. (54) se reescribe como la Ec. (56)

iBwp Cp

B = ()

(55)

Es importante resaltar, que la Ec. (55) es el inverso de una longitud caracteristica, asociada a los
procesos transitorios, energia interna del material y los procesos de conduccién y relajacion del
operador de conductividad. Nétese, que sin este pardmetro no se obtienen las funciones de Bessel las
cuales nos dan las oscilaciones y posibles resonancias en el sistema.

la(aT) o

r or

1
S
~ Onlio) 1(w) (56)

Para resolver la Ec. (56) se propone que la solucion general se puede descomponer en términos de una

solucion homogénea y particular (Herrera et al 2022)
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T(r,w) =Ty, w) + Tp(r,w) (57)

La parte homogénea de la Ec. (56) se determina como:
18(6T)+ 27— 0 .
ror 4 ar T = (28)
Realizando la derivada sefialada en la Ec. (58) y multiplicando todo por r? se obtiene:

2yT+ m\—ZZT—O (59)
Tarz rar BT N

2
Si se multiplica el primer término por % y el segundo termino por g resulta:

92T (B? oT
ﬂﬁ(%)"'rE(g)"'ﬁerT:O ( 60)

Aplicando el cambio de variable de la Ec. (61) se logra la Ec. (62)

x=71p ( 61)
0°T oT
X2—+x—+x*-0)T=0 (62)
J0x? Ox

La Ec. (62) tiene la forma de la ecuacion de Bessel de orden cero que es:
2.0

x2y" +xy'+ (x2—-0%)y =0 (63)

Por lo tanto, la solucién homogénea de la ecuacién diferencial queda en términos de las funciones

especiales de Bessel de primera y segunda especie de orden cero:
T(r,w) = CJo(x) + CrYp(x) (64)

La solucién particular es igual a una constante A donde:

_ Si(w)
ﬁzA""okaag (es)

___Siw)
A T OB (o)
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Dando como resultado la siguiente solucién general:

S
T(,0) = Co(a) + CoHo() ~ 5ty s (&)
Recordando que x = rf3, se obtiene:
. Si(w)
T(r,w) = CJo(rB) + CYo(rB) — W (68)

3.1.2 Perfil de temperaturas

Para la identificacion de las constantes C: y C> se aplican las siguientes condiciones a la frontera:

C.F.1: r=0 T=Tmax
Tnax = CJo(0B) + C.Y,(0B) — ﬂ (69)
O (iw)B?
C.F.2: r=a T=Ta
Ta = CiJo(aB) + C;Yo(aB) — ﬂ (70)
O (iw)B?
De la Ec. (69) se tiene el conocimiento que el resultado de evaluar J,(0) y Y, (0) es:
Jo(0) =1
Y,(0) = —o0
Como no es posible la existencia de temperaturas negativas C>=0y la Ec. (70) es igual a:
Ta=Cd0(aﬁ)_% (71)
Despejando la constante C; de la Ec. (71), obtiene la siguiente expresion matematica:
C, = Tat % (72)
Jo(apB)

Sustituyendo el resultado de la Ec. (72) en la solucion general Ec. (68) y simplificando el perfil de

temperaturas tiene la siguiente forma:

:Talo(rﬁ)_l_ 1 ll_]o(rﬁ)
Jo(ap) Oy (iw)p? Jo(ap)

T(r, ) [—S;(w)] (73)
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A partir de la Ec. (69) se obtiene la temperatura méaxima:

_ TJo(0B) 1 Jo(0B)
Tmax = Jo@B) | O(im)B? ll Jo(ap)

l[ Si(w)] (74)

Por lo que,

Ty = Ta + ! [1
T Io(@B) 0k (iw)BELT Jo(aB)

La Ec. (73) representa una analogia con transferencia de cantidad de movimiento, en donde el fluido

] —S;(w)] (75)

es deformado continua e irreversiblemente por un gradiente de presion. Es claro que la Ec. (73) nos
da informacién local de como cambia la temperatura de como cambia la temperatura con respecto a
la posicién radial. Para una mejor interpretacion fisica calcularemos la temperatura promedio del
sistema. Esto es equivalente a calcular el flujo volumétrico dividido por el area en transferencia de

momento.
Temperatura promedio y funcion de transferencia

La temperatura promedio se define como:

2T ra
Trdrd6
<T>= fo fo (76)

[ [ rdrde

Escalando la Ec. (109), se tiene la siguiente expresion simplificada para la temperatura promedio:

1 on 2 rdr
— aTrdrd6 f faT ae
<T>= a—zfo fo (77)

1 a d
? fOZTL' foa rdrd6 fZTL' foar T

Aplicando el cambio de variable u = ise obtiene:

2w 1
Tudud6
<T>= fomfol (78)
o J, udude

Integrando el numerador y el denominador de la Ec. (78) con respecto a la variable angular 8

obtenemos:

27 [ 01 Tudu

<T>:T (79)

2
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Por lo que,

1

<T>=2fTudu ( 80)
0
Finalmente
1
<T>
> = fTudu ( 81)

0

Transformando mediante variables adimensionales el perfil de temperaturas, Ec. (73) se tiene la

siguiente expresion:

) e |, wl)

R A7) RN 72l R R T o)
Considerando que 8* = af y que u = gse obtiene la siguiente expresion:
Py - @B @i ll Joup") o)
' Jo(B*) Oy (iw)(B*)? Jo(B*)
Sustituyendo la Ec. (83) en la Ec. (81) resulta:
<T>_ f TJop)  a2S,(w) ll R3] -
2 ) Jo(B*)  Op(iw)(B*)? Jo(B™)
Por linealidad de la integral de Riemann se tiene,
1 1
<T>  (ToB) [ a®Sw) [ Jop)
= | S f 0 (i) (B ll Jo(B) l”d” -
Operando las propiedades de linealidad de la Ec. (85) obtenemos:
<T> a5 (w) [ Jo(up® )l
Z )f"’(”ﬁ N = G ) B )2f Jo B o)

Escalando la Ec. (86), i.e., multiplicando las integrales que contiene el termino J,(ufS*) por F se

obtiene:
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<T>__ f*] WB B dup’
2 _]o(ﬁ*)ﬁ*zo °

(87)

1 B*
aZSl(a)) 1 ) * *
_WU ”d”_be Jo(wB)up*dup

Mediante el siguiente cambio de variable x = u* se obtiene la siguiente expresion analitica, Ec.(88)

g
<T> T,

(88)
1

g
a*$;(w) 1
0 (i) (B)? f udu = R f Jo(x)xdx

0

Utilizando una de las propiedades de las funciones de Bessel y realizando algunas manipulaciones

matematicas, se obtiene la temperatura promedio:

Jo(x = 3 ()x] .
<T> _ Ta J (ﬁ*) _ aZSl((l)) 1— 2 J (ﬁ*)] N
2 Jo(BHB 20, () (B2 " (BB (90)

Por lo tanto, la temperatura promedio para este sistema de estudio tiene dos contribuciones. La primera
de ellas representa las oscilaciones de la temperatura en la superficie y la funcion de transferencia en
el sistema analoga, a el flujo volumétrico y al gradiente de presion en el estudio de transferencia de

momento de un liquido viscoelastico fluyendo en una geometria capilar.
La Ec. (90) sera reescalada de la siguiente manera:

<T> 2B . 1 [1 2,(B7)

o 18 o el ] (91)

3.1.3 NuUmeros adimensionales

Donde Oy, es expresada de la siguiente forma:
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Op(iw*) =
A
k 1+ t—q te (ia))] k
C
Por lo que;
Aq
Fy = o
Obteniendo
Opli0) = ——= 73 Fy(io")]

En donde el nimero adimensional S; se define como:

t

0
T, k
aZ

S5 =

El parametro S definido en la Ec. (55)

3t 31 .
el )2_a213éa)pCp—l3aw paZCp_ 3w pa? Cp
=) == ik = oGk - 0cGe) Kkt
k

En donde el nimero de Fourier se define como:

_pa*Cp
k¢,

Fo

Entonces el parametro S es definido como:

i3w*

*2 — . F
B 0, (iw*) " °

pa’Cp

SiF, = = 1, el tiempo caracteristico tc es igual a:

c

pa’® Cp
t. = .

(92)

(93)

(94)

(95)

(96)

(97)

(98)

(99)
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3.2

3.21

FUNCION DE TRANSFERENCIA DE ENERGIA EN UNA CORONA
CIRCULAR

Diagrama del proceso: Corona circular

La Fig. 2 representa el esquema del proceso de transferencia de energia inducido por un laser a través

de la geometria de corona circular.

r4
r a
Rl > \ >
z j } z
R, ;

¢ L

v

Figura2. Coronacircular de radiosr=R2y r=R1y longitud z = L.

Analisis del proceso

a)
b)

d)

f)

9)

El sistema geométrico se expresara en coordenadas cilindricas (r, 6, z)

La transferencia de energia es representada por el modelo de Maxwell-Cattaneo el cual es una
generalizacion del modelo de Fourier y que matematicamente evita las inconsistencias, es

decir, evita temperaturas infinitas permitiendo las temperaturas acotadas.

El sistema se establece en estado no estacionario, es decir, los atributos y caracteristicas del

sistema dependen de la variable temporal t.

La temperatura depende de la coordenada radial r y del tiempo. Esta condicion se logra cuando
existe invarianza axial, i.e, el sistema de transferencia de energia es muy grande en las

dimensiones axiales en comparacién de las dimensiones radiales.

Simetria cilindrica, i.e., que no depende la geometria angular

El proceso es no isotérmico, i.e. la temperatura no es constante y es necesario el balance de
energia

La disipacion viscosa es depreciable, es decir, no hay fluido como tal. La disipacion viscosa

esta asociado al fluido del trabajo.
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h) El aumento de temperatura se debe a una fuente de energia, depende del tiempo y de la
frecuencia. Es una fuente de tipo luz y que tiene que ser afiadida a la ecuacion de balance

mecanico.

i) Existen mecanismos de relajacion por efecto de la perfusion de la sangre con 6rganos del

cuerpo humano.
j) No hay reaccion quimica
Solucidn general

Partiendo de la solucién general, Ec. (68):

S
T(r,w) = Co(rB) + CoYo(rB) — 5o (63)

Perfil de temperaturas

Se aplican las siguientes condiciones de frontera, se deducen las constantes C1 y C. en términos de las
funciones de Bessel y la fuente.

C.F.L r=R1 T=T:1
T, = Cuo(RiB) + CoYo(R G
1= CJo(Ry1B) + C3Yo( 13)—W ( 100)
C.F.2: r=R» T=T>
Si(w)
T, = CiJo(R2B) + CYo(R,P) — W ( 101)
Definiendo los siguientes términos como:
T, = Si(w)
0k (iw)p? (102)
T,=T,+T; (103)
T,=T,+T; (104)
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Considerando que:

B =RyB
Ry

R =—
R,

Las Ecs. (100) y (101) se pueden reescribir como:

Ty = CJo(RB) + C,Yo(RB)

T, = Cuo(B) + C2Yo(B)
Escribiendo las Ecs. (107) y (108) como una matriz resulta:
(?) _ <]0(R_E) Yo(R_3)> (Cl)
2/ \Jo(B)  Yo(B) /G
Resolviendo, obtenemos lo siguiente:

A= <]o(R.g) Yo(RB)

Jo(B)  Y(B) > = Jo(RB)Ys(B) — Jo(B)Ys(RB)

(771 YO(R3)>

o A6 _ T, Y(B) _ Ti¥%(B) — ToYo(RA)
A o(RB)Y(B) — Jo(B)Ye(RB)  Jo(RB)Yo(B) = Jo(B)Yo(RB)
(]o(Rﬁ_) 771)
C, = AG, Jo(B) T TJo(RB) — Tu)o(B)

A Jo(RB)Yo(B) —Jo(B)Yo(RB) ~ Jo(RB)Ye(B) — Jo(B)Yo(RE)

( 105)

( 106)

(107)

( 108)

( 109)

(110)

(111)

(112)

Finalmente, la solucién particular esta expresada mediante la solucion general (Ec. (68)) y las

constantes C1 y Co, Ec. (111) y Ec. (112).
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T1Yo(B) — T2Yo(RB) >
T(r,w)=(’ —— = = = | Jo(rp)
o(RB)Yo(B) — Jo(B)Yo(RB)) ™"
_ _ _ _ ( 113)
ToJo(RB) = T
4(/ 2Jo(RE) @@)_)%mﬂ_g
o(RB)Yo(B) = Jo(B)Yo(RB)
3.2.2 Temperatura promedio
La temperatura promedio para la corona circular se define como:
[T [ Trdrde
<T(r,w) >=——% (114)
Js fRf rdrd@
Resolviendo se obtiene:
f:l Trdr
<T(r,w) >= : (115)

1
7(R2* = R®)
Sustituyendo la ecuacién del perfil de temperaturas, multiplicando por % en los términos donde exista

r y escalando los limites de integracion se llega a:

=

[ o) + CoXolrB) = T ar

=

<T(r,w) >= 1 (116)
7(R:* = R*)
Simplificando:
[ o) + CoXolrB) = T ar
<T(r,w) >= 1 (117)
7(R:* = R*)
Por linealidad de la integral de Riemann se tiene y definiendo x = rf se obtiene:
%(Cl fRZﬁjo(x)xdx +C, fRZﬁ Yo(x)xdx — T fRZﬁ xdx)
B RiB R1B R1B
<T(r,w)>= (118)

1
7(R2* = R,)

Utilizando una de las propiedades de las funciones de Bessel y realizando algunas manipulaciones

matematicas, se tiene lo siguiente:
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Jo(xX)x = ;—x [J1(x)x] (119)

Yo(x)x = j [Y1(x)x] (120)

X

Resolviendo las integrales y simplificando se llega a:

<T(r,w)>
72 (G0 RIS = LR BIRBI+C L RBIRS ~ Y (RipIRyf) — BLELLZ BT 5
3 (R R,?)
Simplificando
<T(r,w)>
1 T3[(R,8)* — (RyB)*]
_ F(cl(ll(RZﬁ)RZﬁ _.]1(Rlﬁ)Rlﬁ)-I_CZ(YI(RZﬁ)RZﬁ - Yl(Rlﬁ)Rlﬁ) -3 2 2 ) ( 122)
1, R,*
2R (1-)
<T(r,w)>
2 o _ _ o _ _ T. R2 __ RZ R2
ﬁ<cl(11(ﬁ)ﬁ ~ L RBRB)+C,(1: (B)B — i (REYRE) - BB K6 )) (123)
- (1-R?)
Si:
J=1(B)B —J.(RBRB (124)
Y =1,(B)B —Yi(RB)RB (125)
Entonces;
2 B B T EZ _ RZEZ
<T(r,w) >:m<Clj+CzY— 3( > )> (126)
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J

B 2 T1Yy(B) — T2Yo(RB)
<TO) >= 0 o KIO(RB)YO(E) —JO(E)YO(RB)>
(1 ToJo(RB) — Tilo(B) ) 7 _Te(B? -~ R"B?)
o(RB)Yo(B) — Jo(B)Yo(RB) 2

Para adimensionar la Ec. (127) se define lo siguiente:

2 Sl(a))SOR 2 N . 2
_Si(@R” 5, 72 57 (w")SoR,

* T 0(iw)B? kok(]iaoﬁz kO (iw)B?

SoR,*

T X

g S
0 (iw)B?

T3 5 (w")

T, 0} (iw)B?

<T(r,a))>: 2 K, T.Y(B) — T2Yo(RB) )]‘

Ts (1 = R)B2T, |\Jo(RB)Yo(B) — Jo(B)Yo(RR)
To(RE) ~Tlo(B)  \o Ts(F% - R2B?)
+<10(R3)Y0(5)—/o(ﬁ)YO(Rﬁ)>Y‘ 2 l

<T*(r,w") >

2 T, Yo(B) -T2 Yo(RB) -
- (1-R»)p? KIO(RB)YO(E) —JO(E)YO(RE)>]
(1 T, Jo(RB) = T1 Jo(B) )7_ S (@)
o(RB)Yo(B) —Jo(B)Yo(RB) 0" (iw)p?

(B _2R252)l

(127)

(128)

(129)

( 130)

(131)

( 132)

(133)
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Recordando que:

T, =r=ct+—=— (134)

T2*=—=—+—=— ( 135)

T ==t —=—" (136)

T2*=—=—+—=— ( 137)

—x =« I3 S (w")

I, =T, :F_W ( 138)
<T'(r*,w*) >
_ 25" (w™) I(l Yo(B) — Yo(RRB) )1-
(1- RZ)Ok*(iw)E“' O(RE)YO(B) _]O(E)YO(RE) (139)
(OO, o
o(RB)Yo(B) = Jo(B)Yo(RB) 2
<T (r,w") >
... 2 Yo(B) — Yo(RRB) )—
—[o . _ AU - _
[pwuﬂﬂ—R%ﬂ4Cdmﬂ%W)fhWNMMﬂ] ( 140)

O EVAOM PR 5.

O(RE)YO(E) _IO(E)YO(RE) 5 l [S" (w)]
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La Ec. (140) puede ser expresada en términos de una funcion de transferencia compleja asociada al

sistema geométrico.
<T*(r*,w") >= R(w*,R,B)S," (w*) (141)
Para la Ec. (141), la respuesta del sistema dindmico se ha definido de la siguiente manera:
R(w") = 0,"(iw")f (R, B) ( 142)

En donde la funcion f(R, §) representa la dispersion del sistema asociada al parametro 5 y a la razon

geomeétrica del sistema de estudio.

N 2 Yo(ﬁ)—YO(RE) T
f(RE) = (1—-R?)p* (lo(RE)YO(E) _]O(E)YO(RE)>]

(143)

]O(Rﬁ_)_jo(ﬁ_) _ [?—R?p?
' <’0(R/§)Y0(3) —JO(E)Yo(Rﬁ_)> - 2

La temperatura promedio de la corona circular contiene informacion de las funciones de Bessel de
primera y segunda especie de ordenes cero y primero las cuales son inducidas por el efecto de la
geometria. Notese, que esta solucion contiene un término adicional al del estudio del flujo pulsatil de
u liquido viscoelastico deformado continua e irreversiblemente por un gradiente de presion pulsatil
(oscilatorio). Es claro, que estas ecuaciones que involucran una fuente y una respuesta estan
intimamente relacionados a los procesos dindmicos en el régimen de termodinamica irreversible

lineal.
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3.2.3 NuUmeros adimensionales

Para realizar las simulaciones es necesario primero definir las variables adimensionales de la siguiente

manera:
- 3 3 «
B*=i2 |—/——==1i2 /w*Op (iw*) ( 144)
Por lo tanto:
R,’p Cp
.= ZT ( 145)
0, (lw)=1+Fiw" ( 146)
A
F, = t_q ( 147)
C
Si
1 pCp
ok ( 148)
Aq (247 (247
FO = 1 = > = —
RZ2— Ry o ( 149)
Z ay A

El nimero de Fourier (F,) relaciona los mecanismos de difusion de energia molecular y la difusion de

energia asociados al tiempo de relajacidn, esto se presenta a través de los coeficientes ay, y a, .

En la siguiente seccion se presentara las predicciones o bondades tedricas de estos sistemas, es decir,

las consecuencias de las ecuaciones constitutivas tipo Maxwell-Cattaneo.

38



CAPITULO IV

SIMULACIONES Y
ANALISIS DE RESULTADOS



4.1 TRANSFERENCIA DE ENERGIA EN UN CAPILAR

MODELO DE MAXWELL-CATTANEO: CAPILAR

Q os

a) F, =10 ; i
b)F,=1 aj
- 0:1 A
ITL_ 4 0 \/ \/\/W.__f
| 1.E-01 1.E+00 FRECUENCIA 1.E+01 1.E+02
N 3
@
2
1 b
1.B-02 1.E-01 %.E+OO 1.E+01 1.E+02
FRECUENCIA
Figura 3.  llustra la funcion de transferencia real vs frecuencia del modelo de Maxwell-Cattaneo para

diferentes valores del nUmero de Fourier.

En la figura 1 se observa la respuesta dindmica lineal del sistema en funcion de las caracteristicas
viscosas y elésticas del material para el modelo de Maxwell-Cattaneo. Es claro, que a frecuencias
bajas el sistema muestra un comportamiento constante e independiente de la frecuencia. A un valor
critico de esta, la respuesta dinamica muestra un comportamiento mondétono creciente hasta un valor
maximo resonante, en este maximo se observa un acoplamiento entre dos mecanismos asociados a la
caracteristica del sistema termodinamico irreversible que se estudia. Para valores mayores de la
frecuencia, se observa un tren de picos secundarios asociados a los diferentes tiempos caracteristicos
del material y las propiedades matematicas de las funciones de Bessel. Es importante notar que
nuestras funciones de transferencia se presentan cocientes entre estas funciones especiales de la fisica
matematica y, por lo tanto, existiran resonancias asociadas a sus propias matematicas debido a que
son funciones oscilatorias. Notese, que el maximo resonante es asociado al mayor valor del nimero
de Fourier. Esto significa que uno de los tiempos caracteristicos domina sobre el otro y esto representa
gue toda la dindmica de estos sistemas esta caracterizada por tiempos que describen la naturaleza
fisica de estos sistemas.
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Desde un punto de vista fisico-bioldgico este tipo de materiales se pueden encontrar en la naturaleza
donde existe una respuesta matematica entre una entrada y una salida de un sistema dinamico. Desde
el punto de vista médico-bioldgico el corazon seria la fuerza motriz (variable de entrada) y la respuesta

seria el flujo pulsatil sanguineo a través del sistema circulatorio humano.

MODELO DE MAXWELL-CATTANEO: CAPILAR
A s
- b
a 0.4
a) F,=10 . ) o
b) Fo=1 :
l_ : %—l ?Eﬂ) 1E+1 : 1.H+2
U .
é b ° FRECUENCIA
e
< e —— o
&2 1E+1 1.B+2
<
=
A
FRECUENCIA
Figura4. llustra la parte imaginaria de la funcién de transferencia compleja vs frecuencia para

diferentes valores del nimero de Fourier.
En la figura 2 se ilustra la parte imaginaria de la funcién de transferencia compleja vs la frecuencia en
funcion del numero de Fourier. A frecuencias bajas la respuesta dindmica del sistema es constante. A
una frecuencia critica la respuesta de FTC es mon6tona creciente hasta un valor maximo resonante.
A un valor mayor al de la frecuencia resonante se observa un comportamiento monotono decreciente
hasta un valor minimo antiresonante. Esta transicion se puede describir matematicamente por medio
de una discontinuidad de salto, estas discontinuidades de salto son muy comunes en los fenémenos
donde existen resistencias a la transferencia de momento, energia 0 masa. Para una segunda frecuencia
critica existe un tren de resonancias secundarias que se van disipando conforme a frecuencia de
proceso aumenta. Obsérvese, que el efecto del numero de Fourier es la de disminuir la respuesta
imaginaria y la respuesta real en el sistema de estudio. En pocas palabras, se necesita la

viscoelasticidad en estos sistemas para que se presente el fendmeno de resonancia inducido por las
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componentes viscosas (disipativas y las elasticas asociadas a la parte de almacenamiento de energia).
Es importante resaltar que un fluido viscoso no presenta esa respuesta elastica mientras que un fluido
viscoelastico si presenta curvas resonantes. La resonancia es un fendmeno que se observa en los
sistemas en donde existe una vibracion y es tipico de materiales en donde las frecuencias de proceso
coinciden con las frecuencias naturales del material. Esto se observa cuando se sintoniza un radio,
cuando se ajusta una frecuencia esta coincide con la frecuencia del radio y se percibe la sefial de las
diferentes estaciones. Este trabajo versa en encontrar las condiciones materiales que afectan esas

resonancias a través de la termodinamica irreversible desde el formalismo de Maxwell-Cattaneo.

MODELO DE MAXWELL-CATTANEO: CAPILAR
Q
a) F,=10
b) F,=1 aﬁ ;
L 3
> 01 N a
<§E 4 1E1 g_&o LE+1 LE+2
o FRECUENCIA
©)
2
1.E-2 1.E-1 1.E+0 1.E+1 1.E+2
FRECUENCIA

Figura 5. llustra la norma de la funcién de transferencia compleja vs la frecuencia para diferentes
valores del niumero de Fourier.

En figura 3 se muestra la respuesta de la norma de la FTC vs la frecuencia a diferentes valores de
numero de Fourier. Para un valor de 10 del nimero de Fourier se presenta lo siguiente: a frecuencias
bajas existe un comportamiento constante proseguido de un comportamiento mondtono constante
hasta un valor maximo resonante, después de esta frecuencia maxima se presenta un tren de picos
secundarios. Notese que, a frecuencias bajas moderadas domina la contribucion de parte real y a
frecuencias altas domina la contribucion de la parte imaginaria, del mismo modo, la contribucion de

la parte real de la FTC domina las curvas que representan a nimeros de Fourier de 0.1y 1.
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4.2 TRANSFERENCIA DE ENERGIA EN UNA CORONA CIRCULAR

MODELO DE MAXWELL-CATTANEO: CORONA CIRCULAR
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L
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FRECUENCIA
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m
1
[N
—
m
+
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FRECUENCIA

Figura 6. llustra la parte real de la funcion de transferencia vs frecuencia a un Fourier igual a 1 a
diferentes valores de R.

En la Fig. (6) se muestra el comportamiento de la parte real de la funcion de transferencia compleja
vs la frecuencia para diferentes valores de R con un valor fijo del nimero de Fourier igual a 1. A
frecuencias bajas, la respuesta del sistema es constante. A una frecuencia critica el comportamiento
de todas las resonancias es monétona y decreciente hasta un valor minimo. A una segunda frecuencia
critica se observa una discontinuidad de salto hasta un valor maximo. Como en los casos anteriores el
maximo es un acoplamiento de todas las fuerzas macroscopicas del sistema. A una frecuencia mayor
a la resonante el sistema muestra patrones resonantes que se repiten conforme la frecuencia aumenta.
Es claro, que estas simulaciones son producto esencialmente de la curvatura del sistema asociadas a
las funciones especiales de Bessel de primera y segunda especie de orden 1. Evidentemente, esta
grafica es una representacién méas adecuada de los procesos de conduccidn y relajacion del sistema
por efecto de la competencia entre la fuente y la temperatura promedio.
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MODELO DE MAXWELL-CATTANEO: CORONA CIRCULAR
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Figura 7. llustra la parte real de la funcion de transfrencia vs la frecuencia a R igual a 0.01 y diferentes
valores del némuero de Fourier.

En la Fig. (7) se muestra el comportamiento de la parte real de la FTC vs la frecuencia a diversos
valores del numero de Fourier con un valor de R igual a 0.01. A frecuencias bajas, la respuesta del
sistema es constante hasta un cierto valor critico en donde decrece monotonamente hasta un valor
minimo. Es evidente que existe una discontinuidad del valor minimo al maximo por efecto de las
propiedades matematicas de las funciones de Bessel. Los valores minimo y maximo estan
determinados por un acoplamiento entre las propiedades transitorias moleculares y de relajacion en el
sistema de estudio. A un valor de frecuencia critico mayor al resonante se observa que la FTC sigue
un comportamiento mondtono decreciente seguido de un tren de curvas resonantes secundarias que se
desvanecen cuando la frecuencia aumenta. Las antiresoanancias son mas evidentes a valores altos del

numero de Fourier y estas pueden ser causadas por dos razones:
) matematicamente se puede inducir a la contribucion de la funcion de Bessel de segunda
especie
i) fisicamente puede ser debido a un contraflujo de energia.
La méxima resonancia se da cuando el nimero de Fourier es igual a 1. Cuando el Fo = 1 hay una
competencia entre el coeficiente de difusion de energia molecular y el coeficiente de relajacion, esta

ultima es debido al implementar el efecto Maxwell-Cattaneo.
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A altas frecuencias todos los casos tienden a un valor de 1, eso quiere decir que hay un empate entre

la energia proporcionada por el medio (laser) y la temperataura promedio del sistema.

MODELO DE MAXWELL-CATTANEO: CORONA CIRCULAR
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Figura 8. llustra la parte imaginaria de la funcién de transferencia compleja vs la frecuencia a
diferentes valores de R con un Fourier igual a 1.

En la Fig. (8) se presenta el comportamiento de la parte imaginaria de la FTC en funciones de R. La
Fig. (8) tiene un comportamiento similar al de la Fig. (6) por lo que, las conclusiones matematicas y

fisicas se preservan. A continuacion, mencionaremos las cualidades de la Fig. (8)

i) A mayor valor de la razén geométrica R, se observa que las curvas se desplazan a valores

mayores en la frecuencia.

i) Es importante notar que, a diferencia del estudio de fluidos viscoelasticos, la mayor
respuesta se obtiene cuando el sistema es R = 0.5. Es decir, cuando existe una disminucién

en el area de transferencia de energia molecular
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MODELO DE MAXWELL-CATTANEO: CORONA CIRCULAR
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Figura 9. llustra la parte imaginaria de la funcién de transferencia vs la frecuencia a diferentes valores
de numero de Fourier y R igual a 0.01.

MODELO DE MAXWELL-CATTANEO: CORONA CIRCULAR
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Figura 10. llustra la norma de la funcién de transferencia vs la frecuencia a diferentes valores de R con
un Fourier igual a 1.
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MODELO DE MAXWELL-CATTANEO: CORONA CIRCULAR
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Figura 11. llustra la norma de la funcion de transferencia vs la frecuencia a diferentes valores de Fourier

con una R igual a 0.01.

En la Fig. (9) se demuestra el comportamiento de la parte imaginaria de la FTC vs la frecuencia a

diversos valores del nimero de Fourier. La Fig. (7) y Fig. (9) son muy similares. En la Fig. (10) se

muestra la norma de la FTC vs la frecuencia diferentes valores de R. Es evidente que la norma tiene

una respuesta similar a la parte real y a la parte imaginaria, es decir, es la combinacién perfecta de

ambos mundos. En la Fig. (11) se muestra la norma de la FTC vs la frecuencia diferentes valores del

namero de Fourier. La norma tiene un comportamiento similar a la parte real que, a la aparte

imaginaria, por lo que, contribucion de la parte real domina la respuesta del sistema.
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CAPITULO V

CONCLUSIONES



En este trabajo se estudio la transferencia de energia irreversible en un sistema en donde los
mecanismos transitorios, de relajacion, moleculares y asociados a una fuente de energia (laser)
dependen del tiempo. La ecuacion constitutiva que se utilizé para describir el flux de calor y gradiente

de temperatura es la de Maxwell-Cattaneo.

Las geometrias que se emplearon en este trabajo son: (i) capilar de radio r = ay longitud z = L y (ii)
corona circular de radios R1 y Rz, con R1 < Ra. Las condiciones de frontera en el capilar fueron: (i) r
=0, T = Tmax, (ii) r = a, temperatura conocida (T = Ta). En la corona circular: (i) r = R1, T =T1 y (ii)
r = Ry, T = To. Para el modelo del capilar se postularon las siguientes restricciones fisicas: (i) sistema
en estado no estacionario, (ii) la temperatura solo depende de la coordenada radial r, (iii) simetria
cilindrica, i.e., que no depende la geometria angular, (iv) se supone invarianza axial, i.e., que la
longitud caracteristica L es mucho mayor que la longitud caracteristica R. Ademas, para el modelo de
la corona circular se considerd lo siguiente: (i) se introducen mecanismos de relajacién por efecto de
la perfusién de la sangre con 6rganos del cuerpo humano, (ii) el proceso es no isotérmico, i.e. la
temperatura no es constante y es necesario el balance de energia, (iii) la disipacion viscosa es
depreciable, el aumento de temperatura se debe a una fuente de energia, depende del tiempo y de la

frecuencia.

Al acoplar la ecuacion de conservacion de energia y la ecuacion de Maxwell-Cattaneo se adquirié una
ecuacion diferencial parcial lineal que describe el cambio de temperatura debido a la capacidad del
material para conducir calor, densidad, calor especifico Cp, inducidos por la transferencia de energia

proveniente del laser.

Bajo las restricciones fisicas y suponiendo una contribucion homogénea, se aplico el formalismo de
Fourier para obtener una ecuacion de Bessel compleja modificada, la cual, su solucién esta en las
funciones de Bessel de primera y segunda especie de orden cero. La parte no homogénea se calcul6
por el método de coeficientes indeterminados. Con base en esto, se obtuvieron las expresiones
analiticas para el perfil de temperaturas, temperatura promedio y la funcién de transferencia que
relaciona la variable de entrada (l&ser) con la variable de salida (temperatura promedio), las cuales

dependen de los niimeros adimensionales B* y 0, " (iw*) parael capilary B*y 0,"(iw*) para la corna

circular. Cabe resaltar que 8* y B* son asociadas a los procesos transitorios, energia interna y los
procesos de conduccion y relajacion del operador conductividad. El operador de conductividad 0"

estéd definido mediante el nimero de Fourier (Fo) y la conductividad del material k.
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Después de concluir las simulaciones, se realizo un analisis de las contribuciones real e imaginaria,

asi como la norma de la FTC de las cuales se concluye los siguiente:

5.1 Simulaciones

De la contribucion de conocimiento a esta investigacion de licenciatura original es que a frecuencias
selectas existe un mecanismo resonante asociado al empate entre las frecuencias naturales y las
frecuencias de proceso. Estas frecuencias de proceso dependen exclusivamente de las propiedades
materiales del sistema es decir de los tiempos de relajacion. Por otra parte, existe un tren secundario
de picos asociados a las resonancias del sistema. Estas resonancias son una consecuencia matematica
del cociente de funciones de Bessel, las cuales, contienen la informacién de las raices reales y

complejas en el sistema de estudio.

Se presenta un fendmeno fisico conocido como resonancia y antiresonancia asociado a una
discontinuidad matematica seguido de un tren de picos secundarios que se desvanecen al aumentar la
frecuencia. Estos picos son una consecuencia de las frecuencias naturales del sistema y la razén
matematica de dos funciones de Bessel de primera especie de orden 0 y 1. La antiresonancia puede
ser causado por dos motivos: i) fisicamente se puede interpretar como un contraflujo de energia en el

sistema y ii) matematicamente se puede asociar a la contribucion de las funciones de Bessel.

A frecuencias bajas la respuesta es constante mientras que para una frecuencia critica la parte real
domina sobre la parte imaginaria mientras que, el tren de picos secundarios es una manifestacion de

la parte imaginaria. Es evidente que la norma combina lo mejor de dos mundos.

Es claro que el efecto del numero de Fourier es el de modificar la anchura de la sefial y el pico
resonante. ElI nimero de Fourier relaciona el coeficiente de difusion de energia molecular y el
coeficiente de relajacion, este Gltimo es por efecto de la ecuacion de Maxwell-Cattaneo. Cuando el
Fo = 1 hay una competencia entre los dos coeficientes, por lo cual fue elegido para realizar las

simulaciones a diferentes valores de R para la corona circular.

Existe una gran diferencia entre el comportamiento de la FTC para el capilar y para la corona circular
debido a la geometria. La corona circular se describe como dos tubos concentricos, el efecto de la
curvatura del tubo interno causa la aparicion de la funcion de Bessel de primera y segunda especie de
orden 0y 1, mientras que en el capilar solo aparece la funcidn de Bessel de primera especie de orden
Oyl
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6 TRABAJO FUTURO
Una continuacion natural de este trabajo es contrastar las predicciones teodricas y numeéricas

desarrolladas en este trabajo de investigacion a nivel licenciatura con resultados de tipo experimental.
Esto incluiria aplicaciones a fenémenos de transporte como son: (i) transferencia de momento, (ii)
transferencia de energia y (iii) transferencia de masa. Es importante destacar que estos problemas se
han desarrollado con las condiciones méas simples posibles e involucran termodinamica fuera del
equilibrio, es decir, que localmente las propiedades de la termodinamica clasica se mantienen, pero
dependen del tiempo. Otro aspecto importante es desarrollar ecuaciones mas avanzadas que la de
Maxwell-Cattaneo con el fin de describir fenémenos acoplados mucho més realistas. En un segundo
punto se podrian restructurar los experimentos para encontrar la resonancia en sistemas que involucran
una frecuencia caracteristica. Un ejemplo de la aplicacion de este trabajo seria la frecuencia de la tos
en las personas que fueron infectadas con el virus de COVID-19. El virus de COVID-19 produce
malestar generalizado y una tos frecuente, esta puede ser relacionada con la frecuencia en la cual el
sistema presenta la méxima resonancia asociada a la expectoracion. Finalmente, este trabajo y las
contribuciones de este representan una luz en el camino de entender sistemas que utilizan la
termodinamica irreversible y los fendmenos de transporte como punto de partida para sistemas
basados en la bioingenieria y, por lo tanto, son vitales para entender aplicaciones en la transferencia
de masa y la biologia dinamica.
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