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Introduccion

En la ultima década la inteligencia artificial, y en particular las técnicas de deep learning,
han cobrado gran relevancia gracias a la redes neuronales artificiales (ANN). El origen de
las ANNs se remonta al siglo pasado con investigaciones que se inspiraban en las neuronas
biologicas y su capacidad de procesamiento. Por aquellos anos esta teoria progresé de manera
muy lenta por varias razones, de entre las cuales podemos destacar que el poder de computo
era mucho menor al que tenemos hoy en dia disponible, esto di6 paso a una época que ahora
nombramos como el invierno de la ITA.

Cuando se crefa que las ANNs no eran mas que una curiosidad, surgieron métodos que atra-
jeron la atencion de mercado, como es el caso de los métodos kernel. La teoria matematica
detras de los métodos kernel es la de los espacios de Hilbert de kernel reproductor (RKHS),
que habia sido propuesta alrededor de medio siglo antes de que Vladimir Vapnik y Alexey
Chervonenkis comenzaran los primeros trabajos con métodos kernel, entre los cuales desta-
can las méquinas de soporte vectorial (SVM) que fueron planteadas por Vladimir Vapnik e
Isabelle Guyon, y desarrolladas mas a fondo por Bernhard Scholkopf, quién recibio la asesoria
de Vapnik durante su doctorado en ciencias de la computacién.

La teoria de los métodos kernel desde el principio se fundamentaba en una soélida teoria
matématica, ademds su implemetacién era posible y mostraban un gran desempeno en la
practica, razones por las cuales las ANNs parecian innecesarias. Pero, a pesar de las criticas
que llegaron a recibir, las ANNs resurgieron en anos recientes gracias a diversos factores entre
los que podemos enumerar las tarjetas graficas, que impulsaron el cémputo en paralelo, y la
big data, que hizo posible el almacenamiento y acceso a datos para entrenamiento.

En la actualidad, el desarrollo de la inteligencia artificial, con las ANNs como principal
exponente, se da a pasos agigantados (aquello que quiza parecia muy lejano hace un afo, hoy
es una realidad). Sin embargo, poco se sabe acerca del porqué las redes neronales funcionan
tan bien, y es necesario entenderlo si de verdad se quiere sacar el mayor provecho a estas
tecnologias, ya que la ignorancia se hereda a nuestros modelos, los cuales que terminan
sesgados.

Un enfoque interesante para tratar el estudio de las ANNs surgié en 2018 con la propuesta del
Kernel Neuronal Tangente, el cual tiene la ventaja de relacionar directamente los métodos
kernel, cuyos fundamentos tedricos se conocen bien, y las ANNs. La importancia de este
kernel tan particular se ha podido constatar en anos recientes con resultados tan interesantes
como el que presenté P. Domingos en su articulo Every model learned by gradient descent is
approzimately a kernel machine.
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Sin duda alguna, las ANNs han venido a cambiar la manera en que hacemos las cosas, opti-
mizando muchos procesos que hasta hace pocos anos representaban un alto coste econémico
y humano, pero aun falta mucho por entender y mejorar.



Capitulo 1

Teoria basica de Espacios de Hilbert
de Kernel Reproductor (RKHS)

En este capitulo daremos la teoria basica de los RKHSs, que es el fundamento matemaético de
los métodos kernel. Comenzaremos con resultados basicos de andlisis, para después exponer
los RKHSs para funciones escalares, y finalmente presentaremos definiciones y un par de
resultados que generalizan la teoria a funciones vectoriales. Cabe destacar que trabajaremos
sobre el caso real, aunque la teoria puede desarrollarse perfectamente para el caso complejo,
asi que siempre que hablemos de un espacio vectorial supondremos que es sobre R.

La teoria expuesta aqui se basa principalmente en [5], [8], [2], [21]. Para los resultados que
pertenezcan a una fuente particular pondremos la referencia al inicio del enunciado.

1.1. Espacios de Hilbert

Definicién 1.1.1.
Sea V' un espacio vectorial. Definimos el producto interior como una funcion (-,-) : V X
V — R, que satisface lo siguiente:

IP1 (z+ My, z) = (x,2) + My, 2), Vr,y,z€V, VIER;

IP2 (z,y) = (y,z), Vx,yeV;

IP3 (x,x) >0, six#0.

Notacién. Con (V, (-, -)) denotaremos a un espacio vectorial V' con producto interior (-, -).

Proposicién 1.1.1 (Propiedades bésicas del producto interior).
Sea (V,(-,-)). Para toda x,y,z € V y para toda X\ € R se cumple lo siguiente:

Lo,y +Az) = (2, y) + M, 2);
2. (x,0) = (0,z) = 0;
3. (x,x) =0z =0

4. Sipara toda x € V, (x,y) = (x, z), entonces y = z.
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Demostracion. Dados z,y,z € V y A € R:

1.
5y + A2 = (y+ A2, ) = (5,3) + A(5,3) = (5,9) + Mz, 2).
2.
(,0) = (z,x —z) = (z,x) — (x,z) =0
0,2) = (z —x,z) = (z,x) — (x,z) =0
3. =
Por contrapuesta de IP3.
=

Por el inciso anterior.
(,y) = (x,2), VeV = (z,y—2)=0, VreV.

En particular (y — z,y — z) = 0, entonces por el inciso anterior y = z.

Definicién 1.1.2.
Si en la Definicion 1.1.1 sustituimos la propiedad IP3 por|{x,z) > 0,Yx € V|, decimos que

la funcion (-,-) es un semi-producto interior.

Para distinguir el producto interior del semi-producto interior usaremos el subindice s para
este ultimo.

Lema 1.1.1.
Sea V' un espacio vectorial con semi-producto interior (-,-)s, entonces VYx,y € V, tal que
(x,x)s #0:
<Za x>s = 0>
con z =1y — —égzix
Demostracion.
(y,2)s (y,2)s
2,T)s = (Y — T, T)s = (Y, T)s — z,r)s =0
(210 = (= 2t a), = () — (2 )

Proposicién 1.1.2 (Desigualdad de Cauchy, para semi-producto interior).
Sea V' un espacio vectorial con semi-producto interior (-,-)s, entonces:

[z, 9)s] < V{x,2) o/ (y,y)s, Yo,y V.

Demostracion. Sean x,y € V.
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1. Si (z,x)s > 0.
Sea z =y — Az, con A = % Por el lema anterior (z,x)s = 0, y ademas:

(z,\x)s = Mz, 2), = 0.
Entonces:

(Y, y)s = (z + Az, 2 + Ax)s
= (z,2)s + (\x, 2)s + (2, Ax)s + (\x, Ax){
= (z,2)s + (A\x, Ax){

(y, )3

> Nz, 1), = (2,2,

Ty w)s) < VA{E e/ (Y, y)se
2. Si (z,2), = 0.
Notemos que para toda r > 0:

0 < (ry — (Y, ), 7y — (Y, T)sT)s
=12y, y)s — (Y, )5 (y, ) s — (Y, )5 (2, y)s + (y, 1) (2, ),
<ya y>s - 2T<yv $>g>

r
7“2

de modo que
2(y, z)2 < r{y,y)s, para toda r > 0.

SN z)e =0 = Vw 2)a /(Y )

Proposicién 1.1.3 (Desigualdad de Cauchy).
Sea (V,(-,-)), entonces

(@, )| < V(@ 2)\/(y,y), Vr,yeV.

Demostracion. Se sigue de la proposicion anterior, pues todo producto interior es un semi-
producto interior. O

Definicién 1.1.3 (Norma de un espacio vectorial).
Sea V' un espacio vectorial. Definimos una norma en V como una funcion || -] : V — R,
que satisface lo siguiente:

N1 ||z]| =0 <=z = 0,
N2 ||Xz|| = [A ||=]|, Yoz eV, VAeR;
N3 o+l < ol + Igll, Yoy eV
Notacién. Con (V.| - ||) denotaremos a un espacio vectorial normado V', con norma || - ||.

Proposicién 1.1.4 (Propiedades bésicas de la norma).
Sea (V|| -1|), entonces se cumple lo siguiente:
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LoAllzll = llylll < llz = 9ll,  Va,y e V.

2. La norma es continua.

Demostracion.

1.
[l < {lz =yl + lyll = [l=]l = llyll < [l= =yl

Iyl < lly =2l + [zl = =lly = =[] < [l=]| =yl

Sl =Tyl < fle =yl
2. Se sigue del inciso anterior.

]

Proposicién 1.1.5.
Sea (V,(-,-)), entonces la funcion || - || : V = R, definida como ||z|| := \/{z,x), Vx € V, es

una norma en V. (norma inducida por el producto interior).

Demostracion.
Por IP3 tenemos que \/(x,z) € R, Vr e V.

e N1. Del inciso 3 de la Proposicion 1.1.1 se sigue que:

(r,2) =0<= (z,2) =0 <=2 =0.

o N2.

VO, \z) = A2z, 2) = [N (z,2), VzeV, VIeR.
e N3.

(z+y,x+y) = (z,2) + (z,9) + (2,9) + (¥, y)
= (z,2) + 2(z,y) + (¥, y)

<(z,z) + 2¢/{z,2)/ (Y, 9) + (¥, 9)
= (Vizo + Vi) -

Ay ety) <)+ (y), Yy eV
2 =4/(, ) es una norma en V. O

Cuando hablemos de la norma de un espacio vectorial con producto interior nos referiremos
a la norma inducida. De este modo podemos reescribir la desigualdad de Cauchy como:

Sea (V, (), entonces [(z,y)| < ||z([[[yl, Vz,yeV.

Proposicién 1.1.6.
El producto interior es continuo.
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Demostracion. Sean (V,(-,-)) v ((#n,Yn))en © V x V una sucesion tal que (2, y,) — (2,y)
en V x V, para alguna (z,y) € V x V. En particular x,, — =, y, = vy .
Por la desigualdad de Cauchy:

0 < [z,9) = (Tn, Yn)|

K > <1‘ yn> + <xayn> - <xnayn>’
(2,5 = Yn) + (& = T, Yn)|

[z, y = yu)| + [{2 — 20y yn))|
zl[lly = ynll + 1z = znl[{lynll.

(VANVAN

Finalmente aplicando limite a la desigualdad anterior, y por la continuidad de la norma:

0 < lim [(z,) — (zn, ya))|
< Ve _ ! —
< lim (flzllly = ynll) + lm ([lz = zn|{}y.[)
— |la T [ly — ol + lim [l — 2, i [lg]
n—o0 n—o0 n—o0

= [lz[[(0) + (0)[ly[l = 0

Asi podemos concluir que (,, y,) — (z,y) en R, cuando (z,,y,) — (z,y) en V x V', es decir,
el producto interior es continuo.
En particular, el producto interior es continuo en cada una de sus entradas. O]

Definicién 1.1.4.
Dada (V.|| -1]) v (#n),cy una sucesion de elementos de V. Decimos que (xy),oy €5 una
sucesion de Cauchy si:

Ve >0, dN €N, tal que |z, — x| <€, VYn,m> N.

Definicién 1.1.5.
Decimos que (V,{-,-)) es un espacio de Hilbert si es un espacio vectorial completo con la
norma inducida por el producto interior, es decir, si toda sucesion de Cauchy es convergente.

Cuando hablemos de espacios de Hilbert los denotaremos como (H, (-,-)) o solamente H.

Proposicién 1.1.7 (Producto cartesiano de espacios de Hilbert).
Sean (Hy, (-;)1) ...y (Hp, (-,)n) espacios de Hilbert. Entonces H := Hy X --- X H, es un
espacio de Hilbert con el producto interior:

n

<($1, 7$n) ) (yla ,yn)> = Z(ajza y2>7,

i=1

Demostracion. Es claro que el producto cartesiano es un espacio vectorial.
Primero probaremos que (-,-) es un producto interior para H. Sean = = (x1,...,2,),y =
Y1y ooy Yn) , 2 = (21, ..., 2n) € H, X € R, entonces:
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o IP1.

Ty, axn) +A (?le 7yn) ) (217 ) Zn)>
T1+ AY1, ooy T+ AYR) 5 (21, 00y 20))

(z+ Xy, 2) = ((
((

I

(@i + AYi, 2i)

=1

Il
M:

(Ti, zi)i + ANYi, 2i)i
1

s I

(Tiyzi)i + A Z(yi, Zi)i

1 =1

(x,2) + My, 2).

o IP2.

n

i=1

o IPS. .
(x,x) = Z Tiy Ti); Z |27 > 0, si (z1,...,x,) # (0,...,0).

=1

Resta probar que sea completo, para ello notemos que Va = (z1, ..., z,) € H:

lill? = (i, wi)i < ijp% b = [l

Ahora consideremos una sucesion de Cauchy (Xz),cny = (T1k, -, Tnk) ) ey © H, entonces la
sucesion {zi hreny C H; es de Cauchy, Vi € {1,...,n}, y por ser H; espacio de Hilbert entonces
existe x; € H; tal que:

Sea x = (z1, ..., %,), entonces:

n

n
Ix), — x||* = Z(fﬂzk — Ty, Tip — Ti) = Z [z — 2l =0,
i=1

=1

de donde se concluye que toda sucesion de Cauchy es convergente, y por lo tanto H es
completo. [

Proposicién 1.1.8.
Sea (V|| - 1) || - || es inducida por un producto interior si y solo si se satisface que

lz+yl* + lle = yl* = 2(lll* + lyl*) . Yoy eV
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Demostracion.
=
Si || - || estd inducido por un producto interior, entonces, Vz,y € V:

e +yl? + e =yl = (z+y, 2+ y) + (& —y, 2 —y)

= (z,2) +2(z,y) + (v, y) + (z,7) — 2(z,9) + (y,9)
=2 ((z,z) + (v, 9)) = 2 (llz]* + [[ylI?) -
P

Definamos la funcién (-,-): V xV =R, dada por (z,y) = 1 (lz + y||* = [|= — y||*) -
P.d. (-,-) es un producto interior.
Notemos que (-, -) es continua por continuidad de la norma.

1. IP1.
Sean z,y,z € Vy A€ R.

CL) Pd<{17 + y72> = <I,Z> + <y,Z>
Sea b € {—1, 1}, notemos que de las hipitesis se sigue que:

1 1 1
—yw—y+bdf—§ﬂ—x+y+bﬂ2=(—Gw+bﬂ”HWW)+jw+y+bﬂﬁ

1
+ (— (Ily + b=|” + ||=]*) + §||f€ +y+ bz||2)

= —|lz]]* = lyll* — [l + bz||* — ||y + bz’
+ |z +y+ bz||2,

tal que:

g2l =l + g+ o2+ b2l — 5 o —y+b2? — |~y
Entonces:
@ty z) =7 (le+y+2l — o +y—=l?)

el + gl + llz + 217 + ly + 217 = 3l — g+ 2] = 2| =+ + 2|

!M+ZW+My+dV—ﬂM—y+ZW——H—x+y+ﬂP

)
: )

lz = 2]1* + lly — AV——H—x+y+ﬂF—ﬂM—y+ZW

(I
OMW+HW”+M ZW+Wy—4F—%M—y—ZW——H—$+y—ZW)

lz + 201 + lly + 211%) - Wm—ZW+Hy 2|)

pbl»—u-lkl

(
(I + 21" = llz = 201%) + 5 (ly + 201" = ly = =I)

1
T4
1
4
1
4
1
4
1
4
1
4
1
4
= (2,2) + (¥, 2)
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b) P.D.(Az,y) = Xz, y)

1) Si\=0.
(0)2. ) = (0.5) = 1 10+ — 0~ y[*) = 0 = (0){r.)
2) SiA=—1.
(wh = 3 (1= 2+l = | =2 = yl?) = =5 (le + P = llo = ol?) = ~(o,0)
3) Si A eN.

Por induccién sobre A, con la propiedad (z + z,y) = (z,y) + (z,y) como caso
base es facil concluir este caso.

4) SiAe QT
Entonces existen p,q € N tales que A = %, de modo que:

Az, y) = q<§x,y> = (qgw,w = (pz,y) = plz,y).

s Az, y) = Ba,y) = M, y).
5) Si A € RT.
Entonces existe (), oy € Q7 tal que A, — A. Asi, por continuidad:

(Ar,y) = (lim A\,z,y) = lim (\,z,y) = lim A\, (x,y) = Xz, y).
n—oo n—oo n—oo

oAz y) = Mo y).
. Por los casos A = 0, A = —1 y A € RY podemos concluir que (Az,y) =
XMz,y), VAeR.

2. IP2.
Para toda z,y € V:

1 1
(w.y) = 7 (le+ull* = llz = yl”) = 7 (ly +2l” = lly = =[°) = (g, 2)-
3. IP3.
Sixz eV, conx#0:
1 1
(v 2) = 7 (o +2l° = lle = 2]”) = Z122]” = Jl[* > 0.
s Az,y) =1 (|lz + yl|* = |l — y[|*) es producto interior.
Finalmente,
1 1
(w.2) = 7 (lr + 2 = e —2”) = 7 (@ll=]” = [0IF") = [|z]]*, vz eV.
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1.1.1. Complementos ortogonales y proyecciones

Definicién 1.1.6.

Sean (H,(-,-)) y W < H un subespacio vectorial de H. Definimos el complemento orto-
gonal de W en H como:

Wt .={rec H:YweW, (wuz) =0}

Proposicién 1.1.9.

Sean (H,{(-,-)) y W < H un subespacio vectorial de H, entonces W+ es un subespacio
vectorial cerrado.

Demostracion.

1. P.d. W+ es subespacio vectorial.
Sean z,y € W+ y X € R, entonces:

(w,z+ Ay) = (w,z) + Mw,y) =0+ A0) =0, YweW.
Sx Ay e WL
Por otro lado es claro que 0 € W=, pues (v,0) =0, Vv e W.
2. P.d. W+ es cerrado.

Sea (7,),cn C W+ una sucesién tal que x, — z, para alguna € H. Entonces:

(w,z) = (w, lim x,) = lim (w,z,) = im 0 =0, Ywe W.
n—oo n—oo n—oo

c.x € W, y por lo tanto W+ es cerrado.

[
Proposicién 1.1.10.
([8], capitulo 15) Sean (H,(-,-)) y W < H un subespacio vectorial de H. Entonces
L_ : — —
W= {oc H: |2l = il lo —w])
Demostracion.
1. Pd. Wt C{z e H:|z| =infypew ||lz — wl|}.
Sea x € W+, entonces:
HI—U)HQ = (x—w,x—w) = <x,x>—<x,w)—<w,az)—|—(w,w) = H.CL’H2—0—0+H’UJH2, Vw € VVJ

tal que
lz—wl|* > Jl|’, Vo e W — Ja—w| 2 [lz], Yw e W = ff |lz—w| > |].
w

Por otro lado,
|z = llz = 0[] = inf [l —wl].
weW

2] = infuwew [l — wl]
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2. Pd. {z € H:|z| = infyew ||z —w|} € W
Sea x € H, tal que ||z|| = Inf,ew || —w||. Fijemos wy € W, con ||wy|| = 1, y definamos
la funcion f: R — R, dada por

FO) = llz = Mwol* = (2 — Awo, x — Awy)
= |lz]|? = 2\ (z, wo) + A2[lwol® = ||z||2 — 2A(x, we) + A%

Claramente f es diferenciable y convexa, con un unico punto critico (que es un minimo
global) en A = (x,wy). Por otro lado,

_ 2 _ — a2 < § . 2 _
£0) = llo] = fuf flo = w]* < fuf llo — Xel* = fuf F()

de manera que en 0 se encuentra el minimo global de la funcién; entonces (z,wy) = 0.
Lo que hemos probado lo hemos hecho para todo wg € W, con ||wy|| = 1, sin embargo,
Vw € W existen wy € W, con |[wg]] =1, y Ao € R, tales que w = A\gwy. Entonces:

(x,w) = Xo(z,wp) =0 Yw € W.

rxeWwWt

Teorema 1.1.2 (Proyeccién Ortogonal sobre un subespacio vectorial cerrado).
([8], capitulo 15) Sean (H,{-,-)) y W < H un subespacio vectorial cerrado de H. Entonces
para todo x € H existe un unico elemento u € W, tal que:

min ||z — w| = [|z — ul
weWw

Demostracion. Sea x € H. Definimos la funcién f : W — R, dada por f(w) = ||z — w]?,
que claramente es continua y no negativa, tal que el infimo « := inf,cw f(w) existe (como
nimero real no negativo).

Por definicién de infimo, para toda n € N existe w, € W tal que |o— f(w,)] < =y
lim,, o f(w,) = «a. Aplicando la Proposicién 1.1.8 para los vectores (z — w,), (x — wy,)
tenemos que:

lwm = wall* = [[(z = wa) = (2 = wa) |

Wy, + Wiy
o = )P+ e = wa)lP) = alle = (252 ) P
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De modo que la sucesion (wy), .y € W es de Cauchy, y, por ser W cerrado, entonces existe
u € H tal que w, — u en W. Més aun:

|z —ul|=4/f hm wn hm flw,) = Va = in‘gVHx —w||
we

Asi el infimo es en realidad un minimo.
Para probar unicidad consideremos @ € W tal que ||z — 4| = min,ew ||z — w||, por la
Proposicién 1.1.8, con los vectores (x — @), (x — u), tenemos:

lu —al* = [[(z —u) - (z — )|
- U+ u
=2 (e —ul® + llz — al*) — 4z = ——I
<2(a+a)—4a=0.
U = U. ]

Definicién 1.1.7 (Proyeccién Ortogonal).
Sean (H,(-,-)) y W < H wun subespacio vectorial cerrado de H. Definimos la proyeccion
ortogonal de H sobre W como la funcion Py : H — W, dada por:

Py (z) = argmin ||z —w|, Vo€ H.
weWw

Ademdas, si x € W es claro que:
0 < min ||z —w| < ||z —z| =0,
weW

por lo que
Py (z) =argmin ||z —w| =z, VeeW.
weWw
Corolario 1.1.2.1.
([8], capitulo 15) Sean (H,{-,-)) y W < H wun subespacio vectorial cerrado de H. Entonces
para toda x € H, Py(x) es el inico elemento de H que satisface v — Py (x) € W.

Demostracion. Por la Proposicion 1.1.10:

r— Py(x) € Wt = |lx — Pw(x)|| = inf ||z — Py(z) —wl| = min ||z — w||
weW weWw

La tdltima igualdad la tenemos porque Py (z) € W, y ademds tenemos la unicidad por el
Teorema 1.1.2. O

Definicién 1.1.8.

Sean (V, || - [lv), (W, |l - |lw). Definimos L(V, W) como el espacio de funciones lineales
y continuas en V con codominio en W, dotado con la suma y el producto por escalar
puntuales.
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Definicién 1.1.9 (Norma de operadores).
Sean (V.|| - lv), W, |l - llw) y LIV,W). Entonces para el espacio vectorial L(V, W) definimos
la norma como:

1¢llcvwy = sup ¢(@)llw, Vo € LIV, W).

llz]lv=1
Proposicién 1.1.11.
Sea f:V — W una funcion lineal entre espacios vectoriales normados, entonces:
f es continua <= IM € R" tal que ||f(x)||lw <M, VeV, |z|v <1. (acotada)

Demostracion.
—

Para x = Oy es claro que se cumple, entonces consideraremos = # Oy .

Por ser f continua existe § > 0 tal que:

If(x)|lw <1, VYzeV,|z|y <o

Sea x € V'\ {0y}, entonces existe s > 0 que satisface ||sz||y < d. Denotando §' =

5/
ool = s (20 ) i = by (20 gy < 2L,

|z[lv

51

lo que implica:

)l < BV vy

@) w < & VeeV, |y < 1.
P —

La hipdtesis equivale a:

If@)llw < Mljzllv, VzeV.
*. f es Lipschitz continua y por lo tanto continua. O
f p yp
Teorema 1.1.3.

([8], capitulo 15) Sean (H,(-,-)) y W < H un subespacio vectorial cerrado de H. Entonces:

1. La funcién Py es elemento de L(H, W), idempotente y Py {0g} = W+.
Mads aiin, si W # {0n}, entonces || Py ccaw) = 1.

2. La funcion S : H — W @ W+, dada por S(x) = Py (z) + (x — Pw(x)) es un isomor-
fismo lineal e isométrico.

Demostracion.
1.
CL) PW S ﬁ(H, W)
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1) Linealidad:
Sean z,y € H y A € R, entonces por ser W+ un subespacio vectorial:

z+ Ny — (Pw(z) + APy (y)) = (x — Pw(x)) + Ay — Pw(y)) € W+.
Por la unicidad del Corolario 1.1.2.1:

(Pw(x) + APw(y)) = Pw(z + \y).

2) Continuidad:
Seaxr € H.
2]* =1l (v = Pw (@) + Pw ()|
= ||z = Pw(@)|* + (z — Pw(2), Pw()) + (Pw(z), 2 — P (z)) + || Pw (@)
= llz = Pw(2)|* + 0+ 0 + [| Aw ()"
> || Pw (@)[I*

[Py ()] < ]|
.. Py es Lipschitz continua, y por lo tanto es continua.

b) Idempotente:

Py (x) = Pw (Pw(2)) = P (z),
porque Py (x) € W.
¢) Py {0} =W
1) Sea z € Py'{0y}.

— 1z € W+, por el Corolario 1.1.2.1.

2) Sea x € W, entonces por el Corolario 1.1.2.1 Py(x) = 0.
sz € Pyt{og}.
d) Si W # {0y}, entonces existe € W, con ||z|| = 1, de modo que Py (z) =z y
por lo tanto:
[ Pw ()] = [J=]| = 1.
Por otro lado, sabemos que la funcién es Lipschitz continua, con constante de
Lipschitz 1, por lo que:

1P| ey = Sup [P ()] < 1.
z||=1
| Prl oy = 1.
2. Lineal, biyectiva, isométrica:
Dado que S(x) = Py (z) + (x — Py (z)) = x, Yo € H, entonces S es lineal y biyectiva.
Maés aun, ||S(z)|| = ||z||, Yz € H, de modo que S es isométrica.
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Observacion 1.1.1.
Del teorema anterior podemos concluir que:

H=WEW", VW <H W cerrado.

Definicién 1.1.10.
Sea (V, || -||). Definimos el espacio dual de V como:

V*i={f:V = R|f lineal y continua},
el cual es un espacio vectorial normado con la norma de operadores.

Teorema 1.1.4 (Teorema de Representacién de Riesz).
([5], capitulo 5) Sea (H,(-,)) , entonces para todo ¢ € H* existe un unico elemento uy, € H
tal que:

¢ (x) = (x,ug), VreH.

Mas atin, ||¢|

i = [uglla-

Demostracion. Sea ¢ € H*. Si ¢ = 0 es claro que ug = Oy y ||¢||lm+ = ||ugllm, entonces

supongamos que ¢ # 0.
1. P.d.3! uy € H tal que ¢ (z) = (x,uy), Vo € H.
K := ¢='{0} es un subespacio vectorial de H, cerrado y distinto de H. En particular
K* # {04}
Sean x € H, y € K+, con ||y||z = 1, y definamos u = ¢(z)y — ¢(y)x, tal que u € K, y
mas aun:
0= (u,y) = (¢(@)y — d(¥)7,y) = d(2)(y,y) — (y)(x,y)
= o(@)lyllE — ¢(w)(z, ) = ¢(x) — (z, d(y)y)-
soo() = (2, 8(y)y), Vo€ H,yuy=o(y)y.

Unicidad
Sea @ € H, tal que ¢(z) = (z,0), Vo € H, entonces:

0=¢(z) — o) = (r,up) — (x,0) = (x,upy —u), Vre H.
SO Uy = U.
2. P.d. |9

H* = ||U¢||H-

[¢lln. = sup [o(z)] = sup [(z,ug)| < [lugllm-

=]l =1 llzllm=1
Por otro lado, sabemos que u, = ¢(y)y, con ||y||g = 1, tal que:

luslle = lew)ylla = 1ol lylla = lo(w)]-

H* = ||U¢||Ho

1]
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1.2. Espacios de Hilbert de Kernel Reproductor

Definicién 1.2.1 (Kernel Definido Positivo, en el sentido de Moore).

Sean X un congunto distinto del vacio y K : X x X — R una funcion. Decimos que K es un
kernel definido positivo si para todo subconjunto finito de X, digamos {z1,...z,} C X,
la matriz M € R™™ dada por (M;;) = K(x;,x;) es semidefinida positiva.

A la matriz M de la definicién anterior la llamamos Matriz de Gram para {zy,...z,} C X.
Cada que hablemos de X nos referiremos a un conjunto distinto del vacio.

Definicién 1.2.2 (Espacio de Hilbert de Kernel Reproductor (RKHS)).

Sean X un conjunto y RX el espacio vectorial de funciones reales sobre X, equipado con
la suma vy el producto escalar puntuales. Un subespacio vectorial H < R es un RKHS si
satisface lo siguiente:

1. FEsta equipado con un producto interior, (-,-)g, que lo hace un espacio de Hilbert.

2. Para cada x € X, la funcion Ev, : H — R, dada por Ev, (f) = f(x), Vf € H, es
acotada.

Denotaremos por Evx al espacio vectorial de las funciones cuyos elementos son Fv,, Vo € X,

y siempre que hablemos de un RKHS, H, denotaremos con X al dominio de las funciones en
H.

Notemos que la linealidad de los elementos de Evyx se da por la definicién de la suma y el
producto por escalar puntuales.

Definicién 1.2.3 (Kernel Reproductor).
Sea (H,(-,-)) un RKHS, entonces, por el Teorema de Representacion de Riesz, para toda
Ev, € FEvx existe una unica K, € H tal que:

Ev.(f) = ([, Kz), VfeH

Definimos al kernel reproductor de H como la funcion K : X x X — R, dada por
K(z,y) = (K;, K,). Mds aun,

K. (y) = BEvy(K,) = (K,, K,) = K(z,y), VYrelX.

El adjetivo reproductor viene del hecho de que para toda f € H se cumple que f(z) =
(f,K;) = (f(-), K(x,-)), para toda x € X. Llamamos a esta cualidad propiedad reproductora.

Proposicién 1.2.1.

Para todo RKHS, su Kernel Reproductor es un kernel definido positivo, simétrico y unico.

Demostracion. Sea (H, (-,-)) un RKHS con kernel reproductor K. Es claro que K es simétrico
por ser el producto interior simétrico. Veamos que K es un kernel definido positivo.
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Sean {z1,..z,} € X, v = (a1,...,a,) € R" y M € R"*" dada por (M,;) = K(z;,x;), entonces:

n n
o7
Moy = g E a;a; K (x;, x;) E aia;(Ky,, Ka))
i=0 j=0 i=0 j=0
n n n n
= E E <ainmaijj> = () aiK,, ajKafj>
i=0 j=0 i=0 =0

n
=YK, |2 > 0.
j=0

. K es un kernel definido positivo y simétrico. )
Por otra parte, suponiendo que existe otro kernel reproductor de H, digamos K, tenemos
que para toda x1,z9 € X:

K(x1,29) = Fv,, (K,,)

!
S~
=
4
i
~
]

T
o
SN
~—

. K es Unico. O

1.2.1. Completacién de espacios pre-Hilbert y RKHS

Un espacio pre-Hilbert es un espacio vectorial que cumple todo para ser un espacio de Hilbert,
excepto quiza la completez. Ahora veremos que es posible pasar de un espacio pre-hilbert de
funciones a un RKHS bajo ciertas condiciones.

Sabemos que el producto interior induce una norma, que a su vez induce una métrica, por lo
que un espacio pre-Hilbert incompleto es un espacio métrico incompleto, y en anélisis tenemos
un resultado para completar espacios métricos considerando a nuestro espacio métrico incom-
pleto V' como un subespacio vectorial W' de un espacio vectorial Z, mediante un isomorfismo
isométrico, en donde W es un espacio cociente y sus elementos son clases de equivalencia.

Sin embargo, recordemos que buscamos construir RKHSs, para los cuales una propiedad
importante es la continuidad de las funciones en Fvx, lo cual no se puede garantizar cuando
tenemos clases de equivalencia en lugar de funciones.

Para nuestros fines lo ideal seria poder completar un espacio vectorial pre-Hilbert incompleto,
digamos V, de funciones reales sobre un conjunto X, dentro de R¥, es decir, solamente
agregando mas funciones de R¥. El siguiente teorema es 1til para este fin pues nos da
condiciones suficientes y necesarias para que dado un subespacio vectorial pre-Hilbert V' <
RX, exista una completacién de V en R que sea un RKHS.

Teorema 1.2.1.

(/2]) Sea V< RX un subespacio vectorial pre-Hilbert. Entonces existe una completacion 1%
de V, V<V <RY, tal que V es un RKHS, si y solo si V satisface:

1. Vz € X, la funcion Ev, : V — R, dada por Ev,(f) = f(z), es acotada.

2. Dada (fy),en © V una sucesion de Cauchy, si (fn), ey converge puntualmente a cero,
entonces || f|| — 0.
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Y ademds, si tal completacion existe, entonces es unica.

Demostracion.

=

Si la completacién existe es claro que la condicién 1 se satisface, pues V < V.

Por otro lado, si tenemos una sucesion (f,), .y € V de Cauchy tal que (fr)nen converge
puntualmente a cero, entonces por ser de Cauchy existe f € V tal que f, — f en V, y més

aun f =0, pues:
|fulz) = f(2)] < M|/ fu — fl =0, VzeX

— 0= lim f,(x) = f(x), VreX,

donde M, es la cota que obtenemos por ser Fuv,(-) acotada, tal que depende directamente de
la z que tomemos.

Entonces:
[ fall = I fu = Ol = [|fu — fIl = 0.

=
Notemos que, dada (fy),.y € V una sucesién de Cauchy, por el inciso 1 tenemos que
(fa(2)),en € R es una sucesién de Cauchy para toda = € X, de manera que existe f € R

que es el limite puntual de (f,), oy, f(2) = lim, o fr(2), Vo € X.

Sea V C R¥ el conjunto de funciones que son limite puntual de sucesiones de Cauchy en V; es
claro que V' C V. Consideremos V con lanorma ||-||o : V — R, dada por || f]lo = 1m, e || full,
donde (f,),cny €V es una sucesién de Cauchy que converge puntualmente a f. Es claro que
V es un espacio vectorial, pues dadas (9n)nen > (fr)nen € V sucesiones de Cauchy, A € R, si
fn = [, gn — g puntualmente, entonces f, + g, = f + g, A\f, = Af puntualmente.

Para probar que || - ||o esta bien definida, es decir, que no depende de la sucesién de Cauchy
que tomemos, sean (gn ), ey s (fn),en € V sucesiones de Cauchy que convergen puntualmente
a una misma funcién f € R¥, entonces las sucesiones (fn, — f),en ¥ (90 — ), ey cOnvergen
puntualmente a cero, lo que a su vez implica que (f, — f — (90 — f))peny = (fn = In)pnen
converge puntualmente a cero. Asi, por el inciso 2 tenemos que || f,, — gn|| = 0, de modo que:

m [ f, | — Um [lg,]|| = Um [[|fol] = [lgnll] < Mm || — gnll = 0.
A fllo My oo [ frll = My o0 [|gnll, de manera que la funcion || - [[o esta bien definida para

toda f € V,ymés ain, ||f|lo=fl|, VfeV.

Ahora probaremos que es norma. Sean f,g € V, A€ Ry (fr)nen > (Gn)neny € V sucesiones de
Cauchy que convergen puntualmente a f y g, respectivamente. Entonces:

e N1.
0= lflo = lim 1fol.

Por el inciso 1 se satisface:

0<|f(z)] < lm |fu(z)| < M, lim || fo]| =0, VzeX.
n—00 n—00
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Entonces:
O=|flloe=f=0
e N2.
IAfllo = lm [Afull = lm [A] |1 ful
= A1 Tim [1£ull = AT [/
e N3.

£ +gllo = Yim |1 fu+gall < Ym (1fll + llgal) = Y [|£all+ 2 gl = 17110+ gl

“ |- llo es una norma de V.

En lo que resta de la prueba seguiremos con la notacién que ocupamos para probar que || - ||o
es norma, a menos que se indique lo contrario.

Ahora demostraremos que || - || esta inducida por un producto interior, lo que equivale a
probar que satisface la identidad del paralelogramo, por la Proposicion 1.1.8. Entonces usando
que || - || es una norma para V inducida por un producto interior (por ser V pre-Hilbert),
tenemos:

2 2
15+ ol + 17 = glld = (pim 170+ )+ (1m 015o 0l
= lim (1 + gul + 1 fa — all?)
= lim (2 (IF I+ o))
/. 2 z. 2
2 ((pim 150"+ (i honl)”)
n—00 n—00

=2 (I1£all + l1915)

|l - |lo es una norma inducida en V por un tnico producto interior, y dado que ||f|lo =

\fll, Vf eV, entonces (-,-)oly = (-,-), donde (-,-) es el producto interior que induce a la
norma | - || en V.
Por otro lado, notemos que || o — foll = 1| (fn = finy) — (fn — fino) || tal que para todan € N

la sucesion (fy — fim)p,en €V es de Cauchy y f, — fin — fn — f puntualmente, por lo tanto:
lim ||f, — fllo = lm lim ||f, — fi]| =0,
n—00 n—00 M—00

tal que la convergencia puntual implica convergencia en norma (convergencia fuerte), en
nuestra situacion particular, tal que V' es denso en V.

Para probar que (\7, (-, -)0) es completacién de V', sea ( fn> C V una sucesién de Cauchy.
neN

Por ser V denso en V, para toda n € N existe f, € V tal que ||f, — fn||0 < %
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Sea € > 0, dado que (fn> e de Cauchy 9Ny € N tal que ||fn — fm||0 <, VYn,m > N,
ne

y por la definicién de la sucesién (f,), oy existe Ny € N tal que || f, — Fallo < S Vn >Ny
Definimos N = max{ Ny, N }, entonces:

“fn - me = an - meO < an - anO + an - meO + ”fm - meO <6, Vn,m > N7

tal que (fn),eny €V es de Cauchy, y por lo tanto f,, — f puntualmente, para alguna f € v,
pero esto a su vez implica, por lo demostrado un par de parrafos antes, que ||f,, — f|lo — 0.
Entonces:

an - f||0 < an - anO + “fn - f”O — 07

a partir de lo cual podemos concluir que V es completo.

Ademas, notemos que para toda x € X:

F(@)] = lim | fo(@)] < M M| £l = M, i [I£]) = Mo fllo. Vf €V

Con esto concluimos que V es una completacién de V en RY, y que ademés es un RKHS.

Finalmente, para probar la unicidad de V, sea W C R¥ otra completacién de V que es
un RKHS con producto interior (-, )y, que es extensién de (-, ).

Si f € W, entonces existe (f,) . €V de Cauchy tal que lim,, . ||f — fullw — 0, y por ser
W un RKHS:

neN

0 < lim |f(z) = fu(2)] < M, lim ||f = fullw — 0,

n—oo

de modo que f es el limite puntual de (f,), weN S C V y por lo tanto f € V.
. VCWCV,ydado que V es denso en V, y V es cerrado, entonces V = W. [

Teorema 1.2.2 (Teorema de Moore-Aronszajn).
([2]) Sea X un conjunto. Para toda funcidn K : X x X — R que satisfaga ser un kernel defi-
nido positivo y simétrico existe un unico RKHS, H C RX, del cual K es kernel reproductor.

Demostracion. Sea K : X x X — R un kernel definido positivo y simétrico.

Para toda x € X definimos la funcién K, : X — R dada por K,(y) = K(z,y), Vy € X,y
denotamos con Hy al espacio span ({K,}zex), y definimos la funcién (-,-)o : Hy X Hy — R,
dada por:

fgo—Za] I’ZbK Q—ZZ(I] KI,K O—ZZaij:BJ, x; Vf,g € Hy,
Jj=1 i=1 j=1 i=1

n m o .
con f =37 a; Ky, g =31 biKy. En lo subsecuente usaremos estas definiciones de f y
g para referirnos a cualesquiera elementos f, g de Hy.

Notemos que la expansion de f y g no necesariamente es tnica, sin embargo:

(f.9 o—ZaJZbK v3) = D as9(;)
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m n

(f9)o=D b > a;K(x;,2}) = bif(x)),
i=1 j=1 i=1

tal que (f, g)o no depende de las expansiones de g y f, de modo que esta bien definido.
P.d. (-, )¢ es un producto interior.

1. IP1 y IP2.
La linealidad en la primer entrada y que sea simétrica se siguen de la definicién de (-, -)g
y K, respectivamente.

2. IP3.
Notemos que para toda x € X y para toda f € Hy:

n n

flz) = Z 0Ky, (2) =Y aiK(x,x) = (O aK,, K,) = (f K,),

i=1 i=1

de manera que se satisface la propiedad reproductiva.

Por otro lado, para toda f = > "  a;K,, € Hy:
(F, o= aiKe, Y aiKy)o=Y > aja;K(z, ;) =v"Muv >0,
i=1 i=1 j=1 i=1

donde (M;;) = K(x;, k;) es la matriz de Gram correspondiente a A = {z1,...,z,} C X,
que es semidefinida positiva, y v7 = (ay, ..., a,).

. (+, )0 es un semi-producto interior para Hy.
Y si (f, f)o = 0, entonces por la Proposicién 1.1.2:

1F(@)| = [{f, KzYo| < V(Ko Koo/ ([, flo, Vo€ X,

tal que f =0.

. (Ho, (-, -)o) es un espacio vectorial con producto interior.

Ahora probaremos que se satisfacen las condiciones del Teorema 1.2.1, para poder tener por
completacién un RKHS.

1. Por la propiedad reproductiva y por Cauchy:
[f (@) = [f, Kool < I fllol| Kallo, Vze X, VfeH,

tal que la evaluacién funcional es acotada, para toda = € X.

2. Sea (fn),en € Ho de Cauchy tal que converge puntualmente a cero, entonces por ser
(fn)nen de Cauchy, existe M > 0 tal que ||f,|| < M, para toda n € N. Por otro lado,
sea € > 0, entonces por ser de Cauchy AN € N tal que:

€
Ifr = fnllo < i Vn > N,
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donde fy es de la forma Zle a;K,,. Esto implica que:

||fn||(2) - <fn7fn - fN + fN>0
= (fns fo = fn)o + (fa, IN)o

k
< |<fn7fn - fN>0’ + <fnazalel>O

k
< fallollfo = Fvllo+ 3 ailfus Ko

i=1

k
€
< MM + ; a; fn(x;)

k
=€+ Zazfn(xz)
=1

para toda n > N, por lo que:

k k

lim su nllo < e+ limsu a; folx;) =€+ a; lim f,(z;) = e,
msup | fulo mp; Fala:) ; lim f,(;)

S.Ve>0, 0<limsup, . |[fullo <€
Al fallo = 0.

Entonces se satisfacen las dos condiciones suficientes para que exista una tnica completacion
H de Hy en R¥, y, por continuidad del producto interior {-,-)o, K es kernel reproductor de
H, pues Hy es denso en H.

Finalmente, para probar la unicidad supongamos que existe (H’, (-, -)/) un RKHS del cual K
es kernel reproductor y H' # H, entonces span ({K,}.ex) C H' tal que H C H’, asi por el
Teorema 1.1.3, H' = H@ H*, con H+ # {0}.

Por otro lado, sea f € H* \ {0}, tal que existe x € X para el cual f(z) # 0, pero por la
propiedad reproductiva:

f@) = (f, Kz) ='0,

lo cual es una contradiccion.
.. Existe un tinico RKHS cuyo kernel reproductor es K. O]

Por este teorema tenemos que dado un conjunto X, existe una biyeccion entre los RKHSs
(en X)) y los kernels definidos positivos (con dominio X x X') y simétricos.

'K,eH
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.\
Coye?

Mas atn, dado X un conjunto y K : X x X — R un kernel definido positivo, entonces existen
H un espacio de Hilbert (RKHS) y ® : X — H una funcién, no necesariamente unica, tales
que:

K (z,2') = (®(x),® (2))q, Vz, ' € X.

Asi, de manera implicita un kernel definido positivo nos permite operar conjuntos en espacios
de Hilbert.

1.2.2. RKHS de funciones vectoriales

Toda la teoria que hemos desarrollado hasta ahora se puede extender para espacios vectoriales
de funciones vectoriales. Brevemente introduciremos algunas definiciones y resultados utiles
para nuestro proposito. Consideraremos funciones vectoriales con valores en R?, sin embargo,
los resultados pueden enunciarse para un espacio de Hilbert arbitrario en lugar de R¢.

Definicién 1.2.4 (RKHS con valores en R?).
Sean X un conjunto y F (X, Rd) el espacio vectorial de funciones sobre X con codominio

R?, equipado con la suma y el producto por escalar puntuales. Un subespacio vectorial H <
F (X, Rd) es un RKHS si satisface lo siguiente:

1. Esta equipado con un producto interior, (-, )m, que lo hace un espacio de Hilbert.

2. Para cada x € X, la funcion Ev, : H — R¢, dada por Ev, (f) = f(z), Vf € H, es
acotada.

Definicién 1.2.5 (Kernel Reproductor de un RKHS con valores en R%).
Sea H un RKHS con valores en R?. Su kernel reproductor, K : X xX — B (Rd) = My (R),
esta dado por K (z,12") = Ev,Ev},.

Ev denota al operador adjunto, que también es acotado.

Deﬁn1c1on 1.2.6 (Kernel Definido Positivo, en el sentido de Moore).
Dada una funcion K : X x X — B (Rd), decimos que K es un kernel definido posi-

tivo si para todo subconjunto finito de X, digamos {x1,...x,} C X, la matriz (de Gram),
(K (zi,25)) € My, (B(R?)). es semidefinida positiva.
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Notemos que la condicion de ser definida positiva podemos reescribirla de manera mas sencilla
de la siguiente forma:

e Sea {z1,..7,} C X un subconjunto finito de X, (K (z;,z;)) € M, (B (R*)) una matriz
de operadores (matrices), ¢ = (c1, ..., c,) € (RY)™y (-, ) el producto interior del espacio
producto de acuerdo a la Proposicién 1.1.7, entonces:

> K (21, m5) ¢
<(K (xivxj»C? C>>< = < 7C>><
> i1 K (n, 5) ¢

n n

— Z(ZK(mi,xj)cj,ci) = ZZ(K (i, xj) ¢, Ci) ZZ TK (i, ) ¢

i=1 j=1 i=1 j=1

Asi que la matriz de operadores es semidefinida positiva si:

iic?[((xi,xj)cj > 0.

i=1 j=1

Esta ultima caracterizacién nos serd de utilidad més adelante.

Proposicion 1.2.2.

Sea H un RKHS con valores en R y kernel reproductor K. Entonces K es definido positivo
en el sentido de Moore y K (z,2")" = K(2/,z).

Demostracion. Sean {x1,..2,} C X y v = (vy,...,v,) € (R)" entonces:

ii} (i, 25) vj, v3) ZZ Evg, Evg vj,v;)

j=1 i=1 j=1 i=1

— i i(E’U;jUj, Ev; v;)

j=1 i=1

n n n
(3 B3 o) = U3 Bl 20

Para probar la segunda propiedad notemos que:
K(z,2')* = (Ev,Ev})" = Evg Ev; = K(2, x).

L K(z, 2T = K(2', x).
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Teorema 1.2.3 (Teorema de Moore-Aronszajn extendido).

Sea K : X x X — B (Rd) un kernel definido positivo (en el sentido de Moore) que sa-
tisface K(x,2')T = K(a2',z). Entonces existe un tinico RKHS de funciones vectoriales, con
codominio R?, tal que K es su kernel reproductor.

La prueba de este teorema, y la generalizacion de resultados previos, se pueden encontrar en
[21]. Por este teorema tenemos nuevamente una biyeccién entre kernels definidos positivos,
sobre X x X, con una propiedad que generaliza la simetria del caso escalar, y los RKHSs de
funciones vectoriales sobre X.



Capitulo 2

Machine learning

Productos interiores como medidas de similitud

Sean H, un espacio de Hilbert, y w, z € H dos vectores de norma fija. Notemos que:
lw = 2|1 = [lw]]® = 2(w, 2) + |||,

por lo que, w y z son mas similares (la distancias entre ellos es menor), cuanto més grande
sea el producto interior entre ellos. Es por esta razon que se suele decir, en el contexto de
machine learning, que el producto interior es una medida de similitud.

2.1. Ejemplo de un Kernel Definido Positivo: Kernel
polinomial

Hasta este punto hemos visto a los espacios de Hilbert de kernel reproductor de manera
abstracta, es por eso que aqui ejemplificaremos una aplicacién con el fin de motivar su mejor
comprensién como herramienta 1til en machine learning.

En machine learning nuestros datos de entrada siempre los podemos ver como vectores en
R™, sin importar su naturaleza. Ejemplo de esto son las imagenes digitales y los pixeles que
las definen, cuyos valores se puedes acomodar en un vector, o con cadenas de caracteres para
las cuales tenemos una amplia gama de algoritmos, que se agrupan bajo el nombre de word
embedding, para realizar este trabajo.

Para este ejemplo, consideraremos X = R", para algiin n € N.

El siguiente ejemplo es tomado de [23], capitulo 1, y lo exponemos aqui haciendo hincapié
en detalles que, aunque son elementales, resultan importantes.

Supongamos que tenemos un problema de reconocimiento de patrones con el siguiente con-
junto de datos T' = {(x;,v;)}*; CR" x R.

En esta tarea es de gran utilidad poder comparar elementos de nuestro espacio muestral
entre si. Para comparar dos elementos podriamos hacer uso del producto interior entre las n
caracteristicas con las que cuenta cada elemento, x;. Sin embargo, muchas veces es 1util tener
en cuenta la relacién entre la j-ésima y la k-ésima caracteristicas, la cual podemos considerar

29
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Figura 2.1: Es importante notar que el producto por escalar de una o més
caracteristicas no altera los patrones/regularidades en nuestros datos.

mediante el producto z;xj, de modo que ahora nuestros vectores de caracteristicas pasan a
R™"! mediante la transformacion:

® :R" — R"T!

(@15 ooy Tn) = (T4, oy Ty T -

De este modo, una vez que nuestros datos estén en el codominio de ®, un espacio que
suponemos expone de mejor manera el comportamiento de nuestros datos, podremos hacer
uso del producto interior usual como medida de similitud para hacer el reconocimiento de
patrones.

Ahora consideremos la hipotética situacién en la que nos interesa considerar todos los mo-
nomios que son producto de r caracteristicas (con reemplazo), estos serdn de la forma:

Ty ccxy, conidg € {l,..,m}, Vse&{l, .. r}

En este caso, nuestra transfomacién sera de un espacio de dimensién n a uno de dimension
k, donde k = (Hffl), el nimero de las distintas combinaciones de tamano r con elementos
de un conjunto de tamano n que se toman con reemplazo.

Aqui nos encontramos frente a un problema de eficiencia, pues suponiendo n = 15, r = 5
tenemos que k = 11,628, es decir, por cada elemento en 7' tendriamos que calcular 11,628
productos, cada uno con 5 factores, y este niimero crecera conforme la complejidad de nuestra
tarea lo haga.

Es asi que una buena transformacion de nuestros datos podria ser costosa de implementar,
sin embargo, podemos pensar el problema en términos de kernels. B. Schoelkopf (1997) en
su tesis de doctorado expone un ejemplo y un par de resultados ttiles para motivar el Kernel
Polinomial y que aqui reproducimos en seguida.

Consideremos n = r = 2, y el mapeo:
C . 2 .2
o1 (21, 22) = (27, X5, T1T9, T2X1),

entonces tenemos la siguiente identidad para el producto interior de dos vectores (1, z2), (y1, y2) €
R2, bajo el mapeo Cy:

(Cola1,29), Colynr, o)) = 23y? + 22y3 + 201299195 = (2191 + Tay2)” = (21, 22), (y1,2))%.
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Es importante notar que en Cs estamos considerando todos los monomios de grado 2 que
son distintos entre si, atin en el orden de sus factores. Motivados por este ejemplo tenemos
la siguiente proposicion:

Proposicién 2.1.1.

Sean n y r numeros naturales fijos, definimos a C, como el mapeo que envia toda v € R"
al vector real C,.(x) cuyas entradas son todos los distintos monomios ordenados de grado r
cuyos factores son las entradas del vector x. Entonces existe un kernel K que nos devuelve
el valor del producto interior de cualesquiera vectores x,y € R™ bajo la transformacion C,., y
esta dado por:

K(z,y) = (Cr(z), Cr(y)) = (z,y)"

Demostracion. Haciendo los célculos obtenemos:!

(Co(x), o)) =D - (wjys) -+ (5,05,)

Jj1=1 Jr=1

= (Z %ym) (Z %%)
= (Z%w) = (z,y)"

.. La igualdad se satisface y K es un kernel definido positivo y simétrico por estar definido
como el producto interior de vectores bajo la transformacién C.. O]

De este modo hemos transformado, de manera indirecta, nuestros datos y calculado el pro-
ducto interior, como medida de similitud. Es importante notar que la transformacién C,
asociada a K, bajo la cual se expresa como producto interior, no es unica. Un ejemplo de
esto lo tenemos al considerar n = r = 2, podemos notar que la transformacién ® : R? — R3,
dada por @ (z1,x2) = (m%, 73, \/if[‘ll’g), induce el mismo kernel, es decir:

K(z,y) = (Ca(z), Co(y)) = (P(z), D(y))

donde ® es una transformacién que obtiene todos los distintos monomios de grado 2, con
uno de ellos escalado por una constante, lo cual no afecta de manera substancial los patro-
nes/regularidades en los datos, como se puede ver en la figura 2.1. Esto mismo se puede hacer
para C,. en general, obtener una transformacién ® equivalente, (C,.(z), C,.(y)) = (®(z), ®(y)),
que solo considere los distintos monomios de grado r sin tener en cuenta el orden; sin embar-
go, obtener esta transformacion es innecesario una vez que tenemos la forma compacta del
kernel. Es asi que en el contexto de machine learning, dado un kernel K, a cualquier funcion
& que satisfaga K(x,y) = (®(x), ®(y)) se le llama mapeo de caracteristicas, sin importar
la forma que tenga.

No hacemos distincién explicita de los productos interiores para los distintos espacios de la forma R™,
para alguna n € N, solo supondremos que se trata del producto interior usual en cada caso.
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Finalmente, es importante mencionar que el kernel polinomial se puede generalizar de la
siguiente forma:
K(z,y) = ((z,y) +¢), c¢=0,

con el cual somos capaces de considerar todos los monomios de grado menor o igual a 7.2

2.2. Planteamiento de la tarea de aprendizaje supervi-
sado

La tarea de aprendizaje que nos limitaremos a abordar cae dentro del paradigma del apren-
dizaje supervisado, asi que antes de continuar definiremos de manera formal tal paradigma.

2.2.1. Principios de teoria de la medida y probabilidad

La teorfa expuesta en esta seccién se toma de [14], en donde podemos hallar una introduccién
completa a la teoria de la medida. Del mismo modo que en el capitulo anterior, cada que
hablemos de un conjunto X, este sera distinto del vacio.

Definicién 2.2.1.
Sean X un conjunto y S C P (X). Decimos que S es una o-dlgebra de subconjuntos de

X si:
e ).XES;
e A\B€eS, VA BeS;
e U, A,BeS, VY(4,)
Definicién 2.2.2.

Definimos como espacio medible al par ordenado (X,S), donde X es un conjunto y S C
P (X) una o-dlgebra de subconjuntos de X .

Definicién 2.2.3 (Funcién medible).
Sean (X,Sx), (Y,Sy) espacios medibles y f : X — Y wuna funcion. Decimos que f es Sx-
medzible si:

CS.

neN =

fHA] €Sy, VAESy.

Definicién 2.2.4.
Sea (X, S) un espacio medible. Una funcion p: S — R = RU{co} es una medida de (X,S)
S84

e 1(0)=0;

e (A) >0, VAeS;

o [o-aditividad] dada una sucesion (A,) C S de elementos disjuntos por pares, se

neN

2Se debe hacer notar que cuando el valor de 7 es muy grande, entonces K(z,y) es muy grande o muy
cercano a cero.
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cumple que:
n=1 n=1

Definicién 2.2.5.

Sean (X,S8) un espacio medible y p una medida de (X,S). Decimos que p es una medida
finita si p(A) < +o0, VAES.

Definicién 2.2.6.
Definimos como espacio de medida a la terna (X,S, ), donde X es un conjunto, S C
P (X) una o-dlgebra de subconjuntos de X y p una medida de (X,S).

Definicién 2.2.7 (Espacio de medida completo).

Sea (X, S, p) un espacio de medida. Decimos que es completo si:

VAeS,VBCA (u(A)=0 = BeS).

Definicién 2.2.8.
Sea (X, S, p) un espacio de medida. Decimos que es un espacio de probabilidad si:

e (X,8, 1) es completo?
o 1 es una medida finita y pn(X) = 1.
A la medida de un espacio de probabilidad se suele denotar con P, en lugar de pu.

Definicién 2.2.9 (Variable Aleatoria).
Sean (X,Sx,P) un espacio de probabilidad y (R"™,B) el espacio de medida para R™ con la
o—dlgebra de Borel. La funcion Z : X — R™ es una vartable aleatoria si Z es Sx-medible.

En adelante adoptaremos la siguiente notacién:
PZeAl=P(H{weX:Z(w)e A}),

con A € B.
Las siguientes definiciones las enunciamos para variables aleatorias reales.

Definicién 2.2.10.
Sea Z : X — R una variable aleatoria. Definimos el valor esperado de Z como:

Em:/mp

En donde la integral corresponde a la de Lebesque.

Definicién 2.2.11.
Sea Z : X — R una variable aleatoria. Definimos su funcion de distribucion acumula-
da, F: R — R, como:

F(x)=P[Z € (—o0,1]].

3La completez no es necesaria en la definicén, sin embargo, en teoria de la probabilidad lo comtn es
trabajar con espacios completos.
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Modos de convergencia

Denotaremos con (Z;),. @ una sucesién de variables aleatorias sobre un mismo espacio
medible, y con Fj a sus respectivas funciones de distribuciéon acumulada.

Definicién 2.2.12.
Decimos que (Z;),cy converge en media cuadrdtica a una variable aleatoria Z si:

E[(Z — 2)*] =0,

y lo denotamos como:

Definicién 2.2.13.
Decimos que (Z;),oy converge en probabilidad a una variable aleatoria Z si:

P|Zi—Z| >€¢ =P[|Z; — Z| € (¢,0)] — 0, Ve >0,

y lo denotamos como:
Z, 55 7.

Definicién 2.2.14.
Decimos que (Z;);cy converge en distribucion, o en ley, a una variable aleatoria Z, con
funcion de distribucion F, si:

F,(z) = F(x), VzeR, tal que F es continua en x,

y lo denotamos como:

Definicién 2.2.15.
Decimos que (Z;),oy converge casi seguro a una variable aleatoria Z si:

P [{w € X; lim Zi(w) = Z(w)}] = 1,

y lo denotamos como:
Z; =% 7.

2.2.2. Modelo de aprendizaje supervisado

Para definir el paradigma de tipo supervisado seguiremos el mismo camino que en [25],
definiendo cada una de las partes constitutivas.

e Espacio Muestral
El espacio muestral es un conjunto de la forma Z C X x Y, en donde X es el conjunto
de caracteristicas con las cuales describimos los objetos que son de nuestro interés y )
es el conjunto de etiquetas posibles para estos objetos, es decir, Z es un conjunto que
contiene todos los pares (x,y) cuya asignacién de la etiqueta y para las caracteristicas
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x es valida. Tanto el conjunto X como el conjunto ) pueden ser de naturaleza muy
variada, por lo que es necesario traducir las caracteristicas y etiquetas a un lenguaje
facil de tratar, en nuestro caso lo que haremos es considerar una variable aleatoria
Z:Z— R"xR™, en donde R™ y R™ son espacios donde se contendra la informacion
de las caracteristicas y etiquetas, respectivamente. Denotaremos con Z tanto al espacio
muestral como a la variable aleatoria, al ser esta iltima una traduccion del espacio
muestral, con medida de probabilidad segin la Definicién 2.2.9, y con A al conjunto de
valores que toma la funcion Z en R".

Para Z suponemos que existe un espacio de probabilidad (Z, S, u) desconocido que se
ajusta a la realidad observable, cuya distribucion denotaremos con D, asi como una
funcion medible, f : A C R" — R™, que nos da la asignacién real de etiquetas para
cada elemento de A.*

El fin del algoritmo de aprendizaje serd aproximar la funcion f, esto lo conseguiremos
alimentando el algoritmo con N sampleos independientes de Z, {(z;,y;)}Y,, con N
suficientemente grande de manera que {(x;,y;)}Y, sea una muestra representativa, es
decir, que aproxime de manera empirica a la distribucion real de Z.

Una vez que tenemos nuestro muestreo aleatorio, lo particionamos en los siguientes
subconjuntos®:

e Conjunto de entrenamiento: (~ 80 % del total de datos)
Con estos datos ajustamos nuestro modelo para aproximar el comportamiento de
los datos.

e Conjunto de validacién: (~ 10 % del total de datos)
Este conjunto es ttil cuando se desea encontrar una combinacion 6ptima de hi-
perparametros para el algoritmo. Para esto se suele entrenar el modelo con cada
combinacion de hiperparametros, después se compara el rendimiento de estos mo-
delos en el conjunto de validaciéon para finalmente quedarnos con el de mejor
rendimiento.

e Conjunto de test: (~ 10% del total de datos)
Una vez finalizado el entrenamiento con los hiperparametros que mejor nos fun-
cionaron, se evaliia el modelo en el conjunto de test, y es esta evaluacion la que
consideraremos para tomar la medida generalizada del error.

Es importante recalcar que estos subconjuntos los creamos de manera aleatoria, con la
misma probabilidad (5;) para cada elemento del conjunto {(z;,y;)}~, y sin reemplazo.

e Medida de error
A lo largo del algoritmo es necesaria una medida que nos indique cuan cerca esta
nuestro modelo de imitar el comportamiento descrito por los datos, que es la informacion
disponible para conocer f. De manera tedrica podemos definir el error real como aquel

4 Aqui estamos suponiendo que existe una asignacién determinista dada por f, lo cual no siempre es cierto
pues la asignacién puede darse por una variable aleatoria condicionada con A.

5Los porcentajes indicados en cada caso son los mas cominmente usados, sin embargo, pueden variar
dependiendo del problema.
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que se basa en la distribucién real, D, de Z y esta dado por:
L) (fo) = Py~ [fo (x) # y] = Payyp [fo () # [ (2)].

Donde fy es el modelo que deseamos evaluar, que depende de un conjunto de variables
0. Pero dado que desconocemos D, lo que haremos sera aproximar este error con una
medida empirica del error, en base a los datos disponibles, la cual denotaremos por L.

El principio segin el cual minimizar el error empirico equivale a minimizar el error real
es conocido como minimizacién empirica del riesgo (Empirical Risk Minimization,
ERM).

La forma del error empirico puede variar segin la naturaleza de nuestro problema,
como se ejemplifica en seguida:

e Norma p
La funcién del error empirico esta dada por:

=1

N 1/p
L (f9, {(x,, yl)}zj\il) = (Z (yz — fo (xz))p) .

Esta medida del error la ocupamos cuando nuestro problema es de regresion, es
decir, con y a valores continuos. La relevancia del indice p es que entre mayor
sea su valor, la funcién de error le dard mayor importancia a los datos en los que
erramos mas.

e Entropia cruzada
La funcién del error empirico esta dada por:

L (fo{(zi,y) L) = —% Zyi ~log (fo(w:)) + (1 —wi) - log (1 — fo (x:)) .

Esta funcién es usada cuando nuestro problema es de clasificacion binaria, ) =
{0,1}. En este caso nuestro modelo fy calcula la probabilidad de etiquetar con 1
a las caracteristicas con que se alimenta el modelo.

A la funciéon £ también se le conoce como funcién de pérdida, funcién de costo o
simplemente funciéon de error.

Entrenamiento

Una vez que conocemos nuestro problema, fijamos una arquitectura adecuada® del
modelo mediante el cual queremos aproximar a f. Esta arquitectura posee valores
variables, 6, con los cuales seremos capaces de modificar el comportamiento del modelo
a la hora de hacer las asignaciones de etiquetas, x — y.

La idea del algoritmo es hallar una 6 adecuada para que fy = f. Esto se consigue
durante la fase de entrenamiento, en la cual, con ayuda de los datos de entrenamiento,
se ajusta 6 con el objetivo de que la funciéon de error se minimice.

6 Adecuada segtn la experiencia que se tiene.
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Figura 2.2: Bosquejo del aprendizaje méquina.

2.3. Redes Neuronales

Es durante el siglo XX que da inicio la era de la inteligencia artificial con grandes personajes
como Alan Turing, con sus articulos On Computable Numbers(1936), que representa el inicio
del estudio de la computacién tedrica, y Computing Machinery and Intelligence(1950), en el
cual se embarca de manera formal a responder la pregunta: ;Pueden pensar las méquinas?.
En 1943, motivados por el articulo de Turing de 1936 e inspirados en las neuronas biolégicas,
McCulloch y Pitts (1943) publican su modelo matematico de red neuronal, que se reconoce
hoy en dia como el primer modelo matematico neuronal moderno.

Pese a la novedad del modelo de neurona de McCulloch y Pitts, este contaba con severas
deficiencias. El modelo estd dado por una funcién ¢ : {0,1}™ — {0,1}, que se define como
¢ (@1, .oy Tn) = Ljgooy (D1 @), donde 6 es un valor fijado previamente segin el problema a
resolver. De manera escueta, la logica detras de este modelo es la siguiente:

e Fijamos un umbral 6, que podemos traducir como el minimo de energia necesaria para
excitar la neurona.

e La neurona recibe n senales, cada una de las cuales puede ser una senal ezcitada (1) o
una senal no excitada (0).

e Se suman las contribuciones de las senales recibidas y si el total de la suma es mayor
o igual al umbral, #, entonces la neurona se excita y retorna el valor de 1, en otro caso
devuelve 0.

X1

{5
Lo.00) (+)
Tn
Figura 2.3: Modelo de neurona de McCulloch-Pitts.
En este modelo la informacién es binaria y la funcién de activacion es una funcién umbral, lo

que limita mucho la aplicacién que podamos darle, debido a que la complejidad de las redes
con este tipo de neuronas seria muy grande.



38 Redes Neuronales

En 1958 Rosenblatt, inspirado en la teorfa hebbiana de plasticidad sindptica’, propuso un
modelo de neurona artificial al cual nombré como perceptréon, asi como un algoritmo de
aprendizaje. El modelo es el siguiente:

wq

Yo wir;+b sign (+)

Wy b

T

Figura 2.4: Perceptrén de Rosenblatt.

En este modelo las senales de entrada son niimeros reales y cada senal z; es ponderada por
un real w;, de manera que habra senales con mayor influencia que otras, asi como senales
inhibitorias (con valores negativos). Por otro lado, la funcién de activacién es fija:®

1 stz >0
sign(z) =<0 siz=0
-1 six <0,

en donde el umbral de activacién® esta dado por el peso b (bias) cuyo valor se aprende junto
con los pesos que ponderan a las senales.

Este modelo es de clasificacién binaria y en esencia lo que hace es dividir R” mediante un
subespacio vectorial afin (n — 1) — dimensional (un hiperplano). Notemos que mediante el
mapeo (1, ..., x,) — (1,21, ..., 2,) podemos reescribir nuestro modelo de manera equivalente
ignorando el bias, el cual pasa a ser el peso que corresponde a la primer dimension, y nuestra
tarea de aprendizaje ya no es encontrar un subespacio afin sino solamente un subespacio
vectorial n — dimensional en R+,

"La capacidad de adaptacién de las neuronas del cerebro durante el proceso de aprendizaje.

8Una practica comin es usar Ljo,00) (+) como funcién de activacién, lo que es una forma completamente
equivalente de reescribir este modelo.

9La activacién aqui equivale a tener signo positivo.
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sign (-)

1

00 ¢

La relevancia de esta propuesta se debié en parte al algoritmo iterativo de aprendizaje, que
en seguida presentamos, en donde suponemos que los datos estan segin la transformacion
descrita en el parrafo anterior:

Algorithm 1 Entrenamiento del perceptrén de Rosenblatt

Input: {(x;,v:)}Y, € R*"" x {—1,1} un conjunto de datos linealmente

separables, w = (0, ..., 0) € R*1.
while Im € {1, ..., N} tal que (W, X,,,)y,, < 0 do
for i =1to k do
if (w,x;)y; <0 then
W W+ (Y — (W, X;)) - X
end if
end for
Test de convergencia > Se prueba la condicién del bucle while
end while
Output: w

La prueba de la convergencia de este algoritmo se puede consultar en [25].

Posteriormente, con el paso de los anos se realizaron diversas contribuciones, tanto en el
modelo como en los algoritmos de aprendizaje, para llegar a lo que actualmente conocemos
como una red neuronal artificial (ANN), y a la retropropagacién (backpropagation) como
fundamento del proceso de aprendizaje.

Modelo de Red Neuronal Artificial

El caso prototipico de una ANN es el perceptrén multicapa, para el cual necesitamos definir
lo siguiente:

e Numero de neuronas en la capa entrada: ng, coincide con la dimension del espacio en
el que se encuentran las caracteristicas del espacio muestral.

e Numero de neuronas en la capa de salida: np,.
e Profundidad de la red: L.

e Numero de capas ocultas: L — 1.
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e Numero de neuronas en la i — ésima capa: n;.

e Funcién de activacién (no linear en la mayoria de los casos), 0 : R — R:

Identidad: Equivale a no considerar ninguna funcién de activacion.
10

Funcién logistica: Mayormente conocida como funcion sigmoide.

1

70 =T

Tangente hiperbdlica:

ReLU (Rectified Linear Unit):

o (z) = méx{0,z}

e etc...

Definimos el modelo de red neuronal, fp(-) : R™ — R"% a partir de la siguiente recursién:
o (x;6) = x,

a (x;0) = WOl (x;0) + b,
oD (x;0) =0 (d(l) (x;6)),

en donde W e Rurixm p) ¢ R f, = g(b) (;0) v la evaluacién en o es puntual. A
las funciones a® (-;0) : R,, — R™ y a® (-;0) : R,,, — R™ las llamaremos pre-activacién
y post-actiacién de la capa (I), respectivamente, con € denotaremos a los pesos la red,
{(WW, b(l))}f:_ll, que son los valores que se han de aprender y con P a la cantidad total de
pesos.

Cabe recalcar que existen varias formas de inicializar ¢, la mayoria de ellas de manera alea-
toria. En cuestion de notacién, en adelante omitiremos 6 en las pre-activaciones y post-
activaciones, pero es importan tener presente su influencia.

10Matem4ticamente hablando, una funcién sigmoide no es una funcién en particular sino una familia de
funciones, a la cual pertenece esta funcién.
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Capa de Capa Capa Capa Capa de
entrada oculta 1 oculta 2 ... ocultaL —1 salida
b©@ b b® e bE-D
™~
\ \ ot
x4 agl) a?) - agL—l)
' ' ~ A
X |— Oégl) M a%) v aglLLj)
W<0) W(l) W<L_1)

Aqui los datos se procesan por capas, tal que la salida de la capa (I — 1) es la entrada de la

capa [, méas un sesgo =Y.

Existen dos formas posibles de describir esta red neuronal, primero esta aquella en la que,
para una 6 fija, la red neuronal es una funcién que evalia un vector de caracteristicas y le
asigna una etiqueta, fy(-) : R"™ — R"2 y por otro lado la red neuronal puede verse en
funcién de 0, mediante el mapeo 6 — fy, en donde el codominio es un espacio de funciones.
La elecciéon de la interpretacién de la red dependera de lo que pretendamos estudiar.

Retropropagacién (Backpropagation)

Las pruebas que se omiten en este apartado acerca de la derivada direccional pueden encon-
trarse en [10].

e Descenso de gradiente
Sea g : R" — [0, 00) una funcién, g € C*' (R"), definimos el gradiente de g como la
funcién Vg : R” — R"™ dada por:

24 (p)
Vyg(p) = :
22 (p)

Una concepto importante en este punto es el de derivada direccional. Dados un punto
p € R" y un vector v € R", definimos la derivada direccional de g en p con direccién
V como:

, gPp+hv)—g(p
Ds(p) i 10H10) (8]
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A grandes rasgos, la derivada direccional en p con direccién v nos indica la tasa de
cambio en el punto p en la direccion de v.

Dos resultados ttiles de calculo son los siguientes:

D.g(p) = Vyg(p) - v,

D.g(p) = cDyg(p), con ceR.

Son relevantes para la comprensién del método de descenso de gradiente, pues fijando
un punto p € R" en que cual Vg(p) # 0, y en el caso hipotético que nos interese
conocer la direccion en la que la funcién g tiene una mayor tasa de crecimiento, es
decir, buscamos maximizar Dyg(p) en funcién de v, con ||v|| constante (supongamos
que ||[v]| = 1), entonces es importante notar que:

D.g(p) = Vg(p) - v = [[Vg(p)lcos(8y),

donde 6, es en dngulo entre los vectores Vg(p) y v. De este modo, maximizar Dy g(p)
equivale a maximizar cos(fy), lo cual sucede con 6, = 0, lo que a su vez implica

= %, es decir, la direccién del gradiente coincide con aquella en la que la tasa
de cambio es mayor, y por la homogeneidad de la derivada direccional tenemos que la
direccién del vector —Vg(p) coincide con aquella en la que la funcién disminuye mas

rapidamente, para una vecindad de p.

La idea detras del descenso del gradiente es la siguiente: dado un punto p € R”,
con Vg(p) # 0, sabemos que si nos movemos en R" siguiendo la direccién del vector
—Vg(p), entonces hallaremos valores menores a g(p), esto al menos en una vecindad
muy pequena de p. El hecho de que alcanzar valores menores solo se pueda garantizar
en vecindades pequenas nos lleva a la necesidad de introducir lo que nombraremos lear-
ning rate (o tasa de aprendizaje), ¢, que es un real positivo con el que escalaremos
el vector —Vg(p), buscando que se satisfaga g (p — eVg(p)) < g (p).

Existen diversos métodos basados en el descenso de gradiente, con muy buenos resul-
tados, sin embargo, nos limitaremos a enunciar el algoritmo basico, que serd el que
ocuparemos mas adelante.

Algorithm 2 Descenso de Gradiente
Input: g : R* — [0,00), g € C' (R"), w = (0,...,0) € R,
0<e<l.
while Vg (w) # 0 do
W< w—eVg(w)
end while
Output: w

Este algoritmo, tal como se enuncia, no necesariamente converge, sin embargo, es el
primer paso para métodos mas complejos, con mejores resultados en la practica.



Machine learning 43

Figura 2.5: Ejemplificamos el descenso de gradiente ponien-

do como criterio de paro 3,000 nimero de iteraciones, en vez

Nimero de Pasos del criterio de convergencia, con la funcién de Rosenbrock,

flx,y) = (1—2)2+100(y —22)?, comenzando en (—0.5, 1.5),

0 con learning rate igual a 0.001 y un minimo global en (1, 1).

- 2000 Esta funcién tiene la peculiaridad de que su grafica posee

un valle muy largo y sin pendientes pronunciadas a lo largo

del valle, razén por la cual mediante descenso de gradien-

1000 te es facil llegar al valle pero un vez ahi los pasos son muy

pequenos porque la norma del gradiente a lo largo del valle

es muy pequena, esto lo podemos notar en la grafica, pues

en pocos pasos se llega al valle y la mayoria de los pasos se
concentran en torno al minimo global a lo largo del valle.

1500

@ Minimo global

Supongamos que tenemos un conjunto T = {(x;, 4;) }*, € R™ x R"=, cuyos elementos vienen
del espacio muestral del cual deseamos imitar su distribucién. Sea fy : R™ — R™. una ANN
que sigue el tipo de arquitectura antes descrita, con funcién de activacién continuamente
diferenciable!!, y consideremos una funcién de pérdida, £ (-; f.,T) : RP — [0, 00), sobre el
espacio de los pesos que definen a la red, 0, tal que £ da una medida del error de la red en
T mediante la aplicacién de funciones diferenciables a las salidas de la red, de modo que £
es diferenciable.

Una forma de optimizar £ fue propuesta en el ano 1986 cuando se publicé Learning Repre-
sentations by Back-Propagating Errors, articulo que introduce de manera formal el método
de backpropagation mediante el cual se siguen entrenando las redes neuronales hoy en dia.
Este método es 1til para calcular las derivadas parciales necesarias para hacer descenso de
gradiente sobre L (+; f.,T), v lo podemos dividir en dos grandes pasos: paso hacia adelante
(forward) y paso hacia atras (backward).

El primer paso es evaluar L (-; f.,T) en una 6 especifica, y posteriormente, a través del paso
hacia atrds, se calculan las derivadas parciales (el gradiente).
Para explicar el segundo paso, consideraremos la funcién de error dada por:

N o NIE N
£ fo.1) = S IO LS e o).
i=1 =1

en donde el error total es igual al promedio de los errores por elemento. Pese a que estamos
considerando una funcién de pérdida particular, pasar a cualquier otra funcién de pérdida
(vélida) no deberfa significar ninguna dificultad salvo, que el célculo de los errores (total y
por elemento) sea complejo.

Comenzamos con el célculo del gradiente para el error de un elemento cualquiera de 7',
denotaremos a este elemento con (x,y) y a fy con f.

El error individual esta dado por:

HLa funcién de activacién la elegimos asi con el fin de simplificar los célculos, pero en la practica es posible
elegir otro tipo de funcién de activacion.



44 Redes Neuronales

- FEOIP S - £ )
2 2 ’

Ly (0;,T)

Consideraremos la siguiente notacion:

2 =at (x) =, talque 2= Z Wl (x) + bl

J=1

s L

ozl

5l = [55,...,5fn+1r

El método de backpropagation nos da una forma de calcular §' para cada capa, a partir de
los cuales podremos deducir el gradiente.

1.
El algoritmo comienza con el célculo de 6!, que corresponde a la capa de salida. Por
regla de la cadena:

1 0L, Of; L

en donde oy es una funcién de activacion, que suele ser la identidad, para la salida de
la red. Entonces de manera vectorial tenemos lo siguiente:

07 = (f(x) —y) @ o=,

donde ® es el producto de Hadamard, o producto entrada a entrada.

Ahora supongamos que conocemos §', con [ € {1,...,L — 1}, y deseamos calcular §'~*.
Por la regla de la cadena:

o1 0L, 0
L P 0271

r T
1 l
02 aan+1]

T
= () |5

7

= (@)" =T =
960027 90l 021

- ([ng;a’ (=71, WSZ)HJU’ (zll*l)] (5l>T
ni4+1

=D W' (271
j=1

- T
024 aagl) 3'%“ dalV ]

Entonces:
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NERAE -
sl — oy (Zl—l) _ (Wl 51) oy (Zl—l) '
an+1 61Wl

Jsn+1

3.
Una vez que hemos calculado 8%, para | € {0, ..., L — 1}, es ttil notar que:

or, _oLod
ob] ~ ol op "

O] L ow(® % '
oW, 0% oW,
A partir de esto, el calculo de VL, es inmediato.

Y por linealidad del gradiente:

L0, f,T) = Zvc

XET

En el paso hacia adelante (forward) se calculan a§l) (x) v en el paso hacia atrds &', que son
las cantidades son necesarias para calcular el gradiente.

2.3.1. Flujo del gradiente

Para simplificar la explicaciéon de este punto supondremos que la funcién de activacion es
de clase C' (R), sin embargo, esto se puede generalizar tomando subgradientes y gradientes
débiles.

Definicién 2.3.1.
Un campo wvectorial en U C R", con U un subconjunto abierto, esta definido por una
funcion F : U — R".

Sean f. : R — F, la funcién dada por el mapeo 6 — fy, v £ : F — R una funcién de costo,
tal que la composicién h = Lo f : R — R es de clase C* (RP ) Definimos el siguiente campo
vectorial:

F(x) = —Vh(x). (2.1)

Dado que h es continuamente diferenciable, entonces F' define un tipo de campo vectorial al
que llamamos campo vectorial conservativo.

Una solucién del campo vectorial dado por (2.1), con condicién inicial §(0) = x¢, es una
funcién 6 : I C R — RP, para un intervalo abierto I, que aparte de la condicién inicial
también satisface:
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d

—0(t)=—=Vh(0(1)).

26(t) = ~Vh(0 (1))

Tomando x( igual a la inicializacion de los pesos de nuestro modelo, podemos garantizar la
existencia de una tunica soluciéon para una vecindad de xq, gracias al teorema de existencia
y unicidad. En el contexto de redes neuronales llamamos a esta solucién como flujo del

gradiente.

Pasar del descenso de gradiente (GD) al flujo del gradiente (FG) (de una optimizacién discreta
a una continua) tiene la ventaja de que la teoria matemética esta mejor fundamentada y
desarrollada, de modo que existe gran interés en saber cuan préxima es la dindmica del GD
a la del FG, conforme el tamano de la tasa de aprendizaje disminuye. La dificultad estd en
la complejidad que puede tener la funcién de pérdida compuesta con la red, que casi siempre
es no convexa en un grado muy alto.



Capitulo 3

Kernel Tangente Neuronal (NTK)

Los resultados de probabilidad usados en esta seccién son parte de la teoria basica y las
pruebas pueden hallarse en [22], [17].

3.1. Redes neuronales poco profundas de ancho infinito

Para comenzar este capitulo, introduciremos el trabajo de Radford M. Neal(1996) sobre la
distribucién a priori de redes neuronales bayesianas poco profundas (una sola capa oculta en
el trabajo de Neal) de ancho infinito. En las redes neuronales bayesianas, a diferencia de las
ANNS, los pesos dejan de ser fijos y pasan a ser variables aleatorias, con una distribucién a
priori, la cual se actualiza durante el entrenamiento.

Comenzamos con un modelo de red neuronal f : R™ — R™: con una capa oculta y con
una funcién de activacion acotada. Entonces, matricialmente, el modelo es el siguiente:

f(x) _ W(l)a(l)(x) + b(l),

Supondremos que todos los pesos corresponden a variables aleatorias independientes con
distribuciones normales centradas:

W~ N(0,02,), W ~N(0,02), bP~N(0,0%), b ~N(0,03).

» Y w0 ij )y Ywl ) i

Enfoquémonos en una salida f;(x), cualquiera pero fija, con valores de entrada x, fijos tam-
bién, tal que:

ni
fi(x) = ZWE}j)ay)(x) + bgl).
j=1
Notemos que por independencia:

J g

E [W<1>a<l)(x)] —E [WE}}] E [a;.wx)} — (0)E [a§1)(x)] —0,

47
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) )

~E [(W“J))Q

Var (ng)a;l)(x)(x)> =E [(W(1>a<l)(x)>2] —E [W(l)a(.l)(x)}2

< 00, por ser acotada la funcién de activacion, y mas atn, ozg )(x) y

donde E [(aﬁ”(x))g

agl)(x) se distribuyen igual para cualesquiera i,j € {1,...,n;}, por esta razén, y con el fin de

2
simplificar la notacién, definimos V := E [(aﬁ»l)(x))

El ancho de la capa oculta de nuestro modelo esta dado por ny, y es la cantidad que deseamos
incrementar, sin embargo, es necesario que esta cantidad se relacione con la varianza para
controlar el tamano de los sumandos en f;(x), de modo que el limite de las sumas no diverja.
Con este fin definimos:

C(wl
v

en donde (', es una constante positiva, tal que Var (ng)agl)(x)> = %V.

Owl =

El propésito ahora es probar que f;(x) converge en ley a una distribucién normal cuando
ny — o00. Para esto necesitamos una serie de definiciones y resultados de la teoria de la
probabilidad que en seguida enunciamos.

Proposicién 3.1.1 (Desigualdad Chebyshev-Bienaymé).
Sea X una variable aleatoria con media p y varianza o finita, entonces:

0_2

PX —pl>e <=, Ve>0.
€
Definicién 3.1.1.

A un conjunto de variables aleatorias de la forma {1y k tnen1<k<n la nombramos como arre-
glo triangular de variables aleatorias.

X1

Xo1 Xoo

X311 X32 X33

Xn,l Xn,? Xn73 Xn,n
Definicién 3.1.2.

Sea {nk fneni<k<n, un arreglo triangular de variables aleatorias, decimos que es un arreglo
nulo si:

o {Uni}i_y son variables aleatorias independientes, para toda n € N.
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e sup, £ [|¢n7k| Hwn,k’ < 1] — 0.

Definicién 3.1.3.

Sea {X;}iea un conjunto de variables aleatorias, con A un conjunto de indices. Decimos que
tal conjunto es un proceso gausiano si para todo {X;}ico C {X;}ien subconjunto finito, el
vector (X;),cq tiene distribucion gausiana multivariada.

La media y matriz de covarianzas de un proceso gausiano estan dadas por las funciones
p(): A —=Ry K(--):AxA — R, respectivamente, en donde K es un kernel definido
positivo (en el sentido de Moore). Todo proceso se define por estas dos funciones de modo
que el proceso se escribe como:

GP (i, K).

Teorema 3.1.1 (Convergencia gaussiana, Feller, Lévi).
Sea {tn k }neni<k<n un arreglo nulo y ¢ una variable aleatoria que se distribuye N (b, c), con

c y b constantes. Entonces y , Py N WY sty solo si estas tres condiciones se cumplen:
1. > Pllns| > €l =0 para todo € > 0;
2. ZkE W%,k: ||wn,k| < 1] - b;
8. Y Var [y [k < 1) —c.

La prueba de este teorema se puede encontrar en [17], capitulo 4.

Definimos vy, j, := ngk) 04,(:) (x), con n el ancho de la capa oculta de la red a la que corresponde
la variable aleatoria W..; notemos que podemos obviar el subindice ¢ por tratarse de variables
aleatorias independientes e idénticamente distribuidas. Es claro que {¢}nen1<k<n €S un
arreglo triangular de variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas con
media igual a cero, para cada n € N, tal que la condicion:

Sng [|¢n,k| ||¢n,k| < 1] — 0,
es equivalente a

al ser variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas las de las filas en el
arreglo triangular.

Por otro lado sabemos que:

B [([¢ns] = 0)] = E [(¢ons = 0)7] = %2“1/ =0,

es decir, [, x| — 0 en media cuadratica, tal que podemos concluir que la Ecuacién 3.1 se
satisface y por lo tanto {tn ktneni1<k<n €s un arreglo nulo. Resta probar que satisface las
condiciones del Teorema 3.1.1 para concluir la convergencia en distribucion.
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1. Siguiendo a [17], capitulo 4, la primer condicién equivale a:
P
Sup |tni| = 0,

y para nuestro caso particular lo podemos reescribir como:

il = 0.
Por la desigualdad Chebyshev-Bienaymé tenemos que:

CQ
Plunsl > e < 2V veso,
ne

tal que Vk € N y Ve > O:
P{|tnk| > €] — 0.

2. Gracias a que tenemos la convergencia a 0 en media cuadratica podemos reescribir la

condicién 2 como:
k

Notemos que:

Y Efns] =) 00,

tal que la segunda condicién se satisface, para b = 0.

3. Por el mismo argumento del inciso anterior podemos reescribir la condiciéon 3 como:

Z Var [{ni] — c
2

Por otro lado:
E Var [{,x] = E _C’ilV =C*yY = C*Yy
- n,k p n wl wl? >

tal que la tercer condicién se satisface, para ¢ = C2,V

De este modo por el Teorema 3.1.1 podemos concluir que:
ni p
Z W;lj)agl)(x) — N (0,C%,V), conforme ny tiende a infinito,
j=1

y mas ain:

fi(x) = ZWO‘)O‘S)(X) + bgl) N (0,00, + C2, V).

A partir de este resultado Neal, en [20], concluye, sin detallar mucho, que distintas salidas
de la red, f;, f;, con i # j, tienen una distribucién conjunta normal en el limite cuando
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ny — oo, de modo que cuando n; — oo, f(-), en su inicializacién, converge en distribucién a
un proceso gausiano centrado, GP (0, ), donde matriz de covarianzas dada por:

ot + CLE [ol (x)al (x)] sii=j
0 siitj

Un tratamiento detallado de esto tltimo podemos encontrarlo en [12]. Nosotros probaremos
esto mas adelante, bajo condiciones particulares, pero equivalentes.

ﬂﬁ@ﬂ@%Z{ (3-2)

3.2. Kernel Tangente Neuronal y su convergencia
En adelante nos basaremos en el articulo [16], en las 4 primeras secciones, enfocdndonos en
desarrollar una explicacién clara de los primeros resultados del mismo.

Comencemos dando una parametrizaciéon oportuna de una red neuronal artificial f(-) : R" —
R"E, con funcién de activacién o acotada de clase C'(R):

o (x) = x
L
N
a® (x) =0 (&(l) (X)) ,

a*h (x) = WO, (x) + BbY

en donde cada peso es inicializado a partir de variables aleatorias independientes con distri-
bucién normal estandar | Wg),by) ~N(0,1),y B> 0.

Notemos que la distribucion de la inicializacion de la red coincide con la expuesta en la
seccién anterior, ya que:

Si X~N(0,a) = X ~N(0,%a), Ve>0,

sin embargo, el cdlculo de las derivadas con esta parametrizacién conserva el escalamiento,
ademas, nos permitira escribir de mejor manera ciertas ecuaciones.

Consideremos ahora el espacio de funciones F := {h : R"™ — R"™} y un conjunto de

entrenamiento {(x;,y;)}Y, C R™ x R" cuyo espacio muestral de caracteristicas, X C R™,

tiene una distribucién p™. Sobre el espacio F consideremos la siguiente forma bilineal (que
a su vez induce una seminorma):

(s 1= Egen | ()" 9 ()]

En nuestro caso desconocemos p™, pero es posible aproximarla (sustituirla) mediante la
distribucién empirical, que esta dada por:

o_ 1 -
p :dexm
i=1

ISiempre que el conjunto de entrenamiento sea una muestra representativa.
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tal que la forma bilineal anterior podemos reescribirla como:
XN
T
(.9 = Z f )" g (xi).

Otro espacio ttil sera F* := {(d,-),, : F = R|d € F}.

La forma bilineal antes mencionada es degenerada, ya que depende de los valores de las
funciones en un nuimero finito de puntos en el dominio, pero es posible considerar otro espacio,
para el que esto no ocurra. Consideremos la siguiente relacién de equivalencia:

frg= (-9, )p=0= f(xi) =9(x;), Vie{l,..,N},

entonces F/ ~ es un espacio vectorial finito ya que todo f € F/ ~ esta definido de manera
tinica por sus valores en {x;};:

e Denotemos con f,. € F/ ~ a la funcién (clase de equivalencia) cero en todas par-
tes, excepto cuando se evalia en x;, en este caso devuelve el vector cuya unica en-
trada distinta de cero es la k — ésima, con valor de 1. Entonces Vf € F/ ~ existe

{airtieq,. Ny reqt,..ny € R, tal que:

N np
f= Z Z a’ik?ik'

i=1 k=1
Es as{ que F := F / ~ es un espacio de Hilbert por ser finito dimensional con producto
interior, (-, -)p,, y méas ain F* = F por el mapeo:

<f, ->po —> 7

En lo sucesivo escribiremos sin - a los elementos de F, sin riesgo a cometer errores cruciales al
confundirlos con elementos de F, pues las funciones de F solo nos interesan por su evaluacion
en el conjunto de entrenamiento.

Por otra parte, sea K : R™ x R™ — R™ x R™ un kernel definido positivo que satisface
K (x,x)" = K (x/,x), al que nombraremos como kernel multidimensional dentro de este
capitulo. Entonces, bajo las condiciones de la distribucién empirica?, definimos la siguiente
forma bilineal:

(F. 00 = B [ 007 K (5,X) 9 )] = 3 D0 60" K (037) 9 (3).

ij=1

Para las dos formas bilineales que hemos descrito hasta ahora, (f, g),0, (f,9)x, definimos
1 llpo := Cfs s VF € F,
1fllx = F)x, VIET.

2La distribucién empirica nos permite dar una manera de calcular la forma bilineal en funcién de los
datos.
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Definicién 3.2.1.
Decimos que K estd definido positivo respecto a la seminorma || - |0 si:

I fllpe >0=|fllx >0, VfeF.

3.2.1. Kernel gradiente

Sea L : F — [0,00) una funcién de costo. Consideremos el siguiente siguiente mapeo, con f
fijo:

¢r—>lim£(f+€¢€)+£(f), Vo e Fx F.

e—0

En cdlculo de variaciones este limite se toma con una aproximacién lineal (variacién lineal)?,
de donde concluyen que el mapeo es lineal, y por ser F un espacio de Hilbert finito dimensio-
nal, entonces el mapeo también es acotado. Asi, por el teorema de representacién de Riesz,
existe un tnico g—? e F tal que:

0L vy LU o)+ L(f)
<8_f’¢>p0_hm

e—0 €

,  VoeF,

a % se le conoce como la derivada funcional de £ en f, cuyo significado puede compararse

con el gradiente al hablar de derivadas direccionales, Dyg(x) = Vg(x) - v = (Vg(x),V).
Notemos que g—ﬁ formalmente es una clase de equivalencia, sin embargo nos interesa solo por

su evaluacién en los datos de entrenamiento.

Retomando K, el kernel multidimesional, consideremos la funcién K(x,-) : R" — R™" x R™,
con x fija, entonces con K;.(x,-) : R"™ — R™ denotamos a la funcién que va de un vector
x" € R™ al vector correspondiente a la i — ésima fila de la matriz K (x,x’). Ahora definamos
la funcién @ : F* — F, tal que para toda p = (d,-) € F*, g (1) esta dada por:

D (1) (%) = (1 (506D gy = (0 K Do)y o VX ER™.

gusey 20ty

A Dy ((g—?, ->po>, con f una red neuronal, lo llamamos kernel gradiente y la denotamos

con VgL|;. Cuando una red neuronal fy.y : [0,a) — F, con sus parametros en funcién de
tiempo y a € (0, 00), satisface la ecuacion:

d n
Efe(t) (x) = _VK»C|f9(t) (x), vx € R™|

decimos que la red evoluciona en el tiempo siguiendo el kernel gradiente definido por a K;
0 (-) es lo que en el capitulo anterior llamamos flujo del gradiente. Notemos que:

3Para mayor informacién puedo consultarse [13].
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tal que la evolucion de f en F estaria determinada por una méaquina kernel.
Suponiendo lo anterior, podemos calcular la derivada de £ en F respecto al tiempo en
direccion del kernel gradiente:

oL

atﬁlf(t) = <W7 - = — a
0

Si K es definido positivo con respecto a || - |[,0, entonces L]z« es una funciéon decreciente
con puntos criticos en donde la derivada funcional tiene norma igual a cero respecto || - || 0.
Tedricamente, eligiendo una funcién de costo adecuada (convexa y acotada) es posible tener
un entrenamiento convexo en F.

3.2.2. NTK de una red neuronal artificial

Consideremos una funcién de pérdida £ : RF — [0,00) que sea el promedio de los errores
por dato de entrenamiento, ¢ : R x R™ x R" — R, tal que:

L) = DoelF (0.x). )

con ¢ continuamente diferenciable, tal que la funcién £ también lo es. Para abreviar notacién

definimos ¢;(0) := ¢ (f (0,%;), y;).
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Por célculo multivariable tenemos:

1 ZN: a il <0 %) 901 fnL (6, x;) a%cz‘ (0)

VoL (0) = — : :
N = 0 f (9 x;) o S f (9 i) | | 2—ci (0)

90p [ninct 90p Jnr \YVy S Ofny

A partir de esto definimos el siguiente campo vectorial en R’
F0)=—-VoL(0).

Por el teorema de existencia y unicidad, para toda condicién inicial x existe una unica
solucién 6(-) : [0,a) — RP, para alguna a € (0, 00) U {oc}:

d

S0(t) = VoL (0(1) . 0(0) = o

Entonces por regla de la cadena, la evoluciéon de la red neuronal a través del flujo del gradiente
esta dado por:

d d d
50, x) = @Jf (0(t),%) —0(¢)
sor /1 (0:%) ao7 1 (6,%)
oo fs, (0, %) g0 frr, (0,%)
Lo [mAx) e Gh (0.3)] [356©)
W . .
=1 (%,ipfl (‘97 Xi) o agipfnL (0’ Xi) %Ci <9)
N
_ %ZJf(Q(t) x)If(0(t),%)" Vei (6)

donde Jf (0 (t),x) denota al jacobiano de f (6 (t),x) en funcién de 6.
La funcién © : R™ x R™ — R": x R™%, dada por:

O (x,x') =Jf(0,x)If(0,x)",

es definida positiva en el sentido de Moore ya que :

ZZ vl'O (si,5)) v ZZ ol If(0,5)Tf(6,55)" v

=1 j=1 i=1 j=1
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s T

= Z Z <Jf 0,5:)" vi>T (Jf (6, s;)" vj>

i=1 j=1
T T ™
- (Z Jf(0,s:)" UZ) (Z Jf6,s)" v])
i=1 j=1
S (0. 5) w2 2 0
=1

para todo {si,...,s,} CR™ {uvy,...,v.} CR"™, r & N. Por otro lado:

Oxx) =Jf6,x)If(0,x)" =0 (x,x),

tal que © es un kernel reproductor al cual llamamos Kernel Neuronal Tangente. Reto-
mando lo descrito paginas anteriores, la evolucién de la red a lo largo del flujo del gradiente
esta descrita por el kernel gradiente asociado a ©, con % =Ve(f(0,-)), y ademads, si O es
definido positivo respecto a || - |0, entonces:

oL
L) = <a_f’ VL) = =Ve(f(0,-) llo
En este punto es importante notar que el kernel © tiene un componente aleatorio debido a la
inicializacion aleatoria de los pesos, que también influye en la condicién inicial del flujo del
gradiente.

3.3. Convergencia del NTK

Esta tltima seccién se compone en dos resultados expuestos de manera escueta en [16], y
que aqui desarrollaremos detalladamente, comenzando por la convergencia de la red en su
estado inicial a un proceso gausiano, conforme el ancho de las capas ocultas tiende a infinito,
y después tenemos la convergencia de © a un kernel determinista en la inicializacién de la
red, bajo el mismo limite.

Para la prueba utilizaremos una definicién y dos resultados clasicos de probabilidad que en
seguida enunciamos.

Definicién 3.3.1 (Distribucién normal multivariada).
Sea X = (X, ..., X,,) un vector aleatorio. Decimos que X se sigue una distribucion normal
multivariada si alguna de las siguientes condiciones equivalentes se satisface:

1. Existen Z = (21,..., 2m), un vector de variables aleatorias indenpendientes con distri-
bucion normal estdndar, A € R™™ y u € R", tales que:

X=AZ +pu

2. Toda combinacion lineal de {X;}! | tiene distribucion normal.
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Proposicién 3.3.1 (Ley débil de los grandes nimeros).
Sea (X;);cy una sucesion de variables aleatorias, con E[X;] = p, Var(X;) = 0 < oo,
Vi € N, entonces:

n
X P

E — —> i, N —o0.
n

i=1

Teorema 3.3.1 (Teorema multivariado del limite central).
Sea (X;),cy una sucesion de vectores aleatorios independientes e idénticamente distribuidos,
con E [X;] = u < oo y matriz de covarianza 3, entonces:

n

Z% LN (0,S), n— oo

Proposicién 3.3.2 (Convergencia en distribucién a un proceso gausiano).
En la inicializacion de la red, si el ancho de las capas ocultas tiende a infinito secuencial-

(L)

mente desde la primera hasta la dltima, entonces los vectores {(dff)(acl), e Oy (mN)> s

k=1
convergen en ley a una distribucion normal centrada multivariada con matriz de covarianzas
Y1) definida recursivamente como:

no

B (z,2f) = E(dl(m),al(g))wN(o,A(D) o (2) o (20)] + 87,
y los vectores son independientes entre si, en el limite.

Demostracion. Comenzaremos definiendo notacién que nos simplificard la escritura:

o &7 (x5) = (x);-

o T = {x;},, las caracteristicas de entrada de nuestro conjunto de entrenamiento.

‘k, €l subindice £ indica una salida cualquiera de la red en alguna capa.
ui= (@ (x),d (x) ~ N (0,A0).
Vi = (df,C (x1), .y dfg (XN)).
o Vi = (al(x1),....ak, (x1),....a} (xn), ..., &L, (xn)).
Por induccién sobre la profundidad, L, de la red tenemos lo siguiente.

1. Caso base: L =1
En este caso nuestra red se reduce a algo de la forma:

1
—W (O)X + 5b(0)
V1o
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Es claro que las salidas de la red son independientes e idénticamente distribuidas (con
media igual a cero), de modo que los vectores aleatorios {V;;}:°, son independientes
e idénticamente distribuidos, con distribucion normal centrada multivariada, pues:

-
(x+1)" M
Vi = : :
’ : W(O)
(x+n)" o
by
Z
en donde el vector (x+;)" = <\/+TO(XZ')17 - \/Lnfo(xi)no, B) es constante y Z es un vector

de variables aleatorias con distribucién normal estandar.

Dado que cada elemento del vector Vy ; esta especificado por el punto en que se evalia,
la matriz de covarianzas podemos verla en funcion de estos puntos:

20 (x,%) = Cov (&} (x), d (x))

| (3wl ) (L > Wi o)

_E %ijzolwkl x)i Wi (x); + ZWM )iBby”
ZW b(0)+52( )2]

- L3 [ww( + %—o > e (Wl

LS [win] + 7 (o)

= LSS i), o (W)

i=1 j=1
s (0) 1,(0) S 2 )
+ \/n_OCOU (Wk],bk ) ;(X)Z + (x') B*Var (b )
=— Z )i +0+0+ 32
No
— LXTX/ +B2
o

Aqui no hay un proceso limite, de modo que tenemos probado el caso base.
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2. Hipdtesis inductiva:
Supongamos que para L = R — 1 se satisface que tomando limites secuenciales:

a) Salidas distintas de la red son independientes entre si:
i

a0 LaV (), Vx X €T, coni#

nRr— . . . ’ . . . .
b) Los vectores {V; g1}, " son independientes e idénticamente distribuidos, con
distribucién normal multivariada centrada y matriz de covarianza dada por:

YR (x, %) = By, , oz,(CR_2) (x) aB2 (x| + 2.

3. Paso inductivo:
Sean L = R. Notemos que:

T
Vk,R = (al(cR) (Xl) g eees &](CR) (XN))

(e W0l () by Y
== : +5 : ;
R—1 - _ _ _
=1 W’(:j 1)045R 1) (XN) bIE‘R 1)
T A

en donde los vectores de la suma en I' son independientes e idénticamente distribuidos,
pues por hipétesis los vectores { Vi g_1}.7;" lo son. Mds atin, cada sumando tiene media
cero, ya que:

B Wl ()] = B W B " (x)| = 0B o (x)| =0,

K3 K3 3

entonces por el teorema multivariado del limite central I' converge en ley a una distri-
bucién normal multivariada centrada,

X~N(0,A),

cuando ng_; — 00. Asi, por definicion

Xy = yndi+ - Fyuly
: : L Z; ~N(0,1).
Xy = ynila+ - Fynildy

Por otra parte, el vector que se multiplica por beta no varia en el limite, tal que el
vector Vi, r converge en distribucién al vector W, cuando ng_; — o0, el cual esta dado
por:
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W, = B2y +ynZi+ - yuly
: : : o, Zi~N(0,1),
Wy = BZy +ymZa+ - +ywniZy

de modo que W sigue una distribucién normal centrada multivariada, W ~ A/ (0, E(R)) .

Para el calculo de la matriz de covarianzas basta analizar el comportamiento de la
matriz de covarianzas de Vi g conforme np_; — oo. Para comenzar, consideremos
las salidas de la red condicionadas con Vg 1, de manera que son independientes e
idénticamente distribuidas las salidas, y en particular el vector aleatorio Vi r|Vg_1
sigue una distribucién normal multivariada centrada, con matriz de covarianza:

1

NRr—1

NRrR—-1
( e ol () +ﬂb§f”>

g — ( ](c (R D ’)+5b,(f“1)>.

Dado que por hipdtesis las post-activaciones de la capa R — 1 son independientes e
idénticamente distribuidas, entonces por la ley débil de los grandes niimeros:

1

NRr-1

S (x,%) = B {SS"Vgl] = —— (al" (x))" "V (x) + 2,

con

of 1 ()" o (o) S E [(af 1 (00) oV )] mes = o0,
de modo que:
S(R)(X,X)—>]E|: R= 1(X)TakR '(x )}—l—ﬁz Nr_1 — 00.

La matriz de covarianzas del vector condicionado converge casi seguramente a una ma-
triz determinista que no depende de la realizaciones de o't (x) como variable aleatoria,
y por lo tanto el limite corresponde a L) (x, x'), es decir,

20 (x,%) = By, [af™ (%) a0 (x)] + 52

Para demostrar la independencia entre salidas distintas consideraremos &,ER) (x), d,(f) (x'),
con k # k' y x,x" € T. Entonces:
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Los vectores en I'y son independientes e idénticamente distribuidos gracias a la hipotesis
de induccién. Entonces, procediendo de la misma manera que en parrafos anteriores,
podemos concluir que V converge en ley a una distribucién normal centrada bivariada.
Por otra parte,

Cov (@,(f) (x),al (x’)) —E

1 & - B
( —— > Wi eV (x) + ﬁb,iR>>

NRr-1 i—1

( 3 Wl x >+6b<R>>]

1 _ _
— Z E [a(R R (x) oD (X/)i| E [Wg 1)} E [W,(f,{:] 1)]

- z[ <X>}E[w$*“}ﬂa{bﬁ“}

+ B bV E [b,‘c’?*”}

tal que en el limite la covarianza es cero.

En teoria de la probabilidad, si dos variables aleatorias tienen una distribucién conjunta
normal bivariada y covarianza cero, entonces las variables aleatorias son independientes.

d}(gR) (X) 1L dl(cl’%) (X/) , VX, x € T, con 1 7é ]

*. Los vectores aleatorios {V; r}f son independientes e idénticamente distribuidos,
con distribucién normal multivariada centrada y matriz de covarianza dada por:

S (x,x) = By, [oi TV (x) B (x)| + B

]

De la proposicion anterior se sigue inmediatamente que las salidas de la red convergen en
distribucién a un proceso gausiano, pues la marginalizacién de un vector aleatorio con dis-
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tribucién normal multivariada se sigue distribuyendo normal, y dos variables aleatorias in-
dependientes con distribucién normal tienen distribucién conjunta normal multivariada.

Un resultado inmediato de la proposicién anterior es que tomando limites secuenciales en
las capas ocultas de la red, la inicializacion del kernel © es determinista. Seguiremos usando
la notacién definida en la proposicién anterior. Ademds, con ©®) nos referiremos al NTK
asociado a una red con profundidad [.

Proposicién 3.3.3.

Bajo las condiciones de la proposicion anterior, la inicializacion de kernel ©F) converge en
probabilidad a un kernel determinista, dado por @é?@]dnu donde ©F (+,-) : R"™xR™ — R,
es una funcion escalar que se define mediante la siguiente recursion (con limites secuenciales):

oY (z,2) = 2 (, /)
62’0“) (% w/) _ @(l) (:1: a:) 2 (+1) (:13, :13’) 4 n(+1) (:1;, a:’)

$2(1+1) (z, @) = E(&l(w),al(w'))NN(O,,\m) [d (&l (:1’)) o (5‘[ (:1:'))} +

Demostracion. La prueba la haremos por induccién sobre la profundidad

1. Caso base: L = 1.

Ol (%) = (31 0.0 37 6.%)"),_
= Vel (x)" vaﬁ( >

ni  no a a . n1i ( a~(p
"2 % axifm) I<€ aik o)

=1 j5=1 = z
=ZZ - =i % i +Zﬁ5zkﬁ5zk'

=1 j=1

= — Z XjX}(Sk,k/ + 62(5]9719/
no £
j=1
1
= ( x' + 52) Ok b
no
= Z( ) (X, X/) 5k,k’/

Aqui no hay un proceso limite, de modo que

oW (x,x') = 2W (x,x) ® Id,, = 0¥ (x,x) ® Id,,.

2. Hipotesis inductiva: L =R — 1
Supongamos que tomando limites secuencialmente, hasta la capa R— 1, el kernel ©(#-1)
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converge en probabilidad a OV @ I dy,_,- Retomando notacién de [16], con 8 denota-
remos a los pesos que corresponden hasta la capa R — 1 de una red neuronal, entonces
la hipétesis inductiva se reescribe como:

(Ve (%)) Val ' (x) -5 08 (x,X) 6

Seguiremos con esta notacién en lo que resta de la prueba.

. Paso inductivo: L = R
Notemos que:

T T
(Voal™ ) Voal? (x) = (Vaaf™ () Tyaf” (x)
+ (VW<R71)54,€R (X))T VW(Rfl)&g (X')
T
+ (vb<R_1>@,§R> (x)) Vonnal? (x)

(W“‘) ) Vo ()

NMR—1 NR

(R 1) (R 1)( ") Ok.iOkri + B0k

Enfoquémonos en el primero de los sumandos. Notemos que:

NRr—1

Viag (x) oY (x)

NMRr—1

o (Y () Vel ().
Para simplificar la escritura definimos la siguiente notacién:

=y (a8 00) 7 (a7 ) |

tal que:
_(R) T R, 1 = ~(R-1) T (R=1)
(Vs ) Vo () = - 37 | (Vo™ () Ve (%)
-1 =1
— o (B-D)xar(R-1)
(“ijwk,z‘ Wi )
NR—1
R-1) R—1 R—1
== n Z 6( i—JT/JW](C7/L' )W](C/,j )
R—-1

3,j=1
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Asi, por la hipétesis de induccién:

NR—1
(V(;N(R) (X)> Vadp (x) Z O (x,x) 6:,Z ;Wi WY
NR-1
LY O (e x) E, W WY
nR 1 - —

i=1
Xz

cuando secuencialmente se toman limites hasta la capa R — 2.

Como consecuencia de la proposicién anterior, las variables aleatorias X; son indepen-
dientes e idénticamente distribuidas, con media finita, entonces por la ley débil de los
grandes numeros:

S ol (x,x) 2, W WY

LB [0l (x,x) 2, W W]

NRr—1 >
= O (o, x) By, (2] B[ W W]
— oY (x, %) »H) (x,x') O ke

tomando el limite ngp_; — oo.

Por otro lado, para el segundo sumando sabemos que:

1
(—a<R-1> (07 D () + 52) g = 5 (6,X) b, a0,
nNr—1

Entonces:

T )
(ng,(cR) (X)) ng,(f) (x') L@(R 1) (x,x') » () (x,x") Oppr + »i(x, X') Op g/

= @50 (X, X/) 6k,k’

Discusion

Los resultados y la teoria antes presentada dieron pie a un nuevo enfoque en el estudio de las
redes neuronales artificiales, mas en especifico han motivado el estudio de la interpretabilidad
de estas, pues si bien las redes neuronales tienen gran influencia en el desarrollo actual del
mundo, lo que se conoce de ellas muchas veces se limita a meras descripciones de su desempeno
bajo condiciones ideales, con un fundamento matematico que muchas veces se supone trivial.

Entre los trabajos que han recibido influencia del kernel neuronal tangente podemos destacar
los siguientes:
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1. Modelos sobreparametrizados y modelos lineales: Sea ha desarrollado teoria en
torno a lo que podemos denominar régimen kernel, que define las condiciones bajo las
cuales el desempenio de una ANN se describe (o aproxima) con la teorfa discutida en
este capitulo. En un reciente articulo [3] se dan condiciones para que con un ancho
suficientemente grande, pero finito, de las capas ocultas, la dinamica del entrenamiento
se encuentre dentro del régimen kernel.

Esto va de la mano con el estudio de la dindmica de modelos sobreajustados|[1][27][6],
cuya generalizacién ha resultado ser buena.

Por otro lado, los modelos de ANN anchos en sus capas ocultas pueden aproximarse
linealmente por expansiones de Taylor, y su dindmica se explica por el NTK [19][7].

2. Proximidad entre ANN y métodos kernel: Citando textualmente a P. Domingos|9]:
“Our result builds on the concept of neural tangent kernel” .
P. Domingos prob6 que una ANN entrenada por descenso de gradiente (en su versién
mas sencilla), aproximando al flujo del gradiente, equivale a una maquina kernel, cu-
yo kernel se construye sobre el NTK. Este resultado muestra una clara relacion entre
métodos que en el pasado fueron arduamente estudiados (métodos kernel) y las ANNSs.
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