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Resumen

El objetivo principal de este trabajo es el estudio las propiedades electrénicas de materia
topoldgica exotica tridimensional, y nuestro trabajo se centra en los semimetales de nodos
topoldgicos (topological nodal semimetals), en concreto los semimetales de nudos topo-
l6gicos (Nodal-knot semimetals). Los semimetales de nudos topoldgicos son materiales
donde existen intersecciones conicas que forman un conjunto discreto o continuo de nodos
entre la banda de conduccién y la banda de valencia; estos nodos estan protegidos por al-
guna de las simetrias unitarias, a saber inversion temporal 7 o inversién de paridad P u
otras.

En lugar de estudiar las propiedades electronicas de un material dada la disposicion de
sus 4tomos, en este trabajo proponemos una construccion de hamiltonianos de semimetales
topoldgicos de enlace y nudo toroidal mediante la asociacion de puntos nodales a las inter-
secciones de hipersuperficies complejas en el espacio de momentos. Los enlaces o nudos
toroidales de las intersecciones, estdn caracterizados por una pareja de enteros (p,¢) y un
indice (winding number). Construimos dos modelos de redes cubicas asociados a algunos
hamiltonianos en la aproximacioén de amarre fuerte del semimetal. Elegimos un modelo
de red cubica con interaccién a vecinos cercanos, en esta red exploramos las propiedades
electronicas de transporte al cambiar el indice o al agregar un término de masa para inducir
brechas de energia en los nodos.

La primera propiedad electronica que caracterizamos fue la generacion de estados de
borde cuando se rompen condiciones de periodicidad en alguna direccién de los vectores
de red, donde identificamos que a excepcion de la red asociado a un nudo trébol con ente-
ros (3,2) los estados de borde son modos de energia cero que generan estructuras de bandas
planas. El segundo estudio corresponde a la realizacién de un dispositivo de dos termina-
les, donde realizamos el célculo de la conductancia, la topologia de sus bandas y si hay
estados de borde. Donde encontramos que dada la existencia de las bandas planas alrede-
dor de la energia de Fermi no hay conductancia a energia cero. Adn cuando el modelo de
red a estudiar no corresponda a una organizacién atomica especifica, el modelo propuesto
podria ser emulado con redes sintéticas basadas en cristales fotonicos, actsticos o circuitos
electrénicos.

Finalmente, realizamos el cdlculo de las fases geométricas que definidas por la topo-
logia de los nudos, en especial propusimos un modelo de cuatro bandas con degeneracién
para obtener el cdlculo del Wilson loop asociado a la topologia de los nudos y definir mate-
riales no abelianos en los semimetales topoldgicos; en este trabajo los modelos propuestos
tienen conexiones planas abelianas.

Palabras claves: Semimetales de nodos topoldgicos, bandas planas, nudos toroidales,
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1 Introduccion

Los semimetales topoldgicos son una clase de materiales fascinantes que han atraido una
atencion considerable en el &mbito de la fisica de materia condensada. El estudio de las pro-
piedades electronicas del grafeno reveld una caracteristica tinica en la estructura de bandas,
porque no presentaba brecha de energia y la relacion de dispersion cerca del nivel de Fermi
es lineal, similar a la relacion de dispersion de los fermiones relativistas. También de este
material definimos un ejemplo de semimetal topoldgico. A partir de su descubrimiento se
inicié una buisqueda de materiales con dichas caracteristicas.

El cristal de carbono mds conocido es el diamante, el cual estd caracterizado por su
dureza y su alta dispersién de la luz que son utiles en la industria y joyeria. Sin embargo,
bajo presion y temperatura ambiente, la forma mads estable del carbono es el grafito, el cual
es usado como un lubricante industrial y en ldpices. El grafito es un material multicapas,
en los cuales cada capa consiste en una hoja de dtomos de carbono formando estructuras
hexagonales similares a los anillos de benceno, una monocapa de grafito es llamado Gra-
feno. El grafeno puede sintetizarse epitaxialmente sobre carburo de silicio, y se ha formado
monocapa de grafeno sobre superficies metalicas [1]. Un hecho importante del estudio del
grafeno fue introducir el concepto de semimetales de Dirac, donde las excitaciones electrd-
nicas alrededor de la energia de Fermi son descritas por una relacion de dispersion lineal y
efectivamente masa cero, similar a los electrones relativistas de Dirac, lo que dio origen a
propiedades de transporte tnicas [2, 3]. Extendiendo la bisqueda mas all4 de los modelos
bidimensionales, la exploraciéon en modelos tridimensionales han revelado una categoria
Unica conocida como los semimetales de nodos topolégicos (nodal topological semime-
tals). Estos materiales exhiben una distribucién de puntos nodales discretas o continuas en
su estructura de bandas electrénica. En particular ha ganado relevancia en el campo de los
materiales cudnticos topolégicos [4, 5].

Los semimetales topoldgicos de lineas nodales en tres dimensiones estdn caracterizados
por la presencia de bandas degeneradas a lo largo de curvas en la zona de Brillouin. Estas
degeneraciones son robustas ante perturbaciones y estdn protegidas bajo simetrias, lo que
los hace interesante en investigaciones de fisica tedrica y exploraciones experimentales.
Las lineas nodales pueden tener asociado una topologia no trivial, lo que contribuye a que
emerjan estados electronicos y funciones de respuestas unicas [6].

En el dmbito de la fisica de altas energias, la bisqueda de nuevos materiales con carac-
teristicas topoldgicas ha conducido a la investigacion de diversos compuestos que presentan
semimetalicidad de linea nodal. La comunidad est4 especialmente interesada en los mate-
riales que puedan albergar particulas exdticas y fendmenos que puedan aportar informacién
sobre cuestiones fundamentales en la fisica de particulas [7].
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Actualmente se han propuesto varios materiales como candidatos prometedores para
el estudio de los semimetales de lineas nodales topoldgicas en fisica de alta energia. Por
ejemplo ZrSiS, ZrSiSe, y CaAgP, cada uno de ellos con estructura electrénica distintiva
presentando lineas nodales en sus diagramas de banda. En estos materiales se ha confirma-
do experimentalmente que exhiben fases topoldgicas intrigantes, lo que los hace muestras
de interés en investigacion y aplicaciones potenciales en tecnologia [6].

Los nudos y enlaces son conceptos fundamentales en matemadticas, particularmente en
el campo de la topologia. Los nudos son curvas cerradas embebidas en el espacio tridi-
mensional sin auto intersecciones, esencialmente es una curva enredada que no puede ser
desenredada sin cortarla. Mientras que los enlaces corresponden a la unién de dos o maés
nudos. La tarea de clasificar o distinguir a los nudos ha sido dificil, pero se han defino in-
variantes de nudos, los cuales son un subconjunto de las invariantes topoldgicas y capturan
aspectos especificos de la naturaleza antropoldgica de los nudos y los enlaces [8, 9]. En
la actualidad se ha realizado una amplia investigacion en proponer materiales que tengan
definido invariantes de nudos y estudiar sus caracteristicas electronicas, en espacial para
los semimetales de lineas nodales topoldgicas [10-12].

En conclusidn, la exploracion de los semimetales topoldgicos de lineas nodales repre-
senta una de las investigaciones de frontera en el estudio de fisica de materia condensada,
con implicaciones en el dmbito de la tecnologia y fisica tedrica. Las propiedades electrd-
nicas unicas de estos materiales que fueron vislumbrados por los resultados de la inves-
tigacion en el grafeno contindan cautivando el interés, realizando busquedas en nuevos
materiales y expande nuestro entendimiento en los estados de la materia cudntica topoldgi-
ca.

La estructura de la tesis es la siguiente, en el capitulo dos construimos la ecuacién de
Dirac y su relaciéon con modelos genéricos de semimetales de nodos, luego definimos la
fase geométrica de Berry importante para poder clasificar la topologia en los nodos, donde
se agrega el estudio del modelo SSH para destacar las respuestas electronicas asociadas a
las invariantes topoldgicas.

En el capitulo tres se definen nudos y enlaces particulares, los llamados nudos y enlaces
toroidales, donde estudiamos su topologia con la finalidad de construir un modelo continuo
de semimetales topolégico de linea nodal, el cual definiremos como semimetal topolégico
de nudo y enlace toroidal.

En el capitulo cuatro se propondrdn modelos de redes ctibicas asociados a los semime-
tales topoldgicos continuos con los cuales se realizé un estudio de la estructura electrénica
al romper condiciones de periodicidad y su respuesta electrénica en un dispositivo con dos
terminales.

En el capitulo cinco, estudiamos la caracterizacion de los nodos por su fase geométrica
en los modelos de dos nivles. Ademds, propusimos modelos de cuatro bandas con ener-
gias degeneradas, con el objetivo de estudiar la cohomologia de los enlaces toroidales, y
hacemos una propuesta de modelo de semimetal topolégico de nudo y enlace toroidal con
bandas degeneradas. Se realiza una busqueda de materiales no abelianos en el campo de
los semimetales topologicos de lineas nodales.



2 Ecuacion de Dirac y Semimetales To-
pologicos

En este capitulo introducimos la ecuacién de Dirac, la cual es utilizado para descri-
bir fermiones libres relativistas en el sector fermidnico del Modelo Estandar, en nuestro
caso veremos una interpretacion en materia condensada para los electrones en el nivel de
la energia de Fermi. Primero, partimos de las ideas de Dirac para obtener una ecuacién
de la mecdnica cuéntica con los resultados de la relatividad especial. A partir de la ecua-
cién de Dirac, definimos modelos genéricos de semimetales de nodos topoldgicos de dos
y cuatro bandas. Después, definimos la teoria de norma para sistemas cudnticos, donde se
define la fase de Berry y la matriz de rotacién de Berry con el teorema de la aproximacién
adiabatica, esta teoria es fundamental en la descripcidn de las fases topoldgicas. Al final,
presentamos el modelo de amarre fuerte, y tomamos el modelo SSH para realizar el estudio
de su estructura de bandas e interpretamos las consecuencias de la topologia de las bandas.

2.1. Ecuacion de Dirac

2.1.1. Ecuacion de Klein-Gordon

El primer intento de obtener una ecuacion en la mecanica cudntica relativista fue la ecua-
cién de Klein-Gordon, en la cual se requiere de unos de los principales resultados de la
relatividad especial, la energia de una particula libre relativista,

E? = (p* + m?c®)c. (2.1)

Antes de empezar a introducir todo nuestro desarrollo se hace la eleccion de las unidades
naturales definidas:
h=c=1. (2.2)

Por lo que nuestra ecuacién (2.1) es,
E?* = p* +m?. (2.3)

Algunas de las variables candnicas que se utilizan en la formulacién de la mecanica cuén-
tica son,

) . 0 0
I{w—Ez/) {1—>/h§_/§, (2.4)
Py=pp P — ihV, =iV, (2.5)
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en donde se han expresado las variables en un lenguaje de operadores diferenciales sobre
los estados ¢ de un sistema cudntico. Una idea inicial para una ecuacién cudntica en la
relatividad especial, es proponer la ecuacién (2.3) en términos de operadores sobre algin
estado cudntico relativista 1/ (recordar la eleccién de unidades naturales),

E* = (p* + m*)y, (2.6)
(HQ) Y= (P2 + m2) 0, (2.7)
82
(_@)wz (—V2+m2)w, 238)
82
(@ —V’+ m2)¢ =0, (2.9)
2
(a“au + m2)¢ =0, definiendo 9"9, = % - V% (2.10)

donde se ha tomado la eleccién de la métrica n*¥ = diag(1,—1,—1,—1), la ecuacién
(2.10) es la ecuacion de Klein-Gordon. Ahora observamos que 99, y m? son escalares
invariantes de Lorentz, por lo que nuestra propuesta para solucion debe ser una onda plana
que obedece una ecuacion escalar para preservar la invarianza de Lorentz,

Y(r,t) = Ae!PT=ED (2.11)
sustituimos nuestra solucién en la ecuacién (2.10) tendremos que,
E*) = (p* +m®)y,

entonces, la relacion de dispersion de las ondas planas en la Ecuacion de K-G satisfacen la
relacion de dispersion de una particula libre relativista en un espacio tiempo plano. En los
postulados de la mecdnica cudntica, para describir un sistema cudntico tenemos que con-
siderar todas las soluciones y la combinacion lineal de estas forman un conjunto completo
de estados, por lo que no se puede ignorar las soluciones de energia negativa, lo cual es
inconsistente para una particula libre. Ademads, hay una inconsistencia con la densidad de
probabilidad, la cual podemos interpretar del siguiente cdlculo.

Consideremos la ecuacion adjunta 1)*:

(a#aﬂ + m2) ¢* =0, soluci6n adjunta, (2.12)
continuando, multiplicamos la solucién adjunta ¢* por la ec. (2.10),
0? 9
w(%—V'V—i—m)w—O, (2.13)
0?1

02t
0 0 oY* 0
</', *£> — 81/; a—@f — V- (i*VY) + iV* - Vb 4+ im*p*ap = 0. (2.15)

* —*V - Vb + m**p = 0, (2.14)

ot
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En la ultima linea hemos multiplicado por / y hemos introducido el producto en términos
de operadores lineales, esto ya que sumaremos la parte conjugada dentro de los paréntesis,

,

asi,

( v _w - %) + iy (%> — V- (VY — VYY) — VT imPpt = 0,

ot 02t
(2.16)
o o v NS *
21 (2 2V o [ (srwe om0 =0
o
(2.17)
dp B
E—FV-J 0,
(2.18)

donde en la dltima linea hemos propuesto una ecuacién de continuidad y podemos identi-
ficar una densidad de probabilidad y una densidad de corriente de probabilidad superficial,

p=i(w % =) v i=i(eve-ewe). e

Al sustituir en nuestra solucion de onda plana,

p= i <A*e—f(p-r—Et)(_[-EAei(p-r—Et)> i Aei(p-r—Et)</~EA*6—i(p~r—Et))) _ _[~2(2|A‘2E)’

(2.20)
p =2|AI*E, (2.21)
j R (A*e—/(p~r—Et)(/pA€ pr—Et) ) _ Ae/(p~r—Et)( /pAG (pr— Et))) _ —/22|A|2p,

(2.22)
j=2|A*p. (2.23)

Entonces, es notable que la densidad de probabilidad es negativa para energias negativas,
lo cual lleva a una segunda inconsistencia para la ecuacién de Klein-Gordon!

'Interpretacién de Feynman-Stueckelberg. Para corregir los errores de las energias negativas, se pro-
pone que el tiempo debe de ser negativo en estos casos, esto es que:

0 .0
FE /& — FE_ — /a. (224)

Por otro lado, la densidad de probabilidad lo asociamos a una densidad de carga, por lo cual, para energias
negativas debemos tener una carga de signo opuesto [13],

p=Q2APE, E—FE_, p=-Q2A”E. (2.25)
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2.1.2. Ecuacion de Dirac

La observacion de Dirac en la ecuacion de Klein-Gordon es que las soluciones de energias
negativas parten del hecho que la derivada temporal es de segundo orden, es de esperar
que las energias negativas sean parte de la solucién para los estados cudnticos relativistas.
Entonces, Dirac se propuso definir una ecuacidn relativista que sea lineal en el tiempo como
lo es la ecuacién de Schrodinger [14], para un primer acercamiento consideremos:

(8"8# + mz)w = (\/0“('9” + /'m) (\/8“@ — /m)gb, (2.26)

como vemos el problema es en definir /0*d,, [15]. Antes consideraremos una funcién
diferenciable definida en el plano complejo, decimos que una funcién f es holomorfa si y
solo si satisface las ecuaciones de Cauchy-Riemann:

of o 10 .0
i — = =4i= 2.2
0z 0, con 0z 2(8x+/8y)’ (227)
similarmente podemos considerar el operador,
of 1(of Of\ _
0z 2 <8x /8y> =0, (228)

y decimos que f es antiholomorfa [16]. Usando estos dos operadores, podemos definir un
operador diferencial P : C*°(R?; C?) — C*(R?; C?), el cual estd definido como:

f 99
P( ) :2/( 2 ) (2.29)
9 oz
0 i\ 0 0 1y\0
P=(] 0>%+(—1 o)a_y’ 2.30)
0 ¢ 0 1
P :’anm‘i_’yyaya Ve = ( ; 6 >: Ty = < 1 0 > (2.31)

donde se cumplen las siguientes relaciones:

Vo=7=-1L Y%Y%+%re={n=0

A partir de estas propiedades, realizamos el siguiente calculo:

P? = (’Vx@x + 7y3y> (%@ + %ﬁy) : (2.32)
=202 + 0:0,v2y + 0,01y + 7,05, (2.33)
= — 071+ 0,0,{"a, 1} — 01 = —V7I, (2.34)

nuestro resultado final nos lleva a un resultado similar al operador 15 ademads, podemos

definir,
P=+v-V2L
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Regresando a nuestro problema inicial, queremos definir,
H=v-V2+m? (2.35)

nuestro problema se reduciria al caso anterior si no hubiera un término de masa, por lo que
nuestro problema a resolver es,

Hp = (a-P+pm), (2.36)

en término de los operadores diferenciales de momento y energia escribimos nuestra ecua-
cién como 5 5 5 5
= = | —l0p=— — ly—=— — l0,— + Bm 2.37

5 ( vy~ vy — i+ )w, (2.37)
si queremos que nuestras soluciones a la ecuacién (2.37) describa a una particula libre
relativista debe de satisfacer la ecuacion de Klein-Gordon al elevar al cuadrado, por lo que
una intuicion de la ecuacion de Dirac es la raiz cuadrada de la ecuacion de K-G, por lo que
multiplicar por un menos en la ecuacion (2.37), elevando al cuadrado,

0% 0 .0 0 0 .0 0
— (/ax—m + /aya—y + /&25 — Bm) (/,ax— + /aya—y + o, — — Bm)w,

o d Oz 0z
(2.38)
desarrollando el producto:
0%y 20 0P L0,
o T Yegye _ayﬁyZ T %2 +mY
0% 0% 0%
— (g, + ayax)m — (g, + ozzozx)m — (o, + azay)m
— (B + Bog)m — i(ayf + Bay)m — i(a. B + Ba,)m, (2.39)
la ecuacion que debemos obtener es,
2 2 2 2
A a¢+m2¢20, (2.40)

o2 9z Oy2 022

por lo que debemos de imponer propiedades que deban satisfacer’ o y /3, considerando las
ultimas dos lineas en la ecuacién (2.39)

ol = 0412/ =a?=p% =1, (2.41)
a;f+ Pa; =0, i€{xy, z}, (2.42)
ao + ape; =0 (1 # k). (2.43)

En nuestra notacién nos referimos a 1 como el elemento neutro multiplicativo, de igual manera expresa-
mos 0 como el elemento neutro aditivo para espacios vectoriales arbitrarios.



CAPITULO 2. ECUACION DE DIRAC Y SEMIMETALES TOPOLOGICOS 8

una primera impresion en estas condiciones es que « y 3, no son escalares por la condicién
de anticonmutatividad, donde hemos descartado la solucidn trivial, y los objetos mas cono-
cidos con esta propiedad son las matrices.’> Asumimos que «; y 3, realizamos los siguientes
célculos: primero consideremos las propiedades de la traza, esto es:

Tr(o;) =Tr(a:fB) BB =1, (2.44)
=Tr(Po; ) Propiedad ciclica de la traza, (2.45)
=Tr(—«;508) Relacién de anticonmutacidn, (2.46)
=Tr(—q;) = —Tr(a;) Tr(o) € R, (2.47)

. Tr(ay) =0, (2.48)

de manera andloga sucede para 3. Luego tomemos a |1) como eigenvector de o, € {«;, 8},
tal que:

o’ ) =My ), A, Eigenvalor de o, (2.49)
Il =X |w) (2.50)
“Ay==x1, si «, eshermitico, (2.51)

dado que la traza de la matriz estd dada por la suma de los elementos en la diagonal,
o, tiene que ser una matriz de dimension par. Finalmente, retomamos nuestro operador
hamiltoniano de Dirac,

PID: (aP—l—Bm),
proponemos a H hermitiano para que sus eigenvalores sean reales, entonces;
ai=af y §=p" (2.52)

para espacios 1 y 2 dimensional espacial, al ser la dimension de «; par, nuestros elementos
que obedecen las reglas de anticonmutacién son las matrices de Pauli,

(01 (0 =i /10
“=\10) T\ o ¥y %=\o -1 )

Asi, en un sistema unidimensional, las dos matrices de Dirac «, y [ son cualquiera de las
tres matrices de Pauli, por ejemplo,

Op =0z Y ﬁ = 02.
En dos dimensione, las tres matrices de Dirac son las matrices de Pauli,

Oy =04, =0, Yy [=o0,. (2.53)

3En general los objetos que satisfacen estas estructuras, forman el espacio vectorial de las 4lgebras de
Clifford
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En tres dimensiones, dada las dimensiones par de nuestras matrices con relaciones de anti-
conmutacion, tenemos que tomarnos matrices de dimension 4 x 4 ya que las tres matrices
de Pauli no son suficientes, una eleccioén conocida es la representacion de Pauli-Dirac [14]:

o, 0 —0y

az’:< 0 O-i):O'x®0'i, 5:(0(-)0 0 ):O'Z(X)O'(), y UOIHQ. (254)

Entonces, si el hamiltoniano de Dirac es un operador matricial de 4 x 4 este debe de
actuar sobre una funcién de 4 componentes, este elemento es conocido como espinor de
Dirac o biespinores:

U1

I
o= | (2.55)

Uy

2.1.3. Algunos Aspectos de la Ecuacion de Dirac

Densidad de Probabilidad y Corriente de Probabilidad

Las expresiones para la corriente de probabilidad y densidad de probabilidad para las
soluciones de la ecuacion de Dirac se obtienen de forma andloga a las de la ecuaciones
de Schrodinger y de Klein-Gordon. Dado que las funciones de onda son espinores de 4
componentes, el conjugado complejo de la funcién de onda tiene que ser reemplazado por
el hermitiano conjugado, v* — ' = (¢*)T. El hermitiano conjugado de la ecuacién (2.37)
es simplemente,

— 0t = ioyTal + i0,0Tal + i0.0Tal + myt BT, (2.56)

Usando las propiedades de hermiticidad de las matrices « y 3, calculamos una expresion
para ¢»" multiplicada por la diferencia de las ecuaciones (2.37) y (2.56)), y el volvemos a
multiplicar por 1), lo que nos lleva al resultado,

V- (o) + i (vTy) =0,

en término de las cuatro componentes de los espinores de Dirac, la densidad de probabilidad
es,

p =T = Pin + P5eds + Yis + Uiy,

por lo que Dirac ha resuelto el problema de probabilidad negativa.

Espin y la Ecuacién de Dirac

La formulacién de la mecénica cudntica en el esquema de Heisenberg (Heisenberg Pic-
ture) nos dice que la evolucién temporal del sistema estd dado por la evolucién de los
operadores observables O,

— = =i (| [H,0][y). (2.57)
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Por lo tanto, si un operador conmuta con el hamiltoniano el valor esperado es una constante
de movimiento. Consideremos el hamiltoniano de la particula libre de Dirac, y veamos
como es su relacion de conmutacion con el operador de momento angular L = r x P, esto
es:

A

[Hp, L] =[a-P+mflLixP|=[a-PixP]=—iaxP.

S:—i:1<" 0),
2 2\ 0 o

la relacion de conmutacion con el Hamiltoniano de Dirac es,

Por otro lado, definimos

[HD,S] = i X P,

definimos el momento angular total como J = L + S, y este nuevo operador si conmuta
con el Hamiltoniano de Dirac, por lo que las particulas relativistas tienen como propiedad
intrinseca el espin, de un cdlculo de eigenenergias llegamos a que s = %

2.1.4. Simetrias Discretas en la Ecuacion de Dirac

Existen dos transformaciones unitarias discretas de importancia en los fendémenos fisicos,
estos son: transformacion de paridad P y transformacién de inversion temporal 7. Ahora
definiremos estas transformaciones en el ambito de la ecuacién de Dirac [14, 17].

Ecuacion de Dirac Covariante

Antes de definir las transformaciones discutiremos la forma covariante de la ecuacién
de Dirac. En la ecuacion (2.54) se di6 una representacion del dlgebra de Dirac, sin embargo,
es mds usual construir una representacion para la ecuaciéon de Dirac en forma covariante:

(iv*0, —m)y =0, (2.58)
el producto de las matrices v son:
(v%)* =1, (2.59)
() =-1, i€{1,2,3} (2.60)
AR = — A, (2.61)
(2.62)

Las relaciones de anticonmutacion de los elementos de la ecuacién (2.62) estd dado como:
{(" A =AY A =20, (2.63)

entonces, una eleccion para la representacion del dlgebra es [14, 18]:

P=8, = ( 0 %i ) = o, ® 0 (2.64)
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Simetria de Paridad
La transformacién de paridad P corresponde a una inversion espacial desde el origen,

/ / _

¥=—x, yY=—y F=-2y t'=t,

la invarianza de la ecuacion (2.58) bajo la transformacion de paridad implica que debe ser
equivalente a,

(in"0, —m) ¢ (z') =0 donde ¢’ = Py,

por lo tanto, se tiene que cumplir que:

(. 0 ;0 o0
P ( (g ) ) Pe= (g ) e e
PP =0, Py = i s Pl = ). 2.66)

Entonces, ya tenemos una representacion para la transformacion de paridad y podemos ver
como actia P sobre las matrices de Dirac en la ecuacion (2.64).

Simetria de Inversiéon Temporal

La simetria de inversion temporal 7 actda de la siguiente manera:

Ahora tenemos que definir la ecuacion de Dirac conjugada,
(—/77“*8; — m) P* = 0.

Antes de calcular la representacién matricial de 7, proponemos el ansatz 7 |i)) = B |[¢*),
esto lo sustituimos en la ecuacion de Dirac (2.58) y partimos de manera anéloga al caso
anterior:

B (—in*) B = in°y"° = B = iv'%,  TI) = i [ur). (2.67)

el resultado de la ecuacion (2.67) es una representacion para 7 y como actiia sobre las
matrices de Dirac.

2.2. Semimetales de Nodos Topologicos

En esta seccion presentamos uno de los resultados de la ecuacién de Dirac en la construc-
cion de las matrices hermitianas, importante en la construccién de modelos genéricos de
semimetales de nodos topoldgicos.
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2.2.1. Modelo de 4 bandas

En la descripcion de los materiales con simetrias de inversién temporal 7 y paridad P
presentes, es posible tener una transicion directa en un punto critico de aislante normal a
aislante topoldgico (similar a las transiciones del modelo SSH), donde se da la formacién
de un biespinor de Dirac (3+1-dimensional quasi-fermién de Dirac sin masa) en un punto
critico. Esto ocurre para momentos k invariante ante inversién temporal 7, el cual por
simplicidad podemos asumir el punto I' con k=0.

La aproximacién k- p alrededor del punto I', toma la forma genérica:

3
Hy =Y keYot+my, ~u(p=1...,5); (2.68)

a=1

con los elementos de las matrices de la representacion de Dirac (hemos definido dos re-
presentaciones anteriormente), adicionalmente se toma un elemento extra al dlgebra v° =
/Hl‘i:(ﬁ“, para una eleccidn arbitraria y fija, uno puede construir una coleccién de 10 ma-
trices dado por sus productos:

Y = _[5 [V, W) conp < v.
Los resultados son b, b’, p y un escalar ¢. Es interesante que al tomar la matriz unidad
uno genera una base de las matrices hermitianas, por lo que dependiendo de la simetria P
y 7 que uno imponga en su hamiltoniano, se puede agregar estos términos de perturba-
cioén alrededor de los puntos criticos. Las simetrias de los elementos de matrices de Dirac
hermitianas se resume en la tabla (2.1).

Operador T P
b = (v23,713,712) -1 +1
P = (V1a,724,734) +1 -1

b’ = (71577257735) -1 +1
€ = V45 +1 -1

Tabla 2.1: Transformaciones ante las simetrias 7"y P de las matrices hermitianas de Dirac

Es importante que en esta generalizacién que cuando uno tiene matrices hermitianas
que preservan la simetria P o 7, uno puede agregar estos términos. De nuestro interés es
mencionar las condiciones para obtener nodos lineales [4].

Perturbaciones que Rompen 7

Un hamiltoniano general que preserva paridad y rompe la simetria de reversiéon temporal
de acuerdo a la tabla (2.1), estd dado por,

H =Hy+u-b+v-b. (2.69)

H1 = ho—l-Ubl
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Perturbacion en b’, supongamos que para una rotacién O(3) y con el término u = 0, esto
es tener el hamiltoniano H; = H + vl/,, y con relacién de dispersion

é1(jul = 0) —:I:\/(\/m2—|—k§+k‘§i-v)2+k:f (2.70)

para este caso, cuando |v| > m, hay dos bandas interesecadas a lo largo en una circunfe-
rencia, definido por k3 + k3 = v —m?y k; = 0.

Perturbacion u || v, para el caso m = 0, podemos realizar una rotacién en el sistema,
de tal forma que, u = (u,0,0) y v = (v,0,0), donde el espectro estd dado como

1
2

ei(m=0)+ [ug +ov? + k£ 2\/u2v2 + u?k? + 02 (k3 + k3)| . (2.71)

, se forman la linea nodal en k; = 0y k3 + k2 = v? — u?.

Para el caso |u| < |v

Perturbaciones que Rompen 7

Para sistemas con rompimiento en la simetria de paridad, y manteniendo la simetria de
inversion temporal, el hamiltoniano con coeficientes reales mds general es

Hy=Hy+w-p+ e (2.72)

De manera andloga, realizando una rotacién llegamos a Hy = Hy + wp; + Ae. La relacién
de dispersion estd dado como

1

2
= |m? e N R 20K (w2 (R (@273)

para m = 0, se forma una linea nodal para k; = 0, k:% + /{:32, =w? + N2

2.2.2. Sistema de Dos Niveles

De manera andloga al caso de cuatro bandas, al agregar la matriz identidad se puede cons-
truir una base para las matrices hermitianas con coeficientes reales [19],

—

H(E) = do(K)I+d(k) -G, &= (04,0,,0.) (2.74)

en general uno denomina a estos sistemas como modelo de dos niveles, pero en nuestro
caso nos referimos a modelo de dos bandas.

Las lineas nodales descritas anteriormente ocurren en bandas sin degeneracién. Por lo
que podemos describir sistemas de lineas nodales en sistema de dos bandas a partir de la
ecuacion (2.74).
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2.3. Fases Geométricas en la Ecuacion de Schrodinger

En la seccion anterior se habl6 de la mecénica cudntica y la relatividad especial solo para
introducir la ecuacion de Dirac que se empleara durante toda la discusion siguiente. Regre-
sando a la mecdnica cudntica de baja energia, es importante la consideracion de la aproxi-
macion adiabdtica en la evolucion de los estados cudnticos. Primero definimos la fase de
Berry o fase geométrica para un nivel de energia sin degeneraciéon. Después, analizamos el
caso para niveles de energia con degeneraciones donde se define la matriz de rotacién, del
cual es importante destacar que para este caso podemos encontrar fases no abelianas [20].

2.3.1. Fase de Berry en Sistemas sin Degeneracion

La fase de Berry es una fase de dngulo (tomando valores de 0 a 27) que describe la evo-
lucién de la fase global de un vector complejo que es desplazado sobre un camino en su
espacio vectorial. El estudio de estas fases en la teoria de bandas de sistemas cudnticos ha
sido importante para los modelos de electrones en cristales, en especial su aplicacién en la
dindmica de sistemas adiabaticos para cristales finitos [21, 22]. Consideremos un sistema
que varia lentamente con los pardmetros A(t), a cada instante ¢, la ecuacién de Schrodinger
es,

Hx|n,A) = epaln, A), (2.75)

si agregamos al estado |n, A) una fase x,,(A(t)), seguird cumpliendo la ecuacién (2.75).
Ahora supongamos un nivel de energia ¢, que mantiene una brecha de energia minima
A durante el curso de su evolucién y de acuerdo a la aproximacion adiabdtica, se debe de
cumplir que 2y < Ag/h, de tal forma que un estado inicial |n, Ag) permanecerd en nivel
o banda n. Después de un tiempo ¢, el estado evolucionard al estado |n, A;), multiplicado
por un factor de fase dindmica,

[, X0) =+ [Woa(t)) = €™ o e |, A(1)) .
Ademds, es posible desarrollar una fase v, (A(t)) dependiente de A, en general,
[, Xo) = [Woa(t)) = €O i Jo @enxery n, A(t)) . (2.76)

En la era temprana de la mecdnica cudntica se pensaba que estd fase podia ser removida
por el factor de fase x,,(A(t)). Sin embargo, Berry demostré lo contrario en 1984 [23].
La fase y,, estd constrefiida por la ecuacion de Schrédinger temporal,

0
H WA (1)) = il [Wna) - (2.77)

Sustituyendo la ecuacién (2.76) en la ecuacién (2.77), se obtiene:

dyn(t) . 9
T <n, A ‘a

e 0
= al(t) ://0 dt <n,)\’%

n, >\> (2.78)

n, )\> . (2.79)
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Dado un periodo o un cambio ciclico de los pardmetros,
A(0) = A(T) = X(0)

se obtiene,

(T = ,~]{ dX - <n)\‘% n,A>, (2.80)
C

donde C' es un lazo o circuito en el espacio de pardmetros de A. La fase v,,(T") 0 7, (C), se
llama la fase de Berry y es adquirida para el estado |¥,,) después de que realiza un ciclo en
el nivel de energia n. Esto solo dependera de la geometria del lazo C' y no de la pendiente
de A, siempre y cuando las transiciones de interbanda puedan ser despreciables.

Transformacion de Norma

El integrando de la ecuacién (2.80), se define como la conexién de Berry,

AN =i <n A ’a%

n. )\> | 2.81)

Si agregamos una fase dependiente de A al estado instantdneo
I, A) = [0, A)Y = eXN|n, X),

donde e’ X es una funcién univaluada, entonces

/ Ix
An(N) = ALY = AN = X,
Esto es similar a la transformacion de norma de un potencial vectorial en electromagnetis-
mo. Antes del descubrimiento de Berry, las personas pensaban que al resolver la ecuacién
diferencial Oy (X)/0A = A, (), se obtiene que A/, () es cero y puede ser removida [24].
Sin embargo, es posible sélo si la integral de camino en el lazo para la fase +,,(C') es cero.
Si no es el caso, tenemos que 7, (C')(mé6d 27) es una invariante norma,

. (C) = ﬁ X AL (A) (2.82)
_ fi dX - A, (N) — YA(T)) + x(A(0)) (2.83)
=1(C)+2r xm mel (2.84)

por lo que es imposible remover A, () por una transformacién de norma. Cuando el espa-
cio de parametros es tridimensional, entonces uno puede aplicar el teorema de Stokes para
escribir la fase de Berry, como una integral de superficie sobre un drea S que tiene como
frontera C,

Y (C) :/cFa-VA x A, (2.85)
S

= / d*a-F,, (2.86)
S
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Enel cual F,, = V, x A,, es llamada la curvatura de Berry. En dimensiones més altas,
el teorema de Stokes auin sigue siendo valido, pero necesita ser reescrito en términos de
formas diferenciales. Una interpretacion de la curvatura de Berry se da al considerar un
pequeiio lazo [,

7. (0) ~ d*a - F,,

donde d?a = d?an, entonces,
F, nc~ %(D).

d?a
Entonces, si hacemos tender el drea de diferencia a cero, se tiene que la curvatura de Berry
en -, es igual al cociente de la fase de Berry para un lazo infinitesimal alrededor del punto
y el area del del lazo.

2.3.2. Matriz de Rotacion de Berry para Sistemas Cuanticos con De-
generacion

Se puede construir el andlisis al caso de niveles de energia con degeneracion [25]. En este
caso para un nivel de energia dado tenemos distintas funciones de onda, lo que trae como
consecuencia que la conexion de Berry y la curvatura de Berry se conviertan en matrices
con vectores en las entradas y matrices, respectivamente. Por simplicidad, consideremos
un nivel de energia ¢,,x con solo 2 eigenestados ortonormales globalmente (Esto es que la
degeneracion esta definida en toda la banda), [n, 1, A) y |n, 2, A), adicionalmente, cumplen
con la aproximacién adiabdtica. Después de un tiempo ¢, la evolucién de los estados estara
dado por:

(W1 (1)) —e Rl den) (|n, LA(®#))T11(t) + 1, 2, A(t))Ta1 (1)) (2.87)
0, 0(1)) = 710 onxe) ¢ (jn, 1, A(E))Taa(t) + |n, 2, A(£)) Taa (1)) (2.88)

En notacién de indices, tenemos (o € {1,2}, 6 € {1,2})

[Wos(1)) = € 05N 37 [nad (1)) Tag(0): (2.89)

Se llama a I',3 matriz de rotacién de Berry, para ser consistentes con la condicién de
ortonormalidad, establecemos

<\Ijna | \IJNB> = 504[3’
ademds, la matriz de rotacién de Berry debe ser unitaria,

=11t =1.

De manera andloga, sustituimos en la ecuacion de Schrédinger

H (1) = 1 [ 5(0)
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uno obtendra,

%:—Z<no&\‘—

—/ZA CA(X)T, 5, (2.91)

nﬁA>

donde notamos que la conexion de Berry es una matriz con vectores en sus entradas, A,
Ahora damos la ecuacion con la solucién para la matriz de rotacion de Berry I'(t) € U(2)
para n fija y arbitraria. Primero consideremos un tiempo infinitesimal dt:

m>\> Iy (2.90)

ahora definimos

(n) 0
AN = <na)\ X

—

D(t + dt) =D(t) + idtA(t) - At)D(1), (2.92)
e MDA (4), (2.93)

Realizamos particiones del camino completo [A(¢), A(0)], asi que:

T(t) = - e A AR (), (2.94)
. eA(t) T
=Pe' o PAN ) =1, (2.95)
P es el operador de ordenamiento de camino, debido a la complejidad en las integrales, es
comun realizar su cdlculo numéricamente.

Algunas veces uno se puede encontrar con el cdlculo de la matriz I para energias que no
estdn globalmente degenerados (existen regiones sin degeneracion). En tales casos, el factor

de fase dinamico en la ecuacién (2.89) necesita ser cambiado a ek Jo d¥'enaan y del lado
derecho de la ecuacién (2.91) estd multiplicado por e # Jy @t (enaa=2nar) D igual manera
se puede definir la conexién y la curvatura, aunque la matriz de rotacién estd mezclado con
la fase de otros niveles.

Covariante de Norma

De manera andloga al caso anterior se construye la matriz I' con factores extras dados
por una matriz 4 y se tiene que para caminos cerrados se cumple,

I'[C] =U" (Xo) TICIU (Xo)

lo que nos dice que la matriz de rotacion de Berry es covariante de norma. La curvatura de
Berry F esta definida como,

f :v]; X fr— /../I X ./r, (296)

si tenemos que F = 0 decimos que el sistema tiene una conexién plana.
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Calculo Numérico de la Matriz de Rotacion de Berry e Invariante de Norma en Siste-
mas Degenerados

Debido a que la matriz de rotacién de Berry es covariante de norma, no puede ser medi-
da, sin embargo existen cantidades asociadas a invariantes de norma, pero primero vamos
a definir un método numérico para aproximar el célculo de I'. La ecuacién correspondiente
al calculo numérico de la matriz de rotacién de Berry usando la ecuacién (2.95) se define
a partir de las siguientes consideraciones [26]. Realizamos una particion del lazo C' en N

pasos dado como {Ag, A1, -+ , Ay — 1, Ay} con Ay = A¢. Entonces, para cada paso se
obtiene,

[e’d“‘(*ﬂ]aﬁ ~Bas + 1A - Ags(N) (2.97)

= {aX | BA) —dAX- <oz>\l | % | 5>\l> (2.98)

={aX | BA) +dA- <a%oz)\l | 5>\l> (2.99)

~ (@A | BA) (2.100)

En todo el camino, se tiene,
Lop(C) = (aXo | Br-1An-1) == (B2A2 | BiA1) (Bidn | BAo) -
La expresion correspondiente en términos de matrices es,
['(C)=Mpy_1--- MM, dondedefinimos (a1 | BA). (2.101)
una matriz unitaria, podemos definir su forma diagonalizada como

e’-ﬁyl [N 0
rey={ + -+ | (2.102)
0 e e"’YD
sabemos que para las matrices se pueden definir dos invariantes, estos son: la traza y el

determinante. En la teoria de norma la traza de la matriz de rotaciéon de Berry se puede
definir como el operador Wilson loop que caracteriza al transporte paralelo [27],

WA, =Tr(T'(C)) (2.103)
:Tr{P exp ( 7{ A(E) - df) } (2.104)
il
D

_ Z i (2.105)

En el estudio de los materiales topoldgicos es mds comun la eleccion del determinante,

det(T(C)) =e' ZiZ1 (2.106)
=det (1Y ;' M) (2.107)
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por lo que la fase de Berry total seria,

D
> 4 = ImIn(det(TTY5' M,)) (2.108)

i=1

2.4. Modelo de Amarre Fuerte: Modelo SSH

El modelo de SSH es fundamental para estudiar a las redes cristalinas por sus simetrias.
Presentamos el modelo SSH para introducir las ideas de un hamiltoniano de dos bandas en
el espacio de momentos, la diferencia de sistemas con fronteras y bulto, la simetria quiral,
invariantes topoldgicas y la correspondencia bulto-frontera.

2.4.1. Hamiltoniano para Modelos de Amarre Fuerte

En la la mecénica cudntica para sistemas de muchos cuerpos no se tiene una solucién ana-
litica de las ecuaciones, por lo que se utilizan métodos computacionales dadas por la teoria
de estructura electronica, y con técnicas experimentales adicionales uno puede obtener una
mayor precision en las soluciones [28]. Sin embargo, se puede construir el modelo de ama-
rre fuerte que es un enfoque utilizado para describir las estructuras de bandas electrénicas
en los s6lidos. Aproximando el comportamiento de los electrones en una red cristalina al
considerar sus interacciones principalmente con sus dtomos o iones vecinos. El Hamilto-
niano en los modelos de amarre fuerte representa la energia total de los electrones en una
red cristalina. Se construye a partir de las integrales de hopping (que representan el salto
de electrones entre orbitales) y las energias locales o términos on-site (energia de un elec-
trén localizado en un sitio atdmico ). Adicionalmente, uno puede considerar simetrias que
pueden reducir el nimero de pardmetros libres en el modelo, como la simetria de inversion
temporal, la simetria de inversion y las simetrias rotacionales, a menudo esto conduce a
restricciones en la forma del Hamiltoniano. Estas restricciones permiten identificar propie-
dades unicas en los materiales. De igual manera se tiene una representacion mds manejable
del comportamiento del sistema. Por otro lado, en otras condiciones se pueden revelar as-
pectos topoldgicos de los materiales, como su topologia de banda, la aparicion de estados
de borde protegidos [29].

2.4.2. Modelo de Su-Schrieffer-Heeger(SSH)

En el estudio de los aislantes topoldgicos, el modelo Su-Schrieffer-Heeger (SSH) sirve co-
mo un sistema concreto para comprender los fundamentos de aislantes topoldgicos. Este
modelo describe fermiones sin espin que se mueven en una red unidimensional con inte-
grales de salto alternantes (ver figura 2.1). En el modelo SSH, cada celda unitaria contiene
dos sitios, designados A y B; en el modelo se asume que no hay interacciones entre elec-
trones, centrdndonos inicamente en su dindmica a través de un Hamiltoniano de una sola
particula. EI modelo SSH examina el comportamiento de los fermiones en torno al esta-
do base a temperatura y potencial quimico cero, adhiriéndose al principio de exclusion
de Pauli, lo que da como resultado el semillenado, caracteristico de los aislantes simples
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Cadena lineal de dos sitios

dy
-—> . .
d, Celda unitaria a
l"___?—_'—'l'___ SiE= ge SE = s BieES Sas =eme T o

:3 B! ® ©® ®©® 6 6 vﬁim
YWV

eeser =(n=1a x,=n-a tnpp=(n+1)a 444

Figura 2.1: Modelo SSH una cadena lineal con amplitud de saltos alternantes (cadena de dos sitios).

como el poliacetileno. El comportamiento de la masa del modelo SSH es independiente
de cémo se definan los bordes, a menudo utilizando condiciones de contorno periddicas
para representar la masa como un anillo cerrado. El andlisis de la masa implica la trans-
formacién de Fourier, lo que permite la representacion de los hamiltonianos en el espacio
de momento para los modelos de dos bandas, incluido el modelo SSH. Sin embargo, las
propiedades fisicas de la masa no se pueden discernir inicamente a partir de la relacion de
dispersion, sino que se requiere una comprension mas profunda de la estructura interna de
los estados estacionarios representados por los vectores momento-espacio. Los bordes del
modelo muestran un comportamiento distinto, especialmente en el limite termodindmico,
lo que ayuda a diferenciar los estados de borde y de masa. El tratamiento de los bordes en
los limites totalmente dimerizados frente a las definiciones practicas es crucial para com-
prender el comportamiento del modelo cerca de las fronteras. El modelo SSH, que actia
como aislante topoldgico en una dimensién espacial, pone en relieve el papel de la simetria
de inversion en la proteccion de sus propiedades topoldgicas. El Hamiltoniano del modelo,
cuando se considera en la aproximacion de Dirac, elucida la fisica andmala de frontera, ca-
racterizada por estados de borde que persisten debido a simetrias especificas en el sistema.
La presencia de estos estados limite protegidos surge de la interaccion entre simetrias como
la simetria de subred y la simetria de inversion. Estas simetrias preservan ciertas propie-
dades de los limites del sistema, dando lugar a fenémenos como estados limite de energia
cero en la interfaz entre fases topoldgicas y triviales, anomalias de llenado y la proteccién
de estados de borde.

Estructura Electronica del Bulto

El hamiltoniano en el espacio real asociado al modelo Su-Schrieffer-Heeger (SSH) esta
dado como,

N N-—1
=v Y (Im,B)(m, A[+ he.)+w Y (jm+1,A)(m,B|+ hc.),
m=1 m=1
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donde A y B son los sitios y N es el nimero de celdas unitarias. La matriz hamiltoniana
para una red de 4 celdas, estd dado como

0O» 00 0 0 0 O
v O w0 0 0 0 O
0O wO v 0 0 0 O
00 v 0 wO 0 0
i = 00 0 wO v 0 0 (2.109)
00 0 0 v 0 w0
00 0 0 0 w0 w
00 0 0 0 0 v O

Existe una representacion mas practica del hamiltoniano, el cual es definir la separaciénd
de los grados de libertad externos (la celda unitaria n) de los grados de libertad internos
(indice de subred «) [29]. Ahora podemos usar una base en producto tensorial,

|m7 Oé) — |m> X |a> S %Xtemal ® %ntemal 3

conm=1,2,--- N;ya € {A, B}. Como ya es sabido H es hermitiana y podemos hacer
uso de la base de las matrices de Pauli (2.74),
N N-1 :
H=03 myml @ o +w Y (Im+1)m|© ZE % 4 he) 2.110)
m=1 m=1

Como en cada sistema de estado sélido, la cadena larga del modelo SSH tiene un bulto
y una frontera. El bulto se supone como una cadena larga con estados que son invariante
ante traslaciones espaciales, por lo que se puede utilizar el teorema de Bloch y podemos
definir la base de eigenestados como ondas planas,

N
1 - 2m
|k) = ﬁmg_l e \m)  parak € {6k, 20k, - , N6} conéy = N (2.111)

a partir de esta base podemos definir el hamiltoniano de Bloch dada la transformada de
Fourier, que estd dado por,

—ik
H(k) = ( v +gue’k o 1(1)}6 ) 7 (2.112)
= 0 v+ w (cos(k) — isin(k))
B ( v+ w (cos(k) + i sin(k)) 0 ) : (2.113)
=(v+wcos(k))o, + wo, = d- G, 2.114)

donde d = (dy,d,,d.) = (v+ wcos(k), wsin(k),0), en esta notacién sabemos que la
energia estd dado como,

H(k)=d-dl = E’I (2.115)
por lo que la energia del sistema estd dado como
E,=sVd-d=|d| (2.116)

estd energia presentard degeneraciones cuando £ = 0, y esto solo se cumple para d, =
d, = 0.
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Winding Number

Una observacion es que las componentes del vector d, pueden ser representados en un plano
XY como una circunferencia de radio » = |w| y centro en (v, w). Entonces para ilustrar el
winding number, es el nimero de vueltas que dara el vector d alrededor del punto degene-
racién (0, 0), entonces cuando |w| < |v] el circulo no encierra y no estd definido para (0, 0)
por lo que el winding number es cero(ademds uno puede imaginar que todos esos circulos
pueden ser deformados al punto (v, w) sin tocar al punto de degeneracion). El segundo
caso es tener |w| > |v| en el interior del circulo estd el punto de degeneracién, por lo que
no podemos deformar el circulo al punto (v, w) sin pasar por el punto de degeneracion,
entonces el winding number serd 1 o -1 siendo la direccidn de la vuelta que se da alrededor
del punto de degeneracion. El célculo del winding number estd definido como
_ L[ dk d In(h(k 2.117

mw =50 | dkgy n(h(k), .17

donde hemos definido:

H(k) = < h,f()k) ) ) con  h(k) = du(k) — idy (k).

Los resultados de la integral da los valores que se argumentaron anteriormente.

Operador de Quiralidad Subred

El hamiltoniano del modelo SSH es bipartita (no hay transiciones entre sitios con el mismo
indice de red). Podemos definir los proyectores de subred, lo cual se define como:

N
Py=Y_|m,A)(m, Al (2.118)

m=1

N
Ps=>|m,B)(m,B|. (2.119)

m=1

de estos operadores se define la simetria quiral, representado por Xg,

N

YSs=P1—Ps=0.90.®---®0.=Po. (2.120)
n=1

EEZ s =1, Xg esuna matriz hermitiana, unitaria y local. (2.121)

El operador Yg, multiplica todas las componentes de una funcién sobre la subred B por
(—1) y para los estados de borde se debe de cumplir que su valor de expectaciénes 1 o —1.
Topologia y Estructura de Bandas

Ya hemos definido la relacién de los pardmetros con propiedades de energia cero y el
winding number, ahora vemos como se manifiesta esto en la estructura de bandas. Primero,
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Figura 2.2: Relacién de dispersion para el bulto del modelo SSH con tres valores del pardmetro v
yw = 1.

calculamos la estructura de bandas del bulto y los valores de expectacién de los operadores
o, [30].

En la figura (2.2), observamos que hay una transicién de aislante—semimetal—aislante
pero para el caso cuando el winding number es 1, el valor de (o,) cambia durante el ciclo
de £, que justo es lo que nos dice el winding number hay un efecto de curvatura o una fase
geométrica en las funciones de onda. Ahora realizamos el estudio de la estructura de ban-
das para cadenas finitas, en nuestro caso consideramos una cadena con 100 celdas.Para las
estructuras de subred es importante definir algunos operadores que ayudan a entender as-
pectos de los estados localizados, estados de borde, y polarizacion electronica. El IPR [31]
nos da una medida de la localizacidon de los estados. En nuestro caso, realizamos el calculo
de la posicion de expectacion () para hablar de los estados de borde y bulto. De mane-
ra andloga al operador g definimos los otros dos operadores de subred asociados a las
matrices de Pauli, estos operadores los listamos en la tabla ( 2.2).

Nuestro resultado concreto de la figura (2.3), es que para los estados de energia cero
(bandas de color verde), son los estados que presentan mayor localizacién debido al valor
del IPR. Estos estados corresponden a estados de borde debido a que (Z) tiene valores
cercano a cero y 100-a. Adicionalmente, en los valores de expectacion de (X5) se invierten
los colores en relacion a la barra de color de (), esto se espera ya que cuando se tiene el
estado de borde en la primera celda el electron debe estar mayormente localizado en el
sitio A por lo que toma el valor 1, y cuando se estd en el estado de borde en la posicion
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Operador de subred Ecuacion

2
N N,
IPR Zn:l (NLQ Zg:gl |\Ijx\,n7g|2)

Posicién esperada (@) = (Wan 2| Yan)

n—=

Quiralidad de Subred | (Xg) = <\Ifm DY 0. \IIM>

n=

Paridad de Subred | (Ps) = <\I’>\,n ey 102 \Ij)\n>

o, de Subred (3,) = <qu,N D, oy \I’A,N>

Tabla 2.2: Valores de expectacién de algunos operadores en una subred de N celdas unitarias

IPR (x)
H Tl | .

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 20 40 60 80 —1.00 —0.75 —0.50 —0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00

3.0
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Figura 2.3: Estructura de bandas para una cadena de 100 celdas del modelo SSH en funcién de v,
w=1.

-

() ~ 100-a el electrén estd mayormente localizado en el sitio B, por lo que (¥g) = 1. Por
tltimo, tenemos que para (Ps) nos da informacion de la curvatura o de la fase geométrica,
debido a que tiene dos regiones con paridad 6, cuando el winding number es distinto de
cero.



3 Modelos Continuos de Dos Niveles

En la segunda seccién de nuestro capitulo anterior definimos la generalizacién de mo-
delos de dos niveles que bajo simetria de paridad pueden contener semimetales de nodos
topoldgicos. Este capitulo desarrollaremos modelos de dos bandas para semimetales topo-
16gicos con lineas nodales distribuida en nudos y enlaces toroidales 7}, , con hamiltonianos

-

continuos H (k), definido para el espacio de momentos cristalinos. Comenzamos con unan
definicion de los nudos toroidales y calculamos el winding number asociado al mapeo de
Hopf. Luego, construiremos un hamiltoniano continuo de dos bandas con la constriccioén
de la simetria P77, para realizar semimetales de nudos topoldgicos.

3.1. Nudos y Enlaces Toroidales

3.1.1. Mapeo de Hopf

El mapeo de Hopf sobre la 3-esfera S* consiste en generar una esfera a partir de lazos
cerrados, para la Construccién de los nudos toroidales primero realizamos una constriccion
para generar una superficie toroidal S x S C S3, esta superficie toroidal que alberga a
los nudos T}, no se tiene que confundir con la superficie toroidal del homeomorfismo de
la zona de Brillouin para un sistema con condiciones de periodicidad en dos direcciones.
Al final, se impone una ultima constriccién para generar lazos, estos lazos corresponderdn
a los nudos toroidales o enlaces toroidales. Los nudos y enlaces que consideramos estan
definidos:

Def: Un Nudo no orientado es una encrustaciéon o embebimiento suave y sin auto-
intersecciones de S* en R®. Un enlace no orientado es un conjunto disjunto de curvas
cerradas. El conjunto puede ser vacio o consistir de un elemento, por lo que un nudo
es un caso particular de un enlace [9].

25
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Def: Un nudo o enlace Toroidal es un tipo especial de nudos definidos sobre una
superficie toroidal en R?, estos estdn definidos a partir de dos nimeros entero (p,q),
donde p es el nimero de vueltas alrededor del eje de simetria de la superficie toroidal
y q es el nimero de vueltas alrededor de circulos en el interior del toro. El maximo
comin divisor mcd(p, ¢) definird el tipo de curva, para med(p,q) > 1 se definen
enlaces toroidales y nudos toroidales para el otro caso. [32].

Ahora introducimos una construccién genérica para la aproximacion de los modelos
continuos de semimetales de nudos topoldgicos a través del mapeo de Hopf [11, 33]. Antes
de presentar el modelo correspondiente al mapeo, definamos algunos de los conceptos a
desarrollar. Primero, tomemos dos variables complejas 2 y w, con la constriccién |z|? +
|lw|*> = 1, lo cual describe una 3-esfera' S*, consideremos la siguiente superficie sobre la
3-esfera

|2|P = |w|? (p,q) € Z** Enteros positivos, (3.1)

esta superficie es topoldgicamente un 2-toro. Este hecho resulta de expresar nuestros nu-
meros complejos con la identidad de Eulerz = |z|e/% y w = |w|e’®, de esta forma, al
costrefiir nuestras variables complejas en la 3-esfera |2|* + |w|? = 1 los médulos asociados
a los nimeros complejos queda fijo, esto es que:

12>+ Jw]* =1 (3.2)
2] = wl] (3.3)

para resolver este sistema de ecuaciones, la ecuacién (3.3) lo elevamos al exponente ]% y
pasamos restando a lado izquierdo,

|22 + |w|* =1, (3.4)
22 = Jw|¥ =0, (3.5)
w2+ w|? =1, (3.6)

notemos que la ecuacion (3.6) resulta de la suma de las dos ecuaciones anteriores. Asi, los
radios ahora estdn fijos y la superficie estd parametrizada por las fases 6, y 6,,, que estin
asociados a la direccidn toroidal y poloidal, respectivamente.

Dada las constricciones anteriores, proponemos una funcién de dos variables complejas

flz,w) =22 +w? =0, (3.7

estd funcion representa una superficie con los valores de z y w dada las constricciones
descritas anteriormente. Ahora sobre estd superficie anadimos una constriccién extra, lo
cual nos lleva a definir lineas, y estas curvas corresponderdn a los nudos toroidales 7, ,.

Esta proposicién se observa si tomamos z = n; + (ns y w = ng + (ny,
4

(n1 + I'TLQ)(TLI — /'TLQ)Q + (TL3 + /‘TL4)2(’I’L3 — /714)2 = ’rL12 + ng + TL? -+ ’rL;f =1.
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Adicionalmente, tenemos una ecuacion asociada a la constriccion de la superficie f(z, w),
expresado como:

2Pe%: 4 e = () Expresando con la identidad de Euler (3.8)
2| (e +e'“%) =0 donde |z|" = |w|* 3.9
e'P%: = —¢!%%  Multiplicamos por e~ ‘4% (3.10)

ePlamlabn — _ 1 — /7 (3.11)

ph, —qb, =7 (mod 27) (3.12)

3.1.2. Indice (winding number) del Mapeo S* en S?

En la construccion de los nudos, se hereda una invariante asociado al mapeo Hopf de la
esfera S en S? para generar los nudos, esto estd dado por el cdlculo del indice (winding
number) que es un caso general al mencionado en la subseccion del modelo SSH [34]

1
=5 / dVpw, definiendo pyw = €', 0y, nyOk, MOy, Ma (3.13)

La ecuacion (2.117) es distinta la ecuacién (3.13), y esto se debe queen general el winding
number hace una exploracion de los espacios topoldgicos con n-esferas S, en el modelo
SSH se caracterizaban los puntos degenerados con circulos S — S, ahora para el mapeo
de Hopf tenemos S* — S?. La eleccién de coordenadas para los valores k asociadas a S?

2
Ni=ky,, No=k, N3=k, N4:M—% y k?= Z k? (3.14)
ie{x,y,z}
M es definido como el pardmetro de mapeo en R3. Sea N la norma asociado a estas 4
entradas de un vector con coordenadas (N7, No, N3, Ny)
k> k*
N? = N2+ N2+ N2+ N? = k§+k§+k§+(i\/[—?)2 = k2+M2—Mk2+Z (3.15)

Definimos los vectores normales para la construccién de S?:

k‘2
N
N’ N
En nuestro calculo del winding number realizamos un cambio de coordenadas para k, k,
y k, a coordenadas esféricas estd dado como:

ny =

(3.16)

k cos ¢ sin @ ksin ¢ sin 6 kcos 6 M—%Z
N ) N ) ns N ) Ty N ( )
Debido a estos cambios de coordenadas debemos de especificar el diferencial de volumen
y el gradiente,

ni no

dV =k? sin Odkdfde (3.18)

1 1
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De esta manera, los gradientes asociados a las componentes de n, son:

— (M2—%4)cos¢sin9 cos ¢ cos ) sin ¢
ny = N3 9 N ) N

— (M? — £ cos ¢ sin 6 sin ¢ cos 0 —cos ¢

2 — N3 9 N ) N
_ (MZ—%)COSH —sin @
Vn3 - ( N3 ) N 70
—k(M+E
V?”L4 = ( (N3 2) ,O ,0

Entonces, para calcular el indice realizamos la sustitucién para pyy:

A e -

nq N9 ns Ny
Pw =det
an VTLQ Vng Vﬂ4
ny U n3 ez
—det 8kn1 8kn2 8kn3 8kn4
- 1 1 1 1
E@gnl E@gnQ Ea,gng E(%m
1 1 1
T 0o Teng0sn2  TamgOe3  FangOella
k cos ¢ sin 0 ksin ¢ sin 6 k cos 6 M-k
N N N
- (MQ—%)COS¢sin6' (MQ—%)sin¢sin0 (MQ—%)COSQ —k(M+
=det N3 N3 N3
cos ¢ cos 6 sin ¢ cos 0 —sinf
N N N
sin ¢ — Cos ¢ 0

N N
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(3.20)

(3.21)

(3.22)

(3.23)

(3.24)

(3.25)

(3.26)
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2

k
kcosqﬁsm@(() +0— k(M + 5)(0 — cosgbsin@))

-
2

— ksin¢sin9(0+0— k(M + %)(0+Sin¢sm9))

2

+kcos¢9<0+0— k(M + %)(—cosz¢0039—sin2¢0059)>—

(M — k—z) (M2 — k—4) (cos¢sin9(0 — cos ¢sinf) — sin ¢ sin 0(0 + sin ¢ sin 6)

2 4
+ cos O(— cos® ¢ cos ) — sin? ¢ cos 0))} (3.27)
1 kN 2 KN 22
=N M—|— k% cos® ¢ sin® 0 + M—|— k% sin® ¢ sin® 0+
k? k? k?
(M+ )k2(81n ¢ + cos® ¢) cos? 0—(M—7> (M+ 2)

(— cos® ¢sin? 0 — sin? ¢ sin? @ — cos? ¢ cos®  — sin? ¢ cos? 9) } (3.28)
1 k2N 2\, k2\° k2
NG[(M—F )k‘ sin G—i-(M—i-?)k COS 9+(M—?) (M+ 2)] (3.29)
1 k2 9 k2
=~ M+ — 5 E*+ (| M — 5 (3.30)
1 k2

=yi (M + 3) (3.31)

Ahora ya podemos calcular el indice asociado al mapeo, el cual es:

T on2 / / / ( k:Z) 3); >k2 sin Odkdfdg (3.32)

00 M—|- 27
_L it / / sin 0d6de (3.33)
27T2 0 (k’z (
1 1
:ﬁll . IQ 2—47’(’ Il - 1. (334)

Entonces resolvemos ambas integrales por separado, donde /5 es el drea de una esfera de
radio 1 o el valor de dngulo sélido de la esfera que es 4, la primera integral se resuelve de
manera numérica con Wolfram Mathematica.
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Calculo Numérico de la integral del Winding Number

Wolphram Mathematica
In[1]:= I[m_]:=Chop Integrate[ (m+%*k2) *k .1k, O, Infinity}H;
(k24 (m-1xk?) xk?) %)
In[2]:= I[1]
Out[2]= 1.5708
In[3]:= I[0]
Out[3]= 0.7854
In[4]:= I[ - 1]
Out[4]= 0

En general se obtiene ,

00 M Ek2
/ 2< +2)k’222dk%
o (k2+(M—"%5)?)

m
2
00 k4
o 2(k2+ %) 4

/°° (M + )k
o R+ 01-57)

sim >0, (3.35)

2dk =0 si m<O. (3.37)

Entonces, el indice asociado al mapeo es:

1 Si M>0
ny = % Si M=0 (3.38)
0 En otros casos

Sin embargo, el winding number s6lo toma valores enteros, por lo que el valor ny = % no

estd permitido y esto lo notamos ya que observamos que existe degeneracion en el punto
(ky, ky, k) = (0,0,0).

3.1.3. Ecuacion del Toro para los Nudos Toroidales

Para ilustrar los nudos y enlaces toroidales tomaremos el caso de M = 0.5 en nuestra
ecuacion (3.14). La ecuacién del toro en coordenadas cartesianas es [35],

(@® + 9"+ 22+ B> —1%)? —4R* (2" + %) = 0 (3.39)
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Al tomarnos M = 0.5, nuestras coordenadas estan dadas por:

La norma asociada a este cuatro vector €s,

1 1 1
N = \/k§+k§+k§+1(l—k2)2:5\/4k;2+1—2k2+k4:§
ahora el mapeo de nuestro S? estdn dados como:
2k, 2k, 2k, 1—k?
nG = —— No = NnNg = —m— ny = .
T L A T = R N
Para obtener los nudos toroidales se tiene que cumplir que:
ni+ns=r; — AR+ k) =ri(L+ k2 + K+ k)%
n;+nj=r; — AR2 4+ (1=K = r3(L+ K2 + k2 + k2)°.

De la ecuacion (3.41) obtenemos que,
4
2

k? k,2 k2 12_
(k2 4 2+ 1) =

(k2 + k) =0,

(1+ k),

31

(3.40)

(3.41)
(3.42)

(3.43)

comparando la ecuacidn (3.43) con la ecuacion (3.39), podemos identificar la ecuacion del

toro, donde:

1—r2 72
R=—, R—-r’=1-r=R-1= 21:—2.
r re r

dado que r? + r2 = 1, tenemos que ro < 1 sir; # 0, esto nos dice que R > r
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Nudos Toroidales
(5,2) (4,3)

Figura 3.1: Nudos y enlaces toroidales 7}, , para una superficie toroidal dado por el pardmetro M =
0.5.

3.2. Modelo de dos Bandas para Semimetales Topolégicos
de Nudo

En la segunda seccién del capitulo dos discutimos que es posible obtener un modelo de dos
bandas con lineas nodales a partir de la ecuacién (2.74), recordemos que la ecuacién esta
definida como
H(E) = do(K)I+d(k) -G & = (04,0,,0.)

La simetria P7 en el hamiltoniano, impone que H*(k) = H (k), asi en el modelo de dos
bandas se tiene que dy(E) = 0, en adicidn, queremos que en el modelo las energias sean
simétricos respecto a la energia cero lo que lleva dy(k)=0. Nuestro modelo de dos bandas
empleado es:

- - -

H(E) = do(R)o, + d.(k)o, (3.44)

la relacion de dispersion de este hamiltoniano es analoga al modelo SSH,

Ey(k) = s/ d2(k) + d2(k), s =+,

donde las energias dadas por s = + se denomina banda de conduccién y s = — es la banda
de valencia, la generacion de nodos sucede cuando la energia es &/ = 0, donde las bandas
s se tocan, lo que sucederd dadas las siguientes condiciones:

dy (k) = d.(k) = 0.
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Def. Sean, H (E) un hamiltoniano de dos niveles con simetria P77 definido en un
espacio de momentos k € R3 (hamiltoniano continuo); y f : T> C C* - D C C
con a(k) la parte real de D (dominio de f) y b(k) la parte imaginaria de D. Entonces,

H(K) = a(k)o, + b(k)o,

es un semimetal de nudo toroidal topolégico T}, , para:

p q
ky + i ky+ i (M — Lk
f s ¥ Ohy  E MR ) g
VR + (M — 1k2)? VR + (M — Lk2)?
Ey (k) =+ \/a2(k) + b2(k) = £|f|?>, relacién de dispersion. (3.46)

Los nodos estdn definidos por el conjunto de soluciones de 7,,, C D,definido por

F=0.

Entonces, para la ecuacién (3.46), si med(p,q) > 1 tendremos enlaces toroidales, el
winding number estd dado como:

1 Si M>0
_ 3.47
w {o Si M<o0 (347)



4 Semimetales Topologicos de Nudos en
Redes Cubicas

En este capitulo desarrollaremos modelos de redes cubicas con la menor interaccion a
vecinos cercanos, estos modelos corresponden a semimetales topoldgicos de nudos y enla-
ces toroidales dado por el modelo continuo definido anteriormente. Consideramos una red
cubica en 3 dimensiones de momento debido a su simplicidad en los vectores de red, en los
que se romperan las condiciones de periodicidad. Comenzamos realizando exploraciones
de las bandas de energia para el bulto en los puntos de alta simetria de la red cubica, luego
realizaremos el estudio de las bandas y los niveles de energia cero al romper las condicio-
nes de periodicidad en una direccién. Luego, propondremos bloques finitos constituidos
por estos modelos de red y realizamos los calculos de las bandas, la densidad de estados, la
conductancia y los operadores de subred de la tabla (2.2).

4.1. Construccion de los Hamiltonianos Periodicos en una
Red Cubica

4.1.1. Red Cubica

Dada una red cubica en el espacio real, obtenemos una red cubica en el espacio reci-
proco. Los vectores bases en el espacio real son:

o1 = (a,0,0), 4.1)
o = (0,a,0), (4.2)
U3 = (0,0,a). (4.3)

Entonces, los vectores bases de la red reciproca son:

L /2

by = (—”,0,0) , (4.4)
a

B 2

by = (0, 1,0) , 4.5)

a
B 2
by = (o,o, %) . (4.6)
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a continuacioén se presenta la primera zona de Brillouin de la red cubica (ver figura 4.1),
donde los puntos que se destacan corresponden a la siguiente definicion:

X by =05, Y -by=05 Z-by=0.5, (4.7)

por lo que estos puntos corresponden a los vectores:
X=(%00) v=(0,20) z=(007) (4.8)
a a a

En adelante utilizaremos estos puntos para los caminos en el cdlculo de la relaciéon de
dispersion y los vectores seran los que definirdn nuestra aproximacion k - p’ alrededor del
punto I'.

Figura 4.1: Primera zona de Brillouin de una red ctbica y los puntos de alta simetria.

4.1.2. Semimetales de Nodos Topologicos en Redes Cubicas

Recordemos que nuestro modelo estd dado por la ecuacién (3.44), de manera explicita
es

o [ d(ME)  do (M)
H(k) = (dI(M, k) —d.(M, E)) ()

donde d, (M, E) y d, (M, E) estan dados por la ecuacion (3.46), y hemos agregado su de-
pendencia del parametro M. Realizar la expansion k - palrededor de la energia cero, basta

con tener » ) ;
f = (kz + /lk’y) + (kz + /l(m — ik;?)) , (4.10)

de este modo la expresion corresponde a polinomios de tres variables y el pardmetro M.
Ahora estas funciones obtenidas del mapeo f’ podemos interpretarlo como un limite con-
tinuo de una red cristalina. Por lo tanto, para identificar una estructura cristalina de red
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cubica en cada uno de los modelos, podemos representar los polinomios como el limite de
una expansion de series de Taylor para las funciones senos y cosenos, que expresan la pe-
riodicidad del cristal. Para ello es importante, recordar cuales son las expansiones de Taylor
para la funcién seno y coseno despreciando O (%) con enfoque en la red ctbica [36]:

1
—sink; - a =~ k;, (4.11)
a

2 ICZ - a
2
Donde a es el pardmetro de la red cubica, que en adelante se asignard a = 1.

~ k2. 4.12)

2 4
ﬁ(l —cosk;-a)~ ﬁsin

Mapeo de Wilson

Un punto de partida para la construccion de modelos de redes cubicas es la construccion
de hamiltonianos de Bloch a partir del mapeo de Wilson, esto consiste en tomar para cada
direccion £; y un término de masa m (En nuestro caso es el pardmetro del mapeo) [37],

— I'aj — sin k’j =: k?j, 4.13)
3
m+— m+ B Z[l — cos (k)] = u(k), (4.14)
j=1

M(E) son parametros de red que definen las brechas de banda. Dados estos términos del
mapeo, proponemos un modelo de red asociado a los polinomios de la ecuacién (4.10).

-

Def. Sean, H (k) un hamiltoniano de Bloch de dos niveles con simetria P77 definido
en un espacio de momentos k € T3 (hamiltoniano periddico) y f : T® — D C Ccon
a(k) la parte real de D dominio de f y b(k) la parte imaginaria de D. Entonces,

H(k) = a(k)o, + b(k)o.,

es una red de semimetal de nudo toroidal topoldgico 7, , para:

q

f=(sink, + isink,)” + | sink, +/ Z cosk; —m , (4.15)

je{z,y,2}

los nodos estardn dados por el conjunto de soluciones de f = 0.

El término m es un término de mapeo y no un término de masa, en nuestros sistemas de
dos niveles el término de masa estd dado por m .o, como se planteo en la ecuacion (2.53).

Modelos de Red de Minima Interaccion (Minimal Lattice Model)

Los modelos red de minima interaccion resultan de la siguiente aproximacion a los
términos k7, esto es [11]:
sin? k; ~ k7. (4.16)
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Por otro lado, cuando se presenten productos de senos y cosenos, necesitaremos las identi-
dades trigonométricas para expresar el producto en sumas y restas de dngulos:

sin (k; + k;) =sink; cos k; + sin k; cos k;, 4.17)
sin (k; — k;) =sink; cos k; — sink; cos k;, (4.18)
cos (k; + k;) =cos k; cos k; — sink; sin k;, 4.19)
cos (k; — k;) =cos k; cos kj + sin k; sin k. (4.20)

Def. Un modelo de red de minima interaccién es el modelo que considera a los veci-
nos cercanos mas cercanos, si dado el polinomio,

7= (kl, + /'k:y)p + (kz + /'(m — %k2))q

se realizan las siguientes aproximaciones en los polinomios resultantes:

k; ~ sin k;, (4.21)
k? ~sin® k;, (4.22)
1 3
M — Ekf ~ ; cos (kj) — m. (4.23)

Definimos m = 3 — M.

4.1.3. Redes Minimas de Semimetales Topologicos de Nudos Toroida-
les

Debido a su implementacién en métodos numéricos se construyen los modelos de redes
cubicas con semimetales topoldgicos de nudos toroidales con la aproximacion de vecinos
cercanos mas cercanos.

Modelo Nudo Trivial (Nodal line Topological Semimetal)

A continuacion presentamos como obtener un modelo de aro nodal topolégico (nodal
line Topological semimetal), pero dado que es el caso de nudo trivial no se realiz6 la ca-
racterizacion de sus propiedades electronicas. Empezamos por el primer polinomio que se
presenta en el nudo trivial o linea nodal de aro, el que corresponde con los pares (0,1) de la
funcion f’, estas funciones corresponden a:

o 1 o
dy (M, k) =M — 51& d,(k) = k. (4.24)
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Entonces el modelo de red, para estos polinomios se calcula a partir de las aproximaciones
de senos y cosenos:

1
dm:M—3+3—§ZkJ2- . je{xy 2} (4.25)
J
1
:—m+2(1—§k§) , m=3-—M, (4.26)
J
chos k;j —m. 4.27)

la componente real d, es

d, =k, (4.28)
. ~sink,. (4.29)

Al final las funciones para el modelo de red son:

d, =sink,, d,= Z coskj —m. (4.30)
J
Modelo Nudo Trivial inclinado

En el cuerpo de trabajo solo se especifica cuales son los modelos asociados a primos
relativos. Sin embargo, se puede tomar los enteros p = 1 y ¢ cualquier entero positivo, los
cuales corresponden a un nudo trivial inclinado, dado que z corresponde a la ecuacién de
un plano, el caso del nudo trivial inclinado corresponde ap = 1y q = 1:

1
dy =ky+k,, d,=k,+M— 51& 4.31)

Las funciones periddicas asociados

d, =sink, + sink,, (4.32)
d, =sink, + Z cos kj —m. (4.33)

J

Ahora sustituyamos los senos y cosenos en termino de las exponenciales para el modelo de
red:

d, :7(6”% —e ) 4 5 (e —e %) (4.34)
=l ik, —iky Lok, —ik;
dy = (e — e )+(Z§(e +e i) —m) (4.35)
J
1=, 1+ _. 1 . _ 1 . _
_ 3 /elky + ;‘/e_/ky + E(ez,kz _I_e—/kz) + E(ezkz +e—/kz) —m (436)
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Modelo Enlace Toroidal (2,2) (Link-Nodal Semimetal)

El modelo para una linea nodal de Nodos entrelazados o eslabén de Hopf (Hopf Link)
corresponden a los primos relativos p = 2y ¢ = 2, los polinomios asociado al modelo
continuo son:

1
2 2 2 2\2
dy =k2 — K + k2 — (M — Sk )2 (4.37)
1
d, =2k,k, + 2k, (M — 5k?) (4.38)

De manera andloga expresamos los polinomios como una aproximacion a senos y cosenos,
los cuales proponemos:

2
d, =sin’®k, — sin® ky + sin?k, — <Z cos kj — m) (4.39)

J

d. =2sink, sin k, + 2sin k, (Z cos kj — m) : (4.40)
J

En la funcién d,, para el dltimo término se desarrolla el binomio como:
2

2
(Z cos kj — m) (Z cos kj> — 2mz cos k; + m2, 4.41)
J J J

— ( Z cos? kj + 2 cos ky(cos k, + cosk,) + 2 cos k, cos kz>

J
—2m >y cosk; +m’. (4.42)
J

Introduciendo este desarrollo en d,:
d, =(sin? k, + sin® k, — sin? k, — Z cos? kj)—
J
2(cos ky cos ky, + cos k, cos k, + cos k, cos k,) + 2m Z cosk; — m? (4.43)
J
=(—1 — cos 2k, — cos 2k,) — cos (k, + k) — cos (ky, — ky) — cos (k, + k,)—
cos (ky — k) — cos (k, + k,) — cos (k, — k) + QmZ cosk; —m?® (4.44)

J

para la funcién d,, tenemos que:

d, = cos (ky — ky)—cos (ks + ky)—l—Z(sin (ks + k;)+sin (k, — k;))—2msink, (4.45)

J
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Modelo del Nudo Toroidal(3,2) o Nudo Trébol(knot Nodal Semimetal)

El modelo para el nudo de trébol estd asociado con los enteros p = 3y ¢ = 2, el
polinomio asociado al modelo continuo es:

a 1
dy (M, k) =k3 — 3k, k. + k2 — (M — 5162)2 (4.46)
- 1
d.(M, k) = — k) + 3kyk? + 2k, (M — 5/{;2) (4.47)
Entonces para proponer el modelo de red, tomamos:

dy (M, k) =2sin k(1 — cos k) — 6sin k,(1 — cos k,) + sin® k, — (Z coskj —m)?
J

(4.48)
d.(M, k) = — 2sin ky(1 — cosky,) + 6sink,(1 — cosk,) + 2sin k:z(z cosk; —m)

J

(4.49)

Ahora expresamos el modelo de red en términos de senos y cosenos en suma de dngulos:

dy, = — 4sink, — sin 2k, + 3(sin (k, + ky) +sin (k, — ky)) + (Sin2 k, — Z cos” k:j)
J
— (cos (kg + ky) + cos (k, — ky) + cos (ky + k) + cos (k, — k) + cos (k, + k)
+ cos (k, — ky)) + 2m Z cosk;j —m?® (4.50)
J
= — 4sink, — sin 2k, + 3(sin (k; + k) + sin (k, — ky))+
(_ - (cos 2k, + cos2ky) cos 2k )
2 z
— (cos (ky + ky) + cos (k, — ky) + cos (ky + k) + cos (k, — k,)+
cos (k, + ky) + cos (k. — ky)) + sz cosk; —m?® 4.51)

J

d. =4sink, + sin 2k, — 3(sin (k, + k) + sin (k, — k) + > _(sin (k. + k;)
J

+sin (k, — k;)) — 2msink, (4.52)

=mi(e — e ) — di(ev — ey~
éz (el',(k?z"v‘k’j) _ e—f(kz+kj) + ei(kz_kj) _ e_/(k’z—k‘j)) B
J

3

: (e[(kz—l-ky) . 6—f(kz+ky) . ei(kz—ky) + 6—/(kz—ky)) + /_.(62/',k:y . e—2/ky) (453)

2
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Modelo de Enlace Toroidal (4,2) (Solomon’s knot Topological Semimetal)

Nuestro tltimo modelo por analizar es el nudo de Solomon (enlace toroidal 7, ») el cual
estd asociado con los enteros p = 4y ¢ = 2, los polinomios asociados son:

1
dy =ky — 6k2kD + Ky + 22 — (M — 5]@2)2 (4.54)

1
d. =4k3k, — 4k k) + 2k, (M — 5/.cz) (4.55)

realizando nuestra aproximacion en senos y cosenos,
d, =2sin’ k,(1 — cos k,) — 12sin® k, (1 — cos k,) + 2sin® k, (1 — cos k) + sin” k,
- (Z cosk; —m)? (4.56)
J

d, =8sin ky, sin k, (1 — cos k) — 8sin k, sin k, (1 — cos k) + 2sin kZ(Z cos k; —m)
J

(4.57)
Sin perdida de generalidad, tenemos los siguientes polinomios de senos y cosenos,
d, = — 10sin® k, — sin 2k, sin k, + 12sin® k, cos k, + 2sin® k, — sin 2k, sin k, + sin® k,
- Z cos® kj — (cos (ky + k) + cos (k, — k,) + cos (ky + k.) + cos (k, — k)

J

+ cos (k. + ky) + cos (k. + k) + cos (k. — ky)) +2m Z cosk; —m? (4.58)

J

1
=—1- g(l — cos 2k,) + i(cos (2ky + ky) — cos (2k, — ky)) + 6(1 — cos 2k,,) cos ky,

1 1
— cos 2k, + 5(1 — cos 2ky) + §<COS (2k, + ky) — cos (2k, — ky)) — cos 2k, —
(cos (kg + ky) + cos (k, — ky) + cos (ky + k) + cos (ky — k) + cos (k. + k)
+ cos (k. + ky) + cos (k. — ky)) + 2m Z coskj —m? (4.59)

J

d, = — 4sink, sin 2k, + 4sin k, sin 2k, + Z(sin (k. + kj) +sin (k, — k;j)) — 2msink,
J

(4.60)
d. =2(cos (2k, + ky) — cos (2k, — ky)) + 2( cos (2k, — k) — cos (2k, + k;))
+ (sin (k. + kj) +sin (k. — k;)) — 2msin k. 4.61)
J
Obervacion Importante

Notamos que para los valores p < 2y ¢ < 2 los modelos de redes cubicas son los
mismos en ambas aproximaciones de los nodos topoldgicos.
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4.2. Energia de Bulto en los Semimetales Topologicos de
Nudo

En esta seccion presentamos los resultados de modelar las redes cibicas mencionadas an-
teriormente, donde realizamos una exploracién de la energia de Fermi (Er = 0 por la
simetria electrén hueco). Ademads, construimos los modelos de red en el paquete de python
pythtb para romper condiciones de periodicidad en alguna direccién dado los vectores base
de la red. En adelante definimos &, a la direccién donde hemos rompido condiciones de
periodicidad.

4.2.1. Aproximacion de los Nodos de Los Modelos de Red

Primero, hacemos mencion de la diferencia de aproximar los nodos con los modelos
de red. Dado los modelos de red para los nudos 735 y 7T} 5. En la figura (4.2), para el caso
del nudo trébol hacemos notar que en general para el término m = 3.2 el modelo de red
de minima interaccién es un aislante, mientras que el modelo de red directa si presenta el
mismo nimero de nodos. Por otro lado, el modelo de enlace toroidal presenta el mismo
nimero de nodos; comparando ambos modelos de red observamos que la red directa tiene
los nodos mads cercanos al punto I'. Sin embargo, en el modelo de minima interaccion desta
que los conos generados alrededor de los nodos son conos con mayor pendiente, debido a
esto estudiaremos las propiedades electrénica del modelo de red de minima interaccion.
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Nudo Trebol T3 9
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Figura 4.2: Aproximacién de los nodos del modelo continuo en los modelos de red para m = 3.2

4.2.2. Simetria de las Bandas

La construccién de los modelos continuos para cualquier modelo de red es importante
cuando realizamos la caracterizacién topoldgica, y estos es porque si tomamos de ejemplo
una red tridimensional, es mds f4cil trabajar con R? a T?. Es por eso que en la figura (4.3),
hemos representado como evolucionan las bandas del bulto por el pardmetro m, donde
destacamos que mientras se tenga el mismo niimero de nodos, las bandas tendrdn la misma
topologia, sin embargo para m = 3.0 no se cumple debido a que como mencionamos en
el calculo del winding number no estd definido el mapeo de Hopf, por lo que no tienen
la misma topologia el modelo continuo y de red. En la figura (4.3) tenemos el mismo
comportamiento de los operados en las bandas. En comparacion con las bandas del modelo
SSH en la figura (2.2), existian puntos en donde cambiaban los valores de expectacion, sin
embargo en los semimetales topolégicos estos cambios estardn dados por los nodos.



CAPITULO 4. SEMIMETALES TOPOLOGICOS DE NUDOS EN REDES CUBICAS44

L0

El]
Eli]

E[1]
1]

-X r X —-X I X -X r X
Figura 4.3: Energia de bulto en el semimetal topoldgico de nudo toroidal 73 », valores de expec-

tacion del operador de inversion &, y el operador 6., y de izquierda derecha m = 2.8, m = 3.0,
m = 3.2

-1.0

-X r X -X T X -X r X

Figura 4.4: Energia de bulto en el semimetal topoldgico de nudo toroidal T o, valores de expec-
tacion del operador de Inversién o, y el operador o, y de izquierda derecha m = 2.8, m = 3.0,
m = 3.2

4.2.3. Energia de Fermi

En esta parte realizamos el célculo de los nodos donde es importante visualizar los nudos
y las transiciones que sufren en la evolucién del pardmetro m.
Ademds, definimos un hamiltoniano H’ con término de masa como

H' = Hpr +m,o.. (4.62)

A partir del término de masa m, esperamos romper la degeneracion de los nodos, en nuestro
caso realizamos una buisqueda de los nodos donde se abrird una brecha de energia para
identificar la deformacién en los nudos.
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Evolucion de los Nudos sin Término de masa

A continuacion presentamos los nudos generados por las redes cubicas de nudo 75 5,
T59y Tyo. En la figura (4.5), observamos que el valor del pardmetro m estdn dados alre-

Transiciones a partir del parametro de mapeo 771?
Enlace Toroidal (2,2)

2.9 m =3 m=3.2 m=3.4142

3
|

6\7\) . N : o9

Figura 4.5: Evolucién de la Energia de Fermi por el pardmetro m

dedor del punto critico m = 3.0, decimos que es critico debido a que corresponde al valor
M = 0 donde no esta definido el winding number. Dado m < 3 se tiene un enlace de aros
(nodal-link). Con m = 3.0 no se tiene definido un nudo debido a que en los nudos no deben
de haber puntos de interseccion. Para m > 3, tenemos que el enlace se separa en dos aros
o lineas nodales. De las figuras (4.6) y (4.7), en general observamos que cuando se estd en
un valor cercano y menor de m = 3.0 se forma el nudo 7,, ,, para el valor critico los nudos
se degeneran y forma una flor en el punto I' y los pétalos corresponden al nimero p dado
el nudo 7}, ,, para m > 3 se rompe la flor y los pétalos se deforman en lazos hasta degene-
rarse en un punto. Observamos que existird un valor critico al cual la red corresponda a un
aislante normal.

En la figura (4.6), tenemos que para m = 2.5 ya no se forma el nudo trébol 73 5, es por
eso que especificamos que el término m debe ser cercano al valor critico m = 3.0, adelante
veremos como se comportan los estados de borde para el bulto de esta red.
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Transiciones a partir del parametro de mapeo
NudoToroidal (3,2)

m=25 m=2.8 m=3.0 m = 3.05 m = 3.18

B B B =N

Figura 4.6: Evolucion de la Energia de Fermi por el parametro m.

Transiciones a partir del parametro de mapeo
Enlace Toroidal (4,2)

m=25 m = 2.8 m=3.0 m = 3.2

5 @& | 6o 58

Figura 4.7: Evolucién de la Energia de Fermi por el pardmetro m.

Evolucion de los Nudos con Término de Masa m,

De acuerdo a la ecuacion (4.62), agregaremos un término de masa. Empezamos con agregar
un término de masa 155 y T} 3.

En las figuras (4.6) y (4.7), observamos que se deforman los nodos cercanos al punto I"
y los enlaces pasan a ser nudos triviales o un aro. No estd presente la transicion correspon-
diente al nudo trébol, pero paso la misma transicion de formarse un nudo trivial.

Después, tenemos un anélisis para el nudo trébol con m = 2.8, este andlisis corres-
ponde al conjunto de término de masa m, € {0,0.045,0.058,0.06,0.07}, este conjunto de
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Transiciones con el término de masar ., param = 3.0
Enlace Toroidal (2,2)

m, = —0.2 m, =0 m, = 0.2

Figura 4.8: Deformacion del enlace 75 5 alrededor del punto critico m = 3.0, en funcién del término
de masa m.,.

Transiciones con el término de masam ., param = 3.0
Enlace Toroidal (4,2)

m, = _0.2 mz — 0 m, — 02

Figura 4.9: Deformacion del enlace T}  alrededor del punto critico m = 3.0, en funcién del término
de masa m..

pardmetros corresponde a los reportados el 2017 en el trabajo [11]. las transiciones que
sufre el nudo son los siguiente: nudo trébol, tres aros enlazados, dos aros no enlazados, aro
o nudo trivial. Esto lo podemos constatar con lo obtenido en la figura (4.10)
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Transiciones con el término de masa ., para m = 2.8
Nudo Toroidal (3,2)

iy =10 m, = 0.045  m, = 0.058 m, =0.06 m,=0.07

Figura 4.10: Evolucién de la energia de Fermi del parametro m.

4.3. Rompiendo la Periodicidad en Una Direccion

De la discusion del modelo SSH en la seccion 4 del segundo capitulo, sabemos que exis-
te una correspondencia del bulto con los estados de borde al romper las condiciones de
periodicidad.

4.3.1. Estructura de Bandas sin Término de Masa

En las figuras (4.11), (4.12), (4.13), (4.14), (4.15) y (4.16), hemos realizado el célculo de
las estructura de bandas correspondiente a 201 capas paralelas al vector de red reciproca
en la que hemos rompido condiciones de periodicidad. La construccién de estos bloques y
restringir las condiciones de periodicidad se realizaron en la paqueteria pythtb.



CAPITULO 4. SEMIMETALES TOPOLOGICOS DE NUDOS EN REDES CUBICAS49

ki =k, 0.04 ki =k, 0.04
025 WE 3
0.03 17 0.03
% 0.00 & & 0
0.027 0.027
—0.2 iN: iR
0.01 F4A\Y 0.01
—0 —
32 T M z T z Ziy 0 Yy
0.5 Z
ki =k ki =k
L v 0.20 + Y 0.20
0.25
0.15 0.15
& 00 T &o
0.10 0.10 /
~025
025 0.05 0.0
0.5¢ —
X T z T z 27 X 0 X
0 Y-
ki =k |
|
| | 0.4 0.4
0.25 \ (|
| |
| 0.3 03
= o o
o000 a 0 a0
\ 02 02 ¥/
I\
—0.25 | |
| | 0.1 0.1
| |
| |
) —
X T \7 T Y }: 0

Figura 4.11: Estructura de bandas de 200 capas de semimetal topolégico 75 2 con m = 2.5. Célculo
del IPR y bandas planas.
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Figura 4.12: Estructura de bandas de 200 capas de semimetal topoldgico 75 2 con m = 3.2. Calculo
del IPR y bandas planas.

Como se vio en la subseccidn anterior, tomamos la estructura de bandas para m = 3.0
debido a que en m = 3.2 es un aislante y no estamos interesados en evaluar las propiedades
electronicas en esos estados.
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Figura 4.13: Estructura de bandas de 200 capas de semimetal topoldgico 73 2 con m = 2.8. Calculo
del IPR y bandas planas.
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Figura 4.14: Estructura de bandas de 200 capas de semimetal topoldgico T3 2 con m = 3.0. Célculo
del IPR y bandas planas.

Observamos que los estados de borde estdn restringidos a ocurrir en zonas confinadas por
la proyeccién de los nudos en los planos periddicos. Observamos que cuando se tiene un



CAPITULO 4. SEMIMETALES TOPOLOGICOS DE NUDOS EN REDES CUBICAS51

0.08 0.08
0.06 0.06

0.04 0.04

0.02 0.02

0.5¢ 0.12 012 7
A , ky =k,
0.10 0.10
0.25

0.08 0.08 /’/\\ y
= & o {
=0 — S 0,068 sk 0 { :
A 1
0.04 0.04
—0.2
0.02 0.02
0 - = - — —Z
=X i X -z i Z X 0 X
0.5 .
kL= F. | ki = k. | Y
| | 04 | 0.4
0.25 | | "
0.3 0.3
o o e .
0.00 = x = ~
= = &0 S e
0 0.2 — el
—0.
0.1 0.1
—0.5( - o 1 - — Y
X I 3 -y 1 A -X 0 X

Figura 4.15: Estructura de bandas de 200 capas de semimetal topoldgico T} 2 con m = 2.5. Célculo
del IPR y bandas planas.

nudo o enlace, existen mds de un estado de borde, los cuales representamos con un color
negro (tercera columna de cada figura). En el caso m > 3 corresponden a los estados de
borde de un semimetal de linea nodal topoldgico. De manera andloga al modelo SSH se
realizé el valor de expectacion de la posicion de los planos, y se observé que los nodos
correspondian a estados de borde, pero no poseen la simetria g, debido a que el electrén
esta mayormente localizado en el centro de una celda unitaria. Entonces observamos que
la transicion de los nudos es similar a un semimetal topoldgico de linea nodal, y el winding
number estara asociado con estados de borde extra.
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Figura 4.16: Estructura de bandas de 200 capas de semimetal topoldgico T} 2 con m = 3.2. Célculo

del IPR y bandas planas.

4.3.2. Evolucion de los Estados de Borde en el Semimetal topolégico

de Nudo Trébol con m = 2.8

Como se observo anteriormente, podemos asociar una superficie de banda plana a las es-
tructuras de bandas. En la figura (4.17), observamos como se va dando la transicion, lo cual
destaca que al romper la periodicidad en la direccién y afiadir un término de masa, rompe
con la degeneracion. Aunque hay planos en los cuales no podemos romper esta degenera-
cion, similar a los estados presentes en el modelo 75, y £, = k,, son estados robustos.
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Figura 4.17: Evolucién de las bandas planas en el nudo trébol con término de masa, las regiones
mads oscuras representan una degeneracion.

4.3.3. Estados Localizados con Energia Distinta de Cero en m = 2.5

Al evaluar la energia de Fermi en la figura (4.6), observamos que ya no se forma el nudo
trébol para m = 2.5. Sin embargo, estudiamos su estructura de bandas. Lo interesante de
la figura (4.18) es que tenemos estados localizados a una energia distinta de cero, este esta-
do también corresponde a un estado de borde mayormente localizado. Observamos como
evoluciona el operador > ¢, y debido a la evolucion de los nodos generados, el operador X
corresponde con la evolucién de los nodos.

150 4/“ = kyym. = —0.06 _JA, =Ky m: :I)L_Jh = ky.m. = 0.045 L#L = ky,m. = 0.058 _4», = kyym. = 0.06 ‘_1“. = kyym. = 0.07
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Figura 4.18: Estados de Borde a Energia distinta de cero.

4.4. Transporte Electronico en Bloques: Terminales en la
Direccion z

Kwant es un modulo de python que nos permite realizar cdlculos numéricos de transporte
cudntico en sistemas descritos por un hamiltoniano de amarre fuerte de cualquier dimensio-
nalidad y geometria; de interés especial son los calculos de propiedad de transporte como la
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matriz de dispersion, la conductancia y los flujos de corriente [38]. En esta seccidn presen-
taremos resultados de la conductancia asociados a la topologia de las bandas al mantener
canales en la direccidn z, los canales y terminales corresponderdn a bloques semi-infinitos
de semimetales topoldgicos de nudo y enlaces toroidales.

4.4.1. Método Landauer-Biittiker

El método de Landauer-Biittiker es importante para el estudio del transporte cudntico a la
nanoescala. Aunque el uso de este método no es aplicable en sistemas con interaccion.

A continuacién construiremos los resultados de la teoria de dispersion cudntica en 1
canal individual e independiente. Adicionalmente, obtendremos la ecuacién de Landauer,
el caso de multicanales no se obtendrd, pero partimos del hecho de que la paqueteria kwant
define las matrices de la zona de dispersion y de las terminales, para obtener los célculos
numéricos de la conductancia [39].

Método de Diferencias Finitas Aplicado a la Ecuacion de Schrodinger 1D con Poten-
cial Finito en una Region

El hamiltoniano que define a nuestro sistema, estd dado como,

n2
A= 1va),

2m

sea 1(x) un elemento de la base del espacio de Hilbert correspondiente a H, entonces la
ecuacion de eigenvalores estd dado como:

Hip(x) =Ex(z), (4.63)
ﬁQ . h2 d2
(4 4V )to) = gz + V@) 0l = Bota),
ahora definimos nuestro potencial finito como:
0 x<0,
V(z) = { v(x) x€{0,l}, (4.65)
0 x>1L

Entonces, debido a las condiciones de frontera de las regiones, proponemos las solu-
ciones para nuestro sistema como:

wl(x) r < 07

U(z) = { Yr(x) x €0, (4.66)
2/1[[[<$> x> 1.

Cada una satisface las ecuaciones diferenciales:

n? d*yr(z) B
—o g = Evr(z), (4.67)
h? d?
I EVD |y (@) = B o), (4.68)
2 g2
I @) g, (4.69)

2m  dx?
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Figura 4.19: Potencial finito en una regién dada por la ecuacion (4.65).

la solucion para la primera y tercera ecuacion diferencial corresponde a la solucion de onda
plana definida para particulas libre, la funcién correspondientes son las ondas planas:

Yr(z) =A™ — Brem "k (4.70)
2mE

w[][(x) :Alei-k-x - B[e*[']”, k’2 — hz

en ambos casos. (4.71)

Sin embargo, para la segunda ecuacion diferencial no necesariamente hay solucién ana-
litica con v(x) arbitrario, un método de aproximar estas soluciones es por el método de
diferencias finitas, el cual consiste en realizar una discretizacién de nuestro espacio, para
el caso 1D, tomamos:

l
— =0,1,2..,N. a= —. 4.72
Tp=mna, n=20,12., a N 4.72)
Entonces, recordemos como se define a la derivada,
dx . a—0 a
para la segunda derivada, se tiene:
d? d —d
dx? a—0 a
1 _ _ _
a—0 a a
—9 _
a—0 a

En la figura (4.20), resumimos estas ideas. Ahora realizamos la sustitucion de la aproxima-
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V(z)
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Figura 4.20: Discretizacion del espacio con un potencial definido en una regién (zona de dispersion).

cién de los operadores para cualquier punto x,,:

v(x,) =V, (4.78)
2 _ —

Tn

Sustituimos estas aproximacién a nuestra ecuacion diferencial (4.68):

h2
—%(wn_l — 2 + Upg1) + Vatbn = By, (4.80)
(4.81)
en adelante realizamos la sustitucidén t = %,

Pyt — Yoy + Vo =BV, definimos (V, +2t) =V’  (4.83)

De manera anéloga al caso continuo, donde las soluciones de la regiéon I y 11, la solucién
del caso discreto, corresponden a una cadena semi-infinita:

wn :6/-.k;.xn _ Te—[.k.:cn n S O (484)
by =teF >N (4.85)
E =—2cos(k-a), relacion de dispersion. (4.86)

Donde hemos asignado en este sistema de ecuaciones una onda entrante por la Zona I, r
denota el coeficiente de la onda reflejada y en la Zona 111 en t identificamos la onda trans-
mitida. Entonces la ecuacién diferencial por el método de diferencias finitas corresponde
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con cumplir:

n=0:re*—i =—e* (4.87)
n=1:x+(E~V) +1h =—1, (4.88)
n=j 1+ (E—=V)+ =0, (4.89)
n=N y_1+ (E = Vi)p + te* ™+ = o, (4.90)
n=N+1y—te™ =0. 4.91)

Ahora el problema se reduce a calcular el siguiente sistema de ecuaciones:

ek —1 0 0 r el kT
1 E-Vv 1 0 o —1
0 1 E-V, 1 0 Yo 0
0 1 E-V, 1 . 0 v | 0
0 1 E—-Vy e klnta YN 0
0 1 —e/ken t L 0 |
(4.92)

Matriz de Dispersion

Adicionalmente, de la ecuacién (4.92) definimos la matriz de dispersién .S,

r ot
S = ( & ) (4.93)

donde 7’ y t’ corresponde a los coeficientes de tomar el caso de la onda plana entrante por
la zona IIl y con una transmision ¢’ en la zona I. A partir de estos coeficientes, definimos:

Tr R :|tt]2, Coeficiente de transmision de izquierda a derecha, (4.94)
Ri_r =% Coeficiente de reflexion de izquierda a derecha, (4.95)
Tror :|ﬂ:’|2, Coeficiente de transmision de derecha a izquierda, (4.96)
Rr_p =|""|?, Coeficiente de reflexion de derecha a izquierda. (4.97)

A partir de estos coeficientes uno obtiene,
1t]? = (1= |r]?) (4.98)
1t']? = (1—|r']*) (4.99)
que la matriz S cumple que,

SST =1, S es una matriz unitaria. (4.100)
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Ecuacion de Landauer: Conductancia para un Canal

Entonces ya hemos planteado una aproximacién del problema de dispersion de una parti-
cula. Entonces, podemos construir una aproximacién en la conductancia en un canal con
dispersores eldsticos y fisica estadistica cudntica a partir de la transmision y reflexion en el
canal [40]. Partiendo de la primera férmula de Landauer,

2 2

g 1 _cL (4.101)

h1-T hR
Los casos limites de la ecuacion (4.101): Primero tenemos 7' — 0 y esto corresponde a una
conductancia pequefia y proporcional a 7'y corresponde a calculos realizados en teoria de
perturbacién. El segundo caso es tener 7' — 1y R — 0, donde vemos que la conductancia
se hace muy grande G’ y esto hace sentido con tener resistencia en las zonas dispersoras.

Derivacion Heuristica

Recordemos la ecuacién de la conservacién de la probabilidad (2.19), donde podemos de-
finir la corriente de probabilidad, asociado a la corriente eléctrica J,
h O (x) O (x)
J(x) = * — .
) = i (0@ 252 = ()2

2m

(4.102)

En el espacio discretizado, tiene la siguiente ecuacion,

T NI.% (w*($n> (¢(xn+1) - 1/)(%1)) ~ (o) <¢*(xn+1) - w*(xn)>) 7

L

a a
(4.103)
h n * n
i () ) e D) s o
2m a a
it (v Vi — Uy k) recordemos t = L (4.105)
- h n+1 n n n+1) - 2m .
=iz (Vg1 -V — o -k y), con  t=1. (4.106)
Para las terminales con solucién de ondas planas, se tiene
Py = Mo = e, (4.107)
Entonces, la corriente asociada a las terminales esta dado como:
1, . : : :
JIn :/'?_L (e"k'("“)e_/k'” — e_/k'("ﬂ)e/k‘") ; (4.108)
1, . :
=iz (e —e ), (4.109)
1
=5 2sin(k), (4.110)
10E(k)
= 4.111
PR TR ( )
1 OF(k
=—v(k), v(k) = ﬁ (4.112)

h
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Para los estado dispersados de la ecuacién (4.84), la corriente estd dada como:

I :/% < (e/k‘("ﬂ) + re_"k'(”“)) (e_"k'" + Te"k'") —
(e7 B HD) 4 etk (DY (k4 pemikm) ) : (4.113)
:/% (e® +[rfPe ™ — e ® —|r|Pe), (4.114)
z%zwﬁ@(1_vﬁy (4.115)
= o(k) (1 IrP?), (4.116)
= o(R)P (@.117)

Entonces, realizamos el calculo de la ecuacién asociado a la corriente electrica /. Supon-
gamos que las terminales no estdn en equilibrio térmico, al entrar en contacto generardn
una corriente dada a partir de las funciones de distribucién f; y fr que corresponde a la
distribucién de electrones en las terminales de la zona I y zona III, respectivamente;

e [dk
=< / o (o[t Fu(B () — ot/ Fa(E(R))) 4.118)
donde e es la carga del electron y hemos sustituido nuestro resultado de la corriente de pro-
babilidad .J. Recordemos la distribucion de Fermi-Dirac de los electrones en las terminales

1
e(E—puL) /KTy 4 17
1
e(E—pr)/kTr 4 1°

Jo(E) = (4.119)

Jr(E) = (4.120)

En la cadena lineal, podemos obtener la siguiente ecuacion que relaciona la velocidad de
grupo con la densidad de estados,

dE = v(k)dk, (4.121)
ahora tenemos la siguiente ecuacion para la corriente

=< / AE[P (fL(E(K) — fr(E(R)).  h=2nh, 4.122)

Realizamos una aproximacion para bajas temperaturas, esto es considerando el potencia
quimico de las terminales py, y (g,

eV =ur — pur (4.123)

m=&+%, (4.124)
v

pp =Ep — - (4.125)
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Esto nos permite calcular un valor aproximado de la integral de la ecuacion (4.122),

2

I= %|¢(EF)|2V (4.126)

partir de la ley de un Ohm podemos definir la conductancia como

I e 9
G = Vo [t(Er)]7,

correspondiente a la formula de Landauer.

4.4.2. Conductancia en Semimetales Topolégicos de Nudos

Para realizar nuestro estudio sistematico de la propiedades electronicas de los semi-
metales topoldgicos de nudos, hemos realizado el célculo del winding number y ver sus
efectos en los modos de energia cero. Ahora rompemos la periodicidad en dos direcciones.
De manera andloga a los canales unidimensionales anteriormente descritos, proponemos un
bloque rectangular, las terminales son de base cuadrada y su dimension en celdas unitarias
corresponde a 30 x 30 x 2, la regién de dispersion corresponde con un bloque rectangular
de base cuadrada, las dimensiones estan dadas por 30 x 30 x 90. Esto corresponde al sis-
tema representado en la figura (4.21). En adelante, reportaremos el calculo aproximado de
la conductancia.

Figura 4.21: Nano bloque de algiin semimetal topoldgico de nudo arbitrario en kwant. Las celdas
con color rojo corresponden a las terminales con dimensiones 30 x 30 x 2, con un calor més claro se
indica que en esa zona hay condiciones de periodicidad. Las dimensiones del canal son 30 x 30 x 90

Conductancia en Funcion del Parametro m

En adelante mostramos los resultados para los semimetales topologicos t2 9, 32y t4 2,
donde identificaremos las transiciones que tendrd al variar el pardmetro m alrededor del
valor critico m = 3.
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En general, de los siguientes resultados es que en estos bloques no hay estados de
borde, y a energia cero no hubo un valor para la conductancia. Para el valor m = 3.2
tenemos brechas de energia.
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Figura 4.22: Conductancia en el semimetal topoldgico de enlace toroidal (2,2).

En la figura (4.22), tenemos que para m < 3 existen estados mayormente localizados
que tienen valor cero para los operadores Y.g y Ps. Hay estados con valores de g y Pg
igual a 1 y —1 para m > 3. La conductancia es cero en la energia de Fermi, y esto es
contrario a la densidad de estados, por lo que vemos que estos estados de banda plana no
conducen. En energias alrededor de la energia de Fermi tenemos una conductancia pro-
porcional a la densidad de estados, a partir de cierto valor de energia las bandas tienen
maximos y minimos por lo que la conductancia tiene fluctuaciones, pero vemos que para
las energias propuestas &£ < 0.05 la conductancia es cercana a la dada a las energias cerca-
nas a la energia de Fermi, conforme m aumenta la conductancia disminuye y para m = 3.2
hay una brecha de energia, esto estd igual reflejada en la densidad de estados.
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Figura 4.23: Conductancia en el semimetal topoldgico de nudo toroidal (3,2).

A diferencia de nudo T35, en la figura (4.23) para energias |E| < 0.05, es mayor la
conductancia, esto debido a la densidad de estados, ademds en sus bandas no hay estados
son maximos y minimos (puntos de Van Hove), por lo que la conductancia no fluctia, esto
se nota para m < 3. Seguimos teniendo estados de banda plana alrededor de la energia de
Fermi que no conducen, como se esperaba de los calculos para m = 3.2 el material es un
aislante y tenemos que la brecha de energia es alrededor de AE ~ 0.09. En m < 3 los
valores de X g y Pg tienen valores distinto de cero en algunas bandas y en las bandas planas
no si tienen valor cero, distinto a lo que ocurre con el modelo SSH.
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Figura 4.24: Conductancia en el semimetal topoldgico de enlace toroidal (4,2).

En la figura (4.24) notamos que para m = 3.2 no corresponde con un semimetal como
esperdbamos de los calculos anteriores del espectro de bandas en 7} 5. Con brecha de ener-
gia AE ~ 0.7. Para m = 3.0 también tenemos una brecha de energia en la densidad de
estados. Idéntico al segundo renglén de la figura (4.24), el operador g tiene valor de 1 o
—1 sobre una linea cénica que se forma en el espectro de bandas. Un aspecto adicional es
que el operador Pg tiene valores cercanos a cero para m = 2.5.
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Conductancia al anadir término de masa m, con m = 3

Ahora realizamos la exploracion de las transiciones dadas por el término de masa m..
Primero exploramos la perturbacién alrededor del punto critico m = 3. Lo segundo es
estudiar la perturbacion del término de masa para el modelo de nudo trébol, que sabemos
que sufre una transicion en sus componentes hasta llegar a ser un nudo trivial.

En general tenemos que la densidad de estados y la conductancia son la misma para

m,, estos que:

DOS(E(m.)) =DOS(E(—m.)),

Lo que esperdbamos ya que £ o< /- - - + m?2.
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Figura 4.25: Conductancia en el semimetal topolégico de enlace toroidal (2,2) con m = 3.0.
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Figura 4.26: Conductancia en el semimetal topolégico de nudo toroidal (3,2) con m = 3.0.
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Figura 4.27: Conductancia en el semimetal topoldgico de enlace toroidal (4,2) con m = 3.0.

En las figuras (4.25), (4.26) y (4.27); observamos que no se abre una brecha de energia
para |m,| < 0.2. La conductancia siguen estando alrededor de los mismos valores, solo
que se ha dado cierta inclinacién a los estados de banda plana y esto provoca que no hayan
tantas bandas con maximos y minimos. También desparecen los valores de los operadores
Y5 y Pg correspondientes a |1], esto debido a que el termino de masa influye en con la
probabilidad de estar en un sitio o intercambiar de orbitales los sitios. En la figura (4.27)
tenemos que si hay cambio para la densidad de estados.

Conductancia en el Nudo Toroidal (3,2) con m = 2.8 Variando m.,

Como observamos en las energias de Fermi del bulto y la generaciéon de superficies de
bandas planas, el término de masa deforma el nudo con el pardmetro m = 2.8 de un nudo
trébol a un nudo trivial. Ahora corresponde realizar su exploracién en su conductancia y la
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topologia de sus bandas.

En la figura (4.28), tenemos que hay una inclinacion en la banda plana alrededor de la
energia de Fermi, esto provoca un ligero cambio en la conductancia, ya que igual tenemos
que se reducen los estados que son bandas con mayor nimero de puntos de Van Hove.
Adicionalmente del operador ¢ hace destacar una banda en forma cénica alrededor del
punto I', lo que observamos es que para el caso de nudo trivial m, = 0.07 del derecho
del cono, el valor del operador >.g ya no es 1 o —1. Igual se puede hacer perceptible unos
ligeros cambios en los estados mayormente localizados en el bulto. Observamos que para
ningutn valor se obtuvo una brecha de energia.
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Figura 4.28: Conductancia en el semimetal topoldgico de nudo toroidal (3,2) con m = 2.8.
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Conductancia en el Enlace Toroidal (4,2) con m = 3.2, aumentando el tamaiio de los
canales

Sabemos que para m = 3.2 el semimetal topoldgico no debe corresponder a un aislante,
por lo que para este caso propusimos un nuevo bloque con las dimensiones de canal 40 x
40 x 120 y la terminales de 40 x 40 x 2.
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Figura 4.29: Conductancia en el semimetal topoldgico de enlace toroidal (4,2) con m = 3.2. a)
Terminales de dimensiones 30 x 30 x 2. b) Terminales de dimensién 40 x 40 x 2.

En la figura (4.29), tenemos que la brecha de energia se redujo alrededor de AE ~ 2 x
1077, también notamos que el estado conductor que aparece solo corresponde a una banda
y tiene una forma cénica alrededor del punto I'. De igual forma tenemos un aumento en la
conductancia debido a la densidad de estados, vemos que a diferencia de la fase aislante,
los valores para sus operadores >g y Ps no son 1 o —1 como el caso del modelo SSH o el
nudo trébol con m = 3.2, justo porque esperamos que el modelo 7} ; no corresponda a un
aislante en m = 3.2.



5 Fases Geométricas de los Semimetales
Topologicos de Nudo

Anteriormente se discutié algunas de las propiedades de transporte electronico para se-
mimetales de nudos topoldgicos de dos bandas con modelos de red y su correspondencia
con el winding number. Ahora retomando nuestro modelo continuo, realizamos el estudio
de las fases geométricas de los nudos dados por la fase de Berry; y realizaremos una bus-
queda de semimetales topoldgicos de nudos de cuatro bandas, estos modelos deben de tener
degeneracion para calcular su matriz de rotacion de Berry.

5.1. Teoria de homotopia en los nudos toroidales.

Como sabemos la fase de Berry y la matriz de rotacion de Berry estdn definidos por ciclos, o
lo que es equivalente a lazos en el espacio de parametros A. Clasificar a los espacios a partir
de lazos cerrados corresponde con la teoria de homotopia en topologia [41]. La manera de
entender esto es dividir el espacio en zonas donde no se pueden deformar los lazos en
puntos. Tomemos como primer ejemplo el modelo SSH donde construimos un espacio
dxdy asociado con las componentes de las matrices de Pauli hermitianas, vimos que este
espacio corresponde al plano con un agujero entonces la region de los lazos correspondia
a los lazos que podian deformarse en a puntos y los lazos que no se podian deformar a un
punto.

El segundo caso es para un espacio con un Toro contenido, en este caso habrén tres
zonas de lazos, los lazos en el interior del toro que no se pueden deformar a un punto
debido a la frontera del toro, la segunda zona correspondiente a los lazos que pasan por
el centro del toro y no pueden ser deformados a un punto en el interior del toro debido a
la frontera definido en planos perpendiculares al plano de los generadores de la primera
zona y los lazos que se pueden deformar a puntos corresponderan con los lazos que no son
concéntricos al interior del toro y los lazos que se deforman en puntos para el exterior del
toro sin rodear el plano de los generadores de la zona dos, ver figura (5.1).

Entonces, es importante como se caracterizaran las fases dependiendo como sean los
lazos alrededor de los nudos. En el caso de nudos y enlaces toroidales, mencionamos que
existen lazos como estd descrito en la figura (5.2), donde para cada lazo se definen regiones.
Ademds, decimos que para el caso de los nudos solo habra un lazo generador, esto corres-
ponde con tomar un lazo muy pequefio que rodea al nudo sin tener alguna interseccion con
el nudo. Por lo que solo en caso de tener un enlace podemos proponer mds de un generador.

71
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—_— X
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Figura 5.1: Generadores del grupo de homologia del toro T2. Observamos que el generador a no
puede deformarse al centro del toro, por su parte el generador 3 son los lazos que pasan por el centro

del toro y encierran en su interior lazos ortogonales a a.

If

Figura 5.2: Generadores del grupo de homologia para el enlace toroidal 75 o, los puntos negros
representa al enlace toroidal, adicionalmente a los generadores del grupo de homologia del toro

T2, (lazos rojo y azul) proponemos generadores que encierran una componente de los enlaces,

representado por la linea negra difuminada.



CAPITULO 5. FASES GEOMETRICAS DE LOS SEMIMETALES TOPOLOGICOS DE NUDO73

5.1.1. Grupos de Cohomologia de los Nudos Toroidales.

Recordemos que la homologia de los nudos y enlaces sera distinta debido al nimero de
componentes de los enlaces, el cual corresponde al valor d = med(p, ¢). La cohomologia
de los nudos es un campo en estudio activo [42, 43], y en nuestro trabajo estd presente en
el célculo del operador Wilson loop para modelos continuos de cuatro bandas de semime-
tales topoldgicos de nudos. Los valores del Wilson loop a considerar serdn en enfoque a
los enlaces toroidales y corresponde a los lazos C; que encierra a una componente j de
un d—enlace toroidal representadas en la figura(5.3) . El cuadrado representa el conjunto
(¢., 0w € {0,271} x {0, 27} que generan al nudo y las lineas de colores representa a un j
componente de enlace.

Ademads, con este estudio del grupo de cohomologia de los nudos para las matrices
de rotacion de Berry en los semimetales topoldgicos de nudos es similar al estudio de la
holonomia en teoria de Chern-Simons en fisica de altas energias.

| L] e \ .1’1 3\

. e
/S
\ y / -
N4,

Figura 5.3: Célculo de las integrales de camino en los nudos para definir su cohomologia.
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5.2. Fases de Berry en un Semimetal topologico de nudo
de dos Bandas

Recordemos nuestro modelo continuo de dos bandas definido en la segunda seccién del
capitulo tres. Sobre ese modelo realizamos un estudio de la fase de Berry.

5.2.1. Fase de Berry para el hamiltoniano con simetria P77

Definimos nuestro modelo general de hamiltoniano continuo para un semimetal topo-
16gico de nudo con simetria P77y término de masa m, como,

H(K) = a(k)o, + (b(k) — m.)o. = ( W‘Z(%)mz _b(%g _) - ) (5.1)

Una eleccion comun de los eigenvectores unitarios asociados a este hamiltoniano son:

1 b—m,—F
v ) 652

B 1 b—m,+ FE
|W+>_¢2E<E+<b—mz>>( ) o

ahora realizamos el cdlculo de la conexion de Berry dada la ecuacion (2.81),

A, =i (0,0, ]0,),

(As)j :/. <\Ijs| aj |\Ils> ) ] - {kh k27 k3}7 b, - b — my, (54)
— : (b’—i—sE a)aj ! (b+SE>, N = \/2E(FE + sb'),
2E(E + sb')) 2E(E + sb')) a
(5.5)
iy 1 (0t + sE) O;(E(E+sl)) (b +sE
_N(b+sE a)(N( 9, )— N3 a ;
(5.6)
' , N29;(V + sE) — (b + sE)0;(E(E + sb'))
N ( V+sk a ) ( N?0,a — ad;(E(E + s1)) -7
' , E(E+ sb)o;b —V(E + sb')o; B
N4 ( VtskE a ) ( N20;a — a(E + sb')0,E — aEd;(E + sb') (5-8)
por otro lado £ = v/a? + b2, luego,
1 ,
O;E =0;Va?+b? = NN (Qaﬁja + 2b 8jb’) : (5.9)

B % (aﬁja + b/ajb,) . (510)
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(A,); =i <\1/ 19; |T,) (5.11)
, 1
N4 ( b —+ SE a >EX
E*(E+ sb')0;b' — V' (E + sb')(ad;a + b'0;b")
EN?0ja — a(E + sb')(adja+ VO;V') — aE(adja + VO;b') — saE*0;0' )~
(5.12)

E;\f‘* (SEQ(E + sb')?0;0 — sb/'(E + sb')?(adja + b 9;b) + 2aE*(E + sb')0;a
— a*(E + sV')(adja + V'O;V) — a*E(adja + b 0;b') — saQEzajb’), (5.13)

J— /.

- EN*

{(2a(a2 + V?)(E + sb') — sab/ (E + sb')? — a*(2E + sb')>8ja+

(s(a® + ) (E + sb')? — sb*(E + sb')* — b'a*(2F + sb') — saE2)8jb'] , (5.14)

;

{(ZQb'Q(E + sb') + a’sb’ — sab'(a® + 2™ + QSEb’)) d;a

" EN4
+ (SCLQ(EZ + b2+ 25EY) — b'a*(2E + sb') — saEQ) @b’} : (5.15)
=0. (5.16)

Los siguientes eigenvectores no unitarios asociado a este hamiltoniano:

b—m,—F b—m,+FE
= () ma=( ), 517

tienen como conexion de Berry:

. b +sE
(HSE 1) (—C{ ) V= b—m.. (5.19)
: a0, (¥ +35)~ (0 )0y
( b'+sE 1 ) ( 062 )’ (520)
E
_ (V' +sE) + sE) ( ) ( (ad;b — (V' + sE)d;a) + sa(ad;a + b'(?jb/)) (5:2)
—[’(ba—QES—E) ((sa2 — Bl — sE*)dja+ (E + sb’)aé’jb’), sa® — sE* = —sb”,
(5.22)
. / 2
ety (aajb’ - b’aﬂ), E+ st = st/ +5E). (525
a
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Sin embargo, se trabajara con la siguiente eleccion de eigenvectores:

a a
= (g e ) = (i ) G2

la conexion de Berry:

(Ay); =i (W] 9;|Vy), (5.25)
(asE—U>a<sEiy>, (5.26)

( a sE— )( saanjiL o, ) (5.27)
G@a—sE—UWU+&@E—M8E> (5.28)
:é(MMa—(dP—U mﬁ+«E—swm@a+y@w), (5.29)
:E(ME+aE—sd0@a+(EU—sW—ﬂE2+UEWﬁ>, (5.30)
:é(QE—wUM@a+(ﬂ%“—w2—%ﬂ%@y). (5.31)

La fase de Berry esté definida a partir de la ecuacién (2.80) como,

Mw:fﬁdf

Tomemos un camino en el plano K x Ky ,en coordenadas esféricas para los nudos toroidales
1,2 que estd definido como,

ksin§\” ., (kcos§ i 1,0\ K (M = LE%)\?
e = (M52 ) e (M) = () ()

las funciones asociados a nuestro hamiltoniano continuo son,

off) = () cospo- (W) o) = (3 ) sin,

realizamos el calculo de los nodos en estas funciones, primero consideramos,

- E\?
b(k)=<ﬁ> sinpp =0 —sinpp=0 —pp=>Mr, MeZL.

Dada nuestra integral de linea nos tomamos el circulo,

k| = /K2 + k2 = V2M
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y la parametrizacion de nuestro camino estd dado como:
V() =V2Me, ¢el0,2n] y dy=+2Mds,
sobre este camino nuestras funciones son,
a(l;:) = coS po, b(E) = sin po,

ademds, F = v/a? + b? = 1, entonces la conexién para la banda de valencia (s = —) estd
definida como,

i : —psinpé : 2 9 PCOSW)
(A_)y =i ((2 + sin pe) cos pe( o )+ (2sin po + cos” pé + 2 sin” pe) Jom
(5.32)
(A), = \/z2p_ ( — sin 2p¢ — sin? pe cos pe + sin 2p + cos po + sin? pe cos pgb)
m
(5.33)

2T
I'(y) = /'p/ cos pode = [(sin2pm —sin0) = isin2pr =0, peZ"
0

5.2.2. Hamiltoniano con distinta Simetria

Ahora proponemos el hamiltoniano continuo para un semimetal topolégico de nudo
como [12],

- o . 0 a(k) — ib(k)
H(k) =a(k)o, + bk = - - ) 5.34
R G (539
Una eleccién comun de los eigenvectores unitarios asociados a este hamiltoniano son:
1 E 1 -F
v V= — ) U, )= — . .
V=) \/§E<a+zb)’ V) \/§E(a+/,b> (5.33)

ahora realizamos el cédlculo de la conexion de berry,

Ay = (0,0 ]0,),

(As); =i (V|05 |9s),  J = {k, ko, ks} (5.36)
[ . 1 —sE
i ) 0
:N(—SE a_lb)<%(8a—|—/8b) ?&Z@E) N =+V2E, (5.38)
/Z;— b <3 a+ i0;b— ;2 (a+ ib)(adja + b@b)) (5.39)
L0ty + bOb) + bdsa — adb) — 2 (a0 + bb) (5.40)
Topz Y @ ot 1Y '

1
=5 (21(@8 a + bo;b) + bd;a — a@-b) (5.41)
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Ahora supongamos que tomamos nuestras mismas funciones,
G(E) = V2mcos pg, b(E) = V2msinpo, E = V2m

entonces,

1 .
As¢ :2E27” (2/ (a8¢a + b0¢b) + b8¢a - a8¢b) (542)

= 2\/;_m3 (2/' [2m cos pd(— sin pg) + 2m sin pe cos pP| + 2m(—psin® pp — p cos” p¢)>
(5.43)

_—p
2v2m

por lo que si queremos realizar el cdlculo de la fase de Berry,

o= [

(5.44)

= —pr, peL’

fase de Berry en el generador f3, en el cual proponemos las siguientes coordenadas;

1
k. =K., k’y:\/Q(m—pcosﬁ)—p?sinQB, k., = psinf3 M—§k‘2:pcosﬁ,

de modo que nuestra funcién queda como,

q

p
fz,w) = (k;x + 1'\/2(m — pcosB) — p?sin® B — k::%) + (psinﬁ + /'pcosﬁ) ,
de manera anéloga se propone kx =0y
2(m — peos ) — p*sin® =0 [ =0,
lo que nos lleva a proponer m = p = 1, si ahora nos tomamos = 7, entonces,
k2 =2(m — pcos ) — p*sin?B = 2(2)

lo siguiente es realizar la rotacion, 8 = 6 + 7, esto nos lleva a:
sin § = sin(@ + 5) =cosf y cosf =cos(f+ g) = —sind.

por dltimo tenemos que nuestras funciones a(k) y b(k) estén dadas como:

g p
a = (2(1 + sin ) — cos? 9) + cos ¢l = (1 + sin 9) +cosqf, b= —singl
el valor de la energia £? es,
E?=a®>+ b = (1 +sin6)* + 2cosqf(1 +sinf)? + 1

Sin embargo, dado estas transformaciones la integral no converge, debido a que se pudo
haber cometido un error al evaluar la funcion en el camino o en la transformacién de los
operadores diferenciales.
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5.3. Modelo de Cuatro Bandas para Semimetales Topol6-
gicos de Nudo

Los sistemas con hamiltonianos de bandas degeneradas y conexiones planas presentan
una nueva invariante, el operador Wilson loop. Para realizar este estudio primero realiza-
mos una busqueda de hamiltonianos con dos componentes reales en analogia de nuestras

=, -

funciones a(k) y b(k) de los modelos de dos bandas de semimetales topolégicos de nudos,
queda abierta la bisqueda de hamiltoniano con cuatro componentes reales.

5.3.1. Hamiltonianos de semimetales topolégicos de nudos con ener-
gias degeneradas

Nuestra primera propuesta de Hamiltoniano es tomar,
H(k) = a1 (k) (01 @ T0) + b(k) (02 @ )
Consideremos el siguiente cdlculo:

HE = (al(al ® o) + b0y ® 7'2)) (a,l(al ® o) + b0y ® 72)> (5.45)

=ai(oy ® 1) + 52(02 ® 72)? + a1b(o1 ® 79) (09 @ T2) + a1b(os @ ) (01 @ 79)
(5.46)

:a%(g% ® Tg) + 52(03 @ 722) + alb((0102 ® ToT2) + (0201 ® 7'27'0)> ToTo = T2Tp = T2,
(5.47)

:a%(ao X To) —+ b2(0'0 X 7'0)) =+ alb((alag & ’7'2) — (0'10'2 X 7'2)), 0109 = —09071,

(5.48)
=(af + b*)L. (5.49)

Por lo que tenemos los valores propios degenerados, que asociamos a las energias de nues-

tro hamiltoniano:
E =+4/a?+1?

El resultado del cdlculo de los eigenvectores asociados a nuestro Hamiltoniano #H son:

b ay 1 b ai 1 )
Uy) = ———=0,0,—= Us3) = - —F=—,0,—&
E{‘ 1= (5740 7) E+{’ V= e e
- ay b 1

aq b 1
\Il = \I[ = 7—7_70
[¥2) V) V2E V2E 2

T =T T = _70
V2E \V2E V2

Consideremos dos hamiltonianos de la forma:

) (5.50)
Hiz(k) = ai(k)or + b(k)os (5.51)
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Ahora proponemos hamiltonianos de 4 x 4, de las siguientes formas:

Hio 2(2) HXY(I;) &K 1o + 02 ®HXY<E) (5.52)
Hio 3(72) HXY(E> ® 10 + 03 @ Hyy (k) (5.53)
Hiza(k) =Hxz(k) @ 70 + 02 @ Hx (k) (5.54)
Hizs(k) =Hxz(k) @ 10 + 03 @ Hxz(k) (5.55)
realizando el siguiente cdlculo:
2
”H?j = {(alal + bai) ® T+ 0; ® (a1T1 + bTi):| : (5.56)

=ai(01 @ 70)* + ai(0; ® 1) + 6203 ® 70)* + b*(0; © 73)°
rat((n )o@ )+ (@ n)or @) + (oo m)o; o ) + o9 m)o o)
- alb((al ® 10)(0; @ 10) + (0: @ 10) (01 @ T0) + (0, @ T;) (0, @) + (0, @ T1)(0; ® Ti)),
(5.57)
=a3T + a1 + b1 + b1 + aF <(alaj ® 1071) + (001 ® T1T0)> + b ((O'io-j ® 107;) + (050 ® TiTO))
+ alb((alai ® Tng) —|— (Uigl ® TQT()) —|— (O'jO'j ® TZ‘T1> —|— (O'jO'j ® 7'17'1')), ’L 7& j,
(5.58)
:2(@% + bQ)]I + af ((O’lO'j ® To) - (O’lO'j ® T1)> + b2 ((O’iO'j & Ti) - (O'iO'j & Tl))
+ a1b((010i ® 79) — (010 @ 7o) + (00 @ TiT1) — (00 ® Tﬂ'l))7 (5.59)
=2(aj + b*)LL. (5.60)
El caso para eigen-energias degeneradas se da para Hxy z Yy Hxz,y, los valores correspon-

dientes son:
E = j:\/Q(a% + b?)

Ahora definimos los eigenvectores asociados a nuestro Hamiltoniano H xy, z:

5 { [0y) = (Bl 20 o1) { )
_ ‘\Ij2> (2(/b al),l,l,o) + ’\I/4>

( 2(ib— a1)2 2(ib—aq) 0 1)

2 Y

(_ (/b;al)’ 1, 1’ O)

Los eigenvectores asociados a nuestro hamiltoniano Hy 7y :
( ial a1+/b O 1)

’\IJ1> _ ( iar _ai+idb ) { ‘\1,3> a
E_ ETbla E[Zb T E ; a 5N i
{ |\P2> = (_ ll)?—bl’ E—lb’ ) ) i ‘\I’4> = (2(1—13)7 51 0)
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5.3.2. Calculo del Vector de Conexion de la Matriz de Rotacion de
Berry y de la Curvatura de Berry

Para sistemas que estdn degenerados en las bandas de valencia (£_), definimos la matriz
de conexion de Berry para la banda de valencia:

AL = (ol 218). ol = (W] (W), [9) = (0. [0} G

El cdlculo para la componente (1, 2) es:

< . b aq 1 R . . aq b 1 T
A = — 0 — |0+ 0,uy+0 — ,— , ,0
2 '<¢§E V2E ﬂE>( bt T ’“22)( V2B \RE \RE )
(5.62)
—3@(%;)@ — 3@(%)@ - 3kz(ZEl)5
L b aq _8k (—)A - ak (—)?) - 8k (—)2
(2 .y g =5 ) o\ B \E) 5.63
2 (E E ) O, (£)% + Ok, (5)7 + Or. (5)2 -3
0
_/_ . b(Eakxal - alﬁklE) i (Il(E'aklb - bﬁklE) N
2 E3 E3
b(E@kyal — a@kyE) aq (E@kyb — b@kyE) .
- £3 + 3 Y
b(E@kzal — alﬁsz) ay (E@kzb — basz) N
+ (— 5 + 5 z (5.64)
:ﬁ - <ba,%a1 - ala,%b)j; - (b@kyal - alakyb)@ - (b@kzal - alﬁkzb) z]
(5.65)

en términos de componentes podemos escribirlo como:

_ —1 1
(A12)j = @ (bﬁja — aajb) = @ (aajb — b(’?ﬂ)

realizando un célculo similar llegamos a:
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Lo siguiente son los términos en la diagonal, realizamos el célculo de la primera compo-
nente:

- b a R R (b a T
(5.66)
Oy (£)E + Ok, (27 + O ()2
b a — 0Ok, ()% — Ok, (5)9 — Or. ()2
_(E _ 0) 5 (5.67)
0
b(E@kzb — b@sz) a(E@kIa — a@sz) . b(E@kyb - b@kyE) a(E@kya — a@kyE) .
- ( £ + i3 el B3 * E3 Y
(5.68)
b(E@kzb - bé)sz) a(E@kza - a@sz) N
- ( = u 5 5 (5.69)
bop,b  adp,a a®+b? R bO, b ady,a a? + b? )
B < T T g OB )it ot (O E) )Y
(5.70)
bopb  adpa a®+b? .
( = T T (asz)>z (5.71)

(b@kzb N ady., a B l(a@kza + l)@,%Z)))i N (b@kyb N ady,a 1 (a@kya + bakyb»g

E? E? E E E? E? E E
(5.72)
+ (% + “(Zf;“ = %(—aa’%a; bakyb))z] (5.73)
=0 (5.74)
De manera andloga se obtiene: .
Ay =0

Por lo tanto, se tiene que:

_ 0 —i2(AL); A L
(A7), = ( 2(A,); / (0 1) ) = ((App)jo0 = @(aajb— baﬂ)"z

Aveces es conveniente utilizar coordenadas esféricas, para ello expresamos el vector com-
ponente de la matriz de conexién como,

R a b N a b N
(a@kb — b@ka)r + (Eagb — E@@(I)@ + <I€Sl—n(9)8¢b - ksi—n(e)@,a) qb] .
(5.75)

—

12 =

2FE?
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Ahora realizamos el calculo de la curvatura,

F=Vix A —id x A, (5.76)
realizando el calculo:
JT:n :elmnalAm - /.ElmnAlAm (577)
1 ) 1
=€1mn Ol [@ (a@mb — bama) 02] + /qmn@ (a@lb — bala) (a@mb — b@ma) 02079
(5.78)
B E20/(a0,,b — bOpa) — (adpb — b0,,a)0, B> @_{_
=€lmn E4 2
@qmn (aa,b - b81a> (aamb - bama> i (5.79)
=(V x Ap)0. (5.80)

El segundo termino de la ecuacién es cero porque es el producto de un tensor antisimétrico
por un tensor simétrico, continuando con el calculo:

F o [ E%(0,a0,,b + ad;0,,b — 91b0,a — b010ma) — (adpmb — b0,,a)0, B> o2
n —timn 4 9
(5.81)
e -(612 -+ 62)(81a8mb + a@lﬁmb - @-b@ja — b@(?]a) — (alﬁjb — baja)ai(cﬂ + b2) 2
lmn i I 9
(5.82)
_ . [(2a0,a + 2b0yb) (adb — bOa) — (a® + b*)(9,a0b + ad,0,,b — 0;b0,,a — bO,0,,a) &)
— Ilmn i 4 9
(5.83)
-2a281a8mb — 2ab8ia18ja1 + 2a1b61b8]b — 2b23ib(3ja1 - (a% + 62)(@-(118]-19 - @bﬁjal)
= — €lmn 4
) (5.84)
(CL% + 62)(a1810jb — b@iajal) 09
oL 5 (5.85)
(2@% - (I% - b2)8ia18jb + 2a1b(@ba]b - @al@jal) - (2b2 - b2 - a%)@ibﬁjal
= — €lmn 4
(5.86)
(a% + b2)(a16i(9jb — b&-@jal) 09
oL 5 (5.87)
— {(a% — b2)(81-a18jb + ﬁibﬁja;?)4—|— 2a1b(8lbﬁjb — &alajal) (588)
(CL% + 62)(a181»8jb - b@iﬁjal) g9
oL 5 (5.89)
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Nuestro ultimo resultado nos da el producto de un tensor antisimétrico por un tensor simé-
trico, lo cual nos da como resultado un cero, por lo tanto,

—

F=0

entonces, decimos que nuestro hamiltoniano tiene asociada una conexion plana.

5.3.3. Calculo Analitico del Wilson loop Alrededor de Lazos Circula-
res

A continuacién realizamos el célculo del operador Wilson loop para nuestro modelo de
semimetal topoldgico de nudos de cuatro bandas con conexion plana.

WA — Tr{pexp< 7{ AR .df)}

donde P es el operador de ordenamiento de camino

5.3.4. Generador «

Figura 5.4: Lazo circular alrededor del origen en el plano K x Ky, generador o de la homologia de
toro.

Para realizar este cdlculo consideramos la simetria radial, por lo que nos conviene ex-
presar a las funciones de los nudos toroidales en coordenadas esféricas, esto es que consi-
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deramos:

1 P 1 1 1
fz,w) =— (k sin f cos ¢ + (k sin 6 sin (;5) + — (k cosf + (M — 51@‘2)) (5.90)

NP Na
; 1 1 1
=(ksin 0)Pe’P? 4 Ne (k cosf + (M — §k2)> : (5.91)

la conexidn estd dado por la ecuacion entonces, tenemos que,
2
0

7{ AR - di'= / (AR))ordo.

para simplificar nuestro calculo vamos a considerar que estamos sobre el plano K x Ky, lo
que implica 6 = 7, ademds tomamos el caso sencillo de ¢ = 2. Finalmente, obtenemos,

ksin T\? kcosZ i 1 2 kP (M — 2k%)\?
— 2 ipd 2 - 1.2 — [ ipp ) _ 2
f(z,w) ( N ) e'P? 4+ (—N +N(M 2k: )) (Npe ) <—N )

entonces, nuestras funciones asociados a los semimetales topoldgicos de nudo de la forma

(p, 2) son:
o) = (&) cospo- (W} o) = (%) snpo

realizamos el calculo de los nodos en estas funciones, primero consideramos,

= k p
b(k):(ﬁ) sinpp =0 —sinpp=0 — pp=mn,m € Z.

Sustituyendo este resultado en la segunda condicion,

a(k) = (%)p cos pop — <@> 2 (5.92)
(5 oeme- (45)
O

B (M =3\ (kN B
=0 — N ==+ N >0 —pp=2mn,meL. (5.95)

por lo que nuestra ecuacion general de los nodos estd dado por,

(S ) - (5= - o

la cual podemos expresar como:

k\: 1,
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“(x)

y de acuerdo a la ecuaciéon , N = \/ k2 + M?2 — mk? + ik‘*. Para realizar los calculos del

r
2

1

Wilson loop los lazos no deben tocar estos puntos, a partir de la ecuacién (5.75)

. 1 k . bk Y
(.A(k))¢ :@ (k‘as(ln)e 8¢b(k) — 2 S(11’1>9 8¢a(k)) L0, (596)
B 1 k., _M2—mk2+0.25k4)(£p )
= ke 0l E) & O K(N) cos p e ()P cospé
(5.97)
k k
- ((N)p sinpab) < — () sinpqﬁ)} o2, (5.98)
1 AN kNP (M — 363\*].
—QkSiHQ[GQ(E) + b2(k)] [p(ﬁ) —pCOSpgb(N) ( N ) }l@?
(5.99)
Por otro lado el valor de la energia es:
E2(k) = a?(k) 4 b*(k), (5.100)
% M— 32\ R\
— [(N> oS pop — <TQ> ] + (N) sin? po, (5.101)

kN k\? (m—3k2\?  (m—3E2\*

ahora proponemos el siguiente lazo,

kcos® (M —ik?)
w = N + N =0

lo cual nos lleva a los siguientes resultados:
1
k,=0 1y M—§k2:0, r=/kI+kl=+v2m

sustituimos estos resultados,
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El calculo del Wilson loop estd dado como:

WA = Tr{Pexp ( /0 %(A@))ms) }

Pexp(/OQﬂ(A(/;))d,rd(b) :]1+/02ﬂ( (i ))¢rd<b+/2ﬂd¢/ AR o (AR)) 12de + ..

(5.103)
P/02 pLoa plLog
_]1+/ \/de +/ d / ( )( )2md’+...
¢ ¢ Nor ¢

(5.104)
21 p

=1+ prioy — / (5)2¢d¢11 + ... (5.105)

0

_ ( cqspw sin pw )7 (5.106)

—sinpm  cosprw
entonces, el célculo del Wilson loop nos da,
WA, = 2cos(pr) (5.107)

En el desarrollo de este célculos se observa que no se obtiene una fase no abeliana, por
lo que no es necesario al realizar el ordenamiento de camino observamos que no es nece-
sario evaluar las integrales. Es necesario a posterior realizar la bisqueda de semimetales
topoldgicos de nudos con cuatro componentes reales con conexion plana.

5.3.5. Generadores del caminos.

De manera andloga al cdlculo del modelo de dos bandas, no se haya un célculo ana-
litico para la fase de Berry en el generador 3. Por lo que es necesario realizar un calculo
aproximado para las integrales de camino.

5.4. Calculo numérico de las fases geométricas alrededor
de lazos rectangulares.

Como se observo de los resultados anteriores, evaluar analiticamente las fases geométricas
en los generadores, resulta en un trabajo de obtener coordenadas normales, realizar cam-
bios en los operadores diferenciales y los diferenciales de drea, volumen y linea para las
respectivas integrales. Por 1o que podemos trabajar con aproximaciones de las integrales,
al definir caminos que simplifiquen las integrales de camino, esto corresponde a construir
lazos rectangulares como esta en la figura (5.5).
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Figura 5.5: Lazos para la realizacién numérica del cédlculo de las fases geométricas.



6 Conclusiones

En el trabajo realizamos un procedimiento sistemdtico para identificar las implicaciones
que tiene la topologia en la teoria de bandas; sin embargo, no son claras las implicaciones
en las propiedades electronicas. En nuestro trabajo pudimos realizar estd caracterizacion
al construir dos modelos de redes cubicas, y utilizando el modelo de menor interaccion a
primeros vecinos con simetria P77y simetria de electrén hueco =. En esta red identificamos
como estd asociado la forma de un nudo y enlace toroidal al indice (winding number) y
parametro de mapeo m; en nuestra eleccion de los parametros m propuestos preservamos la
forma de los nudos en el modelo de red y el modelo continuo para la energia de Fermi, para
caracterizar la topologia de los nudos con sus propiedades electronicas. Donde definimos
semimetales topoldgicos con una energia de Fermi que se define con un nudo o enlace para
el valor de indice 1 y m ~ 3; y cuando el valor de m = 3 el indice no esta definido, esto
se traduce a que los nudos o enlaces se destruyen debido a la existencia de un punto de
interseccion que impide identificar cada uno de los lazos (circuitos) que los componen; en
el valor de indice cero tanto los nudos como los enlaces pasan a ser sélo enlaces disjuntos
por lo que el material corresponde a semimetales topoldgico de linea nodal; existe un valor
critico de m = m, para el cual pasan a ser semimetal de nodos topoldgicos debido a la
deformacioén de los lazos en puntos. Finalmente a valores mayores m > m,. es un aislante
normal debido a que tenemos brechas de energia. A excepcion del modelo de nudo trébol
en m = 2.5 que es un enlace, siendo contrario a lo que esperabamos, por eso tomamos la
caracterizacion del nudo trébol de m € [2.8, 3.2].

Otras transiciones que sufria los nudos era dado por el término de masa m., que en los
modelos de nudos y enlaces encontramos que se deformaban a nudos triviales, dando asi
semimetales topoldgicos de linea nodales.

Consideramos un modelo de red cubica para identificarlo a un semimetal topolégico de
nudo.

Cuando se rompe las condiciones de periodicidad en las direcciones de los vectores de
la red reciproca (que se traduce tener un espacio de momentos finitos), aparecen estados
de borde con velocidad de grupo cero en ciertos valores del winding number o un término
masa m,, estos estados se ubican en superficies acotadas por la proyecciéon de los nodos
en la zona de Brillouin degenerada, estos estados se denominan bandas planas (flat bands).
Cuando el winding number tiene valor 1 para estos espacios de momentos finitos, mani-
fiesta la existencia de bandas planas degeneradas. Al realizar la transicion del indice y el
término de masa se rompe con la degeneracion de las bandas planas.

En los sistemas de dispositivo de dos terminales en la direccion z, alrededor de la ener-
gia cero, hay estados de bandas planas, sin embargo estos estados no son estados de borde
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y no tienen simetrias de subred definidas, en todos los dispositivos se tiene que no hay una
conductancia definida a energia cero, a pesar de que dado el winding number, la densidad
de estados es mayor; el otro regimen son aislantes que dependiendo del tamafio de las ter-
minales se tenia una brecha de energia, a excepcion del nudo trébol que es una aislante en
el pardmetro m = 3.2.

Finalmente, dado la intensa buisqueda en hamiltonianos de cuatro bandas con energias
degeneradas y el cambio de base de los eigenvectores, no encontramos modelo de semime-
tal topoldgico de nudo o enlace toroidal que sean materiales no abelianos y se vislumbrara
la cohomologia de los enlaces toroidales. Sin embargo, el construir la topologia en estos
modelos podria motivar en seguir buscando un modelo util para estos semimetales topol6-
gicos no abelianos.

Aun cuando el modelo de red a estudiado no corresponda a una organizacion atémica
especifica, el modelo propuesto podria ser inspirador a ser realizable en redes sintéticas
basadas en cristales foténicos, acusticos o circuitos electronicos.
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