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0 Introduccion

Sabemos que al nacer no somos capaces de entender el significado de las pala-
bras como “uno”, “dos” y “tres”, a veces denominadas como palabras de conteo. Sin
embargo, se ha comprobado [17] que los bebés desde temprana edad son capaces de
“contar” sin la necesidad de comprender el significado de esta palabra. Este tipo de
investigaciones muestran que nuestro primer contacto con las matematicas se da de
manera casi inconsciente, pues nacemos con la capacidad de comparar y contar peque-
nas cantidades de objetos; accion que se vuelve fundamental en nuestra vida cotidiana.

Entonces, resulta contradictorio que sea generalmente en el nivel superior donde
se estudian cursos en los que se aborda la combinatoria, rama de las mateméticas
donde se estudia este proceso protomatemaético. Mas aiin, para que la combinatoria
a profundidad este al alcance del alumnado, habra que esperar a cursos de posgrado.

La siguiente tesis tiene como propoésito introducir al lector al mundo de la com-
binatoria analitica, area de las matematicas que segiin Philippe Flajolet y Robert
Sedgewich [§] se puede dividir en dos partes importantes: el método simbolico y el
analisis asintotico.

La primera parte se refiere a un “lenguaje” que nos permite convertir descripcio-
nes combinatorias naturales de objetos en ecuaciones sobre sus respectivas funciones
generatrices. La segunda parte (el anélisis asintotico) es necesaria para procesar las
ecuaciones obtenidas en el método simbolico y extraer sus propiedades asintoticas.
Las técnicas involucradas provienen principalmente del analisis complejo, como el es-
tudio de singularidades.

El texto desarrolla los conceptos bésicos de la enumeracion combinatoria a través
de un enfoque que gira en torno a las funciones generatrices. Nuestros principales
objetos de estudio serédn objetos que aparecen de forma recurrente en el area de las
matematicas discretas (graficas, arboles, permutaciones, etc.).

El escrito se desarrolla principalmente en 4 partes:
El capitulo 1 abarca definiciones y temas introductorios a la teoria del conteo, to-

mando como concepto principal el de biyeccion (para asi poder demostrar el principio
de biyeccion).
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El nicleo de la tesis esta conformado por los capitulos 2 y 3, en los cuales se
desarrolla el ya mencionado método simbélico, haciendo énfasis en la enumeracion
etiquetada y no etiquetada; pasando por definir una estructura combinatoria hasta
el uso de funciones generatrices ordinarias y exponenciales como una herramienta de
conteo, las cuales nos servirdn de ayuda para codificar una sucesion de nimeros como
coeficientes de una serie formal de potencias.

El capitulo 4 abarca la parte necesaria del analisis asintotico para asi poder ser
capaces de enunciar y comprender los dos resultados claves relacionados con el estudio
de singularidades de funciones complejas; cerramos el capitulo enunciando la férmula
de Stirling y su uso para dar una estimaciéon a los Nimeros de Catalan. El capitulo
5 tiene un enfoque computacional, en el cual se desarrollan implementaciones en Sa-
geMath para facilitar la extraccion de coeficientes y dar estimaciones asintoticas, en
ambos casos refiriéndose a funciones generatrices.

Finalmente, se agregan dos apéndices en los cuales se abordan los conceptos bésicos
y necesarios para la comprension del texto, uno dedicado al analisis real y funciones
generatrices, y el segundo enfocado a brindar una introduccién a SageMath.

Aunque el texto trata de ser autocontenido, es recomendable que el lector tenga
nociones bésicas en areas en las que no se hacen énfasis, tales como la teoria de
conjuntos |9], teoria de coeficientes binomiales, [6], matematicas discretas, analisis
real y analisis complejo.



1 Biyecciones

1.1. El principio de biyeccién

Desde temprana edad nos ensenan a contar haciendo uso de los niimeros naturales
(a veces llamados “numeros de contar”) y resulta un fenémeno tan trivial que somos
capaces de hacerlo usando los dedos de la mano.

Lo que en combinatoria a menudo se pretende es contar los elementos de un con-
junto, o mas formalmente, determinar su cardinal (finito). Cuando el cardinal del
conjunto es pequeno resulta sencilla nuestra tarea, pero si el cardinal es muy grande
debemos hacer uso de otro tipo de herramientas, una de estas son las biyecciones.

Para esto vamos a utilizar uno de los conceptos més importantes en la matemé-
tica moderna y contemporanea, nos referimos al concepto de funcion. La definicion
moderna de funcion suele ser complicada, una forma sencilla de visualizarla es pensar
en una maquina de dulces, la cual, al recibir una moneda es capaz de regresarnos un
caramelo. Una funcién f trabaja de forma similar, recibe un elemento de un conjun-
to X y nos regresa un elemento de un conjunto ¥ (X e Y no son necesariamente
distintos), este proceso suele denotarse como f : X — Y. Existen muchos tipos de
funciones, en este capitulo centraremos nuestra atenciéon en el nimero de elementos
de los conjuntos X e Y.

Definicién 1.1.1 (Cardinal). Sea X un conjunto conn elementos, escribimos | X| =n
y diremos que el cardinal de X es n.

Diremos que un conjunto es finito si tiene un ntmero finito de elementos. Si se
desea indagar en las sutilezas de la definicion puede consultar [9].

Definiciéon 1.1.2 (Relacion). Sean X e Y conjuntos. Un subconjunto R de X x Y,
R es una relacion de X enY si RC X xY.

Definicion 1.1.3 (Funcion). Una funcion f de X a'Y es una relacion que asocia a
cada elemento x € X exactamente un elemento f(x) € Y.

Definicién 1.1.4 (Funcion inyectiva). Una funcion f: X — Y es inyectiva si para
distintos elementos en X se asignan elementos distintos en Y. Mds precisamente, f
es inyectiva si para x1,xs € X tal que x1 # x9 entonces f(x1) # f(x2).
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Alternativamente, podemos utilizar la formulacion contrapositiva, es decir, para
cada x1, 72 € X, si f(x1) = f(x2) entonces x; = 5.

Definiciéon 1.1.5 (Funcién sobreyectiva o suprayectiva). Una funcion f: X — Y es
sobreyectiva si cada elemento y € Y estd mapeado por algin x € X. Mds precisamen-
te, f es sobreyectiva si para cada y € Y existe v € X tal que f(z) = y.

Generalmente, para probar que una funcién f : X — Y es sobreyectiva debemos
demostrar que f(X) =Y. En otras palabras, debemos demostrar que los conjuntos
f(X) e Y son iguales. Es sabido que f(X) C Y si f es una funcion bien definida, por
lo que todo lo que se debe demostrar es que Y C f(X).

Definiciéon 1.1.6 (Funcion biyectiva). Una funcion f : X — Y es biyectiva si es
myectiva y sobreyectiva.

Definiciéon 1.1.7 (Composicion de funciones). Considere las funciones f: X =Y,
g:Y — Z. Denotamos por go f : X — Z a la aplicacion sucesiva de f y g en ese
orden. Es decir (go f)(z) = g(f(x)), a dicha funcidn se le conoce como composicion
de f con g. En general la composicion de funciones no es conmutativa, es decir,

gof# /oy
Definicién 1.1.8 (Funcién inversa). Sean f : A — B y g : B — A dos funciones
tales que

flg(x)) = x ,para cada x € B,
g(f(x)) =z ,para cada x € A.

La funcion g se llama inversa de la funcion f y se denota por f=1.
Se sabe que la inversa de f existe si y solo si f es biyectiva.

Proposicion 1.1.1. Sea f : X - Y yg:Y — Z dos funciones biyectivas, definamos
h=1(gof): X — Z. Entonces, h es una funcion biyectiva.

Demostracion. Recordemos que al ser f y g biyectivas entonces son inyectivas y so-
breyectivas. Para probar la sobreyectividad de h considere que f(X) =Y, g(Y) = Z.
Por lo tanto, tenemos que:

WX) = (g0 N)(X)
={z€Z|(go f)(x) =z, para algunos = € X}
={z€ Z|g(f(z)) = 2, para algunos x € X}
={z€ 7| g(y) = z, para algunos y € f(X)}
=9(f(X))
=g(Y)
= Z,

es decir, h es sobreyectiva.

Para probar la inyectividad de h vamos a suponer que h(z) = h(z’), o bien,
g(f(z)) = g(f(2")). Por la inyectividad de f y g tenemos:

4



1.1. El principio de biyecciéon

9(f()) = g(f(a) = f(z) = f(@) = v = 2"

Por lo tanto, h es biyectiva.

En adelante para cada namero natural n vamos a denotar N,, .= {1,2,...,n}.

Teorema 1.1.1. Sean X,Y conjuntos finitos y f : X — Y wuna funcion inyectiva,
entonces | X| < Y.

Demostracion. Supongamos que X = {xy, s, ..., 2, }. Dado que f mapea de X en Y,
es claro que {f(x1), f(x2), ..., f(zn)} C Y. Ya que f es una funcién inyectiva, todos
los elementos f(x;) # f(x;) con i # j, por lo que Y contiene al menos n elementos.
Concluimos que | X| < |Y. O

Teorema 1.1.2. Sean X,Y conjuntos finitos y f : X — Y una funcion sobreyectiva,
entonces | X| > Y.

Demostracion. Sea X = {x1,za,....,x,} e Y = {y1,9o, ..., ym }. Yaque f es una funcion
sobreyectiva, entonces para cada y; existe x; tal que f(x;) = y;. Es decir, para todo
y; € Y vamos a tomar uno de los posibles elementos x; € X tal que f(z;) = y;. Como
cada z; # x; con ¢ # j , concluimos que | X| > |Y]. O

Corolario 1.1.1. Diremos que un conjunto A es finito si A es vacio o si existe algin
entero positivo n y una biyeccion

f: N, — A
Demostracion. Basta usar el los teoremas [I.1.1] y [[.1.2] O

Proposicion 1.1.2. Sean m,n dos enteros positivos con m # n, entonces no existe
una biyeccion f : N,, = N,,.

Demostracion. Ver |1, p. 122]. O

Corolario 1.1.2. Sea A un conjunto finito y no vacio. Dados m,n enteros positivos
yf:N,—Ayg:N, — A son biyecciones, entonces m = n.

Demostracion. La inversa de la funcién ¢g=! : A — N,, es biyectiva. Luego por la

proposicion podemos afirmar que la composiciéon g~ to f : N, — N,, es una
biyeccion. Lo anterior contradice la proposicion [I.1.2] a menos que m = n. ]

Ahora vamos a enunciar el principio de biyecciéon. Para tener una idea previa del
significado del principio de biyecciéon podemos ilustrarlo muy facilmente colocando los
dedos de las manos punta con punta y preguntandose el significado de dicho gesto,
uno podria pensar en la respuesta trivial “tengo cinco dedos en cada mano”, pero esto
es incompleto, lo integro es pensar que nuestra mano izquierda y derecha tienen el
mismo numero de dedos.

Teorema 1.1.3 (Principio de biyeccion). Sean A y B dos conjuntos finitos, si existe
f:A— B tal que f es biyectiva, entonces |A| = |B.
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Demostracion. Basta usar la biyectividad de f y aplicar los teoremas y[1.1.2, [

El principio de biyecciéon nos indica que si encontramos una biyeccién entre dos
conjuntos de los cuales queremos conocer su cardinalidad entonces ambos tendran el
mismo nimero de elementos. Debe quedar claro que, el principio de biyeccién cambia
el problema de contar A en uno nuevo de contar B.

1.2. Pruebas combinatorias

Generalmete en combinatoria existen dos formas de resolver y probar resultados,
la primera se conoce como pruebas de doble conteo, en las se cuales utilizan argumen-
tos de conteo para demostrar que ambos lados de una identidad cuentan los mismos
objetos, pero de diferentes maneras; la segunda forma es usar pruebas biyectivas, es
estas se muestra que existe una biyeccion entre los conjuntos de objetos contados.

A continuacién vamos a exponer dos problemas tipicos de conteo. Para solucionar
el primero haremos uso directo del teorema [1.1.3] (una prueba biyectiva), mientras
que, para dar solucion al segundo usaremos un método mas intuitivo.

1.2.1. Cardinal del conjunto potencia

A continuacién vamos a resolver el problema que consta de determinar el cardinal
del conjunto potencia de un conjunto S (denotado por P(S)). Para resolver dicho
problema vamos a establecer una biyeccion entre el conjunto potencia y el conjunto
de cadenas binarias de longitud n.

Definiciéon 1.2.1 (Conjunto potencia). El conjunto potencia S, es el conjunto cuyos
elementos son todos los subconjuntos de S. Es decir P(S) ={X | X C S}.

Definicion 1.2.2 (Cadena binaria). Una cadena binaria es una secuencia de 0's y
1"s, la cual puede ser vacia. Denotamos por B(n) al conjunto de cadenas binarias de
longitud n.

Teorema 1.2.1. Para toda n € IN se tiene que |B(n)| = 2"

Demostracion. Procediendo por induccion sobre n. Sea P(n) := |B(n)| = 2".

Sin = 0, entonces P(0) = 2° = 1, lo cual es cierto, ya que la tinica cadena binaria
de longitud 0 es la cadena vacia. Nuestra hipotesis de induccion sera afirmar que P(n)
se cumple para n € IN fija. Queda probar que P(n) implica P(n + 1).

Vamos a dividir en dos conjuntos las cadenas de longitud n + 1, las que su tltimo
digito es 1 y las que cuyo ultimo digito es 0. Observe que las cadenas de longitud
n+ 1 cuyo ultimo digito es 1, consiste en una cadena binaria arbitraria de longitud n
con sufijo 1, por tanto, la hipotesis de induccion indica que hay |B(n)| = 2™ de ellas.
Analogamente, las cadenas de longitud n + 1 cuyo tltimo digito es 0, consiste en una
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cadena binaria arbitraria de longitud n con sufijo 0, por tanto, la hipétesis de induc-
ci6n nos indica que hay |B(n)| = 2" de ellas, asi que hay exactamente 2" + 2" = 2"+1
cadenas binarias de longitud n + 1. Hemos probado que |B(n+1)| = 2", por lo que
P(n) se cumple para toda n en los naturales. ]

Teorema 1.2.2. El cardinal del conjunto potencia es 2".

Demostracion. Sea S un conjunto con cardinal n, S = {sy, Sa, ..., S}, y definimos

como el conjunto de cadenas binarias de longitud n.

Consideremos la funcion f : P(S) — B(n), definida por f(X) = bybs...b,, donde:

1, sis; € X
bi:{ S1 S

0, en otro caso

Observe que cada elemento de P(S) esta relacionado a un solo elemento del con-
junto B(n), es decir, a cada subconjunto de S se le asocia una tunica cadena binaria
de longitud n.

Note que s; € X1 & b; =1 < s; € Xy. Es decir, cada elemento de X; estd en Xy
y viceversa. Asi que para toda X1, Xy € P(S) si f(X;1) = f(X2) = bibs...b,, entonces
X7 = Xy, por lo que f es inyectiva.

Para ver que f es sobreyectiva debemos probar que para todo bbs...b, € B(n),
existe al menos un X € P(S) tal que f(X) = biby...b,. Para esto consideremos
X ={s; | bi=1,1<i<n}. Luego f(X) = bybs...b, como se pretendia.

Ya que f es biyectiva, por el teorema concluimos que |P(S)| = |B(n)| = 2".
[

1.2.2. Introduccién a los numeros de Catalan

En la literatura matemaéatica moderna nos encontramos muchas clases de nimeros,
sin duda unos de los més famosos son los llamados “Numeros de Catalan” 16|, nom-
brados asf en honor al matematico belga Eugene Charles Catalan. Estos forman una
secuencia de numeros naturales que vienen definidos por la siguiente recurrencia

2(2n — 1)
Co — 1, Cp = n——chfl'

El estudio de los Nimeros de Catalan en combinatoria es muy amplio, al punto
de que en OEIS [14] (The On-Line Encyclopedia Of Integers Sequences) la entrada
més larga y con mas informacion es la vinculada a estos |14, A000108|. En capitulos

7
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posteriores se discutirdn més apariciones de estos niimeros en el area de la combina-
toria enumerativa. Por el momento vamos a mostrar un problema clasico a modo de
presentar al lector una introduccion al estudio de estos ntimeros.

Considere una cuadricula m x n y suponga que sélo puede avanzar por los lados
de cada casilla limitando sus movimientos para arriba y a la derecha, la pregunta
es jcuantas maneras posibles hay de llegar del extremo inferior izquierdo al extremo
superior derecho?

Tome como referencia la figura la cual muestra un posible camino.

HEN

m

Figura 1.1: Un camino posible en una cuadricula com m =10 y n = 6.

Denotemos por A un movimiento hacia arriba y por D uno hacia la derecha. Asi
pues, el camino mostrado en la figura 1.1 lo podemos escribir como

DAADDDADAADDDDAD

Note que cada camino se puede escribir como una secuencia de m—D's yn—A’s,y
viceversa, por lo tanto al colocar las D's vamos a poder notar donde faltan las n A’s
restantes y podremos colocarlas en los espacios restantes. Asi que basta encontrar
cuantas formas hay de colocar m D’s en m + n espacios. Esto se refiere al nimero en
las que se pueden escoger m espacios de m + n, es decir, la solucién viene dada por

la permutacion
m-+n
)

Ahora vamos a considerar una cuadricula de n x n y dibujaremos su diagonal prin-
cipal. Nuestra nueva pregunta es jcuédntas maneras posibles hay de llegar del extremo
inferior izquierdo al extremo superior derecho sin pasar por la diagonal principal?

A los caminos que sobrepasan la diagonal principal los llamaremos caminos no
satisfactorios. Considere el cuadro azul de (n — 1) X (n — 1) como se muestra en la
figura[I.2] Observe que todo camino no satisfactorio debe cortar la diagonal principal
del cuadro azul.
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v

Figura 1.2: Camino no satisfactorio (verde fosforescente).

Ahora vamos a reflejar la parte del camino no satisfactorio como se observa en la
figura |1.3| (camino color violeta) a partir de su punto de interseccion (punto rojo).

/

/

Figura 1.3: La columna azul se agregd ya que la reflexion sale de la cuadricula original.

En la figura se puede observar que la transformaciéon siempre se encuentra en
una cuadricula (n+1) x (n—1). Ademaés, esta cuadricula no tiene ninguna restriccion.
Por lo tanto hemos encontrado una biyecciéon con el ejercicio anterior para el caso de
una cuadricula (n+41) x (n—1). Concluimos que el nimero de caminos no satisfactorios

(o) ()

Los caminos posibles que se pueden elaborar en una cuadricula de n x n son:

n+n\ (2n
n ~\n)’
Finalmente para obtener el niimero solicitado basta tomar los caminos posibles y
restar los caminos no satisfactorios:

(2:)_<nil1>:(2:)'nil- (1.1)

En n—ésimo numero de Catalan viene dado directamente en términos de la ex-

presion [I.1]







2 Estructuras combinatorias

La humanidad esté acostumbrada a buscar e identificar patrones, a esto se le co-
noce como “apofenia”. Como consecuencia abstraemos caracteristicas de un conjunto
de cosas y buscamos formar conceptos que las comprenda a todas, este proceso lleva
el nombre de “generalizar”, y en matematicas es de vital importancia lograrlo (siempre
que sea posible). Como ejemplos tenemos a los algebristas y las estructuras algebrai-
cas (grupos, anillos, campos, etc.), los estadisticos y sus distribuciones, y un concepto
moderno llamado Categorias. La Combinatoria no es la excepcion y se trabaja con
las llamadas estructuras combinatorias. A continuacion, daremos una breve descrip-
cion acerca de estas estructuras sin meternos en un desarrollo plenamente axiomatico.

Definicién 2.0.1 (Estructura combinatoria). Una estructura comb@'natom’cﬂ es un
conjunto A de objetos (la palabra “objeto” hace referencia al término de objeto com-
binath’(ﬂ), equipado de una funcion de tamano | - |4 : A — N. La estructura A se
define como A, = {a € A : |a|a=n} y cumple la condicion de finitud |A,| < co.

Es decir, una clase combinatoria es un conjunto A = {Ay, A, Az, ...}, en el que
cada A; viven los objetos de tamano i; y ademés, cada uno es finito. En otras palabras,
una clase combinatoria es un conjunto que tiene una cantidad finita de elementos de
tamano 0, de tamano 1, tamano 2, etc.

Un ejemplo de un conjunto que no es una estructura combinatoria es el siguiente:
consideremos A = Z>, definamos el tamano de n € A como el nimero de factores
primos distintos de n, asi el tamano de 2,3 y 5 serd 1, el tamano de 6 serd 2 y el
tamano de 1 es 0. Es facil ver que A no es una clase combinatoria, pues Ay = {1} es
finito, ya que 1 es el tnico entero positivo con 0 factores primos, pero observe que A;
no cumple con la condicién de finitud debido a la infinitud de los ntimeros primos.

LA lo largo del texto se considera indistinto usar el término estructura combinatoria, clase com-
binatoria o clase de estructuras.

2concepto estructurado compuesto de componentes; suelen dividirse en objetos etiquetados y no
etiquetados.
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2.1. Estructuras triviales

El término de “estructura trivial” hace referencia a que la estructura misma “tiene
poco contenido”. En esta categoria tenemos dos clases de estructuras, la atomica y la
neutral.

Definicion 2.1.1 (Estructura atomica). La estructura atdmica Z es aquella que con-
tiene un unico objeto, y este es de tamano de tamano 1.

Definicién 2.1.2 (Estructura neutral). La clase neutral £ es aquella que contiene
un unico objeto, y este es de tamano 0.

Ante estas definiciones, diremos que un dtomo es un objeto de tamano 1 y un
objeto neutral (o neutro) es un objeto de tamano 0. Como veremos, los objetos ato-
micos y los objetos neutros seran la base del método simbdlico, esto debido a que, en
el marco de esta tesis, las estructuras combinatorias se construyen directamente en
términos de clases mas simples.

Se debe recalcar que, podemos distinguir muchos tipos de objetos neutros, por
ejemplo, €1, €9, ... etc.; asi mismo, podemos identificar muchos tipos de objetos ato-
micos.

Un atomo puede usarse para describir un nodo genérico de un arbol o de una
grafica, es por eso que a los atomos se les suele denotar por {e}. A continuacion
estudiaremos dos clases de estructuras combinatorias, las etiquetadas y las no etique-
tadas.

2.2. Estructuras combinatorias no etiquetadas

Definicion 2.2.1 (Objeto no etiquetado). Un objeto no etiquetado es una clase de
objetos de isomorfismo. (Sus dtomos son no etiquetados e indistinguibles entre si).

Para dejar claro el concepto de objeto no etiquetados daremos un ejemplo:

Consideremos dos graficas G; = (V4, E1) v G = (Va, Es). Diremos que son iso-
morfas si existe una biyeccion ¢ de V; a V5, tal que para cada v, w € V}

{v,w} € Ex < {p(v), p(w)} € Ea.

En este caso llamamos a ¢ un isomorfismo de G; a Gs. Esta accion se suele deno-
tar como ¢ : G; — G, y escribimos G; = G4 para decir que “G es isomorfa a Gy”.

Note que los isomorfismos entre las estructuras son biyecciones que conservan las
relaciones clave de las estructuras que estamos mapeando. Para las graficas, nuestra
relacion clave es que los vértices son adyacentes entre si. Si esto se conserva, la es-
tructura representada es, para todos los efectos, la misma.

Veamos que la relacion “es isomorfa a” es una relaciéon de equivalencia:

12



2.2. Estructuras combinatorias no etiquetadas

» Reflexiva: Para toda grafica GG se cumple que G = G, ya que ¢ es una biyeccion.

= Simétrica: Para cualesquiera graficas G y G se tiene que G; = Gy < G = G.
Ya que toda biyeccion tiene una funcién inversa la cual también es biyecti-
va, y como {v,w} € Ey & {p(v),p(w)} € E,, esto va a ser equivalente a
{7 v), o7 (w)} € Ey & {v,w} € Es.

» Transitiva: Se tiene que, para cualesquiera graficas G1,Gs v G3, con los iso-
morfismos ¢; : G1 — Go y @s : Gy — (3, la composicion ¢, 0 ¢ : G; — G3 es
una biyeccion, y

{v,w} € E1 & {p1(v), ¢1(w)} € By & {@a(p1(v)), p2(¢1(w))} € Es.

Entonces G; = G3.

Cuando los elementos de un conjunto dado tienen una relaciéon de equivalencia
definida entre ellos entonces se puede realizar el cociente del conjunto en clases de
equivalencia (en nuestro caso, clases de isomorfismo). De manera formal, dado un

Y

conjunto G y una relaciéon de equivalencia = en G, la clase de equivalencia de un
elemento a € G es el conjunto

{reG|x=a}.

de elementos que son equivalentes (isomorfos) a a.

El ejemplo mas facil de representar es el dado por el conjunto de graficas de 3
vértices.

Figura 2.1: Existen 4 graficas no etiquetadas de 3 vértices.

Cada grafica sin etiquetar es una representaciéon de una clase de isomorfismo di-
ferente.

Definicién 2.2.2 (Estructura combinatoria no etiquetada). Sea A una estructura
combinatoria, diremos que es no etiquetada si estd formada por objetos no etiquetados.

Generalmente, contar objetos no etiquetados resulta dificil, en el caso de las gra-
ficas es un problema abierto, los avances méas recientes se remontan al 2015, con
un algoritmo propuesto por Lészlo Babai, el cual es un algoritmo de tiempo cuasi-
polinomial, dicho algoritmo tiene un tiempo de ejecucion de 2°0°6™° para algunas
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constantes c¢. Tiempo después, Harald Helfgott encontré un error en el desarrollo
del algoritmo de Babai. Gracias a la observacién de Helfgott en 2017, Babai hizo la
correccion correspondiente. A su vez, Helfgott afirmé que se puede tomar ¢ = 3, asi
el tiempo de ejecucion es 90(logn)? y este es el mejor tiempo de ejecucion conocido a
dia de hoy.

2.2.1. Propiedades de las estructuras no etiquetadas

A continuacién vamos a enunciar algunas “operaciones” admisibles entre clases de
estructuras no etiquetadas. Nuestro enfoque se basa en construir una nueva clase a
partir de clases ya existentes y, al mismo tiempo, traducir la informaciéon. Primero
veamos cuando dos clases son equivalentes.

Definicion 2.2.3 (Equivalencia de clases no etiquetadas). Dos clases A y B no
etiquetadas son numéricamente equivalentes si |A| = |B|. La equivalencia entre dos
clases la denotaremos por A = B.

Ahora que es claro cuando dos clases son equivalentes, podemos comenzar a definir
las operaciones clésicas entre clases no etiquetadas.

Definicién 2.2.4 (Unién disjunta). Sean A y B dos estructuras combinatorias no
etiquetadas y disjuntas. Escribimos C = A+ B si la estructura C se define como
C = AW B. Es decir, la estructura C contiene todos los objetos de A y B y estos
mantienen su tamano. Asi, el tamano de los objetos v € C viene dado por:

h/lC _ h/l.Aa si v E A
|’7|Ba s1 S B.

El motivo principal para solicitar que las clases de estructuras sean disjuntas es,
principalmente, que la funcién de tamano sea consistente en A y B; es decir, que dado
un objeto que este en ambas clases de estructuras (o € Ay o € B) evitar que pase
algo como |a|4 # |«|s. Habra casos particulares en los que a pesar de que la union
no sea disjunta, la funciéon de tamano mantendra la consistencia; un ejemplo es el
siguiente. Considere las siguientes clases de estructuras:

M={e. 1.}, L}

T={oe S o T )

Donde M es la clase que correspondiente a los arboles de Motzquin (ver seccion
5.1.2) y la clase T a los arboles planos con raiz y n nodos internos (ver seccion 3.4).
Ya que M no tiene elementos de tamano 0, entonces, |®|r = | o |7 = 1 (la funcion de
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tamano es consistente), por lo que, en este caso es posible definir la clase de estructura

C=M+T (donde C,, = M,, + T,) y obtenemos

C=mrT={o.0 0 D0 ], A e AT L)

Definicion 2.2.5 (Producto no etiquetado). Sean A y B dos estructuras no etique-
tadas, definimos el producto no etiquetado como

C=AxB={(a,p)|acApBeB).

Ademds el tamano del par vy = («, ) esta definido por |y|c = |(a, B)| = |a|a+]|5]5-

Por ejemplo, retomando las clases de estructuras M y T, el producto M x T
parcialmente se puede ver de la siguiente manera:

MxT={(e:a) (e00) 5 (0 D)5 (o000) 5 (00532) 5 (0055
o) (o) () (Te) s (1) 5 (10
(1) (LR (oo ) (D) (1 52m)

=

)

7o)

)

)

)

)
o) (o) (An) s (Pale) s (A ) (A
(M) (A=) (A5 (o) (10) (3
() (o) (B (o) (1) (1

)

)

Definicién 2.2.6 (Potencias de Clases). Sea A una clase de estructuras no etique-
tada. Para definir las potencias de A vamos a iterar la cosntruccion de su producto.
Es decir, A' == A. Para toda k > 1 se tiene A1 = A x A*. Para cada j,k € N la
equivalencia A7 x AF = AItF se mantiene.

Por ejemplo, la clase M? se puede ver parcialmente asi
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Definicion 2.2.7 (Marcar). Sea A una clase no etiquetada, definimos la claseC = ©.A
como la clase que se obtiene marcando un dtomo en cada objeto de todas las formas
posibles.

Un ejemplo de la acciéon marcar es:

A ={01,10,11,010, 011, 101, ...}
©A = {01,01,10,10,11,11, 010,010,010, ... }.

Definicién 2.2.8 (Sucesion ). Una k—sucesion de objetos de una estructura combina-
toria A, no etiquetada es un elemento de A*. En particular, la 0—secuencia contiene
solo un objeto neutral (de tamano 0). Una secuencia de objetos es, entonces, la union
disjunta de k—secuencias

Seq(A) = H—J A
k>0
O bien, Seq(A) ={e}+ A+ (AxA) + (AxAxA) + ...

Vale la pena especificar que al definir B = Seq(.A) la estructura A no debe conte-
ner objetos de tamano 0, pues de ser asi habra casos en los que | A4y| = oo (basta ver
el caso Seq(€)), contradiciendo la definicion de estructura combinatoria. Sin embargo
B tendra un objeto de tamano 0.

Como ejemplo, consideremos la estructura atomica Z = {e} (ver la definicién
2.1.1)), y definamos la estructura Z = Seq(Z); entonces la estructura Z se puede ver
como

Z=1{c,0 00 000 ocee .}

A menudo buscamos restringir a ciertas longitudes la construccion Seq(.A), para
esto, existe una serie de modificaciones de dicha construccién

Seq_;(A) : Sucesiones de longitud exactamente igual a k.
Seq<y(A) : Sucesiones de longitud como méximo igual a .

Seqs(A) : Sucesiones de longitud al menos igual a k.

2.3. Estructuras combinatorias etiquetadas

Ya hemos definido estructuras para objetos no etiquetados, ahora es el turno de
los objetos etiquetados.

Definiciéon 2.3.1 (Objeto etiquetado). Un objeto etiquetado es aquel que tiene cada
uno de sus dtomos etiquetado por un nimero entero distinto. Si existe una biyeccion
entre los dtomos del objeto y el conjunto N,, se dice que el objeto estd bien etiquetado;
en caso contrario, si las etiquetas de los dtomos son un subconjunto (distinto de N, )
de Z>q, entonces diremos que el objeto estd débilmente etiquetado.
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2.3. Estructuras combinatorias etiquetadas

En la figura ilustramos que existen 4 graficas no etiquetadas de 3 vértices;
ahora para aclarar la diferencia entre objetos etiquetados y no etiquetados la figura
muestra las cantidad de graficas etiquetadas que hay de 3 vértices:

1 1 1 1
[ ]
[ ] [ ] / [ ] /\ [ ]
2 3 9 3 2 3 2 3
1
1 1 ol
2 3 2 3 2 3 2 3

Figura 2.2: Existen 8 graficas etiquetadas de 3 vértices.

Generalmente, hay més objetos etiquetados que no etiquetados.

Definicion 2.3.2 (Estructuras combinatorias etiquetadas). Sea A una estructura
combinatoria, diremos que es etiquetada si estd asociada a un conjunto finito X de-
notado, por Ax (también finito), tal que cumple con las siguientes condiciones (con-
sidere a los conjuntos X eY conjuntos finitos):

» $i X £Y, entonces Ax N Ay = 0.

» 51 X eY son conjuntos tales que | X| = |Y|, entonces |Ax| = |Ay|.

Esta definicion, generalmente, suele no ser clara en la primer lectura, veamos un
ejemplo de forma analitica: la clase P de permutaciones, consideramos el conjunto de
todas las permutaciones de X como Pyx. La primera condiciéon de la definicion 2.3.2]
es casi inmediata, pues al tomar los conjuntos X e Y, tales que X # Y, entonces
estos van a diferir en al menos un elemento, y sera por ese elemento que Px NPy = (;
para la segunda condiciéon veamos que una permutacion de X es una biyeccion de-
finida por ¢ : X — X. Si |X| = n entonces f : X — N, es una biyeccion (por el
principio de biyeccion visto en el capitulo 1). Definamos la funcion « : Py, — Px
por a(o) == fooo f~1 Tenemos que la funcién a(o) es una biyeccion de N,, a N,,.
La funcién inversa 3 : Px — Py, esta definida por 8(7) = f~!o 7o f para toda
7 € P,. Como « y [ son biyecciones mutuamente inversas entre Px y Py, . Por lo
tanto, |Px| = |Pn,|.

Darse cuenta que una estructura es etiquetada es maés fécil de forma visual, es por
eso que en adelante trabajaremos de esta forma (con gréficas y objetos visuales).
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2.3.1. Propiedades de las estructuras etiquetadas

Por comodidad de notacién omitiremos escribir “Ax” para referirnos a una es-
tructura etiquetada y simplemente lo haremos con palabras (A es una estructura
etiquetada).

Ahora, enunciaremos las propiedades més importantes relacionadas con estructu-
ras combinatorias etiquetadas.

Esta vez, para construir nuestros ejemplos vamos a considerar las dos siguientes
clases de estructuras etiquetadas

c_{Ql,Cj, IoN }

a-{orl i}

donde la clase de estructuras C pertenece a la clase de las permutaciones ciclicas donde
no importa el sentido horario; hacemos esta restricciéon para simplificar la estructura,

pues en este Caso,
1 1
S
4 4

esto reduce la cantidad de elementos en nuestra clase C; y la clase de estructuras A
corresponde a la clase de arboles etiquetados.

Primero, tratemos el caso de la unién disjunta, la cual se comporta del mismo
modo que el caso no etiquetado (ver definicion [2.2.4]). Nuestro ejemplo quedaria

cra={ae. 1. LR )

Donde debemos tener mas cuidado es en la definiciéon del producto no etiquetado.
Recordemos que el elemento (a, 5) € A x B debe tener tamano |a| + ||, es decir, el
producto debe etiquetarse con los nameros {1,2, ..., |a|+|5|}. Para lograrlo, debemos
modificar las etiquetas, si no hacemos esto las etiquetas se van a repetir y “correrdn”
tnicamente hasta méx{|«/|, |5|}. Para solucionar este problema vamos a introducir el
termino “reetiquetado”. Dado un objeto combinatorio «, denotaremos su reetiquetado
por o' y este se obtiene aplicando a sus etiquetas una funcion creciente de Z>q a Z>.
Podemos hacer esto formalmente usando las siguientes dos operaciones:
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1. Reduccion: Para una estructura débilmente etiquetada de tamano n, esta ope-
racion reduce sus etiquetas al intervalo estandar {1,2, ..., n} manteniendo fijo el
orden relativo. Por ejemplo, {4,6,1,9} pasa a ser {2,3,1,4}. Esta operacion se
denota por p(«).

2. Expansion: Sea e : Z>o — Z>( cualquier funcién estrictamente creciente.
Entonces, la expansion de un objeto a (el objeto debe estar bien etiquetado)
por e se denota por e(a) y da como resultado un objeto débilmente etiquetado
en el que la etiqueta j se reemplaza por e(j). Por ejemplo, {2,3,1,4} se puede

expandir a {7,10,2,88} 6 {3,9,1,20}, etc.

Ahora, dados dos objetos o € Ay 3 € B, su producto etiquetado se denota por ax f3.
Y este sera un conjunto de pares bien etiquetados (o, ').

A modo de ejemplo consideremos los dos graficos conectados oy 3, los cuales se
pueden reetiquetar en muchas formas diferentes. En nuestro ejemplo hemos elegido las

etiquetas {2, 4,5} para reetiquetar nuestro primer objeto a. Ya decididas las etiquetas
para a en v = («, ), las etiquetas originales de o y § determinan el resto

A. u Ao e (UL

5" 3 6
’Y mal ethuetado “Y bien etiquetado

Figura 2.3: Ejemplo de un reetiquetado.

Por lo tanto, definimos el producto etiquetado de dos objetos como:

ax f=A{(, ), pla') = a,p(6) = B},

El producto etiquetado a x 8 de dos elementos «, [ de tamano nq, n, respectiva-
mente es un conjunto cuya cardinalidad se expresa con n = n; + ns, como:

n1 + Ng . n
ni,ny ) \m/)’

Un ejemplo especifico de lo anterior es el siguiente:

Q=D @D (@D (D (0D . (0D

Note que cada par ordenado del producto esta bien etiquetado.
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Definicion 2.3.3 (Producto etiquetado). Sean A y B dos estructuras combinato-
rias etiquetadas. El producto etiquetado A x B se obtiene formando todos los pares
ordenados a partir de A x B y calculando todos los posibles reetiquetados. Es decir:

AxB= ] (axp).

acA,BeB

Ademas, cuando C = Ax B las secuencias de conteo satisfacen la siguiente relacion

el= X (s = X ()b e

|| +|8|=n ni+ns=n

Note que el producto | A,,||B,,| nos da un seguimiento de todas las posibilidades
de los elementos de A y B; el coeficiente binomial nos ayuda a contar el ntiimero de
los posibles reetiquetados.

Lo anterior nos dice que, dadas las clases de estructuras A, B y C, entonces las
clases (AxB)xC y Ax(B*C) no son iguales, pero si equivalentes debido a la siguiente
biyeccion:

f:((AxB)*C) — (Ax (B*(C))
(e, 8),7) = (@, (B,7)).

Para dar un buen ejemplo del producto etiquetado de clases de estructuras, pri-
mero retomemos las clases etiquetadas C de ciclos y A de arboles etiquetados (ya
mencionadas al inicio de este capitulo), y note que

Cl:{Ql} “41:{;}
(o) St

c-{G}  a-{p

2 1

w 00—

v}

N 00—
w
w 00 v

Por lo que
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2.3. Estructuras combinatorias etiquetadas

et ={ (0. 1):(Q 1)5 (@ 1)}

e =4 (Q012)(Q. 1) (8@ 1) (@ 8): (00 8):
Q8D (@QE)@Q () (@) (8)}

o= { () () (00}

e ={ (1) (G1) (1) ()5 (G 1) (1)}

o= { (Q4) (O3 (Q 1) (1) (QF) () (O8)
G Q) Q) () (QH) (G4 (G),
) () (QH)(Q ) (8 ()}

Finalmente,
C*A = Cl*.Al UCl*Ag Ucl*A;;U...UCQ*Al UCQ*AQUCQ*AgU...UCg*Al UCg*AQU...

Para finalizar el tema del producto etiquetado usemos la férmula para calcular
el nimero de elementos de tamano 4 en la clase C x A. Asi

0+4 1+3 242 4+0 3+1
0 ag - by + 1 ap - by + 9 az - by + 0 ag - by + 1 ag- by =

:4'a1-b3—|—6-a2~b2—|—4~a3~b1:12+6+4:22:](C*A)4|.

ex = () () (@@ 1) (@) 3),
QENQENQ Q) (QE)QR)
e

o.wm—-

CO[\DH

)
(0 (QEHE (G0 1)
)> (Choe)s (chon)s (hon)}

1
3
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Otra construccion que se comporta igual entre objetos etiquetados y objetos no
etiquetados es la sucesion (definicion ; por ejemplo, la estructura etiquetada
Seq5(Z2) se forma al igual que el caso no etiquetado pero considerando sus posibles
reetfquetas:

Seq<3(Z2) = &£ ° (I ) o 0o 0
1 1 2 1 2 3
o o o 0o o

2 1 1 3 2
o o 0

2 1 3

e 0o o

2 3 1

o o o

3 1 2

o o o

3 2 1

Asi, para una estructura etiquetada C definimos la clase combinatoria etiquetada
de sucesiones de longitud £ como

Seq,(C) =C*C...xC,

k veces

con k > 1y Seqy(C) = £. Ademas, si Cy = () entonces la clase combinatoria de
sucesiones de cualquier longitud de elementos de la clase etiquetada C se define de
manera anéloga a la definicion (Seq(C) =e+C+ (CxC)+ (CxC*C) +...).
Algunas construcciones que funcionan especificamente con objetos etiquetados son la
nombradas “conjunto” y “ciclo”.

Definicién 2.3.4 (Conjunto). Sea A una estructura etiquetada sin objeto neutral.
Definimos la estructura C = Set(A) como la estructura formada por todos los subcon-
juntos finitos cuyos elementos son objetos de A,

C={{ay,.,ar} | k>0, a; € A}.

La definicion nos invita a introducir el concepto de “conjunto de k£ compo-
nentes”:

Sety(B) = {Conjuntos con k elementos de B}.
La clase Sety(B) se define formalmente como:
Set(B) = Seqy(B)/ ~s.
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2.3. Estructuras combinatorias etiquetadas

Aqui ~¢ es la relacion de equivalencia, donde (f1, ..., Br) ~gs (B1, ..., B)) si y solo
si existe una permutacion o tal que Sy = ;.

Note que la razén de cardinalidad es:

Setx(B)] 1

[Sear(B)| k!

Por lo tanto,

Set(B) = | J Sety(B).

k>0
De manera explicita, consideremos los siguientes dos objetos
L=1,23 R=231.

Si a los objetos L y R los consideramos como dos sucesiones de niimeros enteros
entonces {L, } # {R,}, ahora bien, si los objetos L y R son considerados conjuntos
entonces L. = R. Justamente lo que hace la relacion de equivalencia ~g es tomar
elementos de Seq y tratarlos como conjuntos, es decir, dadas dos sucesiones tales que
una es una permutacion de otra, entonces considerarlas como iguales; asi, si tomamos
la construccion etiquetada

Seqs;(Z) = ({1,2,3},{1,3,2},{2,3,1},{2,1,3},{3,2,1},{3,1,2}),

ya que cada uno de estas 6 sucesiones es permutaciéon de otra, entonces ~g va a tomar
a una como representante de todas, por lo que Set3(Z) = {1, 2, 3}

Definicién 2.3.5 (Ciclo). Sea A una estructura etiquetada sin objeto neutral. De-
finimos la estructura C = Cyc(A) como la clase de todos los ciclos no vacios cuyos
elementos son objetos de A,

C = {<C¥1, ...,Oék> | k>0, a; € .A}
Donde (ay, ..., ) denota un ciclo de longitud k y tamano |oq| + ... + |yl

Una vez més, al igual que con la operacion Set podemos definir el siguiente con-
junto:

Cyc,(B) = {Ciclos con k elementos de B}
La clase Cycy(B) se define formalmente como:
Cyc(B) = Seqi(B)/ ~c-

Aqui ~¢ denota la relacion de equivalencia donde (B, ..., Bx) ~c (81, ..., ;) sty
solo si existe una permutacion ciclica 7 tal que B, = 3.
Note que la razon de cardinalidad es:
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Cyer(B)] _ 1

[Seq,(B)| &’

Por lo tanto

Cyc(B) = U Cyc,(B).

k>0

Podemos pensar a los objetos de Cyc como circulos a los cuales se les da una
orientacic’)nﬁ Consideremos la construccion etiquetada Seq,(Z), la cual se conforma
de los siguientes 16 elementos:

Sequ(Z) = ({1,2,4,3},{1,2,3,4},{1,3,2,4},{1,3,4,2},{1,4,2,3},{1,4, 3,2},
{2,1,3,4},{2,1,4,3},{2,3,1,4},{2,3,4,1},{2,4,1,3},{2,4, 3,1}
{3,1,2,4},{3,1,4,2},{3,2,1,4},{3,2,4,1},{3,4,1,2},{3,4,2, 1},
{4,2,3,1},{4,2,1,3},{4,3,1,2},{4,3,2,1},{4,1,2,3},{4,1, 3, 2}).

Ya que la relacion de equivalencia ~¢ considera dos elementos como iguales si una

es una permutacion ciclica de la otra (por ejemplo {2,1,3,4} ~¢ {1,3,4,2}) y toma

una como representante de la clase; entonces, Cyc,(Z) se conforma de los siguientes
6 ciclos

|
<
4
e
4
2.4. Admisibilidad

Debemos tener claro que nuestro objetivo es enumerar estructuras combinatorias.
Para lograr esto vamos a descomponer la estructura a enumerar en estructuras mas

3]a cantidad de ciclos de tamafio n con orientacion es (n—1)!, cuando no se considera la orientacion
es (n—1)!/2.
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2.4. Admisibilidad

pequenas, pueden ser en estructuras del mismo tipo o mas simples y de esta descom-
posicion se suele extraer una relacion de recurrencia. En ocasiones, estas recurrencias
pueden resolverse de manera directa haciendo uso de funciones generatrices. Espe-
cificamente, nos basaremos en las llamadas construcciones admisibles, las cuales nos
permitiran traducir las estructuras combinatorias a funciones generatrices.

Definicion 2.4.1 (Construcciones admisibles). Un operador combinatorio sobre cla-
ses de estructuras combinatorias se dice admisible si al asociar una nueva clase
C = ®(Ay,...Aj) esto implica que existe algin operador ¥ sobre funciones genera-

trices tal que C(x) = V(A (z), ..., Aj(x)).

Definicion 2.4.2 (Estructura admisible). Una clase de estructuras se llama admisible
st cumple con al menos una de las siguientes condiciones:

1. Contiene un solo objeto neutral.
2. Contiene un solo objeto atomico.

3. Se puede especificar mediante la aplicacion de operadores admisibles.

Ejemplos de construcciones admisibles son las estudiadas en el presente capitulo:
Unién disjunta, productos, sucesiones, conjuntos, ciclos, etc.
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3 Funciones generatrices

En [18] se menciona que “una funcién generatriz es un tendedero en el que colga-
mos una sucesion de nimeros para mostrar”. Ahora bien, una definicion mas precisa
es decir que una funcién generatriz es “una serie de potencias, la cual nos da informa-
cion sobre una sucesion determinada”. A continuacién abordaremos de manera formal
y directa el tema de funciones generatrices, junto con sus principales aplicaciones en
combinatoria y el método simbolico.

En el capitulo 2 describimos dos tipos principales de estructuras combinatorias,
las etiquetadas y las no etiquetadas, ademas mencionamos que sus construcciones
admisibles (union disjunta, producto, conjunto, etc.) siempre tendran asociada una
funcién generatriz. El proposito del presente capitulo es, precisamente, asociar a cada
construccion admisible su respectiva funciéon generatriz.

La forma en que las funciones generatrices nos van a ayudar es la siguiente: dada la
clase de estructuras A, si logramos asociarle una funcion generatriz A(z) (A — A(x))
de la fomra Zf;o a,x" = agr® + a1zt + asx? + ...; va a resultar que en la estructura A
habra ag objetos de tamano 0, a; objetos de tamano 1, ay objetos de tamano 2, etc.

3.1. Preliminares

Como dijimos, una funcién generatriz es una serie de potencias que nos da infor-
macién de una sucesion especifica, por lo que, primero debemos recordar los conceptos
de sucesion y serie de potencias (conceptos estudiados principalmente en cursos de
célculo y analisis matematico).

Definicién 3.1.1 (Sucesion). Sea X un conjunto no vacio, una sucesion en X es
una funcion f: N — IN. Si f(n) = z,, decimos que z, es el n—ésimo término de la
SUCESLON..

Normalmente, para denotar una sucesion se escribe {z,}°°, o simplemente {z,}.

Definicion 3.1.2 (Serie). Sea {z,}22, una sucesion. Para cada n € N definimos :
S, = sz =21+ 29+ .2,
k=1
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Capitulo 3 | Funciones generatrices

A la sucesion {Sy}n>1 se le conoce como sucesion de sumas parciales y al limite
como la serie infinita generada por la sucesion {z,}22, y se denota por > " | z,.

Definicién 3.1.3 (Serie de potencias). Recibe el nombre de serie de potencia toda
serie de la forma :

o0
E an?’.

n=0

Una funcién generatriz serda una serie de potencias con una pequena diferencia a
las ya conocidadl] en el sentido de que en una funcién generatriz generalmente con-
sideramos a z como un marcador de posicién y no como un numero, lo que provoca
que ignoremos el problema de convergencia.

Vale la pena recalcar que, asi como tenemos dos tipos importantes de estructuras
combinatorias también tenemos dos tipos principales de funciones generatrices, las
ordinarias y las exponenciales. Las funciones generatrices ordinarias le corresponden
a las clases de estructuras no etiquetadas y las funciones generatrices exponenciales
a las clases de estructuras etiquetadas.

3.2. Funciones generatrices ordinarias

Definicion 3.2.1 (Funcion generatriz ordinaria). Sea A una clase de estructuras
no etiquetada. Es posible tomar la sucesion |Ay,|, n € N, para formar la serie de
potencias:

i Ay, 2" = 2 (3.1)
n=0 acA

A la ecuacion[3.1] se le conoce como funcidén generatriz ordinaria asociada a A.

Por fines de notacion, dada una clase no etiquetada A, a su funcién generatriz
ordinaria asociada la escribiremos como:

A(z) = i 2" = Z 2o,
n=0 acA

donde «,, es el nimero de objetos de tamano n de la clase A.

Por definicion, la funcion generatriz de la clase neutral £ es E(z) = 1 y la funcion
generatriz de de la clase atomica Z es Z(z) = z.

Teorema 3.2.1. Sean A y B clases de estructuras no etiquetadas y disjuntas, enton-
ces la funcion generatriz de la union disjunta C = AW B es A(z) + B(z) = C(z).

1

nos referimos principalmente a las series de Taylor y series de Maclaurin, estudiadas en cursos
de calculo y ecuaciones diferenciales.
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3.2. Funciones generatrices ordinarias

Demostracion. Tenemos:

Clz) =) 2= "zl "2l = A(2) + B(2).

aeC acA aeB

]

Teorema 3.2.2. Sean A y B clases de estructuras no etiquetadas, y sea la clase C
definida por C = A x B. Entonces la funcion generatriz de C es C(z) = A(z) - B(2).

Demostracion. Tenemos

C(z) = Z SB) szwwg — Z Slala, I8ls —

a,BEAXB acA acA
peB BEB
<Z Z|a|A> ) (ZZWlB) _ A(Z) . B(Z)
acA BeB

]

Teorema 3.2.3. Sea A una clase no etiquetada. Entonces la funcion generatriz de
las k—sucesiones (potencias) de A es A*(z)

Demostracion. Recordemos que, dada una clase no etiquetada A, entonces:

AF =AXAx.. x A

k—veces

Por lo tanto:

A(2) - A(z) ... - Az) = AR(2).

N J/
-

k—veces

]

Teorema 3.2.4. Sea A una clase no etiquetada y sea C la clase definida por C = ©A.
Entonces la funcion generatriz de C es zA'(z).

Demostracion. Note que la clase C tiene na,, objetos de tamano n, esto nos da:

C(z) = Z a2l = 2 A'(2).

acA
]

Teorema 3.2.5. Sea A una clase de estructuras no etiquetada y sea la clase C definida
por C = Seq(A). Entonces la funcion generatriz de C viene dada por

1

C(z) = 1——A(z)

Demostracion. Primero escribimos:
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Capitulo 3 | Funciones generatrices

C={e}+A+UXA)+AxAXxA)+..={c}+AxC.
Esto nos da:
Clz) =1+ A(z) + A%(2) + A3(2) + ... = 1 + A(z) - C(2).
Es decir, C(z) = 1+ A(z)-C(z). Basta resolver la ecuacion funcional y obtenemos:

1

C(z) = =A%)

]

Las funciones generatrices ordinarias son de gran utilidad para contar objetos no
etiquetados, esto se debe principalmente a que el producto de funciones generatri-
ces ordinarias corresponde exactamente al producto de estructuras combinatorias no
etiquetadas.

3.3. Funciones generatrices exponenciales

Es el turno de las funciones generatrices exponenciales. Deben su nombre a que
la funcion exponencial se puede escribir como [15] e* = > 7 /2" /n!, término que es
similar a lo que es una funcién generatriz exponencial (definicion [3.3.1)).

Estas funciones se relacionan directamente con las estructuras no etiquetadas y
existen dos principales razones para esto: la primera es que podemos permutar sus
etiquetas en n! maneras (siempre que no haya restricciones). Por ejemplo, el nimero de
conjuntos etiquetados con n elementos y n etiquetas es a,, = n!, al tomar su funcién
generatriz ordinaria obtenemos ) 2 nlz", la cual tiene un radio de convergencia
igual a 0; incluso en el marco combinatorio (donde no nos interesa la convergencia)
es claro que no se puede trabajar. La segunda razon es que el producto de funciones
generatrices exponenciales corresponde al producto etiquetado.

Definiciéon 3.3.1 (Funcién generatriz exponencial). Sea A una clase de estructuras
etiquetada y |Ap,|, n € N una sucesion. A la serie de potencias

|AN’VL|_ - ‘
Z n! Z laf!
n=0 acA
se le conoce como funcion generatriz exponencial asociada a A.

Una vez mas, por fines de notaciéon escribiremos

& n ||
A(z) = ;an% = |Za—||

acA

Teorema 3.3.1. Sean A y B clases de estructuras etiquetadas y disjuntas, entonces
la funcion generatriz de la union disjunta C = AW B es A(z) + B(z) = C(z2).
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3.3. Funciones generatrices exponenciales

Demostracion. Tenemos:

Z\ o z| o el
C(z *Z Z Z ]a|' z) + B(z).

aGC

O

Teorema 3.3.2. Sean A y B estructuras etiquetadas, y sea la estructura C definida
por C = Ax B, entonces la funcion generatriz exponencial de C es C'(z) = A(z) - B(2).

Demostracion. Tenemos

_ ol + 181\ A (laf + 8! el 2
c(z)—z< o )(Ioz|+|5|)!_Z la|l- 18] (Ja| + |8])!

acA acA
BeB BEB
|l 18l vl
z z z
| Z l
(aeA ) (,BGB |5|> ~ec |7|

]

Teorema 3.3.3. Sea A una estructura etiquetada y A(z) su funcion generatriz. De-
finamos C como la estructura C = Set(A). Entonces la funcion generatriz de C es

C(z) = exp(A(2)).

Demostracion. Recordemos que, por la definiciéon 2.3.4 podemos escribir

= Set(A U Sety(A) = U Seq,(B)

k>0 £>0

Vale la pena recordar que ~g es la relacion de equivalencia, donde (S, ..., Bx) ~g
(B1, ..., B;) si y solo si existe una permutacion o tal que B,; = ;. Esto significa
que comenzamos con el conjunto de k—sucesiones, e identificamos dos sucesiones
cualesquiera si difieren en su orden pero contienen los mismos objetos. Luego, cada
k—sucesion se identifica con k! sucesiones (al ser k! permutaciones de tamano k). Lo
anterior nos permite escribir:

C={e} + (A =) + (A ~5) + (A/ =) + .+ (AT 5) +
Que tendra como funcién generatriz exponencial

A%(z A3(z AF(z
2(!> 3<!>+"‘ %

Clz) =1+ A(2) + + ... = exp(A(2)).
[

Teorema 3.3.4. Sea A una estructura combinatoria etiquetada y A(z) su funcion
generatriz. Definamos C como la estructura C = Cyc(A). Entonces C tiene como
funcion generatriz exponencial
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Capitulo 3 | Funciones generatrices

Demostracion. Por la definicion podemos escribir
€ = Cye(A) = | Cyep(A) = [ Sequ(A)/ ~c.

k>0 k>0

Recordando que ~¢ denota la relacién de equivalencia donde (fy, ..., 0k) ~¢
(B, ..., By) siy solo si existe una permutacion ciclica 7 tal que 5,4 = ;.

Lo anterior nos permite escribir:
C=(A) ~c)+ (A% ~c) + (A3 ~c) + ... + (A ~c) + ...

Que tendra como funcién generatriz exponencial

A%(2) A )
5t +..._z; -

[ee)
k=

Queda analizar la convergencia de esta serie, para esto notemos que

2k 2,k > L * da 1
S ey e [ = = ()

Asi, podemos concluir que

kf: Akk(z) —In (%A(ZQ

1

3.4. Un ejemplo no etiquetado
A continuacion pondremos en practica lo visto hasta ahora. Nuestro proposito sera
contar la cantidad de arboles binarios que tienen una cantidad fijada de nodos inter-

nos; para comprender bien nuestro problema a resolver primero definiremos conceptos
bésicos.

Definicién 3.4.1 (Arbol). Un drbol libre es un grafo no dirigido aciclico y convero.

Figura 3.1: Arbol.

Note que cada par de vértices esta conectado por exactamente un camino.
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3.4. Un ejemplo no etiquetado

Figura 3.2: Arbol con raiz en color rojo.

Definicién 3.4.2 (Arbol enraizado o con raiz). Un drbol con raiz es un drbol en el
cual un vértice se distingue del resto. Fste vértice se llama raiz.

Un arbol que no tiene raiz a veces es denominado drbol libre, aunque el término
“arbol” generalmente se refiere a un arbol libre.

Finalmente, diremos que un arbol enraizado es “plano” si se especifica una relacion
de orden para los hijos de cada vértice.

Existen cuatro elementos principales en un arbol:

1. Nodo: Es el término usado para referirnos a un vértice de un arbol con raiz.

2. Paternidad: Si (x, y) es el ultimo eje en el camino desde la raiz hacia y, entonces
se dice que x es el padre de y.

3. Hoja: Un nodo sin hijos se le llama hoja.

4. Nodo interno: Un nodo que no es hoja es un nodo interno.

Definiciéon 3.4.3 (Arbol binario). Un drbol binario es un drbol enraizado y plano en
el que cada nodo interno tiene a lo mds dos hijos.

Nuestro problema se resume en contar la cantidad de arboles binarios planos con
raiz de n nodos internos. Denotemos por:

n = Cantidad de nodos internos.
T,, = Cantidad de arboles binarios planos con raiz de n nodos internos.
Note que Ty = 1,77y = 1,15 = 2, T3 = 5. Un resultado 6ptimo seria encontrar 7,

cuando n tiende a infinito. En esta seccién vamos a encontrar una funciéon generatriz
asociada a esta estructura combinatoria no etiquetada.

Primero debemos definir nuestra estructura combinatoria e identificar como ven-
dra dado el tamano.

» 7 = Conjunto de arboles binarios con un nodo externo “suelto”.

» El tamano de un arbol ¢ € T seré |t| = cantidad de nodos internos.
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Capitulo 3 | Funciones generatrices

Figura 3.3: Ty, T, T> y T5. Los nodos internos se representan por “e” y las hojas por “[J".

Buscamos estimar T, = #{t € T : |t| = n}.

En el capitulo 2 mencionamos que nuestras estructuras combinatorias tienen una
naturaleza recursiva, en el caso de nuestra estructura 7 nuestra descomposicion re-
cursiva la podemos escribir como: “Un objeto de la clase combinatoria 7 es una hoja
o un nodo interno seguido de dos arboles binarios”. Figurativamente tenemos:

7'=l:|+/\

T T

Figura 3.4: Descomposicién recursiva de la clase combinatoria 7.

Esto lo podemos escribir como 7 = {0} U ({e} x T x T). Note que aqui las hojas
toman el papel de un elemento neutro (0 = &), y los nodos internos toman el papel
de un elemento atémico (e = Z); por lo tanto las hojas se traducen a 1 y los nodos
internos a z. Suponiendo que 7 tiene como funcién generatriz T'(z), entonces

T)=1+2-T(2)-T(z) =1+ 2(T(2)?).

Obteniendo
1+v1—14z
T(z) = ———,
2z
Ahora debemos determinar qué simbolo escoger. Ya que Ty, = 1, se tiene que

lim, o+ T'(2) = 1. Pues
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3.4. Un ejemplo no etiquetado

. 1=V1—14z . (1-V1—-4z 14+/1—14z
lim ——— = lim
2z 14+V1—4z

2—0+ 2z 2—0+
) 1— (1 — 42)
im
z—0t 22(1 + v 1-— 42’)
I 2
m ——
z—0t 1 4+ /1 — 4z

mientras

por lo tanto

1—+v1—4z

T(z) = 2z

Recordemos que el teorema de Newton nos dice que (1 4+ )" =", _, (Z) y*, para

nuestros fines n = 1/2 e y = —4z, por lo tanto
= (1/2
1—42)Y? = —4z)"
1t =3 (7)1

Eer ()

n=0

=1+ Z (1/2)
=1+z i(—zl)”“ (nlfl) 2"

n=0

Consecuentemente

Se sigue que

=
&
Il
—_
[\
N —_
|
1
N
Il
(]
/?
N —
~
—~
]
x
N\
[E—
\
[\
~~

n=0

Asi que para cada entero no negativo n se tiene
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Capitulo 3 | Funciones generatrices

27T, = (-%) (—aym+ (nli 21>.

Ahora, intentando obtener una férmula més precisa para 7T,, debemos calcular para
cada entero n > 0 lo siguiente

(e ()

1 oer (1/2) - (1/2=1) - (1/2=2) - ... - (1/2 = n)
- (-3) =y

1 w1 (1/2) - (=1/2) - (=3/2) - ... - (=(2n = 1)/2)
B <_§> (=4) (n+1)!

1 witr o (N3 (20— 1)
- (‘5) 4= (5) (1)l

2-4-..-(2n) 1-3-..-(2n—1)

B n! (n+1)!

(2n)!
~l(n+1)!

B 1 2n
T n+1\n )

Finalmente podemos concluir que

(21T = nJlrl (2:)

Teorema 3.4.1. El nimero de drboles binarios planos con n nodos internos estd

dado por:
1 2n
C, = : 3.2
n+1 ( n ) (3:2)

Formula que devuelve el n—ésimo nimero de Catalan.

3.5. Un ejemplo etiquetado

Ahora es turno de hacer uso de las funciones generatrices exponenciales como
método de conteo. Vamos a contar la cantidad de grafos etiquetados 2—regulares.

Definicion 3.5.1 (Grado de un vértice). El grado de un vértice es el nimero de
aristas incidentes a él.
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3.5. Un ejemplo etiquetado

N/

Vértice de grado 0 Vértice de grado 2
Vértice de grado 1 Vértice de grado 3

Figura 3.5: Vértices con grados 0,1,2 y 3.

Definicion 3.5.2 (Grafo regular). Un grafo reqular es un grafo donde cada uno de
sus vértices tienen el mismo grado.

| | B E
® ®
Grafo 0—regular Grafo 1—regular Grafo 2—regular Grafo 3—regular

Figura 3.6: Ejemplos de grafos 0, 1, 2, 3—regular

La definiciéon nos dice que, un grafo 2— regular es aquel en el que todos los
grados de sus vértices es 2.

Note que, para que un grafo sea 2—regular este debe tener al menos 3 vértices (no
se aceptan ciclos). Definamos las caracteristicas de nuestra estructura combinatoria

G = Conjunto de grafos etiquetados 2—regulares.

G, = cantidad de grafos etiquetados 2—regulares.

n = cantidad de vértices de un grafo 2—regular.
» El tamano de un grafo g € G sera |g| = cantidad de vértices.

Buscamos estimar una funciéon generatriz exponencial asociada a nuestra clase
etiquetada G. Note que cada uno de nuestros g € G se comporta como un ciclo en
el que invertir el orden de las etiquetas alrededor del grafo no lo modifica, es decir

G, = oz

2
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1 3 4 4 3 3 2
2 3 1 2 1 2 1 4
Figura 3.7: G3 =1, G4 = 3.

Asi que, nuestra estructura G es un conjunto de ciclos, pero nuestros ciclos con-
tienen 3 o mas dtomos. Esto se traduce a G = Set(Cycs5(Z2)).

Para encontrar nuestra funcién generatriz G(z) necesitamos primero deducir la
funcion generatriz asociada a Cycs3(Z). Por el teorema tenemos que

B = Cyc,(A) = B(z) = %A(z)k.

Podemos describir de manera informal Cyc,, = Cyc — ZZ; Cyc,. Por lo que, la
funcion generatriz de B = Cyc.,,.(Z) es:

n

1 U A z

n>r

Por lo tanto, la funcién generatriz de C = Cyc.3(Z), es

(n—1!z" 1 1 22
CE = 5w\

n>3

Finalmente, la funcion generatriz de G = Set(Cyc>3(Z)) (usando el teorema|3.3.3)
es

G(z) = exp (% (10g 1 i ik %2)) = exp(—\;{2__—zz2/4).

A manera de comprobacion, al expandir G(z) como una serie de Taylor tenemos

Por lo que
ap=1,a1 =0,as =0,a3 = °5= = L,ay = 5~ = 3,a5 = 5 = 12, Ag = %5~ =70, ...

Lo que corresponde a |14, A001205].
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4 Analisis asintotico

Como habra notado, nuestro ejemplo de arboles (ver introduce estructuras
definidas recursivamente; en este caso la definicién recursiva se traduce a una ecua-
cion funcional que determina implicitamente la funcion generatriz. Existen resultados
enumerativos que no dejan nada que desear (como en nuestro ejemplo) en los cuales
dicha ecuacion funcional es posible resolverla y obtener un resultado de conteo expli-
cito, donde tenemos la informacion en todos los aspectos de esta funcién (podemos
estimar el valor de cualquier n y su comportamiento es lo méas “simple” posible). Sin
embargo, dichas técnicas no siempre son suficientes para encontrar una funciéon f,
para alguna funcién generatriz F'(z), ya que se puede dar el caso en el que nuestra
funcion generatriz (funcional) sea del tipo “intratable”; es decir, crece abruptamente
y ademés, dicho crecimiento no lo podemos controlar, o bien, su comportamiento no
es adecuado. En estos casos generalmente se puede proceder con una analisis asin-
totico complejo directamente de la ecuacion y obtener estimaciones asintoticas muy
precisas. El analisis asintético “reemplaza’” la funcién intratable por una més sencilla
de trabajar, donde estas se relacionan por medio de sus limites o su crecimiento.

Usaremos métodos asintoticos para obtener informaciéon sobre la tasa de creci-
miento de nuestras funciones generatrices.

El analisis asintotico es una rama de las matematicas muy amplia, por esta razoén
nos enfocaremos principalmente en tres resultados, dos de estos vienen directamente
relacionados con funciones analiticas y sus singularidades [7], el tercero es la famosa
formula de Stirling.

4.1. Preliminares

Nuestro punto clave es cambiar la perspectiva que hemos trabajado hasta aho-
ra. En capitulos anteriores hemos tratado a las funciones generatrices como objetos
puramente formales (sin considerar la convergencia); a lo largo de este capitulo las
vamos a interpretar como objetos analiticos, lo que nos va a permitir obtener mucha
informacion sobre el comportamiento asintotico de sus coeficientes.

Definicion 4.1.1 (Funcion de variable compleja). Sea S C C, se denomina funcion
de una variable compleja f(z) a una relacion f: S — C tal que para cada z € S C C
le corresponde un unico nimero complejo f(z).
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Al considerar una funcion generatriz G(z) como una funciéon de variable compleja
esta vez nos vemos obligados a estudiar su convergencia, por esta razén en adelante
seré indistinto el término “serie de potencias” y “funcién generatriz”.

4.1.1. Series de potencias y radio de convergencia

Definicion 4.1.2 (Serie de potencias). Una expresion de la forma

Z an(z — 29)"

n=0

recibe el nombre se serie de potencias centrada en z.

Cuando la serie de potencias esté centrada en zy = 0 entonces se escribe > >°

—0an2".

Al considerar la convergencia surge de manera natural la pregunta ;para qué valo-
res de z € C la serie de potencias G(z) = Y . g,2" converge y produce una funcion
bien definida en el plano complejo?

Para responder este tipo de preguntas debemos introducir el concepto de radio de
convergencia. Dada una serie de potencias » - a,(z — 29)" definimos el conjunto

S=<¢zeC: Z an(z — 2z9)" converge

n=0
Definimos R = sup{|z — 29| : z € S}.

Note que, para el caso 1: R =0, en el caso 2: R = oo y parael caso 3: 0 < R < 00
y ademas la serie Y >°  a,(z — zp)" converge absolutamente en |z — z| < Ry diverge
en |z — 29| > R. Por otro lado es facil ver que S C {|z — 29| < R}, por lo que, para
cada z, si |z — 2| > R, entonces z no pertenece a S; es decir )~ a,(z—2)" diverge.

Al ntimero R se le conoce como radio de convergencia de la serie de potencias
> gan(z — 2)". El radio de convergencia es el radio del disco abierto dentro del
cual la serie converge y diverge fuera de este; tenga en cuenta que dicho disco es tnico
y no hay informacion sobre la convergencia en el limite del disco. A este disco se le
conoce como disco de convergencia y lo denotamos por D(zy, R) (disco de radio R
con centro en zp).
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Diverge
20
'\R '
_ Converge -

N DGR

Figura 4.1: Disco de convergencia

Encontrar el radio de convergencia de una serie de potencias no es complicado, a
modo de ejemplo considere la serie de potencias

i ((Bn)!z”)

| 1)’
= \ nl(2n)!

para poder aplicar la prueba de la razoén, recordemos que esta funciona con suce-
siones positivas, por lo tanto vamos a considerar la convergencia absoluta. Sea

~ (3n)le"
n = n!(2n)! vnel,
para cada z € C\ {0} se tiene
ani1] (B(n+ Dz")  nl(2n)!
la,]  (n+ D20+ 1) (3n)!|zn

B (3n—1—1)(3n+2)(3n+3)| |
C (n+1D2n+1)(2n +2) :

- (3+1/n)(3+2/n)(3+3/n)| |
T At 1/n)C 1 n)E22/n) "

|1 3:3-3 27|z|
— = < 1.
{ ] 122777

Esto nos dice que ZZO:O a,z" es absolutamente convergente para |z| < 4/27,y

diverge para |z| > 4/27. Concluimos que el radio de convergencia es R = 4/27.

Por lo tanto,

El concepto de radio de convergencia nos da las condiciones suficientes para afirmar
que las series de potencias nos permiten definir funciones continuas con facilidad; pues,
suponga que la serie de potencias » - a,(z—2)" tiene radio de convergencia R > 0,
podemos definir su dominio de convergencia como
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D(zp, R), si R < o0
C, si R= 00

Q:

y asi la funcion f: Q — € dada por f(z) => 7 a,(z — 20)", V z € Q es continua,
més aun, podemos enunciar el siguiente teorema:

Teorema 4.1.1. Suponga que la serie de potencias f(z) = > 7 a,(z — z0)" tiene
radio de convergencia R > 0, y sea 0 su dominio de convergencia. Considere la
funcion f: Q@ — C, dada por

f(z)= Zan(z —z)", Vz €L
n=0
Entonces f es infinitamente diferenciable en 2 y

oo

f®(z) = Z W%M(z —a)",Vze, Vkel.
n=0

Para nuestros fines, la importancia del concepto de radio de convergencia recae

en que, dada una clase combinatoria (etiquetada o no etiquetada) A que admite una

especificacion en términos de (+, -, O, %, Seq, Set, Cyc), entonces el radio de conver-

gencia de su funcion generatriz A(z) existe y es estrictamente positivo o 0o, ademas,

este siempre se puede calcular |8, p. 251].

4.1.2. Funciones analiticas y singularidades

Ahora entra en escena el concepto de funcién analitica, estas resultan ser muy
utiles cuando son definidas en el plano complejo, pues resulta que todas las funciones
“habituales” son analiticas. Estas funciones cumplen con propiedades muy interesantes
e indispensables como la regla de la cadena.

Definicion 4.1.3 (Funcion analitica). Una funcion de variable compleja F(z) es ana-
litica en zy € C si F(2) se puede representar como una serie de potencias convergentes
en algun disco abierto en zy.

Cabe mencionar que en analisis complejo las palabras “analitico” y “holomorfo” se
pueden usar indistintamente.

Una observacién importante que hay que notar es que, como nuestras funciones
generatrices poseen radio de convergencia entonces, sin pérdida de generalidad, pode-
mos afirmar que estas se encuentran centradas en el origen por lo que son analiticas
en z = 0. Mas atn, ya que las funciones analiticas forman un anillo, entonces las
respectivas funciones generatrices de nuestras construcciones admisibles también son
analiticas en z = 0.

Ahora que podemos tratar a nuestras funciones generatrices como funciones ana-
liticas podemos definir lo que es una singularidad.
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Definicion 4.1.4 (Singularidades). Los puntos en los que una funcion f(z) no es
analitica se denominan singularidades de f(z).

Si f(z) es analitica a lo largo de una vecindad de un punto z = zj, excepto en el
punto z = zp, entonces z = z; se llama una singularidad aislada de f(z).

Definicién 4.1.5 (Polos). Si f(z) tienen una singularidad aislada en z = z, y
lim, ., f(2) = oo, entonces decimos que zy es un polo de f(z).

Es decir, los polos son puntos en los que la funcién se hace infinito. Existe un tér-
mino que vine ligado a la definiciéon de polo, y nos referimos al de orden. Para entender
el orden de un polo podemos pensar en la multiplicidad de las raices de polinomios;
por ejemplo, f(z) = 1/2? tiene un polo de orden 2 en z = 0. Esta perspectiva nos sera
util, ya que vamos a trabajar, principalmente, con funciones racionales y meromorfas
(ver definicion?? ).

Vamos a aprovechar el hecho de que los polos sean los puntos en los que la funciéon
se haga infinito de la siguiente forma: si una funcién meromorfa tiene un polo simple
en un punto zp, entonces la funcién se acerca al infinito cuando z se acerca a 2y, y
la tasa a la que se acerca al infinito estd determinada por la magnitud del polo. Si
el modulo del polo es grande, entonces la funciéon se acerca rapidamente a infinito,
mientras que, si su modulo es pequeno entonces se acerca a infinito més lentamente.

Definicion 4.1.6 (Singularidad (polo) dominante). Una singularidad (polo) que posee
el modulo minimo se llama singularidad dominante.

Para nosotros, las singularidades dominantes de una funciéon son de vital impor-
tancia, pues estas influyen directamente en las asintotas dominantes de su sucesion
de coeficientes. El caso méas simple ocurre cuando la singularidad dominante (puede
ser mas de una) es un polo.

Si suponemos que f(z) es analitica en 0 y ademaés tiene radio de convergencia
finito, lo primero que debemos hacer es determinar la singularidad dominante de
f(2); suponiendo que solo hay una (simplificando) nos apoyaremos de los siguientes
dos teoremas.

Teorema 4.1.2. Una funcion f(z) analitica en 0, cuya expansion en el origen tiene
un radio de convergencia finito R, necesariamente tiene una singularidad en el limite
de su disco de convergencia |z| = R.

Teorema 4.1.3 (Pringsheim). Si f(z) se puede representar en 0 por una expansion
en serie que tiene coeficientes no negativos (de Taylor) y radio de convergencia finito
R, entonces el punto z = R es una singularidad de f(z).

Una consecuencia del teorema es que el crecimiento exponencial de los coe-
ficientes de la serie de potencias serd 1/R, donde R es el modulo minimo de una
singularidad de nuestra serie (preferiblemente la singularidad dominante); es por esta
razén que el estudio de las singularidades nos resulta importante, pues la ubicacién
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de estas va a dictar el crecimiento exponencial de los coeficientes de nuestra funciéon
generatriz.

4.1.3. Teorema de coeficientes de Cauchy

Los métodos de la combinatoria analitica funcionan debido a las conexiones que
hay entre las propiedades analiticas de una funcién y las propiedades asintéticas de
sus coeficientes de su serie de potencias; la base para esto es el siguiente teorema:

Teorema 4.1.4 (Formula integral de Cauchy). Sea f holomorfa en y dentro de un
camino cerrado simple CE| Entonces para cada punto a dentro de C,

fla) = LS dz.

2im Joz—a

Demostracion. Ver |10, cap. 5| O

El teorema proporciona una expresion analitica para los coeficientes de una
serie de potencias.

Teorema 4.1.5 (Féormula de Cauchy para derivadas). Sea f holomorfa en y dentro
de un camino cerrado simple C'. Entonces en cada punto a dentro de C existe la
n—ésima derivada ™ (a) paran =0,1,2,3,..., y

|

g~ M S,
F(a) 20 fg (z —a)rt! =

Demostracion. Ver |10, cap. 5| O

Teorema 4.1.6 (Teorema de los coeficientes). Sea f una funcion analitica en 0, si

C es un camino cerrado simple que encierra el punto 0 y ademds f es holomorfa en
C, entonces

1) = 5 )

2
Demostracion. Ver |10, cap. 5| O

El teorema |4.1.6|es una técnica importante en la demostracion de los teoremas de
ampliacion que enunciaremos mas adelante. Esta formula es una aplicacion directa
del conocido teorema de los residuos estudiado en Analisis Complejo.

1Un camino 7 es un mapeo continuo del eje real en los ntimeros complejos, es decir v : [a,b] — C.
Decimos que el camino v es cerrado si y(a) = y(b), y si la restriccion de « a [a, b) es inyectiva se dice
que es cerrado y simple.
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Seguiremos definiendo algunos tipos de funciones para las que existen teoremas
generales que permiten procedimientos mecénicos para extraer equivalentes asintoti-
cos de ellas.

La parte interesante ahora seré entender a qué tipo de funcién pertenece nuestra
funciéon generatriz; principalmente tenemos dos opciones: funcién racional o funciéon
meromorfa.

4.2. Funciones generatrices meromorfas

Una funcién meromorfa es una funciéon que es analitica en todo punto de su do-
minio, excepto en un conjunto discreto de puntos, los cuales son sus polos, es decir,
una funcién meromorfa tiene singularidades en forma de polos y es analitica en todas
las demas partes de su dominio.

Definicién 4.2.1 (Funcién meromorfa). Una funcion h(z) es meromorfa en zy si
y solo si, para cada z en la vecindad de zy (con z # zy) puede representarse como
58 con f(z) y g(z) analiticas en zy. En estos casos la funcion admite una expansion
como serie de potencias de Laurent

h(z)= Y halz—2)"

n>—M

Sih_y #0 y M > 1, entonces h(z) tiene un polo de orden M en z = zy, y al
coeficiente h_y es llamado residuo de h(z) en z = z.

Otra forma de encontrar en la literatura la expansion como serie de Laurent de
una funcién meromorfa h(z) es la siguiente

Las series de Laurent se utilizan para representar funciones meromorfas como una
serie infinita de términos polinomiales y fraccionarios (donde los términos fracciona-
rios corresponden a los polos de la funcion). Este tipo de representaciones son de
gran utilidad, pues nos permite estudiar la funcién en su totalidad, incluyendo su
comportamiento en sus polos.

Lo que cada singularidad (o polo) nos va a contribuir (asintoéticamente hablando)
se puede determinar mediante un calculo de residuos.

Teorema 4.2.1 (Residuo de Cauchy). Sea f(z) una funcion meromorfa en un domi-
nio 2 C C, y sea C' orientada positivamente en () en el que f es analitica. St aq, ..., a,
denotan polos de f(z) dentro de C, entonces:

1 T
- /C f(z)dz = jz—; Res.—q, f(2).
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Demostracion. Ver [11]. O

La importancia de los polos y residuos de una funcién generatriz meromorfa recae
en sus asintotas exponenciales. Primero respondamos la siguiente pregunta ;jpor qué
usar asintotas exponenciales? Recordemos que estamos considerando funciones gene-
ratrices meromorfas, y nos ayudaremos de sus polos para que asi, la asintota tome
en cuenta la ubicacion del polo y su tasa de crecimiento. No esta de més mencionar
que una asintota exponencial es més precisa que una polinémica cuando la funcién
generatriz tiene polos de orden bajo (es por eso que suponemos que usamos los teo-
remas y para simplificar a una sola singularidad); en general, la asintota
exponencial dominante de una funcién generatriz meromorfa esta determinada por el
polo de menor magnitud.

Para encontrar la forma de dicha asintota utilizamos el teorema [£.2.4]

Teorema 4.2.2 (Desigualdad de Cauchy). Sea Cg el circulo |z — c¢| = R. Supon-
ga que f(z) es analitica en Cr y en su interior, i.e. en el disco |z — ¢| < R. Sea
Mp = méx|f(z)| sobre z en Cg. Entonces:

TL'MR

ne4.

[F™(e)] <

Demostracion. Usando la férmula de Cauchy para derivadas se tiene:

! ! !
s s [ O ey < 2 il = 2 R
Cr

=27 Jo, Jw— ¢t o7 Rl = or gt l’
O
Teorema 4.2.3. Si f(z) tiene un polo de orden M en z = ¢ entonces:
RGSZ:Cf(Z) = (M _ 1)| £1_>Hi dZMfl <Z o C) f(Z)
Demostracion. Ver |13]. O

Teorema 4.2.4 (Ampliacion de funciones meromorfas). Sea f(z) analitica en el
circulo |z| = R y analitica en el disco |z| < R excepto en un nimero finito de polos
(distintos) ay, ..., an,, distintos de cero. Entonces existen polinomios Py(n), ..., Pp(n)
tal que

m

fo=>_ Pi(n)a;" + O(R™).

k=1

Ademds el grado de Py, es uno menos que el orden del polo de f en z = ay. Para este
caso f(z) puede ser vista como la funcion generatriz de la sucesion { f,} = fo, f1, fo, ----

Demostracion. Definamos
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_ 1 f(z)
- (27Ti)" /z|:R ntl dz’

note que la desigualdad de Cauchy implica que I,, = O(R™™) y por el teorema m
obtenemos:

e (1) e (1) e (1)

Luego usando el teorema [£.2.3] si z = a;, es un polo de orden r, entonces:

Res.co, (£5}) = L i s (G- a0 g2 ),

r— 1)! z—ap dzm1

que es un polinomio de orden r — 1.
]

El teorema nos indica que, dada una funcion generatriz G(z) meromorfa,
entonces la tasa de crecimiento asintotico del coeficiente [2"]G(z) es proporcional a
n"~1, donde r es el orden del polo.

4.2.1. Ejemplo

Ahora vamos a examinar un objeto combinatorio que podemos describir usando
construcciones simbolicas iterativas (no recursivas) que “tienen dos niveles de profun-
didad”. Nos referimos al concepto de sobreyeccion, una sobreyecciéon de un conjunto
A a un conjunto B es una funciéon f : A — B, la cual asume cada valor al menos una
vez (coloquialmente llamadas “onto”).

Definicién 4.2.2 (Sobreyeccion). Una sobreyeccion de tamano n es una funcion
¢ : N, — N, tal que la imagen de ¢ es todo N,. Es decir, para cada j € N, existe
i € N, tal que ¢(i) = j

Vamos a identificar dos clases combinatorias distintas relacionadas a las sobre-
yecciones. La primera serd fijando un entero » > 1 y denotaremos por RY) a la
clase de todas las sobreyecciones de N, sobre N,, a los elementos de esta clase se
le denominan como r—sobreyecciones. La segunda clase denotada por R es la clase
combinatoria de todas las sobreyecciones (se permite cualquier valor de r).

Analicemos primero a la clase R, Establezcamos
R — U 'Rg’)

El siguiente paso seré notar que cada r—sobreyeccion ¢ € Rg) estd determinada
por la r—tupla ordenada formada por la colecciéon de todos los conjuntos de preiméage-
nes (¢ 1(1),671(2),...,¢71(r)), ademés, estos seran conjuntos disjuntos no vacfos de
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numeros enteros que cubren el conjunto N,,. Considere la sobreyeccion ¢ : N; — Ny

ORONORONO

OO ONO

Figura 4.2: ¢ : Ny — Ny

En otras palabras “una sobreyeccion es una sucesion de conjuntos no vacios”.

Vamos a analizar la estructura R(?, la cual consta de las sobreyecciones del tipo
¢ : N, — {1,2}, note que R se puede escribir como

R =RPURY.

Por ejemplo, para n = 2 tenemos las sobreyecciones del tipo ¢ : {1,2} — {1, 2},
que podemos expresar de la siguiente manera

R® =RP URY = ({12}) U ({21}) = ({12}, {21}).

Analogamente, para n = 3 estudiamos las sobreyecciones ¢ : {1,2,3} — {1,2} que
se expresan como

R® =RPURY
= ({112}, {122}, {121}) U ({211}, {212}, {221})
= ({112}, {122}, {121}, {211}, {212}, {221}).

Dicho lo anterior, note que podemos escribir a la clase R como:
R® =1 Seq(1) 2 Seq(1 +2) U2 Seq(2) 1 Seq(1 + 2).

Como hemos visto, una r—sobreyeccion se puede ver como una sucesion de preima-
genes no vacias. La sobreyeccion ¢ : N; — Ny (figura [4.2)) corresponde a la secuencia
({3,5},{1,4},{2,7},{6}). Es decir, cada preimagen es en si misma un conjunto. Por
lo tanto, las r—sobreyecciones estan representadas por la construccion etiquetada
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R(T) = Seqr(Setzl (Z))

Lo anterior nos permite trasladarnos a la clase R con facilidad, y asi primero
establecer

R = U R".

Finalmente, el conjunto de todas las sobreyecciones esté representado por la cons-
truccion

R = Seq(Set1(2))

Ahora que hemos definido nuestra construccién queda asociarle una funciéon gene-
ratriz.

El teorema nos dice que la funcion generatriz de la construccion Seq(A) es

ﬁ(x), por lo tanto Seq(Set>1(Z)) se puede escribir como

1
1-— (Setzl(Z))

Nos queda estimar la funcion generatriz para la construccion Set(Z), apoyandonos
del teorema sabemos que la funcion generatriz asociada a la construccion Set(.A)
es exp(A(z)). En nuestro caso particular se deben hacer dos observaciones, primero

— pZ oo 2 . . ., .
Set(Z) =e* =3 "%, la segunda es que se nos pide asociar una funcién generatriz

a la construcciéon Set>;(Z) (no a Set(Z)), lo que significa que debemos omitir el 0,
por lo tanto debemos estimar

Podemos concluir que la construccion R = Seq(Set>1(Z)) se puede traducir a la
funcién generatriz exponencial

Por lo tanto,

22

Calculemos ahora la estimacion asintotica, para esto debemos observar que la
funcién R(z) tiene sus singularidades en In(2) + 2mwik con k € Z. Recordemos que
nuestra funcion deja de ser analitica cuando el denominador se anula, de modo que
nuestra singularidad dominante es z = In(2), ya que
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11
2 — e 22

Lo siguiente es obtener el residuo de nuestra singularidad (de orden 1) z = In(2),
para esto haremos uso del teorema

1 d° 1 z —1n(2) 1
m ————— | 2z—1In(2)"- = lim ———% =2,
<=in(2) (1 — 1)1 dz0 [(2 n(2) 2—e2)] ot 2 — e 2

Hemos obtenido ¢ = —1/2 y a = In(2). Usando la relacion [8) p. 259]

Res(f(2)z2™™'; 2 =a) = Res ((z i a>z_”_1 ;2= a) = #,

se tiene
c —1/2 1

_ — 2 1n(2 —n—1
artl  In(2)nH 9 n(2)

Recordando que la funciéon es meromorfa con polos en In(2) + 27wik, k € Z. Los
siguientes polos estan en In(2) £ 27, con un moédulo menor a 6.

Figura 4.3: Visualizaciéon de R = 6.

Obtenemos la estimacién:

hr o (@) + 06,

Conociendo que 19 = 102247563 |14, A00670], y usando nuestra estimacion se
tiene

1
5(111(2))—1110! = 102247563.0052.
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4.3. Funciones generatrices racionales

Ahora estudiemos el caso en el que nuestra funciéon generatriz obtenida sea una
funcién racional.

Definiciéon 4.3.1 (Funcion racional). Una funcion f(z) es una funcion racional si y
solo si se escribe de la forma
N(z)

done N(z) y D(z) # 0 son polinomios; y deg(D(z)) > 1.

, N(2) # D(2),

El caso racional no es muy distinto al meromorfo, pues una vez mas, las asintotas
de una funcién generatriz racional estdn muy ligadas a sus polos; aunque en este caso,
encontrar los polos de una funcién racional es mas sencillo. Retomando la definicion
[1.3.1] si D(z) tiene un cero de multiplicidad r en z = 2y, entonces decimos que f(z)
tiene un polo de orden r en z = zj.

Las asintotas de una funcién generatriz racional se comportan de acuerdo al si-
guiente teorema.

Teorema 4.3.1 (Ampliacion de funciones racionales). Si f(z) es una funcion racio-
nal, analitica en cero y tiene polos en los puntos aq, g, ..., auy, entonces sus coeficien-
tes son una suma de polinomios exponenciales: Existen m polinomios Py(n), ..., P,(n)
tales que, para n mds grande que algunos n, fijos

Ademds, el grado de P; es igual al orden del polo de f en o; menos uno.

Demostracion. Como f(z) es racional, entonces admite un desarrollo en fracciones
parciales, es decir

donde Q(z) es un polinomio de grado n = deg(N(z)) —deg(D(z)), si f = N/D. Aqui
« oscila sobre los polos de f(z) y r esta acotado superiormente por la multiplicidad
de a como polo de f. La extraccion de coeficientes en esta expresion resulta de la
expresion de Newton:

[ 1 (=1)" [ 1 (=" (=" (n +r— 1) -

(z—a)" ar 1-Z ar ar r—1

El coeficiente binomial es un polinomio de grado r — 1 en n, y la recopilacién de
términos asociado con un « dado prueba el teorema.
O
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En otras palabras, si tenemos una sucesion {a,} la cual tiene como funcién gene-
ratriz una funcion racional P(2)/Q(z), con deg(P(z)) < deg(Q(z)) entonces
a, = Pi(n)ay + Py(n)aly + ... + Pp(n)a®

m?

donde a;!,...,a;! son raices de Q(z), y cada P;(n) es un polinomio de grado r; — 1,

donde 7; es la multiplicidad de la raiz ;'

4.3.1. Ejemplo

Consideremos la clase C de composiciones enteras, donde una composicion de n
tiene “peso” n. Una composicion de este tipo se puede representar como una diagrama
de puntos y barras, por ejemplo, la composicion 2 + 3 + 4 + 1 del 10 se puede ver
como

Este tipo de representacion nos permite ver a una composiciéon como una sucesion
de enteros estrictamente positivos. Tomemos C = Seq(Z), con Z la clase de enteros
estrictamente positivos. Primero debemos hallar la funcion generatriz de Z, para esto
podemos ver a un entero como una sucesién de puntos, y como buscamos enteros
positivos, se tiene que Z = Seqs,(Z). Es decir:

C = Seq(Seqx1(Z)).

Calcular la funcién generatriz resulta facil:

Para terminar,

- 1 = = -
1_22:1—22_1—2%2222 _2;22 :1+;2 2",

n=0

Imaginemos ahora que buscamos contar composiciones restringidas, por ejemplo,
aquellas cuyas partes son solo 1 y 2, podemos denotar esta clase como C; 5. Es facil ver
que C = Seq(e, @), ademas, la funcion generatriz de la clase {eo, 00} es A(2) = 242z,
por lo tanto

1 1

Cra(2) = 1—A(z) T 1_L_ 2

En general, si tomamos composiciones cuyas partes sean {p1,pa, ..., p,} entonces
la funcion generatriz seréa

1
Cpl:mvpr (Z) -

1l — e — P2 — | — pr]
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4.4. Foéormula de Stirling

Sabido lo anterior, usaremos herramientas de analisis asint6tico en el caso de C; 2 3.
Sabemos que su funcién generatriz viene dada por

1
01,2,3(2) =

1—z—22-2%

Note que C' 23(z) cumple las condiciones para aplicar el teorema(4.3.1] el cual nos
ayudard a darnos una idea de su orden de magnitud.

2

Calculamos las raices de 1 — 2z — 2% — 23, las cuales son:

a1 ~ 0.5437, ay =~ —=.T718 + 1.11517, a3 = —.7718 — 1.11514.

Ya que cada raiz es de multiplicidad 1 tenemos

1 = /1\" =/ 1\" =~ /1\"
1—2z—22-23 nZ:O(Oq) 7 nZ:O<Oé2> . nzz(](a3) o

para algunas constantes A, B, C'.

Para poder dar una estimacion calculamos

Para un n grande el término (1/a4)"™ va a“ganar” a los demas; asi, podemos afirmar
que el nimero de composiciones de n con partes 1,2, 3 se comporta asintéticamente
como A -1.8393", para alguna constante A.

Sin pérdida de generalidad, si G(z) es una funciéon generatriz racional, y «; es
una raiz del denominador tal que tiene el moédulo mas pequeno, y ademas «; es raiz
simple, entonces para un n grande

con C una constante.

4.4. Foérmula de Stirling

Sin duda alguna, la funcién factorial es una de las funciones méas importantes y
utilizadas en combinatoria. Esta importancia viene acompanada de una complejidad
computacional considerable (al punto de que no se puede calcular en tiempo polino-
mial), pues tiene un crecimiento muy rapido. Y como se mencioné al inicio de este
capitulo, el analisis asintotico suele ser usado para facilitar la manipulacién de estas
funciones.

La formula asintotica mas conocida para estimar la funcién factorial es la llamada
“formula de Stirling”.
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n 1
Teorema 4.4.1 (Féormula de Stirling). n! = v2mn <2> (1 +0 (—))
e n
Demostracion. Ver [5| O

Teorema 4.4.2. Se tiene

= nil (2:) _ %(1 +O(1/n)).

Donde C,, denota el n—ésimo numero de Cataldn.

Demostracion. Para probar esta estimacion se hard uso del teorema de Stirling

L /2n\ 1 (2n)
n+1\n T n+1 nhnl

(1+o(2) (an/e)iu ¥ o<%>>>
)

Note que se ha hecho uso de que

1 1
- _110(=
ro) (n)

(o)) (o) ()

y también
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5 Extracciéon de coeficientes en Sage-
Math

En el siguiente capitulo se pretenden agilizar algunos de los procesos ya estudiados
en capitulos anteriores. Para esto haremos uso del software libre “SageMath”.

Como se ha mencionado, la combinatoria analitica consta de dos principales blo-
ques, el método simbdlico y el anélisis asintotico (como una herramienta de conteo),
este segundo conlleva un grado mas alto de complejidad debido a la gran variedad
de herramientas y teoremas que lo acompanan [2|. Es por esta razéon que las imple-
mentaciones presentadas tendran un mayor enfoque a la extraccion de coeficientes de
funciones generatrices (para el caso del analisis asintotico se complementa el caso de
la estructura de las sobreyecciones, ya estudiada en el capitulo 4).

5.1. Funciones generatrices ordinarias en SageMath

Para el caso de las estructuras no etiquetadas, al momento de obtener la funcion
generatriz ordinaria correspondiente nos podemos encontrar con dos casos, obtenemos
la funcién generatriz directamente usando el método simbdlico o nos encontramos
con una ecuacion funcional, la cual, al solucionarla obtendremos la funcién generatriz
buscada. En el primer caso, las ecuaciones generatrices resultan ser triviales, basta
usar teoremas relacionados con la series de Taylor para extraer sus coeficientes; es
por eso que nos vamos a enfocar en el segundo caso. Analizaremos la clase de los
arboles de Motzkin y complementaremos el caso ya estudiado en la seccién 3.4 que
corresponde a la cantidad de arboles binarios con una cantidad fija de nodos internos.

5.1.1. Arboles binarios con nodos internos fijados

Como primer ejemplo nos vamos a enfocar en la estructura que se ha estudiado
previamente en la seccién 3.4, obteniendo la ecuacion funcional

T(z) =1+ 2T(2)*
Procediendo en SageMat:

Definimos primero nuestras variables T, z y llamamos Sistema a nuestra ecuacion
funcional:
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sage: T,z = var('T,z"’)
sage: Sistema = [T==1+zxT"2]

Ahora, solucionamos nuestra ecuacién, la cual, al ser de grado dos tendra dos
soluciones.

sage: Soluciones = solve(Sistema, T, solution dict=True); Soluciones
[{T: —1/2%(sqrt(—4%z + 1) — 1)/z}, {T: 1/2x(sqrt(—4*z + 1) + 1)/z}]

A nuestras soluciones obtenidas las llamaremos s0 y s1:

V1—4z -1 ) V1i—4z+1
—_——) 8l = ——.

s0 = — ,
2z 2z

sage: s0= Soluciones [0][T]; sl= Soluciones[1][T]

Para saber que solucién elegir podemos expandir sus coeficientes y analizarlos.
Primero expandimos s0:

sage: s0.series(z,10)
1 4+ 1xz + 2%2°2 + bxz"3 + 14%xz°4 + 42%xz°5 + 132%xz°6 + 429%z°7 + 1430%z"8
+ 4862%z°9 + Order(z"10)

Ahora s1:

sage: sl.series(z,10)
Ixz~(—1) + (—=1) + (—1)*xz + (—2)*2"2 + (=5)%z"3 + (—14)*xz"4 + (—42)*z"5 +
(—132)%2°6 + (—429)*z"7 + (—1430)*z"8 + (—4862)*z"9 + Order(z~10)

Se puede observar que los coeficientes para el caso de sO son més coherentes, asi
que elegimos T=s0:

sage: T=s0

Finalmente, podemos extraer los coeficientes de T, por ejemplo, el coeficiente 100

sage: T.series(z,101).coefficient (z,100)
896519947090131496687170070074100632420837521538745909320
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O bien, un conjunto de coeficientes, por ejemplo, los primeros 10:

sage: T.series(z,11).coefficients(z,10)
[[1, O],

(L, 1],

12, 2],

[5. 3],
(14, 4],
[42, 5],
[132, 6],
[429, 7],
[1430, 8],
[4862, 9],
(16796, 10]]

Secuencia que pertenece al n—ésimo nimero de Catalan |14, A000108].

5.1.2. Arboles de Motzkin

También llamados como “arboles unarios-binarios”, es un arbol plano donde todos
los nodos internos tienen uno o dos hijos. El tamano de un arbol de Motzkin es el
numero total de nodos. A la clase combinatoria de los arboles unarios-binarios la
denotamos por M, y se suele denotar por M, al nimero de adrboles de Motzkin con
n nodos.

M; =2

N
L]

My =4

Figura 5.1: My, MoMs v My

Note que “un objeto de la clase combinatoria M es un nodo, o un nodo seguido de
un arbol unario, o un nodo seguido de un arbol binario™”. Simbélicamente tenemos:
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AN

M M M

Figura 5.2: Descomposicién recursiva de la clase combinatoria M

Lo anterior lo podemos escribir como M = {e} U ({e} x M) U ({e} x M x M).
Suponiendo que la clase M tiene como funcion generatriz M(z), entonces se puede
traducir a la siguiente ecuaciéon funcional:

M(z)=z+42-M(2)+2z-M(2) - M(2) =2z + 2M(2) + 2M(2)*.

El siguiente paso es resolver la recurrencia en SageMath obteniendo dos soluciones

sage: var('M,z")

M, 7)

sage: Sistema = [M=z+z+Miz+M" 2]

sage: Solucion = solve(Sistema, M, solution dict=True);Solucion

[{M: —1/2%(z + sqrt(—3%z"2 — 2xz + 1) — 1)/z},
M: —1/2%(z — sqrt(—3%z"2 — 2%z + 1) — 1)/z}]

s0 =

2—14++v/—-322-22+1 —24+14++v/-322-22+4+1
— sl = .
2z ’ 2z

Guardamos las soluciones y las expandimos como series de potencias para analizar
sus coeficientes y elegir una de las dos soluciones:

sage: s0=Solucion [0][M]; sl=Solucion [1][M]

sage: s0.series(z,5)

1xz + 1%z2°2 + 2%2°3 + 4%xz°4 + Order(z"5)

sage: sl.series(z,5)

1xz~(=1) + (=1) + (—D)*z + (—1)*z"2 + (—2)%z"3 + (—4)xz"4 + Order(z"5)

Al observar los coeficientes podemos ver que la soluciéon s1 no hace mucho sentido
(pues sus coeficientes son negativos), por lo que vamos a elegir s0.

sage: M=s0

Con esto definido podemos calcular cualquier coeficiente o coeficientes en un in-
tervalo. Por ejemplo, el coeficiente 50 es:
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sage: M.series (z,51).coefficient (z,50)
973899740488107474693

y los coeficientes del 0 al 10 son:

sage: M.series(z,11).coefficients(z,10)
[[0, 0],
(1, 1],
(L, 2],
(2, 3],
[4, 4],
[9, 5],
(21, 6],
[61, 7],
(127, 8],
(323, 9],
(835, 10]]

Sucesion que pertenece al (n — 1)—ésimo nimero de Motzkin |14, A001006].

5.2. Funciones generatrices exponenciales en Sage-
Math

Es posible usar SageMath para calcular los coeficientes de ;—T,L en una funciéon

generatriz exponencial. Dada una funcién generatriz exponencial procederemos a ex-

pandirla a su serie de Taylor y si a, es el coeficiente de z™ entonces a,, - n! sera el
. n

coeficiente de ;.

A modo de ejemplo veamos el caso de e*:

sage: var(’z’)

z

sage: F=exp(z)

sage: G=F.taylor (z,0,10)

sage: L=G.coefficients ()

sage: Coeficientes={c[1]:c[0]*factorial(c[1l]) for ¢ in L}

sage: Coeficientes

{0: 1, 1. 1, 2: 1, 3: 1, 4: 1, 5: 1, 6: 1, 7: 1, 8 1, 9: 1, 10: 1}

En la linea 1 se define nuestra variable z. Después, en la linea 3 introducimos
nuestra funcion, para este caso €” y en la linea 4 calculamos sus primeros 10 términos
de su serie de Taylor. En las lineas 5 y 6 extraemos los coeficientes y multiplicamos
por el factorial (para obtener los coeficientes correctos).
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5.2.1. Clase de permutaciones

Hay mas de 650 articulos en el area de Combinatoria con la palabra permutacion
en el titulo [4], esto es un claro indicador de la importancia de este objeto combi-
natorio. Una permutaciéon del conjunto N, es una lista de longitud n sin repeticion
formada por sus elementos. En los términos de esta definicidon, cada permutacion es
una (re)ordenacion de los elementos de N, (es sabido que hay n! de ellas).

Para escribir una permutacién podemos escribir la lista correspondiente
(2,7,5,1,...,6),

o bien, podemos escribirla como una aplicacion biyectiva
1234 ... n
2751 ... 6)

La segunda notacion resulta mas tutil, pues nos permite identificar la aplicacion
biyectiva, la cual, en nuestro ejemplo lleva el 1 enel 2, el 2 en el 7, el 3 en el 5, etc.

Existen muchos tipos de permutaciones, uno de ellos son los llamados ciclos. Un
ciclo es una permutacion que fija un cierto numero de elementos de N,, (puede no
fijar ninguno, en este caso se habla de una permutacion ciclica), mientras que a los
demas elementos los mueve ciclicamente. A modo de ejemplo, considere la siguiente
permutacion

estamos fijando al elemento 6 y en los restantes note que el 1 va al 3 y el 3 regresa al
1 (tenemos una transposicion (1 3)). Luego, el 2 vaal 4, el 4 al 7y el 7 al 2 (tenemos
un 3—ciclo (24 7)). Finalmente, el 5 va al 8, el 8 al 9y el 9 al 5 (otro 3—ciclo (5 8 9)).
Graficamente la permutacion « se puede ver como

1 2

ot

3

Algebraicamente, tenemos o = (1 3)(2 4 7)(5 8 9)(6). En este caso, hemos des-
compuesto a a como un producto de ciclos disjuntos.

La importancia de los ciclos radica justamente en el siguiente teorema.
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Teorema 5.2.1. Cada permutacion « se puede escribir como un producto de ciclos
disjuntos. Ademds, dicha representacion es inica, salvo el orden en que se escriben
los ciclos.

Demostracion. Ver |4, cap. 3| O

Recordemos que, en el entorno etiquetado Cyc(Z) contiene todos los ciclos de
N, para cada n > 0. Aplicando la construccion Set a Cyc(Z) producimos todos los
conjuntos de ciclos disjuntos, los cuales, por el teorema [5.2.1] estdn en biyecciéon con
las permutaciones. Por lo que la clase de permutaciones P se asocia con la construccién
P = Set(Cyc(Z)). Hacer uso del método simbolico para obtener su funcion generatriz
es sencillo:

Usando el teorema tendremos que

P(z) = exp(Cyc(Z2)),

y por el teorema |3.3.4

P(2) = exp (log (i))

Ahora calculemos los primeros 13 coeficientes de P(z) :

sage: var(’z’)

sage: P=exp(log(1l/(1—2z)))
sage: g=P.taylor(z,0,13)

sage: L=g.coefficients ()

sage: Coeficientes={c[1]

sage: Coeficientes

:c|[0]xfactorial(c[1l]) for ¢ in L}

—
N = =

2: 2,
3: 6,

4: 24,

5: 120,

6: 720,

7: 5040,

8: 40320,

9: 362880,

10: 3628800,
11: 39916800,
12: 479001600,
13: 6227020800}

Sucesion que pertenece a los nimeros factoriales (n!) |14, A000142].
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5.2.2. Particiones de conjuntos

Definiciéon 5.2.1. Una particion w de un conjunto S es una coleccion By, Bs, ..
de subconjuntos no vacios de S tal que US_ B; = S.

'7Bk:

Los subconjuntos B; son, a menudo, llamados bloques. Cabe recalcar que el orden
de los elementos dentro de cada bloque es irrelevante (esto esta implicito en el uso de
subconjuntos), y el orden de los bloques también es irrelevante.

El segundo punto dice que, pese a que nombramos a los bloques como By, Bs, ..
no se debe suponer que existe un orden entre ellos.

'7Bk

La definicion nos invita a ver a una particion como un conjunto de conjuntos
con sus etiquetas mayores o iguales a 1, asi, su construccion etiquetada vendra dada
por

P = Set(SetZl(Z))
Usando el método simbdlico, en particular el teorema |3.3.3 tenemos
P(z) = exp(Set>1(2))

Recordemos que la funciéon generatriz de Set(Z) es >
Sets1(Z) tendra como funcién generatriz > oo | Z;

o0 A

neo =7 = €7, en nuestro caso
e — 1, asi que

P(z) = exp(e” —.1)

Ahora calculamos los primeros 13 coeficientes de P(z) :

sage:

sage:
sage :
sage :
sage:
sage:

0 N O U W

10:
11:
12:
13:

var(’z’)

P=exp(exp(z)—1)

G=P.taylor (z,0,13)

L=G. coefficients ()
Coeficientes={c[1]:c[0]* factorial (¢[1])
Coeficientes

for ¢ in L}

115975,
678570,
4213597,
27644437}

Esta sucesion pertenece a los llamados nimeros de Bell [14, A000110]
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5.2.3. Numeros de Lah

Los ntmeros de Lah, denotados por (Z) ;, enumeran el nimero de particiones de

un conjunto con n elementos en k listas ordenadas no vacias. Esta sucesion satisface
la siguiente recurrencia

(0), = (o0), oo (")
con (3, =1y (7), = (), =0sin>1

Los ntiimeros de Lah son importantes a la hora de introducir la sucesion L(n), la
cual se define como el nimero total de particiones de IV,, en listas ordenadas, a este
concepto se le conoce como “permutaciones fragmentadas”, asi :

Por ejemplo L(3) =
{{1h A28 {3, ({125, {3)), ({211, {3}, {{L.3h.{2}), {{3,1},{2}}
{{13.42,33) {15 43,23}, {{1,2,3}}, {{1,3,2}}, {{2,1,3}}
{{2,3,1}}, {{3,1,2}}, {{3,2,1}}.
Si contamos los elementos podemos notar que L(3) = 13.

Teniendo claro lo anterior es facil ver que estamos hablando de “un conjunto de
listas”, lo que nos indica que su construccién asociada es Set(Seqs;(Z)). Usando el
método simbodlico, en concreto el teorema y el teorema[3.2.5|obtenemos la funciéon
generatriz

L(z) = /(7%

Ahora vamos a extraer los coeficientes de L(z) usando SageMath.

sage: var(’z’)

sage: L= exp(z/(1—z))

sage: G=L.taylor (z,0,15)

sage: P=G.coefficients ()

sage: Coeficientes={c[1]:c[0]x factorial(c[1l]) for ¢ in P}
sage: Coeficientes

{0: 1,
1: 1,
2: 3,
3: 13,
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73,

501,

4051,

37633,

394353,

4596553,
58941091,
824073141,
12470162233,
202976401213,
3535017524403,
65573803186921}
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A Series de potencias y funciones ge-
neratrices

Uno de los conceptos més importantes mencionado a lo largo del texto es el de
funciéon generatriz; y no es de extranarse que sea la primera vez que el lector se
encuentre con dicho objeto matematico. Es por esta razéon que el siguiente apéndice
tiene como proposito principal esclarecer la diferencia entre una serie, una serie formal
de potencias y una funcion generatriz.

A.1. Sucesiones y series

Los conceptos de serie y sucesion (definiciones y [3.1.1], respectivamente) son
bésicos y de gran importancia en matematicas. Desde la construccion de los niimeros
reales por medio de sucesiones de Cauchy y su convergencia, hasta la aparicion de
series en la definicion de funciones importantes (como las trigonométricas y e*), o
en soluciones de ecuaciones diferenciales. Es por eso que la total comprension de
estos dos conceptos es de vital importancia para todo estudiante. A continuacion
introduciremos el término de sucesiéon con la tnica intencién de definir formalmente
lo que es una serie.

A.1.1. Sucesiones

La palabra sucesion la vamos a usar para designar una colecciéon ordenada de
objetos, de forma que uno de ellos se va a identificar como el primero, otro con
el segundo, etc. Es decir, una sucesion es una secuencia de niimeros ordenados. En
nuestro contexto, la importancia de las sucesiones viene dada por las propiedades que
estas le heredan a las series, por ejemplo, su convergencia tnica.

Definicién A.1.1 (Convergencia de una sucesion). Sea {a,} una sucesion y L un
nimero. Diremos que {a,} converge a L si para cada € > 0 existe un entero N tal
que

la, — L] < ¢
conn > N. Si{a,} converge a L podemos escribir

lim a, = L.
n—oo

65



Capitulo A | Series de potencias y funciones generatrices

Si una sucesion no converge entonces diremos que diverge.

Teorema A.1.1. Una sucesion tiene a lo mds un limite.

Demostracion. Sea {s,} una sucesion con limites Ly y Lo v elegimos un ¢ > 0. Ya
que {s,} converge a Ly entonces hay un entero V; tal que

|Sn—L1| < g, Vn> N
Del mismo modo
|Sn—L2| < €, Vn > Ns.

Para cada n > max{N;, No} se cumplen ambas desigualdades. Por lo que para
cada n tenemos

|Li — Lol = |Ly — S+ Sy — Lo| <|S, — Ly| +|S, — La| < 2e.
Pero € es arbitrario y positivo. Si Ly # Ly entonces podemos tomar

L= Lo
E= ————

0
5 >

obteniendo la contradiccion de que |Ly — Lo| < |Ly— Ly, por lo tanto Ly = Ly [

A.1.2. Series

El término de sucesion se puede combinar con la nocién de suma para asi obtener
un objeto llamado serie. Este concepto intenta capturar la idea de sumar infinitos nu-
meros complejos y tienen aplicaciones en muchas areas de las matematicas, en nuestro
caso, lo enfocaremos para tener un mejor entendimiento de la teoria de funciones ge-
neratrices.

Sabemos (al menos tedricamente) como lidiar con sumas finitas de ntmeros reales

E ap = Clj + CLj+1 + ij+2 + —f- (078
k=j

Sin embargo, el mayor interés en las matemaéticas tiende a recaer en el area de las
series infinitas:

E ap = G + Aj41 + Q42 + ...
k=j

Definicién A.1.2 (Sumas parciales). Definimos la n—ésima suma parcial, S,, por
Sn = Gy +(1j+1 +..+ta, = Zak.
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A.1. Sucesiones y series

La definicion nos permite introducir el término de sucesion de sumas par-
y [e.e]
ciales { Sy}

Se dice que la serie infinita ZZOZJ ay converge siempre que la sucesiéon de sumas par-
ciales converja a un namero real . En este caso se define y_~ ;@ = 1. De este modo

o n

E a, = [ significa que lim S,, = [, o bien, lim E ap | = 1.
n—oo n—0o0

n—j k=j

Definicién A.1.3 (Convergencia de una serie). Diremos que una serie es conver-
gente si la sucesion {S,} = S1,5,... de sus sumas parciales tiende a un limite.
Formalmente, una serie converge si existe | tal que para cada € > 0 existe un entero
suficientemente grande N tal que para cada n > N se cumple que |S, — 1| < ¢.

La convergencia es probablemente el concepto de mas interés a la hora de estudiar
series infinitas, es por eso que su clasificacion, a menudo, dependera totalmente de su
convergencia (convergen o no, es facil deducir su convergencia, etc.). A continuacion
haremos mencion de las series mas trabajadas en analisis (geométrica, telescopica, y
armonica), de la mano de algunos resultados impotentes.

Teorema A.1.2. Sea a € C tal que |a| < 1, entonces

o0

, 1
Zaj:l—oz’

J=0

(por convencidn, en esta ocasion diremos que 0° = 1) pero si |a| > 1 entonces la serie
diverge.

Demostracion. Sea n un entero no negativo. Si a = 1 entonces
n n
g al = g l=n+1.
Jj=0 J=0

por lo que la serie diverge. Ahora sea a # 1, entonces

n 1 — an+1

Zaj: 1—a

J=0

Sabemos que para cada a € C con |a| < 1 se cumple que lim,,_,,, a” = 0 y ademas,
la sucesion {a"} converge si y solo si |a|] < 1 6 a = 1. Esto nos dice que la serie
converge a 1/(1 — a) si |a| < 1, pero diverge si |a| > 1. O

Definicién A.1.4 (Serie geométrica). La serie

, 1
z:ajzl—a’

J=0

67



Capitulo A | Series de potencias y funciones generatrices

es llamada serie geométrica.

Teorema A.1.3. La serie

o0

> (a1 — ay)
J=0
converge si y solo si la sucesion {a,} converge, y en este caso
o0
E (aj41 —a;) = lim a, — ao.
—

n—00
J

Demostracion. Es inmediato, pues por la propiedad telescopica [12, p. 26| para cada
n se tiene

n

Z(%’H — ;) = Gnt1 — do.

3=0
O
Definicion A.1.5 (Serie telescopica). La serie
o0
Z(%‘H - a;)
§=0
es llamada serie telescopica.
Teorema A.1.4. Si la serie Z;‘;O a; converge, entonces lim,_,o a, = 0.
Demostracion. Para cada n > 0 sea
n
S: Z Clj.
§=0
Entonces a,, = S,, — S,,—1 para cada n > 0. Si
o
> =5
§=0
entonces
lim S,,_; = lim S, =95,
n—o0 n—oo
de modo que
lim a, = lim (S, — S,-1) =95 —-S5=0.
n—oo n—oo
n

El teorema anterior tiene un mayor impacto en su contrapositiva, pues es util para
establecer la prueba del n—ésimo término. La prueba del n—ésimo término dice que
.« 17 . . o0 .
si lfm,, o @5, NO existe o no es cero, entonces la serie | =0 @; diverge.
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Teorema A.1.5. La serie
>!
=
diverge.

Demostracién. Denotemos por {s,} = > 7, 1/j, y probemos que {s,} diverge.

Suponga que lim,,_,, s, = s. Entonces

ya que n — 00, y

ya que n — 0o. Esto no es posible, ya que

1 1
2j_1—2—j>0paracadaj>(),

tenemos lim,, oo (t, — t,) > u; —t; = 1/2 > 0. Por lo tanto {s,} diverge. O

Definicién A.1.6 (Serie armoénica). La serie
o0
>
=17
se llama serie armdnica.

A.1.3. Criterios de convergencia

Deducir si una serie converge o diverge no siempre es tarea facil, por esta razon
existen distintas pruebas que se aplican a la serie en cuestion y asi facilitar la deduccion
de la divergencia o convergencia de dicha serie. A continuacién enunciaremos las
pruebas mas conocidas y utilizadas en la teoria de series, la demostracion de estos
enunciados los puede consultar en |12, c. 3.

Teorema A.1.6 (Criterio de comparacion). Sea Y 7 ga; y > 72, b; dos series con
términos no negativos, y suponga que a; < b; para cada j mayor o igual a un nimero
entero no negativo N. Si la ultima serie converge, entonces también lo hace la primera;
si la primera diverge, lo hace la seqgunda.
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Teorema A.1.7 (Criterio de condensacion de Cauchy). Si {a,} es una sucesion no
creciente de términos no negativos, entonces la serie Z;io a; converge si y solo si su
serie condensaddl lo hace.

Teorema A.1.8 (Criterio de la razén). Sea Y 7 a; una serie de términos positivos
y sea

, Ap+1
lim =1L

)
n—o0 (A

para algin nimero L. Entonces la serie converge si L < 1 y diverge st L > 1.

Teorema A.1.9 (Criterio de laraiz). Sea ) 7" a; una serie de términos no negativos
y sea

lim /" = L
n—oo

para algin nimero L. Entonces la serie converge si L < 1 y diverge si L > 1.

Teorema A.1.10 (Criterio de Kummer-Jensen). Sea > . . a; una serie de términos
7=0""J
positivos, y {b,} una sucesion de términos positivos. Sea

Ap+1

Cp — bn - bn+1.

n
entonces
c 1, o0
1. Silim, o ¢, > 0, entonces ijo a; converge.

2. Si Z;io 1/b; diverge y existe N tal que ¢, < 0 para cada n > N, entonces
> o a; diverge.

Teorema A.1.11 (Criterio de Raabe). Sea >~ a; una serie de términos positivos,
y suponga que

lim n (1 — a”“) =L
n—o0 any,

para algun nimero L. Entonces la serie converge si L > 1 y diverge st L < 1.

Ha serie Z 2" f(2™) se llama condensada de la serie Z f(n).

n=0 n=1
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Evaluar 07 an an >0

A.1. Sucesiones y series

No
lan — 07 > Diverge

Si o incierto

{an contiene n!, ¢, o n"?

jan es una razén de polinomios?

St
\

Use criterio de
comparacion

No

Use criterio de comparacién o
criterio de condensacion de Cauchy

Figura A.1: Determinar convergencia o divergencia de una serie.

A.1.4. Series de potencias

Diverge Converge
L>1
>14 A L<1
Calcular lim 22+ — [

n—o00 @y

y usar el criterio de la razén

L no existe
y o L=1

L Qn41 > 1()

An

Si

Use criterio de la raiz.

{Conclusién?

Si

Use criterio de Raabe

\

{Conclusién?

Use criterio de

Kummer-Jensen

\

Finalizado

Finalizado

Deben ser claras las diferencias que hay entre una serie de potencias y una serie.
Como hemos visto, la palabra serie hace referencia a una suma infinita. Un ejem-
plo inmediato es pensar en una serie geométrica cuyo primer término es 1 y cuya

proporcion es 1/2:
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1+ ! + = +...+ = +
sty tot-

y esta suma converge a 2.

Por otra parte, una serie de potencias es una serie con una variable (usualmente
se usa x), cuya n—ésima potencia aparece como un factor en el n—ésimo término de
la serie. Retomando el ejemplo anterior, la serie de potencias pasa a ser:

R R

la serie de potencias converge cuando —2 < x < 2, y en este caso la suma es

1
1—

M

% en el intervalo (—2,2).

Es decir, la serie representa a la funcion f(z) = i

Dentro de este contexto vale la pena recalcar una observaciéon mas, nos referimos
como “serie formal de potencias” cuando solo nos preocupamos por la “forma” de la
serie (los coeficientes) y no por la convergencia. Tendra sentido tratar a una serie
formal de potencias como funcién tinicamente en areas donde la serie infinita conver-
ge; generalmente en el radio de convergencia (seccion 4.1), en este caso nuestra serie
formal de potencias pasa a ser una serie de potencias convergente.

A lo largo de la tesis hemos trabajado con distintos tipos de series convergentes
de potencias, como las series de Taylor y de Laurent.

En el contexto del analisis complejo, usamos series de Taylor para funciones holo-
morfas y series de Laurent en presencia de singularidades aisladas. Ambas representan
la funcion, pero solo una va a converger cuando |z| > 1, y la otra solo converge cuando
|z| < 1. Ademas, es facil notar por el teorema de Cauchy que cuando f es holomorofa
la serie de Taylor y la serie de Laurent son lo mismo.

Definicion A.1.7 (Serie formal de potencias). Una serie formal de potencias en una
variable con coeficientes en R es una funcion F : N — R. Se escribe F(n) ¢ F,
para el valor de la funcion en la entrada n € IN. El conjunto de todas las funciones
formales de potencias (con coeficientes en R) se denota por R][x]].

Una serie formal de potencias F' € R[[z]] es una sucesion F = (Fy, Fi,, ..., Fp, ...)
indexada por enteros no negativos; donde cada F),, € R. Esta sucesiéon a menudo se
escribe como

F = i F,x",
n=0
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donde a F;, se le conoce como coeficiente de z™ en F.

Definicién A.1.8 (Igualdad). Dos series formales de potencias F,G € R[[z]] son
wquales si F,, = Gy, para cada n € IN.

Definicion A.1.9 (Suma y producto). Dadas F,G € R][z]], definimos la suma
F+G:IN—R como (F+ G)(n) = F(n) + G(n), para cada n € IN. Definimos
el producto - G : N — R como (F'-G)(n) = >, ., F(i) - G(j).

Usando nuestra notacion:

Suma Z F.z" + Z Gpa" = Z(Fn + Gp)z"
n=0 n=0 n=0
Producto: (i an”> . (i an"> = i ( Z F; - Gj) "
n=0 n=0 n=0 \i+j=n

Teorema A.1.12 (Producto de k-series). Sea Gi,Ghs,...,Gy € R][z]]. Para cada
n € IN se cumple que

(Gr-Ga- o Gr) = > Gilj1) - Ga(fa) - . Giljn).

Jitjet..+jk=n

Demostracion. Usando induccion sobre k. El caso k = 1 es trivial, para k = 2 viene
dado por la definicion. Ahora suponga que k > 2 y que conocemos el resultado para
k—1.Sea F=Gy-Gy-...- G_1, y calculamos

(G1-Ga- . n Gy)(n) = (F-Gi)(n) = Y F(r)-Gi(s)

r+s=n

= Z Z G1(j1) - Ga(ja) - - - Gr-1(Jk—1) | G(s)

r+s=n \jit+jet+..+jg—1="
= > Gi() - Galha) - - G (at) - Giln)-
Jitje+..+jk=n

El dltimo paso se sigue por la ley distributiva y cambiando los nombres de los
indices de suma.

]

Del mismo modo que en las sucesiones podemos definir el limite de una serie formal
de potencias y definir operaciones sobre estos limites.

Definicion A.1.10 (Limite de una sucesion de series de potencias formales). Sea
{Fi}rew una sucesion de elementos de R[[z]] y G € R[[x]]. Escribimos

lim F, = G ¢ bien F, — G,

k—o0
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si y solo si para cada n > 0, existe un indice K(n) tal que k > K(n) implica

Fi.(n) = G(n).

Teorema A.1.13 (Algebra de limites). Sean F,,G, € R[[z]] tal que F,, — P y
G, — Q. Entonces:

1. F,+G,—>P+Q.

2. F,-G,—F, -G,.

Teorema A.1.14. Sea

una serie de potencias. Hay un R con 0 < R < oo, tal que la serie converge absolu-
tamente para 0 < |z — ¢| < R y diverge para |x — ¢| > R. Ademds, si 0 < p < R,
entonces la serie de potencias converge uniformemente en el intervalo |z — c| < p, y
la suma de la serie es continua en |z — c| < R.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad podemos tomar ¢ = 0 (o bien, tome x por
x — ¢). Considere la serie de potencias

o0

E anxj

n=0

y suponga que converge para algin zy € R, con zy # 0.
Luego, sus términos convergen a cero, por lo que estan acotadas y existe M > 0
tal que

lanzi| < M, n=0,1,2,..

Si |z| < |zo| entonces

n

< Mr" r= <L

Zo

n|_

x
la,x lanxg] - ’I_o

Comparando la serie de potencias con la serie geométrica convergente »  Mr™,
notamos que la serie Y  a,z™ converge absolutamente. Por lo tanto, si la serie de po-
tencias converge para algunos xry € R, entonces converge absolutamente para cada
x € R con |z| < |xo].

Sea

R =sup{|z| >0 : > a,z™ converge}
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Si R = 0, entonces la serie s6lo converge en z = 0. Si R > 0 entonces la serie
converge absolutamente para cada z € R con |z| < R, ya que converge para algunos
xog € R con |z| < |zo| < R. Si R = oo entonces la serie converge para todo = € R.

Finalmente, sea p con 0 < p < R, suponga que |z| < p. Tomemos o > 0 tal que
p > o > R. Entonces _ |a,0"| converge, luego |a,0"| < M, por lo que

lanz"| = |ano”|

n
“|" < Jano
g

B‘ < Mr", conr=plo <Ll
o

Ya que > Mr"™ < oo, la prueba M de Weierstrass nos dice que la serie converge
uniformemente en |z| < p, y la suma sera continua en |z| < p. Al ser esto valido para
cada 0 < p < R, concluimos que la suma es continua en |z| < R.

O

Ya que hemos probado la continuidad de una serie de potencias ahora podemos
definir su derivabilidad.

o0

Definiciéon A.1.11 (Derivada de una serie de potencias). Sea f(x) = Zanmn,

n=0
usando la regla de la cadena se tiene:

f(z) = i apnz" .
n=0

Las derivadas formales de orden superior se pueden definir recursivamente para
cada k > 1, como F*+1) = (F®)) Se sigue que

FO =3 "(n+1)(n+2) (n+k)Foyppz".
n=0
Definicion A.1.12 (Integral de una serie de potencias). Sea f(x) = Zanx”, defi-
n=0
nimos su integral como:
72 pntl o an1 ,
/f(:c) —a0x+a1§+...+ann+1 + ... _nz:; —

A.1.5. Funciones generatrices

Dada una funcion de conteo a : INy — C, a menudo descrita como una sucesion
{a,}2;, podemos asociarle una serie de potencias A(z) = > o~ a,z", la cual se le
llama funcion generatriz de la secuencia.

Una funciéon generatriz es una serie formal de potencias, y por serie formal de po-
tencias nos referimos a que estamos considerando este objeto no como una funcién de
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x, si no como una colecciéon de marcadores de posicidén convenientes para indexar una
sucesion aq, as, a...., a,. En otras palabras, por lo general no nos vamos a preocupar por

asignar valores a x, en cambio, vamos a tomar este objeto y pretender que todos los
x; son marcadores de posicion que nos permite diferenciar a; y as, y asi sucesivamente.

Recordemos que al estudiar series de potencias por lo general hacemos uso de la
informacion conocida de la sucesion para estudiar la serie, es decir

(Informacion de {a,}o> ;) = | Informacion de Z an

n=1

Esto suele pasar ya que, en general es més facil estudiar las sucesiones que las
series de potencias. Dicho esto, es natural preguntarse si podemos invertir este pro-
ceso. Supongamos que tenemos una secuencia que buscamos estudiar, ;/qué pasa si la
convertimos en una serie de potencias y usamos nuestro conocimiento para responder
preguntas sobre la sucesion original? Es decir,

Informacion de Z a, | = (Informacion de {a,}o> ;).

n=1
La respuesta es si, y a este método se le conoce como método de funciones gene-

ratrices, el cual trabaja de la siguiente manera:

» Tomamos nuestra sucesion {a, }oo; que buscamos estudiar.
» Observamos su serie de potencias asociada )~ | a,a™.

» Fl siguen te paso es buscar una forma cerrada para la serie de potencias (por

1

ejemplo, Y~ 2™ = ). Para encontrar esta forma cerrada se usan herramien-

tas algebraicas o de célculo.

» Usamos la forma cerrada de la serie de potencias para recuperar la informacion
de la sucesion original.

Teorema A.1.15. Sean {a,} y {b,} dos sucesiones y A(x), B(x) sus funciones
generatrices asociadas respectivamente, entonces
1. la sucesion {c,} = {an,+b,} tiene como funcion generatriz C(x) = A(x) + B(x),

n
2. la sucesion {c,} = E aib,_r ¢ tiene como funcion generatriz
k=0

3. la sucesion {c,} = {aa,} tiene como funcion generatriz C(z) = aA(z), con «
constante,
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4. la sucesion

0, en otro caso

Ay st >m
{Cn}_{nm, >

tiene como funcion generatriz C(z) = x™A(x),

5. la sucesion {c,} = {anym} tiene como funcion generatriz

C(ZE) _ A(l‘) - an:_() anxn

xm

)

6. la sucesion {c,} = {na,} tiene como funcion generatriz C(x) = zA'(x),

7. la sucesion

(e} = C;—n, stn >0
L} =

0, en otro caso

TAlt)—a
tiene como funcion generatriz C(x) = / % dt,
0

& A
8. la sucesion {c,} = {Z ak} tiene como funcion generatriz C(x) = ] (z) .
-z
k=0
Demostracion. Se tiene que:

1. C(x) = Z(an + b,)x" = Zanx” + Z b,a™ = A(z) + B(z).

n=0 n=0 n=0
2. C(z) = Z Z by " Z Z apby_rx" = Z Z apz®, "

n=0 k=0 k=0 n=k k=0 n=Fk

— Z Zakx bl = (Z akxk> (Z blxl> = A(z) - B(x)
k=0 1=0 k=0 1=0

3. C(x) = Zaanx” =« Zanx” =a-Azx)

n=0 n=0
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4. C(z) = i Ay " = i "t = g™ i a,x” = x"A(x).
n=m n=0 n=0
00 00 [e%¢} m—1 n
5. C(x) = nz% pimx" = nz;anl‘”_m = x_mnz;nanx” = Alz) = %T::o A
6. C(z) = inanx” = xinanx" = xiandd z" = dixianx" =ux-A'(z)
n=0 n=0 n=0 =0
SN F ool "o~ 1 T A(x) — ag
7 C(:v):Z—x :Zan At = Zant dt—/ dt
n=1 n=1 0 0 n=1 0 t
o n o0 [ee] o0 o oo o0
8 C’(x)zz akx”:ZZakx":Zaka”J“k:Zakkax"
n=0 k=0 k=0 n=k k=0 n=0 k=0 n=0

]

Las funciones generatrices pueden considerarse de dos formas distintas, como ob-
jetos algebraicos o como objetos analiticos.

Para considerarlas como objetos algebraicos debemos situarnos en el anillo de las
series formales de potencias [3]|, donde estas se encuentran sujetas a una suma, un
producto, una composicion, etc. Una vez més, el término formal hace referencia a
objetos puramente algebraicos donde el indeterminado x™ es una marca para saber
donde esta el n—ésimo coeficiente. En este contexto, una funcién generatriz y una
serie formal de potencias se pueden considerar el mismo objeto.

Estudiar las funciones generatrices como objetos analiticos es lo que hemos hecho
en el capitulo 4. Tratarlas como funciones analiticas y usar herramientas del anélisis
complejo para obtener informacion sobre el comportamiento de la sucesion {a,}o,
para n's grandes.
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B Introduccion a SageMath

En el capitulo 5, hemos abordado el tema de la extraccion de coeficientes de funcio-
nes generatrices apoyandonos del SAC (sistema algebraico computacional) SageMath,
es un software de licencia libre y codigo abierto. Fue lanzado en el 2005, es decir, es
un sistema relativamente nuevo; razoéon por la cual, al dia de hoy no es muy conocido
(a comparacion de otros SAC’s) dentro de la comunidad matemaética. Es precisamen-
te esta mocedad la que nos lleva a pensar que muy probablemente el lector no esté
familiarizado con SageMath. El presente apéndice se enfoca principalmente en apoyar
al lector a comprender con mas claridad los codigos presentados en el capitulo 5.

Gran parte de SageMath esta implementado usando el lenguaje de programacion
Python. La audiencia a la que esta dirigida, principalmente, este sistema es a la
comunidad matematica y tiene como principal objetivo proveer software tutil para
la investigacion en diversas areas tales como la Combinatoria, Algebra, Teoria de
nameros, etc.

B.1. Conceptos basicos

En toda disciplina lo méas importante son los fundamentos, es por eso que antes de
intentar hacer matematicas avanzadas en SageMath debemos ser capaces de manipular
lo mas esencial, como la aritmética y el manejo de funciones matematicas basicas.

B.1.1. Calculadora y funciones béasicas

Una de las més basicas y principales herramientas de SageMath es el uso de este
como una calculadora; por ejemplo, al escribir 2+3 y presionar “Evaluate” obtenemos
como resultado 5. Andlogamente, al evaluar la instruccién 2*3 obtenemos 6 (las ope-
raciones resta - y cociente / trabajan de forma similar). Las operaciones potencia y
factorial se usan de una manera ya conocida, por ejemplo, para evaluar 22 debemos
dar la instruccién 2°2; y para evaluar 2! simplemente basta escribir factorial(2).
Otra operacion basica es la raiz cuadrada, para calcular, por ejemplo v/9 debemos dar
la instruccion sqrt (9) y para una raiz de orden superior, por ejemplo v/64 damos la
instruccion 64~ (1/6).
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Capitulo B | Introducciéon a SageMath

sage: #Todo el texto que aparece a la derecha del signo # son

comentarios
sage: 12496
108
sage: 87—32
55
sage: 1000/10
100
sage: 7/3 #Podemos obtener numeros irracionales
7/3

sage: 12/2 #Tambien se reducen las fracciones reducibles

6

sage: 372 #Para calcular potencias se usa el circunflejo

9

sage: 3%x2 #0 bien un doble asterisco

9

sage: 372, 2xx3 #Podemos separar operaciones por comas

(9, 8)

sage: 372; 2xx3 #Podemos separar operaciones por punto y coma
9

8

sage: 4°(—2) #Las potencias de exponente megativo producen fracciones
1/16

Puede presentarse el caso, en el que busquemos calcular, por ejemplo la raiz cua-
drada de un nimero primo (la cual siempre sera irracional) y SageMath nos permite
aproximar el resultado tanto como deseemos, por ejemplo, para calcular v/3 a 50
digitos damos la siguiente instruccion

numerical_approx(sqrt(3), digits=50).

sage: numerical approx(sqrt(3), digits=>50)
1.7320508075688772935274463415058723669428052538104

Cabe recalcar que en SageMath existen las llamadas construcciones, las cuales nos
ayudan a responder preguntas del tipo “ s Cdmo construyo... en SageMath?” Por ejem-
plo, para construir la derivada de una funcién f se usa (como veremos a continuacion)
la construccion f.diff ().

B.1.2. Variables y ecuaciones

Una ecuacion es una igualdad que contiene una o mas variables, y solucionar ecua-
ciones suele ser una tarea incesante en matematicas. Es por esta razéon que SageMath
funciona como una gran herramienta para esto. Para definir una o mas variables se
hace uso de la instruccién var; por ejemplo, para definir las variables x,y, 2 :
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sage: var(’x_y.z’)
(x, v, z)

También es posible hacerlo de manera individual

sage: var(’x’)

sage: var(’'y’)

sage: var(’z’)

En el &mbito de la programacion existen dos tipos de operadores muy importan-
tes, operadores de asignacion y de comparacion. Un operador de asignacion, como su
nombre lo indica, se encarga de asignarle a una variable el resultado de una expresion
matematica o el valor de otra variable, en SageMath se utiliza “=" para la asignacion;
y un operador de comparaciéon nos ayuda a comparar dos expresiones y nos devuelve
un valor de verdad el cual representa relaciéon de los valores comparados, para com-
paracion utilizamos ==, <, >, <=, >=

Ahora, suponga que buscamos resolver la ecuacién cuadratica x? + 2z + 3 = 0.
Para esto, definimos la variable x y usamos la instrucciéon solve:

sage: var(’x’)

X

sage: solve (x"2+42*xx+3==0,x)

[x = —Ixsqrt(2) — 1, x = Ixsqrt(2) — 1]

Note que en la linea 1 y 2 hemos definido la variable z, en la linea 3 usamos la
instruccion solve seguido de nuestra ecuacion a resolver y al final la variable respec-
to a la cual buscamos la solucién. Finalmente, en la linea 4 SageMath nos da las dos
soluciones: —1 — i\/2 y —1+ iv2.

Habra casos en el que las soluciones llegan a ser ilegibles, para esto podemos
proceder de la siguiente manera

sage: respuesta=solve (x"2+42*x+3==0,x)
sage: print(respuesta[0])

x =— —Ixsqrt(2) — 1

sage: print(respuesta|[l])

x = Ixsqrt(2) — 1

Lo cual nos permite imprimir las dos respuestas ([0] y [1]) por separado.
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B.1.3. Funciones

En el capitulo 1, hemos definido lo que es una funcion (I.1.3), concepto central
de muchas areas de las matematicas modernas. Es por eso que SageMath proporciona
herramientas para su manipulacion de forma facil y concisa. En la siguiente tabla, en
la columna izquierda, se muestra la instruccién requerida en SageMath para llamar a
la funcion que se muestra de lado derecho.

sin(x) Seno de x en radianes
cos(x) Coseno de = en radianes
tan(x) Tangente de = en radianes
sinh(x) Seno hiperbdlico de x
cosh(x) Coseno hiperbolico de z
tanh (x) Tangente hiperbolica de x
asin(x) ArcoSen de x
acos(x) ArcoCoseno de x
atan(x) ArcoTangente de x
abs (x) Valor absoluto de x
exp (x) Exponencial de base el nimero e

1n(x) Logaritmo natural de x

log(x, base) Logaritmo

Es posible nombrar y hacer operaciones con funciones, por ejemplo, derivarlas:

sage: #Podemos nombrar una funcion

sage: F = x"3+sin (x)

sage: F

x"3 + sin(x)

sage: #Tambien podemos derivar la funcion con la construccion . diff()
sage: F.diff ()

3xx~2 + cos(x)

SageMath también nos proporciona una implementacion para expandir la funcion
como series de potencias.

Para obtener series de Taylor a partir de una funcién usamos la construccion
.taylor () en la expresion:

sage: F = sin (x)

sage: #Usamos la construccion .taylor(variable, al rededor de..., grado)
sage: F.taylor(x,0,5)

1/120%xx"5 — 1/6%x"3 + x
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Es posible obtener la expansion formal de una funcién en serie de potencias con
la construccion .series(), y al mismo tiempo usar coefficient () para imprimir el
coeficiente deseado de la serie:

sage: G=(2/(1—cos(x)))

sage: #Usamos la construccion .series(variable, grado)

sage: G.series (x,6)

4xx~(—2) + 1/3 + 1/60%x"2 + 1/1512xx"4 + Order(x"6)

sage: ##Usamos la construccion .coefficient(variable, coeficiente
buscado)

sage: G.series(x,6).coefficient (x,4)

1/1512
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Notacion

En este trabajo se usa la siguiente notacion:
N=1{1,2,..,},

7, = anillo de los ntimeros enteros,

Z:>, = enteros mayores o iguales a n,

R = campo de los numeros reales,

C = campo de los ntimeros complejos,

De forma estandar se usa el alfabeto caligrafico (mathcal) para estructuras com-
binatorias (etiquetadas y no etiquetadas):

A B C
T £ Z

Al igual que la fuente matematica predeterminada en maytusculas para denotar
conjuntos:

A B C
XY Z
0 denota el conjunto vacio;
|A| cardinal del conjunto A;

XCY X es subconjunto de Y
f: X =Y mapeo del conjunto X al conjunto Y;

reX x es elemento de X;
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Ax B
0A
Seq(A)
Seq_,(A)
Seq<;(A)
Seqs,(A)
Set(A)

Cyc(A)
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composicion de las funciones f y g;

denota al conjunto {1,2,...,n};

denota el conjunto potencia del conjunto S

denota una relacion de equivalencia;

denota la equivalencia entre dos clases de estructuras combinatorias;
denota unién disjunta;

denota el producto cruz de los conjuntos A y B;
construccion marcar;

construccién sucesion;

construccion sucesion de longitud igual a k;
construccion sucesion de longitud méxima igual a k;
construccion sucesion de longitud minima igual a k;
construcciéon conjunto;

construccion ciclo;

denota producto etiquetado;

denota “suma’;

n—ésimo término de la sucesion {a, }>2 ;

coeficiente de 2™ en la serie de potencias f(x);
denota el logaritmo natural de a;

denota el supremo de un conjunto;

integral de la funcion f(x);



Res,—,

B.1. Conceptos bésicos

integral de la funcion f(z) a lo largo de la curva ~;

denota la derivada respecto a x;

curva cerrada en el abierto €2;

residuo de z en la singularidad a.
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