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GLOSARIO

1. Deformacion
Es aquel cambio relativo que hay de la posicion con respecto a otra en un medio continuo,
es decir, es la alteracion de la forma de un cuerpo lograda mediante la aplicacion de fuerzas
sobre el.

2. Fluido
Es aquel medio continuo que es formado por alguna sustancia y que, al aplicarle un
esfuerzo este se forma continua e irreversiblemente.

3. Fluido incompresible
Agquel medio continuo que es formado por alguna sustancia y que tiene una densidad
constante.

4. Fluido Newtoniano
Es un fluido que tiene viscosidad constante e independiente de la rapidez de deformacion.

5. Fluido No-Newtoniano
Es un fluido donde su viscosidad es dependiente de la rapidez de deformacion.

6. Fluido adelgazante al corte
Es aquel fluido en el que su viscosidad decrece por efecto de un aumento en la rapidez de
deformacion.

7. Fluido engrozante al corte
Es aquel fluido en el que su viscosidad aumenta cuando existe o0 se da un efecto de rapidez
de deformacion.

8. Fluido volumétrico
Es el volumen de fluido que pasa por una superficie dada en un determinado tiempo, es
decir, es el volumen por unidad de tiempo.

9. Rapidez de deformacién
Es el cambio que se da en elongacion o contraccion de un material de un determinado
componente, objeto o sistema de estudio, es decir, es el cambio o evolucion temporal de la
deformacion.

10. Viscosidad
Es la medida de la resistencia que poseen los fluidos al movimiento o a fluir.

11. Ecuacién de continuidad de Newton
Es una relacion que hay entre las variables termodindmicas 0 mecanicas de un sistema
fisico, como lo pueden ser: presion, volumen, tensién, deformacion, temperatura, densidad,
entropia, etc.., es decir, es aquella ecuacion que relaciona las variables dindmicas de un
sistema, en donde particularmente para la reologia se relaciona el esfuerzo y la
deformacion.



12. Ecuacion de continuidad
Es una ecuacion diferencial parcial que nos demuestra o representa la conservacion de
materia en un sistema fisico.

13. Ecuacion de movimiento
Es la segunda ley de newton, la cual es aplicada en un medio continuo

14. Ecuacion de Navier- Stokes
Es la ecuacion de movimiento que se aplica a un fluido Newtoniano, las cuales describen el
movimiento tridimensional de sustancias fluidas viscosas

15. Estado estacionario
Es cuando las variables que definen el comportamiento, respecto al tiempo, permanecen
invariantes en un sistema o proceso, es decir, es el estado en el que ninguna propiedad
dindmica del sistema depende del tiempo.
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RESUMEN

En esta investigacion a nivel de licenciatura se analiza un sistema que combina
mecanismos cortantes y extensionales. El sistema que se analiza es la compresion de un
fluido newtoniano entre dos geometrias circulares de radio r = a y separados a una
distancia H(t). La fuerza ejercida por el plato superior induce un gradiente de presion y
por lo tanto dos componentes del vector velocidad, una radial y axial respectivamente.

Asumiendo que el sistema se encuentra en estado pseudo-estacionario, isotérmico
y liquido incompresible y que los mecanismos inerciales son despreciables, se obtiene un
balance entre el gradiente de presion en la direccion radial y la componente rz de la
ecuacion de movimiento.

A partir de esto y la ecuacion de Newton, se obtiene la velocidad radial y axial del
sistema a través de la ecuacion de continuidad. Suponiendo conservacién de masa, se
obtiene una expresion cerrada para el gradiente de presion radial.

A partir de las velocidades se obtiene las magnitudes del tensor rapidez de
deformacion y del tensor de vorticidad. A partir de esto, se calcula el tipo de flujo K que
nos da una medida de los mecanismos cortantes, extensionales y de vorticidad.

El gradiente de presion con respecto a la seccidn transversal, se obtiene la
expresion para la fuerza en funcién de las propiedades materiales del sistema.

Este sistema se puede emplear para la caracterizacion de fluidos newtonianos a
través de la fuerza que experimenta y la altura del descenso del plato superior sobre el
fluido.

Palabras claves:

Fluido Newtoniano, Flujo por compresion, Viscosimetria, Andlisis de ordenes de
magnitud y Teoria de perturbaciones a ordenes ceroy primero.
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CAPITULO 1
INTRODUCCION
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1.1 Preliminares

El estudio de sistemas que involucran componentes cortantes es ampliamente
investigado en mecanicas de fluidos y transferencia de momento (Ref). Este tipo de sistemas
es el punto de partida de muchos cursos y trabajos de investigacion en el area de mecénica
de fluidos no-newtonianos (Ref). Este consiste principalmente en flujos homogéneos en
donde, la rapidez de deformacion del sistema es constante e independiente del liquido (Ref).
El flujo extensional se origina cuando solamente tenemos, componentes en la diagonal
principal del tensor gradiente de velocidad V'V o tensor rapidez de deformacion D. El flujo
extensional es de lo mas dificil de generar debido a que los experimentos muestran que se
induce mediante una transicion de flujo cortante en las paredes a extensional en el centro del
sistema. Los puntos mas importantes de este sistema son los siguientes:

A) El flujo cortante es un flujo débil.

B) El flujo extensional es un flujo fuerte que induce la orientacion de los elementos
materiales en el sistema de flujo.

C) Enun flujo no controlado existen los dos sistemas, es decir, son mezclas cinematicas
que contienen este tipo de deformaciones.

Ejemplos de flujos homogéneos controlados es el que se obtiene en un redbmetro en el cual la
rapidez de deformacion es homogeénea, no depende de la posicion. El flujo no-homogéneo se
genera en sistemas que son deformados continua e irreversiblemente mediante un gradiente
de un potencial (presion, gravitacional, potencial eléctrico, Ref).

Por otra parte, existen sistemas en donde se obtiene la combinacion de flujo cortante y
extensional (Ref). Un ejemplo de este sistema, es en el recubrimiento de polimeros en el cual,
hay un sustrato mévil en donde existen un fluido entre dos platos (Ref). El plato de arriba
esta inclinado por lo que en las paredes se tienen componentes cortantes, y en el centro es
extensional (Ref). Este tipo de sistemas se ha estudiado en la generacion de tejido humano
mediante colageno tipo II.

En esta tesis, se discutira una de los sistemas mas complejos desde el punto de vista
de la reologia, el cual contiene elementos cortantes y extensionales conocido como flujo por
compresion entre discos paralelos. El flujo por compresion se estudia en el area de reologia
de sistemas newtonianos y no-newtonianos en biopolimeros. Este sistema, consiste en un
fluido viscoso que descansa en el plato inferior de un sistema de platos paralelos separados
auna distancia H(t). En este sistema el plato superior se aproxima por medio de una velocidad
constante y comprime el fluido generdndose una transicion de flujo cortante en las paredes
extensional respectivamente. En este proyecto, la meta principal es entender y deducir la
ecuacion deducida por Stefan mediante un analisis de ordenes de magnitud.

[
SunH(t
r()- 22l

En donde nmo es la viscosidad a bajo corte y dH/dt es la derivada de H en notacion Newtoniana.
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Figura 1.1 llustra el sistema de flujo por compresion. El liquido es colocado en el plato
inferior y el plato superior se aproxima al liquido con una velocidad - dh/dt. El liquido
es comprimido, de tal manera que el sistema presenta una transicion de flujo de
cortante en las paredes a extensional en el medio del sistema.

1.2 Estado del arte
1.2.1  Flujo por compresion
El flujo por compresién consiste en un fluido que es colocado entre dos patos
circulares separados a una distancia H(t) (Ref). El plato superior se aproxima al plato superior
comprimiendo al sistema, por lo que existe un laminado radial (Ref). Las investigaciones se
han centrado en los siguientes puntos importantes (Ref):
l. Fluidos
A) Fluidos viscosos newtonianos
B) Fluidos viscosos no-newtonianos inelasticos
C) Fluidos viscosos no-newtonianos elasticos
D) Fluidos complejos: (i) sistemas micelares, (ii) polimeros, (iii) dispersién de cristales
liquidos, etc.
. Geometria
A) Platos paralelos
B) Rectangulares
C) Esféricas

I11: Métodos matematicos

A) Asintoticos

B) Perturbativo

C) Numéricos

D) Simulaciones en COMSOL

Este trabajo estudia este tipo de fluidos estructurados en el régimen de viscoelasticidad lineal

tomando en cuenta las contribuciones del solvente y las del polimero. De esta manera, se
plantea la siguiente hipotesis de trabajo para la presente investigacion a nivel de licenciatura

14



1.3 Hipdtesis

Si el efecto del introducir una componente oscilatoria en el gradiente de presion modifica
el flujo volumétrico, entonces esta serd cuantifica a través de la funcion de transferencia
compleja y los mecanismos inerciales, solvente y viscoelasticos. Para debatir esta hipotesis,
se plantean los siguientes objetivos, los cuales son mencionados a continuacion:

1.4 Objetivos de la investigacion:

141 General

Estudiar la respuesta dinamica del flujo por compresion de un fluido newtoniano en un
sistema de platos paralelos.

1.4.2 Particular

P.1 Utilizar las ecuaciones de continuidad y transporte con el fin de analizar mediante ordenes
de magnitud, que términos son méas importantes en el analisis del flujo por compresion.

P.2 Obtener expresiones analiticas para la velocidad radial, velocidad axial, gradiente de
presion y fuerza de compresion en funcion de las variables geométricas, cinematicas y la
rapidez con la que se aproxima el plato al fluido

P.3. Obtener una expresion de la altura del plato suponiendo que ene le sistema se aplica una
fuerza constante F(t) = Fo.

P.4. Utilizar datos reométrico provenientes de la literatura con el fin de probar las bondades
de los trabajos obtenidos.

1.5 Distribucién del material

En este trabajo, el material se distribuye de la siguiente manera: En el primer capitulo
se dio la introduccion al flujo por compresion, el estado del arte, hipétesis, objetivo general,
objetivos particulares, En el segundo capitulo, se presenta el problema fisico y las ecuaciones
de continuidad, transporte y reoldgica. En el tercer capitulo se deduce la ecuacion de la fuerza
que experimenta el fluido debido al plato superior, suponiendo que los mecanismos inerciales
son despreciables, liquido compresible y estado cuasi-estacionario. En el cuarto capitulo se
presenta el esquema perturbativo y el orden cero. En el quinto capitulo se presentan los
mecanismos inerciales a través del primer orden. En el dltimo capitulo, se dan las
conclusiones, trabajo futuro y aportacién al conocimiento.

15



CAPITULO 2
PROBLEMA FISICO
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2.1 Andlisis del problema

Para modelar el sistema se suponen las siguientes restricciones fisicas. El sistema fluye
por dos geometrias. La primera de ellas, es una rendija y la segunda es un capilar de radio r
=ay longitud z = L.

a)
b)

c)
d)

e)

El liquido complejo es incompresible, i.e. su volumen no cambia.

El proceso es isotérmico, i.e. la temperatura es constante y no es necesario el balance
de energia.

El fluido contiene dos contribuciones: c.1. Solvente y c.2 Polimero.

Los mecanismos gravitacionales son despreciables, el fluido es cortando por un
gradiente de presion oscilatorio, el cual depende del tiempo y de la frecuencia.

El sistema de coordenadas es colocado en el centro del tubo por lo que, se supone

simetria cilindrica.
- FO

H(t)

——
——

a
\ 4

d

Figura 2.1. llustra el sistema de flujo por compresién. El liquido Newtoniano esta entre las
dos placas, a flujo volumétrico constante. La distancia de separacion de los platos es H y el
radio de los platos es r = a.

2.2 Ecuaciones tedricas
Las ecuaciones teoricas que se utilizaran en la descripcion de la fisica del sistema.
2.2.1 Ecuacién de continuidad

DLnp | ¢.v =g )
2.2.2 Ecuacién de Cauchy en su segunda forma:
p%\t/ =-Vp+V.6+pg (2)

Ecuacion reoldgica
La ecuacion constitutiva se puede expresar como:

6 =2uD 3)
En donde la contribucion del solvente se puede expresar como:
2D=VV+VV' 4)

Sustituyendo la Ec. (3) en la Ec. (2)

DV
P Dt

—Vp + V- (2uD) + pg 5)

Por conmutatividad

17



DV
Ppr = ~Vp+uV-(2D) +pg (6)
Al combinar las Ecs. (4-6), se obtiene la siguiente expresion para la ecuacion dindmica, i.e.,

DV .
o = VP +H(V~[VV+VV 1)+pg @)
Distribuyendo el operador divergencia, se tiene lo siguiente:

Y _ 2 T
P =V +u(v V+V-(VV ))+pg (8)
La Ec. (6), se puede simplificar a:

p% =-Vp +u(V?V+V[V-V])+pg (9)

Suponiendo fluido incompresible, es decir densidad constante, se tiene lo siguiente:
DV

pPo;="Vp+ uw(V2V + V[V - V]) + pg

Por lo tanto, queda de la siguiente manera:

p%\t/ = -Vp +uV3V +pg (10)

Desarrollando la derivada material del vector velocidad V

2= —Vp+uv? + pg
oV ,
,{E +V- vvjz -Vp +uV2V +pg (11)
El sistema se encuentra en estado estacionario, i.e.,
. oV

Lim__—=0 12

t—oo 8’[ ( )
p(Z+V-VV) = —Vp+puv?V+pg
p(V-VV) = —Vp + uv3Vv + pg (13)
Suponiendo que los mecanismos gravitacionales son despreciables, i.e.,
p(V-VV)=-Vp +uV?V+pg= -Vp +pv?V (14)
Por lo que la Ec. (11), toma la forma:
~1p(V-VV)= -Vp +uv?V (15)

2.3 Tipos de Flujo
En esta seccidn se presentan un instrumento matematico que permitira establecer una
metodologia para deducir que mecanismo de flujo domina en el sistema (Poole 2023). Si se
define el indice de flujo K de la siguiente manera:
_[Pl=|w]
B+
En la Ec. (16), la magnitud de los tensores D y W

D|=4/2(D:D) (17)

Por lo que

W[ =2(W:W) (18)

18
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La Ec. (16) es una medida de los mecanismos cortantes y extensional. Existen tres valores
asintoticos del parametro K, por lo que:

1: Flujo-extensional
K=10:Flujo-cortante (19)
—1: Rotacional
En el siguiente capitulo se presentara la deduccion de las ecuaciones principales:
a) Velocidad radial
b) Velocidad axial,
c) Gradiente de presion

d) Fuerza normal del plato al liquido
e) Altura de descenso del plato

19



CAPITULO 3
MODELADO MATEMATICO
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3.1 Tensores cinematicos

Para obtener las componentes de las ecuaciones de transporte correspondientes, se

empelaran los siguientes vectores y tensores cinematicos y dinamicos en el sistema.

V =(VrVo,Vz) =(Vr(r,2),0,Vz(r,z) ) (1)
El tensor gradiente de velocidad tiene la forma:

or or or or or
gyo| 1V VO Ve Vi 1avz| | o Ve @

r oo r 00 r r o0 r

0z 0z 0z 0z 0z
El tensor rapidez de deformacion D y el tensor de esfuerzos o tienen la siguiente forma:

or or 1574
2D= 0 vr 0 3)

r
1574 or 1574
Y el tensor de esfuerzos este definido como:
Grr O csI’Z
=0 o, O 4
GZF 0 GZZ
3.2 Modelado teorico
La ecuacién de continuidad en coordenadas cilindricas toma la forma:
;- p# p(rt)
P _
P 0
V-pV=0
p(V-V)=0
Como la derivada es constante:
p(V-V)=0
(V-V)=0
19 10Ve . 9vz

(V-V) = ;5(FVI‘) +6¥+E
10 oVz
——(rVr)+—=0 6
r 8r( ) 0z ©)

En esta seccion se modelara solamente el capilar de radio r = a y longitud L. En
coordenadas cilindricas el sistema, se puede modelar de la siguiente manera:

Vo) 2 2
p{Vravr+ﬁavr+( ) +Vzaer:—@+u[l a(E(Nr)jjtl 0 Vr+ia—Vrj

o r o r oz or lrorler 200 r? oz
)
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Se eliminaran en el componente teta por que no es de nuestro interes en este caso

2 2
p(Vrave+v_eave+veVr+VZavej lop, “( ar(a(ve)j+la_ve ia—vej
r

or r oo r 15/4 r o0 or r? 002 r? 0z°
(8)

Se eliminaran los componentes de “Z” por que al igual no es de nuestro interes en este caso

2 2
p(VIaVz+ﬁa\/z+vzavz]:_<?_p+Ll 12@%}%6 \zz +l28 \/z'z ©)
or r oo 0z 0z ror\  or a0 r° 0z

Por lo tanto solo se conservara el de la componente en “r”, debido a que es la que se
analizara.

ovr = VO avr Vo)?2 ovr 0 0%Vr  10Vr Vr , 10%Vr 2 _ 0%Vr
(Ve P - ) = P (R S 2R
r 06 r 0z or or2 r or r2 r2 002 r2 9z2

(10)

Si, se desprecian los efectos de la curvatura del sistema geométrico, se tiene la siguiente
expresion analitica en la coordenada radial r:

op 9%vr\ _
_E+“(az2)_0 (11)
La Ec. (11) puede ser descrita como:
2
0 \gr 1op (12)
0z u or

Integrando una vez con respecto a la coordenada axial z, se obtiene la siguiente expresion
analitica:

OVr _1 dp
Jogr=vad oz (13)
Resultando lo siguiente:
ovr _ ld_p
52 = nar (z)+C1 (14)

De nuevo despejamos una parcial (0z) de lado derecho para poder hacer la segunda integral
respecto ala coordenada z

f6Vr—1dpf(z)6z+C1faz (15)
Por lo tanto el perfil de velocidades radial que depende de ry z, toma la forma:
Vr(r,z) = dpz +Clz +C2 (16)

Las cond|C|ones de forntera para el perfil general tiene la siguiente: extructura:
z=0=>Vr(rz)=0

z=h(t)=Vr(r,z)=0

Sustituyendo la condicion de frontera C.F.1:

=ﬁj—‘r’¥+c1(0) +C2 (18)
Despejando C2 de la primer condicion de frontera queda:

C2=0 (19)
Aplicando la segunda condicion de frontera obtenemos:

(17 a,b)
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=1 “‘“)] + C1[h(D] + (20)

u dr
Despejando C1 queda:
€1 = -2 [h(V] (21)
Sustituyendo Cly C2 en la ecuacion general queda:
Vr(r,z) = 13“2 + (- Oz +0 (22)

Al sustituir las condiciones de frontera, se tiene lo siguiente:

1op._, 1 0p
Vr(rz)=——z"+| ———H(t) |z 23
(2)= 5 22+ -2 2r(o) @3)
Al integrar la ecuacion con respecto a z y utilizando la ecuacion de continuidad, se tiene lo
siguiente:
Con la ecuacion de continuidad:
22 (V) + 22 =0 (24)
Reacomodando la ecuacion para poder interarla respecto a z:
av d
a—ZZ =— %E (rvr) (25)
Despejando la parcial de Z (9z) hacia el lado derecho para poder integrarla:
0Vz = 22 (rVr)(92) (26)
Integrandola respecto a z:
favz =22 (xVr)(02) @7)
Pero ahora sustituyendo la Ec. (23) en Vr quedaria como:
19 1 dp z? 1d
fovz=[22|r (ad—p% + (—Z—Hdp (h(6)])z)| (dz) (28)
Separando integrales y acomodando todo respecto acomo va queda:
10 d 1 d
Va(r,z) = === g ju dp dz fz p > [h(t)]dz (29)
__10rdp 2 ; &d_p
Va(r,z) = r or2p drf 2°dz + ( 2u dr) fO z dz (30)
_ _110[1Zrdp  rih®ldpz®
Va(r,z) = 2ror [3 u dr poodr 2 (31)
Factorizando (r d—p) de la ecuacion queda como:
110 op\ [1z3 [H®)]z?
Va(r,z) = —z;a(r;) 5 -5 (32)
Vz(r,z):—112 r@j RN —iH(t) z? (33)
2ror\ or ) 3u 2u

Sustituyendo la condicion de frontera, z = H(t), la velocidad Vz (r,t) = -dH(t)/dt, por lo que
se tiene lo siguiente:

_dH(® _ 119/ 9p\[1H®® H®?
dt ~ 2raor (I‘ 6r) [3 n 21 ] (34)
Realizamos la resta de fracciones y las quedamos:
dH() _ 119 ¢ ap)[-1uH(®)3
T dt  2ror (I‘ 6r) [ 612 ] (35)
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Simplificando la Ec. (35)

_dH(Y

e _ _ 110 ( 0p
_1uHE2t)3 T 2ror (r 6r) (36)
6
Resolviendo la division de las fracciones nos queda lo siguiente:
6udH(© _ 110 ( 0p
H3(dt ~ 2rar (r ar) (37)
Haciendo las diferenciales respecto a lo que nos indica en ese punto nos queda:
110( op H(t)
2r8r[ arj i (38)
Sustituyendo la Ec. (38) en la Ec.(27) del perfil de velocidades, se tiene lo siguiente:
_ . H®[1 3 _ 1 2
Va(r,2,0) = 6p 2 =27 + ( ZpH(t)) z ] (39)
Simplifcando
_ oy [L_Z _L1HOY 2
Va(r,z,t) = 6pHO (1) [3uH3 o ( pniie (t)) 22| (40)
Eliminando la viscosidad p queda:
— vy 0 i i _ii
Vz(r,z,t) = 6yt ® [3uY{3(t) + ( zuI{Z(t))] (41)

La Ec. (41) puede escribirse como:

Vz(rzt) —6H(t)[%[ﬁjg -%(ﬁn (42)

Fuerza normal en plato superior
La fuerza que experimenta el plato superior por efetco del fluido, se puede calcular
de la siguiente manera:
F

p=x (43)
En forma diferencial, la Ec. (43) toma la forma:
dF
—_—= 44
i (44)
Sin embargo, como la presion esta en funcion del componente r.
L 45)
o = P (
Despejando a —dF
—dF = p(r)dA (46)
Integrando en ambos lados la Ec. (46)
— [dF = [ p(r)dA (47)
Por lo que,
—F = [p(r)dA (48)
Al integrar la Ec. (48), se tiene lo siguiente:
2m a
F:jp(r)dA:”p(r)rdrde (49)
S 00
De la doble integral, primeramente se desarrollara la integral interna (por partes)
Jy p(@rdr (50)
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En donde se seleccionaron las siguientes variables

u = p(r); du dp(r) dr (51)
Y
r.2

dv =rdr;v = - (52)
Tomando en cuenta que la formula de integracion por partes es igual a
fudv =uv— [vdu (53)
Sustituyendo en la formula de la integracion por partes

ar dp(r)
f p(D)rdr = (r) f ——dr (54)
Evaluando la funC|on p(r) " de 0a“a”
Jop@rdr = [p® 3], - L0 ar (55)
Realizando la evaluamon

2 0 d
Jy p(rdr = [p(r = a)a? —p(r=0) 2] Jy r2 z(rr) (56)
Desarrollando

2 d
foap(r)rdr =p(r=a) a? _ foa r2 [;ir) dr (57)

Realizando la integral exterior 0 a 2z con el resultado de la integracion por partes de la
integral interior.

F—f“[f p(r)rdr—p(r—a)——far dp(rr)d]de (58)
Sacando constantes de la integral
_[ra _ _ .3 rar’dp() ;] r2m
F= _fo p(Mrdr =p(r=a)- Js = dr| J, 1de (59)
Realizando la integral de 0 a 2n
‘ 3 q
F=[fp@rdr=p@r=a)>— 7 c 2O gr| 013" (60)
Evaluando la integral resulta en los limites superlor e inferior
_[ra _ _ N3 rar’dp(n) _
F= _fo p(Mrdr =p(r=a)- s = ——dr [21‘[ 0] (61)
Desarrollando
' 5 q
F=[f3 p@rdr = p(r = )% — [ =% dr| [2n] (62)
Realizando la multiplicacion de 211
F= 21rf p(r)rdr = 2mp(r = a)— —2m far dp(rr) dr (63)
Desarrollando y eliminando termlnos comunes
F=2m foap(r)rdr = mp(r = a)a? — nfj%rzdr (64)
Al integrar por partes, se tiene lo siguiente:
h ¢ d
F:ZnJ‘p(r)rdr=7rp(r=a)a2 nJ. p(r) 2 r’dr (65)
0 o dr
Si suponemos que en r = a, la presion es p (r = a) = 0, se tiene lo siguiente:
F=2n foap(r)rdr = 7mp(r = a)a? — nfj%rzdr (66)
Como p (r=a)=0, entonces
F= 21'tf p(r)rdr = ma?0 — ﬂfadp(r) r?dr (67)
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Quedando:

tdp(r) ,
F=- redr 68
j ” (68)
Del gradiente de presidn, integrando se tiene lo siguiente:
op H t
raz—ﬁu l_fg)r +C (69)

Despejando la letra r hacia el otro lado es:

Por lo que, se tiene lo siguiente:
[

H(t
P_ 6 (3) & (70)
or H
Al mtegrar se tiene lo siguiente:
ap = 6u ) Or + C1 (71)
Integrando
H ()
Jop = (72)
Quedando como
[
H(t
p(r)=-3u l_E)r +C,Lar + C, (73)
Enr =0, la presion debe de estar definida por lo que, se tiene lo siguiente:
Evaluando solo un r queda como
p(r) = —3u 2% + Clinr + C2
p(r) = —3uH (t)r + G0y + C2
p(r) = —3u2 (t) r? + C2 (74)
Enr= Ia p= 0
p(r) = —3u‘”t) 242 (75)
Evaluando:
p(0) = —3p"a? + €2 (76)
Despejando para la constante C2, se tiene:
H(t
C,=3u I—ES) 2 (77)
Sustituyendo la constante C2 en la general queda :
p(r) = —3uTPr? + 3T e (78)

Entonces, se tlene lo 5|gwente
[

p(r)=+ 32 [l—[iﬂ (79)

a

Sustituyendola en la ecuacion de la fuerza y haciendo la diferencial quedaria como:
d(- 3uH (t)r2+3uH (t)az)
dr
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Haciendo la diferencial:
d(-3u P +3uPa?)

dr

= —6p=Pr (80)

Ya obtenlendo la diferencial, esto se va a integrar en la formula de la fuerza
H (t)
F=-— f
F=— f —6uH(t) r3dr
F = mbp—; J, ridr (81)
Finalmente, la fuerza se puede calcular como:
H(t

F() = 3HHY) (82)

2 H®
La Ec. (82) es el modelo de Stefan y es base para el presente proyecto de investigacion.
La fuerza es directamente proporcional a la viscosidad del sistema. La Ec. (82), puede ser
punto de partida en el calculo de la viscosidad aparente.
3u7tH() 3 d[ 1 T(t) 4
F a'=—un—|-—| a 83

= @ " 2 (83)
Integrando y mantenidnedo la fuerza constante e independiente del tiempo, se tiene lo
siguiente:

1 4F(t
_2+_Lz)1( 1) = 2
H; 3puma H (t)
A partir de claculos de altura y fueza se puede calcular la viscosidad del fluido.

(84)
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CAPITULO 4
MECANISMOS VISCOSOS
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4.1 Teoria a orden cero

Suponiendo que el conjunto de variables dindmicas se puede expandir en términos del
parametro alfa, se tiene que la velocidad radial, axial, presion, esfuerzos cortantes rz,
esfuerzos normales rry zz, adquieren la siguiente forma matematica:

Vr (1, z) = a®Vry + a'Vry + a?Vr, + 0(a?) 1)
Vz(r,2)=a’Vzy + a'Vz, + a?Vz, + 0(a?) (2)
p(= apo + a'p; + a’p, + 0(a?) (32)
c, = (xoc(rz)o + alc(rz)l + azc(rz)z + O(az) (3b)
c, = ococs(rr)o + oclcs(”)1 + (120(”)2 + O((xz) (3c)
c,, = (XOG(ZZ)O + (xlc(zz)l + (120(22)2 +0 ((xz) (3d)

4.2 Perturbacion de orden cero, en la ecuacién de continuidad adimensional O(a®):
Una vez que las Ecs. (1-3d) son sustituidas en la ecuacion de continuidad y de
movimiento, se tiene la siguiente expresion matematica:

01 3 apy owavz _
@’ =~ (V) +a’ ———=0 (4)

Desarrollando la ecuacion de acuerdo con las multiplicaciones:

-0 (5)

Por lo tanto, como solo estamos obteniendo de orden cero las perturbaciones, son las que
conservamos en nuestra ecuacién final, nos queda como:

=0 (6)

4.3 Componente r de la ecuacion de movimiento: O(a®)

aRe (Vi 2E 4 vz 20) = o 2 4 Za(:;*(rw))+a°"w 7)

Desarrollando las multiplicaciones y eliminando hasta la ecuacion de orden 1 de la ecuacion
gueda como:

alRe ((a"Vro + alVry)) (a" ) + (a’Vzy + alVz,)) (a" a*
)= (- («

a 1
1)) + a? e (r_ar ( *(@’Vry + alVrl))>
0 0%(a®Vro+alvry)

az*2 (8)
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Siguiendo las multiplicaciones, como solo estamos obteniendo de orden cero las
perturbaciones, son las que conservamos en nuestra ecuacion final, nos queda como:

. _ aﬂ 32(Vry)
~ 0= ar* az*2 (9)

4.4 Componente z de la ecuacion de movimiento: 0(a®)

3 L Vz* . avZ*) _ o 411( . avZ*) 2 9%vz*
a’Re <(Vr o T Vz )= T T (o) tat—— (10)
queda como:

i)
az*

a
a3Re <<a°Vr0 + alVry)* (a" ai* Vz, + alWVzl) + (a°Vzy + alVz,) (a" Vz,y +

1.0 —_ 0o 9 19 41 d d * 0 * 1
a — Vzl))> = (a 5, Po +a az*pl) +a ~ o (ar* ra’Vzy+ra Vzl))> +
92 32
a’ (a" 7 Vzo +a' ﬁVZﬂ)) (11)

Continuando el desarrollo, como solo estamos obteniendo de orden cero las perturbaciones,
son las que conservamos en nuestra ecuacion final, nos queda como:

a
0=—(5=p0) (12)
4.5 Perturbacion de orden cero, en la ecuacién de fuerza O(a?):

) 4 1d * * *
F=-m (#(Z—;) Jy d—f*r 2dr (13)

Desarrollando la ecuacion de acuerdo con las multiplicaciones:

) r*2dr* (14)

F= (u(v)a‘*) fl d(a°p0+a1p1+a2pz+0(a2)
ANE 0 dr*

Reacomodando nuestra ecuacion final la obtenemos

pwya*\ r1d®@o)* _ «2 1.
Fy = —7'[( (h3 )fo :r‘l r*2dr (15)

4.6 Resumen de las ecuaciones perturbadas

4.6.1 Ecuacién de continuidad

a 1 0
92" VZO + F% ((I‘)VTO) =0 (16)

4.6.2 Componente radial de la ecuacion de movimiento

2
0= — dpo , 9“(Vro) (17)

ar* az*2
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4.6.3 Ecuacion de Navier-Stokes en la componente axial “z”

_ dpo
0=- (az*) (18)
4.6.4 Fuerza de compresion a orden cero
4 *
Fo=-m (#(Zla )fol dg’ri) r*2dr* (19)

4.7 Calculo del gradiente de presion
De la ecuacion de Navier-Stoke de la componente r a orden cero
2
0=— dpo a“(Vry) (20)

ar* az*2

Despejando la segunda derivada espacial de la velocidad cono respecto a la cordenad radial
r, se tiene lo siguiente:

_ 3%(Vrp) _ aﬂ
a2~ ar (21)

Ahora debemos integrar la Ec. (20)

0 aV‘l"o _ dpo
dz* az*  dr*

(22)

Separando variables,

Vry _ dpo *
JoS =0z o (23)
Quedando Ia ecuacion de la siguinte manera:

*2
2 Vro(r,2) = S0 4 C1z" + C2 (24)
Las condiciones de frontera para el perfil de velocidades son:
z"=0->Vr(r,z) =0
z2=1-Vr(r,z) =0 (25)
Sustituyendo las condiciones de frontera
C.F.1

(0) = d”°(°) + C1(0)* + C2

Despejando C2 de la primer condicion de frontera queda:
C2=0

Despejando C1 queda:

c1=—1% (26)

. 2 dr’f .
Se tiene lo siguiente:
1d
Vro(r,z) = 2222 [z"% — 7] (27)
Para deducir la expresién para la componente axial d ela velocidad, se integra la ecuacion de

continuidad por lo que se tiene lo siguiente:

Jove,=—[12 (( N [pee z*]]) (dz") (28)
Por lo que,
Vao(r ) = — 3t (r 5e) [ - 5 29)
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Sustituyendo la condicion de frontera,z=1y Vz (r,z) = 1,
Entonces finalmente

G @
Sustituyendo la Ec. (30) en la Ec. (29), obtenemos:

Vz(r,z) =6 EZ*?’ — %Z*Z] (31)
4.8 Ecuacion de la fuerza perturbada a cero

Del gradiente de presion, integrando se tiene lo siguiente:

2 = —6r2 4 C1 (32)
Por lo que, se tiene lo siguiente:

Wo— _pr+2 (33)
ors — 0T T o

Al integrar, se tiene lo siguiente:

Wo— _pr+2 (34)
or r

Quedando como:

po(r*) = =3r*2 + C1Ln[r*] + C2 (35)
Enr =0, la presion debe de estar definida por lo que, se tiene lo siguiente:

po(r*) = =3r*2 + (2 (36)
Enr=1,lap=0, por lo que la constante Cy, tiene la forma:

c2=3 (37)
Sustituyendo la constante Cz, en la Ec. (36) se obtiene la expresion general de la presion
po(r) = 3(1—1"%) (38)

La fuerza a orden cero, se puede expresar en terminos del gradiente de presipon a orden cero,
por lo que:

v)a*\ r1d®o)” .2y
Fo=-m (“<h3 )fo dpr‘l r*2dr (39)

Al derivar la Ec. (38) con respecto a la coordenada radial, y sustituyendo en la Ec. (39), se
obtiene la expresion pata la fuerza

F=n (226 [} r3ar (40)
Finalmente,
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4
F= g_“”ﬁga (41)

La velocidad <V> se define como el negativo de la rapidez con la que cambia la altura con
respecto al tiempo:

(1) g uniils(t)a4 (42)

La Ec. (42) es base para el presente proyecto de investigacion. La fuerza es directamente
proporcional a la viscosidad del sistema. Notese que la fuerza es negativa, es decir, la
velocidad con la que desciende el plato es negativa, i.e., <V> = -dH(t)/dt.

4.9 Célculo de la viscosidad aparente: Fuerza constante

La Ec. (42), puede ser punto de partida en el calculo de la viscosidad aparente.
3urH(t) , 3 d [ 1 }““) .
F(t)=————a =—pn—|-——| a 43
0= & 2" 2H? |, (43)
Integrando y mantenidnedo la fuerza constante e independiente del tiempo, se tiene lo
siguiente:

1 ARy 1 44
H(Z) + 3 }.Lﬂ',a4 (t tO) H(t)z ( )

A partir de claculos de altura y fueza se puede calcular la viscosidad del fluido

4.10Resumen de las ecuaciones obtenidas en la fuerza a orden cero

Vz(r,z) = 6 EZ*3 — %Z*z] (45)
Vro(r,z) = 3r[z* — z*?] (46)
9pg

= —6r (47)
F(1)= 2 (#8)

33



CAPITULOS5
MECANISMOS INERCIALES
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5.1 Teoria a primer orden

Para resolver el conjunto de ecuaciones diferenciales acopladas, se propone el siguiente
esquema perturbativo para: (i) La velocidad radial, axial y presion en el sistema de estudio:

Vr(r,z) = a®Vry + a'Vry + a?Vr, + 0(a?) 1)
Vz(r,z) = a®Vzy + a'Vz, + a?Vz, + 0(a?) )
p( = a’po +a'p; + a’p, + 0(a?) (32)
2 = 000 + 0y, + 076, +0(a) (3b)
O = 00 g + 00y + 070, + O(az) (3¢)
2 =00 + 0l + 076, +0(d) (3d)

Al sustituir las series de potencia en la ecuacién de continuidad, obtenemos la ecuacién del
balance de masa a primer orden

5.2 Ecuacién de continuidad: O(al)

(v)la
a r*or*

(v) aVz

— (r'Vr )+ —=0 (4)

Al sustituir las series de potencia en las ecuaciones de continuidad y separando las
contribuciones a primer orden, se tiene los siguiente:

2 N
-0 (5)

rar

Por lo tanto, como solo estamos obteniendo de primer orden las perturbaciones, son las que
conservamos en nuestra ecuacion, nos queda:

at Z Vzy + oclrl ‘: ((Vry) =0 (6)

Quitando el alfa queda como:

. ""Zl + ——* (@Vr) =0 @)

5.3 Componente r de la ecuacion de movimiento: 0(a?l)

oRe (V' 2l 4 vz 20) = o 2y 2 (:a*(r Vr))—l— 0"6"; )

Desarrollando las multiplicaciones y eliminando hasta la ecuacion de orden 1 de la
ecuacion queda como:
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o'Re ((a"Vro + alVry)) (a"

)= (- (o

0 0%(a®Vro+alvry)
az*2

1) + (aOVZO + alel)) (a"

)) + o? ai (rlar ( *(@’Vry + a1Vr1))>
©))

Multiplicando y distribuyendo las derivadas y los productos, se tiene lo siguiente:

Re ((a1Vr0 + a’Vry)) (a1

) (o

) + (a'Vzy + a®Vz,)) (al

1)) + o? aa (: e ((r a’Vry +

2( 0 1
r*alVrl))) PPN EAC V;;’:;“ Vr1) (10)
Finalmente
av T'() 6Vr(, — _ ap1 aZ(Vrl)
Re (V 0 + V 0 z* ) - ar* aZ*Z (11)

5.4 Componente z de la ecuacion de movimiento: 0(al)

a3Re <(Vr = YV 0Vz*) = g4l (r* aLZ*) + a? anZ*) (12)

az* az* r* or* ar* 9z2*

Desarrollando las multiplicaciones de la ecuacion queda como:

a3Re <<a°Vr0 + alVry)® (a"

>)=—<a°;*po+al

a? ( 7 Vzo +al— Vzl))> (13)

Simplificando la Ec. (13), se tiene los siguiente:

a
+ ala?Vzl> + (a’Vzy + alVz,) (a"

9 10 (o . )
6z*p1) +at=— ( - (ra’Vzy+r alel))) +

__m
0= (14)

5.5 Fuerza normal: O(al)

Para calcular la fuerza a primer orden, se parte de la ecuacion general de la fuerza

F=-m (M) fld—p*r*zdr* (15)

h3 /7o ar

Sustituyendo la serie de potencias para la presion, se tiene lo siguiente:

r*2dr* (16)

Fo_ (u(v>a4) [ d(a®po+alps+a®p,+0(a?))
- n h3 0 dr*
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Reacomodando nuestra ecuacion final la obtenemos

) 4 1d * * *
Fi=-m (#(Z: )fo g’ri) r*2dr (17)

5.6 Componente radial de la velocidad: O(al)
De la ecuacion de Navier-Stoke de la componente r a primer orden

2
Re(Vrg St +Vzo 2m) = — 21 4 200 18
0 Zy——

ar* 9z*2

Sustituyendo las ecuacion obtenidas anteriormente Vz, y Vry en la ecuacion del
componente r queda como:

2
PO — Re(3rlz' — 2213[7 — 2°2] + (22% = 32)Br—6r2) + 24 (19)

Despejando la segunda derivada espacial de la velocidad cono respecto a la cordenad radial
r, se tiene lo siguiente:

a (Vrl)
az*

= Re(3r[z* — z*?]3[z* — z*?] + (2z*® — 32*?)(3r — 612)) +- 0p1 (20)

Realizando el algebra correspondientes e integrando, se tiene lo siguiente:

%z—%rRe25+;rRez4+%z+Cl (21)
Una segunda integracion con respecto a la coordenada axial en ez
a(wl) rRez + = rRez + 91 lz+C1 (22)
EI perfll de veIoudades tlene la forma

=~ Vryq =—1—rRez +—rRez +E% z2+ Clz + C2 (23)

Al sustituir las cond|C|ones de frontera:
z"=0->Vr(r,z) =0

z"=1-Vr(r,z) =0 (24)
Sustituyendo las condiciones de frontera

C.F.1

0 = — - 7Re(0)° + =TRe(0)® +3°22(0)? + €1(0) + €2 (25)

Despejando C; de la primer condicion de frontera queda:

C2=0 (26)

Sustituyendo ClyC2 en la ecuacion general queda:

Vry = ——rRez + —rRez +2 Zp: Z_ f—orRez - %‘Z:z (27)

Factorlzando se tiene Io 5|gmente

Vry =71Re (——z + iZ) +1%1 2 _ 5 (28)
10 10 2 9r

Al integrar la ecuacion con respecto a z y utilizando la ecuacion de continuidad a orden
cero, se tiene lo siguiente:

Vrl—rRe(—%z +—Z5—12—OZ)+;ZP:( Z_2) (29)
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5.7 Componente axial de la velocidad: O(al)
De la ecuacion de continuidad

av. 1 0
2+ ———(OVr) =0 (30)

Al sustituir la Ec. (29) en la Ec. (30) e integrando se tiene lo siguiente:

Ve = [rar 05 (5 -5) -2k (- 5+ 55 @

Sustituyendo la condicion de frontera, z = 1, la velocidad Vz (r,z) = 0, por lo que se tiene lo

siguiente:
—[_1190 (NOp1(1 1) _tr,1r_1
0= 27 ar* () ar (3 2) 2(Re) ( 70 T 20 10)]
Simplificando, se tiene:
—[L19 0P 18
0= 12 r* or* (I‘) ar* T (Re) (14—0)] (32)
Integrando la Ec. (32), obtenemos el gradiente de presion a primer orden:

1 (1216 x _ Op1
—=Jo 1E.r(Re)(ar ) = P . | . (33)
Al sustituir la Ec. (33) en la velocidad axial, se tiene
_ 11 d ap1 (23 22 z7 26 Z?
Vay = [ 5rar 052 (5 %) — 2R (- 5+ 5 - 1) (34)

Simplificando la Ec. (34), obtenemos:

2z7 225 1082 1322

vz = (Re) (35 - S5+ — ) (35)
5.4 Presion a primer orden: O(al)

Del gradiente de presion, integrando se tiene lo siguiente:

T 216 " _ ap1
~ Iy Tag 7RO = (D (36)
Integrando se obtiene:

27 2
p1=—5; (Re)—+Cs (37)
Suponiendo las siguientes condiciones de frontera::
CF1 r=1;P1=0
Sustituyendo la C; en la ecuacion general queda como:
27 27
P1=—3; (Re)r? + - (Re) (38)
Finalmente, por lo que:
27

p1 =22 (Re)(1—12) (39)
5.5 Fuerzaa primer orden: O(al)

La fuerza a primer orden, se calcula de la siguiente manera:

uw)a* (1d®1)* 2 1«

F, = —n( e )fo drl* r*2dr (40)
Al derivar la presion a primer orden, se tiene la siguiente expresion:
dpl __ 54
ar — 7 (RET @

Susutituyendo la Ec. (41) en la Ec. (40), obtenemos:
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4
F,=-m (“(Zla ) fol (— i—i (Re)r) r*2dr* (42)
Finalmente

54 (u(v)a*
Fl—nﬁ( 3 )Re (43)

5.6 Resumen de la ecuaciones obtenidas a primer orden

o= 0 (5~ 2212 s
Vry =r(Re) (—%26 + %25 — %zz + %z) (45)
% =— 3—z (Re)r (46)
Fr = 1o (429) Re (47)

Las Ecs. (44-37) son el punto de partida en los calculos del sisguiente capitulo. Es
importante resaltar lo siguiente:

A) Las ecauciones a orden cero, son idependientes del nimero de Reynolds

B) Las ecuaciones a primer orden dependen exclusivamente del nimero de Reynolds.

C) El orden cero coincide con la teoria de lubricacion

D) Las ecuaciones de las velocidads permitiran obtener una expresion para el indice K,
relacionado con el indice de flujo.

39



CAPITULO 6

SIMULACION Y ANALISIS DE
RESULTADQOS
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6. Teoria de orden cero
6.1 Velocidad radial a orden cero

La velocidad a orden cero fue calculada mediante la aproximacion de lubricacion
y depende de las coordenadas radial y axial del sistema.

Vro(r,z) = 3rz(1 — 2)

VELOCIDAD RADIAL CERO
r=0.1 r=0.3 r=0.7 r=1
1.2
1
<
2038
o
2 06
=]
S 0.4
—
w
=02
0
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8
VELOCIDAD AXIAL

Figura 6.1. Representacion gréafica de la ecuacion obtenida perturbada a orden
cero de la velocidad radial

En la Fig.(6.1) se ilustra la velocida radial vs longitud axial para diferentes valores de la
coordenada radial r. En todos los casos se observa el clasico comportamiento parabolico
y este va aumentando con respecto a la coordenada radial en el sistema de flujo.

6.2 Velocidad axial a orden cero: O (£°)

A continuacién, se representa la ecuacion obtenida de la velocidad axial perturbada
a orden cero, con un flujo que permanece constante sobre los dos platos concéntricos, es
decir, no va a ir variando ningun valor de flujo de entrada, mientras que el valor de la
longitud radial (r) es el que va a ir variando, tomando valores distintos en cada caso.

Vz0(r,z) = 6rz*2(0.3333z — 0.5)
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VELOCIDAD AXIAL ORDEN CERO
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Figura 6.2. Representacion gréfica de la ecuacion obtenida de la
velocidad axial perturbada a orden cero

En la Fig. (6.2) se ilustra la velocida axial vs longitud axial para diferentes valores de la
coordenada radial r. En todos los casos se observa el clasico comportamiento un poco
lineal pero ala ves parabdlico y este va aumentando con respecto a la coordenada axial en
el sistema de flujo.

6.3 Gradiente de presion: O (g°)

El gradiente de presion, se obtuvo mediante un balance entre el flujo que es
comprimido y el flujo radial, por lo que se tiene la siguiente expresion analitica, i.e.
Qcomprimido = Qradial

——=6r"
dr
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PRESION CERO

-DP/DR
w

Figura 6.3. Representacion gréfica de la ecuacion obtenida del
gradiente de presion perturbada a orden cero

En la Fig. (6.3) se ilustra el comportamiento del gradiente de presion (dP/dr0) vs la longitud
axial (z), para diferentes valores de radio (r). En particular, se esta considerando r=0, r=0.1,
r=05yr=1, es decir, que la cantidad de fluido se mantiene. Se puede observar que el
gradiente de presion va creciendo linealmente cuando el flujo es constante pero el radio
distinto, es decir, el gradiente de presion va a permanecer constante, llegando al maximo
gradiente de presidn cuando choca con el plato superior (z =a 6 z =1); sin embargo, si el flujo
es cero, el gradiente de presion va decreciendo, llegando asi al maximo gradiente de presién
cuando el fluido llega al plato superior (z =16z = a).

6.4 Teoria a primer orden: O (g°)
6.4.1 Velocidad radial a primer orden

La velocidad radial a primer orden se obtuvo al perturbar la ecuacion de movimiento
cuya expresion, es la siguiente:

27

Vri(r,z) = r(Re) (—1—1026 + 1—1025 -

13
7% + —z)
70

La velocidad radial depende de la posicién radial y axial y contiene la fisica de los
mecanismos inerciales y viscosos a través del Reynolds Re.
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VELOCIDAD RADIAL A PRIMER
ORDEN
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Figura 2.4 Representacion grafica de la ecuacion de la velocidad radias
perturbada a primer orden

En la Fig. (6.4) se observa el comportamiento de velocidad radial vs longitud axial en el
caso del primer orden. Es claro que en todas las smiulaciones se obtiene un perfil
parabdlico y ala ves un parabolico descendiente, el cual va evolucionando conforme la
coordenada radial r y al numero de reynolds que es el que influye e nuestra teoria a primer
orden.

6.5 Velocidad axial a primer orden: O (g?)

A continuacién, se representa la ecuacion obtenida de la velocidad axial perturbada
a primer orden.

2 2 108 13
Vz1(r,z) = (Re) (7_027 _%Z6 +EZ3 +7—0Z2)
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VELOCIDAD AXIAL A PRIMER ORDEN
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Figura 6.5 Representacion gréfica de la ecuacion obtenida de la velocidad
axial perturbada a primer orden

En la Fig. (6.5) se ilustra el comportamiento de la velocidad axial a primer orden, poniendo
la longitud axial vs la velocidad axial. En particular, se esta considerandor =0, r =03, r =
0.5y r =1, es decir, que la cantidad de fluido que permanece constante. Se puede observar
que la velocidad axial tiene un comportamiento parabdlicamente cuando el flujo es constante
pero el nimero de Reynolds distinto.

6.6 Gradiente de presion a primer orden: O(g°)

El gradiente de presion perturbado a primer orden, en donde el flujo se mantiene
constante en los platos y, es decir, se va variando el valor de “r”” (donde los radios del plato
inferior pueden ser iguales o de diferentes tamafios, en donde el volumen de puede ser por
igual en todos ellos o diferente), y ala ves se va a ir variando el nimero de Reynolds, mientras
que el valor de la longitud radial se queda como una variable “r”.

dp_5_4
dr—m(Re)*r
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PRESION A PRIMER ORDEN
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Figura 6.6. Representacion grafica de la ecuacion obtenida del gradiente
de presion perturbada a primer orden

En la Fig. (8) se observan el comportamiento lineal del gradiente de presion y del perfil de
presiones, como se observa que el nimero de Reynolds modifica la pendiente del gradiente
de presion. Obsérvese que, el gradiente de presion esta relacionada con la fuerza del liquido
y los efectos inerciales que aumentan la compresion del palto superior en el fluido.

6.7 Resumen del capitulo

En este capitulo se presentaron los resultados de los ordenes cero y primero. Los
siguientes puntos importantes son deducidos mediante las simulaciones:

A) La velocidad radial muestra un comportamiento parabdlico inducido por un
gradiente de presion radial.

B) Lavelocidad axial es independiente del material y solo depende de las coordenadas
radial y axial.

C) El gradiente de presion a orden cero, tiene una dependencia lineal con la
coordenada radial.

D) El gradiente de presion a primer orden depende de la coordenada radial y del
namero de Reynolds.
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CAPITULO 7
CONCLUSIONES
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7.1 Aportacion al conocimiento universal

El aporte de este trabajo de investigacion de tesis de licenciatura es el estudio de
analisis de un flujo continuo por compresion de un liquido viscoso newtoniano entre dos
placas paralelas. Es importante recalcar que la gran parte de trabajos de investigacion de flujo
continuo por compresion que se han llevado a cabo, se han realizado tomando como base
diferentes ecuaciones constitutivas, sin embargo, estas investigaciones se han hecho
utilizando fluidos no newtonianos, en donde dichos fluidos tienen una mayor complejidad
para su estudio. En dicho trabajo, como ya se mencioné anteriormente, se analizara el flujo
continuo por compresion de un fluido newtoniano entre dos placas paralelas, el cual, dicho
sistema serd modelado con la ecuacién constitutiva de Newton, en donde para obtener las
componentes de las ecuaciones de transporte correspondientes, se emplearan vectores y
tensores cinematicos, que para el caso del vector velocidad solo tendré dos componentes, uno
en la direccion radial y el restante en la direccion axial. Con el uso de la ecuacidn constitutiva
de Newton, se modela el sistema, en donde se presentard una dependencia lineal entre el
tensor de esfuerzos y el tensor de rapidez de deformacion. Dicho sistema de estudio se
modelara haciendo uso de coordenadas cilindricas, debido a que se estudia especificamente
el centro del tubo; por lo tanto, se deducira el perfil de velocidades axial y radial, el gradiente
de presion y la fuerza del disco superior hacia el fluido. Por lo tanto, las aportaciones mas
importantes del presente trabajo de investigacion aplicado a los fenémenos de transporte en
fluidos newtonianos, en un sistema donde se evita que existan partes mdviles, son las

siguientes:

a) El estudio del flujo continuo por compresion de un fluido newtoniano entre dos placas
paralelas circulares de radio r=a, y separacion z=H(t).

b) Se acopla la ecuacion de continuidad (conservacién de la masa), con la ecuacion de
momento para un fluido newtoniano (el cual es la ecuacion de Navier-Stokes)

C) Mediante el uso de variables adimensionales relacionados a las variables r, s, V¢, Vz,

p, t y h; se adimensionara la ecuacion de continuidad, la ecuacion de Navier-Stokes para
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componente axial y radial, para asi obtener como resultados un conjunto de ecuaciones
diferenciales no lineales, las cuales dependeran de dos nimeros adimensionales, como lo son,
Alphay Reynolds. El primer nimero adimensional depende de dos longitudes caracteristicas
como lo es la longitud axial (z=H(t)) y la longitud radial (r=a); por su parte, el segundo
numero adimensional relaciona dos tipos de mecanismos, inerciales y viscosos.

d) Suponiendo que los dos numeros adimensionales mencionados anteriormente (Alpha
y Reynolds), son pequefios, el conjunto de ecuaciones adimensionales obtenidas se
simplifica, al flujo entre placas paralelas por medio de un gradiente de presion radial
constante. La aproximacion que se hace es conocido como de lubricacion y el método que se
Ileva a cabo, demuestra que las contribuciones son pequefias, en vez de solo enfocarse a la
aproximacion de lubricacion

e) De acuerdo con la geometria del sistema en las placas circulares paralelas, se toma en
cuenta una geometria cilindrica, donde el gradiente de presion se da en la longitud radial.

f) Primeramente, a partir del balance entre el gradiente de presion y la componente {r,z}
de la divergencia del tensor de esfuerzos, se obtendran las expresiones analiticas de interés
(esto tomando en cuenta la geometria cilindrica), como lo son: (i) velocidad radial, (ii)
velocidad axial, (iii) gradiente de presion, (iv) Perfil de presiones, (v) La fuerza ejercida del
plato superior sobre el fluido que entra por debajo del plato inferior, como también la fuerza
ejercida a flujo homogéneo y (vi) la altura en funcién del tiempo que se obtiene a partir de la
expresion de la fuerza.

) Posteriormente, se perturbaran a orden cero las ecuaciones adimensionales de
continuidad y de Navier-Stokes para componentes axial y radial, para observar como afectan
los efectos inerciales y viscosos en las expresiones que se buscan anteriormente ya
mencionadas. Dichas ecuaciones a orden cero se desarrollaran y trabajaran de la misma
forma, para asi obtener las expresiones de velocidad, gradiente de presion, fuerza y altura;
solo que en estas se analizaran los efectos viscosos o inerciales si es que los hay.

h) Por dltimo, la ecuacion de continuidad adimensional y de Navier-Stokes para
componente axial y radial adimensionales, se perturbaran a primer orden; donde se hara uso
de las expresiones de velocidad que se obtuvieron a orden cero, para asi darle el mismo
seguimiento y desarrollo a las ecuaciones perturbadas a primer orden y obtener por ultimo

las expresiones de interés, como lo son las velocidades, el gradiente de presion, la fuerza del
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plato superior sobre el fluido y la altura en funcion del tiempo que se obtiene a partir de la
expresion de la fuerza. Todo esto en donde los efectos inerciales y viscosos ahora ya se toman
en cuenta en la perturbacion a primer orden.

i) A partir de las expresiones obtenidas, estas se modelaran mediante el uso del
programa “Mathematica” y asi poder estudiar el comportamiento del perfil de velocidades
en cada uno de los érdenes planteados en las perturbaciones, como también los gradientes de
presiones y la altura en funcion del tiempo de cada orden.

), Este trabajo de investigacion, es un punto de partida en la extension de sistemas
complejos con mecanismos deslizantes, lo que es de gran ayuda para aquellas industrias que
se dedican a la elaboracién de aditivos poliméricos que tienen un comportamiento viscoso y

que se usan en la lubricacién de engranajes, levas y pistones.

7.2 Trabajo futuro

Una extension natural de este trabajo, puede ser la caracterizacion del flujo por
compresion de un fluido no newtoniano, inel&stico, elastico, viscoelastico lineal y no-
lineal incluyendo un sistema con alta dependencia a la orientacion como los cristales

liquidos.
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