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Introducecion

En [1I] Robert Oeckl discute un marco novedoso para teorfas fisicas. En este marco, llamado formalismo
positivo, la diferencia entre teorias fisicas clasicas y cuanticas surge de ciertos espacios vectoriales parcial-
mente ordenados al ser estos reticulas o antirreticulas. El caso de una teoria fisica cldsica corresponde al
espacio vectorial parcialmente ordenado R"™, y el caso de teorfa fisica cuantica corresponde al espacio vectorial
parcialmente ordenado Herm(m, C). Es por esto que aparece el interés de conocer mejor la estructura de los
espacios vectoriales parcialmente ordenados, asi como su clasificacion, que se traducird en una clasificacién
de teorfas fisicas. En [10] Kenji Nakahira deriva teoria cudntica con reglas de superseleccién, la cual puede
describir sistemas clasicos, cuanticos e hibridos a partir de postulados puramente operacionales inicamente.
Basado en una teoria probabilistica operacional muestra que cada espacio de estado es el cono de los cuadra-
dos de un Algebra de Jordan Euclidea y utiliza algunas propiedades elementales de las Algebras de Jordan
Euclideas tales como el teorema espectral, la descomposicion como suma directa de Algebras de Jordan
Euclideas y la clasificacién de Algebras de Jordan Euclideas debida a Jordan, Von Neumann y Wigner en
1934 [5].

Con estos dos hechos en mano, observamos que por una parte los espacios vectoriales parcialmente ordenados
estan en correspondencia uno a uno con los conos propios en un espacio vectorial, es decir: un espacio vec-
torial parcialmente ordenado contiene un cono propio, el cono de los positivos, mientras que un cono propio
C' en un espacio vectorial V induce un orden parcial en V' compatible con la estructura de espacio vectorial,
haciendo de V' un espacio vectorial parcialmente ordenado. Por el lado de las Algebras de Jordan Euclideas
tenemos que las Algebras de Jordan Euclideas simples estan en correspondencia uno a uno con los conos
simétricos irreducibles. La cerradura de un cono simétrico es un cono propio, por lo tanto la cerradura de
un cono simétrico en un espacio vectorial también induce una estructura de espacio vectorial parcialmente
ordenado.

En esta tesis aprovechamos la clasificacion de las Algebras de Jordan Euclideas simples para obtener una
clasificacién de espacios vectoriales parcialmente ordenados, cuando el cono de los positivos es tal que su
interior es un cono simétrico. En el capitulo 1 introducimos los conceptos concernientes a orden parcial,
conos en espacios vectoriales, conos en espacios vectoriales topolégicos y finalmente espacios vectoriales par-
cialmente ordenados, estudiamos en este capitulo la correspondencia uno a uno entre espacios vectoriales
parcialmente ordenados y conos propios en un espacio vectorial. En el capitulo 2 abordamos la teoria de
Algebras de Jordan Euclideas y propiedades como el teorema espectral, la descomposicién como suma directa
de Algebras de Jordan Euclideas simples y la correspondencia entre Algebras de Jordan Euclideas simples y
conos simétricos irreducibles. En el capitulo 3 estudiamos la clasificacién de Algebras de Jordan Euclideas
simples. Finalmente, en el capitulo 4 presentamos la contribucién novedosa de nuestra tesis, al aplicar la
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clasificacién de Algebras de Jordan Euclideas simples a los espacios vectoriales parcialmente ordenados cuyo
cono de los positivos es tal que su interior es un cono simétrico, a tales espacios les llamaremos espacios vec-
toriales parcialmente ordenados simétricos. Lo interesante radica en que, a pesar de que esta clasificacién es
restrictiva, en el sentido que requiere que el cono de los positivos sea tal que su interior es un cono simétrico,
cubre los dos ejemplos importantes mencionados al inicio de la introduccion. Finalizaremos presentando los
ejemplos bésicos de espacios vectoriales parcialmente ordenados y Algebras de Jordan Euclideas simples.
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Capitulo 1

Conceptos Bdsicos

En este capitulo encontramos las definiciones béasicas para el proposito de la tesis, conjunto parcialmente
ordenado, conos en espacios vectoriales, cono propio, cono generador, y orden arquimediano. Demostramos
en este capitulo que el conjunto de los positivos en un espacio vectorial parcialmente ordenado es un cono
propio y, reciprocamente, un cono propio en un espacio vectorial induce en el espacio un orden parcial que es
compatible con la estructura de espacio vectorial, haciendo de este un espacio vectorial parcialmente ordena-
do. Finalizaremos el capitulo con una seccion dedicada a conos y dualidad, aqui definiremos el concepto de
cono simétrico. Las definiciones y resultados de este capitulo son tomados de [11], [1], [3] y [L3]. Otras lecturas
que fueron de ayuda para escribir este capitulo fueron [2], ] y [14], y algunas lecturas que profundizan este
tema son [6] y [7].

1.1. Conjuntos parcialmente ordenados

Definicién 1.1 (Conjunto parcialmente ordenado). Un conjunto parcialmente ordenado es un conjunto S
con una relacion binaria < que satisface:

1. a < a para todo a € S.
2. a<byb<cimplica a < c para todo a,b,c € S.
3. a<byb<a implica a =b para todo a,b € S.

Usaremos las siguientes convenciones: (i) a > b significa b < a, (ii) b < a significa b < a y b # a, y (iii)
b > a significaa > by b # a.

Definicién 1.2 (Intervalo de orden). Sea S un conjunto parcialmente ordenado. Dados a,b € S con a < b,
el conjunto {x € S : a < x < b} serd denotado por [a,b]. Tales conjuntos son llamados intervalos de orden.

Definicién 1.3. Sea S un conjunto parcialmente ordenado. Sea A un subconjunto de S. Si a < x para todo
a € A escribimos A < x y decimos que x es una cota superior de A. Si A < x yx € A, entonces x se dice
elemento mdzimo de A (tal elemento es tnico). Cotas inferiores y elementos minimos se definen de forma
similar. Si el conjunto de cotas superiores (inferiores) de A tiene elemento minimo (mdximo), este elemento
es llamado el supremo (infimo) de A, y denotado por sup A (inf A).
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Definicién 1.4 (Reticula). Una reticula es un conjunto parcialmente ordenado S tal que todo par de ele-
mentos x,y € S tiene supremo e infimo.

Definicién 1.5 (Antirreticula). Una antirreticula es un conjunto parcialmente ordenado S en el que para
cualquier par de elementos x,y € S un supremo o un infimo existe solo six <y oy < x.

Ejemplo 1.6. 1. Sea X un conjunto con n elementos, RX denota al espacio vectorial real de las funciones
de X en R. Considere el orden parcial en el que dadas f,g € R, f < g si y solo si f(x) < g(x) para toda
x € X. RX con este orden parcial es una reticula.

2. En el conjunto de las matrices hermitianas de tamano m X m con entradas complejas podemos definir
un orden parcial de la siguiente manera: A < B si y solo si B — A es una matriz semidefinida positiva.
Herm(m,C) con este orden parcial es una antirreticula.

1.2. Conos en espacios vectoriales

Definicién 1.7 (Cono). Sea V un espacio vectorial sobre el campo de los nimeros reales. Un cono es un
subconjunto no vacio C C'V que satisface:

(i) para todo o > 0 se tiene que aC C C;

(ii) C+C CC.

Un cono C se dice punteado si 0 € C' y no punteado en otro caso.

Observaciéon 1.8. Todo subespacio vectorial de V' es un cono. Un cono puede contener maultiplos negativos
de sus elementos. Si C es un cono no punteado, entonces C'U {0} es un cono punteado. Si C' es un cono
punteado, C — {0} no necesariamente es un cono.

Proposicion 1.9. Un cono C CV es un conjunto convezo.

Demostracion. Es evidente a partir de la definicién que para todos A € (0,1) y =,y € C tenemos que
Az, (1 = Ny € C, y también que Az + (1 — Ny € C. O

Proposicion 1.10. Si C es un cono no vacio. Entonces, C — C es subespacio vectorial de V. En particular,
C — C es el subespacio vectorial mas pequeno que contiene a C.

Demostracion. SiW = C —C, entonces W es no vacio. Entonces, para cualquier A € R distinto de 0 tenemos
MW=W,yW+W=(C-C)+(C-C)=C+C—-(C+C)CC—-C=W,loque muestra que W es un
subespacio vectorial. Finalmente, todo subespacio vectorial que contiene a C' también contiene a W. O

Proposicién 1.11. Si C es un cono punteado, entonces C N (—C) es el subespacio vectorial mds grande
contenido en C.

Demostracion. Si W = C N (—C) entonces W es no vacio y AW = W para todo A # 0. También, W + W =
CN(=C)+CN(-C)C (C+C)N(—(C+C)) CCN(=C) =W. Luego W es subespacio vectorial. Ademsds,
claramente cualquier subespacio vectorial contenido en C' estd también contenido en W. O

Definicién 1.12 (Cono propio). Un cono propio es un cono punteado C' C V' para el que se satisface

Cn(-C) = {0}.

Proposiciéon 1.13. Un cono C' es propio si y solo si no contiene multiplos negativos de sus elementos.
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Demostracion. =: Suponga que C es un cono propio. Si existe ¢ € C' distinto de 0 tal que ¢ y —c¢ son
elementos de C, entonces ¢ € C' N (—C) lo cual es una contradiccién.

<: Ahora suponga que C no contiene miltiplos negativos de sus elementos. Si existe x # 0 elemento de
C N (=), entonces, por una parte z € C, y por otro lado x = —a’ con 2’ € C. Teniendo as{ que x es un
miltiplo negativo de un elemento de C. Lo cual es una contradiccién. O

Corolario 1.14. Un cono punteado C es un cono propio si y solo si C — {0} es un cono.

Observacién 1.15. Una forma alternativa de definir un cono en un espacio vectorial V es la siguiente:
Un cono es un conjunto convexo C' C V que satisface rC C C para todo r > 0. Veamos que las dos
definiciones son equivalentes. Sea V' un espacio vectorial y C un conjunto que satisface la primera definicion,
entonces C' es un conjunto convezo debido a la proposicion [I.9, ademds rC C C para todo r > 0 por la
misma definicion. Reciprocamente, si C' satisface la definicion alternativa entonces, por un lado rC C C
para todo r > 0 por la definicion alternativa, mientras que por otro lado, dados c¢1,co € C, tenemos que
c1+co = (%cl + %cz) + (%cl + %02) =c +c =2, donde ¢ := %cl + %02 € C por ser C conjunto convero,
y 2¢ € C debido a la definicion alternativa. Por lo que se tiene que C + C C C. Luego las definiciones son
equivalentes.

Definicién 1.16 (Cono generador). Un cono generador en un espacio vectorial V es un cono C' que satisface
V=C-C.

1.3. Conos en espacios vectoriales topolégicos

Una forma alternativa de definir un conjunto convexo es mediante el concepto de homotecia,

Definicién 1.17 (Homotecia). Sea V un espacio vectorial y sean a € V- y X\ # 0, la homotecia de centro a
y radio X\ es la transformacion V. —V, z — a + Az — a).

Como (1 — A)a+ Az = a+ A(z — a) entonces la definicién de conjunto convexo se puede formular como

Definicién 1.18 (Conjunto convexo). Un conjunto A en un espacio vectorial V es un conjunto convero si
para todo a € A y A € (0,1), la transformacion de A mediante la homotecia de centro en a y radio \ estd
contenida en A.

Lema 1.19. Sea V' un espacio vectorial topoldgico y A C 'V un conjunto convexo con al menos un punto
interior xg. Para cualquier punto x € A, los puntos de la forma tx+ (1 —t)xo cont € (0,1), pertenecen a A.

Demostracién. Seat € (0,1) fijo pero arbitrario, sea y = tz+(1—t)zo y sea A = 1— 1. Entonces la homotecia
f con centro y y radio A es tal que f(xg) = 2. Si U es una vecindad abierta de zy contenida en A entonces,
por la invarianza bajo reescalamientos y traslaciones de la topologia, f(U) es una vecindad abierta de x, y
ya que x € A debe existir z € U\{zo} con f(z) € A. Ahora,

f(2) =y =Az—y) = A=z —f(2)) + A(f(2) —v)

y por tanto, y = f(2) + 125 (z — f(z)). Considere la homotecia g con centro f(z) y radio 52 = 1 —¢, por
lo anterior tenemos que g(z) = y. Como U es una vecindad abierta también de z contenida en A, entonces
g(U) es una vecindad abierta de y. Ya que t € (0,1) entonces también 2~ =1 —t € (0,1), esto junto al

hecho que A es un conjunto convexo implica que g(U) estd contenida en A. Con esto hemos probado que y
es un punto interior de A, concluyendo asi la prueba. O
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Lema 1.20. Sea A un conjunto convexo en un espacio vectorial topoldgico primero contable. Entonces, el
interior de A es un conjunto convexo. Si A es no vacio entonces coincide con el interior de A, y A es un
conjunto convexo que coincide con la cerradura de A.

Demostracion. Dados z,y € A aplicando el resultado anterior a = € A vy € A c A obtenemos que
ty + (1 —t)x € A para cualquier ¢ € (0,1), luego A es un conjunto convexo. También por el resultado
anterior, cualquier punto x € A es también un punto de la cerradura de A, luego A coincide con la cerradura
de A. Ahora probaremos que todo punto interior de A pertenece a A. Sea z un punto interior de A y suponga,
sin pérdida de generalidad, que = 0. Sea U una vecindad balanceada de = contenida en A seaycUn A
entonces —y € A y por el resultado anterior tenemos que 0 € A si y # 0, esto también es cierto trivialmente
si y = 0. Finalmente probamos que A es un conjunto convexo. Dados x,y € A existen sucesiones {x,}, {yn}
que convergen a x,y respectivamente y que estan contenidas en A. Como A es un conjunto convexo, dado
n € N se tiene que para cualquier ¢ € (0, 1) el punto tx,, + (1 —t)y, € A, asi, {tz,, + (1 —¢)y,} es una sucesién
contenida en A que converge a tz + (1 — t)y, y entonces tx + (1 — t)y € A para cualquier ¢ € (0, 1), luego A
es un conjunto convexo. O

Proposicion 1.21. Sea C' un cono en un espacio vectorial topoldgico. El interior C de C, es un cono; si C
es no vacio entonces coincide con el interior de C, y C es un cono punteado que coincide con la cerradura
de C.

Demostracion. Para esta prueba usaremos la definicion alternativa de un cono. Por el lema anterior tenemos
que si C' es un conjunto convexo entonces C es un conjunto convexo. Veamos que rC CC para todo r > 0.
Si z es un elemento de C y r >0, rz € C, entonces por lema | para cualquier ¢ € (0,1) tenemos que
tr+ (1 —t)ra € C. Lo mismo ocurre para r + € para cualquier € > () Luego, rC cC _para cualquier r > 0.
Con lo anterior tenemos que C es un cono. También del lema anterior se sigue que si C' es no vacfo entonces
coincide con el interior de C' y que C coincide con la cerradura de C. Finalmente, para probar que C es un
cono punteado, dado ¢ € C' la sucesion {%c} esta contenida en C' y converge a Oc = 0, luego 0 € C' y C es
un cono punteado. O

Comentario 1.22. En adelante, cuando consideremos un espacio euclideo de dimension finita R™, si no
mencionamos explicitamente su topologia supondremos que su topologia es la topologia estdindar en R™, pues
es la unica topologia de Hausdorff compatible con la estructura de espacio vectorial en R™.

1.4. Espacios vectoriales parcialmente ordenados

Definicién 1.23 (Espacio vectorial parcialmente ordenado). Sea V' un conjunto equipado con la estructuras
de espacio vectorial real y de conjunto parcialmente ordenado. Diremos que las dos estructuras son compatibles
sty solo si (i) para cualquier a,b,c € V con a < b tenemos que a+c < b+c y (ii) para cualquier a,b € V con
a<byX>0 setiene que A\a < Ab. En este caso llamamos a V' un espacio vectorial parcialmente ordenado.
Decimos que v € V' es positivo si y solo st v > 0 y denotamos al conjunto de los elementos positivos mediante
v,

Definicién 1.24. Sean V,W espacios vectoriales parcialmente ordenados y f : V — W wuna funcion lineal.
Decimos que f es positiva lineal si mapea elementos positivos a elementos positivos.

Definicién 1.25. Sean V, W, X espacios vectoriales parcialmente ordenados y f : V X W — X una funcion
bilineal que lleva productos de elementos positivos a elementos positivos. En este caso decimos que f es
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positiva bilineal. Suponga ademds que dado cualquier a € V la desigualdad f(a,b) > 0 para todo b € W+
implica que a > 0 y que dado cualquier b € W, la desigualdad f(a,b) > 0 para todo a € VT implica que
b > 0. Decimos entonces que f es fuertemente positiva.

Teorema 1.26. El conjunto de los elementos positivos en un espacio vectorial parcialmente ordenado es
un cono propio. Reciprocamente, un cono propio C' en un espacio vectorial V induce un orden parcial en el
espacio vectorial haciendo a < b si y solo sib—a € C, este orden parcial es compatible con la estructura de
espacio vectorial y el cono de elementos positivos coincide con C.

Demostracion. Sean z,y € VT y A > 0. Entonces z +y > 0 y Az > 0, por lo que VT es un cono. Ademds
0 € VT y V* no contiene multiplos negativos de sus elementos, luego es un cono propio. Reciprocamente, sea
C un cono propio en V. Si hacemos a < b si y solo si b—a € C, vemos que esta relacién es un orden parcial,
pues (i) como a —a = 0 € C entonces a < a para todo a € V; (ii) sia < by b < c entonces b —a,c —b e C,
y como C' es un cono tenemos que (b —a) + (¢ —b) € C, pero (b —a) + (c—b) = ¢ — a, luego a < ¢ (iii)
sia<byb<aentonces b—ay a—bson elementos de C, pero C no contiene multiplos negativos de sus
elementos, por lo que b —a = 0, es decir a = b. Con lo anterior tenemos que C' induce un orden parcial en V.
Ahora veamos que el orden parcial es compatible con la estructura de espacio vectorial. En primer lugar, si
a < bentonces b—a € C, perob—a = (b+c¢) — (a+c), con lo que a+ ¢ < b+ c. Por otro lado A > 0 implica
Ab—a) € C,y AMb—a) = Ab— )a, esto implica que Aa < Ab. Asi, V es un espacio vectorial parcialmente
ordenado. Es claro ver que los elementos positivos son precisamente los elementos del cono propio C. Esto
concluye la prueba. O

Definicién 1.27. Sea V un espacio vectorial parcialmente ordenado. Una topologia en V' es compatible
con la estructura de espacio vectorial parcialmente ordenado si es compatible con la estructura de espacio
vectorial y ademds satisface que el cono de los positivos VT es cerrado en V.

El cono de los elementos positivos no siempre es un cono generador, los siguientes resultados nos dan
criterios para saber si el cono de los elementos positivos es un cono generador.

Lema 1.28. Un cono C en un espacio vectorial V es un cono generador si y solo si para todo v € V' existe
x € C tal que v < .

Demostracion. Suponga que C' es un cono generador, entonces dado v € V existen c1,co € C tales que
v=oc —cy,conloqueco =c;i —vyasic —veC, estoes, 0 < ¢y —wv, lo que es equivalente a v < ¢5.
Reciprocamente, si dado v € V existe x € C tal que v < x entonces x —v € C, esto es, x — v = ¢ para algin
c € C, de donde tenemos que v =z — ¢, c € C. Luego V=C - C. O

Definicién 1.29. Decimos que un conjunto A mayoriza a un conjunto B si para todo b € B existe a € A
tal que b < a.

Lema 1.30. (1) Un subespacio vectorial X de V' mayoriza a V si y solo si V=X — V7.
(2) El cono propio VT es generador si y solo si el espacio vectorial VT — VT mayoriza a V.

Demostracion. (1) Suponga primero que X mayoriza a V', entonces para todo v € V existe z € X tal que
v < 7, es decir, x — v € VT, de donde se sigue que existe v € V¥ tal que v =2 — v/, luego V = X — VT,
Ahora suponga que V = X — VT, para todo v € V existen x € X,v" € V7T tal que v = = — v/, entonces
z—v=10v €VT, ycon esto tenemos que v < .

(2) Si el cono propio VT es generador entonces dado v € V existen vy, vs € VT tales que v = v1 —vg < v1 —v3,
luego VT — V' mayoriza a V. Ahora suponga que el subespacio vectorial V¥ — VT mayoriza a V', entonces
por la parte (1) tenemos que V = (VT —V*T)—V* vy con esto se tiene que V=Vt — (VT +VT) C VT -VT.
Asi, V=V*t VT, O
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Definicién 1.31 (Orden arquimediano). Un espacio vectorial parcialmente ordenado V' se dice que tiene
orden arquimediano cuando v € V, w € VT ynv < w para todo n € N implican que v < 0.

Proposicién 1.32. Un espacio vectorial V tiene orden arquimediano si y solo si para todo v € V' se tiene
que inf{Lv:n € N} eziste y es igual a cero.

Demostracién. Suponga que V tiene orden arquimediano. Sea v € V', entonces 0 < v y por tanto 0 < %v
para cada n € N, luego 0 es una cota inferior del conjunto {%v : n € N}. Sea w otra cota inferior de
{%v : n € N}, entonces w < %v para todo n € N y por ser V con orden arquimediano se tiene que w < 0.
Luego 0 = inf{1v :n € N}. Ahora suponemos que para cada v € V™, 0 =inf{iv:n € N}. Seanw e V' y
v € VT, Siparacadan € N, w < %1} entonces w < 0 pues 0 = inf{Lv:n € N}, y entonces V tiene orden

n
arquimediano. O

Otros resultados acerca de espacios vectoriales con orden arquimediano se presentan en la siguiente
proposicién.

Proposicion 1.33. Si un espacio vectorial parcialmente ordenado admite una topologia para la cual el cono
de los elementos positivos es cerrado entonces:

(i) La topologia es Hausdorff,

(i) V tiene orden arquimediano,

(iii) los intervalos de orden son cerrados.

Demostracion. (i) El conjunto de los elementos < 0 es también un conjunto cerrado, entonces {0} es la
interseccién de dos conjunto cerrados, se sigue que {0} es un conjunto cerrado y por tanto V' es un espacio
de Hausdorff.

(ii) Sea v € VT y w € V, suponga que para cada n € N se tiene nw < v, entonces 0 < %U — w para todo
n € N, pero la sucesién {%v — w} converge a —w y esto implica que 0 < —w, esto es, w < 0. Luego V tiene
orden arquimediano.

(iii) Basta ver que [a,b] = (a+ V)N (b— V). O

Definicién 1.34 (Topologia de orden). Sea V' un espacio vectorial parcialmente ordenado. La topologia mds
fina que hace a V' un espacio vectorial topoldgico localmente convexo y es tal que todos los intervalos de orden
son acotados es llamada la topologia de orden.

Definicién 1.35 (Unidad de orden). Sea V' un espacio vectorial parcialmente ordenado. Un elemento e € V
es llamado unidad de orden si y solo si para cualquier v € V existe A > 0 tal que v < Xe.

Proposicion 1.36. Sea V' un espacio vectorial parcialmente ordenado con unidad de orden e. La funcion
Il : V= R, definida por ||v|| = inf{\ > 0:v € [—Xe, Ae]}, es una seminorma en V. Ademds, si el orden
es arquimediano entonces ||-|| es una norma.

Demostracion. (i) Sea « € Ry v € V, si a > 0 entonces
lafllv]| = ainf{A > 0:=Xe <v < Xe}

=inf{ar: —ale < av < ale}

= [la]].

Un célculo similar muestra que para oo < 0 también se tiene ||av| = |a|||v].
{)SiA={A>0:=de<z<XAe},B={A>0:=de<y<AdetyC={A>0:—-)Xe <z+y < e}, entonces
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A+ B C C, de donde tenemos que inf(C) < inf(A+ B) =inf(A) +inf(B). Luego ||z + y|| < ||z|| + ||lvll-
(iii) Si v = 0 entonces ||v|| = 0.
Asi, por (i), (ii) y (iii) se tiene que ||-|| es una seminorma en V. Ademds, si el orden es arquimediano, si
[lv]] = 0, entonces 0 = inf{A > 0: —Xe < v < Ae}, como e > 0, por la propiedad arquimediana tenemos que
0 <v <0 yentonces v =0.

O

Definicién 1.37 (Seminorma de orden). Sea V' un espacio vectorial parcialmente ordenado con unidad de
orden e € V. A la seminorma de la proposicion anterior la llamaremos seminorma de orden.

Definicién 1.38 (Espacio de Riesz). Un espacio vectorial parcialmente ordenado V' se llama espacio de
Riesz si y solo si todo par de vectores x,y € V' posee supremo e infimo.

Ejemplo 1.39. Retomando los ejemplos presentados en [I.0:

1. RX es un espacio vectorial parcialmente ordenado, el cono de los positivos es el conjunto de las funciones
f tal que f(x;) >0 para toda x; € X. Ademds, por ser una reticula RX también es un espacio de Riesz.

2. Visto como espacio vectorial, el cono de las matrices semidefinidas positivas induce en Herm(m,C) un
orden parcial compatible con la estructura de espacio vectorial, con este orden Herm(m,C) es una anti-
rreticula.

1.5. Conos y Dualidad

Definicién 1.40 (Sistema dual). Un par dual o sistema dual es un par de espacios vectoriales (L, L") junto
con una funcidn bilineal (-,-) : L x L’ = R que satisface dos propiedades:

(i) st (x,2') =0 para toda x' € L', entonces x =0,

(i) si (x,2z') =0 para toda x € L, entonces 2’ = 0.

La funcidon (-,-) : L x L’ - R es llamada la bilinealidad del par (L, L’).

El par dual tipico es un par de la forma (L, L") donde L es un espacio de Hausdorff localmente convexo,
L’ es su dual topoldgico, y la bilinealidad del par es definida para cada (z,2') € L x L' por (z,2') = 2/(x).

Definicién 1.41 (Cono dual cerrado). Sea (L,L') un sistema dual, y sea C un cono de L. El conjunto
C':={z' e L' : {x,2') > 0 Va € C} es un cono llamado el cono dual cerrado de C.

Definicién 1.42 (Cono cerrado auto-dual). Sea (L, L’) un sistema dual tal que L = L', y sea C un cono de
L tal que C = C’. Decimos que C es un cono cerrado auto-dual.

A partir de este momento y a lo largo de toda la tesis, todos los espacios vectoriales topolégicos son de
dimensién finita con producto interno (-,-) y consideraremos la norma inducida por el producto interno |||
dada por ||v]| = y/{(v,v). En otras palabras, cualquier espacio vectorial topolégico no es méds que R™ con
su topologia estdandar, su producto interno estandar y la norma inducida por este, a menos que se indique
lo contrario. En los resultados sobre conos en los que no se hace mencién explicita del espacio vectorial,
supondremos que es el espacio euclideo R".

Definicién 1.43. El conjunto polar S° de cualquier conjunto S en un espacio vectorial con producto interno
V estd definido como S° = {y € V : (z,y) < 1 Vz € S}.

Teorema 1.44. Para cualquier cono cerrado no vacio C, tenemos que (C') = C.
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Demostracion. Ya que C es un cono, es claro que C’ = —C°. Por lo tanto el resultado es un caso especial
del siguiente teorema. O

Teorema 1.45. Si S es un conjunto convezo cerrado que contiene a 0, entonces (S°)° = S.

Demostracion. Es claro que S C (S°)°. Para la contencién contraria, serd suficiente probar que si zo ¢ S
entonces existe y tal que para todo = € S se tiene que (z,y) <1y (xg,y) > 1. Sea £; un punto de S desde
el cual la distancia a xy es minima. El punto x; existe por ser S un conjunto convexo cerrado, y al escoger

una bola cerrada centrada en zg, B,(zg), para algin r > 0, tal que B,(x¢) NS # 0, como B,(z¢) NS es
compacto entonces la funcién distancia alcanza un minimo en este conjunto.

Vo € 8, ||z — xo| = ||x1 — ol

Para 0 < XA <1, x € S tenemos que Az + (1 — Az € S, por tanto

Az + (1= Nay — o|* > (a1 — xol|?

o equivalentemente,
Nz — 1 |* 4+ 2M @ — 21,21 — 20) > 0.

Como lo anterior es valido para todo A con 0 < A < 1 entonces
(x —x1,21 —20) >0
o lo que es lo mismo

(x, 20 — 1) < {X1,20 — T1).
Si aplicamos esto tltimo a z = 0 tenemos que el lado derecho de la desigualdad es no negativo. Por tanto,
podemos escoger un nimero pu tal que
(w1, 20 — 1) < pt < (W0, 20 — T1)
(lo cual es posible ya que (xg—x1,z0—2x1) > 0), tenemos entonces que p > 0. Las desigualdades siguientes
son vélidas para todo x € S
(x,20 — 1) < {x1,20 — 1) < pt < (To,ZTo — T1),

con lo anterior se tiene que y = ﬁ(xo — 1) satisface lo que deseamos.

Proposicién 1.46. Para cualquier cono cerrado C, int(C') = {y : (z,y) > 0, Vo € C\{0}}

Demostracion. Sea
D ={y:(x,y) >0, Vo € C\{0}}.

Claramente, D = {y : (z,y) > 0, Vo € C N S(V)}, donde S(V) denota la esfera unitaria en V. Ya que
C'NS(V) es compacto, tenemos que D es abierto. Se sigue que D C int(C"). Para el reciproco, suponga que
y € int(C"). Entonces si x € C\{0}, tenemos que (x,z) > 0 para todo z en algin vecindario de y, esto es
(x,y) + (x,u) = (x,y + u) > 0 para todo u suficientemente pequefio. Se sigue que (x,y) > 0. O
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Definicién 1.47 (Cono dual abierto). El cono dual abierto de un cono abierto ) estd definido por

QO ={yeV:(z,y) >0, Vo e Q\{0}}.
Comentario 1.48. Recuerde que un cono abierto es el interior de su clausura, por la proposicion Q*
es el interior del cono dual cerrado de §). Si QO* es no vacio, se sigue del teoremam que (Q*)* = Q.
Definicién 1.49 (Cono abierto auto-dual). Un cono abierto Q se dice abierto auto-dual si Q* = Q.

Proposicién 1.50. En un espacio vectorial parcialmente ordenado V' con producto interno (-,-) : VxV = R
bilineal positivo, el cono positivo V1 es cerrado auto-dual si y solo si el producto interno es fuertemente
positivo.

Demostracidn. En efecto, si por un lado V7T es cerrado auto-dual, entonces V' = {v € V : (w,v) >
0 Vw € V*}, con esto la desigualdad (w,v) > 0 Vw € VT implica que v € V', y por la simetria del producto
interno tenemos que la desigualdad (w,v) > 0 Vv € VT implica que w € V', por tanto el producto interno es
fuertemente positivo. Por otro lado, si el producto interno es fuertemente positivo entonces para cualquier v €
V la desigualdad {w,v) > 0 Vw € V¥ implica que v € VT, por lo que {v € V : (w,v) > 0Vw e VT} C VT,
mientras que por ser el producto interno bilineal positivo tenemos que V* C {v € V : {(w,v) > 0 Yw € VT }.
Luego VT ={v eV :(w,v) >0Vw e VT}y VT es cerrado auto-dual. O

Definicién 1.51. El grupo de automorfismos G(C) de un cono C' se define como
G(C)={geGL(V):g9C=C}.
Un cono C se dice homogéneo si G(C) actia transitivamente en é€l.

Definicién 1.52 (Cono simétrico). Un cono simétrico es un cono abierto que es a la vez abierto auto-dual
y homogéneo.

Recordamos que en un espacio vectorial parcialmente ordenado topoldgico el cono de los elementos posi-
tivos debe ser cerrado para que las estruturas de topologia y de orden sean compatibles. En este sentido, en
secciones posteriores nos van a interesar espacios vectoriales parcialmente ordenados cuyo cono de elementos
positivos sea tal que su interior es un cono simétrico.

Escribimos g* para el elemento adjunto de un elemento g € GL(V), i.e. tenemos que

(gz,y) = (2, 97Y),
Vz,y e V.

Proposicién 1.53. Para cualquier cono abierto Q) tenemos que G(2*) = G(Q)*. En particular, si Q* = Q,
entonces g € G(Q2) implica g* € G(Q).

Demostracion. Si g € G(2) y y € Q*, entonces para todo x # 0,z € Q,
(z,9%y) = (9z,y) > 0.

Esto prueba que ¢*Q* C Q*. Por tanto g* € G(2*) y luego G(Q)* C G(2*). Aplicando esto ahora a OQ*
tenemos G(2*)* C G(2**) = G(Q), obteniendo asi el resultado.

Ejemplo 1.54. 1. En R, el conjunto de los numeros postivos es un cono simétrico.
2. En Herm(m,C), las matrices definidas positivas son un cono simétrico.

La propiedad G(2)* = G(Q) caracteriza a los conos simétricos sobre los conos homogéneos.



Capitulo 2

Algebras de Jordan Fuclideas y conos stmétricos

En este capitulo abordamos la teorfa basica de Algebras de Jordan Euclideas y conos simétricos. Presen-
tamos el teorema espectral para Algebras de Jordan Euclideas y la descomposicién de un Algebra de Jordan
Euclidea como suma directa de Algebras de Jordan Euclideas simples. Estudiamos la correspondencia uno a
uno entre los conos simétricos irreducibles y las Algebras de Jordan Euclideas simples. Recordamos en este
punto que todos los espacios vectoriales son de dimensién finita. La teoria de Algebras de Jordan Euclideas
fue tomada de [3]. La clasificacién de Algebras de Jordan Euclideas simples es debida a Jordan, Von Neu-
mann y Wigner en 1934 [5], la demostracién que escribimos en esta tesis es la versién que aparece en [3].
Finalmente, los conceptos y resultados de Geometria fueron tomados de [8], mientras que los de andlisis
funcional son tomados de [12].

2.1. Algebras de Jordan Euclideas

Definicién 2.1 (Algebra con unidad). Sea F el campo R o C. Un espacio vectorial sobre F es un dlgebra
sobre F si existe una operacion (producto) (x,y) — xy bilineal de V xV en V y, ademds existe un elemento
unidad (o identidad) e € V tal que ex = xe = x para todo x € V.

Definicién 2.2. Para un elemento x € V sea L(x) el operador lineal de V' definida por L(x)y = xy.
Definicién 2.3 (Algebra de Jordan). Un dlgebra V sobre F es un Algebm de Jordan si para todos x,y € V :
(J1) xy =y,
(J2) x(z?y) = 2 (zy).

Usando la notacién [S,T] = ST — TS, con S, T endomorfismos del espacio vectorial V', la propiedad (J2)

se puede escribir como [L(z), L(x?)] = 0. Las siguientes identidades nos servirdn para probar propiedades
sobre Algebras de Jordan Euclideas.

Proposiciéon 2.4. Sea V un Algebm de Jordan, las siguientes identidades se satisfacen.

(i) (L), L{y?)] + 2[L(y), L)) =0,

(ii) L(z*y) — L(z*) L(y) = 2(L(zy) — L(z)L(y))L(=).

Demostracion. La identidad (i) se obtiene al escribir [L(y), L(y?)]x = 0 y diferenciar con respecto a .
Mientras que la identidad (ii) se obtiene al aplicar (i) a un elemento z y reordenar los términos. O

10
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Veamos los siguientes ejemplos de Algebras de Jordan:

Ejemplo 2.5. Si A es un dlgebra asociativa sobre F, podemos definir en A una estructura de Algebm de
Jordan definiendo un nuevo producto

1
woy = g(zy +yz).
A este producto le llamamos producto de Jordan.

Ejemplo 2.6. Si V' es un subespacio lineal de un dlgebra asociativa A que es “cuadrado estable”, i.e. para
cualquier x € V se tiene que 22 € V. Entonces V equipado con el producto de Jordan es un Algebra de
Jordan.

Ejemplo 2.7. Como un caso especial del ejemplo anterior podemos tomar A como el dlgebra de las matri-
ces cuadradas de tamano n y entradas en R, M(n,R), y V' como el subespacio de las matrices simétricas
Sym(n,R).

Definicién 2.8 (Ideales). Un ideal izquierdo (derecho) de un dlgebra A es un subgrupo aditivo I de A tal
que para cada a € A yv € I se tiene que av € I (va € I). Un ideal bilateral, o simplemente ideal de A es un
subgrupo aditivo de A que es simultineamente ideal izquierdo e ideal derecho de A.

En un algebra V definimos 2™ de forma recursiva: 2™ = z - 2”1, 20 = e. Un dlgebra V se dice asociativa

en potencias si para todo z € V se tiene que x? - x4 = xP*4. (Esto significa que el dlgebra generada por x es
asociativa). Un dlgebra de Jordan es asociativa en potencias.

Sea V un algebra asociativa en potencias de dimensién finita sobre un campo F con elemento identidad
ey sea x € V. Definimos

k

m(x) = min{k : e,x,...,z" son linealmente dependientes}.

Definicién 2.9 (Polinomio minimo). Dado x € V', llamaremos polinomio minimo de x al polinomio mdnico
de menor grado p(\) tal que p(x) = 0.

Denotamos por f(A;z) el polinomio minimo de x. Entonces tenemos que m(zx) coincide con el grado del
polinomio minimo de z. sea F[X] el dlgebra sobre F de polinomios en una variable con coeficientes en F.
Para un elemento x € V' definimos

Fla] = {p(x) : p € FX]}.

Esta es el subdlgebra de V' generada por z, e, es conmutativa y asociativa. Para x € V definimos el ideal
J(x) como J(x) = {p € F[X] : p(xz) = 0}, J(x) es generado por el polinomio minimo de z. El ndimero m(x)
estd acotado por dim(V).

Definicién 2.10 (Rango). Definimos el rango de V' como
r =max{m(z):x €V},
y un elemento x € V' se dice regular si m(z) = r.

Usaremos el siguiente resultado sobre los elementos regulares en un Algebra de Jordan, su demostracion
se encuentra en [3], p.28.



12 CAPITULO 2. ALGEBRAS DE JORDAN EUCLIDEAS Y CONOS SIMETRICOS

Proposicion 2.11. El conjunto de elementos requlares es abierto y denso en V. Existen polinomios ay, . .., a,
en V tales que el polinomio minimo de cada elemento regular x es dado por

fOuz) =X —ar()A " +ag(@)N 2 4 -+ (=) an ().

El coeficiente a;(x) es llamado la traza de z, y lo denotamos por tr(x). El coeficiente a,(z) es llamado el
determinante de x, denotado por det(x).

Definicién 2.12 (Algebra de Jordan Euclidea). Un dlgebra de Jordan V sobre R se dice euclidea si existe
en V' un producto interno asociativo, es decir, si denotamos por {(u,v) al producto interno, tenemos que
(xu, vy = (u,zv) para todos x,u,v € V.

Ejemplo 2.13. Sym(n,R) es un Algebra de Jordan Euclidea con el producto de Jordan y (A,B) =Tr(AB).

2

Definicién 2.14 (Elemento idempotente). Un elemento ¢ € V' se dice idempotente si ¢* = ¢. Dos idempo-

tentes se dicen ortogonales si cd = 0.

Ya que
<Cv d> = <027 d> = <Cv Cd>7

idempotentes ortogonales son ortogonales respecto al producto interno.

Definicién 2.15 (Sistema completo de idempotentes ortogonales). Decimos que ci,...,c, es un sistema
completo de idempotentes ortogonales si

2
C; = Cq,
cic; =0 si i # j,
c1+---t+cp=¢e

A continuacién recordamos algunas definiciones para operadores lineales

Definicién 2.16. Un operador lineal T' en un espacio vectorial V de dimension finita con producto interno
sobre F es llamado

s ynitario st T*T =TT* = Id.

= ortogonal si F =R y T es unitario.

» isometria si || Tx|| = ||z|| para todo x € V.

= normal si T*T =TT*.

= qutoadjunto si T* =T. Cuando F =R y T* =T decimos que el operador es simétrico.
» semidefinido positivo si T es autoadjunto y (Tx,x) > 0 para todo x € V.

» definido positivo si T es autoadjunto y (Tx,x) > 0 para todo x € V\{0}.

Proposiciéon 2.17. En un /flgebm de Jordan Fuclidea V' el operador de multiplicacion por izquierda es
simétrico.
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Demostracion. En efecto, para todo z,y,z € V se tiene que
(L(x)y, 2) = (zy, z) = (y,22) = (y, L(2)z).
O

Recordamos ahora algunos resultados sobre descomposicion espectral de operadores normales, que nos
serviran en la prueba de los teoremas espectrales para Algebras de Jordan Euclideas.

Teorema 2.18. Sea V un espacio vectorial de dimension finita con producto interno sobre R y sea T un
operador simétrico en V', Sean A1, ..., A\, los distintos eigenvalores de T. Entonces
(1) V=EM\)®-®E\), con E()\;) el espacio propio del eigenvalor \;.
(2) Sean Pi, ..., Py las proyecciones ortogonales sobre E(\1),. .., E(\), respectivamente. Entonces P;P; =
0, parai,j €{1,...,k}, i #j, y

T=MPi+ -+ XPy, P+ -+ P, =1
Lema 2.19. Sea T un operador simétrico en un espacio vectorial de dimension finita con producto interno

sobre R. Suponga que T = M\ Py + -+ + APy es la descomposicion espectral de T. Si g es un polinomio
entonces g(T) = g(A1) Py + -+ + g(Ag) Px.

Lema 2.20. Sean aq,...,qa,, numeros reales distintos. Ezxiste un polinomio p que se anula en todos los o,

i#1, ypla) =1

Lema 2.21. Sea {T'(t)}, a <t <b, una familia continua de operadores autoadjuntos en un espacio V', con
T(a) positivo y T'(b) con un eigenvalor negativo. Entonces existe s € (a,b) tal que 0 es un eigenvalor de T'(s).

Demostracion. Sea S(t) = —T(t) + M(Id) con M > 0 suficientemente grande de modo que S(t) es definido
positivo para todo ¢ € [a,b]. La norma operador ||S(t)|| es continua, y ||S(a)| < M mientras que ||S(b)|| > M,

entonces existe s € (a,b) tal que ||S(s)|| = M. En este caso, existe v € V distinto de cero tal que S(s)v = Mw.
Esto es, T'(s)v = 0. Luego, 0 es un eigenvalor de T'(s). O

A continuacién probamos la primera versién del teorema espectral para Algebras de Jordan Euclideas
Teorema 2.22. Sea V un Algebm de Jordan Euclidea. Para x € V' existen unicos numeros reales A1, ..., Ak,
todos distintos, y un unico sistema completo de idempotentes ortogonales cy, ..., c tal que

T = Mc1+ -+ Apcg.

Para cada j = 1,...,k tenemos que ¢; € Rlz]. Los nimeros \; se llaman eigenvalores y Y Ajc; la
descomposicion espectral de x.

Demostracion. Para y € R[z], sea Lo(y) la restriccién de L(y) a R[z]. Entonces Lo(z) es un endomorfismo
simétrico del espacio euclideo R[z], por tanto, por el teorema [2.18] existen proyecciones ortogonales no cero
Py, ..., P en Rlz| tal que P, + -+ + P, = I, y nimeros reales A1, ..., \; todos distintos tal que

Lo(x) =MPi+--+ MNP

Adicionalmente, por el lema tenemos que existen polinomios p; tal que p;j(A\;) =1y p;(X;) =0sii # j.
Por el lema se obtiene entonces que p;(Lo(x)) = Zle pj(Ai) P = p;j(A;)P; = P;. Hacemos ¢; = p;(x).
Usando la asociatividad del dlgebra R[z] obtenemos

Lo(cj) = Lo(pj(z)) = pj(Lo(x)) = P;.
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Similarmente,
Lo(cicj) = Lo(ci)Lo(c;) = PP,
LD e))=> P=1,
Lo(D_Njej) = Y APy = Lo(x).
Como Ly es inyectivo (en efecto, si Lo(y) = 0, entonces y = Lo(y)e = 0), se sigue que

2 o .
ci=¢ ,cic;=0,sii#j
E cj = e, E Ajcj = x.

Teniendo con lo anterior la existencia de inicos numeros reales A, ..., \;, todos distintos, y un unico sistema
completo de idempotentes ortogonales ¢y, ..., ci tal que

T =Mc1+ -+ AgCr.

Ahora probaremos la unicidad. Suponga que se tiene una descomposicién = > Ajc; para € V. Entonces
p(x) = > p(Aj)e; para todo polinomio p. Definiendo, para un j fijo,

PV (X) = TT(x =N,
i#]

tenemos

PP (@) = [N = A)e;,

i#]

lo que muestra que ¢; € Rz], ya que los )\33 son todos diferentes. Entonces los operadors Lo(c;) son
proyecciones ortogonales mutuamente, y entonces los niimeros A; son necesariamente los eigenvalores de
Lo(x). Cada ¢; es la proyeccién ortogonal Lg(c;)e de e sobre el eigenespacio de Lo(x) conrrespondiente a \;.
Esto hace que sean tnicos. O

Definicién 2.23 (Sistema completo de idempotentes ortogonales primitivos). Decimos que un idempotente
es primitivo si es no cero y no puede ser escrito como la suma de dos (necesariamente ortogonales) idem-

potentes no cero. Decimos que c1,...,cp €s un sistema completo de idempotentes ortogonales primitivos, o
marco de Jordan, si cada c; es un idempotente primitivo y
CjCL = 0, J ?é ka

m
E Cj = €.
j=1

Probamos la segunda version del teorema espectral:

Teorema 2.24. Sea V un Algebm de Jordan FEuclidea. Suponga V tiene rango r. Entonces para cada x € V
existen un marco de Jordan c1,...,c,. y numeros reales A1, ..., . tal que

T
Tr = E /\jCj.
Jj=1
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Los niimeros A; (con sus multipicidades) son dnicamente determinados por x. Adicionalmente,

detx = ﬁ Aj, tre = XT:)\T
j=1 j=1

Mads generalmente,
ak(x) — Z )‘il "')‘ik?

1<iy < <ip<r

donde ay, (1 <k <r) es el polinomio definido en la proposicion|2.11]

Demostracion. Si x = ) | Aic; es la descomposicién espectral del teorema anterior, entonces, claramente,

p(x) = Zle p(A;i)e; para todo polinomio p. Por tanto, el polinomio minimo de z es

k

F(X2) =[x =)

i=1

De esto podemor ver que k < r, y k = r cuando x es regular. En este ultimo caso ¢; es primitivo, en otro
caso seria posible tener un marco de Jordan de mas de r elementos, y uno podria construir elementos en V'
cuyo polinomio minimo tenga grado mayor que r, contradiciendo la definiciéon de rango.

La formula para detx y trx son obvias cuando z es regular. Cuando = no es regular, es el limite de una
sucesién x,, de elementos regulares (proposicién . Entonces z,, = 22:1 Afei por el razonamiento de
arriba, y tomando una subsucesién podemos asumir que existe los limites A\; = lim A" y ¢; = lim ¢}'. Nuestra
aseveracion se sigue de esto. La unicidad se sigue del teorema anterior O

Observamos que se sigue en particular que un marco de Jordan tiene exactamente r elementos.

2.2. El cono de los cuadrados en un Algebra de Jordan Euclidea

Sea V un Algebra de Jordan Euclidea. Sea @ el conjunto de todos los cuadrados
Q={2?:2cV}
Proposicién 2.25. Considere el conjunto Q' := {y € V : (z,y) > 0 Vx € Q}. Entonces Q' es un cono y
Q' ={y: L(y) es positivo semi-definido}.

Demostracion. Es claro a partir de las propiedad de producto interno que @’ es un cono. Ademé&s, como
(y,2?) = (yx,x) = (L(y)z, x), tenemos que Q' = {y : L(y) es positivo semi-definido}. O

Definimos a continuacion la representacion cuadratica de un elemento x € V, la cual serd de utilidad
en algunas demostraciones posteriores, enunciamos algunas propiedades utiles, la demostracion de estas
propiedades se encuentran en [3] p.32,33.

Definicién 2.26 (Representacién cuadrética). Sea V un Algebra de Jordan sobre R con elemento unidad
e. Para x € V definimos
P(z) = 2L(x)* — L(xz?).

La funcion P es llamada la representacion cuadrdtica de V.
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Definicién 2.27. Para dos elementos x,y definimos la representacion cuadrdtica de x,y como
P(z,y) = L(z)L(y) + L(y)L(z) — L(zy).
Proposicion 2.28. Para dos elementos x,y cualesquiera, tenemos que
P(P(y)x) = P(y)P(z)P(y).
Si x,y son invertibles entonces P(x)y es invertible.
Proposicién 2.29. Un elemento = es invertible si y solo si P(x) es invertible. En este caso:

P(x)z~! ==,
P(z)"'=P(z™).

Teorema 2.30. Sea V un /(lgebm de Jordan FEuclidea. Sea Q el conjunto de todos los cuadrados
Q={z*:2€V}

Entonces, Q es un cono cerrado autodual y el interior Q de Q) es un cono simétrico. Ademds, § es el conjunto
de elementos x en V' para los cuales L(x) es definido positivo.

Demostracion. Considere el conjunto Q' := {y € V : (z,y) > 0Vz € Q}. Note que Q' es un cono por
proposicién [2:25] probaremos que Q' = Q. Si

k
Tr = E /\jCj
j=1

es la descomposicion espectral de un elemento z € V', entonces

k
2 _ 2
Tt = E Ajci,
=1

L(x*) =Y NL(c)).

Ya que los operadores L(c;) son positivos, L(z?) es positivo y @ C Q. Ahora sea z € '. Ya que los vectores
c¢; son ortogonales, tenemos que

1
= {z,c;)
T2
1
=——(z,c7)
les )12
1

:W@(m)%cﬁ > 0.
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Por tanto z = y? con y = Z?Zl VAjcj. Entonces Q' C @ y luego Q' = Q, esto es, ) es un cono
cerrado auto-dual. Con esto 2 = int(Q) es un cono abierto debido a proposiciénm Tenemos las siguientes
igualdades:

Q={yeV:(z,y)>0VeecQ\{0}}
={ycV:{(xy) >0VeecQ\{0}}
—Q

Esto es, 2 es un cono abierto auto dual. Falta probar que Q = int(Q) es homogéneo. Primero probaremos
que 2 es el conjunto de elementos x en V para los cuales L(x) es definido positivo. Para ello considere el
conjunto

B = {z €V :L(z) es definido positivo} = {z € V : (z,y*) > 0 Vy € V\{0}},

entonces B es abierto, por tanto B esta contenido en 2. Para un elemento y distinto de cero en V' consideremos
la forma lineal definida en V por I(z) = (z,y?). Entonces [ no es idénticamente cero y para z € Q tenemos
I(x) >0, y para x € Q se tiene I(z) > 0 ya que Q es abierto, lo que significa que 2 estd contenido en B.
Ahora sea = € (), entonces por lo anterior y por proposicién L(x) es simétrico y definido positivo,
ysix = 2?21 Ajc; es la descomposicion espectral de x, tenemos que los valores A; son positivos para
j € {l,---,k}. Entonces det(x) > 0. Luego x es invertible. Por la proposicién anterior tenemos que P(x)
es también invertible. Notamos que #? = P(z)e, entonces P(x)e € ) cuando x es invertible. Se sigue que
P(z)Q2 C Q, en efecto, si z,y € Q tenemos que P(z)y es invertible por proposicién y ademas, si t € [0, 1]
entonces y(t) = (1 —t)e + ty € Q. Sea w(t) = P(x)y(t), t € [0,1], y consideremos al operador L(w(t)). Para
t = 0 tenemos que P(2)y(t) = P(x)e = 2? € Q y para t = 1 tenemos P(z)y(t) = P(z)y, si suponemos que
P(z)y ¢ Q entonces tenemos que L(wy) es definido positivo, pero L(w(1)) no lo es por no estar en 2, sin
embargo es invertible, entonces sus eigenvalores son distintos de cero. Por continuidad de los eigenvalores
de una familia continua de operadores autoadjuntos (lema [2.21)), existe s € (0,1) tal que L(w(s)) tiene a 0
como eigenvalor, esto es, existe z # 0 tal que L(w(s))z = 0, lo cual no es posible pues w(s) = P(z)y(s) es
invertible. También tenemos que P(x)~1Q = P(z=1)Q C Q. Luego P(z) € G(Q), y tenemos que

Q = {2? : 2 es invertible} = {P(z)e : z es invertible} C G(N)e C N
Esto es, G(12) es transitivo en €. O

Ejemplo 2.31. El cono simétrico asociado con el Algebm de Jordan Euclidea Sym(n,R) es el cono de las
matrices simétricas reales definidas positivas.

Ejemplo 2.32. Sea W un espacio vectorial real de dimension finita, B una forma bilineal definida positiva
en W. Sea V=R x W el Algebra de Jordan para la cual el producto es

(>‘a u)(u,v) = ()‘:U + B(u,v), Av + ,UJu)a

entonces la forma bilineal Ap+ B(u,v) es asociativa y el Algebm de Jordan V es Euclidea. El cono simétrico
asociado a V es el cono de Lorentz: Q = {(p,v)|p > /B(v,v)}. De aqui en adelante llamaremos a esta

construccion el Algebm de Jordan Fuclidea Lorentziana.

Ejemplo 2.33. Considere el espacio euclideo R™ con el producto interno usual

n
=1
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y el producto de Jordan definido por
zoy = (T1Y1,.--,Tnyn) Yo,y € R™,

donde x; denota la i-ésima componente del vector x € R™. Entonces, R" es un Algebm de Jordan FEuclidea,
con el conjunto R := {x = (z1,...,2,) 1 2; > 0,Vi=1,...,n} como su conjunto de cuadrados.

Podemos probar también que cualquier cono simétrico es el interior del conjunto de los cuadrados de un
Algebra de Jordan Euclidea. Con lo que tenemos una correspondencia uno a uno entre los conos simétricos
y las Algebras de Jordan Euclideas.

Sea ) un cono simétrico en un espacio euclideo V' de dimensién finita n, con producto interno. Haremos
la identificacién de GL(V') con GL,(R), con esto consideramos a G(£2) como un subgrupo de GL,(R).

Definicién 2.34. Para cualquier punto a € Q definimos el estabilizador de a en G(2) por
G()={9€G):g9a=a}.

Proposicién 2.35. Se cumple que la componente conexa de la identidad en G(Y), denotada de aqui en
adelante por G, es transitiva en €.

Demostracion. Esto es porque € es la unién disjunta de G—érbitas, cada una de estas G—orbitas es abierta.
Como ) es un conjunto convexo entonces es conexo, luego €2 solo puede tener una érbita. Para mas detalles
de esta prueba puede leerse cap. 1 de [9]. O

Denotamos al estabilizador de a en G por G,. Definimos
K=GnoO(V),

donde O(V) es el grupo ortogonal de V. Escribimos g para el dlgebra de Lie de G y € para el dlgebra de Lie
de K. Entonces
t={Xeg: X" =-X}.

Definimos
p={Xeg: X=X}

Podemos ver por las condiciones de p, € que g = p @ € como suma directa de espacios vectoriales. Usamos
la identificacién de gl,,(R) con el espacio de matrices de n x n M, (R) de modo que las dlgebras de lie g, ¢
son vistos como subespacios de M, (R), también p es un subespacio de M, (R). La siguiente proposicién
nos servird para sustentar la construccién de una operacién en un espacio vectorial, posteriormente. Antes
enunciamos un resultado sobre conos simétricos cuya demostracién omitimos, el lector puede encontrarla en

B, p. 5.

Proposicién 2.36. Si Q es un cono simétrico, entonces para todo a € Q, G(Q), es compacto. Si H C G()
es un subgrupo compacto, entonces H C G(Q), para algin a € Q.
Definicién 2.37. Definimos el mapa exponencial exp : g — G, x — exp(z) = > oo %1”
Proposicién 2.38. Si Q es un cono simétrico, existen puntos e € Q) tal que
GQ)NOV) C G(Q)e.
Para tales puntos e:
G. =K.

El subgrupo K es conexo. Un elemento X € g pertenece a € si y solo si X -e = 0.
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Demostracion. Note que G(£2) N O(V) es compacto. En efecto, como O(V') es compacto, solo hace falta ver
que G(Q) sea cerrado. Primero observamos que debido a la continuidad de las transformaciones lineales, un
elemento g € GL(V) estd en G() si y solo si g = Q, al usar la topologfa de la norma operador en el
espacio de transformaciones lineales podemos probar que lo anterior implica que G(2) es cerrado. Entonces
por proposicién anterior, G(Q)NO(V) C G(Q), para algiin e € Q y K C G.. Ahora probaremos que K = G..
Para esto veremos que £ = g.. Sea X € g, entonces X = X; + Xo, con X; € £y Xo € p. Como & C g,
entonces se sigue que X9 € g.. Entonces exp(tXs) es un elemento de G, para cualquier ¢ € R. Como G,
es compacto entonces exp(tXs) es acotado para todo t € R. Al mismo tiempo X5 es simétrico, se sigue que
X9 = 0. Por tanto X = X7, y entonces £ = g.. ]

Note que el punto e no es tnico.

Proposicién 2.39. Para un punto e € Q tal que G(Q) N O(V) C G(). tenemos que Ge = Q implica
g-e=V. Esto implica que el mapeo p — V, X — X - e es una biyeccion, y si L denota su inversa, tenemos
que para © € V, L(z) es el dnico elemento en p tal que L(x) - e = x.

Demostracion. Si denotamos por f. la funcion G — Q, g — ge, la funcién f. es continua. También la funcién
exponencial de la definicién anterior es continua. Consideremos la composicién f.oexp y definamos la funcién
e g — V, X — e+ X -e. Entonces existe € > 0 tal que al restringirnos a la bola de radio € alrededor
de Oen g, ae y fe o exp inducen un mapeo v entre las vecindades U, W de e en V', como observamos en el
siguiente diagrama

B.(0)cg g wev
Ucv

Este mapeo v es un homeomorfismo, por la transitividad de G en 2 tenemos que mediante este mapeo
obtenemos g - e = V. Luego, el mapeo p — V, X — X - e es una biyeccién, pues g = p@ ¢ y un elemento
X € g pertenece a t siy solo si X -e = 0. Denotamos por L su inversa: Para € V, L(z) es el tinico elemento
en p tal que L(z)e = x. O

Usaremos la funcién L de la demostracién anterior en el siguiente teorema para inducir una operacién en
V' que nos dard una estructura de Algebra de Jordan Euclidea.

Teorema 2.40. Sea 2 un cono simétrico en un espacio vectorial euclideo V. Definiendo en V' el producto
zy = L(z)y,
V es un Algebm de Jordan Euclidea con elemento identidad e y
Q={2*:2€V}
Demostracion. Es claro que el producto que hemos definido es bilineal. También es conmutativo, ya que
zy —yx = [L(z), L(y)] - e = 0,

porque [p,p] Cty t-e=0.
El producto interno de V' es una forma bilineal asociativa, ya que cada L(x) pertenece a p y es por tanto
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simétrico. En order a probar la segunda propiedad (J2), definimos el asociador de tres elementos, z,y,z € V
mediante

[z,y, 2] = x(yz) — (zy)z = [L(z), L(2)]y.
Debemos probar que [z2,y,x] = 0 para todos z,y € V. Ahora, usando [L(z), L(z)] € &, tenemos

Ya que X — X - e es biyectivo de p sobre V, se sigue que
([L(x), L(2)], L(y)] = L([z,y, 2]).
Aplicando esta identidad a y encontramos inmediatamente que
(2,97, 2] = 2[z,y, 2]y. (2.1)
Ahora, para cualquiera z,y, 2z € V, la asociatividad de el producto escalar da
([2?,y, 2], 2) = (2*(y2), 2) — ((2®y)x, 2) = (2%, (y2)z — y(22)) = (2*, [y, 2, 2]). (2.2)
Por un célculo similar se tiene que
(2%, y,2],2) = (2, y(22) = (2°y)2) = (z, [y,2°,2],)
y usando la ecuacion vemos que adicionalmente esto es igual a
2(z, ly, x, 2Jw) = 2(a% [y, 2, 2]).
Comparando con ecuacién vemos que
([2%,y, 2], 2) = 0.
Esto se cumple para todo x € V, por tanto [22,y,z] = 0, esto es
2*(zy) = z(a?y),

que es precisamente la propiedad (J2). Hemos probado que V' es un Algebra de Jordan.
Sea €2; el cono simétrico asociado con el dlgebra de Jordan V. Tenemos que

Oy = expV ={expL(z)-e:x €V}
= {expX -e: X € p},

por tanto 21 estd contenido en 2. Ya que  y €y son auto duales, entonces 2; = ).
O

Hasta este punto atn no hemos establecido la correspondencia uno-a-uno entre conos simétricos y Algebras
de Jordan Euclideas. La estructura de algebra depende de la eleccién del punto e.

Definicién 2.41. Un /flgebm de Jordan V' se dice simple si no contiene ningun ideal no trivial.
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Proposicién 2.42. SiV es un Algebm de Jordan FEuclidea, entonces V' se puede expresar de forma unica
como la suma directa de ideales simples.

Demostracion. Fijamos en V' un producto interno asociativo. Sea Z un ideal minimo en V. Probamos que el
complemento ortogonal Z=:

Tt ={x eV :VyeI (z,y) =0},

es un ideal: sea © € V y y € I+, entonces para cualquier z € T:
(zy, 2) = (y,22) =0,
por tanto zy € Z+. Tenemos que
V=Ia1" IT-7tcInI*=/{0},

por tanto V es la suma directa de las dlgebras Z y Z-. Ahora aplicamos el mismo proceso a I+, y después
de un ndmero finito de pasos obtenemos la descomposicion.
Para probar la unicidad consideramos dos descomposiciones

V=0 ®---d1y,
=L ®Td - DI

La intersseccién Z; N J; es un ideal, por tanto por minimalidad Z; N 71 = {0} 0 Z; = J1. Pero Z; N J1 no
puede ser {0} para cada 4, ya que esto implicarfa

Vi, Z, - 1 CL;NJ =0,
por tanto V- J1 =0,y J1=e-J1 =0. -

Definicién 2.43. Un cono simétrico Q) en un espacio euclideo E se dice irreducible si no existe subespacios
no triviales Ey, E5 y conos simétricos Q1 C Ey, Qo C s tal que E es la suma directa de Ey, Es yQ = Q1+5.

Proposicion 2.44. Cualquier cono simétrico € se puede expresar de manera unica como el producto directo
de conos simétricos irreducibles ;.

Demostracion. Sea ) un cono simétrico en un espacio vectorial euclideo V', por el teorema (después de
escoger un punto e € ) tal que G, = K) existe en V una estructura de Algebra de Jordan Euclidea. Por la
proposicién anterior V' se descompone de manera tnica como suma directa de Algebras de Jordan Euclideas
simples V =V1 - - @ Vi, por el teorema a cada una de estas V; le asociamos un cono simétrico que
es el interior del cono de los cuadrados, £2; C V;. Estos conos deben ser irreducibles pues de lo contrario, si
algun cono 2; no es irreducible existen Wy;, Ws; subespacios de V; y conos simétricos 21; C Wy;, Qo C Woy,
tales que V; = Wy; @ Wa; v Qi = Qq; + Qg;. Por el teorema enemos que existe en W1y,;, Wy; estructuras
de A]gebras de Jordan Euclideas y entonces por proposicién W1;, Wa; se descomponen de forma tinica
como suma directa de ideales simples, pero esto no es posible pues V; es simple. O

Comentario 2.45. Con los resultados de este capitulo tenemos que existe una correspondencia entre las
Algebms de Jordan Fuclideas simples y los conos simétricos irreducibles en un espacio vectorial. Ademds,
hacemos notar que si V' es un Algebm de Jordan FEuclidea que se descompone como suma directa de Algebms
de Jordan Euclideas simples V.= @V, entonces el elemento identidad e se descompone como e = e; con
e; € Vi, los elementos e; son elementos identidades en sus respectivas dlgebras V.



Capitulo 3

Clasificacion de Algebm,s de Jordan FEuclideas simples

Para entender la clasificaciéon de Algebras de Jordan Euclideas simples, primero ofrecemos los conceptos
de descomposicion de Peirce en un Algebra de Jordan. Luego estudiamos las Algebras de Hurwitz Euclideas,
demostraremos que las tnicas Algebras de Hurwitz Euclideas son R, C, H y O. Luego estudiamos las matrices
con entradas en un Algebra de Hurwitz Euclidea. La clasificacién de las Algebras de Jordan Euclideas simples
serd en funcién de estas dlgebras de matrices. Finalizamos el capitulo demostrando el teorema de clasificacién
de Algebras de Jordan Euclideas simples. Definiciones, resultados y ejemplos de este capitulo son tomados
de [3].

3.1. Descomposicion de Peirce

Sea V un Algebra de Jordan, recordamos que un idempotente es un elemento ¢ € V tal que ¢ = c.

Proposicién 3.1. Sea ¢ un idempotente en un Algebm de Jordan. Los unicos posibles eigenvalores de L(c)

son 0,% y 1. Debido a esto tenemos que V es la suma directa de los correspondientes eigenespacios:

1
V= V(c,O)@V(c,i)@V(C,n. (3.1)
Demostracion. Usando la identidad (ii) de proposicién con x=y, obtenemos:
L(z®) = 3L(2*)L(x) — 2L(x)?,

y para x = ¢ obtenemos:
2L(c)* = 3L(c)® + L(c) = 0.

Por tanto, un eigenvalor A de L(c) es una solucién de
2% =3\ 4+ A =0
cuyas raices son 0, % y 1. O

Definicién 3.2. (Descomposicién de Peirce) Sea V' un Algebm de Jordan. La descomposicion de la ecuacion
se llama la descomposicion de Peirce de V' con respecto al idempotente c.

22
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Ejemplo 3.3. Sea V=R x W el Algebm de Jordan FEuclidea Lorentziana del ejemplo . Tenemos que
(A u)? = (A2 + B(u,u), 2)u),

y por tanto los idempotentes distintos de cero son

e=(1,0),
c=(3.w)
donde w satisface B(w,w) = %. Para tal idempotente c:
V(e,1) = Re,
V(e,0) = R(3, ~w),
Vie,5) = {(0,u) : Blu,w) =0},

mientras que para e tenemos que

Vie,1) =V,
V(e,0) = {0},
Ve, %) — {0},

Six = (\u) entonces x* — 2Xx + (A2 — B(u,u))e = (0,0), luego el rango de V es 2.

Proposicién 3.4. Si V es un Algebra de Jordan y ¢ es un idempotente, entonces Vie,1) y V(c,0) son
subdlgebras de V. Son ortogonales en el sentido que

V(e.1) - V(e,0) = {0}

Adicionalmente,
(V(e )+ V(e,0)) - Vie 5) € V(e ),
1 1
Vie,=) - Vie,=) Cc Ve 1)+ V{(c0).

2 2

Demostracion. Usando (ii) de proposicién con ¢ en lugar de x y x en lugar de y, obtenemos para
zeV(e,X), (A=0,1,3),
L(c*z) — L(*)L(x) = 2(L(cx) — L(c)L(x))L(c).

Aplicando esto a un elemento y € V(e, u), (u=20,1, %), obtenemos
(L(Az) — L(c)L(x))y = 2(L(Ax) — L(c)L(x))(uy),

de donde se tiene que
(21— 1)(L(e) = N (wy) = 0.
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Sip =0 o0 1, obtenemos c¢(xy) = A(xy) y entonces zy pertenece a V (¢, \). Tomando A = 0 o 1, esto prueba
que V(c,1) v V(e,0) son subdlgebras de V' y que son ortogonales. Tomando A = %, esto prueba que

(V(e,0) 4+ V(e,1)) - Ve, %) c Ve, %).

al considerar =0y (y+c)z =2y + 2z € V(c, 3).
Para la tltima aseveracién, es suficiente probar que si z € V(c, 1), entonces 22 € V(c,1) + V(c,0). Esto
es,

2
T° = ao+ a1,

con ag € V(c,0) y a1 € V(c,1). En efecto, con

ap = 2 — ca?, a; = ca?,

tenemos que

y usando (i) de proposicién [2.4}

O

Proposicién 3.5. Un dlgebra V de rango mayor o igual que 2 es simple si y solo si V(c, 3) # {0} para cada
idempotente distinto de cero y distinto de e.

Demostracién. Si V(c, ) = {0}, entonces por proposici(’)n V es la suma directa de V(¢,0), V (e, 1). Note
que V(c,0),V(c,1) no son triviales pues ¢ € V(c,1) y e — ¢ € V(c,0). Reciprocamente, si V es la suma

directa de las subalgebras V; y Vs, entonces la proyeccién de e sobre V; es un idempotente de V' tal que
Ve, 1) = {0}. O

En el resto del capitulo vamos a suponer que V es un Algebra de Jordan Euclidea. Recordamos que un
idempotente se dice primitivo si no se puede escribir como la suma de dos idempotentes distintos de cero. En
la siguiente proposicién probaremos que un idempotente ¢ es primitivo si y solo si dimV (¢, 1) = 1. Cualquier
idempotente es una suma de dos idempotentes primitivos ortogonales.

Proposicién 3.6. Un idempotente ¢ es primitivo si y solo si dimV(c,1) = 1.

Demostracion. SidimV (c,1) = 1, suponga que ¢ no es primitivo, entonces ¢ = ¢ +ca, con ¢1, ¢o idempotentes
distintos de cero, c1, c2 deben ser ortogonales de lo contrario no se cumpliria que ¢ = (a1 +02)2 =c1+c =c.
No obstante, no es posible tener ci,co ortogonales y linealmente dependientes, luego ¢ debe ser primitivo.
Reciprocamente, suponga que ¢ es un idempotente primitivo. Si podemos escoger b € V(¢,1) de modo que



3.1. DESCOMPOSICION DE PEIRCE 25

¢, b son linealmente independientes, ortogonales y x = Ac+ b, al considerar la descomposicion espectral de b,
b= Arck, todos los idempotentes ¢;, son ortogonales a ¢, y entonces z = Ac+ Y, A\xci es la descomposicién
espectral de . Como cx = x, tenemos que x = Ac¢, lo que contradice la suposiciéon. Como ¢ es primitivo,
entonces todos los elementos en V(¢, 1) son multiplos escalares de ¢. Luego, dimV (c¢,1) = 1. O

Lema 3.7. Sia,b son idempotentes ortogonales, entonces L(a) y L(b) conmutan.
Demostracion. Se sigue de (i) en proposicién O

Proposiciéon 3.8. Sean a,b dos idempotentes primitivos ortogonales.
(i) Siz € V(a, )NV (b, 1), entonces

1
z? = §H9:||2(a +0b).
(i1) Si V(a,5)NV(b, 1) # 0, entonces existe un elemento w € V con w? = e tal que
P(w)a =b.

Demostracion. La suma a + b es un idempotente. Podemos expresar el dlgebra V(a + b,1) como la suma
directa de los espacios V(a+b,1) = V(a,1) + V(b,1) + V(a, 2) NV (b, 3).

En efecto, por una parte se verifica que si = z1 + x2 + x3 con x1 € V(a,1), 2o € V(b,1) y 23 €
V(a, )NV (b, 1) entonces (a+ b)z = z. Por otro lado, usando proposicién vemos que V(b,1) C V(a,0).
Esto implica a su vez que V(b,1) C V(a + b,1). Ademds, si nos restringimos a V(a + b,1) entonces
V(b,1) = V(a,0), donde la notacién con tilde denota al subespacio de la descomposicién de Peirce del dlgebra
V(a+b,1). Igualmente, si nos restringimos a V (a+b, 1) entonces V (b, )= V(a, 1). Entonces la descomposi-
cién V(a+b,1) = V(a,1)+V(a,0)+V(a, 1) se puede escribir como V(a+b,1) = V(a,1)+V (b, 1)+V(a, 1) C
V(a, 1)+ V(b,1) + V(a,3) NV (b, 3). La suma es una suma directa pues V(a,1), V(b,1) son de dimensién 1
y ademds ortogonales, mientras que (V(a,1)+V(b,1))NV(a, )NV (b, 3) = 0, ya que V(a,1),V (b, 1) son de
dimensién 1 y entonces un elemento en (V(a,1) + V(b,1)) es de la forma aa + 8b, con «, 3 € R. Claramen-
te un elemento de la forma aa-+ b no puede estar en V (b, 3), luego (V(a,1)+V (b,1))NV (a, 1) NV (b, 5) = 0.

Siz e Va, %) NV (b, %), de la proposiciénse sigue que 22 € V(a,1) + V (b, 1) :
22 = Xa + b,
2 1 L2
A= (2% a) = (z,ax) = = (x,x) = = ||z
2 2
Ahora, sea wy un elemento en V(a, 3) NV (b, 3) tal que ||wo||? = 2, entonces wg = a + b. Sea
w=wp+ (e —a—>b),

entonces,
w®> =e, P(w)a=>b

O

Corolario 3.9. Cualquier /flgebm de Jordan Fuclidea simple de rango 2 es isomorfa al /flgebm de Jordan
Euclidea Lorentziana presentada en los ejemplos[2:33 y[5.3
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Demostracion. Sean a,b dos idempotentes primitivos ortogonales. Tenemos que V(a+b,1) = R(a+b) + W,
con W =R(a—b)+ V(a, %) NV (b, %) En efecto, como vimos en la demostracién de la proposicién anterior,
V(a+b,1) =V(a,1)+V(b,1)+V(a,5)NV(b, 1) y por proposiciénesto es igual a R(a) +R(b)+V(a, 3)N
V(b,3), y es facil verificar que R(a) + R(b) = R(a + b) +R(a — b).

Entonces V(a + b, 1) es isomorfa al Algebra de Jordan R x W asociada con la forma bilineal en V:

Blu,v) = af + 3 (&,9),

siu=a(a—b)+z,v=PB(a—b)+y, conz,y € V(a,3)NV(b,1). Si V es de rango 2, y si a es un idempotente
primitivo en V, entonces a y b = e — a son idempotentes primitivos ortogonales. O

Ahora consideramos la descomposiciéon de Peirce con respecto a un conjunto de idempotentes:
Sea {c1,...,¢-} un marco de Jordan. Consideramos los siguientes subespacios

Vii =V (i, 1) = Rey,
1 1. .
Vvi]‘ :V(Civg)mv(cjvﬁ)a Z#J-

El siguiente teorema nos brinda la descomposicion de Peirce con respecto a un sistema de idempotentes,
puede leerse su prueba en [3] p.69.
Teorema 3.10. (i) El espacio V' se descompone en la siguiente suma directa ortogonal:
V=D
i<j
(i1) Si denotamos por Pi; a la proyeccion ortogonal sobre Vi;, entonces
Py = P(c;)
Pij = 4L(ci)L(c;)
(iii) Adicionalmente,
Vij - Vij CVii +Vjj,
Vij - Vik C Vig, sii #k,
Lema 3.11. Sean i, j, k distintos. St v € Vy;, 2 € Vji, entonces
L2
L(z)(z2) =g |l2lI°z,
I?

1
lz=]* =3 l=]*]1=

Demostracion. Por proposicion 3.8

2 = Sl + ;).
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Si usamos (ii) de proposicién con y = ¢; y aplicado a z obtenemos
(L(z*¢;) — L(z*)L(¢)))z = 2(L(x¢;) — L(x)L(c;))(a2)
yaque z € V(c; + ¢, 1) C V(e;,0) y xz € Vi, C V(ej,0) esta igualdad se puede escribir como
(z%cj)z — 2%(cjz) =2L(wc;) ()
1 1
SllelPesz — 3lall*(es + ) (es2) =L(a)(a2)
1
ngllzz =L(z)(xz)
y tomando producto interno con z obtenemos
1
2 Ly 2.2
ezl = g lllIll=]I".
O
Lema 3.12. SiV es un Algebra de Jordan Euclidea simple. Sean (a,b) y (a1,b1) dos parejas de idempotentes
primitivos ortogonales. Entonces

dim(V (@, 2) OV (b, 1)) = dim(V (a1, ) 1V (br, 3)).

La demostracién puede leerse en seccién 2 del cap. IV de [3]

3.2. Algebras de Hurwitz

Definicién 3.13. Un Algebm de Hurwitz es un dlgebra A sobre F = R o C, con un elemento identidad 1,
para la cual existe una forma cuadrdtica y multiplicativa no degenerada Q. Es decir, Q : A — F satisface

Q(ax) = a*Q(x) para todos a € F,x € A,
la funcion q(x,y) = Q(z +y) — Q(x) — Q(y) es bilineal,
Q(zy) = Q(z)Q(y) para todos x,y € A.

Ejemplo 3.14. (a) A=R,Q(z) = 2°.
(b)) A=C, Q(z) = |z

El Algebra de Hurwitz se dice euclidea si F = R y la forma cuadratica @) es definida positiva. Entonces
A estd equipada con estructura euclidea: ||z|| = \/Q(x), y

eyl = [yl

El producto interno en A estd dado por la forma polar de @, es decir, (-,-) : AxA — R es tal que <x,x> =Q(x)
y este es positivo para x # 0. Los ejemplos (a), (b) del ejemplo son euclideas. Sea A un Algebra de
Hurwitz Euclidea. Identificamos R1 con R. El conjugado T de z es definido como

T =2z1) —=z.
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Comentario 3.15. La conjugacion puede verse como una simetria ortogonal con respecto al eje real R1,
pues al considerar una base ortogonal del espacio vectorial {1,es,...,e,} el conjugado de un elemento x lo
que hace es cambiar de signo las componentes en la direccion de es, ... e,.

Proposicién 3.16. Para todo x € V se tiene que:
[z =ll]|
(,y) =(z,y)

(T) ==

Demostracion. La prueba es elemental. Basta sustitutir la definicién del conjugado y usar la propiedad
multiplicativa de la norma y de la forma cuadrética Q. O

Definicién 3.17. Sea A un Algebm de Hurwitz. Definimos la parte real de un elemento x € A como
Rz = (z,1).

Por la definicién del conjugado de un elemento tenemos que Rx = %(:I: + ).

Definicién 3.18. Sea A un Algebra de Hurwitz. Para u € A definimos los endomorfismos L(u) y R(u)
mediante
L(wz = uzx y R(u)x = zu.

Lema 3.19. En un Algebm de Hurwitz Fuclidea se satisface la siguiente identidad:
(zu, zv) = ||z||*(u, v).
Demostracion. Esta propiedad surge al considerar la identidad
Qz(u+v)) = Qx)Q(u + v),

de donde obtenemos que (z(u+v), z(u+v)) = (z,x){(u+v,u+v) = ||z||*(u+v,u+v). Gracias a la linealidad
y simetria de (-,-) y a la propiedad multiplicativa de la norma en un élgebra de Hurwitz euclidea, se llega al
resultado. O

Lema 3.20. En un Algebm de Hurwitz Fuclidea se satisface la siguiente identidad:
2(u, v)(z,y) = (uz,vy) + (va,uy).

Demostracion. Similar a la demostracion del resultado anterior, obtenemos este resultado a partir de la
identidad

QUz +y)(u+tv)) =Qx+y)Qu+v),

y usamos el resultado anterior junto con las propiedades de la norma y el producto interno para llegar al
resultado. 0

Proposiciéon 3.21. Sea A un Algebm de Hurwitz Fuclidea. Entonces

(i)L(w)* = L(@), R(u)" = R(w),
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Demostracién. (i) Considere la identidad del lema[3.20] con v = 1, tenemos que 2(u, 1)(z,y) = 2R(u)(z,y) =
(uz,y) + (x,uy). Pero 2R(u) = u + U, entonces se tiene que (u + @)(z,y) = (uzx,y) + (z,uy). Como u +u
es un numero real, lo podemos escribir dentro del producto interno en la expresiéon anterior, obteniendo
{((u+u)x,y) = (ux + ux,y) = (ux,y) + (uz,y). Entonces tenemos que (ux,y) + (uz,y) = (ux,y) + {(x,uy).
De donde se sigue que (uzx,y) = (z,uy). Esto es, L(u) = L(u)*. De forma similar se puede probar que
R(u)* = R(u).

(ii) Por una parte R(yx) = (yx,1) = (z,7) = (Z,y) con la tltima igualdad gracias a proposicién Por
otro lado R(zy) = (xy,1) = (y,Z) = (T, y). Quedando con esto probado el resultado.

(iii) Para cualquier z € A tenemos que (Ty, z) = (xy,z) = (z,zy) = (22,7) = (2,yZ) = (YT, z). Como esto
es para todo z € A, tenemos que Ty = YT.

(iv) Por lemay por (i) tenemos que ||z||?(u, v) = (xu, xv) = (F(2xu),v). Entonces (||z||*u,v) = (T(zu),v).
Luego ||z||>u = Z(zu), y como esto es vélido para todo u en particular haciendo u = 1 se sigue el resultado.
(v) Lo anterior también prueba que L(w)L(u) = ||ul[?I. Y como U = 2R (u) —u entonces ||ul|? = R(u)-u—u?.
Por tanto para todo z € A se tiene que L(u)L(u)z = ||ul|?z que es equivalente a (2R (u) — L(u))L(u)z =
(2R (u)- L(u) — L(u?))x, después de cancelar términos iguales tenemos L(u)?z = L(u?)z. Como esto es valido
para toda x € A se sigue que L(u)? = L(u?). De forma similar probamos que R(u)? = R(u?). O

Proposicién 3.22. Un Algebm de Hurwitz Euclidea es un dlgebra con division.

Demostracion. En efecto, para x # 0 tenemos que ' = anz, pues xﬁ =1y HfHQx = |I§ﬁ2 = HiﬁQ =
T 2T 1 O
[l][? flll? ’

Definicién 3.23 (Antiautomorfismo). Una funcidn ¢ : V. — V se dice antiautomorfismo si ¢ es un isomor-
fismo V.— VP donde VP es el dlgebra opuesta de V', esto es, el mismo conjunto pero con la multiplicacion
en VP satisfaciendo x *op y = yx.

Definicién 3.24. Sea A un dlgebra sobre R con elemento identidad 1 y conjugacion x +— T, i.e. un antiau-

tomorfismo involutivo. Escribimos A? para denotar al conjunto A x A con un producto definido mediante
($7 y) . (ua U) = (SU’LL — VY, Yu + ’UQZ‘).

Liamamos a A? la extensién de Cayley-Dickson del dlgebra A.

Identificamos A con el subdlgebra de A2 consistente en los elementos de la forma (x,0), x € A. El elemento
identidad de A? es (1,0). Sea j = (0, 1), entonces j? = —1, y cualquier elemento (x,y) € A? puede ser escrito
como z + yj. La conjugacién en A? es definida por

r+yj=T—-yj
Por lo que tenemos la siguiente
Proposicién 3.25. El dlgebra A? es nuevamente un dlgebra con elemento identidad y con conjugacion.

Ejemplo 3.26. (a) Si A =R, entonces A2 = C.
(b) Si A = C, entonces A?> = H, el dlgebra de los cuaternios. El dlgebra H no es conmutativa. En efecto,
para x € C tal que x # T:

jo =7 # aj
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El dlgebra H es asociativa. En efecto, este dlgebra es isomorfa al dlgebra de las matrices complejas de 2 X 2
de la forma
Ty

(c) Para A = H, A%2 = O, el dlgebra de los octoniones. El dlgebra O no es asociativa. En efecto, para
z,y € H tal que xy # yx :

z(yj) = (yz)j # (vy)J.

Proposicion 3.27. Sea A un Algebm de Hurwitz Euclidea, entonces su extension de Cayley-Dickson A?,
equipada con la morma definida por
2 + il = ll=l* + Iy,

es un dlgebra de Hurwitz euclidea si y solo si A es asociativa.

Demostracion. Para que la extensién de Cayley-Dickson sea un Algebra de Hurwitz Euclidea debemos probar
que su norma posee la propiedad multiplicativa:

Iz +y) (u+vi)I* = e + il *u + vi]]?
Por una parte tenemos que

(@ + ) (u+vi)|* = [|(zu — vy) + (ya + va)j]?
= llow = Ty|* + ||y + vz ?
= (zu — vy, zu — vY) + (yu + vz, yu + vz)
= Nl [lul® — 26w, vy) + [0lP[lyl|* + Iyl [lul® + 2{ya@, vz) + [[o]* ]

Mientras que
lz + yi 112l + wdl* = [l [ul® + ol 21yl + gl ul® + ol ||z

Obtendremos la igualdad si y solo si (xu,vy) = (yu,vz) y por proposicién esto es equivalente a
(v(zu),y) = (y, (ve)uy = ((ve)u,y). Esto es, la igualdad es cierta si y solo si A es asociativa. O

Proposicion 3.28. Sea A un Algebm de Hurwitz Euclidea, y B un subdlgebra de A tal que 1 € B, y B # A.
Sea k un vector unitario en A ortogonal a B con respecto al producto interior. Entonces el subespacio Bk
es ortogonal a B con respecto al producto interior y B + Bk es un subdlgebra isomorfa a la extension de
Cayley-Dickson de B, i.e. para x,y,u,v € B, tenemos

(z + yk)(u + vk) = (xu — DY) + (yu + va)k.

Demostracion. Para ver que el subespacio Bk es ortogonal a B considere x,y € B. Entonces, (zk,y) =
(k,Ty) = 0 pues Ty € By k es ortogonal a B. Ahora demostraremos que B + Bk es un subélgebra de A.
Para ello basta probar que dados z,y,u,v € B, (z + yk)(u + vk) = (zu — Dy) + (yu + va)k. Empezamos
notando que (z + yk)(u + vk) = zu + z(vk) + (yk)u + (yk)(vk). Debemos mostrar que

(i) z(vk) = (va)k,

(i) (yk)u = (yu)k, y
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(i) (yh)(ok) = .
Primero probaremos (ii), dado cualquier z € A tenemos que (2@, yk) + (zk,yu) = (zu,yk) + (yu, zk) =
2(z,y)(u, k) = 0, donde la peniltima igualdad es gracias al lema y la ltima igualdad es por ser k
ortogonal a B. Tenemos entonces que (2%, yk) + (yu,zk) = 0 y esto implica que (z, (yk)u) + (zk,yu) =
(z, (yk)u) + (2, (yu)k) = 0. Como esto es vilido para cualquier z se sigue que (yk)u = —(yu)k. Pero k =
2(k,1) —k = —k pues 1 € B y k es ortogonal a B. Luego (yk)u = (yu)k.

Para probar (i), en el resultado del inciso (ii) hacemos y =T y u = v y tomamos conjugado a ambos lados :

(Tk)v = (Tv)k.

Entonces v(Zk) = k(Zv), usando las relaciones vk = —xk y kx = Tk se obtiene (ii). Finalmente, (iii) se

puede probar usando proposiciones y
O

Teorema 3.29 (Hurwitz). Las dnicas Algebms de Hurwitz Euclideas son R,C,H y O.

Demostracion. Sea A un dlgebra de Hurwitz euclidea. Sea A; = R1. Si A # A;, escogemos un vector j; que
sea ortogonal a A;. Por la proposicién anterior tenemos que As = A; + A;j;1 es una subédlgebra de A isomorfa
a C (la extensién de Cayley-Dickson de R). Si A # As entonces construimos de forma similar un subélgebra
As isomorfa a H, y adicionalmente, si A # As, construimos un subdlgebra A, isomorfa a @. En tal caso
debe suceder que A = A4, pues de no ser asi podriamos escoger un vector j4 ortogonal a A4 y construir un
subdlgebra A5 = A4 4+ A4js que por la proposicion anterior es isomorfa a la extensién de Cayley-Dickson de
A4. Entonces tenemos que la extyensién de Cayley-Dickson de O es un algebra de Hurwitz euclidea, pero
debido a la proposicién [3:27] esto es imposible pues O no es asociativa. O

3.3. Matrices con entradas en un Algebra de Hurwitz

Sea A un Algebra de Hurwitz Euclidea, i.e. A = R,C,H o Q. Denotamos por M(m, A) el dlgebra de
matrices de m X m con entradas en A. Ya que A = R, C,H son asociativas, las correspondientes dlgebras
M (m, A) son asociativas, pero M (m, Q) no es asociativa.

_ El siguiente lema se puede probar a partir de las propiedades de la parte real de un elemento z en un
Algebra de Hurwitz Euclidea A.

Lema 3.30. Para z,y,z € M(m,A) se cumple que
(i)RTr(zy) = RTr(yx),
(ii) RTr((xy)z) = RTr(x(yz)).

Definicién 3.31. Denotamos por Herm(m, A) el espacio vectorial real de matrices con entradas en A para
las que 7 = T, o equivalentemente, matrices para las que Zj; = Zij- A tales matrices les llamaremos matrices
hermitianas con entradas en A.

La forma cuadratica

Q(z) =Tr(z*) = injxji = ZHxinQ,.’E € Herm(m, A),
ij

es definida positiva, por tanto, haciendo
(z,y) = RTr(xy),
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Herm(m, A) es un espacio vectorial euclideo. Definimos en Herm(m, A) el siguiente producto de Jordan:

1
Toy= i(xy—i—yx)

Notamos que por las propiedades de la traza y por la definicién de parte real de un elemento = en un
Algebra de Hurwitz Euclidea, se tiene que

(z,y) =Tr(zoy).

Para A = R,C,H el dlgebra M(m, A) es asociativa, por tanto Herm(m, A). equipado con el producto de
Jordan, es un Algebra de Jordan pues la propiedad (J2) de la definicién de Algebra de Jordan solo se
satisface si M (m, A) es asociativa. La siguiente proposicién muestra que es un Algebra de Jordan Euclidea.
Veremos también que Herm(m, Q) es un dlgebra de Jordan solo para m < 3.

Proposicion 3.32. El producto interno es asociativo con respecto al producto de Jordan,
(roy,2) = (z,y02)
Demostracion. Gracias a la proposiciéon anterior podemos escribir
(roy,z) =RTr((zoy)z)
:%RTT‘((Iy)Z) + %RTT((yz)z)

:%RTr(x(yz)) + %RTT(:E(Zy))
:<£L', Yo Z>
O

Para enunciar el siguiente teorema llamaremos H al grupo de automorfismos de Herm(3, Q) que preservan
la traza. La demostracién de este teorema puede hallarse en [3]p.90.

Teorema 3.33 (Freudenthal). Para cualquier x € Herm(3,0) existe h € H tal que h(z) es diagonal.

Corolario 3.34. Herm(3,0) es un Algebra de Jordan Euclidea de rango 3.

Demostracién. Para ver que Herm(3,0) es Algebra de Jordan debemos probar que L( ) (acg) conmutan.
Por el teorema anterior podemos suponer que x es diagonal, y es facil verificar g L(x), L(x?) son
diagonales entonces conmutan. El Algebra de Jordan serd euclidea por proposicién O

Para finalizar, veamos algunas definiciones en Herm(m, A)

Definicién 3.35. Sea M € Herm(m,A), con A=R,C,H 0 O, A\ € A se llama eigenvalor de M si existe
un vector x € A™ distinto de cero tal que Mz = A\x.

Definicién 3.36. Sea M € Herm(m, A), con A=R,C,H o Q, M se dice semidefinida positiva si para todo
x € A™ se tiene que z*Ax > 0, donde x* denota al vector transpuesto conjugado.

Note que si una matriz M es semidefinida positiva entonces todos sus eigenvalores son no negativos.
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Proposicion 3.37. El cono de los cuadrados Q en el /flgebm de Jordan Fuclidea Herm(m, A) es el conjunto
de las matrices semidefinidas positivas.

Demostracion. Veamos el caso de Sym(r,R). Denotemos por W el conjunto de las matrices semidefinidas
positivas. Por una parte, si A € V entonces A2 es semidefinida positiva. Lo que implica que Q C W. Ahora su-
ponga que A es una matriz semidefinida positiva. Ya que A es simétrica, de acuerdo al teorema espectral, exis-
te una matriz ortogonal S tal que A = SDST | donde D es una matriz diagonal, D = diag(\1, ..., \,). Ahora,
ya que A es ssemidefinida positiva, todos sus eigenvalores son no negativos. Sea Doy = diag(v/A1, ..., vV An).
Entonces D = D3 y para Ag = SDyST tenemos que A2 = A. Note que v/A1, ..., /A, son los eigenvalores de
Ap y son todos no negativos, por lo que Ag es semidefinida positiva. Ademas, Ag es una matriz simétrica.
Por lo que W C Q. Luego Q = W. De forma similar podemos probar esto para Herm(3,0), Herm(m,C),
Herm(m,H). O

3.4. El teorema de clasificacion

Recordamos que, por el corolario un Algebra de Jordan Fuclidea simple de rango r = 2 es isomorfa
al Algebra de Jordan Euclidea Lorentziana de los ejemplos y
Sea V un Algebra de Jordan Fuclidea simple de rango r > 3. Consideramos la descomposicién de Peirce

V=DV
(59
con respecto a un marco de Jordan {cj,...c,}. Veamos que el producto es asociativo en algunos casos
especiales:

Lema 3.38. Sea V un Algebm de Jordan FEuclidea simple de rango r > 4. Sean i,j,k,l distintos, Sean
x €Vij, y € Vg, z € Viy. Entonces

z(yz) = (zy)2.
Demostracion. Sea c = ¢; + ¢; + ci. Entonces por la definicién de representacién cuadratica de un elemento,
y la definicién de los espacios V;; tenemos que

x =P(c)x,
=P(c)y,
P(c)z =0

Por tanto, por proposicién y definicion [2.27]

P(z,y)z = P(c)P(z,y)P(c)z =0,

esto es,

L(z)L(y)z + L(y)L(z)z — L(zy)z = 0.
Pero debido a teorema tenemos que L(x)z = 0, luego

z(yz) = (vy)z.
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Lema 3.39. Para i # j existen elementos e;; € Vi; tal que

(i) e3; = 4(ci + ¢5),

i €ij€ik = Cik-

Demostracion. (i) Debido a la proposicién (i) es equivalente a ||e;;||* = 8. Escogemos arbitrariamente

e1i, 1 =2,...,7, tal que |le1;]|> = 8, entonces para i, j > 2 hacemos

€ij = €1i€1;-

Notamos que e;; = ej;. Por el lema [3.11]

1
les; 11> = §||6u||2||€1j||2-
(ii) Supongamos primero que ¢ = 1. Entonces
€15€5k = 61j(€1j€1k) = €1k

por el lema Ahora suponga r > 4. Suponga también que i, j, k son distintos y mayores o iguales que 2.
Entonces,

eijejk = (erie1;)en = eri(erjej)
por el lema de la asociatividad, ademas por el caso anterior tenemos e;je;, = ey, entonces
€ij€jk = €1i€1k = €k
por la definicién que hicimos para los elementos e;;. O

Definicién 3.40. Parai,j,k coni # j y k # 1, j, definimos Wllj como el dlgebra consistente en el subespacio
Vi; equipado con el producto definido por

uxv = (ejru)(er;v),
y definimos la norma N(u)? = £ ||ul®.

Observacién 3.41. Debido al teorema[3.10, podemos notar que el producto de la definicion anterior es tal
que ux v = (e;pu)(er;v) € Vij.

Proposicion 3.42. El dlgebra recién definida es un Algebm de Hurwitz Buclidea, con e;; como elemento
identidad. La funcion identidad W@}j — W;‘; es un antiautomorfismo. Sir > 4, el producto es asociativo y no
depende de k, por lo que podemos escribir W;; en lugar de WJ;

Demostracion. La propiedad multiplicativa de la norma N se sigue del lema Para u € Vj;

eij * u =(eirej)(ejru)
=e;i(ejru) = u,
nuevamente gracias a lema Se puede probar de forma similar que u * e;; = u, y con esto tenemos

que e;; es un elemento identidad.
Ya que el dlgebra de Jordan V' es conmutativa,
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(eiru)(ejrv) = (ejrv)(eiru),
lo que significa que el mapa identidad W;; — Wj; es un antiautomorfismo,
UH(ig) V="U*Gi) U
Supongamos que r > 4. Usando el lema [3.38| muchas veces probamos que el producto no depende de k. En

efecto, si l # 1,7, k,

(eirer)u)(ejiv
ex(eixu))(ejiv

= (
= (
= (earu)(er(ejiv)
= (
= (

(eau)(ejiv)

—_ — —

eiru)((exie;i)v

eirt)(ejrv).

Uno prueba de forma similar que el producto es asociativo.

Definicién 3.43. Definimos la conjugacion en Wi; mediante
1(@ eij) — .
Escribiremos L;; para denotar al operador L(e;;). Los siguientes lemas se enuncian sin demostracién, el

lector puede abocarse a [3] cap. V.

Lema 3.44. Si i, j, k,l son distintos, entonces
(i) LijLjrx = Ligx para x € Vi,
(1t) Lij Ljrx = Lipx para x € Vij.

Lema 3.45. Sii,j,k son distintos, entonces Li; : Wi, — Wy es un isomorfismo.

Para d = 1,2,4,8 sea Ay el dlgebra de Hurwitz euclidea de dimensién d. Es decir, A = R,C,H o Q.
Enunciamos a continuacion el teorema central de esta tesis, el teorema de clasificacién de Algebras de Jordan
Euclideas simples.

Teorema 3.46. Sea V un Algebm de Jordan Euclidea simple de rango v > 3. Sea d = dim(V;;) (por lema
no depende de la eleccion de i,j). Entonces V es isomorfa a Herm(r, Aq). Sir = 3 entonces los posibles
valores de d son 1,2,4,8. Sir > 4 entonces los posibles valores de d son 1,2,4.

Demostracion. Por la proposicién se sigue por el teorema de Hurwitz que Wj;, con el producto *, es
isomorfa a Ag, d =1,2,4, 0 8. Si r > 4, sabemos que W;; es asociativa, por lo tanto d # 8 ya que Az = O
no es asociativa.

Escogemos elementos e;; como en el lema y denotamos por L;; = L(e;;) como antes. Fijamos un
isomorfismo ¢ de Ag sobre Wy; y definimos una familia de isomorfismos ¢;;, (i # j),

pij 1 Aa = Wi
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primero haciendo p12(a) = p(a), p21(a) = @(@). Luego, si j > 3,

p1j(a) = Lajop(@), gji(a) = p1;(a),
ysii>2 j>i,
pjila) = Liypij(a), gij(a) = gji(a).

Entonces, haciendo uso repetidamente del lema [3:44] uno prueba que, para i, j, k distintos,

Lij ik = Piks
Lijori = ;-
Ahora, sea V = Herm(r, Ag), y sea
¢ = Ey,

€ij = 2(Eij + Eji),

donde E;; denota la matriz con entrada en la posicién 4, j igual a 1 y cero en todas las demés. Denotaremos
con una tilde a todos los elementos de V. Definimos ® : V. — V por

®((asj)) = Z QiiC; + Z @ij (i)

i<j

Entonces, aprovechando la definicién de matrices hermitianas x;; = T;; se puede probar que

y la restriccion ®;; de ® a Vij define un isomorfismo de el algebra Wij sobre W;;. De las relaciones
probadas anteriormente se sigue que
CI)OLU ZLUO(I).

Veremos que estas relaciones implican que ® es un isomorfismo de dlgebras de Jordan. Para esto es suficiente
probar que si x € Vi;, y € Vi, 4, j, k distintos, entonces ®(2y) = ®(z)®(y). (Teorema [3.10). Tenemos

ry = (Ljrx) *a (Lijy),

®(zy) = P ((Ljnz) *,k) (Lijy))-

Ya que ®; es un isomorfismo de W;; sobre Wiy,

O(zy) = Cin(Ljpx) *(5,1) Pir(Lijy)
= Ljr®ij(x) *(i,k) Lij®jx(y)
= O(z)®(y).
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Para resumir, la clasificacién de Algebras de Jordan Euclideas simples es la siguiente:

R, los nidmeros reales, el Algebra de Jordan Euclidea de rango 1, cuyo cono simétrico asociado es el
conjunto de los reales positivos.

R x R* !, que no es mas que el Algebra de Jordan Euclidea Lorentziana de rango 2 mostrada en los
ejemplos y cuyo cono simétrico asociado es el cono de Lorentz, este dlgebra tiene dimensién
n.

Herm(3,0) cuyo cono simétrico asociado es el cono de las matrices hermitianas definidas positivas, su
dimension es 27 y su rango es 3.

Sym(m,R), m > 3, las matrices simétricas, cuyo cono simétrico asociado es las matrices simétricas

definidas positivas. Su dimensién es %m(m + 1) y su rango es m.

Herm(m,C), m > 3, las matrices hermitianas con entradas en C, cuyo cono simétrico asociado es las

matrices hermitianas definidas positivas. Su dimensién es m? y su rango es m.

Herm(m,H), m > 3, las matrices hermitianas con entradas en H, cuyo cono simétrico asociado es las
matrices hermitianas definidas positivas. Su dimensién es m(2m — 1) y su rango es m.

Ademas, notamos los siguientes isomorfismos:

Sym(2,R) ~ R x R?
Herm(2,C) ~ R x R?
Herm(2,H) ~ R x R®



Capitulo 4

Clasificacion de espacios vectoriales parcialmente ordenados

En este capitulo aplicamos los resultados de capitulos anteriores a los espacios vectoriales parcialmente
ordenados, con el fin de obtener una clasficacién para estos. Finalizaremos el capitulo con los ejemplos mas
importantes de espacios vectoriales parcialmente ordenados y Algebras de Jordan Euclideas.

4.1. La clasificacion

Por una parte, dada un Algebra de Jordan Euclidea V', sabemos que Q = int(Q) es un cono simétrico,
donde @ es el cono de los cuadrados, @ = {z? : € V}. Entonces la cerradura de € es un cono propio
(proposicién [T.13) que induce en V un orden parcial que es compatible con la estructura de espacio vectorial
enV, (Teore%b. Si e es la unidad en V, entonces e es una unidad de orden en V:

Proposicion 4.1. Sea V un Algebm de Jordan Euclidea y e € V' la unidad en V. Entonces e es una unidad
de orden en V al considerar el orden parcial inducido por 2.

Demostracion. Sea v € V. Como R es un espacio vectorial parcialmente ordenado en el que 1 es una unidad
de orden, entonces para todo ¢ € Q\{0} existe A > 0 tal que A1 > (v:0) g que implica que (Ae —v,¢) > 0

= " (e,c)?
para todo ¢ € Q. Esto es, Ae — v € (2, por lo que Ae > v. Luego e es una unidad de orden. Note que si
c € Q\{0} entonces (e, c) # 0 pues ¢ = 22 para algtin x € V\{0} y entonces (e, z?) = (x,z) # 0. O

Corolario 4.2. En un Aﬂ]ebm de Jordan Euclidea V' con cono de los cuadrados Q y cono simétrico asociado
Q = int(Q) se tiene que Q es un cono generador.

Demostracion. Como para todo v € V existe Ae € 2, A > 0, tal que v < Ae, por 1emam5 es un cono
generador. O

Definicién 4.3. Un espacio vectorial parcialmente ordenado se dice irreducible si el cono de los positivos
es irreducible. Un espacio vectorial parcialmente ordenado se dice simétrico si el cono de los positivos es tal
que su interior es un cono simétrico.

El siguiente teorema clasifica los espacios vectoriales parcialmente ordenados que son irreducibles y
simétricos.

38
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Teorema 4.4. Sea V un espacio vectorial parcialmente ordenado que es simétrico y simple. Entonces V' es
isomorfo a alguno de los siguientes espacios vectoriales parcialmente ordenados

= R con cono de los positivos el subconjunto de los nimeros reales no negativos
s R x R™ L, con cono positivo dado por la cerradura del cono de Lorentz.
= Herm(3,0) con cono positivo el cono de las matrices hermitianas semidefinidas positivas.

= Sym(m,R), m > 3, las matrices simétricas, con cono positivo el cono de las matrices hermitianas
semidefinidas positivas.

» Herm(m,C), m > 3, las matrices hermitianas con entradas en C, con cono positivo el cono de las
matrices hermitianas semidefinidas positivas.

» Herm(m,H), m > 3, las matrices hermitianas con entradas en H, con cono positivo el cono de las
matrices hermitianas semidefinidas positivas.

Demostracion. Por definicién, el cono de los positivos en V' es tal que su interior es un cono simétrico
irreducible. Esto induce en V una estructura de Algebra de Jordan Euclidea simple. Sea r el rango de V, si
r = 1 entonces V es isomorfo a R. Si 7 = 2 tenemos que V es isomorfa al dlgebra lorentziana R x R”~! de los
ejemplos [2:32] y [3.3] con cono simétrico dado por el cono de Lorentz. La cerradura de este cono es el cono de
los positivos. Finalmente, si V es de rango 7 > 3, por el teorema [3:46 V' es isomorfa a alguna de las dlgebras
Sym(r,R), Herm(r,C), Herm(r,H), Herm(3,0), dependiendo esto de la dimensién de los subespacios V;;
de la descomposicién de Peirce.

O

4.2. Ejemplos

Estudiamos ahora algunos ejemplos de espacios vectoriales parcialmente ordenados, asi como algunas
Algebras de Jordan Euclideas y el orden inducido por el cono de los cuadrados (el interior del conjunto de
los cuadrados).

1. El espacio R de los niimeros reales con el orden estandar es un espacio vectorial parcialmente ordenado.
Tiene un cono generador y arquimediano, es una reticula, y tomando a 1 como unidad de orden la
norma de unidad de orden coincide con el valor absoluto. Visto como Algebra de Jordan Euclidea, es
un algebra de rango 1 pues todos los elementos son multiplos del elemento identidad.

2. Considere el Algebra de Jordan Euclidea Lorentziana de los ejemplos y Su cono simétrico

asociado es el conjunto
Q=A{y=(v):p>vB(vv)}

el llamado cono de Lorentz. Este dlgebra es de rango 2, en efecto, si z = (), u) entonces x> — 2z + (A% —
B(u,u))e =0, con e = (1,0). Como ejemplo de esta construccién tenemos que R™ se puede ver como
R x R"~! con cono simétrico asociado el conjunto Q = {x = (x1,...,2,) : 1 > /22 +--- 22,21 > 0}.
Visto como espacio vectorial, la cerradura de 2 induce en V' un orden parcial dado por = > y si y solo
six)—y; > \/(332 —y2)?2 4+ (n —yn)?y 1 > y1, y entonces R™ es un espacio vectorial parcialmente
ordenado donde el cono de los positivos es el conjunto {x € R" : zy > /a3 + -+ 22 }.
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3. Sea X un conjunto con n elementos, RX denota al espacio vectorial real de las funciones de X en R.
Entonces, R¥ es un espacio vectorial parcialmente ordenado en el que dadas f,g € RX, f < gsiy
solo si f(z) < g(z) para toda z € X. R¥ es un espacio de Riesz. Ademas podemos definir en R¥ un
producto interno: (f,g) = >, f(z;)g(z;), donde z1, ...z, son los elementos de X. Adicionalmente,
si fi + X — R es la funcién que satisface f;(xz;) = d;;, 4,57 € {1,...,n}, donde 9, ; es la delta de
Kronecker, entonces podemos definir un mapeo lineal de R¥ en R™ dado por la asignacién f; — e;,
donde {ey,...,e,} es la base candnica de R™; este mapeo es un isomorfismo de espacios vectoriales. Lo
anterior induce una estructura de espacio vectorial parcialmente ordenado en R™ cuyo cono positivo es
el conjunto R} := {x = (21,...,2,) : 2; > 0,Vi = 1,...,n}. Este espacio vectorial puede verse como
el producto cartesiano de R consigo mismo n veces, como vimos en el ejemplo 1, R es un algebra de
Jordan euclidea de rango 1.

4. El espacio de las matrices hermitianas con entradas complejas, con producto de Jordan, es un Algebra
de Jordan Euclidea, cuyo cono simétrico asociado es el conjunto de las matrices hermitianas definidas
positivas. Visto como espacio vectorial, el cono de las matrices definidas positivas induce en Herm(m, C)
un orden parcial compatible con la estructura de espacio vectorial, con este orden Herm(m, C) es una
antireticula.
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