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Resumen/Abstract

En este trabajo se presentan resultados del cálculo de la fuerza de retroceso que experimenta una
nanopartícula esférica de radio fijo, asociada al campo electromagnético que esparce al interactuar con
un electrón que se mueve con velocidad relativista constante con un parámetro de impacto fijo (distancia
mínima entre el centro de la nanopartícula y la trayectoria del electrón). El electrón considerado
representa a los electrones típicamente empleados en la microscopía de transmisión y barrido electrónico,
donde los electrones pueden alcanzar una rapidez de hasta 0.85 veces la rapidez de la luz (∼ 0.46 MeV).
Cálculos previos reportados muestran que el vector de Poynting para partículas pequeñas (de radio de
3 nanómetros) es tal que la fuerza de retroceso es nula. En este trabajo se calcula la fuerza de retroceso
en función del tiempo para nanopartículas grandes (de hasta 10 nanómetros de radio) considerando
la aproximación dipolar del campo electromagnético esparcido. El cálculo de la fuerza de retroceso se
realizó para nanopartículas hechas de cada uno de los siguientes materiales: aluminio, oro, bismuto y
carburo de silicio. Los resultados mostrados en el presente trabajo demuestran que la fuerza de retroceso
es mayor para partículas grandes (10 nanómetros de radio) y en materiales conductores como el oro. La
dirección de la fuerza depende tanto del parámetro de impacto como de la rapidez del electrón.

This work presents results of the calculation of the recoil force that a spherical nanoparticle
with fixed radius experiments, related to the electromagnetic field that it scatters when it interacts
with a relativistically traveling electron with constant velocity at a fixed impact parameter (minimum
distance between the center of the nanoparticle and the electron’s trajectory). The considered electron
represents typical electrons used in transmission and scanning electron microscopy, where electrons can
reach speeds of up to 0.85 times the speed of light (∼ 0.46 MeV). Previous calculations have shown
that for small particles (with radius of 3 nanometers), the Poynting vector is such that the recoil force
is zero. In this work, the recoil force is calculated as a function of time for large nanoparticles (up to 10
nanometers in radius) considering the dipole approximation of the scattered electromagnetic field. The
calculation of the recoil force was performed for nanoparticles made of each of the following materials:
aluminum, gold, bismuth, and silicon carbide. The results presented in this work demonstrate that the
recoil force is higher for large particles (radius of 10 nanometers) and in metallic materials such as gold.
The direction of the force depends on both the impact parameter and the electron’s velocity.
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Introducción

Una herramienta que ha resultado de gran utilidad para la investigación de estructuras electrónicas
de la materia condensada a la nanoescala [1-8], es el microscopio de barrido de transmisión de electrones
(STEM por sus siglas en inglés Scanning Transmission Electron Microscope), en el cual los electrones
son acelerados alcanzando hasta una rapidez de 0.827 veces la rapidez de la luz [9, 10]. Como la corriente
que produce el haz de electrones es del orden de pA, el sistema equivale a emitir un electrón que viaja
a velocidad constante cada 10−8 s que, comparado con el tiempo de vida típico de las excitaciones
electrónicas en metales de 10−15 s [11], permite modelar físicamente el sistema de los STEM como
un solo electrón rápido (velocidades relativistas) que interactúa con la muestra como superficies o
nanopartículas (NP) [12-15]. Para el caso de una NP, el sistema se puede modelar como una NP esférica
de radio a que interactúa con un electrón que se mueve con rapidez constante relativa a la de la luz β
en dirección z, a un parámetro de impacto b (distancia mínima entre el centro de la NP y la trayectoria
del electrón).
Un enfoque que se le ha dado en los últimos años a la investigación de la interacción de un electrón
rápido con una NP es el cálculo de la transferencia de momento lineal y momento angular [16-22]
variando el tamaño de la NP, el parámetro de impacto, la rapidez del electrón y el material del que está
hecha la NP. En 2021 se estudió la fuerza en función del tiempo que ejerce un electrón sobre una NP
esférica y la fuerza que ejerce la NP sobre el electrón, considerando una NP pequeña de radio a = 3 nm
[23]. En este estudio, se reportó que el vector de Poynting asociado al campo electromagnético (EM)
esparcido por la NP presenta simetría esférica y por tanto no hay procesos de radiación que contribuyan
a la fuerza que experimenta la NP bajo la aproximación de partícula pequeña.
Por otra parte, la fuerza de retroceso asociada al campo EM radiado ha sido estudiada en nanoantenas
con patrones de radiación asimétricos modelándolas como generadores de fuerza de retroceso impulsados
por luz esparcida [24]. En este estudio se reporta un resultado importante: la fuerza de retroceso se
asocia directamente con la integral de superficie del tensor de esfuerzos de Maxwell que es proporcional
al vector de Poynting dado por el campo EM en el campo lejano (ver Fig. 1), definiendo la fuerza
de retroceso como la fuerza resultante asociada a la pérdida de momento por radiación EM de la
nanoantena.

Fig. 1: Cálculo de la fuerza de retroceso de una nanoantena mediante (a) la integral del tensor de esfuerzos de Maxwell
sobre la superficie ∂V y (b) sumando vectorialmente el vector de Poynting sobre la superficie ∂Vfar en campo lejano. Imagen
extraída y adaptada de Ref. [24].
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Introducción

En el caso del problema de interacción de un electrón rápido con una NP esférica, la Fig. 2 muestra
el patrón de radiación asociado al vector de Poynting calculado con el campo EM lejano que esparce
una NP hecha de aluminio y de radio a = 10 nm, tamaño en el que se espera se presente una fuerza
de retroceso. En la Fig. 2(a) se muestra el patrón de radiación para t = 502.93 as, donde se presenta
una aparente simetría toroidal pero que desde una perspectiva frontal en la dirección êy [ver Fig. 2(b)]
muestra un lóbulo predominante que se interpreta como el crecimiento de la magnitud del vector de
Poynting en las direcciones −êx y êz. En contraste, para t = 717.77 as, las Figs. 2(c-d) muestran que
el patrón de radiación presenta una mayor simetría toroidal. Por tanto, resulta necesario calcular la
integral de superficie del vector de Poynting para obtener la dirección de la fuerza de retroceso.

(a) (b)

(c) (d)

t = 502.93 as

t = 717.77 as

Fig. 2: Patrón de radiación dado por la magnitud del vector de Poynting asociado al campo EM esparcido lejano por una NP
de aluminio de radio a = 10 nm que interactúa con un electrón que se mueve con velocidad constante v = 0.5c êz y parámetro
de impacto b = 12 nm, en los instantes (a) t = 502.93 as y (c) t = 717.77 as con perspectivas totalmente frontales en dirección
êy (b) y (d), respectivamente. El cálculo del patrón de radiación se realizó sobre una superficie esférica de radio ϱ = 150 nm,
concéntrica a la NP.
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Introducción

Los objetivos principales de este trabajo son calcular y comparar la fuerza de retroceso que experimenta
una NP esférica variando su radio a, el parámetro de impacto b, la rapidez relativa del electrón β y el
material del que está hecha la NP. Se realiza el cálculo de la fuerza de retroceso para una NP pequeña
con el objetivo de corroborar que bajo la aproximación de partícula pequeña, la fuerza de retroceso que
experimenta es nula, reproduciendo los resultados previamente reportados [23].
Para el cálculo de la fuerza de retroceso que experimenta una NP es necesario abordar dos temas
principales. El primero es el cálculo del campo EM inducido en la NP debido al del electrón rápido
(campo EM externo). En la Fig. 3 se muestra un mapa conceptual que ilustra cómo se han obtenido
las expresiones de los campos EM externo e inducido anteriormente. Comenzando con el campo EM
externo (Eext,Hext) en función del tiempo, se calcula su transformada de Fourier temporal (Ẽext, H̃ext)
que permite obtener su expansión multipolar Σ(Ẽext

l , H̃ext
l ) en términos de los armónicos esféricos

vectoriales. A esta solución se le conoce como solución de Mie extendida [25, 26] por su inspiración en
la solución de Mie, desarrollada por el físico alemán Gustav Mie, quien calculó el campo EM esparcido
por una NP inducido por una onda EM monocromática [27, 28]. El campo EM inducido se relaciona
con el campo EM externo por medio de los coeficientes tEl y tMl , análogos a los coeficientes de Mie
al y bl. Al calcular las expresiones del campo EM esparcido Σ(Ẽesp

l , H̃esp
l ) por la NP es importante

tener en cuenta el dominio en el que se trabaja. Naturalmente se buscan expresiones en función del
tiempo para el campo EM esparcido (Eesp,Hesp). Sin embargo, debido a la presencia de los coeficientes
tEl y tMl no es posible obtener expresiones analíticas al calcular la transformada temporal de Fourier
inversa. Una de las opciones para trabajar analíticamente con expresiones del campo EM esparcido en
función del tiempo es la aproximación dipolar eléctrica (Eesp

p ,Hesp
p ), modelándolo como el campo EM

producido por un dipolo eléctrico puntal en el centro de la NP. Si se considera sólo el término l = 1 de
la expansión multipolar del campo EM esparcido (Ẽesp

l=1, H̃
esp
l=1), junto con la aproximación de partícula

pequeña (ka≪ 1 nm, donde k es el número de onda) y un parámetro de impacto b≫ a para tener un
campo EM de baja intensidad, entonces el dipolo eléctrico predomina sobre el magnético y coincide con
la transformada de Fourier del campo EM en la aproximación dipolar eléctrica.
La transformada de Fourier inversa del término completo l = 1 del campo EM esparcido no tiene
solución analítica. Para su cálculo es necesario el segundo tema de interés: un método numérico que
proporcione el comportamiento del campo EM en función del tiempo. El método empleado en este
trabajo es la transformada discreta de Fourier bajo el algoritmo de la transformada rápida de Fourier
para optimizar el tiempo de cómputo (ver apéndice C). Con el campo EM esparcido en función del
tiempo (Eesp

l=1,H
esp
l=1) es posible calcular el vector de Poynting Sesp

l=1 asociado, pues su definición está dada
en el dominio temporal. Finalmente, se calcula la fuerza de retroceso Fret

l=1 que está dada en términos
de la integral de superficie del vector de Poynting asociado al campo EM esparcido lejano Slej

l=1 que, por
su relevancia en este trabajo, se le denomina vector de Poynting resultante Slej

l=1.
El presente trabajo consta de cuatro capítulos y cuatro apéndices. En el capítulo 1 se desarrollan los
cálculos principales de la solución de Mie extendida con un enfoque inspirado en el desarrollo planteado
en la Ref. [28] para ondas EM monocromáticas. En este capítulo se muestran las expresiones para
los campos EM externo en el dominio temporal y espectral, mientras que las expresiones del campo
EM esparcido se presentan para la aproximación dipolar (término l = 1 de la expansión multipolar)
en el dominio espectral, y se introducen las expresiones para el dominio temporal en términos de las
funciones espectrales auxiliares.
En el capítulo 2 se analizan las definiciones del vector de Poynting y el tensor de esfuerzos de Maxwell
en el dominio temporal, así como la relación entre estas dos cantidades físicas en el campo lejano. En
este capítulo se deduce la expresión de la fuerza de retroceso que experimenta una NP en términos
del vector de Poynting resultante para el caso particular de la aproximación dipolar del campo EM
esparcido por la NP.
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(Eext,Hext) (Ẽext, H̃ext)
∑
l

(Ẽext
l , H̃ext

l )

(Eesp,Hesp)
∑
l

(Ẽesp
l , H̃esp

l )

(Ẽesp
p , H̃esp

p )

(Ẽesp
l=1, H̃

esp
l=1)(Ẽesp

l=1, H̃
esp
l=1)a.p.p.(Eesp

l=1,H
esp
l=1)a.p.p.

(Eesp
p ,Hesp

p )

(Eesp
l=1,H

esp
l=1)

Sesp
l=1 = Eesp

l=1 ×Hesp
l=1 S̃esp

l=1 ̸= Ẽesp
l=1 × H̃esp

l=1

Fret
l=1(t) =

∮
∂V

←→
T esp,lej
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(
ϱ2

c
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ϱ2

c
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Fig. 3: Mapa conceptual de las relaciones entre las expresiones del campo externo producido por el electrón, el campo esparcido
por la nanopartícula y el vector de Poynting esparcido. Las flechas en azul indican relaciones de equivalencia entre expresiones,
las magenta indican relaciones por medio de la transformada de Fourier (o su inversa) y las rojas punteadas indican relaciones
con expresiones inexistentes o erróneas.

El capítulo 3 comienza con un análisis de la expresión analítica de la fuerza de retroceso a manera de
predecir su comportamiento como el de una onda no dispersiva en el tiempo o pulso. Posteriormente, se
muestra una comparación del cálculo de la transformada rápida de Fourier y las soluciones analíticas
para la aproximación dipolar eléctrica del campo EM esparcido (dominio temporal) y la aproximación
de partícula pequeña (dominio espectral), como prueba de la fiabilidad de los datos calculados por
el método numérico empleado. Luego, se muestran los resultados para las componentes transversal y
longitudinal de la fuerza de retroceso para NP hechas de cuatro materiales distintos: aluminio, oro,
bismuto y carburo de silicio. Los resultados se muestran para tres parejas de radio y parámetro de
impacto llamados arreglos {a, b}, con el objetivo de comparar los resultados según el tamaño de la NP
y la distancia de su centro al punto más cercano a la trayectoria del electrón.
Finalmente, en el capítulo 4 se presentan las conclusiones el presente trabajo, destacando el hecho de
que la fuerza de retroceso que experimenta una NP debido a la interacción con un electrón rápido se
debe a la asimetría del patrón de radiación en el tiempo. Así mismo, se presentan ideas para un trabajo
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Introducción

a futuro en el tema del cálculo de la fuerza de retroceso así como en el uso de la metodología empleada
en el presente trabajo para el cálculo de la transferencia de momento lineal y angular en la interacción
de un electrón rápido con una NP esférica.
El apéndice A muestra los cálculos suplementarios de la solución de Mie. En el apéndice B se presenta el
análisis de la simetría del vector de Poynting externo y esparcido. El apéndice C establece los aspectos
generales de la transformada discreta de Fourier así como la característica principal de la transformada
rápida de Fourier, y el apéndice D muestra los modelos y gráficas de las funciones dieléctricas empleadas
para los cuatro materiales considerados en el cálculo de la fuerza de retroceso.
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Capítulo 1

Interacción de un electrón rápido con una
nanopartícula

En la Fig. 1.1 se muestra el sistema a estudiar: una nanopartícula (NP) esférica, de radio a, centrada en
el origen y caracterizada por una función dieléctrica ϵ(ω), que interactúa con un electrón que viaja en línea recta
a una velocidad v = vêz. La distancia más corta entre la trayectoria del electrón y el centro de la NP determina
el parámetro de impacto b.

a

b

e−
v

êyêx

êz

ϵ(ω)

Fig. 1.1: Nanopartícula (esfera gris) de radio a caracterizada por la función dieléctrica ϵ(ω) inmersa en el vacío, que interactúa
con un electrón (punto magenta) que viaja en dirección z cortando al eje x a una distancia b del origen. Se muestran los planos
x = 0, y = 0 y z = 0 en color rojo, amarillo y verde, respectivamente.

La interacción entre la NP y el electrón rápido ocurre debido a las cargas y corrientes inducidas en la NP por el
campo electromagnético (EM) producido por el electrón. Para calcular el campo EM originado por las fuentes
inducidas se emplea la solución de Mie extendida [25, 26].
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1.1 Campo electromagnético externo

1.1. Campo electromagnético externo

Para calcular el campo EM externo, producido por el electrón, es conveniente definir dos sistemas de
referencia: el del electrón, denotado por M ′, y el de la NP denotado por M . Siguiendo el principio de la relatividad
especial, el campo EM externo se relaciona entre los sistemas de referencia M y M ′ mediante el tensor de
Faraday Fµν dado por [29]

Fµν =



0 −Ex

c
−Ey

c
−Ez

c
Ex

c
0 −Bz By

Ey

c
Bz 0 −Bx

Ez

c
−By Bx 0


, (1.1)

donde c es la rapidez de la luz, Ei y Bi (i = x, y, z) son las componentes del campo eléctrico y magnético,
respectivamente. La transformación de Lorentz [30]

Λµ
µ′ =


γ 0 0 γβ
0 1 0 0
0 0 1 0
γβ 0 0 γ

 (1.2)

corresponde al movimiento del sistema M ′ en la dirección z con rapidez constante v respecto al sistema M donde
β = v/c es la rapidez relativa del electrón respecto a la de la luz y γ = (1− β2)−1/2 es el factor de Lorentz [30].
Así, el campo EM observado desde el sistema de referencia M ′ se relaciona con el observado en M mediante [29]

Fµν = Λµ
µ′Λ

ν
ν′Fµ′ν′

, (1.3)

de modo que, sustituyendo las Ecs. (1.1) y (1.2) en la Ec. (1.3) se obtiene que, por componentes, el campo
eléctrico externo observado desde M es

Ex = γ(Ex′ + cβBy′), (1.4a)
Ey = γ(Ey′ − cβBx′), (1.4b)
Ez = Ez′ , (1.4c)

mientras que el campo magnético es
Bx = γ(Bx′ − βEy′

c
), (1.4d)

By = γ(By′ + β
Ex′

c
), (1.4e)

Bz = Bz′ . (1.4f)

El campo EM externo observado desde M ′ es

E′(r′; t′) =

(
1

4πϵ0

)
−e
|r′|2

êr = −
(

e

4πϵ0

)
x′êx′ + y′êy′ + z′êz′

[(x′)2 + (y′)2 + (z′)2]3/2
, (1.5a)

B′(r′; t′) = 0, (1.5b)

donde se debe considerar que son expresiones en función de las coordenadas de M ′, es decir, xµ
′
= (ct′, x′, y′, z′)

que se relacionan con las coordenadas del sistema M mediante la matriz de transformación de Lorentz, Ec. (1.2),
de modo que [30]
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Capítulo 1. Interacción de un electrón rápido con una nanopartícula

x′ = x− b, (1.6a)
y′ = y, (1.6b)
z′ = γ(z − βct), (1.6c)
ct′ = γ(ct− βz). (1.6d)

Sustituyendo las Ecs. (1.5) y (1.6) en las Ecs. (1.4) y definiendo R =
√
(x− b)2 + y2, se obtiene que el campo

EM externo en función de las coordenadas del sistema M es [31]

Campo EM externo en función del tiempo

Eext(r; t) = −
(

e

4πϵ0

)
γ

{
(x− b)êx + yêy + (z − βct)êz

[R2 + γ2(z − βct)2]3/2

}
, (1.7a)

Hext(r; t) = −
( e

4π

)
γβc

{
−yêx + (x− b)êy)

[R2 + γ2(z − βct)2]3/2

}
. (1.7b)

La metodología para calcular el campo esparcido por la NP consiste en realizar los cálculos el dominio espectral
(en función de la frecuencia ω), siendo necesario calcular la transformada de Fourier del campo EM externo. La
convención a usar es [28]

f̃(ω) = Ft→ω{f(t)} =
∫ ∞

−∞
f(t) exp(iωt)dt, (1.8a)

f(t) = F−1
ω→t{f̃(ω)} =

1

2π

∫ ∞

−∞
f̃(ω) exp(−iωt)dω, (1.8b)

haciendo énfasis que en lo siguiente, las cantidades denotadas con una virgulilla en la parte superior corresponden
a expresiones en función de la frecuencia ω, que se relacionan con la expresión correspondiente en función del
tiempo t por medio de una transformada de Fourier (o su inversa), tal como se indica en las Ecs. (1.8).
Al calcular las transformadas de Fourier mediante la Ec. (1.8a) de las componentes del campo EM externo, se
obtienen integrales de la forma ∫ ∞

−∞

exp(iωt)

[R2 + γ2(z − βct)2]3/2
dt, (1.9a)∫ ∞

−∞

(z − βct) exp(iωt)
[R2 + γ2(z − βct)2]3/2

dt, (1.9b)

donde las integrales de las Ecs. (1.9) se calculan mediante un cambio de variable [32], resultando∫ ∞

−∞

exp(−iαη)
(1 + η2)3/2

dη = 2|α|K1(|α|), (1.10a)∫ ∞

−∞

η exp(−iαη)
(1 + η2)3/2

dη = −2iαK0(|α|), (1.10b)

donde Kν(α) es la función de Bessel modificada del segundo tipo de orden ν. Sustituyendo el resultado de las
Ecs. (1.10) en las expresiones para el cálculo de las transformadas de Fourier de las Ecs. (1.7) se obtiene que el
campo EM externo en el dominio espectral está dado por [25]

Campo EM externo en función de la frecuencia

Ẽext(r;ω) =−
(

e

4πϵ0

)(
2ω

γβ2c2

)
exp

(
i
ωz

βc

){[
sgn(ω)
R

K1

(
|ω|R
βγc

)]
[(x− b)êx + yêy]

− i
γ
K0

(
|ω|R
βγc

)
êz

}
,

(1.11a)

H̃ext(r;ω) =−
( e

4π

)( 2|ω|
γβcR

)
exp

(
i
ωz

βc

)
K1

(
|ω|R
βγc

)
[−yêx + (x− b)êy]. (1.11b)
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1.2 Campo electromagnético esparcido: Solución de Mie extendida

1.2. Campo electromagnético esparcido: Solución de Mie extendida

La geometría esférica de la NP sugiere utilizar la expansión multipolar dada por la solución de Mie [28]
en términos de la base esférica para calcular el campo esparcido. Partiendo de que Ẽext y H̃ext cumplen con la
ecuación de Helmholtz vectorial

∇2F̃+ k2F̃ = 0, (1.12)

pueden ser escritos como una combinación lineal de los armónicos esféricos vectoriales N(1)
l,m y M

(1)
l,m (ver apéndice

A). Así, el campo EM externo se escribe como

Expansión multipolar del campo EM externo en función de la frecuencia

Ẽext(r;ω) =

∞∑
l=1

l∑
m=−l

[
iVl,m(ω)N

(1)
l,m(kr, θ, φ)−Wl,m(ω)M

(1)
l,m(kr, θ, φ)

]
, (1.13a)

H̃ext(r;ω) =
k

ωµ0

∞∑
l=1

l∑
m=−l

[
iWl,m(ω)N

(1)
l,m(kr, θ, φ) + Vl,m(ω)M

(1)
l,m(kr, θ, φ)

]
, (1.13b)

donde el campo H externo se calcula empleando la Ley de Faraday-Lenz: ∇× Ẽext = iωµ0H̃
ext. Para calcular los

coeficientes Vl,m y Wl,m que aparecen en las Ecs. (1.13) se utiliza el teorema de Helmholtz que permite expresar
un campo en términos de dos proyecciones: longitudinal y transversal

F̃ = ∇ψ̃1 +∇× Q̃. (1.14a)

A su vez, la componente transversal ∇× Q̃ se puede separar en dos componentes ortogonales [33]:

F̃ = ∇ψ̃1 + L̂ψ̃2 + Υ̂ψ̃3, (1.14b)

donde el gradiente ∇, el operador de momento angular L̂ = −ir×∇ y el operador definido como Υ̂ = (ik)−1∇×L̂
forman un conjunto ortogonal de operadores con ψ̃1, ψ̃2 y ψ̃3 las respectivas proyecciones de F̃, es decir

∇ · L̂ψ̃2 = L̂ · ∇ψ̃1 = 0, (1.15a)

L̂ · Υ̂ψ̃3 = Υ̂ · L̂ψ̃2 = 0, (1.15b)

Υ̂ · ∇ψ̃1 = ∇ · Υ̂ψ̃3 = 0. (1.15c)

Para el caso particular del campo eléctrico externo Ẽext dado por la Ec. (1.11a), la Ec. (1.14b) se reescribe como

Ẽext(r;ω) = ∇ψ̃L,ext(r;ω) + L̂ψ̃M,ext(r;ω) + Υ̂ψ̃E,ext(r;ω), (1.16)

donde los superíndices L, M y E corresponden a “longitudinal”, “magnético” y “eléctrico”, respectivamente.
Considerando las Ecs. (1.15) y el hecho de que la función ψ̃L,ext cumple con la ecuación de Helmholtz escalar
(ver apéndice A), al calcular la divergencia del campo eléctrico externo Ẽext dado por la Ec. (1.16) se obtiene

∇ · Ẽext(r;ω) = ∇2ψ̃L,ext(r;ω) = −k2ψ̃L,ext(r;ω), entonces ψ̃L,ext(r;ω) = −∇ · Ẽ
ext

k2
. (1.17)

Al considerar que el electrón se mueve en el vacío, Ẽext no tiene componente longitudinal, por lo tanto en este
caso ψ̃L,ext es cero1.

1Matemáticamente, la proyección longitudinal ψ̃L,ext es proporcional a la transformada de Fourier de la densidad de
carga eléctrica, que estrictamente es la multiplicación de dos delta de Dirac y una función exponencial compleja, pero la
justificación física permite eliminarla de manera directa.
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Capítulo 1. Interacción de un electrón rápido con una nanopartícula

De modo que el campo EM externo se reescribe de la siguiente manera

Ẽext(r;ω) = L̂ψ̃M,ext(r;ω) + Υ̂ψ̃E,ext(r;ω). (1.18)

A su vez, las funciones ψ̃E,ext y ψ̃M,ext cumplen con la ecuación de Helmholtz escalar [28]

∇2ψ̃{E,M},ext + k2ψ̃{E,M},ext = 0, (1.19)

por lo que es posible y conveniente escribir las soluciones ψ̃M,ext y ψ̃E,ext en términos de las funciones esféricas
de Bessel jl(kr) y los armónicos esféricos escalares Y m

l (θ, φ) (ver apéndice A), como

ψ̃M,ext =

∞∑
l=1

l∑
m=−l

ψ̃M,ext
l,m jl(kr)Y

m
l (θ, φ), (1.20a)

ψ̃E,ext =

∞∑
l=1

l∑
m=−l

ψ̃E,ext
l,m jl(kr)Y

m
l (θ, φ). (1.20b)

Para calcular L̂ · Ẽext y Υ̂ · Ẽext es necesario considerar dos resultados: el primero es que el operador de momento
angular tiene como funciones propias a los armónicos esféricos escalares, en donde la ecuación de valores propios
está dada por [33]

L̂2Y m
l (θ, φ) = l(l + 1)Y m

l (θ, φ), (1.21)

y el segundo, que el operador Υ̂ aplicado sobre sí mismo es Υ̂2 = −k−2∇2L̂2, donde los operadores ∇2 y L̂2

conmutan entre sí [33]. Considerando a su vez las Ecs. (1.15), (1.16) y (1.20), L̂ · Ẽext y Υ̂ · Ẽext están dados por

L̂ · Ẽext(r; t) = L̂2ψ̃M,ext(r;ω) =

∞∑
l=1

l∑
m=−l

ψ̃M,ext
l,m jl(kr)L̂

2Y m
l (θ, φ)

=

∞∑
l=1

l∑
m=−l

l(l + 1)ψ̃M,ext
l,m jl(kr)Y

m
l (θ, φ),

(1.22a)

Υ̂ · Ẽext(r; t) = Υ̂2ψ̃E,ext(r;ω) = −k−2∇2L̂2ψ̃E,ext =

∞∑
l=1

l∑
m=−l

ψ̃E,ext
l,m jl(kr)L̂

2Y m
l (θ, φ)

=

∞∑
l=1

l∑
m=−l

l(l + 1)ψ̃E,ext
l,m jl(kr)Y

m
l (θ, φ).

(1.22b)

Por otra parte, sustituyendo las Ecs. (1.20) en la Ec. (1.18), se obtiene

Ẽext(r;ω) =

∞∑
l=1

l∑
m=−l

{
ψ̃M,ext
l,m fl,mL̂[jl(kr)P

m
l (cos θ) exp(imφ)]

+ ψ̃E,ext
l,m fl,mΥ̂[jl(kr)P

m
l (cos θ) exp(imφ)]

}
=

∞∑
l=1

l∑
m=−l

{
ψ̃M,ext
l,m fl,miM

(1)
l,m(kr, θ, φ) + ψ̃E,ext

l,m fl,mN
(1)
l,m(kr, θ, φ)

}
,

(1.23)

donde fl,m es la constante de normalización de los armónicos esféricos escalares (ver apéndice A). Comparando
la expresión del campo eléctrico externo dado por la Ec. (1.13a) con la dada en la Ec. (1.23), se obtiene que los
coeficientes Vl,m y Wl,m se relacionan con los coeficientes ψ̃E,ext

l,m y ψ̃M,ext
l,m como

Vl,m = −ifl,mψ̃E,ext
l,m , (1.24a)

Wl,m = −ifl,mψ̃M,ext
l,m . (1.24b)
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1.2 Campo electromagnético esparcido: Solución de Mie extendida

Para calcular los coeficientes ψ̃M,ext
l,m y ψ̃E,ext

l,m que aparecen en las Ecs. (1.20) se utiliza el resultado de otro
procedimiento que aborda el mismo problema pero desde otro punto de partida. Es posible calcular tanto el
campo EM externo en términos del potencial escalar ϕ y el potencial vectorial A dados por las ecuaciones de
Maxwell (específicamente la ley de Gauss magnética y la ley de Fadaray-Lenz) y a su vez, el potencial vectorial
se puede expresar en términos del potencial escalar dada la naturaleza de la fuente externa de corriente (ver
apéndice A). Calculando L̂ · Ẽext y Υ̂ · Ẽext por medio de la sustitución de la Ec. (A.40) en la Ec. (A.35a) y
comparando con las Ecs. (1.22), se obtiene que [26]

ψ̃M,ext
l,m = −iekβ

cϵ0

mA
(+)
l,m

l(l + 1)
Km

(
|ω|b
βγc

)
, (1.25a)

ψ̃E,ext
l,m = −i ek

cϵ0γ

Bl,m

2l(l + 1)
Km

(
|ω|b
βγc

)
, (1.25b)

donde

Bl,m = A
(+)
l,m+1

√
(l +m+ 1)(l −m)−A(+)

l,m−1

√
(l −m+ 1)(l +m), (1.26a)

A
(+)
l,m =

fl,m(2l + 1)!!

βl+1

l∑
j=m

il−j

(l − j)!
(
j−m
2

)
!
(
j+m
2

)
!(2γ)j

I
l,m
j,l−j , (1.26b)

y los números I
l,m
j,l−j se calculan mediante la relación de recurrencia2

(l −m)Il,mi1,i2 = (2l − 1)Il−1,m
i1,i2+1 − (l +m− 1)Il−2,m

i1,i2
, (1.26c)

con los valores iniciales I
m−1,m
i1,i2

= 0, Im−2,m
i1,i2

= 0 y

I
m,m
i1,i2

=

{
(−1)m(2m− 1)!!B

(
i1+m+2

2 , i2+1
2

)
, si i2 es par

0, si i2 es impar , (1.26d)

donde B(µ, ν) es la función beta. Finalmente, sustituyendo las Ecs. (1.25) en las Ecs. (1.24), se obtiene que
los coeficientes que multiplican a los armónicos esféricos vectoriales en la expansión multipolar del campo EM
externo son

Coeficientes Vl,m y Wl,m de la expansión multipolar del campo EM externo

Vl,m(ω) = − ek

ϵ0cγ

fl,mBl,m

2l(l + 1)
Km

(
|ω|b
βγc

)
, (1.27a)

Wl,m(ω) = −eµ0kβc
mfl,mA

(+)
l,m

l(l + 1)
Km

(
|ω|b
βγc

)
. (1.27b)

Para calcular el campo esparcido, se plantean dos regiones divididas por la superficie de la partícula: en su
interior se trata de un material sólido, homogéneo e isótropo del que está hecha la NP y en el exterior es vacío.
Las condiciones de frontera que deben cumplir los campos eléctrico Ẽ y H̃ son

(Ẽint − Ẽout)|r=a × n̂ = 0 y (H̃int − H̃out)|r=a × n̂ = 0, (1.28)

donde los superíndices “int” y “out” refieren a los campos EM en las regiones interior y exterior (respecto a la super-
ficie de la partícula), respectivamente. Las Ecs. (1.28) representan la continuidad de la componente paralela a la
superficie esférica con vector normal n̂ = êr. A su vez, el campo EM exterior (Ẽout, H̃out) se compone de la super-
posición de dos campos EM: el campo EM externo (Ẽext, H̃ext) y el campo EM que esparce la NP (Ẽesp, H̃esp). Así

2Los números I
l,m
i1,i2

son coeficientes que no dependen de los parámetros del problema (a, b y β), es decir, son números
que una vez calculados, pueden ser almacenados en una base de datos y ser reutilizados para futuros cálculos.
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Capítulo 1. Interacción de un electrón rápido con una nanopartícula

(Ẽext + Ẽesp − Ẽint)|r=a × êr = 0 y (H̃ext + H̃esp − H̃int)|r=a × êr = 0. (1.29)

Al igual que el campo EM externo, los campos EM esparcido e interno también son solución a la ecuación de
Helmholtz vectorial, entonces son combinaciones lineales de los armónicos esféricos vectoriales. Así, el campo
dentro de la partícula es

Ẽint(r;ω) =

∞∑
l=1

l∑
m=−l

[
isEl (ω)Vl,m(ω)N

(1)
l,m(kintr, θ, φ)− sMl (ω)Wl,m(ω)M

(1)
l,m(kintr, θ, φ)

]
, (1.30a)

H̃int(r;ω) =
kint

ωµint

∞∑
l=1

l∑
m=−l

[
isMl (ω)Wl,m(ω)N

(1)
l,m(kintr, θ, φ) + sEl (ω)Vl,m(ω)M

(1)
l,m(kintr, θ, φ)

]
, (1.30b)

donde, tal como en las Ecs. (1.13) del campo EM externo, el superíndice (1) en los armónicos esféricos
vectoriales denota que se emplea jl para la solución radial (dado que no diverge en el origen). Los coeficientes de
proporcionalidad sEl y sMl sólo dependen de la frecuencia angular. Cabe mencionar que al tratarse del campo
interno, los armónicos esféricos vectoriales están evaluados dentro de la partícula, por lo que en vez de tratarse
de una dependencia de kr se trata de una dependencia de kintr, donde kint = Nk y N es el índice de refracción
de la partícula. Para el campo esparcido se pueden emplear tanto jl como yl dado que representan soluciones
físicamente aceptables (no divergen en la región del espacio en cuestión). Empleando las funciones esféricas de
Hankel h(+)

l y h(−)
l [34] en su límite asintótico (l2 ≪ kr) [28]:

h
(+)
l (kr) ≈ (−i)l exp(ikr)

kr
, (1.31a)

h
(−)
l (kr) ≈ −il exp(−ikr)

kr
, (1.31b)

se obtiene que h(+)
l corresponde a una onda esférica saliente y h(−)

l a una onda entrante. Dado que el campo
esparcido es una onda saliente de la partícula, se emplea h(+)

l como solución a la parte radial. Entonces, el campo
esparcido está dado por

Expansión multipolar del campo EM esparcido por la NP en función de la frecuencia

Ẽesp(r;ω) =

∞∑
l=1

l∑
m=−l

[
itEl (ω)Vl,m(ω)N

(3)
l,m(kr, θ, φ)− tMl (ω)Wl,m(ω)M

(3)
l,m(kr, θ, φ)

]
, (1.32a)

H̃esp(r;ω) =
k

ωµ0

∞∑
l=1

l∑
m=−l

[
itMl (ω)Wl,m(ω)N

(3)
l,m(kr, θ, φ) + tEl (ω)Vl,m(ω)M

(3)
l,m(kr, θ, φ)

]
, (1.32b)

donde ahora el superíndice (3) en los armónicos esféricos vectoriales denota a h(+)
l como solución a la parte

radial y los coeficientes de proporcionalidad tEl y tMl sólo dependen de la frecuencia angular.
Desarrollando por componentes las Ecs. (1.29), se obtienen las siguientes cuatro ecuaciones:(

Ẽext
θ + Ẽesp

θ − Ẽint
θ

)∣∣∣
r=a

= 0, (1.33a)(
Ẽext

φ + Ẽesp
φ − Ẽint

φ

)∣∣∣
r=a

= 0, (1.33b)(
H̃ext

θ + H̃esp
θ − H̃ int

θ

)∣∣∣
r=a

= 0, (1.33c)(
H̃ext

φ + H̃esp
φ − H̃ int

φ

)∣∣∣
r=a

= 0, (1.33d)

donde los subíndices θ y φ aluden a las componentes tangenciales, en coordenadas esféricas, sobre la superficie
esférica de radio a con vector normal n̂ = êr. Sustituyendo los armónicos esféricos vectoriales, considerando

12



1.2 Campo electromagnético esparcido: Solución de Mie extendida

r = a, en las expresiones de los campos EM externo, interno y esparcido, imponiendo las Ecs. (1.33) y las
relaciones de ortogonalidad entre πm

l y τml dadas por las Ecs. (A.48), se obtiene un sistema de cuatro ecuaciones
lineales3 para los cuatro coeficientes tEl , tMl , sEl y sMl a calcular:

ψl(x) + tMl ξl(x) = sMl ψl(Nx), (1.34a)

Nψ′
l(x) +NtEl ξ

′
l(x) = sEl ψ

′
l(Nx), (1.34b)

µintψl(x) + µintt
E
l ξl(x) = µ0Ns

E
l ψl(Nx), (1.34c)

µintψ
′
l(x) + µintt

M
l ξ

′
l(x) = µ0s

M
l ψ

′
l(Nx), (1.34d)

donde N es el índice de refracción relativo de la partícula respecto al de la matriz en la que está inmersa (al
tratarse del vacío, N coincide con el índice de refracción del material del que está hecha la NP), x = ka es el
parámetro de tamaño4 y, para ganar estabilidad en los cálculos numéricos, se reemplazan las funciones esféricas
de Bessel y de Hankel por las funciones de Riccati-Bessel [28]:

ψl(η) = ηjl(η), (1.35a)

ξl(η) = ηh
(+)
l (η). (1.35b)

Resolviendo el sistema de ecuaciones dado por las Ecs. (1.34), se obtienen las siguientes expresiones para los
coeficientes

tEl = −µintψl(x)ψ
′
l(Nx)− µ0Nψl(Nx)ψ′

l(x)

µintξl(x)ψ′
l(Nx)− µ0Nψl(Nx)ξ′l(x)

, (1.36a)

tMl = −µ0Nψl(x)ψ
′
l(Nx)− µintψl(Nx)ψ′

l(x)

µ0Nξl(x)ψ′
l(Nx)− µintψl(Nx)ξ′l(x)

, (1.36b)

sEl =
µintNξl(x)ψ

′
l(x)− µintNψl(x)ξ

′
l(x)

µintξl(x)ψ′
l(Nx)− µ0Nψl(Nx)ξ′l(x)

, (1.36c)

sMl =
µintNξl(x)ψ

′
l(x)− µintNψl(x)ξ

′
l(x)

µ0Nξl(x)ψ′
l(Nx)− µintψl(Nx)ξ′l(x)

. (1.36d)

Se considera que la permeabilidad magnética de la partícula es igual a la del vacío (material no magnético),
simplificando así los coeficientes tEl y tMl

5 que multiplican a los armónicos esféricos vectoriales en la expansión
multipolar del campo EM esparcido como

Coeficientes tEl y tMl de la expansión multipolar del campo EM esparcido por la NP

tEl (ω) = −
ψl(x)ψ

′
l(Nx)−Nψl(Nx)ψ′

l(x)

ξl(x)ψ′
l(Nx)−Nψl(Nx)ξ′l(x)

, (1.37a)

tMl (ω) = −Nψl(x)ψ
′
l(Nx)− ψl(Nx)ψ′

l(x)

Nξl(x)ψ′
l(Nx)− ψl(Nx)ξ′l(x)

. (1.37b)

Para calcular la fuerza EM asociada al campo EM inducido (esparcido e interno) en función del tiempo, se debe
calcular la transformada de Fourier de las Ecs. (1.30) y (1.32), respectivamente. El problema radica en que no
hay solución analítica para las integrales que resultan al realizar el cálculo. En el presente trabajo se considera la
aproximación dipolar para abordar el problema, es decir, el término correspondiente a l = 1 en la expansión
multipolar del campo EM esparcido por la NP. Sustituyendo l = 1 en la Ec. (1.32a), las componentes esféricas
del campo eléctrico esparcido por la NP son

3El sistema de ecuaciones que se obtiene de sustituir en las Ecs. (1.33a) y (1.33b) es equivalente al que se obtiene
sustituyendo en las Ecs. (1.33c) y (1.33d). No es necesario sustituir en las cuatro ecuaciones, es suficiente con un par.

4Para evitar confusiones, el parámetro de tamaño se define mediante el símbolo x diferente a la variable espacial x.
5Los coeficientes tEl y tMl se relacionan con los coeficientes de Mie al y bl por medio de una unidad imaginaria: tEl = ial

y tMl = ibl. La diferencia radica en la implementación de la función esférica de Hankel h(1)
l en la solución de Mie y la

función esférica de Hankel h(+)
l en la solución de Mie extendida.
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Capítulo 1. Interacción de un electrón rápido con una nanopartícula

Ẽesp
l=1,r(r;ω) =

(
e

4πϵ0

)
6k

cγβ2
tE1
h
(+)
1 (kr)

kr

[
sin θ cosφK1

(
ωb

βγc

)
+
i

γ
cos θK0

(
ωb

βγc

)]
, (1.38a)

Ẽesp
l=1,θ(r;ω) =

(
e

4πϵ0

)
3k

cγβ2

{
itM1 β cosφh

(+)
1 (kr)K1

(
ωb

βγc

)
+ tE1

[
cos θ cosφK1

(
ωb

βγc

)
− i

γ
sin θK0

(
ωb

βγc

)][
2
h
(+)
1 (kr)

kr
− h(+)

2 (kr)

]}
,

(1.38b)

Ẽesp
l=1,φ(r;ω) =−

(
e

4πϵ0

)
3k

cγβ2
sinφK1

(
ωb

βγc

){
tE1

[
2
h
(+)
1 (kr)

kr
− h(+)

2 (kr)

]
+ itM1 β cos θh

(+)
1 (kr)

}
, (1.38c)

mientras que, sustituyendo l = 1 en la Ec. (1.32b), las componentes esféricas del campo H esparcido por la NP
son

H̃esp
l=1,r(r;ω) =

( e

4π

) 6k

γβ
tM1 K1

(
ωb

βγc

)
h
(+)
1 (kr)

kr
sin θ sinφ, (1.39a)

H̃esp
l=1,θ(r;ω) =

( e

4π

) 3k

γβ2
K1

(
ωb

βγc

)
sinφ

{
itE1 h

(+)
1 (kr) + βtM1

[
2
h
(+)
1 (kr)

kr
− h(+)

2 (kr)

]
cos θ

}
, (1.39b)

H̃esp
l=1,φ(r;ω) =

( e

4π

) 3k

γβ2

{
tE1 h

(+)
1 (kr)

[
iK1

(
ωb

βγc

)
cos θ cosφ+

1

γ
K0

(
ωb

βγc

)
sin θ

]
+ βtM1 K1

(
ωb

βγc

)[
2
h
(+)
1 (kr)

kr
− h(+)

2 (kr)

]
cosφ

}
.

(1.39c)

Realizando las transformadas de Fourier inversas temporales de las componentes del campo eléctrico y del campo
H mostradas en las Ecs. (1.38) y (1.39), respectivamente, se obtienen las componentes del campo eléctrico en
función del tiempo

Componentes esféricas del término dipolar del campo eléctrico esparcido por la NP

Eesp
l=1,r(r, t) =

(
e

4πϵ0

)(
6

cγβ2r

)[
sin θ cosφΩ

E,(1)
1,1 (r, t) +

cos θ

γ
Ω

E,(1)
1,0 (r, t)

]
, (1.40a)

Eesp
l=1,θ(r, t) =

(
e

4πϵ0

)(
3

cγβ2

){
β

c
cosφΩ

M,(2)
1,1 (r, t) + cos θ cosφ

[
2

r
Ω

E,(1)
1,1 (r, t)− 1

c
Ω

E,(2)
2,1 (r, t)

]
− sin θ

γ

[
2

r
Ω

E,(1)
1,0 (r, t)− 1

c
Ω

E,(2)
2,0 (r, t)

]}
,

(1.40b)

Eesp
l=1,φ(r; t) =−

(
e

4πϵ0

)(
3

cγβ2

)
sinφ

[
2

r
Ω

E,(1)
1,1 (r, t)− 1

c
Ω

E,(2)
2,1 (r, t) +

β

c
cos θΩ

M,(2)
1,1 (r, t)

]
, (1.40c)

y las componentes del campo H en función del tiempo

Componentes esféricas del término dipolar del campo H esparcido por la NP

Hesp
l=1,r(r, t) =

( e

4π

)( 6

γβ2r

)
β sin θ sinφΩ

M,(1)
1,1 (r, t), (1.41a)

Hesp
l=1,θ(r; t) =

( e

4π

)( 3

γβ2

)
sinφ

{
1

c
Ω

E,(2)
1,1 (r, t) + β cos θ

[
2

r
Ω

M,(1)
1,1 (r, t)− 1

c
Ω

M,(2)
2,1 (r, t)

]}
, (1.41b)

Hesp
l=1,φ(r; t) =

( e

4π

)( 3

γβ2

){
1

c
cos θ cosφΩ

E,(2)
1,1 (r, t) +

sin θ

cγ
Ω

E,(2)
1,0 (r, t)

+β cosφ

[
2

r
Ω

M,(1)
1,1 (r, t)− 1

c
Ω

M,(2)
2,1 (r, t)

]}
.

(1.41c)
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1.2 Campo electromagnético esparcido: Solución de Mie extendida

Las Ecs. (1.40) y (1.41) son expresiones semianalíticas, dado que se definen las funciones espectrales auxiliares
Ω

{E,M},(j)
n1,n2 (r; t) como

Ω
E,(1)
1,1 (r, t) =

1

2π

∫ ∞

−∞
tE1 (ω)h

(+)
1

(ω
c
r
)
K1

(
ωb

cγβ

)
exp(−iωt)dω, (1.42a)

Ω
E,(1)
1,0 (r, t) =

1

2π

∫ ∞

−∞
itE1 (ω)h

(+)
1

(ω
c
r
)
K0

(
ωb

cγβ

)
exp(−iωt)dω, (1.42b)

Ω
E,(2)
2,1 (r, t) =

1

2π

∫ ∞

−∞
ωtE1 (ω)h

(+)
2

(ω
c
r
)
K1

(
ωb

cγβ

)
exp(−iωt)dω, (1.42c)

Ω
E,(2)
2,0 (r, t) =

1

2π

∫ ∞

−∞
iωtE1 (ω)h

(+)
2

(ω
c
r
)
K0

(
ωb

cγβ

)
exp(−iωt)dω, (1.42d)

Ω
E,(2)
1,1 (r, t) =

1

2π

∫ ∞

−∞
iωtE1 (ω)h

(+)
1

(ω
c
r
)
K1

(
ωb

cγβ

)
exp(−iωt)dω, (1.42e)

Ω
E,(2)
1,0 (r, t) =

1

2π

∫ ∞

−∞
ωtE1 (ω)h

(+)
1

(ω
c
r
)
K0

(
ωb

cγβ

)
exp(−iωt)dω, (1.42f)

Ω
M,(2)
1,1 (r, t) =

1

2π

∫ ∞

−∞
iωtM1 (ω)h

(+)
1

(ω
c
r
)
K1

(
ωb

cγβ

)
exp(−iωt)dω, (1.42g)

Ω
M,(1)
1,1 (r, t) =

1

2π

∫ ∞

−∞
tM1 (ω)h

(+)
1

(ω
c
r
)
K1

(
ωb

cγβ

)
exp(−iωt)dω, (1.42h)

Ω
M,(2)
2,1 (r, t) =

1

2π

∫ ∞

−∞
ωtM1 (ω)h

(+)
2

(ω
c
r
)
K1

(
ωb

cγβ

)
exp(−iωt)dω, (1.42i)

que son integrales a resolver numéricamente, donde los superíndices E y M refieren a utilizar el coeficiente tE1 o
tM1 , respectivamente, y j = 2 corresponde a multiplicar por un factor ω (j1 = 1 no lo considera). Por otra parte,
sustituyendo l = 1 en la Ec. (1.30a), las componentes esféricas del campo eléctrico interno de la NP son

Ẽint
l=1,r(r;ω) =

(
e

4πϵ0

)
6Nk

cγβ2
sE1
j1(Nkr)

Nkr

[
sin θ cosφK1

(
ωb

βγc

)
+
i

γ
cos θK0

(
ωb

βγc

)]
, (1.43a)

Ẽint
l=1,θ(r;ω) =

(
e

4πϵ0

)
3Nk

cγβ2

{
isM1 β cosφj1(kr)K1

(
ωb

βγc

)
+ sE1

[
cos θ cosφK1

(
ωb

βγc

)
− i

γ
sin θK0

(
ωb

βγc

)][
2
j1(Nkr)

Nkr
− j2(Nkr)

]}
,

(1.43b)

Ẽint
l=1,φ(r;ω) =−

(
e

4πϵ0

)
3Nk

cγβ2
sinφK1

(
ωb

βγc

){
sE1

[
2
j1(Nkr)

Nkr
− j2(Nkr)

]
+ isM1 β cos θj1(Nkr)

}
, (1.43c)

y sustituyendo l = 1 en la Ec. (1.30b), las componentes del campo H interno de la NP son

H̃ int
l=1,r(r;ω) =

( e

4π

) 6Nk

γβ
sM1 K1

(
ωb

βγc

)
j1(Nkr)

Nkr
sin θ sinφ, (1.44a)

H̃ int
l=1,θ(r;ω) =

( e

4π

) 3Nk

γβ2
K1

(
ωb

βγc

)
sinφ

{
isE1 j1(Nkr) + βsM1

[
2
j1(Nkr)

Nkr
− j2(Nkr)

]
cos θ

}
, (1.44b)

H̃ int
l=1,φ(r;ω) =

( e

4π

) 3Nk

γβ2

{
sE1 j1(Nkr)

[
iK1

(
ωb

βγc

)
cos θ cosφ+

1

γ
K0

(
ωb

βγc

)
sin θ

]
+ βsM1 K1

(
ωb

βγc

)[
2
j1(Nkr)

Nkr
− j2(Nkr)

]
cosφ

}
.

(1.44c)

Calculando la transformada temporal inversa de Fourier de las componentes del campo eléctrico y del campo
H mostradas en las Ecs. (1.43) y (1.44), respectivamente, se obtienen las componentes del campo eléctrico en
función del tiempo
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Capítulo 1. Interacción de un electrón rápido con una nanopartícula

Componentes esféricas del término dipolar del campo eléctrico interno de la NP

Eint
l=1,r(r, t) =

(
e

4πϵ0

)(
6

cγβ2r

)[
sin θ cosφ℧E,(1)

1,1 (r, t) +
cos θ

γ
℧E,(1)

1,0 (r, t)

]
, (1.45a)

Eint
l=1,θ(r, t) =

(
e

4πϵ0

)(
3

cγβ2

){
β

c
cosφ℧M,(2)

1,1 (r, t) + cos θ cosφ

[
2

r
℧E,(1)

1,1 (r, t)− 1

c
℧E,(2)

2,1 (r, t)

]
− sin θ

γ

[
2

r
℧E,(1)

1,0 (r, t)− 1

c
℧E,(2)

2,0 (r, t)

]}
,

(1.45b)

Eint
l=1,φ(r; t) =−

(
e

4πϵ0

)(
3

cγβ2

)
sinφ

[
2

r
℧E,(1)

1,1 (r, t)− 1

c
℧E,(2)

2,1 (r, t) +
β

c
cos θ℧M,(2)

1,1 (r, t)

]
, (1.45c)

y las componentes del campo H en función del tiempo

Componentes esféricas del término dipolar del campo H interno de la NP

H int
l=1,r(r, t) =

( e

4π

)( 6

γβ2r

)
β sin θ sinφ℧M,(1)

1,1 (r, t), (1.46a)

H int
l=1,θ(r; t) =

( e

4π

)( 3

γβ2

)
sinφ

{
1

c
℧E,(2)

1,1 (r, t) + β cos θ

[
2

r
℧M,(1)

1,1 (r, t)− 1

c
℧M,(2)

2,1 (r, t)

]}
, (1.46b)

H int
l=1,φ(r; t) =

( e

4π

)( 3

γβ2

){
1

c
cos θ cosφ℧E,(2)

1,1 (r, t) +
sin θ

cγ
℧E,(2)

1,0 (r, t)

+β cosφ

[
2

r
℧M,(1)

1,1 (r, t)− 1

c
℧M,(2)

2,1 (r, t)

]}
.

(1.46c)

Al igual que el término dipolar del campo EM esparcido, las Ecs. (1.40) y (1.41) son expresiones semianalíticas,
dado que se definen las funciones espectrales auxiliares ℧{E,M},(j)

n1,n2 (r; t) como

℧E,(1)
1,1 (r, t) =

1

2π

∫ ∞

−∞
sE1 (ω)j1

[
N(ω)

ω

c
r
]
K1

(
ωb

cγβ

)
exp(−iωt)dω, (1.47a)

℧E,(1)
1,0 (r, t) =

1

2π

∫ ∞

−∞
isE1 (ω)j1

[
N(ω)

ω

c
r
]
K0

(
ωb

cγβ

)
exp(−iωt)dω, (1.47b)

℧E,(2)
2,1 (r, t) =

1

2π

∫ ∞

−∞
ωN(ω)sE1 (ω)j2

[
N(ω)

ω

c
r
]
K1

(
ωb

cγβ

)
exp(−iωt)dω, (1.47c)

℧E,(2)
2,0 (r, t) =

1

2π

∫ ∞

−∞
iωN(ω)sE1 (ω)j2

[
N(ω)

ω

c
r
]
K0

(
ωb

cγβ

)
exp(−iωt)dω, (1.47d)

℧E,(2)
1,1 (r, t) =

1

2π

∫ ∞

−∞
iωN(ω)sE1 (ω)j1

[
N(ω)

ω

c
r
]
K1

(
ωb

cγβ

)
exp(−iωt)dω, (1.47e)

℧E,(2)
1,0 (r, t) =

1

2π

∫ ∞

−∞
ωN(ω)sE1 (ω)j1

[
N(ω)

ω

c
r
]
K0

(
ωb

cγβ

)
exp(−iωt)dω, (1.47f)

℧M,(2)
1,1 (r, t) =

1

2π

∫ ∞

−∞
iωN(ω)sM1 (ω)j1

[
N(ω)

ω

c
r
]
K1

(
ωb

cγβ

)
exp(−iωt)dω, (1.47g)

℧M,(1)
1,1 (r, t) =

1

2π

∫ ∞

−∞
sM1 (ω)j1

[
N(ω)

ω

c
r
]
K1

(
ωb

cγβ

)
exp(−iωt)dω, (1.47h)

℧M,(2)
2,1 (r, t) =

1

2π

∫ ∞

−∞
ωN(ω)sM1 (ω)j2

[
N(ω)

ω

c
r
]
K1

(
ωb

cγβ

)
exp(−iωt)dω, (1.47i)

que son integrales a resolver numéricamente, donde los superíndices E y M refieren a utilizar el coeficiente sE1 o
sMl , respectivamente, y j = 2 corresponde a multiplicar por un factor ωN(ω) (j1 = 1 no lo considera).
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Capítulo 2

Fuerza de retroceso en la aproximación dipolar

2.1. Momento electromagnético: Vector de Poynting y tensor de es-
fuerzos de Maxwell

Dado un campo electromagnético (EM), el vector de Poynting1 asociado está definido como el producto
cruz entre el campo eléctrico E y el campo H [29]

S = E×H. (2.1a)

En el problema de interacción de un electrón rápido con una nanopartícula (NP) esférica existen tres campos
EM presentes: el externo (producido por el electrón), el esparcido por la NP y el inducido al interior de la NP,
llamado campo EM interno. El campo EM externo tiene solución exacta tanto en el dominio temporal como
en el espectral, mientras que los campos EM esparcido e interno sólo tiene solución exacta en el espacio de
frecuencias (ver capítulo 1). El campo EM esparcido sí cuenta con expresiones analíticas en el dominio temporal
pero consideran a la fuente como un dipolo puntual (eléctrico y magnético). [35].
Al contar con expresiones para los campos EM tanto en función del tiempo como en función de la frecuencia
angular, es relevante mencionar que la Ec. (2.1a) está definida en el dominio temporal. Es decir, cuando tanto el
campo eléctrico como el campo H dependen del tiempo [29]:

S(r; t) = E(r; t)×H(r; t), (2.1b)

de modo que las componentes del vector de Poynting en términos de las componentes del campo EM en el
dominio temporal están dadas por

Si(r; t) =

3∑
j,k=1

ϵijkEj(r; t)Hk(r; t). (2.2)

donde ϵijk es el símbolo de Levi-Civita [36], de modo que lo subíndices i, j, k representan las coordenadas x, y, z.

1Formalmente debería llamarse pseudocampo de Poynting, pues se obtiene de calcular el producto cruz de dos campos
vectoriales, resultando un campo vectorial que asigna un vector a cada punto del espaciotiempo.
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Capítulo 2. Fuerza de retroceso en la aproximación dipolar

Las componentes del campo EM en el dominio temporal se relacionan con sus expresiones en el dominio espectral
mediante la transformada de Fourier

Ej(r; t) = F−1
ω→t{Ẽ(r;ω)} = 1

2π

∫ ∞

−∞
Ẽj(r;ω) exp(−iωt)dω, (2.3a)

Hj(r; t) = F−1
ω→t{H̃(r;ω)} = 1

2π

∫ ∞

−∞
H̃j(r;ω) exp(−iωt)dω, (2.3b)

de manera que, sustituyendo las Ecs. (2.3) en la Ec. (2.2) y por medio del teorema de convolución [36], las
componentes del vector de Poynting son

Si(r; t) = F−1
ω→t{Ẽj(r;ω)}F−1

ω→t{H̃k(r;ω)} − F−1
ω→t{Ẽk(r;ω)}F−1

ω→t{H̃j(r;ω)}

= F−1
ω→t{(Ẽj ∗ H̃k)(r;ω)} − F−1

ω→t{(Ẽk ∗ H̃j)(r;ω)}
(2.4a)

̸= F−1
ω→t{(ẼjH̃k)(r;ω)} − F−1

ω→t{(ẼkH̃j)(r;ω)}

= F−1
ω→t{Ẽj(r;ω)H̃k(r;ω)− Ẽk(r;ω)H̃j(r;ω)}

= F−1
ω→t{(Ẽ× H̃)i(r;ω)},

(2.4b)

donde las Ecs. (2.4a) enfatizan que del cálculo que se realiza en el dominio espectral resulta una convolución de
las componentes del campo eléctrico y del campo H, lo cual se contrasta con las Ecs. (2.4b) que resultan de
realizar el producto cruz entre el campo eléctrico y el campo H en el dominio espectral, lo cual no corresponde
con la transformada de Fourier del vector de Poynting definido en la Ec. (2.1b), es decir

S̃(r;ω) ̸= Ẽ(r;ω)× H̃(r;ω). (2.5)

Por otra parte, el tensor de esfuerzos de Maxwell2 se define en términos del campo EM asociado como [30]

←→
T (r; t) = ϵ0

[
E(r; t)⊗E(r; t)− 1

2

←→
I |E(r; t)|2

]
+ µ0

[
H(r; t)⊗H(r; t)− 1

2

←→
I |H(r; t)|2

]
, (2.6)

donde ϵ0 es la permitividad eléctrica del vacío, ⊗ indican el producto tensorial entre dos vectores tridimensionales
y
←→
I es la matriz identidad de 3× 3. Al igual que el vector de Poynting, el tensor de esfuerzos de Maxwell está

definido en el dominio temporal. Para calcular el tensor de esfuerzos de Maxwell en términos de un campo EM
dado en el dominio espectral, se debe considerar que las componentes de la matriz de 3× 3 que lo conforman son
de la forma

Tij(r; t) = ϵ0

[
Ei(r; t)Ej(r; t)−

1

2
δij |E(r; t)|2

]
+ µ0

[
Hi(r; t)Hj(r; t)−

1

2
δij |H(r; t)|2

]
, (2.7)

donde i, j ∈ {x, y, z}. Sustituyendo las Ecs. (2.3) en la Ec. (2.7) y utilizando del teorema de la convolución [36],
las componentes del tensor de esfuerzos de Maxwell en términos de las componentes del campo EM dadas en el
dominio espectral son

Tij(r; t) = ϵ0

[
F−1
ω→t{Ẽi(r;ω)}F−1

ω→t{Ẽj(r;ω)} −
1

2
δij |F−1

ω→t{Ẽ(r;ω)}|2
]

+ µ0

[
F−1
ω→t{H̃i(r;ω)}F−1

ω→t{H̃j(r;ω)} −
1

2
δij |F−1

ω→t{H̃(r;ω)}|2
]

= ϵ0

[
F−1
ω→t{(Ẽi ∗ Ẽj)(r;ω)} −

1

2
δij |F−1

ω→t{Ẽ(r;ω)}|2
]

+ µ0

[
F−1
ω→t{(H̃i ∗ H̃j)(r;ω)} −

1

2
δij |F−1

ω→t{H̃(r;ω)}|2
]

(2.8a)

2Formalmente debería llamarse pseudocampo tensorial de esfuerzos de Maxwell, pues resulta de calcular el producto
exterior de dos campos vectoriales, asignando un tensor de rango 2 a cada punto del espaciotiempo.
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2.1 Momento electromagnético: Vector de Poynting y tensor de esfuerzos de Maxwell

donde las Ecs. (2.8a) corresponden a una convolución entre componentes del campo eléctrico (o H) en suma con
la norma al cuadrado de la transformada de Fourier inversa temporal del campo eléctrico (o H).
El cálculo del tensor de esfuerzos de Maxwell en términos de las componentes del campo EM en el dominio
espectral podría causar confusión al remplazar, de manera ingenua, las convoluciones indicadas en las Ecs. (2.8a)
por productos entre componentes del campo EM. Por ello, es importante resaltar que el tensor de esfuerzos de
Maxwell no se calcula al realizar la transformada de Fourier inversa temporal del producto exterior del campo
eléctrico (o H) consigo mismo sumado a la transformada de Fourier inversa de la norma al cuadrado, es decir

Tij(r; t) ̸= ϵ0

[
F−1
ω→t{(ẼiẼj)(r;ω)} −

1

2
δijF

−1
ω→t{|Ẽ(r;ω)|2}

]
+µ0

[
F−1
ω→t{(H̃iH̃j)(r;ω)} −

1

2
δijF

−1
ω→t{|H̃(r;ω)|2}

]
= F−1

ω→t

{
ϵ0

[
Ẽi(r;ω)Ẽj(r;ω)−

1

2
δij |Ẽ(r;ω)|2

]
+ µ0

[
H̃i(r;ω)H̃j(r;ω)−

1

2
δij |H̃(r;ω)|2

]}
= F−1

ω→t

{
ϵ0

[
(Ẽ(r;ω)⊗ Ẽ(r;ω))ij −

1

2
δij |Ẽ(r;ω)|2

]
+µ0

[
(H̃(r;ω)⊗ H̃(r;ω))ij −

1

2
δij |H̃(r;ω)|2

]}
.

(2.8b)

mostrando así que el tensor de esfuerzos de Maxwell en el dominio espectral no resulta de realizar un cálculo
análogo al de la Ec. (2.6) remplazando la dependencia temporal por la espectral:

←̃→
T (r;ω) ̸= ϵ0

[
(Ẽ(r;ω)⊗ Ẽ(r;ω))ij −

1

2
δij |Ẽ(r;ω)|2

]
+ µ0

[
(H̃(r;ω)⊗ H̃(r;ω))ij −

1

2
δij |H̃(r;ω)|2

]
. (2.9)

Por medio de los teoremas de conservación de energía EM y de momento EM [30], el vector de Poynting y el
tensor de esfuerzos de Maxwell adquieren interpretación física. S representa un flujo de energía y es proporcional
a una densidad de momento, respectivamente en cada teorema, mientras que

←→
T es una fuerza por unidad de

área actuando sobre una superficie en el teorema de conservación de momento EM. La fuerza F del teorema de
conservación de momento EM está dada como

F(t) =
d

dt
pmec(t) = −

d

dt

∫
V

1

c2
S(r; t)dV +

∮
∂V

←→
T (r; t) · da, (2.10)

donde pmec es el momento mecánico, c la rapidez de la luz, S el vector de Poynting dado por la Ec. (2.1b) y
←→
T

el tensor de esfuerzos de Maxwell dado por la Ec. (2.6). Definiendo la densidad de momento electromagnético
como [30]

g(r; t) =
S(r; t)

c2
=

1

c2
E(r; t)×H(r; t), (2.11)

el primer término del lado derecho de la Ec. (2.10) corresponde a la variación temporal del momento EM pem
total almacenado en los campos EM presentes en el volumen V, es decir

pem =

∫
V

g(r; t)dV. (2.12)

El segundo término del lado derecho de la Ec. (2.10) representa el momento total (electromagnético y mecánico)
por unidad de tiempo que atraviesa la superficie ∂V, frontera que encierra el volumen V.
El término referente al tensor de esfuerzos de Maxwell en el teorema de conservación del momento EM dado por
la Ec. (2.10), se puede simplificar en el caso particular donde el campo eléctrico y el campo H son ortogonales
entre sí [24]. En este caso, se reescribe el campo EM en términos de las normas del campo eléctrico y del campo
H, así como de los vectores unitarios que indican sus respectivas direcciones:

E(r; t) = |E(r; t)|êE(r; t), (2.13a)
H(r; t) = |H(r; t)|êH(r; t), (2.13b)
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Capítulo 2. Fuerza de retroceso en la aproximación dipolar

de tal modo que el vector unitario êS, que indica la dirección del vector de Poynting calculado mediante las Ecs.
(2.1b) y (2.13), junto con êE y êH, formen una base completa ortonormal del espacio:

êE ⊥ êH ⇒ S = E×H = |E||H|(êE × êH) ≡ |S|êS, (2.14)

donde se omite la dependencia (r; t) en los campos EM, tanto en las normas como en los vectores unitarios,
siendo |S| = |E||H| la norma del vector de Poynting. Reescribiendo el tensor de esfuerzos en términos de la
nueva base {êE, êH, êS}, se tiene que

←→
T = ϵ0

(
E⊗E− 1

2

←→
I |E|2

)
+ µ0

(
H⊗H− 1

2

←→
I |H|2

)

= ϵ0


|E|2

2
0 0

0 −|E|
2

2
0

0 0 −|E|
2

2

+ µ0


−|H|

2

2
0 0

0
|H|2

2
0

0 0 −|H|
2

2



=


ϵ0|E|2

2
− µ0|H|2

2
0 0

0 −ϵ0|E|
2

2
+
µ0|H|2

2
0

0 0 −ϵ0|E|
2

2
− µ0|H|2

2

 ,

(2.15)

donde

êE ⊗ êE =

1 0 0
0 0 0
0 0 0

 , êH ⊗ êH =

0 0 0
0 1 0
0 0 0

 , êS ⊗ êS =

0 0 0
0 0 0
0 0 1

 . (2.16)

Considerando que a grandes distancias un frente de onda es localmente plano, los campos EM resultan ortogonales
entre sí, lo que da lugar al cociente entre las normas del campo eléctrico y el campo H conocido como impedancia
del vacío Z0 [29]. Esta relación entre las normas de los campos se puede reescribir como la equivalencia entre las
densidades energéticas asociadas al campo eléctrico y al campo H:

|E|
|H|

= Z0 =

√
µ0

ϵ0
⇒ ϵ0|E|2

2
=
µ0|H|2

2
. (2.17)

Sustituyendo la igualdad del lado izquierdo de la Ec. (2.17) en la Ec. (2.14), el vector de Poynting está dado en
términos de la norma del campo eléctrico por

S = ϵ0c|E|2êS = µ0c|H|2êS. (2.18)

Considerando la igualdad del lado derecho de la Ec. (2.17), el tensor de esfuerzos de Maxwell dado por la Ec.
(2.15) se simplifica como

←→
T =

0 0 0
0 0 0
0 0 −ϵ0|E|2

 = −ϵ0|E|2êS ⊗ êS. (2.19)

Combinando la Ec. (2.18) y la Ec. (2.19), se concluye que el tensor de esfuerzos de Maxwell es proporcional al
vector de Poynting. La equivalencia entre

←→
T y S se da al proyectar el tensor de esfuerzos sobre la dirección

opuesta del vector de Poynting (considerando un factor 1/c). Así

Simplificación del tensor de esfuerzos de Maxwell en términos del vector de Poynting

←→
T (r; t) = −|S(r; t)|

c
êS(r; t)⊗ êS(r; t) = −

1

c
S(r; t)⊗ êS, si êE ⊥ êH. (2.20)
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2.2. Fuerza de retroceso en función del tiempo

En el problema de interacción entre un electrón rápido y una NP esférica, la fuerza total que experimenta
la NP debida al campo EM que se le induce (interno y esparcido) se calcula sustituyendo las transformadas
de Fourier inversas temporales de las expresiones de (Eesp;Hesp) mostradas en las Ecs. (1.30) y (1.32). Una
primera aproximación al comportamiento de la fuerza generada por el campo EM inducido es la aproximación
dipolar3, donde el campo EM esparcido está dado por las Ecs. (1.40) y (1.41), y el campo EM interno por las
Ecs. (1.45) y (1.46). Considerando una superficie esférica de radio ϱ > a concéntrica a la NP, la fuerza asociada
en la aproximación dipolar es

Fl=1(t) =−
d

dt

∫
V

1

c2
Sind
l=1(ϱ,Ω; t)dV +

∮
∂V

←→
T esp

l=1(ϱ,Ω; t) · da (2.21a)

=− d

dt

∫ ϱ

0

∮
1

c2
Sind
l=1(r,Ω; t)r2dΩdr +

∮ ←→
T esp

l=1(ϱ,Ω; t) · êrϱ2dΩ (2.21b)

=− d

dt

[∫ a

0

(
r2

c2

)∮
Sint
l=1(r,Ω; t)dΩdr +

∫ ϱ

a

(
r2

c2

)∮
Sesp
l=1(r,Ω; t)dΩdr

]
+ ϱ2

∮ ←→
T esp

l=1(ϱ,Ω; t) · êrdΩ,
(2.21c)

donde dΩ representa el diferencial de ángulo sólido Ω ∈ [0, 4π]. Como el término l = 1 de la expansión multipolar
del campo EM esparcido en la aproximación de campo lejano (ϱ ≫ a) cumple con la ortogonalidad entre el
campo eléctrico y el campo H, se puede simplificar el tercer término de la Ec. (2.21c) en términos del vector de
Poynting asociado mediante la Ec. (2.20). Considerando el límite asintótico [28] dado por la Ec. (1.31a) para las
funciones esféricas de Hankel presentes en las Ecs. (1.38) y (1.39), se obtienen las expresiones radiales

h
(+)
1 (kr) ∼ (−i)1 exp(kr)

ikr
= −iexp(ikr)

kr
, (2.22a)

h
(+)
2 (kr) ∼ (−i)2 exp(kr)

ikr
= −exp(ikr)

kr
. (2.22b)

Sustityendo las Ecs. (2.22) en las Ecs. (1.38) y eliminando los términos que decaen más rápido que 1/r, por
definición de campo lejano, se tiene que las expresiones para el campo eléctrico lejano son

Ẽesp,lej
l=1,r (r;ω) = 0, (2.23a)

Ẽesp,lej
l=1,θ (r;ω) =

(
e

4πϵ0

)
3k

cγβ2

exp(ikr)

kr

{
tM1 β cosφK1

(
ωb

βγc

)
+ tE1

[
cos θ cosφK1

(
ωb

βγc

)
− i
γ
sin θK0

(
ωb

βγc

)]}
,

(2.23b)

Ẽesp,lej
l=1,φ (r;ω) =−

(
e

4πϵ0

)
3k

cγβ2
sinφK1

(
ωb

βγc

)
exp(ikr)

kr
(tE1 + tM1 β cos θ), (2.23c)

mientras que, sustituyendo las Ecs. (2.22) en la Ec. (1.39) y eliminando los términos que decaen más rápido que
1/r, por definición de campo lejano, las expresiones para el campo H lejano son

H̃esp,lej
l=1,r (r;ω) =0, (2.24a)

H̃esp,lej
l=1,θ (r;ω) =− ϵ0cẼesp,lej

l=1,φ (r;ω), (2.24b)

H̃esp,lej
l=1,φ (r;ω) =ϵ0cẼ

esp,lej
l=1,θ (r;ω). (2.24c)

3Aproximación dipolar se refiere a considerar el término completo l = 1 en la expansión multipolar del campo EM
inducido en la NP, y aproximación dipolar eléctrica alude a modelar a la NP como un dipolo eléctrico puntual.
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Calculando la transformada de Fourier inversa temporal de las Ecs. (2.23) y (2.24) y sustituyendo los resultados
en la Ec. (2.1b), la expresión del vector de Poynting asociado al campo EM lejano es

Sesp,lej
l=1 (r; t) = Eesp,lej

l=1 (r; t)×Hesp,lej
l=1 (r; t) = ϵ0c|Eesp,lej

l=1 (r; t)|2êr, (2.25)

de manera que la dirección êr de Sesp,lej
l=1 indica que es normal en todo punto sobre cualquier superficie esférica

concéntrica a la NP, en particular a la superficie esférica de radio ϱ de integración. Así, el tensor de esfuerzos
de Maxwell asociado al término dipolar del campo EM esparcido se puede escribir en términos del vector de
Poynting asociado al campo EM lejano como

←→
T esp,lej

l=1 (r; t) = −1

c
Sesp,lej
l=1 (r; t)⊗ êr o bien

←→
T esp,lej

l=1 (r; t) · êr = −1

c
Sesp,lej
l=1 (r; t). (2.26)

Considerando una esfera de radio ϱ≫ a, es posible sustituir la simplificación de la Ec. (2.20) en la Ec. (2.21),
obteniendo

Fl=1(t) =−
d

dt

[∫ a

0

(
r2

c2

)∮
Sint
l=1(r,Ω; t)dΩdr +

∫ ϱ

a

(
r2

c2

)∮
Sesp
l=1(r,Ω; t)dΩdr

]
− ϱ2

∮
1

c
Sesp,lej
l=1 (ϱ≫ a;Ω; t)dΩ.

(2.27)

De este modo, en la aproximación dipolar, la fuerza asociada al campo EM esparcido está dada en términos
del vector de Poynting. Más aún, en la Ec. (2.27) está presente en los tres términos la integral de ángulo sólido
del vector de Poynting (lejano, esparcido e interno), representando una cantidad relevante que proporciona
información directa de la fuerza a calcular. El vector de Poynting resultante en la superficie esférica de radio ϱ se
define como

Vector de Poynting resultante en la superficie esférica de radio ϱ

S(ϱ; t) ≡
∮

S(ϱ,Ω; t)dΩ =

∫ 2π

0

∫ π

0

S(ϱ, θ, φ; t) sin θdθdφ. (2.28)

Reescribiendo la fuerza dada por la Ec. (2.27) en términos de cada S correspondiente, se sigue que

Fl=1(t) = −
d

dt

[∫ a

0

(r
c

)2
Sint

l=1(r; t)dr +

∫ ϱ

a

(r
c

)2
Sesp

l=1(r; t)dr

]
−
(
ϱ2

c

)
Sesp,lej

l=1 (ϱ; t), (2.29)

de manera que la fuerza debida al campo EM inducido en la NP se compone de tres términos: las variaciones en
el tiempo de las contribuciones del vector de Poynting resultante al interior de la NP, primer término de la Ec.
(2.29), las variaciones en el tiempo de las contribuciones del vector de Poynting resultante al exterior de la NP
(hasta la superficie de radio ϱ), segundo término de la Ec. (2.29), y el vector de Poynting resultante sobre la
superficie de integración, tercer término de la Ec. (2.29).
Calculando las integrales de ángulo sólido del vector de Poynting asociado al campo EM esparcido, Ecs. (1.40) y
(1.41), se obtienen las componentes del vector de Poynting resultante en términos de las funciones espectrales
auxiliares Ω

{E,M},(j)
l1,m1

(r; t), Ecs. (1.42), como

Sesp
l=1,x(r, t) ≡

∫ 2π

0

∫ π

0

Sesp
l=1,x(r, θ, φ; t) sin θdθdφ =

(
e2

4πϵ0

)(
3

cγ3β3r2

){
−12Ω

E,(1)
1,0 (r, t)Ω

M,(1)
1,1 (r, t)

+4
(r
c

) [
Ω

E,(2)
2,0 (r, t)Ω

M,(1)
1,1 (r, t) + Ω

E,(1)
1,0 (r, t)Ω

M,(2)
2,1 (r, t)

]
+
(r
c

)2 [
Ω

E,(2)
1,0 (r, t)Ω

M,(2)
1,1 (r, t)−Ω

E,(2)
2,0 (r, t)Ω

M,(2)
2,1 (r, t)

]}
,

(2.30a)

Sesp
l=1,y(r, t) ≡

∫ 2π

0

∫ π

0

Sesp
l=1,y(r, θ, φ; t) sin θdθdφ = 0, (2.30b)

22



2.2 Fuerza de retroceso en función del tiempo

Sesp
l=1,z(r, t) ≡

∫ 2π

0

∫ π

0

Sesp
l=1,z(r, θ, φ; t) sin θdθdφ =

(
e2

4πϵ0

)(
3

cγ2β3r2

){
+12Ω

E,(1)
1,1 (r, t)Ω

M,(1)
1,1 (r, t)

−4
(r
c

) [
Ω

E,(2)
2,1 (r, t)Ω

M,(1)
1,1 (r, t) + Ω

E,(1)
1,1 (r, t)Ω

M,(2)
2,1 (r, t)

]
+
(r
c

)2 [
Ω

E,(2)
1,1 (r, t)Ω

M,(2)
1,1 (r, t)+Ω

E,(2)
2,1 (r, t)Ω

M,(2)
2,1 (r, t)

]}
.

(2.30c)

De las Ecs. (2.30) se observan dos resultados importantes: el primero es la eliminación de la componente y
del vector de Poynting resultante, lo cual es de esperar al analizar la simetría de las expresiones del vector de
Poynting respecto al plano y = 0 que corta a la NP transversalmente y contiene la trayectoria del electrón
(ver apéndice B); el segundo resultado importante es la simetría entre las componentes no nulas del vector de
Poynting resultante (tanto interno como esparcido), presentando sólo un cambio de signo en tres términos, que
se marcan en color verde, así como el remplazo del orden m1 = 0 en las funciones espectrales auxiliares presentes
en la componente x, por m1 = 1 en las presentes para la componente z.
Si los campos EM de la Ec. (2.11) decaen como 1/r y se considera un volumen esférico de integración V en la Ec.
(2.12), entonces el vector de Poynting decae como 1/r2, y por tanto pem ̸= 0 en el límite r →∞. A la región
del espacio donde los campos EM decaen espacialmente como 1/r se le conoce como zona de radiación [29],
definiendo así el momento EM radiado prad

em como el momento dado por la Ec. (2.12) en la zona de radiación.
Considerando la interacción de un electrón rápido con una NP esférica, si se calcula el momento EM radiado
asociado al campo EM esparcido y resulta que prad

em ̸= 0, entonces se tendría que el campo inducido por la NP
pierde momento que atraviesa la superficie ∂V. Por conservación de momento, la NP reacciona a este proceso de
manera mecánica con un momento pmec = −prad

em , experimentando una fuerza llamada fuerza de retroceso [24]:

Fret(t) =

∮
∂V

←→
T lej(r; t) · da = −

(
ϱ2

c

)
Slej(tϱ), (2.31)

donde
←→
T lej(r; t) es tensor de esfuerzos de Maxwell calculado con las expresiones del campo EM lejano asociado

y Slej(tϱ) es el vector de Poynting resultante asociado al campo EM lejano evaluado en el tiempo de retardo
tϱ = t− ϱ/c. Al realizar la aproximación de campo lejano al campo EM esparcido, los nueve tipos de funciones
espectrales auxiliares presentes en las Ecs. (2.30) se simplifican a sólo tres:
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obteniendo que la fuerza de retroceso que experimenta la NP debida al campo EM que esparce es

Fuerza de retroceso en la aproximación dipolar

Fret
l=1(t) = −

(
ϱ2

c

)
Sesp,lej
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]
, (2.33)

donde e es la carga del electrón, ϵ0 la permitividad del vacío, c la rapidez de la luz, γ el factor de Lorentz y β la
rapidez relativa del electrón respecto a la de la luz. Explícitamente, las componentes de la fuerza de retroceso
longitudinal y transversal, referentes a la dirección del movimiento del electrón, están dadas como

F ret
l=1,⊥(t) =

(
e2

4πϵ0

)(
6

c2γ3β3

)
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1 (ϱ, t)ΩE
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F ret
l=1,∥(t) = −
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4πϵ0

)(
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c2γ2β3

)
ΩM

1 (ϱ, t)ΩE
1 (ϱ, t). (2.35)

23
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De la definición de las funciones espectrales auxiliares simplificadas, Ecs. (2.32), presentes en la Ec. (2.33), se
observa que la fuerza de retroceso se debe a la interacción entre el dipolo eléctrico y el dipolo magnético. De
modo que si se ignora la presencia de alguno de los dos, es decir, tE1 = 0 o tM1 = 0, la fuerza de retroceso que
experimenta la NP es cero. Tal es el caso de la aproximación de partícula pequeña, donde tE1 ∼ x3 y tM1 ∼ 0,
resultando la función ΩM

1 ∼ 0, lo que implica que la fuerza de retroceso es cero, reproduciendo el resultado
obtenido previamente en la referencia [23].
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Capítulo 3

Resultados para la fuerza de retroceso en la
aproximación dipolar

Para calcular la fuerza de retroceso que experimenta una nanopartícula (NP) al interactuar con un
electrón rápido debida al campo electromagnético (EM) que esparce la NP, se requiere que las expresiones del
campo eléctrico Eesp y del campo Hesp sean funciones del tiempo, por definición del vector de Poynting [29], Ecs.
(2.1). Las expresiones analíticas correspondientes a la contribución dipolar del campo EM esparcido, Ecs. (1.38)
y (1.39), están dadas en función de la frecuencia angular, por lo que es necesario realizar una transformada de
Fourier inversa (IFT por sus siglas en inglés Inverse Fourier Transform). Al calcular la IFT del campo EM
esparcido se obtienen integrales que no tienen solución analítica pero que se pueden calcular numéricamente
por medio de la transformada discreta de Fourier (DFT por sus siglas en inglés Discrete Fourier Transform),
haciendo uso del algoritmo llamado transformada rápida de Fourier o FFT por sus siglas en inglés Fast Fourier
Transform (ver apéndice C). Para verificar la fiabilidad de los datos que se obtienen del cálculo de la transformada
discreta de Fourier inversa (IDFT por sus siglas en inglés Inverse Discrete Fourier Transform) del campo EM
esparcido en la aproximación dipolar, se hacen dos comparaciones: los datos obtenidos del cálculo de la DFT del
campo EM esparcido en la aproximación de partícula pequeña con la solución analítica en el dominio espectral,
y los datos obtenidos del cálculo de la IDFT del campo EM esparcido en la aproximación dipolar eléctrica con la
solución analítica en el dominio temporal.

3.1. Campo electromagnético esparcido: Aproximación dipolar eléc-
trica y de partícula pequeña

Una aproximación de interés en el cálculo del campo EM esparcido en el dominio espectral es considerar
una partícula pequeña (x = ka≪ 1), donde x es el parámetro de tamaño que se define en términos del número
de onda k y el radio de la NP a. En este caso, la principal contribución al campo EM esparcido está dada por el
término dipolar correspondiente al término dado por l = 1 de la expansión multipolar, Ecs. (1.32). Realizando
una expansión en serie de Taylor para los coeficientes tE1 y tM1 dados por las Ecs. (1.37) [28], se obtiene
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tE1 =
2x3
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(N2 + 2)2
+O(x6), (3.1a)

tM1 =
x5

45
(N2 − 1) +O(x7), (3.1b)

donde N es el índice de refracción relativo de la partícula respecto al de la matriz en la que está inmersa (al
tratarse del vacío, N coincide con el índice de refracción del material del que está hecha la NP). Considerando
hasta el orden cúbico en el parámetro de tamaño en las Ecs. (3.1) y sustituyendo las aproximaciones obtenidas
para tE1 y tM1 en las Ecs. (1.38), las componentes esféricas del campo eléctrico esparcido se aproximan como
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mientras que las componentes esféricas del campo H esparcido dadas por las Ecs. (1.39) se aproximan a
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l=1,r (r;ω) = 0, (3.2d)
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Por otra parte, se conocen expresiones del campo EM en el dominio temporal para la aproximación dipolar
eléctrica, en la que se considera el campo EM que se induce en la NP (debido al campo EM externo producido
por el electrón) como el que produce un dipolo eléctrico puntual en el origen. Las expresiones de los campos EM
inducidos en base esférica están dados por [35]:
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p (r; t) =
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p (r; t) = − 1

4πr2
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[
ṗ(tr) +

r

c
p̈(tr)

]
, (3.3b)

donde tr = t− r/c es el tiempo retardado. Para calcular el momento dipolar eléctrico p(t), la primera derivada
temporal ṗ(t) y la segunda derivada temporal p̈(t), que aparecen en las Ecs. (3.3), se parte de la relación [23]

p(t) = ϵ0

∫ ∞

0

αs(τ)E
ext
0 (t− τ)dτ, (3.4)

donde Eext
0 (τ) es el campo eléctrico externo que se evalúa en el origen y α(τ) es la transformada de Fourier

inversa de la polarizabilidad eléctrica α̃(ω). Considerando el modelo de Drude para la función dieléctrica de la
NP (ver apéndice D), la polarizabilidad está dada por [23]

αs(τ) = 4πa3Θ(τ)
ω2

s

Ωs
exp

(
−τΓ

2

)
sin(Ωsτ), (3.5)

donde ωs = ωp/
√
3 corresponde a la frecuencia del modo de resonancia del plasmón de superficie de superficie de la

esfera en términos de la frecuencia de plasma ωp. Ωs = ωs
√
1− (Γ/2ωs)2 con Γ el parámetro de amortiguamiento
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[37]. Como Eext
0 (t) es el campo EM externo, campo EM producido por un electrón que se mueve con rapidez βc

y se evalúa en el centro de la NP, se sustituye r0 = (0, 0, 0) en la Ec. (1.7a) resultando
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4πϵ0

bêx + βctêz
[b2 + (γβct)2]3/2

. (3.6)

Sustituyendo las Ecs. (3.5) y (3.6) en la Ec. (3.4), se obtiene una integral que se puede calcular numéricamente,
donde resulta conveniente definir la función
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Realizando el cambio de variable ξ = (c/b)τ en la Ec. (3.7) y definiendo p0 = ea(a/b)2, las componentes del
momento dipolar dado por la Ec. (3.4) en términos de la función esc(ξ, t) están dadas por
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Por último, para el cálculo del campo EM esparcido por la NP bajo la aproximación dipolar eléctrica dado por
las Ecs. (3.3) se requieren las primeras dos derivadas temporales del momento dipolar eléctrico. Derivando las
Ecs. (3.8) en términos de la función esc(ξ, t), se obtienen
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La Fig. 3.1 muestra la comparación de los datos que se obtienen al calcular la DFT de las componentes cartesianas
del campo EM esparcido por una NP esférica mediante las Ecs. (3.3), que representan la aproximación dipolar
eléctrica, con las expresiones analíticas del campo EM esparcido en la aproximación de partícula pequeña, Ecs.
(3.2). En ambos casos se considera que la NP está hecha de aluminio imitado por el modelo de Drude con
parámetros ℏωp = 13.144 eV y ℏΓ = 0.197 eV [37, 38]. El buen acuerdo que se obtiene entre los datos obtenidos
por medio de la DFT del campo EM esparcido en la aproximación de dipolar eléctrica y su expresión analítica,
permite ganar confianza en el algoritmo FFT.

27



Capítulo 3. Resultados para la fuerza de retroceso en la aproximación dipolar

(a) (b)

Fig. 3.1: Comparación del módulo de las componentes cartesianas del (a) campo eléctrico y (b) campo H esparcidos por una
NP hecha de aluminio [37, 38], de radio a = 1 nm, al interactuar con un electrón con velocidad β = 0.5c y parámetro de impacto
b = 12 nm, en el dominio espectral. Las curvas continuas corresponden a las soluciones analíticas dadas por la aproximación de
partícula pequeña mientras que los puntos son datos que se obtienen por medio del cálculo de la DFT de la aproximación
dipolar eléctrica. Ambos campos se evalúan en el punto r1 = (0,−5, 1) nm, elegido arbitrariamente. Para el cálculo numérico se
considera como límite superior del intervalo de integración en el tiempo tN = 60 fs, dividiéndolo homogéneamente en N = 212

datos.

En la Fig. 3.2 se muestra la comparación de los datos que se obtienen al calcular la IDFT de las componentes
cartesianas del campo EM esparcido por una NP en la aproximación de partícula pequeña, Ecs. (3.2), con las
expresiones analíticas del campo EM esparcido en la aproximación dipolar eléctrica, Ecs. (3.3). Al igual que
en el caso anterior, se considera que la NP está hecha de aluminio caracterizando la función dieléctrica con el
modelo de Drude [37, 38].

(a) (b)

Fig. 3.2: Comparación de las componentes cartesianas del (a) campo eléctrico y (b) campo H esparcidos por una NP hecha
de aluminio [37, 38], de radio a = 1 nm, al interactuar con un electrón con velocidad β = 0.5c y parámetro de impacto b = 12
nm, en el dominio temporal. Las curvas continuas corresponden a las soluciones analíticas dadas por la aproximación dipolar
eléctrica mientras que los puntos son datos que se obtienen por medio del cálculo de la IDFT de la aproximación de partícula
pequeña. Ambos campos se evalúan en el punto r1 = (0,−5, 1) nm, elegido arbitrariamente. Para el cálculo numérico se utilizó
como límite superior del intervalo de integración en el tiempo tN = 30 fs, dividiéndolo homogéneamente en N = 212 datos.

En ambas figuras, Figs. 3.1 y 3.2, se observa que los datos numéricos obtenidos mediante el método de la
transformada discreta de Fourier reproducen satisfactoriamente las soluciones analíticas correspondientes en el
dominio opuesto. Aunque el acuerdo no es perfecto, existiendo diferencias entre el valor calculado analíticamente
y por medio de la transformada discreta de Fourier, las diferencias se encuentran en la cuarta cifra decimal (ver
apéndice C). Por tanto, se concluye que es posible utilizar el algoritmo FFT para calcular la IDFT de los campos
EM esparcidos por la NP, que se obtienen en el dominio espectral, sin necesidad de realizar aproximaciones
adicionales.
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3.2 Fuerza de retroceso

3.2. Fuerza de retroceso

A partir de las Ecs. (1.40) y (1.41), que describen el término dipolar del campo EM esparcido por la
NP en el dominio temporal, se puede calcular el vector de Poynting resultante utilizando la Ec. (2.28), lo que
permite obtener una expresión analítica para la fuerza de retroceso experimentada por la NP, la cual se puede
expresar en términos de tres transformadas de Fourier inversas, de acuerdo a la Ec. (2.33):
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donde las funciones espectrales auxiliares simplificadas Ω
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Observando que las Ecs. (2.32) son de la forma [36]
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1

2π

∫ ∞

−∞
f̃(ω) exp[−iω(t− t0)]dω, (3.13)

donde, en el caso de las funciones espectrales auxiliares simplificadas,
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se obtienen dos resultados: las funciones espectrales auxiliares simplificadas corresponden a la transformada de
Fourier inversa del producto dado por la Ec. (3.14a) y a su vez están trasladadas un factor r/c, es decir

Ω
{E,M}
{0,1} (r, t) = Ω

{E,M}
{0,1}

(
t− r

c

)
. (3.15)

Así, las funciones espectrales auxiliares simplificadas representan ondas viajeras no dispersivas. Esto implica que,
a medida que la onda se desplaza en la dirección en la que la variable r aumenta, la distribución de amplitud y
la fase de la función de onda asociada no cambian. Dado que la suma y el producto de dos funciones de onda no
dispersivas es una función de onda no dispersiva [30], se puede concluir que la fuerza de retroceso dada por la Ec.
(2.33) es una onda no dispersiva que viaja en la dirección êr con rapidez c. En consecuencia, la interpretación
física de la funciones exponenciales exp(iωϱ/c) implícitas en la Ec. (2.33) corresponde a tomar en cuenta el
tiempo ϱ/c que tarda en llegar la información de la fuerza de retroceso como paquete de onda o pulso [30] a
la superficie esférica de integración de radio ϱ que se considera al calcular del vector de Poynting resultante
mediante la Ec. (2.28).
Para analizar el comportamiento de la fuerza de retroceso, es relevante considerar el caso límite que se ha
reportado previamente [23], en el que se encontró que, al considerar una partícula pequeña, la distribución del
vector de Poynting asociado al campo EM esparcido presenta una simetría esférica. Al calcular la integral de
superficie del vector de Poynting asociado al campo EM esparcido en la aproximación de partícula pequeña
sobre cualquier superficie concéntrica a la NP, la fuerza de retroceso es nula. Esto sugiere que si el tamaño de la
NP es comparable con la longitud de onda, el vector de Poynting pierde la simetría esférica, lo que resulta en
la manifestación de una fuerza de retroceso. Por tanto, es de particular interés examinar el comportamiento
de la fuerza de retroceso que experimenta una NP pequeña cuando su radio es del mismo orden de magnitud
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que el parámetro de impacto (b ∼ a ∼ 1 nm), donde se espera que la fuerza de retroceso sea igual a cero. En
contraste, cuando b ∼ a≫ 1 nm se espera que la fuerza de retroceso sea distinta de cero debido al tamaño de la
NP. Finalmente, cuando b≫ a≫ 1 nm, se espera que el comportamiento de la fuerza de retroceso sea similar al
que se obtiene en el primer caso, dado que la partícula resulta muy pequeña por la comparación de su radio con
el parámetro de impacto.
Para analizar los tres casos de interés, los valores particulares que se emplean en el presente trabajo son: (i)
a = 1 nm y b = 3 nm, (ii) a = 10 nm y b = 12 nm y finalmente (iii) a = 10 nm y b = 30 nm. En lo siguiente se
denotará a la configuración obtenida por el par de parámetros a y b como arreglo {a, b}.
Con el objetivo de estudiar la fuerza de retroceso en distintos materiales, se muestran los resultados del
cálculo correspondiente para cada arreglo {a, b}, considerando NP hechas de cuatro materiales distintos. Las
funciones dieléctricas respectivas a cada material se modelan mediante ajustes numéricos que se basan en datos
experimentales previamente reportados. Como ejemplo de materiales con respuesta metálica se consideran
aluminio, oro y bismuto, mientras que el carburo de silicio se emplea como ejemplo de un material dieléctrico
(las funciones dieléctricas se encuentran en el apéndice D).

3.2.1. Nanopartícula de aluminio

En la Fig. 3.3 se presenta el comportamiento de las componentes transversal (curvas continuas) y
longitudinal (curvas punteadas) de la fuerza de retroceso en función del tiempo que experimenta una NP de
aluminio modelando su función dieléctrica con el modelo de Drude [37, 38] (ℏωp = 13.144 eV, ℏΓ = 0.197 eV)
para tres arreglos {a, b} y cuatro valores de la velocidad relativa β del electrón. En general, se aprecia que
todas las curvas representan pulsos que tienden a centrarse en t = ϱ/c conforme β → 1, en donde se ha elegido
el valor ϱ = 150 nm para la esfera de integración del vector de Poynting. La componente transversal de la
fuerza de retroceso presenta valores tanto positivos como negativos de magnitud similar, lo que físicamente se
interpreta como una fuerza oscilante en la dirección êx, siendo en igual medida atractiva para algunos tiempos
(referente al punto donde la trayectoria del electrón interseca al eje x) como repulsiva para otros tiempos. Por el
contrario, aunque la componente longitudinal de la fuerza de retroceso adquiere valores positivos, su amplitud es
principalmente negativa. Físicamente representa una fuerza oscilante en la dirección êz, paralela a la trayectoria
del electrón, pero predominantemente en dirección opuesta a la que se mueve la carga.
Una primera impresión que podría causar la Fig. 3.3 debido a los órdenes de magnitud de las componentes de la
fuerza de retroceso es que la magnitud de la componente longitudinal es siempre mayor que la magnitud de la
componente transversal, pero esto no siempre es así. Por tanto, es importante analizar cada arreglo e identificar
para qué valores de β la componente transversal es mayor que la longitudinal.
Para el arreglo {1, 3}, la Fig. 3.3(a) muestra que la amplitud de componente transversal de la fuerza de retroceso
crece de manera significativa, aumentando progresivamente el orden de magnitud, cuando la rapidez relativa β
crece, siendo el máximo orden de magnitud de 10−19 N cuando β = 0.99. La Fig. 3.3(b) muestra que la amplitud
de la componente longitudinal de la fuerza de retroceso tiene un comportamiento similar al de la componente
transversal a medida que β → 1. Sin embargo, el orden de magnitud máximo que adquiere la componente
longitudinal de la fuerza de retroceso es 10−17 N cuando β = 0.99. En general, se observa que la componente
longitudinal de la fuerza de retroceso es al menos un orden de magnitud mayor que la componente transversal
para los cuatro valores de β mostrados. Sólo cuando β = 0.25, la amplitud de la componente transversal de la
fuerza de retroceso es mayor que la amplitud la componente longitudinal en el intervalo (0.52, 0.56) fs.
Para el arreglo {10, 12}, se observa en la Fig. 3.3(c) que la componente transversal de la fuerza de retroceso
presenta el mismo orden de magnitud, 10−16 N para valores de β entre 0.5 y 0.99, siendo la amplitud máxima
cuando β = 0.75. Por otra parte, la Fig. 3.3(d) muestra que la amplitud de la componente longitudinal de la
fuerza de retroceso aumenta el orden de magnitud de manera progresiva cuando β → 1, siendo la amplitud
máxima cuando β = 0.99 con orden de magnitud 10−14 N. A diferencia el arreglo {1, 3}, en el arreglo {10, 12} la
amplitud de la componente longitudinal de la fuerza de retroceso es al menos un orden de magnitud mayor que
la componente transversal para los valores β = 0.75 y β = 0.99. Cuando β = 0.25 y β = 0.50 ambas componentes
tienen el mismo orden de magnitud y en particular, la amplitud de la componente transversal de la fuerza de
retroceso es mayor que la amplitud de componente longitudinal para los intervalos de tiempo (0.46, 0.56) fs y
(0.51, 0.57) fs, respectivamente.
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Fig. 3.3: Componentes (a), (c), (e) transversal (curvas continuas) y (b), (d), (f) longitudinal (curvas punteadas) de la
fuerza de retroceso en función del tiempo que experimenta una nanopartícula de aluminio modelando su función dieléctrica
con el modelo de Drude [37, 38] con radio a y parámetro de impacto b: (a), (b) a = 1 nm y b = 3 nm, (c), (d) a = 10 nm y
b = 12 nm, (e), (f) a = 10 nm y b = 30 nm, respectivamente, para valores de la rapidez relativa del electrón β = 0.25 (verde),
β = 0.50 (amarillo), β = 0.75 (azul) y β = 0.99 (rojo). Para el cálculo se consideró una superficie de integración esférica de
radio ϱ = 150 nm.

Para el arreglo {10, 30}, en la Fig. 3.3(e) se muestra un comportamiento similar al mostrado para el arreglo
{1, 3}, aumentando progresivamente el orden de magnitud de la componente transversal cuando β → 1, siendo el
orden de magnitud máximo 10−17 cuando β = 0.99. La Fig. 3.3(f) muestra que la amplitud de la componente
longitudinal de la fuerza de retroceso decrece significativamente si β → 0, resultando el máximo orden de
magnitud 10−16 N cuando β = 0.99. En el arreglo {10, 30}, la componente longitudinal de la fuerza de retroceso
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sólo es un orden de magnitud mayor que la componente transversal cuando β = 0.99. Para β ≤ 0.75 ambas
componentes tienen los mismos órdenes de magnitud, respectivamente. En particular, para los valores de β = 0.50
y β = 0.75 la amplitud de la componente transversal de la fuerza de retroceso es mayor que la de la componente
longitudinal durante los intervalos de tiempo (0.46, 0.56) fs y (0.51, 0.56) fs, respectivamente. En el caso de
β = 0.25, la amplitud de la componente transversal de la fuerza de retroceso es mayor que la de la componente
longitudinal para dos intervalos: (0.30, 0.49) fs y (0.69, 0.85) fs.
Del análisis de las gráficas presentadas en la Fig. 3.3 se desprenden dos casos generales: (i) cuando la componente
longitudinal de la fuerza de retroceso es mayor que la componente transversal para todo tiempo t, superando
incluso su amplitud en uno o dos órdenes de magnitud, o bien (ii) cuando la componente transversal de la
fuerza de retroceso es mayor pero del mismo orden de magnitud que la componente longitudinal y sólo para
un intervalo tiempo (dos en el caso del arreglo {10, 30} cuando β = 0.25). Se puede visualizar la interpretación
física de los casos que se mencionan, combinando las componentes transversal y longitudinal de un arreglo para
una β dada, obteniendo una representación cuadro a cuadro en el tiempo del vector que indica la dirección y
magnitud de la fuerza de retroceso.
Para mostrar el comportamiento temporal de la fuerza de retroceso en el caso F ret

l=1,∥ > F ret
l=1,⊥, en la Fig. 3.4 se

presentan tres instantes indicados en las Figs. 3.3(c-d) con las etiquetas A, B y C, correspondientes al arreglo
{10, 12} cuando β = 0.99. Es importante tener en cuenta que la representación cuadro a cuadro generada de la
combinación de las gráficas 3.3(c-d) depende del radio ϱ en el sentido de considerar que la información del campo
lejano, y por ende la del vector de Poynting asociado, tarda ϱ/c en llegar a la superficie esférica de integración.
Por ello, los pulsos que se presentan en las Figs. 3.3(c-d) se atrasan −ϱ/c en el tiempo para presentar el vector
asociado a la fuerza de retroceso en los instantes que se muestran en la Fig. 3.4 a la par del movimiento del
electrón. Por ejemplo, el instante A indicado en las Figs. 3.3(c-d) corresponde al tiempo t = 488.90 as, de
manera que al considerar un radio de integración ϱ = 150 nm, el instante recorrido es tϱ = t− ϱ/c = 11.44 as tal
como se indica en la Fig. 3.4(a).

(a) (b) (c)

A B C

Fig. 3.4: Representación de la fuerza de retroceso (flecha roja) en el tiempo (recorrida −ϱ/c, normalizada y reescalada con el
parámetro de impacto) que experimenta una NP de aluminio de radio a = 10 nm (círculo gris) mientras un electrón viaja con
velocidad v = 0.99c êz y parámetro de impacto b = 12 nm para los instantes A, B y C, que se muestran en la Fig. 3.3(c-d):
(a) t = −11.44 as, (b) t = 0 as y (c) t = 11.44 as, respectivamente.

Los instantes que se muestran en la Fig. 3.4 permiten ilustrar que la componente longitudinal de la fuerza de
retroceso que experimenta la NP hecha de aluminio en el arreglo {10, 12}, durante ∼ 22.88 as, es significativamente
mayor, aproximadamente 100 veces, que la componente transversal. Más aún, la dirección predominante −êz
de la fuerza de retroceso indica que el vector de Poynting resultante tiene dirección êz, de manera que la NP
radía en la misma dirección. La Fig. 3.4 ejemplifica el comportamiento común de la fuerza de retroceso que
sucede en mitad de los casos que se ilustran en la Fig. 3.3: para el arreglo {1, 3} cuando β

∫
{0.50, 0.75, 0.99},

para el arreglo {10, 12} cuando β ∈ {0.75, 0.99} y para el arreglo {10, 30} cuando β = 0.99. En tales casos, el
comportamiento de la fuerza de retroceso que experimenta la NP de aluminio es prácticamente longitudinal y en
dirección −êz debido a la diferencia de un orden de magnitud (o dos) entre la componente longitudinal de la
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fuerza de retroceso y la componente transversal. La duración de fuerza de retroceso que experimenta la NP en el
caso que F ret

l=1,∥ > F ret
l=1,⊥ varía entre 200 as y 15 as, que corresponden a los casos límite: el pulso más largo en el

arreglo {10, 12} cuando β = 0.75 y al pulso más corto en el arreglo {1, 3} cuando β = 0.99, respectivamente.
La Fig. 3.5 ilustra tres instantes indicados en las Figs. 3.3(e-f) con las etiquetas D, E y F, dentro de un rango
de 140.40 as representativos de los ∼ 700 as que dura la fuerza de retroceso que experimenta la NP de aluminio
en el arreglo {10, 30} cuando β = 0.50. Al igual que en la Fig. 3.4, la representación vectorial de la fuerza de
retroceso mostrada en la Fig. 3.5 considera un corrimiento −ϱ/c en su dependencia temporal para ilustrarla a la
par del movimiento del electrón. Se observa en la Fig. 3.5(a) el instante t = 0 cuando la componente transversal
de la fuerza de retroceso es mayor que la componente longitudinal, siendo de naturaleza atractiva. La Fig. 3.5(b)
muestra un instante t = 76.29 as cuando las componentes de la fuerza de retroceso son similares en amplitud.
Finalmente, la Fig. 3.5(c) muestra un instante t = 140.40 as donde la fuerza de retroceso es predominantemente
longitudinal. Estos resultados muestran que no hay una dirección preferente del vector de Poynting resultante,
radiando unos instantes en dirección êx y en otros en dirección êz. En el caso específico del arreglo {10, 30}, se
puede concluir que el carácter atractivo de la componente transversal de la fuerza de retroceso es el predominante,
así como la componente longitudinal tiende a la dirección opuesta del movimiento del electrón.

(a) (b) (c)

D E F

Fig. 3.5: Representación de la fuerza de retroceso (flecha amarilla) en el tiempo (recorrida −ϱ/c, normalizada y reescalada
con el parámetro de impacto) que experimenta una NP de aluminio de radio a = 10 nm (círculo gris) mientras un electrón
viaja con velocidad v = 0.50c êz y parámetro de impacto b = 30 nm para los instantes E, D y F, que se muestran en la Fig.
3.3(c-d): (a) t = 0 as, (b) t = 76.29 as y (c) t = 140.40 as, respectivamente.

La Fig. 3.5 ejemplifica el caso cuando F ret
l=1,∥ ≲ F ret

l=1,⊥ sólo para un intervalo de tiempo, presente en la mitad de
las situaciones mostradas en la Fig. 3.3: para el arreglo {1, 3} cuando β = 0.25, para el arreglo {10, 12} cuando
β ∈ {0.25, 0.50} y para el arreglo {10, 30} cuando β ∈ {0.25, 0.50, 0.75}. En tales casos, la fuerza de retroceso
que experimenta la NP tiene una dirección tanto longitudinal como transversal, es decir, la NP puede ser atraída
y repelida por el electrón (referente al punto donde la trayectoria del electrón interseca al eje x) en la misma
magnitud que experimenta una fuerza de retroceso paralela al movimiento del electrón.
Al comparar los órdenes de magnitud de la fuerza de retroceso entre los arreglos estudiados, se observan tres
resultados de interés. (i) Para el arreglo {1, 3} las componentes de la fuerza de retroceso transversal y longitudinal
tienen órdenes de magnitud máximos de 10−18 N y 10−17 N, respectivamente, mientras que para el arreglo
{10, 12} las componentes de la fuerza de retroceso transversal y longitudinal tienen como órdenes de magnitud
máximos 10−16 N y 10−14 N, respectivamente. Se observa que las componentes transversal y longitudinal de
fuerza de retroceso disminuyen en dos y tres órdenes de magnitud, respectivamente, al considerar una NP de radio
a = 1 nm en lugar de una NP de radio a = 10 nm, manteniendo la relación entre el parámetro de impacto y el
radio de la NP de b− a = 2 nm. De lo anterior se puede concluir que la fuerza de retroceso es prácticamente nula
al considerar una partícula pequeña en comparación con la calculada en una NP de tamaño significativo a≫ 1
nm, a pesar de que el parámetro de impacto sea del mismo orden de magnitud que el radio de la NP. (ii) Las
componentes de la fuerza de retroceso en el arreglo {10, 30} presentan órdenes de magnitud máximos de 10−17 N
y 10−16 N, respectivamente. De modo que, guardando la proporción 1 : 3 entre el radio de la NP y el parámetro
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de impacto como en el arreglo {1, 3}, para el arreglo {10, 30} la fuerza de retroceso decrece en uno y dos órdenes
de magnitud, respectivamente, al aumentar el parámetro de impacto de b = 12 nm a b = 30 nm, sugiriendo que si
bien la NP tiene un tamaño significativo, el hecho de que el parámetro de impacto sea mucho mayor que el radio
de la NP implica que la fuerza de retroceso disminuya, como si se considerara una NP pequeña. (iii) Finalmente,
la fuerza de retroceso calculada para los tres arreglos presentan un comportamiento en común. La componente
transversal es mayor pero del mismo orden que la componente longitudinal principalmente cuando el electrón
viaja con rapideces relativas β ≲ 0.5 y es a su vez cuando la fuerza de retroceso alcanza órdenes de magnitud
mínimos: 10−21 N para el arreglo {1, 3}, 10−17 N para el arreglo {10, 12} y 10−20 N para el arreglo {10, 30}.

3.2.2. Nanopartícula de oro

Para el caso de una NP de oro, las componentes transversales y longitudinales de la fuerza de retroceso
para los arreglos {1, 3}, {10, 12} y {10, 30} se muestran en la Fig. 3.6, donde se ha usado una función dieléctrica
experimental, ajustando los datos con un modelo de Drude más ocho lorentzianas [39]. Al igual que para el
caso de la NP de aluminio, las curvas representan la fuerza de retroceso como pulsos que tienden a centrarse en
t = ϱ/c a medida que β → 1. Para los tres arreglos, como en el aluminio, las curvas representan físicamente una
fuerza de retroceso donde la componente en dirección êx varía en el tiempo entre un carácter atractivo (referente
al punto de la trayectoria del electrón que interseca al eje x) y un carácter repulsivo, mientras que la componente
paralela a la trayectoria del electrón tiene predominantemente la dirección −êz, es decir, la dirección tiende a ser
opuesta a la del movimiento del electrón.
Para el arreglo {1, 3}, la Fig 3.6(a) muestra que la componente transversal de la fuerza de retroceso aumenta
su orden de magnitud progresivamente cuando β → 1. El orden de magnitud máximo para la componente
transversal es 10−17 N cuando β = 0.99. En la Fig. 3.6(b) se observa que la componente longitudinal de la fuerza
de retroceso tiene el mismo comportamiento que la componente transversal pero con un orden de magnitud
máximo 10−16 N cuando β = 0.99. A diferencia del caso de la NP de aluminio, en el arreglo {1, 3}, la componente
longitudinal de fuerza de retroceso que experimenta la NP de oro es un orden de magnitud mayor que la
componente transversal para todo instante t sólo en dos casos, cuando β ∈ {0.75, 0.99}. Cuando β = 0.25 y
β = 0.50, ambas componentes tienen el mismo orden de magnitud y en particular, la amplitud de la componente
transversal de la fuerza de retroceso es mayor que la de la componente longitudinal para los intervalos de tiempo
(0.49, 0.51) fs y (0.50, 0.51) fs, respectivamente.
Para el arreglo {10, 12}, la Fig. 3.6(c) muestra que la componente transversal de la fuerza de retroceso tiene el
mismo orden de magnitud 10−14 N para β = 0.75 y β = 0.99, el cual decrece cuando β → 0. En comparación,
en la Fig. 3.6(d) se observa que la componente longitudinal de la fuerza de retroceso tiene los mismos órdenes
de magnitud que la componente transversal cuando β ∈ {0.25, 0.50, 0.75}, mientras que para β = 0.99 el orden
de magnitud aumenta hasta 10−13 N. Los intervalos de tiempo para los cuales la amplitud de la componente
transversal es mayor que la de la longitudinal son (0.42, 0.52) fs, (0.47, 0.51) fs y (0.49, 0.51) fs para β = 0.25,
β = 0.50 y β = 0.75, respectivamente. Sólo cuando β = 0.99, la amplitud de la componente longitudinal es mayor
que la amplitud de la componente transversal para todo instante t.
El caso del arreglo {10, 30}, mostrado en las Fig. 3.6(e-f), es similar al del arreglo {10, 12}. Para β ∈
{0.25, 0.50, 0.75} el orden de magnitud de la componente transversal de la fuerza de retroceso coincide con
el de la componente longitudinal, siendo mayor la amplitud de la componente transversal para los intervalos
(0.25, 0.46) ∪ (0.68, 0.86) fs, (0.41, 0.50) fs y (0.47, 0.51) fs, respectivamente. Para β = 0.99, la amplitud de la
componente longitudinal es mayor que la amplitud de la componente transversal para todo tiempo t, siendo
los órdenes de magnitud máximos 10−16 N para la componente transversal y 10−15 N para la componente
longitudinal.
Comparando las magnitudes de las componentes de la fuerza de retroceso calculadas para los tres arreglos entre
sí, se observan resultados similares al del caso de una NP de aluminio. En el arreglo {1, 3}, las componentes
transversal y longitudinal de la fuerza de retroceso [Fig. 3.6(a-b)] presentan órdenes de magnitud máximos
de 10−17 N y 10−16 N, respectivamente, mientras que en el arreglo {10, 12} los órdenes de magnitud máximos
para las componentes transversal y longitudinal [Fig. 3.6(c-d)] son 10−14 N y 10−13 N, respectivamente. Ambas
componentes de la fuerza de retroceso difieren en tres órdenes magnitud entre ambos arreglos, de manera que
la fuerza de retroceso es prácticamente nula en el arreglo {1, 3}, tal como en el caso de la aproximación de
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partícula pequeña. En el arreglo {10, 30}, las componentes transversal y longitudinal de la fuerza de retroceso
[Fig. 3.6(e-f)] tienen órdenes máximos de magnitud 10−16 N y 10−15 N, respectivamente, lo que en comparación
con las componentes de la fuerza de retroceso calculadas para el arreglo {10, 12} difieren dos órdenes de magnitud
para ambas componentes, sugiriendo así que la fuerza de retroceso cuando b≫ a considera a la partícula pequeña
por la comparación entre en parámetro de impacto y el radio de la NP.
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Fig. 3.6: Componentes (a), (c), (e) transversal (curvas continuas) y (b), (d), (f) longitudinal (curvas punteadas) de la
fuerza de retroceso en función del tiempo que experimenta una nanopartícula de oro modelando su función dieléctrica con el
modelo de Drude-Lorentz [39] con radio a y parámetro de impacto b: (a), (b) a = 1 nm y b = 3 nm, (c), (d) a = 10 nm y
b = 12 nm, (e), (f) a = 10 nm y b = 30 nm, respectivamente, para valores de la rapidez relativas del electrón β = 0.25 (verde),
β = 0.50 (amarillo), β = 0.75 (azul) y β = 0.99 (rojo). Para el cálculo se considera una superficie de integración esférica de
radio ϱ = 150 nm.
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Para comparar los resultados obtenidos para el oro con los obtenidos para una NP de aluminio, en la Fig. 3.7 se
presentan los instantes indicados en las Figs. 3.6(c-f) de la fuerza de retroceso que experimenta una NP de oro
en los arreglos {10, 12} y {10, 30} cuando β = 0.99 y β = 0.50, respectivamente. Las Figs. 3.7(a-c) ejemplifican
el caso cuando la fuerza de retroceso es predominantemente longitudinal. A diferencia de la NP de aluminio
donde se presentaba en la mitad de los casos, para la NP de oro este caso se presenta principalmente cuando
β ≃ 0.99. Las Figs. 3.7(d-f) representan el caso cuando ambas componentes de la fuerza de retroceso, transversal
y longitudinal, tienen el mismo orden de magnitud. En general, la fuerza de retroceso que experimenta una NP
de oro no tiene una dirección preferente a menos de que la rapidez relativa del electrón se aproxime al límite
relativista (0.75 ≤ β → 1).

(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

A B C

D E F

Fig. 3.7: Representación de la fuerza de retroceso (flechas roja y amarilla) en el tiempo (recorrida −ϱ/c, normalizada y
reescalada con el parámetro de impacto) que experimenta una NP de oro de radio a = 10 nm (círculo dorado) mientras un
electrón viaja con velocidad y parámetro de impacto (a-c) v = 0.99c êz y b = 12 nm, (d-f) v = 0.50c êz y b = 30 nm,
respectivamente. Los instantes A, B y C que se muestran en la Fig. 3.6(c-d) son los tiempos (a) t = −0.61 as, (b) t = −0.0763
as y (c) t = 1.6 as, respectivamente. Los instantes D, E y F que se muestran en la Fig. 3.6(e-f) corresponden a los tiempos (d)
t = −3.05 as, (e) t = 3.97 as y (f) t = 7.32 as, respectivamente

En general, la fuerza de retroceso que experimenta una NP de oro se caracteriza por presentar componentes con
un orden de magnitud mayor en comparación con los obtenidos para una NP de aluminio. Por otra parte, en las
Figs. 3.3(d,f) se muestra que para a = 10 nm (a≫ 1 nm), la componente longitudinal de la fuerza de retroceso
en el caso de una NP de aluminio sólo tiene un mínimo apreciable, mientras que en las Figs. 3.6(d,f) se observa
que la componente longitudinal en el caso de una NP de oro presenta dos mínimos relevantes y comparables
entre sí. Físicamente se interpreta como una fuerza en la dirección −êz con amplitud significativa y semejante,
en dos instantes diferentes.
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3.2 Fuerza de retroceso

3.2.3. Nanopartícula de bismuto

A diferencia del aluminio y el oro, el bismuto puede ser considerado un semimetal [40], compartiendo
propiedades tanto con metales como con dieléctricos, o bien presentando cantidades características con valores
intermedios entre los dados para estas dos clasificaciones (por ejemplo, conductividad térmica y conductividad
eléctrica). En la Fig. 3.8 se presenta el comportamiento de las componentes transversal y longitudinal de la
fuerza de retroceso en función del tiempo que experimenta una NP de bismuto para los arreglos {1, 3}, {10, 12} y
{10, 30}, para cuatro valores diferentes de la rapidez relativa del electrón β y considerando datos experimentales
de la función dieléctrica, ajustada con el modelo de Brendel-Bormann [39, 41].
Una de las características de la fuerza de retroceso calculada para una NP de bismuto es que la componente
transversal de la fuerza de retroceso [Figs. 3.8(a,c,e)] tiene el mismo orden de magnitud que la componente
longitudinal [Figs. 3.8(b,d,f)] en los tres arreglos cuando β ∈ {0.25, 0.50, 0.75}, y sólo es predominante la
componente longitudinal en todo tiempo t cuando β = 0.99.
Otra de las características principales de la fuerza de retroceso en una NP de bismuto se presenta en las Figs.
3.8(c-f), donde al considerar el radio a = 10 nm (a≫ 1 nm), las componentes de la fuerza de retroceso presentan
un carácter oscilatorio con máximos y mínimos en varios instantes, lo que físicamente se interpreta como una
fuerza de retroceso con componentes que oscilan a medida que el tiempo avanza pero con una mayor duración en
comparación con la que experimenta una NP de aluminio o una NP de oro.
Las amplitudes de las componentes de la fuerza de retroceso aumentan al considerar una NP de bismuto (Fig.
3.8) en comparación con las calculadas para una NP de aluminio (Fig. 3.3). Sin embargo, las amplitudes de las
componentes de la fuerza de retroceso al considerar una NP de bismuto no superan a las calculadas para una
NP de oro (Fig. 3.6).
Al considerar una NP de radio a = 10 nm, tanto las componentes longitudinales de la fuerza de retroceso
calculadas para una NP de oro [Figs. 3.6(d,f)], como para una NP de bismuto [Figs. 3.8(d,f)], se caracterizan
por presentar dos mínimos relevantes y comparables entre sí. La diferencia radica en que la amplitud del primer
mínimo es mayor al considerar una NP de oro, mientras que la amplitud del segundo mínimo es mayor cuando
se considera una NP de bismuto.

3.2.4. Nanopartícula de carburo de silicio

El carburo de silicio es un material dieléctrico de alto índice de refracción, siendo la contribución dipolar
magnética más relevante que la dipolar eléctrica, a diferencia de los metales donde predomina la respuesta
eléctrica sobre la magnética. La Fig. 3.9 presenta el comportamiento de la fuerza de retroceso en función del
tiempo que experimenta una NP hecha de carburo de silicio considerando datos experimentales de la función
dieléctrica, ajustada con el modelo de Brendel-Bormann [41, 42], para los arreglos {1, 3}, {10, 12}, {10, 30} y
para cuatro diferentes valores de la rapidez relativa del electrón β.
Al considerar una NP de radio a = 10 nm, la fuerza de retroceso calculada para una NP de carburo de silicio
se caracteriza por presentar un comportamiento semejante al del bismuto, de tal modo que las componentes
transversal [Figs. 3.9(c,e)] y longitudinal [Figs. 3.9(d,f)] coinciden en el orden de magnitud correspondientemente
en cada arreglo cuando β ∈ {0.25, 0.50, 0.75}, siendo los casos donde las componentes de la fuerza de retroceso
son tales que F ret

l=1,∥ ≲ F ret
l=1,⊥. Los casos donde la componente longitudinal predomina, es decir F ret

l=1,∥ > F ret
l=1,⊥,

se presentan cuando β = 0.99 en los tres arreglos y en el arreglo {1, 3} cuando β ≥ 0.50. Al comparar la Fig.
3.8 con la Fig. 3.9 se observa que, en general, las amplitudes de las componentes de la fuerza de retroceso para
una NP de bismuto y para una NP de carburo de silicio son similares, de manera que las amplitudes de las
componentes de la fuerza de retroceso para una NP de carburo de silicio están acotadas inferiormente por las
calculadas para una NP de aluminio y superiormente por las calculadas para una NP de oro. Con estos resultados,
se puede decir que el comportamiento de la fuerza de retroceso que experimenta una NP dieléctrica es semejante
a la que experimenta una semimetálica.
Al comparar entre sí los órdenes de magnitud máximos de las componentes de la fuerza de retroceso que se
obtienen para cada arreglo, se confirman dos resultados para el caso de un dieléctrico, obtenidos previamente
tanto en metales como en el semimetal: (i) la fuerza de retroceso calculada en el arreglo {1, 3} verifica el
resultado que se espera para la aproximación de partícula pequeña, resultando una fuerza prácticamente nula al
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Capítulo 3. Resultados para la fuerza de retroceso en la aproximación dipolar

compararla con la fuerza de retroceso calculada para el arreglo {10, 12} (b ∼ a≫ 1 nm). (ii) Las componentes
de la fuerza de retroceso calculada para el arreglo {10, 30} decrece un orden de magnitud en comparación con
las componentes calculadas para el arreglo {10, 12}, sugiriendo que el hecho de considerar b≫ a≫ 1 nm tiende
al comportamiento de la aproximación de partícula pequeña.

(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)
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1
nm

,b
=

3
nm
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30
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Componente transversal Componente longitudinal

Fig. 3.8: Componentes (a), (c), (e) transversal (curvas continuas) y (b), (d), (f) longitudinal (curvas punteadas) de la
fuerza de retroceso en el tiempo que experimenta una nanopartícula de bismuto modelando su función dieléctrica con el modelo
de Brendel-Bormann [39, 41] con radio a y parámetro de impacto b: (a), (b) a = 1 nm y b = 3 nm, (c), (d) a = 10 nm y
b = 12 nm, (e), (f) a = 10 nm y b = 30 nm, respectivamente, para velocidades relativas del electrón β = 0.25 (verde), β = 0.50
(amarillo), β = 0.75 (azul) y β = 0.99 (rojo). Para el cálculo se considera una superficie de integración esférica de radio ϱ = 150
nm.
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Fig. 3.9: Componentes (a), (c), (e) transversal (curvas continuas) y (b), (d), (f) longitudinal (curvas punteadas) de la
fuerza de retroceso en el tiempo que experimenta una nanopartícula de carburo de silicio modelando su función dieléctrica con
el modelo de Brendel-Bormann [41, 42] con radio a y parámetro de impacto b: (a), (b) a = 1 nm y b = 3 nm, (c), (d) a = 10
nm y b = 12 nm, (e), (f) a = 10 nm y b = 30 nm, respectivamente, para velocidades relativas del electrón β = 0.25 (verde),
β = 0.50 (amarillo), β = 0.75 (azul) y β = 0.99 (rojo). Para el cálculo se considera una superficie de integración esférica de
radio ϱ = 150 nm.

Del análisis de las componentes de la fuerza de retroceso para NP hechas de cuatro diferentes materiales —dos
metales, un semimetal y un dieléctrico de alto índice de refracción— se puede concluir en general que la fuerza
de retroceso se presenta en NP de radio a≫ 1 nm. Las amplitudes de las componentes de la fuerza de retroceso
son comparables entre sí dependiendo de la velocidad relativa del electrón β: (i) F ret

l=1,∥ ≲ F ret
l=1,⊥ si β ≤ 0.75, o

bien (ii) F ret
l=1,∥ > F ret

l=1,⊥ si β ≃ 0.99. En cuestión de materiales, la respuesta mecánica al momento radiado por
el campo EM esparcido por la NP se deberá principalmente a la asimetría en el tiempo del patrón radiación
dado por el vector de Poynting asociado al campo EM esparcido en campo lejano.
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Capítulo 4

Conclusiones y trabajo a futuro

4.1. Conclusiones

Desde el enfoque de la electrodinámica clásica, en este trabajo se estudió la fuerza de retroceso, dada
en términos del vector de Poynting resultante, que experimenta una nanopartícula de radio a debida al campo
electromagnético radiado e inducido por el campo electromagnético de un electrón que viaja una velocidad
constante v = βc êz, que pasa a una distancia b del centro de la nanopartícula. Los cálculos se realizaron
considerando tres diferentes combinaciones de radio a y parámetro impacto b (denominadas arreglos {a, b}) y
diferentes materiales del que está hecha la nanopartícula: metales como el aluminio y el oro, semimetales como
bismuto y dieléctricos de alto índice de refracción como el carburo de silicio. Las conclusiones que se desprenden
del trabajo son las siguientes:

La fuerza de retroceso es un pulso que considera el tiempo de retardo ϱ/c que tarda en llegar la información
a la superficie de integración esférica de radio ϱ donde se calcula el vector de Poynting resultante. De este
modo, la fuerza de retroceso se debe a la asimetría del patrón de radiación asociado al vector de Poynting
sobre la superficie de integración.

En la aproximación dipolar, la fuerza de retroceso se debe a la interacción entre el dipolo eléctrico y el
dipolo magnético, de modo que si no se considera la presencia de alguno de estos dos términos, la fuerza
de retroceso se anula para todo instante debido a la simetría del patrón de radiación asociado al campo
EM producido por el dipolo considerado (eléctrico o magnético).

La fuerza de retroceso tiene dos componentes: la componente longitudinal en dirección −êz, es decir,
predomina la dirección contraria al movimiento del electrón y la componente transversal en dirección êx
que oscila en el tiempo entre un carácter atractivo y uno repulsivo (referente al punto donde la trayectoria
del electrón interseca al eje x).

En general, la relación entre las amplitudes de las componentes de la fuerza de retroceso que experimenta
una nanopartícula tienen dos posibles comportamientos que dependen principalmente de la rapidez relativa
β del electrón. Si β ≤ 0.75, la componente transversal es del mismo orden de magnitud que la componente
longitudinal, siendo ambas relevantes para la dinámica de la nanopartícula dada por la fuerza de retroceso.
Si 0.75 < β → 1 (límite relativista), la amplitud de la componente longitudinal de la fuerza predomina
sobre la amplitud de la componente transversal.

Al considerar la configuración b ∼ a ∼ 1 nm, la fuerza de retroceso es prácticamente nula al compararse
con la calculada en el arreglo donde b ∼ a≫ 1 nm, verificando que la fuerza de retroceso es cero en la
aproximación de partícula pequeña. A su vez, la fuerza de retroceso tiende a decrecer, en comparación a la
calculada en el arreglo donde b ∼ a≫ 1 nm, cuando se considera un parámetro de impacto b≫ a≫ 1 nm.
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Tal comportamiento se debe a que la configuración tiende a la aproximación de partícula pequeña por
considerar un parámetro de impacto mucho mayor que el radio de la nanopartícula.

La fuerza de retroceso que experimenta una nanopartícula de aluminio es de menor magnitud que la que
se calcula para una nanopartícula de bismuto. En general, la fuerza de retroceso que experimenta una
nanopartícula de bismuto y una nanopartícula de carburo de silicio son del mismo orden de magnitud. La
fuerza de retroceso obtenida al considerar una nanopartícula de oro es la de mayor magnitud entre los
materiales estudiados.

La fuerza de retroceso que experimenta una nanopartícula de bismuto, representativa de los semimetales,
se caracteriza por tener una mayor duración que la fuerza de retroceso que experimenta una nanopartícula
metálica o dieléctrica.

4.2. Trabajo a futuro

Las líneas en las que se puede continuar el estudio de la fuerza de retroceso que experimenta una nanopartícula
son:

Calcular la fuerza de retroceso que experimenta una nanopartícula en función del radio y del parámetro de
impacto considerando las contribuciones multipolares de mayor orden (l ≥ 2) al campo electromagnético
esparcido lejano.

Emplear la metodología de las funciones espectrales auxiliares y la transformada rápida de Fourier para el
cálculo de la fuerza total asociada al campo electromagnético esparcido en la aproximación dipolar en sus
tres contribuciones: el término asociado al campo interno, el asociado al campo externo y el asociado al
campo lejano (fuerza de retroceso), considerando la integral en la variable r que no se toma en cuenta en el
término de la fuerza de retroceso pero sí en los primeros dos términos de la Ec. (2.29). Esta nueva integral
podría calcularse con algún método numérico o bien, analizando las expresiones analíticas, específicamente
al calcular integrales de ángulo sólido, para hallar una posible simplificación de las expresiones por medio
de su relación con las funciones espectrales auxiliares.

Calcular la integral temporal de la fuerza de retroceso variando la rapidez relativa del electrón β y
parámetro de impacto b para encontrar posibles valores óptimos que dan lugar a un valor máximo de la
componente transversal del momento lineal radiado.
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Apéndice A

Solución de Mie extendida: Cálculos
suplementarios

Para resolver la ecuación vectorial de Helmholtz [28]

∇2M+ k2M = 0, (A.1)

se propone un campo M tal que su divergencia sea cero (∇ ·M = 0), expresándolo como el rotacional de otra
función vectorial V:

M = ∇×V. (A.2)

Calculando el operador (∇2 + k2) de la Ec. (A.2) se obtiene

∇2M+ k2M = ∇(∇ ·M)−∇× (∇×M) + k2M (A.3a)

= ∇[∇ · (∇×V)]−∇× [∇× (∇×V)] + k2∇×V (A.3b)

= ∇× [−∇× (∇×V)] +∇× (k2V) (A.3c)

= ∇× [∇2V −∇(∇ ·V) + k2V] (A.3d)

= ∇× [∇2V + k2V]−∇× [∇(∇ ·V)] (A.3e)

= ∇× [∇2V + k2V]. (A.3f)

A su vez, la función vectorial V puede ser expresado en términos de una función escalar ψ de la forma

V = rψ, (A.4)

donde r es el vector de posición. Calculando el laplaciano (∇2) en coordenadas esféricas de V dado por la Ec.
(A.4), se obtiene:

∇2V = ∇2(rψ) (A.5a)
= ∇ · [∇(rψ)] (A.5b)
= ∇ · (ψ∇r+ r∇ψ) (A.5c)

= ∇ · (
←→
I ψ + r∇ψ) (A.5d)

= ∇ψ +∇ · (r∇ψ) (A.5e)
= ∇ψ + r∇ · (∇ψ) +∇ψ∇ · r (A.5f)

= 4∇ψ + r∇2ψ. (A.5g)
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Sustituyendo el resultado de la Ec. (A.5) en la Ec. (A.3):

∇2M+ k2M = ∇× [∇2V + k2V] (A.6a)

= ∇× [4∇ψ + r∇2ψ + rk2ψ] (A.6b)

= 4∇× (∇ψ) +∇× [r(∇2ψ + k2ψ)] (A.6c)

= ∇× [r(∇2ψ + k2ψ)]. (A.6d)

Si ψ cumple con la ecuación escalar de Helmholtz entonces M cumple con la ecuación vectorial de Helmholtz.
Definiendo otra función vectorial N como

N =
∇×M

k
, (A.7)

se calcula el operador (∇2 + k2) aplicado a N dado por la Ec. (A.7):

∇2N+ k2N = ∇2

(
∇×M

k

)
+ k2

(
∇×M

k

)
(A.8a)

=
1

k

{
∇[∇ · (∇×M)]−∇× [∇× (∇×M)] + k2∇×M

}
(A.8b)

=
1

k

{
∇× [−∇× (∇×M)] +∇× (k2M)

}
(A.8c)

=
1

k

{
∇× [∇2M−∇(∇ ·M)] +∇× (k2M)

}
(A.8d)

=
1

k
{∇ × (∇2M+ k2M)−∇× [∇(∇ ·M)]} (A.8e)

=
1

k
[∇× (∇2M+ k2M)], (A.8f)

donde nuevamente, si ψ cumple con la ecuación escalar de Helmholtz, entonces M cumple con la ecuación
vectorial de Helmholtz, y por tanto también N. Así:

∇2ψ + k2ψ = 0 ⇒ ∇2M+ k2M = 0 ⇒ ∇2N+ k2N = 0. (A.9)

También se tiene que N es proporcional a M, ya que

∇×N = ∇×
(
∇×M

k

)
(A.10a)

=
1

k
[∇(∇ ·M)−∇2M] (A.10b)

=
−∇2M

k
(A.10c)

=
k2M

k
(A.10d)

= kM. (A.10e)

En resumen, M y N cumplen con las ecuaciones

∇×M = kN, ∇×N = kM, (A.11a)
∇ ·M = 0, ∇ ·N = 0. (A.11b)

Para resolver la ecuación escalar de Helmholtz en coordenadas esféricas

1

r2
∂

∂r

(
r2
∂ψ

∂r

)
+

1

r2 sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂ψ

∂θ

)
+

1

r2 sin2 θ

∂2ψ

∂φ2
+ k2ψ = 0, (A.12)
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se propone una solución de la forma ψ(r, θ, φ) = R(r)Θ(θ)Φ(φ), reescribiendo la Ec. (A.12) como

1

R

d

dr

(
r2

dR

dr

)
+ k2r2 +

1

Θ sin θ

d

dθ

(
sin θ

dΘ

dθ

)
+

1

sin2 θ

(
1

Φ

d2Φ

dφ2

)
= 0. (A.13a)

Separando (A.13a) en cada variable esférica, se obtienen las siguientes ecuaciones:

1

Φ

d2Φ

dφ2
= −m2, (A.13b)

1

Θ sin θ

d

dθ

(
sin θ

dΘ

dθ

)
− m2

sin2 θ
= −l(l + 1) (Ecuación asociada de Legendre), (A.13c)

1

R

d

dr

(
r2

dR

dr

)
+ k2r2 = l(l + 1) (Ecuación esférica de Bessel). (A.13d)

Las soluciones a las Ecs. (A.13) son, en términos de las constantes l y m, respectivamente:

Φm(φ) = exp(imφ), (A.14a)
Θl,m(θ) = Pm

l (cos θ) (Función asociada de Legendre), (A.14b)

Rl(r) = z
(j)
l (kr) (Función esférica de Bessel), (A.14c)

con l ∈ {1, 2, ...} y m ∈ {−l,−l + 1, . . . , 0, . . . , l − 1, l}, y donde el superíndice j ∈ {1, 2, 3, 4} denota

z
(1)
l (kr) = jl(kr) (Función esférica de Bessel del tipo 1), (A.15a)

z
(2)
l (kr) = yl(kr) (Función esférica de Bessel del tipo 2), (A.15b)

z
(3)
l (kr) = h

(+)
l (kr) = ijl(kr)− yl(kr) (Función esférica de Hankel del tipo 1), (A.15c)

z
(4)
l (kr) = h

(−)
l (kr) = ijl(kr) + yl(kr) (Función esférica de Hankel del tipo 2). (A.15d)

La solución a la Ec. (A.12) corresponde a combinaciones lineales del producto de las Ecs. (A.14), obteniendo:

ψ(j)(r, θ, φ) =

∞∑
l=1

l∑
m=−l

ψl,mz
(j)
l (kr)Y m

l (θ, φ), (A.16)

donde ψl,m es el coeficiente de la combinación lineal y Y m
l (θ, φ) el armónico esférico escalar de orden l,m dado

por

Y m
l (θ, φ) = fl,mP

m
l (cos θ) exp(imφ) con fl,m =

√
2l + 1

4π

(l −m)!

(l +m)!
, (A.17)

que es solución a la parte angular de la Ec. (A.13a). Como M y N se relacionan con ψ de la siguiente manera:

M(j) = ∇× (rψ(j)) = −r×∇ψ(j), N(j) =
∇×M(j)

k
=
∇×
k

(
L̂ψ(j)

i

)
, (A.18a)

iM(j) = −ir×∇ψ(j), N(j) =
∇× L̂

ik
ψ(j), (A.18b)

definiendo los operadores como L̂ = −ir×∇ [33] y Υ̂ = (ik)−1∇× L̂, concluyendo que

L̂ψ(j) = iM(j) y Υ̂ψ(j) = N(j). (A.19)

44



Calculando los operadores L̂ y Υ̂ aplicados a la Ec. (A.16), se obtiene que:

L̂ψ(j)(r, θ, φ) =

∞∑
l=1

l∑
m=−l

ψl,mL̂[z
(j)
l (kr)Y m

l (θ, φ)]

=

∞∑
l=1

l∑
m=−l

ψl,mfl,mL̂[z
(j)
l (kr)Pm

l (cos θ) exp(imφ)]

=

∞∑
l=1

l∑
m=−l

GM
l,miM

(j)
l,m(k; r, θ, φ),

(A.20a)

Υ̂ψ(j)(r, θ, φ) =

∞∑
l=1

l∑
m=−l

ψl,mΥ̂[z
(j)
l (kr)Y m

l (θ, φ)]

=

∞∑
l=1

l∑
m=−l

ψl,mfl,mΥ̂[z
(j)
l (kr)Pm

l (cos θ) exp(imφ)]

=

∞∑
l=1

l∑
m=−l

GN
l,mN

(j)
l,m(k; r, θ, φ).

(A.20b)

Definiendo los armónicos esféricos vectoriales como [28]:

M
(j)
l,m(kr, θ, φ) =− r×∇[z(j)l (kr)Pm

l (cos θ) exp(imφ)]

= iz
(j)
l (kr)

m

sin θ
Pm
l (cos θ) exp(imφ)êθ − z(j)l (kr)

d

dθ
Pm
l (cos θ) exp(imφ)êφ,

(A.21a)

N
(j)
l,m(kr, θ, φ) =− ∇× (r×∇)

k
[z

(j)
l (kr)Pm

l (cos θ) exp(imφ)]

= l(l + 1)
z
(j)
l (kr)

kr
Pm
l (cos θ) exp(imφ)êr +

1

kr

d

dr
[rz

(j)
l (kr)]

d

dθ
Pm
l (cos θ) exp(imφ)êθ

+ i
1

kr

d

dr
[rz

(j)
l (kr)]

m

sin θ
Pm
l (cos θ) exp(imφ)êφ.

(A.21b)

En conclusión, si un campo vectorial G cumple con la ecuación vectorial de Helmholtz (A.1), entonces puede ser
escrito como una combinación lineal de los armónicos esféricos vectoriales Nl,m y Ml,m [28]:

Descomposición de Helmholtz en términos de los armónicos esféricos vectoriales

∇2G+ k2G = 0 ⇒ G =

∞∑
l=1

l∑
m=−l

(iGM
l,mMl,m +GN

l,mNl,m). (A.22)

Las derivadas involucradas en las Ecs. (A.21) se pueden evitar haciendo uso de las relaciones de recurrencia para
las derivadas de las funciones asociadas de Legendre y las funciones esféricas de Bessel [43]:

d

dθ
Pm
l (cos θ) =

(l −m+ 1)

sin θ
Pm
l+1(cos θ)− (l + 1)

cos θ

sin θ
Pm
l (cos θ), (A.23a)

1

kr

d

dr
[rjl(kr)] = (l + 1)

jl(kr)

kr
− jl+1(kr), (A.23b)

que sustituyéndolas en las Ecs. (A.21), los armónicos esféricos vectoriales se reescriben como
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Armónicos esféricos vectoriales

M
(w)
l,m(kr, θ, φ) = iz

(w)
l (kr)

m

sin θ
Pm
l (cos θ) exp(imφ)êθ

− z(w)
l (kr)

[
(l −m+ 1)

sin θ
Pm
l+1(cos θ)− (l + 1)

cos θ

sin θ
Pm
l (cos θ)

]
exp(imφ)êφ.

(A.24a)

N
(w)
l,m(kr, θ, φ) = l(l + 1)

z
(w)
l (kr)

kr
Pm
l (cos θ) exp(imφ)êr

+

[
(l + 1)

z
(w)
l (kr)

kr
− z(w)

l+1(kr)

] [
(l −m+ 1)

sin θ
Pm
l+1(cos θ)

−(l + 1)
cos θ

sin θ
Pm
l (cos θ)

]
exp(imφ)êθ

+ i

[
(l + 1)

z
(w)
l (kr)

kr
− z(w)

l+1(kr)

]
m

sin θ
Pm
l (cos θ) exp(imφ)êφ,

(A.24b)

Como el campo EM producido por el electrón cumple con la ecuación vectorial de Helmholtz, Ec. (A.1), se puede
expandir en términos de los armónicos esféricos vectoriales tal como se indica en las Ecs. (1.13). Para calcular
los coeficientes Vl,m y Wl,m que aparecen en las Ecs. (1.13), es necesario calcular la expansión multipolar del
potencial escalar dado por las Ecs. de Maxwell en el dominio espectral:

∇ · D̃(r;ω) = ρ̃ext(r;ω), (Ley de Gauss eléctrica) (A.25a)

∇ · B̃(r;ω) = 0, (Ley de Gauss magnética) (A.25b)

∇× Ẽ(r;ω)− iωB̃(r;ω) = 0, (Ley de Faraday-Lenz) (A.25c)

∇× H̃(r;ω) + iωD̃(r;ω) = J̃ext(r;ω). (Ley de Ampère-Maxwell) (A.25d)

De las Ecs. (A.25b) y (A.25c) se pueden definir los potenciales ϕ̃(r;ω) y Ã(r;ω), tales que el campo electromag-
nético está dado por

Ẽ(r;ω) = −∇ϕ̃(r;ω) + iωÃ(r;ω), (A.26a)

B̃(r;ω) = ∇× Ã(r;ω). (A.26b)

Considerando que el electrón se mueve en el vacío, se sustituyen las relaciones constitutivas

D̃(r;ω) = ϵ0Ẽ(r;ω), (A.27a)

B̃(r;ω) = µ0H̃(r;ω), (A.27b)

las Ecs. (A.26) y la norma de Lorentz [30]

∇ · Ã(r;ω)− i ω
c2
ϕ̃(r;ω) = 0, (A.28)

en las Ecs. (A.25a) y (A.25d), obteniendo que los potenciales ϕ̃ y Ã se relacionan con las fuentes externas como[
∇2 +

ω2

c2

]
ϕ̃(r;ω) = − ρ̃ext(r;ω)

ϵ0
, (A.29a)[

∇2 +
ω2

c2

]
Ã(r;ω) = −µ0J̃ext(r;ω). (A.29b)
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Realizando una transformada de Fourier espacial de las Ecs. (A.29), bajo la convención

g̃(k) = Fr→k{g(r)} =
∫ ∞

−∞
g(r) exp(−ik · r)d3r, (A.30a)

g(r) = F−1
k→r{g̃(k)} =

1

(2π)3

∫ ∞

−∞
g̃(k) exp(ik · r)d3k, (A.30b)

se obtiene que las expresiones para los potenciales en el espacio (k;ω) son

ϕ̃(k;ω) =
ρ̃ext(k;ω)

ϵ0

(
−k2 + ω2

c2

) , (A.31a)

Ã(k;ω) =
µ0J̃ext(k;ω)

−k2 + ω2

c2

. (A.31b)

En el caso particular del electrón moviéndose a velocidad constante v = βc êz, las fuentes externas de carga y
corriente están dadas en términos de la carga q = −e del electrón como

ρext(r; t) = −eδ(r− rt), (A.32a)
Jext(r; t) = ρext(r; t)v, (A.32b)

donde rt = r0 + vt es la posición del electrón al tiempo t y r0 = (b, 0, 0) su posición en t = 0, el punto más
cercano a la NP. Calculando la transformada de Fourier espacial y temporal de las Ecs. (A.32), y sustituyendo el
resultado en las Ecs. (A.31), se obtiene que los potenciales que permiten calcular el campo EM producido por
electrón son

ϕ̃ext(k;ω) =
−eδ(r− rt)

ϵ0

(
−k2 + ω2

c2

) , (A.33a)

Ãext(k;ω) =
µ0ρ̃ext(k;ω)v

−k + ω2

c2

=
ρ̃ext(k;ω)v

ϵ0c2
(
−k2 + ω2

c2

) =
v

c2
ϕ̃ext(k;ω). (A.33b)

Calculando la transformada de Fourier inversa espacial de los potenciales dados por las Ecs. (A.33), se obtiene

ϕ̃ext(r;ω) = − 2e

4πϵ0βc
exp

(
i
ωz

βc

)
K0

(
|ω|R
βγc

)
, (A.34a)

Ãext(r;ω) =
v

c2
ϕ̃ext(r;ω), (A.34b)

donde K0(α) es una función de Bessel modificada del segundo tipo [43]. Sustituyendo las Ecs.(A.34) en las Ecs.
(A.26), las expresiones para el campo EM producido por el electrón en términos del potencial escalar ϕ̃ext(r;ω)
son

Ẽext(r;ω) =
(
−∇+ iω

v

c2

)
ϕ̃ext(r;ω), (A.35a)

B̃ext(r;ω) = ∇×
[ v
c2
ϕ̃ext(r;ω)

]
= ∇ϕ̃ext(r;ω)× v

c2
. (A.35b)

Para escribir la expansión multipolar del potencial escalar ϕ̃ext se resuelve la ecuación escalar de Helmholtz (A.1)
(ecuación que cumple el potencial escalar ϕ̃ext) mediante el método de la función de Green [29], obteniendo la
expresión

ϕ̃ext(r;ω) = − e

ϵ0

∫ ∞

−∞
G(r; rt) exp(iωt)dt, (A.36)
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donde G(r; rt) es la función de Green de la ecuación de Helmholtz y su expansión dada por el teorema de adición
[29] es

G(r; rt) =
exp(ik|r− rt|)

4π|r− rt|
= k

∞∑
l=1

l∑
m=−l

jl(kr<)h
(+)
l (hr>)Y

m∗
l (θt, φt)Y

m
l (θ, φ), (A.37)

donde
r< =

{
rt si rt < r
r si r < rt

y r> =

{
rt si rt > r
r si r > rt

. (A.38)

Considerando rt > r y sustituyendo la Ec. (A.37) en la Ec. (A.36), se obtiene la expresión

ϕ̃ext(r;ω) = −ek
ϵ0

∞∑
l=1

l∑
m=−l

jl(kr)Y
m
l (θ, φ)

∫ ∞

−∞
h
(+)
l (krt)Y

m∗
l (θt, φt) exp(iωt)dt. (A.39)

Para resolver la integral de la Ec. (A.39), se iguala la expresión de ϕ̃ext a la dada por la ecuación (A.34a).
Posteriormente, realizando varios pasos algebraicos y considerando las relaciones entre las funciones modificadas
de Bessel Kν(α) y Iν(α) [44], así como la expansión en serie de Taylor de la función modificada de Bessel de
primera especie Iν(α) y de la función exponencial [36], se obtiene que la expansión multipolar del potencial
escalar presente en las Ecs. (A.35) es

ϕ̃ext(r;ω) = − ek

ϵ0ω

∞∑
l=1

l∑
m=−l

A
(+)
l,mKm

(
|ω|b
βγc

)
jl(kr)Y

m
l (θ, φ), (A.40)

donde

A
(+)
l,m =

fl,m(2l + 1)!!

βl+1

l∑
j=m

il−j

(l − j)!
(
j−m
2

)
!
(
j+m
2

)
!(2γ)j

I
l,m
j,l−j , (A.41a)

y los números I
l,m
j,l−j se calculan mediante la relación de recurrencia

(l −m)Il,mi1,i2 = (2l − 1)Il−1,m
i1,i2+1 − (l +m− 1)Il−2,m

i1,i2
, (A.41b)

con los valores iniciales I
m−1,m
i1,i2

= 0, Im−2,m
i1,i2

= 0 y

I
m,m
i1,i2

=

{
(−1)m(2m− 1)!!B

(
i1+m+2

2 , i2+1
2

)
, si i2 es par

0, si i2 es impar , (A.41c)

donde B(µ, ν) es la función beta o también llamada integral de Euler de primer orden [36].
Una vez sustituida la Ec. (A.40) en la ecuación (A.35a) y utilizando las Ecs. (1.22a) y (1.22b), se calculan
los coeficientes Vl,m y Wl,m presentes en las Ecs. (1.13). Por medio de los coeficientes tEl y tMl , análogos a los
coeficientes de Mie [28], se propone la solución para el campo esparcido e interno. Imponiendo las condiciones de
contorno, Ecs. (1.29), y sustituyendo los armónicos esféricos vectoriales dados por las Ecs. (A.21), se obtienen
expresiones que necesitan de las relaciones de ortogonalidad entre las funciones asociadas de Legendre y sus
derivadas para obtener el sistema de ecuaciones dado por las Ecs. (1.34), que permite calcular tEl y tMl [45].
La solución a la Ec. (A.13c) son las funciones asociadas de Legendre, que para el presente trabajo son definidas
como [36]

Pm
l (µ) = (1− µ2)m/2 dm

dµm
Pl(µ) con Pl(µ) =

1

2ll!

dl

dµl
(µ2 − 1)l, (A.42)

donde µ = cos θ y Pl(µ) es el polinomio de Legendre de orden l. Así, las funciones asociadas de Legendre cumplen
con la relación de ortogonalidad ∫ 1

−1

Pm
l (µ)Pm

l′ (µ) dµ =
2δl,l′

2l + 1

(l +m)!

(l −m)!
. (A.43)
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Al definir las funciones angulares

πm
l (cos θ) =

m

sin θ
Pm
l (cos θ), (A.44a)

τml (cos θ) =
d

dθ
Pm
l (cos θ), (A.44b)

resulta que no son ortogonales, pero πl(µ) ± τl(µ) sí lo es consigo misma. Para probar la ortogonalidad de
πm
l ±τml se parte de aplicar la Ec. (A.13c) a Pm

l y multiplicando el resultado por Pm
l′ ; repitiendo el procedimiento

invirtiendo l por l′ y sumando las ecuaciones resultantes se obtiene que

d

dθ

(
sin θPm

l′ (cos θ)
dPm

l (cos θ)

dθ
+ sin θPm

l (cos θ)
dPm

l′ (cos θ)

dθ

)
+ [l(l + 1)

+ l′(l′ + 1)]Pm
l′ (cos θ)P

m
l (cos θ) sin θ = 2

(
mPm

l (cos θ)

sin θ

mPm
l′ (cos θ)

sin θ
+

dPm
l (cos θ)

dθ

dPm
l′ (cos θ)

dθ

)
sin θ,

(A.45)

donde se sumó el término 2 dPm
l /dθ dPm

l′ /dθ en ambos lados de la ecuación para completar las derivadas.
Integrando la Ec. (A.45) en el intervalo θ ∈ (0, π), o µ ∈ (−1, 1), y usando las Ecs. (A.42) y (A.43), se obtiene
que ∫ 1

−1

[πm
l (µ)πm

l′ (µ) + τml (µ)τml′ (µ)] dµ = δl,l′
2l(l + 1)

2l + 1

(l +m)!

(l −m)!
. (A.46)

Adicionalmente ∫ 1

−1

πm
l (µ)τml (µ) dµ =

∫ π

0

mPm
l (cos θ)

dPm
l′ (cos θ)

dθ
dθ = −

∫ 1

−1

πm
l′ (µ)τ

m
l (µ) dµ , (A.47)

donde la Ec. (A.42) fue usada en una integración por partes. De este modo, combinando las Ecs. (A.46) y (A.47),
se concluye que ∫ 1

−1

[πm
l (cos θ)± τml (µ)][πm

l′ (cos θ)± τml′ (µ] dµ = δl,l′
2l(l + 1)

2l + 1

(l +m)!

(l −m)!
. (A.48)
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Apéndice B

Simetrías del vector de Poynting externo y
esparcido

Para calcular el vector de Poynting asociado al campo EM producido por el electrón, Ecs. (1.7), se emplea
la Ec. (2.1b), resultando

Sext(r; t) =

(
q2γ2βc

16π2ϵ0

){
−(x− b)(z − βct)êx − y(z − βct)êy +R2êz

[R2 + γ2(z − βct)2]3

}
. (B.1)

Dado que el movimiento del electrón se considera como rectilíneo uniforme (Fig. B.1), es natural que presente
simetrías en las expresiones del campo EM que produce. Tal es el caso de la simetría que presenta respecto al eje
definido por la trayectoria del electrón. Remplazando en la Ec. (B.1), x→ −x+ 2b y y → −y se obtiene que

Sext
x (−x+ 2b,−y, z; t) = −Sext

x (x, y, z; t), (B.2a)

Sext
y (−x+ 2b,−y, z; t) = −Sext

y (x, y, z; t), (B.2b)

Sext
z (−x+ 2b,−y, z; t) = Sext

z (x, y, z; t), (B.2c)

lo que significa que la distribución del vector de Poynting tiene simetría azimutal para cualquier valor de z en
todo instante de tiempo t. Basta con analizar un corte longitudinal, respecto a la dirección de movimiento, de la
distribución de Sext para conocer su comportamiento general.

b

e−
v

êyêx

êz

Fig. B.1: Un electrón (punto magenta) viaja en dirección z cortando al eje x a una distancia b del origen. Se muestran los
planos x = 0, y = 0 y z = 0 en color rojo, amarillo y verde, respectivamente.
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Por otra parte, remplazando z → z + βct en la Ec. (B.1), se obtiene que

Sext(x, y, z + βct; t) = Sext(x, y, z; 0), (B.3)

representado así una simetría de traslación en la dirección z del vector de Poynting asociado al campo EM
producido por el electrón. Evaluando en t = 0 la Ec. (B.1), basta para conocer el comportamiento del campo en
general, pues sólo se traslada en la dirección z a medida que el tiempo transcurre.
Dadas la simetría azimutal respecto al eje que define la trayectoria del electrón y la simetría traslacional en la
dirección z en el tiempo, se evalúa la Ec. (B.1) en (b, y, z; 0) para analizar el comportamiento longitudinal del
vector de Poynting asociado al campo EM producido por el electrón, resultando

Sext(b, y, z; 0) =

(
q2γ2βc

16π2ϵ0

)[
−yzêy + y2êz
(y2 + γ2z2)3

]
, (B.4)

donde la ausencia de componente x implica que no hay componente transversal al corte realizado en x = b.
En la Fig. B.2 se presentan tres cortes longitudinales, correspondientes a tres diferentes valores de β, para la
distribución del vector de Poynting asociado al campo EM producido por el electrón en la parte superior y tres
cortes transversales en la parte inferior, correspondientes a los cortes A, B y C indicados en la Fig. B.2b). Por
una parte, el efecto que produce el aumentar el valor de la rapidez relativa β del electrón en la distribución del
vector de Poynting es que presenta una contracción de Lorentz, aplanando los lóbulos de alta intensidad hacia el
plano transversal a la dirección en que se mueve el electrón. Analizando los cortes transversales, se observa que
las líneas de campo nacen del eje descrito por la trayectoria del electrón, específicamente por donde ha pasado,
mientras que se cierran en la misma línea pero hacia donde estará el electrón. La ausencia de líneas de campo en
la Fig. e) se debe a que no tiene componentes transversales, sólo existe componente longitudinal al sustituir
z = 0 en la Ec. (B.4).

(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

Fig. B.2: Magnitud y líneas de campo del vector de Poynting asociado al campo EM producido por el electrón considerando
un parámetro de impacto b = 1 nm. Los cortes longitudinales en x = b corresponden a valores de la velocidad relativa a)
β = 0.1, b) β = 0.5 y c) β = 0.9. En la Fig. b), se muestran tres cortes transversales con las etiquetas A, B y C correspondientes
a d) z = −1 nm, e) z = 0 y f) z = 1.2 nm.
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Capítulo B. Simetrías del vector de Poynting externo y esparcido

Dadas las simetrías presentes en el vector de Poynting asociado al campo EM producido por el electrón, es
natural preguntarse si también existen simetrías en el vector de Poynting asociado al campo EM esparcido por
la NP, con el objetivo de optimizar el tiempo de cómputo al realizar la IFFT de las Ecs. (1.38) y (1.39), así
como analizar las implicaciones físicas como la anulación de componentes.
Si bien las expresiones del campo EM esparcido por la NP están dadas en el dominio espectral, de la definición
de la transformada de Fourier temporal, Ec. (1.8), se puede afirmar que las simetrías espaciales que presenten
las Ecs. (1.38) y (1.39), se preservarán en sus expresiones en el dominio temporal.
Por la configuración del problema planteado en la Fig. 1.1, que se considera tanto al electrón viajando en línea
recta como a la NP esférica, se espera que exista una simetría respecto al plano y = 0 que contiene un corte
transversal de la NP así como a la trayectoria del electrón. La simetría se presenta al remplazar la coordenada
esférica φ→ −φ. Considerando que la dependencia en la variable φ aparece en la funciones trigonométricas sin
y cos, cuya paridad es

cos(−φ) = cosφ, (B.5a)
sin(−φ) = − sinφ, (B.5b)

las componentes del campo eléctrico esparcido correspondientes al término dipolar, Ecs. (1.38), se ven modificadas
como

Ẽesp
l=1,r(r, θ,−φ;ω) =Ẽ

esp
l=1,r(r, θ, φ;ω), (B.6a)

Ẽesp
l=1,θ(r, θ,−φ;ω) =Ẽ

esp
l=1,θ(r, θ, φ;ω), (B.6b)

Ẽesp
l=1,φ(r, θ,−φ;ω) =− Ẽ

esp
l=1,φ(r, θ, φ;ω), (B.6c)

mientras que las componentes del campo H dadas por las Ecs. (1.39) cambia a

H̃esp
l=1,r(r, θ,−φ;ω) =− H̃

esp
l=1,r(r, θ, φ;ω), (B.7a)

H̃esp
l=1,θ(r, θ,−φ;ω) =− H̃

esp
l=1,θ(r, θ, φ;ω), (B.7b)

H̃esp
l=1,φ(r, θ,−φ;ω) =H̃

esp
l=1,φ(r, θ, φ;ω). (B.7c)

Realizando un cambio de coordenadas por medio de una matriz de cambio de base [30], las simetrías mostradas
en coordenadas esféricas en las Ecs. (B.6) y (B.7) son equivalentes a remplazar la coordenada y → −y en el caso
cartesiano. Así, la inversión de coordenadas respecto al plano y = 0 modifica las componentes cartesianas del
campo eléctrico como

Ẽesp
l=1,x(x,−y, z;ω) =Ẽ

esp
l=1,x(x, y, z;ω), (B.8a)

Ẽesp
l=1,y(x,−y, z;ω) =− Ẽ

esp
l=1,y(x, y, z;ω), (B.8b)

Ẽesp
l=1,z(x,−y, z;ω) =Ẽ

esp
l=1,z(x, y, z;ω), (B.8c)

mientras que la sustitución y → −y modifica las componentes cartesianas del campo H como

H̃esp
l=1,x(x,−y, z;ω) =− H̃

esp
l=1,x(x, y, z;ω), (B.9a)

H̃esp
l=1,y(x,−y, z;ω) =H̃

esp
l=1,y(x, y, z;ω), (B.9b)

H̃esp
l=1,z(x,−y, z;ω) =− H̃

esp
l=1,z(x, y, z;ω). (B.9c)

Por la definición de la transformada de Fourier inversa temporal, las simetrías del término dipolar del campo
eléctrico mostradas en las Ecs. (B.8) se preservan en el dominio temporal como

Eesp
l=1,x(x,−y, z; t) =E

esp
l=1,x(x, y, z; t), (B.10a)

Eesp
l=1,y(x,−y, z; t) =− E

esp
l=1,y(x, y, z; t), (B.10b)

Eesp
l=1,z(x,−y, z; t) =E

esp
l=1,z(x, y, z; t), (B.10c)
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mientras que las simetrías para el término dipolar del campo H dadas por las Ecs. (B.9) resultan en el dominio
temporal

Hesp
l=1,x(x,−y, z; t) =−H

esp
l=1,x(x, y, z; t), (B.11a)

Hesp
l=1,y(x,−y, z; t) =H

esp
l=1,y(x, y, z; t), (B.11b)

Hesp
l=1,z(x,−y, z; t) =−H

esp
l=1,z(x, y, z; t). (B.11c)

Sustituyendo las Ecs. (B.10) y (B.11) en la Ec. (2.2), se obtiene que el vector de Poynting asociado al término
dipolar del campo EM esparcido presenta las siguientes simetrías

Sesp
l=1,x(x,−y, z; t) = Sesp

l=1,x(x, y, z; t), (B.12a)

Sesp
l=1,y(x,−y, z; t) = −S

esp
l=1,y(x, y, z; t), (B.12b)

Sesp
l=1,z(x,−y, z; t) = Sesp

l=1,z(x, y, z; t). (B.12c)

De manera que, considerando las Ecs. (B.12) para calcular el vector de Poynting resultante por medio de la Ec.
(2.28), se obtiene que

Vector de Poynting resultante asociado al término dipolar del campo EM esparcido

Sesp
l=1(ϱ; t) = Sesp

l=1,x(ϱ; t)êx +Sesp
l=1,z(ϱ; t)êz ⇒ Fret

l=1(t) = F ret
l=1,⊥(t)êx + F ret

l=1,∥(t)êz, (B.13)

lo que significa que sólo aparecerá la componente z (longitudinal) y la componente x (transversal) en la fuerza
de retroceso, es decir, no hay momento total radiado en la dirección y.
Otra simetría que se busca en el sistema es la de inversión respecto al origen. Sustituyendo θ → π−θ y φ→ φ+π
en la Ec. (1.38), se tiene que las componentes del campo eléctrico se modifica como

Ẽesp
l=1,r(−r;ω) =Ẽ

esp
l=1,r(r;ω), (B.14a)

Ẽesp
l=1,θ(−r;ω) =

(
e

4πϵ0

)
3k
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(B.14b)

Ẽesp
l=1,φ(−r;ω) =−

(
e

4πϵ0

)
3k

cγβ2
sinφK1

(
ωb

βγc

){
−tE1
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2
h
(+)
1 (kr)

kr
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2 (kr)
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+itM1 β cos θh

(+)
1 (kr)

}
,

(B.14c)

mientras que, la inversión de coordenadas respecto al origen en la Ec. (1.39), modifica las componentes del
campo H como

H̃esp
l=1,r(−r;ω) =− H̃

esp
l=1,r(r;ω), (B.15a)

H̃esp
l=1,θ(−r;ω) =

( e

4π

) 3k

γβ2
K1

(
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βγc

)
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−itE1 h
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1 (kr) + βtM1

[
2
h
(+)
1 (kr)

kr
− h(+)

2 (kr)

]
cos θ

}
, (B.15b)

H̃esp
l=1,φ(−r;ω) =

( e

4π

) 3k

γβ2
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tE1 h
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)
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(B.15c)

donde los términos en verde corresponden a los términos que cambian de signo al realizar la sustitución de
coordenadas. De las Ecs. (B.14) y (B.15) se observa que no existen simetrías para las componentes θ y φ del
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término dipolar del campo EM esparcido. Sin embargo, esto cambia al realizar la aproximación de partícula
pequeña para los coeficientes tEl y tMl [28], donde

tEl ∼ x3, (B.16a)

tMl ∼ 0, (B.16b)

por lo cual se omitiría la respuesta magnética de la NP, pues directamente se eliminan los términos que contienen
el factor tMl . Al sustituir las aproximaciones a tercer orden dadas por las Ecs. (3.1) en las Ecs. (B.14) y (B.15),
se obtiene que las Ecs. (3.2) correspondientes al término dipolar del campo EM en aproximación de partícula
pequeña presentan las simetrías

Ẽesp,a.p.p.
l=1 (−r; t) = Ẽesp,a.p.p.

l=1 (r; t), (B.17)

H̃esp,a.p.p.
l=1 (−r; t) = −H̃esp,a.p.p.

l=1 (r; t), (B.18)

de modo que, preservando esta simetría en el dominio temporal y calculando el vector de Poynting asociado al
campo EM esparcido bajo la aproximación de partícula pequeña, se obtiene que

Sesp,a.p.p.
l=1 (−r; t) = −Sesp,a.p.p.

l=1 (r; t), (B.19)

y al calcular el vector de Poynting resultante por medio de la Ec. (2.28), el resultado es

Vector de Poynting resultante asociado al término dipolar del campo EM esparcido en aproximación de
partícula pequeña

Sesp,a.p.p.
l=1 (ϱ; t) = 0 ⇒ Fret,a.p.p.

l=1 (t) = 0, (B.20)

que directamente se asocia con la ausencia de fuerza de retroceso debida al momento radiado por campo EM
esparcido.
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Apéndice C

Transformada rápida de Fourier

Al calcular la transformada de Fourier de una función f(t) es posible obtener una integral cuya solución
no pueda expresarse de manera analítica, de manera que resulta conveniente abordar el problema con metódos
numéricos. En el presente trabajo se emplea la transformada rápida de Fourier inversa (IFFT por por sus siglas
en inglés Inverse Fast Fourier Transform) para el cálculo numérico de las integrales que resultan tanto al realizar
la transformada de Fourier inversa del término dipolar del campo EM esparcido por la nanopartícula (NP) como
las que se obtienen al simplificar la fuerza de retroceso en términos de las funciones espectrales auxiliares.
Para dar un esquema general de la transformada rápida de Fourier (FFT por sus siglas en inglés Fast Fourier
Transform) resulta conveniente empezar con la transformada de Fourier continua (o analítica). La definición y
convención de transformada de Fourier temporal y su transformada inversa están dadas por las Ecs. (1.8):

f̃(ω) = Ft→ω{f(t)} =
∫ ∞

−∞
f(t) exp(iωt)dt,

f(t) = F−1
ω→t{f̃(ω)} =

1

2π

∫ ∞

−∞
f̃(ω) exp(−iωt)dω,

las cuales son transformaciones que permiten expresar una señal (función) dada en el dominio temporal (en
función del tiempo t) en términos de una función en el dominio espectral (en función de la frecuencia angular ω)
[46]. Por la definición de integral de Riemannm [36], una integral se puede expresar como el límite de una suma
(o serie, en este caso). En el caso de la transformada de Fourier, se expresa como∫ ∞

−∞
f(t) exp(iωt)dt = ĺım

∆t→0

∞∑
r=−∞

f(t0 + r∆t) exp [iω(t0 + r∆t)]∆t, (C.1)

o bien, suponiendo que f(t) = 0 fuera de un intervalo t ∈ {0, T} y trasladando la función a t0 = 01, se puede
reescribir (C.1) de la siguiente manera:∫ T

0

f(t) exp(iωt) = ĺım
∆t→0

N−1∑
r=0

f(tr) exp[iωtr]∆t, (C.2)

donde tr = r∆t y tN−1 = T . Numéricamente, considerar ∆t suficientemente pequeña permite aproximar la
función f̃(ω) dada por la definición de transformada de Fourier, siendo así

f̃(ω) ≈
N−1∑
r=0

f(tr) exp(iωtr)∆t. (C.3)

1Trasladar la función a t0 = 0 no afecta al comportamiento de la función pues el factor exp(iωt0) sólo desplaza t0 el
argumento de la transformada de Fourier tal como se muestra en la Ec. (3.13).
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Capítulo C. Transformada rápida de Fourier

Considerando un mallado en el dominio espectral {ω1, ω2, . . . , ωN}, los valores numéricos {v1, v2, . . . , vN} dados
por la transformada discreta de Fourier (DFT por sus siglas en inglés Discret Fourier Transform) están dados
por la expresión

vs = f̃(ωs) =

N−1∑
r=0

f(tr) exp(iωstr)∆t =

N−1∑
r=0

f(tr) exp [i(s∆ω)(r∆t)]∆t, (C.4)

donde a su vez, considerando el conjunto de N datos {t0, t2, . . . , tN−1} para f(t), se define la transformada
discreta de Fourier inversa (IDFT por sus siglas en inglés Inverse Discret Fourier Transform) como

ur = f(tr) =
1

2π

N−1∑
s=0

f̃(ωs) exp(−iωstr)∆ω =
1

2π

N−1∑
s=0

f̃(ωs) exp [−i(s∆ω)(r∆t)]∆ω. (C.5)

Para calcular la transformada de Fourier en forma de una suma finita, Ec. (C.2), en vez de una transformada
de Fourier dada por una serie, Ec. (C.1), se asume que la función se anula fuera de un intervalo {0, T}. Para
garantizar lo anterior, se hace uso del teorema de Parseval-Plancherel [46]:∫ ∞

−∞
|f(t)|2dt =

∫ ∞

−∞
|f̃(ω)|2dω, (C.6)

lo que permite delimitar el intervalo en el cual la función f̃(ω) no se anula al ser cuadrado integrable [46]. A su
vez, se considera el principio de incertidumbre que relaciona ∆t en el tiempo con ∆ω en la frecuencia angular,
siendo

∆t∆ω =
2π

N
, (C.7)

donde
∆t =

tN−1

N
, ∆ω =

2π

tN−1
. (C.8)

Numéricamente, si ∆t≫ ∆ω, el comportamiento de la función en el dominio espectral será dada para frecuencias
más cercanas entre sí, del mismo modo que si ∆ω ≫ ∆t, el comportamiento de la función en el tiempo será dado
en instantes cada vez más próximos entre sí. Es importante considerar la relación entre estas dos cantidades para
no perder información en el dominio deseado. La recolección de datos para generar las gráficas que representan a
la función de manera discreta es importante, pues se necesitan más datos para definir secciones de la transformada
de Fourier donde el paso ∆ω sea más grande que el ancho de un máximo o un mínimo, tal como lo menciona el
teorema de Nyquist2. Así, se considera el teorema de Nyquist definiendo el paso ∆ω suficientemente pequeño
analizando las gráficas en el dominio espectral para definir los máximos y mínimos de manera clara. Sustituyendo
la Ec. (C.7) en las Ecs. (C.4) y (C.5) se obtienen los conjuntos de datos dados por la transformada discreta de
Fourier y su inversa, que son de la forma

{vs} = DFT{ur} donde vs = ∆t

N∑
r=1

ur exp
(
2πi

rs

N

)
, (C.9a)

{ur} = IDFT{vs} donde ur =
∆ω

2π

N∑
s=1

vs exp
(
−2πirs

N

)
. (C.9b)

De las Ecs. (C.9) se observa que el cálculo de los N valores dados por la DFT{vs} necesita N operaciones
elementales3 para cada uno de los valores vs, de manera que son necesarias N2 operaciones elementales para
obtener todo el conjunto de datos {v1, v2, . . . , vN}. La transformada rápida de Fourier es un algoritmo que elige

2Aunque el teorema de Nyquist formalmente sugiere el dividir los intervalos de recolección con diferentes ∆t, por
simplicidad del presente trabajo se escogió un valor para ∆t uniforme debido al comportamiento de las funciones tratadas,
así como el hecho de que el tiempo de cálculo no es tan demandante.

3Se define como operación elemental, en el contexto de transformada discreta de Fourier, a la multiplicación de dos
números complejos en adición con otro número complejo [46].
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de manera estratégica el número de datos en el dominio {t1, t2, . . . , tN}, minimizando el número de operaciones
elementales, optimizando el tiempo de cómputo de la DFT.
La ventaja del método FFT se deriva de la siguiente afirmación: La DFT de un conjunto de N = N1N2 datos,
donde N1, N2 ∈ N, necesita sólo N(N1 +N2) operaciones elementales para calcularse [46].
Demostración: Sean r, s = 0, 1, 2, . . . , N − 1 tales que

r = r1N1 + r2, (C.10a)
s = s1N2 + s2, (C.10b)

donde si r1 = 0, 1, 2, . . . , N2 − 1 entonces r2 = 0, 1, 2, . . . , N1 − 1 y, análogamente, si s2 = 0, 1, 2, . . . , N2 − 1
entonces s1 = 0, 1, 2, . . . , N1− 1. De modo que, sustituyendo las Ecs. (C.10) en la siguiente expresión, se obtiene

exp
(
2πi

rs

N

)
= exp

[
2πi

(r1N1 + r2)(s1N2 + s2)

N1N2

]
(C.11a)

= exp

[
2πi

(
r1 +

r2
N1

)(
s1 +

s2
N2

)]
(C.11b)

= exp (2πir1s1) exp

[
2πi

(
r1
s2
N2

+ s1
r2
N1

+
r2s2
N

)]
, donde r1, s1 ∈ N (C.11c)

= exp

[
2πi

(
r1
s2
N2

+ s1
r2
N1

+
r2s2
N

)]
, (C.11d)

sustituyendo el resultado de la Ec. (C.11) en la Ec. (C.9) para calcular el valor de ur:

vs =

N−1∑
r=0

ur exp

[
2πi

(
r1
s2
N2

+ s1
r2
N1

+
r2s2
N

)]
∆t

= ∆t

N−1∑
r=0

ur1N1+r2 exp

(
2πir1

s2
N2

)
exp

[
2πi

(
s1
r2
N1

+
r2s2
N

)]
,

donde r1 = 0, 1, . . . , N2 − 1 y r2 = 0, 1, . . . , N1 − 1, de modo que

vs = ∆t

N1−1∑
r2=0

exp

[
2πi

(
s1
r2
N1

+
r2s2
N

)]N2−1∑
r1=0

ur1N1+r2 exp

(
2πir1

s2
N2

)
(C.12a)

= ∆t

N1−1∑
r2=0

exp

[
2πi

(
s1
r2
N1

+
r2s2
N

)]
C(r2, s2), (C.12b)

donde se define

C(r2, s2) =

N2−1∑
r1=0

ur1N1+r2 exp

(
2πir1

s2
N2

)
. (C.13)

De la Ec. (C.13) se observa que C(r2, s2) está presente N1 veces para cada valor de s posible. Es decir,

s = s2︸︷︷︸
s1=0

, N2 + s2︸ ︷︷ ︸
s1=1

, 2N2 + s2︸ ︷︷ ︸
s1=2

, . . . , (N1 − 1)N2 + s2︸ ︷︷ ︸
s1=N1−1︸ ︷︷ ︸

N1 veces

.

Por otra parte, también de la Ec. (C.13) se observa que cada C(r2, s2) requiere N2 operaciones elementales
(términos de la suma). Dado que hay N posibles C(r2, s2) (0 ≤ r2 ≤ N1, 0 ≤ s2 ≤ N2 − 1), se necesitan NN2

operaciones elementales para calcular todos los C(r2, s2) posibles. Una vez calculados, se sustuyen en la Ec.
(C.12), de la cual se observa que son necesarias N1 operaciones elementales para calcular cada vs. Como hay
N valores de vs, son necesarias NN1 operaciones elementales. De manera que, el número total de operaciones
elementales para calcular todos los valores vs son
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NN2︸ ︷︷ ︸
C(r2,s2) posibles

+ NN1︸ ︷︷ ︸
suma sobre r2

= N(N1 +N2). ■ (C.14)

La demostración de que sólo son necesarias N(N1 +N2) operaciones elementales para calcular la DFT cuando el
número de datos es de la forma N = N1N2 es la misma para N = N1N2N3, teniendo que realizar solamente
N(N1 +N2 +N3) operaciones elementales. La optimización que descubrieron J. W. Tukey y J. W. Cooley en
1965 [46] de este resultado es elegir N = 2# con # ∈ N, teniendo que realizar solamente

N(2 + 2 + · · ·+ 2︸ ︷︷ ︸
# veces

) = 2#N = 2N log2N (C.15)

operaciones para el cálculo de la DFT (IDFT) de 2# datos, lo cual es una ganancia signficativa en el tiempo de
cómputo considerando que antes se contemplaban N2 operaciones a realizar.
En el capítulo 3 se menciona que la precisión en el cálculo numérico de la DFT realizado con Mathematica 13.0 4,
es tal que los datos obtenidos y mostrados en la Fig. 3.1 difieren de la solución exacta hasta la cuarta cifra
decimal. Para obtener este resultado, se calcula el error absoluto [47] entre los valores dados por las expresiones
analíticas de las componentes del campo EM esparcido en aproximación de partícula pequeña, Ecs. (3.2), con los
datos obtenidos al calcular la DFT de las componentes del campo EM esparcido en la aproximación dipolar
eléctrica, Ecs. (3.3).
En las Figs. C.1(a-c) y Figs. C.1(d-f) se muestran las gráficas del error absoluto calculado para los campos
eléctrico y H esparcidos, respectivamente, en el dominio espectral considerando distintos valores del límite
superior del intervalo de integración tN y del número de datos N = 2#. Al aumentar tN , el máximo del error
absoluto disminuye, siendo para el campo eléctrico: ∼ 0.08 u.a. (unidades arbitrarias) si tN = 30 fs, ∼ 0.008 u.a.
si tN = 45 fs y ∼ 0.0009 u.a. si tN = 60 fs; y para el campo H: ∼ 0.10 u.a. si tN = 30 fs, ∼ 0.009 u.a. si tN = 45
fs y ∼ 0.0009 u.a. si tN = 60 fs. Por otra parte, aumentar el número de datos N no cambia el comportamiento
general del error absoluto. Los valores de N que se muestran en la Fig. C.1 corresponden a los valores mínimos
para los cuales las curvas mostradas se suavizan. De las gráficas del error absoluto para el campo EM esparcido
mostradas en las Figs. C.1(c,f), se concluye que los datos obtenidos al calcular la DFT de los campos eléctrico y
H con tN = 60 fs difieren del resultado exacto hasta la cuarta cifra decimal, obteniendo un error menor al 0.01%.

(a)

(b)

(c)

(d)

(e)

(f)

Fig. C.1: Error absoluto de las componentes cartesianas del (a-c) campo eléctrico y (d-f) campo H esparcidos por una NP
hecha de aluminio [37, 38], de radio a = 1 nm, al interactuar con un electrón con velocidad β = 0.5c y parámetro de impacto
b = 12 nm, en el dominio espectral. Para el cálculo de error absoluto se emplea como límite superior de integración (a,d)
tN = 30 fs, (b,e) tN = 45 fs y (c,f) tN = 60 fs, para una cantidad de datos (a,b,d) N = 210, (e) N = 211 y (c,f) N = 212.
Ambos campos se evalúan en el punto r1 = (0,−5, 1) nm, elegido arbitrariamente.

4Para el cálculo numérico se utilizan las funciones Fourier[tabla de datos, FourierParameters→ {1, 1}] en el
caso de la DFT, y la función InverseFourier[tabla de datos, FourierParameters→ {−1, 1}] para la IDFT.
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Por otra parte, para verificar la precisión en el cálculo numérico de la IDFT mostrado en la Fig. (3.2), se calcula
el error absoluto entre los valores dados por las expresiones analíticas de la componentes del campo EM esparcido
en la aproximación dipolar eléctrica, Ecs. (3.3), con los datos obtenidos al calcular la IDFT de las componentes
del campo EM esparcido en aproximación de partícula pequeña, Ecs. (3.2).
En las Figs. C.2(a-c) y C.2(d-f) se muestran las gráficas del error absoluto calculado para los campos eléctrico
y H esparcidos, respectivamente, en función del tiempo para distintos valores de tN y N = 2#. Al igual que en
el cálculo del error de la DFT, aumentar el valor de tN disminuye el máximo del error absoluto y los valores
presentados para N son los valores mínimos para los cuales se suavizan las curvas presentadas. De las gráficas
mostradas en las Figs. C.2(c,f), correspondientes al error absoluto para los campos EM esparcidos en función
del tiempo, se concluye que los datos obtenidos al calcular la IDFT con tN = 30 fs difieren del resultado exacto
hasta la cuarta cifra decimal, obteniendo al igual que en el caso de la DFT un error menor al 0.01%.

(a)

(b)

(c)

(d)

(e)

(f)

Fig. C.2: Error absoluto de las componentes cartesianas del (a-c) campo eléctrico y (d-f) campo H esparcidos por una NP
hecha de aluminio [37, 38], de radio a = 1 nm, al interactuar con un electrón con velocidad β = 0.5c y parámetro de impacto
b = 12 nm, en el dominio temporal. Para el cálculo de error absoluto se emplea como límite superior de integración (a,d)
tN = 20 fs, (b,e) tN = 25 fs y (c,f) tN = 30 fs, para una cantidad de datos (a,d) N = 211 y (b,c,e,f) N = 212. Ambos
campos se evalúan en el punto r1 = (0,−5, 1) nm, elegido arbitrariamente.

En la Fig. C.2 sólo se presentan gráficas del error absoluto para valores t > 0, esto debido a que el comportamiento
general de las expresiones analíticas es distinto al de los datos obtenidos al calcular la IDFT, aumentando el valor
del error absoluto a medida que t disminuye su valor. Para ejemplificar esta diferencia en el comportamiento entre
los datos exactos y los calculados numéricamente, en la Fig. C.3(a) se presentan los valores del error absoluto de
la componente x del campo eléctrico esparcido en función del tiempo, para los valores tN = 30 fs y N = 212

correspondientes a la curva azul de la Fig. C.2(c), pero en el intervalo [−20, 0] fs. En la Fig. C.3(b) se observa
que el comportamiento de la expresión analítica Eesp

p,x(r1; t) es monótonamente decreciente conforme t→ 0 desde
valores negativos, y converge rápidamente a 0 cuando t→ −∞. Por otra parte, en la Fig. C.3(c) se observa que
los datos obtenidos de calcular la IDFT del campo eléctrico esparcido presentan un carácter oscilatorio alrededor
del valor Eesp,lej

l=1,x (r1; t) = 0, aumentando su amplitud a medida que t decrece a valores negativos. Esto se debe a
que al calcular una IDFT, en realidad se considera que la función a transformar del espacio de frecuencias al
espacio temporal es cíclica con periodicidad dada por el intervalo en el tiempo considerado, en este caso [−30, 30]
fs, de modo que las oscilaciones que se presentan para t < 0 son las correspondientes a tiempos mayores de t = 20
fs, pero que son asignados a valores negativos por el comportamiento cíclico de los valores dados por la IDFT.
De lo anterior se concluye que, para valores negativos de t, el error absoluto no tiene sentido y no es posible
establecer una cota que estime el error de los valores calculados, de modo que la precisión está dada por el error
absoluto calculado en valores de t > 0.
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(a) (b)

(c)

Fig. C.3: (a) Error absoluto de la componentes x del campo eléctrico esparcido por una NP hecha de aluminio [37, 38], de
radio a = 1 nm, al interactuar con un electrón con velocidad β = 0.5c y parámetro de impacto b = 12 nm, en el dominio
temporal, con parámetros tN = 30 fs y N = 212. Comportamiento de los datos (a) exactos y (c) numéricos calculados por
medio de la IDFT para la componente x del campo eléctrico esparcido en función del tiempo. El campo eléctrico se evalúan en
el punto r1 = (0,−5, 1) nm, elegido arbitrariamente.

Para el cálculo de la IDFT de las funciones espectrales auxiliares se consideró un intervalo fijo de tiempo
considerando tN = 50 fs. A su vez, el número de datos considerados para el cálculo varió en función de la
velocidad relativa β, del arreglo {a, b} y del material de la nanopartícula. En la Tabla C.1 se muestran las
potencias del factor 2 elegidas para obtener las gráficas mostradas en el capítulo 3.

Potencia del número de datos n = 2#

Arreglo {1, 3} {10, 12} {10, 30}
Material

β # # #(modelo)

Aluminio
(Drude)

0.25 16 14 14
0.50 16 14 14
0.75 17 17 15
0.99 18 17 16

Oro
(Drude-
Lorentz)

0.25 15 14 14
0.50 16 15 14
0.75 17 15 14
0.99 18 16 16

Bismuto
(Brendel-
Bormann)

0.25 15 14 14
0.50 16 14 14
0.75 17 15 14
0.99 18 16 16

Carburo
de Silicio
(Brendel-
Bormann)

0.25 15 14 14
0.50 16 15 14
0.75 17 15 14
0.99 18 16 17

Tabla C.1: Potencia del factor 2 correspondientes al número de datos considerados para el cálculo de la fuerza de retroceso que
experimenta una NP en el arreglo {a, b} en términos la IFFT de las funciones espectrales auxiliares simplificadas, Ecs. (2.32).
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Apéndice D

Funciones dieléctricas

Para la función dieléctrica del aluminio se utiliza el modelo de Drude [37], desarrollado por el físico
alemán Paul Drude en 1900, el cual consiste en modelar con mecánica clásica el comportamiento microscópico
de los electrones presentes en una red cristalina de un metal, considerándolos como un gas de electrones libres.
El modelo proporciona una expresión para la conductividad eléctrica que a su vez permite dar una expresión
para la función dieléctrica del metal, la cual es:

ϵD(ω) = 1−
ω2

p

ω(ω + iΓ)
, (D.1)

donde ωp y Γ son la frecuencia de plasma y la constante de amortiguamiento fenomenológica características del
metal, respectivamente, mientras que ω es la frecuencia angular de la onda electromagnética que excita al metal.
El metal que mejor es representado por el modelo de Drude es el aluminio, con parámetros ℏωp = 13.144 eV y
ℏΓ = 0.197 eV [38].
En la Fig. D.1 se muestra el comportamiento de la parte real y la parte imaginaria de la función dieléctrica dada
por el modelo de Drude para el aluminio en función de la energía ℏω. Mientras que la parte real (curva celeste)
es una función creciente que cambia de signo cuando la frecuencia es cercana a la frecuencia de plasma ωp con
un comportamiento asintótico a Re{ϵ} = 1 para frecuencias altas, la parte imaginaria (curva amarilla) es una
función decreciente que siempre es positiva y asintótica a Im{ϵ} = 0 en el límite ω →∞.

Fig. D.1: Parte real (curva celeste) y parte imaginaria (curva amarilla) de la función dieléctrica del aluminio modelada como
un material tipo Drude. La frecuencia a la cual se intersecan ambas curvas es cercana a la frecuencia de plasma, que en caso del
aluminio es ℏωp = 13.144 eV [38]. La función dieléctrica es la relativa (normalizada por la del vacío), resultando una cantidad
adimensional.
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Capítulo D. Funciones dieléctricas

La función dieléctrica del oro empleada se obtiene mediante modelo de Drude-Lorentz [39], desarrollado por
el físico neerlandés Hendrik Antoon Lorentz, el cual considera el movimiento de los electrones en un material
como el dado por un oscilador armónico sujeto a un campo eléctrico. El modelo emplea la ecuación del oscilador
armónico amortiguado y forzado [41] para describir la dinámica de un electrón y con ello, la función dieléctrica
del metal:

ϵDL(ω) = 1 +
∑
j

ω2
pfj

ω2
j − ω2 − iωΓj

, (D.2)

donde la suma indica la superposición de osciladores armónicos al modelar las contribuciones interbanda [41].
Al igual que en el modelo de Drude, ωp es la frecuencia de plasma, mientras que Γj y ωj son el coeficiente de
amortiguamiento y la frecuencia característica del j-ésimo oscilador armónico, respectivamente. fj representa el
peso que tiene la contribución del j-ésimo oscilador armónico a la función dieléctrica.
En la Fig. D.2 se muestra el comportamiento de la parte real y la parte imaginaria de la función dieléctrica del
oro, en función de la energía ℏω, dada por el modelo de Drude-Lorentz con el conjunto de datos {fj , ωj ,Γj}
reportado en la Ref. [39].

Fig. D.2: Parte real (curva celeste) y parte imaginaria (curva amarilla) de la función dieléctrica del oro modelada como
un material tipo Drude-Lorentz. La función dieléctrica considera nueve osciladores armónicos. Los datos {fj , ωj ,Γj} están
reportados en la Ref. [39]. La función dieléctrica es la relativa (normalizada por la del vacío), resultando una cantidad
adimensional.

Por último, las funciones dieléctricas utilizadas para el bismuto y el carburo de silicio están dadas por el modelo
de Brendel-Bormann [41], desarrollado por los físicos R. Brendel y D. Bormann, el cual calcula la función
dieléctrica como una superposición infinita de osciladores armónicos tipo Drude-Lorentz utilizando un perfil
gaussiano. Así, la función dieléctrica dada por el modelo de Brendel-Bormann es [41]:

ϵBB(ω) = 1 +
∑
j

i
√
πfjω

2
p

2
√
2ajω

[
w

(
aj − ωj√

2σj

)
+ w

(
aj + ωj√

2σj

)]
, (D.3)

donde aj =
√
ω2 − iωΓj y σj es la desviación estandar del j-ésimo perfil gaussiano. Se define la función de

Faddeeva1 en términos de la función exponencial y la función error complementaria como

w(z) = exp
(
−z2

)
ercf(−iz). (D.4)

En la Fig. D.3 se muestra el comportamiento de la parte real y la parte imaginaria de la función dieléctrica del
bismuto utilizando un ajuste causal de datos experimentales [39] por medio de la función dieléctrica dada por el
modelo de Brendel-Bormann [41].

1Para el cálculo de la función dieléctrica dada por el modelo de Brendel-Bormann se utilizó la versión 11.0 del software
Mathematica, pues en las versiones posteriores la función de Faddeva presenta errores de cálculo para valores cercanos al
cero.
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(a) (b)

(c)

Fig. D.3: Parte real (curva celeste) y parte imaginaria (curva amarilla) de la función dieléctrica del bismuto calculada mediante
el modelo de Brendel-Bormann [41] en función de la energía ℏω para: (a) 0-3 eV, (b) 2.5-20 eV y (c) 20-70 eV. La función
dieléctrica considera un oscilador armónico tipo Drude y 12 osciladores tipo Brendel-Bormann. Los datos {fj , ωj ,Γj , σj} para
el bismuto están reportados en la Ref. [41]. La función dieléctrica es la relativa (normalizada por la del vacío), resultando una
cantidad adimensional.

En la Fig. D.4 se observa el comportamiento de la parte real y la parte imaginaria de la función dieléctrica del
carburo de silicio utilizando un ajuste causal de datos experimentales [42] por medio de la función dieléctrica
dada por el modelo de Brendel-Bormann [41].

(a) (b)

Fig. D.4: Parte real (curva celeste) y parte imaginaria (curva amarilla) de la función dieléctrica del carburo de silicio
calculada mediante el modelo de Brendel-Bormann [41] en función de la energía ℏω para: (a) 0.085-0.115 eV y (b) 0-30 eV. La
función dieléctrica considera un oscilador armónico tipo Drude-Lorentz y 11 osciladores tipo Brendel-Bormann. Los datos
{fj , ωj ,Γj , σj} para el carburo de silicio están reportados en la Ref. [41]. La función dieléctrica es la relativa (normalizada por
la del vacío), resultando una cantidad adimensional.
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