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Resumen /Abstract

En este trabajo se presentan resultados del calculo de la fuerza de retroceso que experimenta una
nanoparticula esférica de radio fijo, asociada al campo electromagnético que esparce al interactuar con
un electron que se mueve con velocidad relativista constante con un parametro de impacto fijo (distancia
minima entre el centro de la nanoparticula y la trayectoria del electréon). El electréon considerado
representa a los electrones tipicamente empleados en la microscopia de transmisién y barrido electrénico,
donde los electrones pueden alcanzar una rapidez de hasta 0.85 veces la rapidez de la luz (~ 0.46 MeV).
Calculos previos reportados muestran que el vector de Poynting para particulas pequenias (de radio de
3 nanometros) es tal que la fuerza de retroceso es nula. En este trabajo se calcula la fuerza de retroceso
en funcion del tiempo para nanoparticulas grandes (de hasta 10 nanémetros de radio) considerando
la aproximacion dipolar del campo electromagnético esparcido. El calculo de la fuerza de retroceso se
realiz6 para nanoparticulas hechas de cada uno de los siguientes materiales: aluminio, oro, bismuto y
carburo de silicio. Los resultados mostrados en el presente trabajo demuestran que la fuerza de retroceso
es mayor para particulas grandes (10 nanémetros de radio) y en materiales conductores como el oro. La
direccién de la fuerza depende tanto del pardmetro de impacto como de la rapidez del electron.

This work presents results of the calculation of the recoil force that a spherical nanoparticle
with fixed radius experiments, related to the electromagnetic field that it scatters when it interacts
with a relativistically traveling electron with constant velocity at a fixed impact parameter (minimum
distance between the center of the nanoparticle and the electron’s trajectory). The considered electron
represents typical electrons used in transmission and scanning electron microscopy, where electrons can
reach speeds of up to 0.85 times the speed of light (~ 0.46 MeV). Previous calculations have shown
that for small particles (with radius of 3 nanometers), the Poynting vector is such that the recoil force
is zero. In this work, the recoil force is calculated as a function of time for large nanoparticles (up to 10
nanometers in radius) considering the dipole approximation of the scattered electromagnetic field. The
calculation of the recoil force was performed for nanoparticles made of each of the following materials:
aluminum, gold, bismuth, and silicon carbide. The results presented in this work demonstrate that the
recoil force is higher for large particles (radius of 10 nanometers) and in metallic materials such as gold.
The direction of the force depends on both the impact parameter and the electron’s velocity.
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Introduccion

Una herramienta que ha resultado de gran utilidad para la investigaciéon de estructuras electrénicas
de la materia condensada a la nanoescala [1-8|, es el microscopio de barrido de transmision de electrones
(STEM por sus siglas en inglés Scanning Transmission Electron Microscope), en el cual los electrones
son acelerados alcanzando hasta una rapidez de 0.827 veces la rapidez de la luz [9, 10]. Como la corriente
que produce el haz de electrones es del orden de pA, el sistema equivale a emitir un electréon que viaja
a velocidad constante cada 1078 s que, comparado con el tiempo de vida tipico de las excitaciones
electronicas en metales de 1071 s [11], permite modelar fisicamente el sistema de los STEM como
un solo electron rapido (velocidades relativistas) que interacttia con la muestra como superficies o
nanoparticulas (NP) [12-15]. Para el caso de una NP, el sistema se puede modelar como una NP esférica
de radio a que interactiia con un electréon que se mueve con rapidez constante relativa a la de la luz 8
en direccion z, a un parametro de impacto b (distancia minima entre el centro de la NP y la trayectoria
del electrén).

Un enfoque que se le ha dado en los dltimos anos a la investigacion de la interaccién de un electron
rapido con una NP es el calculo de la transferencia de momento lineal y momento angular [16-22]
variando el tamaifio de la NP, el parametro de impacto, la rapidez del electrén y el material del que esta
hecha la NP. En 2021 se estudi6 la fuerza en funcién del tiempo que ejerce un electréon sobre una NP
esférica y la fuerza que ejerce la NP sobre el electron, considerando una NP pequefia de radio ¢ = 3 nm
[23]. En este estudio, se reporto que el vector de Poynting asociado al campo electromagnético (EM)
esparcido por la NP presenta simetria esférica y por tanto no hay procesos de radiaciéon que contribuyan
a la fuerza que experimenta la NP bajo la aproximacién de particula pequena.

Por otra parte, la fuerza de retroceso asociada al campo EM radiado ha sido estudiada en nanoantenas
con patrones de radiacion asimétricos modelandolas como generadores de fuerza de retroceso impulsados
por luz esparcida [24]. En este estudio se reporta un resultado importante: la fuerza de retroceso se
asocia directamente con la integral de superficie del tensor de esfuerzos de Maxwell que es proporcional
al vector de Poynting dado por el campo EM en el campo lejano (ver Fig. 1), definiendo la fuerza
de retroceso como la fuerza resultante asociada a la pérdida de momento por radiaciéon EM de la
nanoantena.
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Fig. 1: Calculo de la fuerza de retroceso de una nanoantena mediante (a) la integral del tensor de esfuerzos de Maxwell
sobre la superficie 9V y (b) sumando vectorialmente el vector de Poynting sobre la superficie OV;,, en campo lejano. Imagen
extraida y adaptada de Ref. [24].
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En el caso del problema de interaccién de un electréon rapido con una NP esférica, la Fig. 2 muestra
el patréon de radiacién asociado al vector de Poynting calculado con el campo EM lejano que esparce
una NP hecha de aluminio y de radio ¢ = 10 nm, tamafio en el que se espera se presente una fuerza
de retroceso. En la Fig. 2(a) se muestra el patron de radiacion para ¢ = 502.93 as, donde se presenta
una aparente simetria toroidal pero que desde una perspectiva frontal en la direccion €, [ver Fig. 2(b)]
muestra un lébulo predominante que se interpreta como el crecimiento de la magnitud del vector de
Poynting en las direcciones —€, y €,. En contraste, para t = 717.77 as, las Figs. 2(c-d) muestran que
el patréon de radiacién presenta una mayor simetria toroidal. Por tanto, resulta necesario calcular la
integral de superficie del vector de Poynting para obtener la direccién de la fuerza de retroceso.

-2 -1 0 1 2

Shy Tnal

-2 -1 0 1 2

S ual

Fig. 2: Patron de radiacion dado por la magnitud del vector de Poynting asociado al campo EM esparcido lejano por una NP
de aluminio de radio a = 10 nm que interactda con un electréon que se mueve con velocidad constante v = 0.5¢ &, y parametro
de impacto b = 12 nm, en los instantes (a) t = 502.93 as y (c) t = 717.77 as con perspectivas totalmente frontales en direccién
&y (b) y (d), respectivamente. El calculo del patrén de radiacion se realizo sobre una superficie esférica de radio ¢ = 150 nm,
concéntrica a la NP.
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Los objetivos principales de este trabajo son calcular y comparar la fuerza de retroceso que experimenta
una NP esférica variando su radio a, el parametro de impacto b, la rapidez relativa del electréon 3 y el
material del que esté hecha la NP. Se realiza el calculo de la fuerza de retroceso para una NP pequena
con el objetivo de corroborar que bajo la aproximacién de particula pequena, la fuerza de retroceso que
experimenta es nula, reproduciendo los resultados previamente reportados [23].

Para el célculo de la fuerza de retroceso que experimenta una NP es necesario abordar dos temas
principales. El primero es el calculo del campo EM inducido en la NP debido al del electréon rapido
(campo EM externo). En la Fig. 3 se muestra un mapa conceptual que ilustra como se han obtenido
las expresiones de los campos EM externo e inducido anteriormente. Comenzando con el campo EM
externo (E™', H®') en funcién del tiempo, se calcula su transformada de Fourier temporal (E®<t, H®xt)

que permite obtener su expansion multipolar X(Ef**, Hf*') en términos de los arménicos esféricos

vectoriales. A esta solucion se le conoce como solucion de Mie extendida |25, 26| por su inspiracion en
la solucion de Mie, desarrollada por el fisico aleman Gustav Mie, quien calcul6 el campo EM esparcido
por una NP inducido por una onda EM monocromatica [27, 28]. El campo EM inducido se relaciona

con el campo EM externo por medio de los coeficientes t;E y tM analogos a los coeficientes de Mie

a; y by. Al calcular las expresiones del campo EM esparcido Z(E?Sp, fI?Sp) por la NP es importante

tener en cuenta el dominio en el que se trabaja. Naturalmente se buscan expresiones en funcién del
tiempo para el campo EM esparcido (E®P, H*P). Sin embargo, debido a la presencia de los coeficientes
tZE y t%v[ no es posible obtener expresiones analiticas al calcular la transformada temporal de Fourier
inversa. Una de las opciones para trabajar analiticamente con expresiones del campo EM esparcido en
funcion del tiempo es la aproximacioén dipolar eléctrica (Ep?, Hp?), modelandolo como el campo EM
producido por un dipolo eléctrico puntal en el centro de la NP. Si se considera so6lo el término [ =1 de
la expansiéon multipolar del campo EM esparcido (E?ipl, H?ipl), junto con la aproximacién de particula
pequena (ka < 1 nm, donde k es el ntiimero de onda) y un pardmetro de impacto b > a para tener un
campo EM de baja intensidad, entonces el dipolo eléctrico predomina sobre el magnético y coincide con
la transformada de Fourier del campo EM en la aproximacion dipolar eléctrica.

La transformada de Fourier inversa del término completo I = 1 del campo EM esparcido no tiene
solucién analitica. Para su calculo es necesario el segundo tema de interés: un método numérico que
proporcione el comportamiento del campo EM en funcion del tiempo. El método empleado en este
trabajo es la transformada discreta de Fourier bajo el algoritmo de la transformada rapida de Fourier
para optimizar el tiempo de computo (ver apéndice (V). Con el campo EM esparcido en funciéon del
tiempo (E?ipl, H?ipl) es posible calcular el vector de Poynting Sfipl asociado, pues su definicién esta dada
en el dominio temporal. Finalmente, se calcula la fuerza de retroceso F}® que esta dada en términos

de la integral de superficie del vector de Poynting asociado al campo EM esparcido lejano S;e:jl que, por
su relevancia en este trabajo, se le denomina wvector de Poynting resultante 6}‘21.

El presente trabajo consta de cuatro capitulos y cuatro apéndices. En el capitulo 1 se desarrollan los
célculos principales de la soluciéon de Mie extendida con un enfoque inspirado en el desarrollo planteado
en la Ref. [28] para ondas EM monocrométicas. En este capitulo se muestran las expresiones para
los campos EM externo en el dominio temporal y espectral, mientras que las expresiones del campo
EM esparcido se presentan para la aproximacion dipolar (término [ = 1 de la expansién multipolar)
en el dominio espectral, y se introducen las expresiones para el dominio temporal en términos de las
funciones espectrales auxiliares.

En el capitulo 2 se analizan las definiciones del vector de Poynting y el tensor de esfuerzos de Maxwell
en el dominio temporal, asi como la relacién entre estas dos cantidades fisicas en el campo lejano. En
este capitulo se deduce la expresion de la fuerza de retroceso que experimenta una NP en términos
del vector de Poynting resultante para el caso particular de la aproximacién dipolar del campo EM
esparcido por la NP.
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Fig. 3: Mapa conceptual de las relaciones entre las expresiones del campo externo producido por el electron, el campo esparcido
por la nanoparticula y el vector de Poynting esparcido. Las flechas en azul indican relaciones de equivalencia entre expresiones,
las magenta indican relaciones por medio de la transformada de Fourier (o su inversa) y las rojas punteadas indican relaciones
con expresiones inexistentes o erréneas.

El capitulo 3 comienza con un analisis de la expresion analitica de la fuerza de retroceso a manera de
predecir su comportamiento como el de una onda no dispersiva en el tiempo o pulso. Posteriormente, se
muestra una comparacion del célculo de la transformada répida de Fourier y las soluciones analiticas
para la aproximacion dipolar eléctrica del campo EM esparcido (dominio temporal) y la aproximacion
de particula pequenia (dominio espectral), como prueba de la fiabilidad de los datos calculados por
el método numeérico empleado. Luego, se muestran los resultados para las componentes transversal y
longitudinal de la fuerza de retroceso para NP hechas de cuatro materiales distintos: aluminio, oro,
bismuto y carburo de silicio. Los resultados se muestran para tres parejas de radio y pardmetro de
impacto llamados arreglos {a,b}, con el objetivo de comparar los resultados segin el tamano de la NP
y la distancia de su centro al punto mas cercano a la trayectoria del electron.

Finalmente, en el capitulo 4 se presentan las conclusiones el presente trabajo, destacando el hecho de
que la fuerza de retroceso que experimenta una NP debido a la interaccién con un electrén rapido se
debe a la asimetria del patron de radiacion en el tiempo. Asi mismo, se presentan ideas para un trabajo

4
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a futuro en el tema del célculo de la fuerza de retroceso asi como en el uso de la metodologia empleada
en el presente trabajo para el calculo de la transferencia de momento lineal y angular en la interaccién
de un electrén rapido con una NP esférica.

El apéndice A muestra los calculos suplementarios de la solucién de Mie. En el apéndice B se presenta el
analisis de la simetria del vector de Poynting externo y esparcido. El apéndice C establece los aspectos
generales de la transformada discreta de Fourier asi como la caracteristica principal de la transformada
rapida de Fourier, y el apéndice D muestra los modelos y gréficas de las funciones dieléctricas empleadas
para los cuatro materiales considerados en el calculo de la fuerza de retroceso.




Capitulo 1

Interaccion de un electron rapido con una
nanoparticula

En la Fig. 1.1 se muestra el sistema a estudiar: una nanoparticula (NP) esférica, de radio a, centrada en
el origen y caracterizada por una funcion dieléctrica e¢(w), que interactiia con un electron que viaja en linea recta
a una velocidad v = vé,. La distancia mas corta entre la trayectoria del electréon y el centro de la NP determina
el parametro de impacto b.

Fig. 1.1: Nanoparticula (esfera gris) de radio a caracterizada por la funcién dieléctrica ¢(w) inmersa en el vacio, que interactia
con un electrén (punto magenta) que viaja en direcciéon z cortando al eje x a una distancia b del origen. Se muestran los planos
=0,y =0y z=0 en color rojo, amarillo y verde, respectivamente.

La interaccion entre la NP y el electréon rapido ocurre debido a las cargas y corrientes inducidas en la NP por el
campo electromagnético (EM) producido por el electron. Para calcular el campo EM originado por las fuentes
inducidas se emplea la solucion de Mie extendida |25, 26].




1.1 Campo electromagnético externo

1.1. Campo electromagnético externo

Para calcular el campo EM externo, producido por el electron, es conveniente definir dos sistemas de
referencia: el del electréon, denotado por M, y el de la NP denotado por M. Siguiendo el principio de la relatividad
especial, el campo EM externo se relaciona entre los sistemas de referencia M y M’ mediante el tensor de
Faraday F*¥ dado por [29]

0 N — 7 I
C C C
E
= 0 -B., B,
Fr=1 g : (1.1)

=¥ B, 0 -B,

C
E,
-~ -B, B, 0

c Yy

donde c es la rapidez de la luz, E; y B; (i = x,y,2) son las componentes del campo eléctrico y magnético,
respectivamente. La transformacion de Lorentz [30]

v 0 0 9B
0 1 0 0

B

Av=10 01 o (1.2)
8 0 0

corresponde al movimiento del sistema M’ en la direccién z con rapidez constante v respecto al sistema M donde
8 = v/c es la rapidez relativa del electrén respecto a la de la luz y v = (1 — 32)~1/2 es el factor de Lorentz [30].
Asi, el campo EM observado desde el sistema de referencia M’ se relaciona con el observado en M mediante [29]

= Al AL P (1.3)

de modo que, sustituyendo las Ecs. (1.1) y (1.2) en la Ec. (1.3) se obtiene que, por componentes, el campo
eléctrico externo observado desde M es

E; =v(Ey + ¢8By), (1.4a)
Ey =~(Ey — c¢fBy), (1.4b)
Ez = EZ/, (14(3)
mientras que el campo magnético es E,
» = V(B = B—5), (1.4d)
E,
By =~(By + 57% (1.4e)
B, = B,. (1.4f)
El campo EM externo observado desde M’ es
1 —e e ey +y'é, +2e,
E'(r';t) = —€, = — d Y z 1.5
wit)= (s ) > =~ () s e G (152
B'(r';t') =0, (1.5b)

. . ., . ’
donde se debe considerar que son expresiones en funcion de las coordenadas de M, es decir, z# = (ct’,2',y’, 2’)
que se relacionan con las coordenadas del sistema M mediante la matriz de transformacion de Lorentz, Ec. (1.2),
de modo que [30]
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¥ =x—0b, (1.6a)

"=y, (1.6b)
2 =~(z — Bet), (1.6¢)
ct’ = vy(ct — Bz). (1.6d)

Sustituyendo las Ecs. (1.5) y (1.6) en las Ecs. (1.4) y definiendo R = +/(x — b)%2 + y?, se obtiene que el campo
EM externo en funciéon de las coordenadas del sistema M es [31]

Campo EM externo en funcion del tiempo

B (r; £) = — ( e ) - { (z — b)és + yéy + (2 — Bet)é. } 7 (1.7)

(R +2(z = et

)= - (52) e e e | )

La metodologia para calcular el campo esparcido por la NP consiste en realizar los calculos el dominio espectral
(en funcion de la frecuencia w), siendo necesario calcular la transformada de Fourier del campo EM externo. La
convencion a usar es [28]

Flw) = Foso{F(1)} = /_ T F(t) explit)dt, (1.82)
10 =58 T} = 5 [ Fw)esp(-isae, (1.8)

haciendo énfasis que en lo siguiente, las cantidades denotadas con una virgulilla en la parte superior corresponden
a expresiones en funcion de la frecuencia w, que se relacionan con la expresion correspondiente en funcién del
tiempo ¢ por medio de una transformada de Fourier (o su inversa), tal como se indica en las Ecs. (1.8).

Al calcular las transformadas de Fourier mediante la Ec. (1.82) de las componentes del campo EM externo, se

obtienen integrales de la forma
o exp(iwt)
| e o)

> z — fBct) exp(iwt
/—oo [R(2 + vg(z)i ;ﬁt)ﬂlﬂ dt, (1.9b)

donde las integrales de las Ecs. (1.9) se calculan mediante un cambio de variable [32], resultando

* exp(—iam) .
/_Oo —(1+n2)3/2dn—2\04|K1(|a|), (1.10a)
* nexp(—iam) . .

donde K, () es la funcion de Bessel modificada del segundo tipo de orden v. Sustituyendo el resultado de las
Ecs. (1.10) en las expresiones para el calculo de las transformadas de Fourier de las Ecs. (1.7) se obtiene que el
campo EM externo en el dominio espectral esta dado por [25]

Campo EM externo en funcién de la frecuencia

v () ()2 {500 (S o
i IR . (1.11a)
o ( Bye ) ez} ’
H (13 0) = — (%) (fgﬂ%) exp <i%>K1 ('Zf) [—yé, + (z — b)&y)- (1.11b)
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1.2. Campo electromagnético esparcido: Solucién de Mie extendida

La geometria esférica de la NP sugiere utilizar la expansion multipolar dada por la solucién de Mie [28]
en términos de la base esférica para calcular el campo esparcido. Partiendo de que Eext y Hext cumplen con la
ecuacion de Helmholtz vectorial _ B

V2F + k*F = 0, (1.12)
pueden ser escritos como una combinacién lineal de los armonicos esféricos vectoriales Nl(l'rzL y Ml(lgl (
A). Asi, el campo EM externo se escribe como 7 ’

ver apéndice

Expansion multipolar del campo EM externo en funcién de la frecuencia

B (rjw) = 0 Y [Vim@)NIL (k1 6,0) = Wim(@)M{D) (kr,6,0)] (1.13a)
=1 m=-1
oo l
k
o (1 0) WZ 3 [lem l(’lgl(kr,e,go)+I/l,m(w)Ml(}7)rL(kr,9,<p)], (1.13b)
Uy

donde el campo H externo se calcula empleando la Ley de Faraday-Lenz: V x E*t = iwuoﬁeXt. Para calcular los
coeficientes Vi ,,, ¥ Wi que aparecen en las Ecs. (1.13) se utiliza el teorema de Helmholtz que permite expresar
un campo en términos de dos proyecciones: longitudinal y transversal

F=Vi +VxQ. (1.14a)
A su vez, la componente transversal V x Q se puede separar en dos componentes ortogonales [33]:
F = Vi + Lapy + T3, (1.14b)

donde el gradiente V, el operador de momento angular L=—irxV y el operador definido como Y= (ik)~1V x L
forman un conjunto ortogonal de operadores con 1, o y 13 las respectivas proyecciones de F, es decir

V Iapy =L Vi =0, (1.15a)
L - Yy;=" L =0, (1.15b)
Y Vi =V T = 0. (1.15¢)

Para el caso particular del campo eléctrico externo E®*' dado por la Ec. (L.11a), la Ec. (1.14Db) se reescribe como
E™ (r;w) = Vo (r;w) + LMo (r;w) + TP (r;w), (1.16)

donde los superindices L, M y E corresponden a “longitudinal”, “magnético” y “eléctrico”, respectivamente.
Considerando las Ecs. (1.15) y el hecho de que la funcién ™*** cumple con la ecuacion de Helmholtz escalar
(ver apéndice A), al calcular la divergencia del campo eléctrico externo E®* dado por la Ec. (1.16) se obtiene

vV - Eext

V- E(r;w) = V2R (ryw) = k29 (r; w), entonces P (ryw) = — 12

(1.17)

Al considerar que el electréon se mueve en el vacio, E®** no tiene componente longitudinal, por lo tanto en este
caso Yt es cero!.

'Matematicamente, la proyecciéon longitudinal Q/)L Xt g proporcional a la transformada de Fourier de la densidad de

carga eléctrica, que estrictamente es la multiplicacién de dos delta de Dirac y una funcién exponencial compleja, pero la
justificacién fisica permite eliminarla de manera directa.
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De modo que el campo EM externo se reescribe de la siguiente manera
E™ (r;w) = LM (r;w) + TP (r;w). (1.18)
A su vez, las funciones 1ZE79’“ y {Z;M’e’“ cumplen con la ecuacion de Helmholtz escalar [28]
VQ,('/;{E,M},ext + k2{£{E,M},ext -0, (1.19)

por lo que es posible y conveniente escribir las soluciones wM oxt g qhBext en términos de las funciones esféricas
de Bessel j;(kr) y los armonicos esféricos escalares Y, (0, ¢) (ver apéndice A), como

et — 3 Z b (k)Y (0, ), (1.20a)

=1 m=—1

et Z Z leniXt]l kr)Y," (0, ¢). (1.20b)

=1 m=-1

Para calcular L - Ex* y Y - E°*t es necesario considerar dos resultados: el primero es que el operador de momento
angular tiene como funciones propias a los armoénicos esféricos escalares, en donde la ecuacién de valores propios
esta dada por [33] R

L2Y™(0, ) = (L +1)Y;™ (0, ), (1.21)

y el segundo, que el operador T aplicado sobre si mismo es T2 = —k—2v2@2, _donde los operadores Viy L2
conmutan entre sf [33]. Considerando a su vez las Ecs. (1.15), (1.16) y (1.20), L-E®* y Y - E®™*' estan dados por

]T_‘.Eext( ) L2 Mext Z Z 1/11 cxt kr L2)/l (97@)
o s (1.22a)
=3 U+ D (k) Y (6, ),
=1 m=-1
!
T EEXt(I‘;t) _ T21:/JVE7EXt(I‘;w) _ _k—2v2i]2{£E,ext Z Z JFniXt]l kr L2Y}m(0’ SD)
o f=tm=t (1.22b)
=2 2 Wi+ DY 6,9)
Por otra parte, sustituyendo las Ecs. (1.20) en la Ec. (1.18), se obtiene
oo l .
E™ (r;w) = Z Z {Wthfl’mL[jl(kr)PIm(cos 0) exp(imey)]
=1 m=-1
+ Y, ,Zthl m X [j1(kr) P™ (cos 0) exp(zmgo)]} (1.23)

l
P> {wlM,:xt MU (k,0,0) + G frmN ) (k0,0 }

||Mg

donde f , es la constante de normalizacion de los armonicos esféricos escalares (ver apéndice A). Comparando

la expresion del campo eléctrico externo dado por la Ec. ( ) con la dada en la Ec. (1.23), se obtiene que los
,ext J}'M,cxt
I,m

coeficientes V; ,, v Wi, se relacionan con los coeficientes 7,/1l o como
= —ifrmp (1.24a)
Wim = —if) mzpl Xt (1.24b)

10
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Para calcular los coeficientes 1/)l oxt g Y, niXt que aparecen en las Ecs. (1.20) se utiliza el resultado de otro

procedimiento que aborda el mismo problema pero desde otro punto de partida. Es posible calcular tanto el
campo EM externo en términos del potencial escalar ¢ y el potencial vectorial A dados por las ecuaciones de
Maxwell (especificamente la ley de Gauss magnética y la ley de Fadaray-Lenz) y a su vez, el potencial vectorial
se puede expresar en términos del potencial escalar dada la naturaleza de la fuente externa de corriente (ver
apéndice A). Calculando L - E® y T - E®* por medio de la sustitucion de la Ec. (A.10) en la Ec. (A.354) y
comparando con las Ecs. (1.22), se obtiene que [26]

(+)
M, ext €k‘ﬁ mA |w|b
= — —TK, — 1.2
wl,m i— ceo l(l + 1) m (670 ) ( 53’)
TE,ext . ek Bl m |W|b
oxt __; 68 Dim g (JWI0) 1.25b
Tt =iy (e (1.250)
donde
=AU+ m+ D) —m) - AL U= m+ D) +m), (1.26a)
20+ 1! it=d
A(+) Jim( gm 1.26h
ﬂl—o—l sz (l—]) (_m)|( ) (Q’Y) Jl=3 ( )

. ! . ., .
y los ntimeros J j’;'i ; se calculan mediante la relacién de recurrencia’

(I—m)ab™ = @20 —1)Jbm — (1 +m—1)7 2™, (1.26¢)

11,12 i1,i2+1 11,12

m—1,m m—2,m __
con los valores iniciales J; ; »" =0, J; ;=" =0y

_1)m — NB (fatkm+2 iatl i4
gm.m _ {( ]-) (2m 1)B( 2 L) )’ Sl 12 €s par (126d)

iz 0, si io es impar ’

donde B(u,v) es la funcion beta. Finalmente, sustituyendo las Ecs. (1.25) en las Ecs. (1.24), se obtiene que
los coeficientes que multiplican a los armoénicos esféricos vectoriales en la expansion multipolar del campo EM
externo son

Coeficientes V) ., y Wi, de la expansién multipolar del campo EM externo

_ ek: fl,mBl,m |w|b
Wsm(w> - €0Cy 2l(l + 1) Km (/B’YC) ) (127&)
fl oA lw[b

Para calcular el campo esparcido, se plantean dos regiones divididas por la superficie de la particula: en su
interior se trata de un material sélido, homogéneo e isétropo del que estd hecha la NP y en el exterior es vacio.
Las condiciones de frontera que deben cumplir los campos eléctrico E y H son

(Eint _ Eout)|rza < H=0 y (ﬁint o I'_VIout)|T:a X f =0, (128)

donde los superindices “int” y “out” refieren a los campos EM en las regiones interior y exterior (respecto a la super-
ficie de la particula), respectivamente. Las Ecs. (1.28) representan la continuidad de la componente paralela a la

superficie esférica con vector normal fi = é,.. A su vez, el campo EM exterior (EO‘“, ﬁOUt) se compone de la super-
posicion de dos campos EM: el campo EM externo (E®<*, H™!) y el campo EM que esparce la NP (E®P H®P). Asi

2Los nimeros Jl |, son coeficientes que no dependen de los pardmetros del problema (a, by B), es decir, son nameros

que una vez calculados, pueden ser almacenados en una base de datos y ser reutilizados para futuros calculos.

11



Capitulo 1. Interaccién de un electrén rapido con una nanoparticula

(B>t 4 EP —E™)| _, x &, =0 y (H™ +H" —H"™)|,_, xé&, =0. (1.29)

Al igual que el campo EM externo, los campos EM esparcido e interno también son soluciéon a la ecuacion de
Helmholtz vectorial, entonces son combinaciones lineales de los armoénicos esféricos vectoriales. Asi, el campo
dentro de la particula es

[e%S) l
B (i) = 3 D [i8P@)Vim (@)NID, (kiner, 0, 0) = 5 (@) Wa ()M, (hiner 0,0)] (1.30a)
=1 m=—1
B (i) = " ttz > [ @ Wi @NE, (ir, 0, 0) + 5P (@) Vi (@) M), (i, 0,9) |, (1.30b)
=1 m=—1

donde, tal como en las Ecs. (1.13) del campo EM externo, el superindice (1) en los armonicos esféricos
vectoriales denota que se emplea j; para la solucion radial (dado que no diverge en el origen). Los coeficientes de
proporcionalidad szE y s%vl solo dependen de la frecuencia angular. Cabe mencionar que al tratarse del campo
interno, los armonicos esféricos vectoriales estan evaluados dentro de la particula, por lo que en vez de tratarse
de una dependencia de kr se trata de una dependencia de ki, donde kijny = Nk y N es el indice de refraccion
de la particula. Para el campo esparcido se pueden emplear tanto j; como y; dado que representan soluciones
fisicamente aceptables (no divergen en la region del espacio en cuestion). Empleando las funciones esféricas de

Hankel hl(+) y hl(_) [34] en su limite asintético (12 < kr) [28]:

) (k) (i)t SRR, (131
{7 (kr) ~ _pxp(=ikr) (1.31b)

kr ’

se obtiene que hz(+) corresponde a una onda esférica saliente y hz(_) a una onda entrante. Dado que el campo

esparcido es una onda saliente de la particula, se emplea hz(+) como solucién a la parte radial. Entonces, el campo
esparcido esta dado por

Expansion multipolar del campo EM esparcido por la NP en funcién de la frecuencia

EP(ryw) = 3 Z (17 (@) Vi m (@INE), (7, 6, ) — 89 (@) Wy ()M, (B, 6, 0)] (1.32a)

l
es k:
HP (r;w =w—Z Zj (681 (0) W ()N (k1 6,0) + R () Vim ()M (B, 6,0, (1.32D)

donde ahora el superindice (3) en los armoénicos esféricos vectoriales denota a hl(ﬂ como solucién a la parte

radial y los coeficientes de proporcionalidad tzE y t%\/[ solo dependen de la frecuencia angular.
Desarrollando por componentes las Ecs. (1.29), se obtienen las siguientes cuatro ecuaciones:

(Eext +ESP - Emt) =0, (1.33a)
rext es 7mint _

(Bg+Eer-E2)| _ =0, (1.33b)

(fIS’“ + Hy™ — ffé“t) =0, (1.33¢)

(g + mgr - H2)| =0, (1.33d)

donde los subindices 6 y ¢ aluden a las componentes tangenciales, en coordenadas esféricas, sobre la superficie
esférica de radio a con vector normal n = é,.. Sustituyendo los armoénicos esféricos vectoriales, considerando

12
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r = a, en las expresiones de los campos EM externo, interno y esparcido, imponiendo las Ecs. (1.33) y las
relaciones de ortogonalidad entre 7]* y 7/ dadas por las Ecs. (A.48), se obtiene un sistema de cuatro ecuaciones

lineales® para los cuatro coeficientes tF, tM, sF y sM a calcular:

(%) + 616(x) = 5" (Nx), (1.34a)

Ny (x) + NtEE (x) = sy (Nx), (1.34b)
[ingth1(X) + fingt] € (%) = poNs; 1 (Nx), (1.34c)
Ping®] (%) + pinety (%) = posy i (Nx), (1.34d)

donde N es el indice de refraccion relativo de la particula respecto al de la matriz en la que esta inmersa (al
tratarse del vacio, N coincide con el indice de refraccion del material del que esté hecha la NP), x = ka es el
pardmetro de tamano® y, para ganar estabilidad en los célculos numéricos, se reemplazan las funciones esféricas
de Bessel y de Hankel por las funciones de Riccati-Bessel [28]:

Yi(n) = nji(n), (1.35a)
&(n) =nh" (). (1.35b)
Resolviendo el sistema de ecuaciones dado por las Ecs. (1.34), se obtienen las siguientes expresiones para los
coeficientes (<)l (Nx) (Nx)6()
E:_uinﬁ/)zX%’ Nx) — po Ny (Nx) 1.36
! pint&r (X)) (N%) — po N (Nx)&(x) (136
M_ NONMJI (X)TM(NX) — /j,inti/)l(NX) ( ) (136b)
: o N&(x) Y] (NX) — pingthr (Nx)&(x)
E _ MintNgl( )W(X) - Minthl (X) (X) 1.36
T GOITN) — o N NG 1369
M _ Mthgl( ) (X) Mth’(/}l( )fl,(X) (136(1)

o NE (%)) (NX) — pinshr(Nx)&] (x x)’

Se considera que la permeabilidad magnética de la particula es igual a la del vacio (material no magnético),
simplificando asi los coeficientes & y tM° que multiplican a los arménicos esféricos vectoriales en la expansién
multipolar del campo EM esparcido como

Coeficientes t;E

y t%\'l de la expansion multipolar del campo EM esparcido por la NP

o BUR) — NVl
) = = (V) — Nep (N)E(x) (1.872)
o NN — b (N

W) = (V) — (NG (1.370)

Para calcular la fuerza EM asociada al campo EM inducido (esparcido e interno) en funcion del tiempo, se debe
calcular la transformada de Fourier de las Ecs. (1.30) y (1.32), respectivamente. El problema radica en que no
hay solucién analitica para las integrales que resultan al realizar el calculo. En el presente trabajo se considera la
aproximacion dipolar para abordar el problema, es decir, el término correspondiente a [ = 1 en la expansién
multipolar del campo EM esparcido por la NP. Sustituyendo ! =1 en la Ec. (1.32a), las componentes esféricas
del campo eléctrico esparcido por la NP son

3El sistema de ecuaciones que se obtiene de sustituir en las Ecs. (1.332) y (1.33h) es equivalente al que se obtiene
sustituyendo en las Ecs. (1.33¢) y (1.33d). No es necesario sustituir en las cuatro ecuaciones, es suficiente con un par.

“Para evitar confusiones, el parametro de tamafio se define mediante el simbolo x diferente a la variable espacial x.

®Los coeficientes tF y tM se relacionan con los coeficientes de Mie a; y b; por medio de una unidad imaginaria: t& = ia,
y tM = ib;. La diferencia radica en la implementacion de la funcién esférica de Hankel hl(l) en la solucién de Mie y la

(+)

funcién esférica de Hankel h;"’ en la solucién de Mie extendida.
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(+)
~es e 6k ghy (kr) . wb wb
B L(rw) = <47T60> v L o {smﬂcos vk, <W> — cos 0Ky <576>} , (1.38a)
EeSp € 3k M h(+ k U)b E 0 K wb
1 p(Tw) = Iney ) o2 ity Beos (kr)K + t7" |cos b cos p K e
(1.38b)

(+)
_ ;sm@KO (;i)} [Qh kikr (+) (kr) ]}
. e 3k wb (
Ei ,(rsw) =~ (m) o Stneka <B_vc> { [

mientras que, sustituyendo ! = 1 en la Ec. (1.32b), las componentes esféricas del campo H esparcido por la NP
son

7) hg+) (kr)

+ it} B cos 0h§+) (k:r)} , (1.38¢)

)
r7esp . _ i % M wb hl (k’l“) : :
HZY (rw) = (47r> 75t1 K, <_B'yc> e sin @ sin ¢, (1.39a)
rres € 3k wb . . h(+) kr
H™ y(rsw) = (4—) 752K <ﬁ_7c) sin ¢ {zt?hi”(kr) + it 2% - h§+)(kr) cosf o, (1.39b)

r7€sp . _ € 3k By (+) wb wb 3
HZY (r;w) —( ) D {t hi™ (kr) [zKl (ﬂ’yc) cosfcosp + — Ko <ﬁ’yc sin 0

(+) (139(3)
+ Bt K, ( b ) lQM — thr)(kr)] cos @} .

Brye kr

Realizando las transformadas de Fourier inversas temporales de las componentes del campo eléctrico y del campo
H mostradas en las Ecs. (1.38) y (1.39), respectivamente, se obtienen las componentes del campo eléctrico en
funcion del tiempo

Componentes esféricas del término dipolar del campo eléctrico esparcido por la NP

s e 6 (1 cos 6 E,(1
E, Iir( 1) :(m> (W) {smﬁcosgo(l ( )( ) + TQLO( )(T, t)], (1.40a)
2 1
Elesri p(r,t) = ¢ 3 B ~ cos goQM (2)( 1) + cosfcos —QlE’l(l)(r, t) — —95’1@) (r,t)
dmeg ) \ cyf? roo @ =
p . (1.40b)
Sm E,(1) E,(2)
Q7 —-Q
=2 208000 - 5P )| |
e 3 ) 2 E(1 1 E(2 B M, (2
By w( r;t) = — (—47T60) <—0752) sin ¢ {;911( )(7‘, t) — 2921( )(r, t) + - cos 091)1( )(r, t)]7 (1.40c)

y las componentes del campo H en funcién del tiempo

Componentes esféricas del término dipolar del campo H esparcido por la NP

es € 6 o . M,

Hl }i r( ) _(E) <7,82T>6S1n081n 9091,1(1)(7" t)a (141&)
es € 3 . 1 E, 2 M, 1 M,

H;Z 4(rs5t) :<E) <W> sin {591,1(2)(7’, t) + Bcosd [;91,1(1)(73 t) — 592,1(2)(73 t)] } ,  (1.41Db)
es € 3 1 sin 6 ,

B w8 =) (W) { cos cos g% 1, 1) + = =007 (1)

; " (1.41c)
+4 cosw[ QM (1)( ) — ZQIQ\/’I:’[(Q)(T, t)} } .
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1.2 Campo electromagnético esparcido: Solucién de Mie extendida

Las Ecs. (1.40) y (1.41) son expresiones semianaliticas, dado que se definen las funciones espectrales auxiliares

QLEMEG) (1) como
EW . L [T m (Y wb _~
Q) (r,t)—Qﬂ_ /—ootl (w)hy (CT)K1<C”}/,B) exp(—iwt)dw, (1.42a)
1 [ w wb
oy t:—/ it (w)h ) (S ) Ko | = —iwt)d 1.42b
i) =g | b nt? (Tr) (5 ) exp(—iwtde, (1.42D)
E, 1 [ w wb .
Q2’1(2) (r,t) =5 [00 wt?(w)hé‘*‘)(zr)Kl (Wﬁ) exp(—iwt)dw, (1.42¢)
i (1) =5 [ i) (CT)K()(cv B)exp( iwt)dw, (1.42d)
E@ =t [ B n (¢ wb i
O (r,t)f%_ [mzwtl (w)hy (C’I’)K <c’76>exp( iwt)dw, (1.42e)
Q}i’éz)(r,t) :%/ wtlla(w)h(1+)<%r>Ko (;;Z) exp(—iwt)dw, (1.42f)
M,(2) R N Y (+) (¥ wb i
Q17 (1) =5 [m iwty (w)hy (C’/‘ Kl(c*yﬁ) exp(—iwt)dw, (1.42g)
1 [ w wb
o)t :—/ Mt (Zr) K | == —i 1.42h
00 =5 [ Al (Tr)E (5 ) (v, (L42D)
QM(z)(r t) i/OO th(w)h(Jr)(gr)Kl b exp(—iwt)dw (1.421)
om ) ! 2 \¢ cyB ’

que son integrales a resolver numéricamente, donde los superindices E y M refieren a utilizar el coeficiente ¢ o
tM, respectivamente, y j = 2 corresponde a multiplicar por un factor w (j; = 1 no lo considera). Por otra parte,

sustituyendo ! = 1 en la Ec. ( ), las componentes esféricas del campo eléctrico interno de la NP son
in e 6Nk gi1(Nkr) wb wb
El ot o(rw) = <47r60> CWBQ s Nr sin @ cos p K e + 2 cos 0Ky )| (1.43a)
3Nk wb b
Eml o(r;w) = c isM B cos iy (kr) Ky | =— ) 4 s& |cos @ cos o K, “2
47r60 cyp? Bye B
, L (NEr) (1.43b)
w r .
— ? sin 0K (5’YC>} [2‘71]\”” —]Q(Nlﬂ”)] } )
~in e \ 3Nk wb Ji(Nkr) .
B, (rw) = - <477€0> B2 sin oK <57> {3? {211\”% — ja(Nkr) | + is}' B cos 01 (Nkr) (1.43c)
y sustituyendo I =1 en la Ec. ( ), las componentes del campo H interno de la NP son
i () = e\ 6Nk wb jl(Nk‘ ) )
H™ P(rw) = (47r> 5 s1 K3 (5’70 Nior sin 0 sin ¢, (1.44a)
e\ 3Nk wb '\ . B i1(Nkr .
Hlmtl o(ryw) = (E) WKI (W) sin ¢ {zlejl(Nk:r) + BsM [231;\%) - jg(Nkr)] cos 9} , (1.44b)
3Nk wbh wb
H™ (1w < {s J1(Nkr [iK () cos @ cos p + K ( ) sinH]
1= 1<p( )= <4 ) 52 1a( ) 1 Brye ¥ 0 Brye (1.440)

b\ [ji(NE
+ BsMK, <;’W> {2]15\%;) jg(Nkr)} cosgo}.

Calculando la transformada temporal inversa de Fourier de las componentes del campo eléctrico y del campo
H mostradas en las Ecs. ( )y ( ), respectivamente, se obtienen las componentes del campo eléctrico en
funcion del tiempo
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Capitulo 1. Interaccién de un electrén rapido con una nanoparticula

Componentes esféricas del término dipolar del campo eléctrico interno de la NP

int _ e 6 E,(1) cos 6 E,(1)

EZ (v, t) = <—4ﬂ_60) <—07,6’2r) [sm@cos Uy () + — Oy (m, t)], (1.45a)
2 1
B o(r,1) =( — i é cos UY5?) (1, 1) + cos B cos o | O (r, 1) — —05P (1, 1)
dmeg ) \ cyB? P c (1.45D)
0 .
_Sln [ OE (1)( T, ) UE (2)( T, ):| } 5
0

in e 3 . 2, E, 1 E, I5]

B w( it) = — <m) (W) s1n<p{ U?l(l)(r, t) — EUQEJ@)(T, t)+ — cos 061 2 2)(7", t)], (1.45¢)

y las componentes del campo H en funcion del tiempo

Componentes esféricas del término dipolar del campo H interno de la NP

2 0.0) =(£) (g7 ) P sin 01,0, (1.46a)
Hlmtl o(r;t) = (%) <%> singo{ UE (2)( t) + ,6’(:059[ UM (1)( r,t) — %Ug/’lim)(r, t)] } ,  (1.46b)

HPM, (rit) = (e )<7:;2> {160896%@U @8 + sm&UE@)(’ )

q (1.46¢)
+B cos p {;U?ﬁ‘”(r, ) = ~03(r, t)} } :

Al igual que el término dipolar del campo EM esparcido, las Ecs. (1.40) y (1.41) son expresiones semianaliticas,

dado que se definen las funciones espectrales auxiliares U;{z]fvl}b/i} (J)( t) como
6?’1(1)(73 t) 2% /_Z st(W)i [N(w)%r] K, <:y_l,)8) exp(—iwt)dw, (1.47a)
o1y (1) :% [ O:O isF (w)ji [N (w) =r] Ko (%) exp(—iwt)dw, (1.47b)
OE ) =g [ oN@)sBi [N 2] K ( 25 ) esp(iwd (1470)
Uy (7, 1) =% /_ o; iwN (w)s (w)J2 [N (w)%r] Ko (%) exp(—iwt)dw, (1.47d)
OE0t) =g [ i @b [N 2] 1 (25 ) exp(-iwt)d (1470)
Ory (1) :% /_ o; wN (w)st (W) [N (w)%r] Ko (%) exp(—iwt)dw, (1.47f)
CHAC) :% /_ o:o iwN (w)s) (w) 1 [N (w)%r] K, (;-%) exp(—iwt)dw, (1.47g)
i () =% /_ o; st (W) [N (w)%r} K, (:TZ) exp(—iwt)dw, (1.47h)
Gy (1) :% /_ o; WN ()} (w)ja |V (W)%r] K (;—%) exp(—iwt)dw, (1.471)

que son integrales a resolver numéricamente, donde los superindices E y M refieren a utilizar el coeficiente s o

sM | respectivamente, y j = 2 corresponde a multiplicar por un factor wN(w) (j1 = 1 no lo considera).
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Capitulo 2

Fuerza de retroceso en la aproximacion dipolar

2.1. Momento electromagnético: Vector de Poynting y tensor de es-
fuerzos de Maxwell

Dado un campo electromagnético (EM), el vector de Poynting® asociado esta definido como el producto
cruz entre el campo eléctrico E y el campo H [29]

S=E x H. (2.1a)

En el problema de interaccion de un electron rapido con una nanoparticula (NP) esférica existen tres campos
EM presentes: el externo (producido por el electron), el esparcido por la NP y el inducido al interior de la NP,
llamado campo EM interno. El campo EM externo tiene solucién exacta tanto en el dominio temporal como
en el espectral, mientras que los campos EM esparcido e interno sélo tiene soluciéon exacta en el espacio de
frecuencias (ver capitulo 1). El campo EM esparcido si cuenta con expresiones analiticas en el dominio temporal
pero consideran a la fuente como un dipolo puntual (eléctrico y magnético). [35].

Al contar con expresiones para los campos EM tanto en funcion del tiempo como en funcion de la frecuencia
angular, es relevante mencionar que la Ec. (2.1a) est4 definida en el dominio temporal. Es decir, cuando tanto el
campo eléctrico como el campo H dependen del tiempo [29]:

S(r;t) = E(r;t) x H(r;t), (2.1b)

de modo que las componentes del vector de Poynting en términos de las componentes del campo EM en el
dominio temporal estan dadas por

3
Si(rit) = > eijiB(r;t) He(rst). (2.2)
Jk=1

donde €, es el simbolo de Levi-Civita [36], de modo que lo subindices i, j, k representan las coordenadas z,y, 2.

'Formalmente deberia llamarse pseudocampo de Poynting, pues se obtiene de calcular el producto cruz de dos campos
vectoriales, resultando un campo vectorial que asigna un vector a cada punto del espaciotiempo.
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Capitulo 2. Fuerza de retroceso en la aproximaciéon dipolar

Las componentes del campo EM en el dominio temporal se relacionan con sus expresiones en el dominio espectral
mediante la transformada de Fourier

E;(r;t) = FoL{BErw)} = / E (r; w) exp(—iwt)dw, (2.3a)
Hj(r;t) = 55 {H(r;w)} = / H;(r;w) exp(—iwt)dw, (2.3b)

de manera que, sustituyendo las Ecs. (2.3) en la Ec. (2.2) y por medio del teorema de convoluciéon [36], las
componentes del vector de Poynting son

Si(r;t) = T By (v )} T L { Hi(r; w)} — To L A B (v w)} I { H, (s 0) }
= w—)t{(E * Hy)(r;w)} = FL{(By + Hy) (r50)}
T (EvHA (r;w)} — I 4 (EAH )(r;w)}
=3, LT{E (r; w)Hk(r w) — Ek(r w)H (r;w)} (2.4b)
= F, L (B x H)(r;0)},

donde las Ecs. ( ) enfatizan que del calculo que se realiza en el dominio espectral resulta una convolucion de
las componentes del campo eléctrico y del campo H, lo cual se contrasta con las Ecs. ( ) que resultan de
realizar el producto cruz entre el campo eléctrico y el campo H en el dominio espectral, lo cual no corresponde
con la transformada de Fourier del vector de Poynting definido en la Ec. ( ), es decir

(2.4a)

S(r;w)# E(r;w) x H(r;w). (2.5)

Por otra parte, el tensor de esfuerzos de Mazwell® se define en términos del campo EM asociado como [30]
? 1= 9 9
(r;t) = o | E(r;t) @ E(r;t) — 5 T[E(r;t)[7| + po | H(r;t) @ H(r;t) — 5 T H(r; 1) (2.6)

donde ¢ es la permitividad eléctrica del vacio, ® indican el producto tensorial entre dos vectores tridimensionales
y I es la matriz identidad de 3 x 3. Al igual que el vector de Poynting, el tensor de esfuerzos de Maxwell esta
definido en el dominio temporal. Para calcular el tensor de esfuerzos de Maxwell en términos de un campo EM
dado en el dominio espectral, se debe considerar que las componentes de la matriz de 3 x 3 que lo conforman son
de la forma

T3y(5:0) = o | s OB 05) = 30 Blrs | + o w05 ms0) - S| 2

donde ¢,j € {x,y, z}. Sustituyendo las Ecs. (2.3) en la Ec. (2.7) y utilizando del teorema de la convolucion [36],
las componentes del tensor de esfuerzos de Maxwell en términos de las componentes del campo EM dadas en el
dominio espectral son

Tij(r5t) = o |FL L Bi(rs )} L { By (rsw)} — M LB w)}lﬂ

o | TS A )} AL 500} = 0192 (B )

(2.8a)

o[ (B B - laijwsit{E(r;w)}F]

o [T A » L) (x50)) — 5041 Ht{H<rw}|]

2Formalmente deberia llamarse pseudocampo tensorial de esfuerzos de Mazwell, pues resulta de calcular el producto
exterior de dos campos vectoriales, asignando un tensor de rango 2 a cada punto del espaciotiempo.
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2.1 Momento electromagnético: Vector de Poynting y tensor de esfuerzos de Maxwell

donde las Ecs. ( ) corresponden a una convolucion entre componentes del campo eléctrico (o H) en suma con
la norma al cuadrado de la transformada de Fourier inversa temporal del campo eléctrico (o H).

El célculo del tensor de esfuerzos de Maxwell en términos de las componentes del campo EM en el dominio
espectral podria causar confusion al remplazar, de manera ingenua, las convoluciones indicadas en las Ecs. ( )
por productos entre componentes del campo EM. Por ello, es importante resaltar que el tensor de esfuerzos de
Maxwell no se calcula al realizar la transformada de Fourier inversa temporal del producto exterior del campo
eléctrico (o H) consigo mismo sumado a la transformada de Fourier inversa de la norma al cuadrado, es decir

Ty(ri0)# | T (BE)0) - 30595 L B}
o {%Lt{@fﬁj)(r;w)} - Q@ﬂWLtﬂﬁ(r;w)Q}}

5t {a [Emr;w)a-(r;w)16ijﬁ<r;w>|2 o | Hfrse) Fy (i) — s iG] | 250)

2]

110 {(H(r w) @ H(r;w))s; MH r;w)? }

E

= 52 feo| Blri) & Bl — 505180

mostrando asi que el tensor de esfuerzos de Maxwell en el dominio espectral no resulta de realizar un calculo
anéalogo al de la Ec. (2.6) remplazando la dependencia temporal por la espectral:

?(r;w);é €0 {(E(r w) @ B(r;w))y; %b,J\E(r w)|’ } + 1o {(H(r w) @ H(r;w))i (3,,|H(r Wl (2.9)

Por medio de los teoremas de conservacion de energia EM y de momento EM [30], el vector de Poynting y el
tensor de esfuerzos de Maxwell adquieren interpretacion fisica. S representa un flujo de energia y es proporcional
a una densidad de momento, respectivamente en cada teorema, mientras que % es una fuerza por unidad de
area actuando sobre una superficie en el teorema de conservaciéon de momento EM. La fuerza F del teorema de
conservacion de momento EM esta dada como

d d 1
F(t) = < Pect) = —~ | =S(r;t)dV ? 2.10
(1) = GyPmeclt) =~ [ S(s)aV + (210)
donde pec €s el momento mecanico, ¢ la rapidez de la luz, S el vector de Poynting dado por la Ec. ( )y ?

el tensor de esfuerzos de Maxwell dado por la Ec. (2.6). Definiendo la densidad de momento electromagnético

como [30]

g(r:t) = S(;; H_ C%E(r;t) < H(r; 1), (2.11)

el primer término del lado derecho de la Ec. ( ) corresponde a la variacion temporal del momento EM pey,
total almacenado en los campos EM presentes en el volumen V, es decir

pem:/vg(r;t)dV. (2.12)

El segundo término del lado derecho de la Ec. ( ) representa el momento total (electromagnético y mecénico)
por unidad de tiempo que atraviesa la superficie 9V, frontera que encierra el volumen V.

El término referente al tensor de esfuerzos de Maxwell en el teorema de conservaciéon del momento EM dado por
la Ec. ( ), se puede simplificar en el caso particular donde el campo eléctrico y el campo H son ortogonales
entre si [24]. En este caso, se reescribe el campo EM en términos de las normas del campo eléctrico y del campo
H, asi como de los vectores unitarios que indican sus respectivas direcciones:

E(r;t) = [E(r;t)[eg(r; 1), (2.13a)
H(r;t) = [H(r;t)[én(r; 1), (2.13Db)
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Capitulo 2. Fuerza de retroceso en la aproximaciéon dipolar

de tal modo que el vector unitario ég, que indica la direccion del vector de Poynting calculado mediante las Ecs.
(2.1b) y (2.13), junto con ég y ép, formen una base completa ortonormal del espacio:

ép Léy = S=ExH=|E|[H|@ég x én) = |S|és, (2.14)

donde se omite la dependencia (r;t) en los campos EM, tanto en las normas como en los vectores unitarios,
siendo |S| = |E||H]| la norma del vector de Poynting. Reescribiendo el tensor de esfuerzos en términos de la
nueva base {ég, €y, s}, se tiene que

1< 1<

E2 H|2
EF 0 _HE 0
B P mp
=€ 0 —— 0 + po 0 — 0
|E? H? (2.15
0 0 5 0 0 5 )
E2 H?
B> polH 0 0
? lEP | polHP
= 0 ] el M i I 0 :
2 2 ) ,
0 0 _colE" polH]
2 2
donde
100 000 000
ép@ép=(0 0 0], ép@eén=(0 1 0], es@es=[0 0 0]. (2.16)
00 0 00 0 00 1

Considerando que a grandes distancias un frente de onda es localmente plano, los campos EM resultan ortogonales
entre si, lo que da lugar al cociente entre las normas del campo eléctrico y el campo H conocido como impedancia
del vacio Zy [29]. Esta relacion entre las normas de los campos se puede reescribir como la equivalencia entre las
densidades energéticas asociadas al campo eléctrico y al campo H:

E| Ho colE[* _ po[H[?

H 7 € 2 2 (217)
Sustituyendo la igualdad del lado izquierdo de la Ec. (2.17) en la Ec. (2.14), el vector de Poynting esta dado en
términos de la norma del campo eléctrico por

S = egc|E|%ég = poc|H|?és. (2.18)

Considerando la igualdad del lado derecho de la Ec. (2.17), el tensor de esfuerzos de Maxwell dado por la Ec.
(2.15) se simplifica como
00 0
T=[00 0 |=-eE?:s®oeés. (2.19)
0 0 —6()|:E|2

Combinando la Ec. (2.18) y la Ec. (2.19), se concluye que el tensor de esfuerzos de Maxwell es proporcional al

vector de Poynting. La equivalencia entre vy S se da al proyectar el tensor de esfuerzos sobre la direccién
opuesta del vector de Poynting (considerando un factor 1/¢). Asi

Simplificacion del tensor de esfuerzos de Maxwell en términos del vector de Poynting

?(r; t)=— [S(r; t)|és(r;t) ®eg(r;t) = —-S(r;t) ®ég, si ég Ll én. (2.20)
c
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2.2 Fuerza de retroceso en funcién del tiempo

2.2. Fuerza de retroceso en funcién del tiempo

En el problema de interaccion entre un electréon rapido y una NP esférica, la fuerza total que experimenta
la NP debida al campo EM que se le induce (interno y esparcido) se calcula sustituyendo las transformadas
de Fourier inversas temporales de las expresiones de (E®P; H®P) mostradas en las Ecs. (1.30) y (1.32). Una
primera aproximacién al comportamiento de la fuerza generada por el campo EM inducido es la aproximacion
dipolar®, donde el campo EM esparcido esta dado por las Ecs. (1.10) y ( ), y el campo EM interno por las
Ecs. (1.45) y (1.46). Considerando una superficie esférica de radio ¢ > a concéntrica a la NP, la fuerza asociada
en la aproximacién dipolar es

Fi_i( dt/ =S (0, 92;1) dv+}{ ?BSF’ (0, 02;1) (2.21a)

/ % Slnd ,,, Q t Qde,r_Ff?eSp Q,Q t éTQ2d“Q (221b)

-- = [/ (02) }{smt (r, Q;t)der+/ag <zz> ]{S?ipl(r, 2;t)de2dr 210

+o % T (0, 251) - 6,d12,

donde d{2 representa el diferencial de angulo solido {2 € [0,47]. Como el término I = 1 de la expansion multipolar
del campo EM esparcido en la aproximacion de campo lejano (¢ > a) cumple con la ortogonalidad entre el
campo eléctrico y el campo H, se puede simplificar el tercer término de la Ec. ( ) en términos del vector de
Poynting asociado mediante la Ec. (2.20). Considerando el limite asintotico [28] dado por la Ec. ( ) para las
funciones esféricas de Hankel presentes en las Ecs. ( )y (1.39), se obtienen las expresiones radiales

—i)! exp(kr .exp(ikr

B (k) ~ ()Zk% _ _Z#, (2.22a)
—i)2 exp(kr exp(ikr

5P ) ~ (U] _explihn) (2:220)

Sustityendo las Ecs. ( ) en las Ecs. (1.38) y eliminando los términos que decaen mas rapido que 1/r, por
definicion de campo lejano, se tiene que las expresiones para el campo eléctrico lejano son

B (ryw) =0, (2.232)

E‘lcipl’lgj (r;w) = ¢ 3k_exp(ikr) tMB cos oK, wb + t¥ |cos B cos oK wb

’ 47T€0 B kr Bre Brye
, (2.23b)

w
——sin 0K,
gl ’ (ﬁv ﬂ }
3k . wb \ exp(ikr)
Eebp,le_] — _ € K 7 E M 2.2

=1 (T3 W) (47T€0) e sin 9K (570) o (t7 + 17" B cos ), (2.23¢)

mientras que, sustituyendo las Ecs. ( ) en la Ec. ( ) y eliminando los términos que decaen mas rapido que
1/r, por definicion de campo lejano, las expresiones para el campo H lejano son

H (5 0) =0, (2.242)
Hlesri 1;] (r;w) = — GOCEfSIi’IZj(m w), (2.24b)
HleaI;l;J(r7 W) :eocEbei’lgj(r; w). (2.24¢)

3 Aprozimacion dipolar se refiere a considerar el término completo [ = 1 en la expansiéon multipolar del campo EM
inducido en la NP, y aprozimacion dipolar eléctrica alude a modelar a la NP como un dipolo eléctrico puntual.
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Capitulo 2. Fuerza de retroceso en la aproximaciéon dipolar

Calculando la transformada de Fourier inversa temporal de las Ecs. (2.23) y (2.24) y sustituyendo los resultados
en la Ec. (2.1D), la expresion del vector de Poynting asociado al campo EM lejano es

Se el (1) = B (1) x HI (05 8) = e EC N (r; 1) 28, (2.25)

. ., ~ lej . . . . L.
de manera que la direccién €, de S;°"” indica que es normal en todo punto sobre cualquier superficie esférica
concéntrica a la NP, en particular a la superficie esférica de radio ¢ de integracion. Asi, el tensor de esfuerzos
de Maxwell asociado al término dipolar del campo EM esparcido se puede escribir en términos del vector de

Poynting asociado al campo EM lejano como
. 1 .
STresleip 1) = sesp T ) @8, obien  TUPM(r¢).e, = S rst). (2.26)

Considerando una esfera de radio ¢ > a, es posible sustituir la simplificacion de la Ec. (2.20) en la Ec. (2.21),

obteniendo
d a /2 e /2
Fioi(t) =— — / %Smt (r, £2;t)d2dr +/ — ?{S?ipl(r, 02;t)dRdr
dt [ J, \& o \ 2 (2.27)

— QZf isf”’l’lel( > a; 2;)d0.

De este modo, en la aproximacion dipolar, la fuerza asociada al campo EM esparcido esta dada en términos
del vector de Poynting. Mas atin, en la Ec. (2.27) est4 presente en los tres términos la integral de angulo solido
del vector de Poynting (lejano, esparcido e interno), representando una cantidad relevante que proporciona
informacién directa de la fuerza a calcular. El vector de Poynting resultante en la superficie esférica de radio o se
define como

Vector de Poynting resultante en la superficie esférica de radio g

27 T
S(p;t) = %S(g, 02;t)dNR = /0 /0 S(o,0, p;t)sin 0dOdep. (2.28)

Reescribiendo la fuerza dada por la Ec. (2.27) en términos de cada & correspondiente, se sigue que

Fi_i(t) = —% [/Oa( ) S (ryt)dr + /ag (£)26fiﬂ(r;t)dr} - (%) Sy (g;1), (2.29)

de manera que la fuerza debida al campo EM inducido en la NP se compone de tres términos: las variaciones en
el tiempo de las contribuciones del vector de Poynting resultante al interior de la NP, primer término de la Ec.
(2.29), las variaciones en el tiempo de las contribuciones del vector de Poynting resultante al exterior de la NP
(hasta la superficie de radio p), segundo término de la Ec. (2.29), y el vector de Poynting resultante sobre la
superficie de integracion, tercer término de la Ec. (2.29).

Calculando las integrales de angulo solido del vector de Poynting asociado al campo EM esparcido, Ecs. (1.40) y
(1.41), se obtienen las componentes del vector de Poynting resultante en términos de las funciones espectrales

auxiliares Q{E’I\/I}”(j)(r;t)7 Ecs. (1.42), como

li,my
& (rt) E/Qﬂ /ﬂ S 20,2(r: 0, 95 1) sin 0dfdyp = G ) {—12QE’(1)(r HOED (1)

1=1,z\"> 0 0 I=1,z\"" Y ¥ 47{'60 073637'2 1.0 \ 11 ,

#4(2) [958 0025 () + 2,095 ()] (2:300)

T\ [E.2 M, (2 E,(2 M, (2
+(5) [o8 0002 6,05 0, )98 )] }
27

& ,(r) / / Si2h (1,0, ¢;t) sinfdfdy = 0, (2.30Db)
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2.2 Fuerza de retroceso en funcién del tiempo

2

27
S0 ( 2 (r t) / / S ( L(7 (r,0,p;t) sin 0dody = (e) <3> {—HQQE (1)(7‘, t)Qli/’[i(l)(T, t)

4meg ) \ cy? 3312

C) (252 0,020 0 + 0 ()05 1 )] (2.30¢)

)

+(C) [Q?’f”(r HNL (r, )+ (8 )Qgﬁ@(r,t)”.

c )

De las Ecs. (2.30) se observan dos resultados importantes: el primero es la eliminacion de la componente y
del vector de Poynting resultante, lo cual es de esperar al analizar la simetria de las expresiones del vector de
Poynting respecto al plano y = 0 que corta a la NP transversalmente y contiene la trayectoria del electron
(ver apéndice B); el segundo resultado importante es la simetria entre las componentes no nulas del vector de
Poynting resultante (tanto interno como esparcido), presentando sélo un cambio de signo en tres términos, que
se marcan en color verde, asi como el remplazo del orden m; = 0 en las funciones espectrales auxiliares presentes
en la componente x, por m; = 1 en las presentes para la componente z.

Si los campos EM de la Ec. (2.11) decaen como 1/7 y se considera un volumen esférico de integracion V en la Ec.
(2.12), entonces el vector de Poynting decae como 1/72, y por tanto pem # 0 en el limite 7 — 0o. A la region
del espacio donde los campos EM decaen espacialmente como 1/r se le conoce como zona de radiacion [29],
definiendo asi el momento EM radiado p'®! como el momento dado por la Ec. (2.12) en la zona de radiacién.
Considerando la interacciéon de un electréon rapido con una NP esférica, si se calcula el momento EM radiado
asociado al campo EM esparcido y resulta que pr2d # 0, entonces se tendria que el campo inducido por la NP
pierde momento que atraviesa la superficie V. Por conservacién de momento, la NP reacciona a este proceso de

manera mecanica con un momento Ppec = —prad, experimentando una fuerza llamada fuerza de retroceso [24]:
2

Fret(s Tei(e, (Q) S"i(t,), (2.31)
av c

donde ?lej(r; t) es tensor de esfuerzos de Maxwell calculado con las expresiones del campo EM lejano asociado
y (‘BIej(tg) es el vector de Poynting resultante asociado al campo EM lejano evaluado en el tiempo de retardo
t, =t — o/c. Al realizar la aproximacion de campo lejano al campo EM esparcido, los nueve tipos de funciones
espectrales auxiliares presentes en las Ecs. (2.30) se simplifican a solo tres:

OM(r,t) = % /00 tM(w) exp(i%r)Kl <;'ybc> exp(—iwt)dw, (2.32a)
OF(r,t) = % /00 tlf(w)exp(i%r)Kl <;;bc) exp(—iwt)dw, (2.32b)
Qb (r,t) = % /00 it? (w) exp(i%r)Ko (;}i) exp(—iwt)dw, (2.32¢)

obteniendo que la fuerza de retroceso que experimenta la NP debida al campo EM que esparce es

Fuerza de retroceso en la aproximacion dipolar

Pt 0 = (£ )6 = (= ) (o ) W) 9B 00, ~B(a e, (239)

4meq

donde e es la carga del electron, €y la permitividad del vacio, ¢ la rapidez de la luz, v el factor de Lorentz y 3 la
rapidez relativa del electron respecto a la de la luz. Explicitamente, las componentes de la fuerza de retroceso
longitudinal y transversal, referentes a la direcciéon del movimiento del electrén, estan dadas como

4eg

75,10 = (1) (s ) M09 0.0, (234)
750 =~ (1) (e ) 002 ). (235)

4meg
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Capitulo 2. Fuerza de retroceso en la aproximaciéon dipolar

De la definicion de las funciones espectrales auxiliares simplificadas, Ecs. ( ), presentes en la Ec. ( ), se
observa que la fuerza de retroceso se debe a la interaccion entre el dipolo eléctrico y el dipolo magnético. De
modo que si se ignora la presencia de alguno de los dos, es decir, t¥ = 0 o t)1 = 0, la fuerza de retroceso que
experimenta la NP es cero. Tal es el caso de la aproximacion de particula pequena, donde t ~ x3 y ) ~ 0,
resultando la funcion QM ~ 0, lo que implica que la fuerza de retroceso es cero, reproduciendo el resultado
obtenido previamente en la referencia [23].
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Capitulo 3

Resultados para la fuerza de retroceso en la
aproximacion dipolar

Para calcular la fuerza de retroceso que experimenta una nanoparticula (NP) al interactuar con un
electron rapido debida al campo electromagnético (EM) que esparce la NP, se requiere que las expresiones del
campo eléctrico E*P y del campo H®P sean funciones del tiempo, por definicién del vector de Poynting [29], Ecs.
(2.1). Las expresiones analiticas correspondientes a la contribuciéon dipolar del campo EM esparcido, Ecs. ( )
y ( ), estan dadas en funcion de la frecuencia angular, por lo que es necesario realizar una transformada de
Fourier inversa (IFT por sus siglas en inglés Inverse Fourier Transform). Al calcular la IFT del campo EM
esparcido se obtienen integrales que no tienen solucién analitica pero que se pueden calcular numéricamente
por medio de la transformada discreta de Fourier (DFT por sus siglas en inglés Discrete Fourier Transform),
haciendo uso del algoritmo llamado transformada rdpida de Fourier o FFT por sus siglas en inglés Fast Fourier
Transform (ver apéndice (). Para verificar la fiabilidad de los datos que se obtienen del calculo de la transformada
discreta de Fourier inversa (IDFT por sus siglas en inglés Inverse Discrete Fourier Transform) del campo EM
esparcido en la aproximacién dipolar, se hacen dos comparaciones: los datos obtenidos del calculo de la DFT del
campo EM esparcido en la aproximacion de particula pequena con la solucién analitica en el dominio espectral,
v los datos obtenidos del calculo de la IDFT del campo EM esparcido en la aproximacion dipolar eléctrica con la
solucién analitica en el dominio temporal.

3.1. Campo electromagnético esparcido: Aproximacién dipolar eléc-
trica y de particula pequena

Una aproximacién de interés en el célculo del campo EM esparcido en el dominio espectral es considerar
una particula pequena (x = ka < 1), donde x es el parametro de tamafio que se define en términos del namero
de onda k y el radio de la NP a. En este caso, la principal contribuciéon al campo EM esparcido esta dada por el
término dipolar correspondiente al término dado por [ = 1 de la expansion multipolar, Ecs. ( ). Realizando
una expansion en serie de Taylor para los coeficientes t¥ y ¢} dados por las Ecs. (1.37) [28], se obtiene
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Capitulo 3. Resultados para la fuerza de retroceso en la aproximaciéon dipolar

g 2x* (N?—1 2x° (N2 —1)(N? - 2) 6

h=5\vy2) "5 (va2p + O, (81e)
5
X

M= g(N2 —1) + 0", (3.1b)

donde N es el indice de refraccion relativo de la particula respecto al de la matriz en la que esta inmersa (al
tratarse del vacio, N coincide con el indice de refraccion del material del que esta hecha la NP). Considerando
hasta el orden ctbico en el pardmetro de tamartio en las Ecs. (3.1) y sustituyendo las aproximaciones obtenidas
para t¥ y tM en las Ecs. ( ), las componentes esféricas del campo eléctrico esparcido se aproximan como

o e \ 4kx® (N2 =1\ AP (k) wb i wh
EeSPAP-P- (1. _ 1 iné K _ 0K, 7 3.2
=ty (Tw) (4776()) cyB? <N2 +2> kr {sm cosPi (ﬂ’yc) + 0% cosvRo (ﬂ'yc)} , (829)

s 2kx® (N2 =1\ | nlP (kr) wb
o N € o NG . .
=1 C(riw) (47T€()> o 2 <N2 n 2) . hy’(kr)| |cosfcos oKy e

(3.2b)
i b
_t sin 0K <w>} ,
Y frye
s e \ 2kx3 (N2 =1\ [ a7 (kr) wb
ESPAPP (p ) = P — h$ (k) | sin oK, | == 3.2
I=Le (r; ) (47‘(’60) cy 32 <N2 + 2) kr 2 (kr) | sin oK, Bye)’ (3.2¢)
mientras que las componentes esféricas del campo H esparcido dadas por las Ecs. ( ) se aproximan a
HZ5aPP (r50) = 0, (3.2d)
~ osh A DD e\ 2kx* (N2 -1\ (4 . wb
HyRav P (r;0) = (E) P <N2 n 2) ihy"’ (kr)sin K4 (570) , (3.2¢)

s 2kx® (N? -1
e o) = (1) 25

L X (+) : o L R e of
i) 3 N2+2)h1 (kr) [zcos@coscp 1<ﬁ'yc>+'ysme 0 5 )| (3.2f)

Por otra parte, se conocen expresiones del campo EM en el dominio temporal para la aprorimacion dipolar
eléctrica, en la que se considera el campo EM que se induce en la NP (debido al campo EM externo producido
por el electron) como el que produce un dipolo eléctrico puntual en el origen. Las expresiones de los campos EM
inducidos en base esférica estan dados por [35]:

ByP(rst) = s {3006, — ) () + Zp(6)] + (£) ten) x 0 x .. (3.3)
HEP (1) =~ < [Blt) + ()] (3.30)

donde t, =t —r/c es el tiempo retardado. Para calcular el momento dipolar eléctrico p(t), la primera derivada
temporal p(¢) y la segunda derivada temporal p(t), que aparecen en las Ecs. (3.3), se parte de la relacion [23]

p(t) =€ /000 as(T)ES (t — 7)dT, (3.4)

donde E§¥(7) es el campo eléctrico externo que se evaliia en el origen y a(7) es la transformada de Fourier
inversa de la polarizabilidad eléctrica a(w). Considerando el modelo de Drude para la funcion dieléctrica de la
NP (ver apéndice D), la polarizabilidad esta4 dada por [23]

2

as(1) = 47ra3®(7-)g—ss exp (_7'211) sin(Q57), (3.5)

donde ws = wp/ /3 corresponde a la frecuencia del modo de resonancia del plasmon de superficie de superficie de la
esfera en términos de la frecuencia de plasma wy,. Qs = wsy/1 — (I'/2ws)? con T’ el parametro de amortiguamiento
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3.1 Campo electromagnético esparcido: Aproximaciéon dipolar eléctrica y de particula pequena

[37]. Como E&*(¢) es el campo EM externo, campo EM producido por un electrén que se mueve con rapidez Sc
y se evalia en el centro de la NP, se sustituye ro = (0,0,0) en la Ec. (1.7a) resultando

ey bé, + Bcte,
dmeg [b2 + (yBct)?2]3/2”

ES(t) = E™(ro,t) = (3.6)

Sustituyendo las Ecs. (3.5) y (3.6) en la Ec. (3.4), se obtiene una integral que se puede calcular numéricamente,

donde resulta conveniente definir la funcién
or b
exp <—2£> sin <Qs f)
= < (3.7)

a 13/2°
1+~28 <b£>

Realizando el cambio de variable ¢ = (¢/b)7 en la Ec. (3.7) y definiendo py = ea(a/b)?, las componentes del
momento dipolar dado por la Ec. (3.4) en términos de la funcion esc(&,t) estan dadas por

esc(§,t) =

w? o
pa®) = (52 ) B [ et (3.89)

pa(t) = < ) b8 / €) esel&. e, (3.8b)

Por dltimo, para el calculo del campo EM esparcido por la NP bajo la aproximaciéon dipolar eléctrica dado por
las Ecs. (3.3) se requieren las primeras dos derivadas temporales del momento dipolar eléctrico. Derivando las
Ecs. (3.8) en términos de la funcion esc(€,t), se obtienen

bty = —am () 7 [ wl(f;;)(f:(t))ﬂé, (39

1-2y 62( ~¢)
pa(t) = ( ) "8 )| ese(e, e, (3.10)
0 1+7252 5)
2
2 o0 1 — 44252 Et—ﬁ
Palt) = —3py [ == ) T4332 / (b ) esc(€, £)dg, (3.11)
Q) b 0 c 2712
[1+7252 (Et —f> ]

c 2
2 o) 3 _ Q,YQBQ Zt— €
.(t) = —3po <;"2) 27353/0 (gt - g) <b ) esc(€, 1)dE. (3.12)

c 2]?
{1 252 (Etfg) ]

La Fig. 3.1 muestra la comparacién de los datos que se obtienen al calcular la DFT de las componentes cartesianas
del campo EM esparcido por una NP esférica mediante las Ecs. (3.3), que representan la aproximacion dipolar
eléctrica, con las expresiones analiticas del campo EM esparcido en la aproximacion de particula pequena, Ecs.
(3.2). En ambos casos se considera que la NP estd hecha de aluminio imitado por el modelo de Drude con
parametros fuw, = 13.144 eV y AI' = 0.197 eV [37, 38]. El buen acuerdo que se obtiene entre los datos obtenidos
por medio de la DFT del campo EM esparcido en la aproximaciéon de dipolar eléctrica y su expresion analitica,
permite ganar confianza en el algoritmo FFT.
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Fig. 3.1: Comparaciéon del médulo de las componentes cartesianas del (a) campo eléctrico y (b) campo H esparcidos por una
NP hecha de aluminio [37, 38|, de radio a = 1 nm, al interactuar con un electrén con velocidad 8 = 0.5¢ y pardametro de impacto
b = 12 nm, en el dominio espectral. Las curvas continuas corresponden a las soluciones analiticas dadas por la aproximacion de
particula pequefia mientras que los puntos son datos que se obtienen por medio del calculo de la DFT de la aproximacion
dipolar eléctrica. Ambos campos se evalian en el punto r1 = (0, —5,1) nm, elegido arbitrariamente. Para el calculo numérico se
considera como limite superior del intervalo de integraciéon en el tiempo ¢ = 60 fs, dividiéndolo homogéneamente en N = 212
datos.

En la Fig. 3.2 se muestra la comparacion de los datos que se obtienen al calcular la IDFT de las componentes
cartesianas del campo EM esparcido por una NP en la aproximacion de particula pequena, Ecs. (3.2), con las
expresiones analiticas del campo EM esparcido en la aproximacion dipolar eléctrica, Ecs. (3.3). Al igual que
en el caso anterior, se considera que la NP esta hecha de aluminio caracterizando la funcién dieléctrica con el
modelo de Drude [37, 38|.

(a) T T T T T T L B (b)

!
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Fig. 3.2: Comparacion de las componentes cartesianas del (a) campo eléctrico y (b) campo H esparcidos por una NP hecha
de aluminio [37, 38|, de radio @ = 1 nm, al interactuar con un electrén con velocidad 8 = 0.5¢ y parametro de impacto b = 12
nm, en el dominio temporal. Las curvas continuas corresponden a las soluciones analiticas dadas por la aproximacién dipolar
eléctrica mientras que los puntos son datos que se obtienen por medio del célculo de la IDFT de la aproximacion de particula
pequena. Ambos campos se evaltan en el punto r1 = (0, —5,1) nm, elegido arbitrariamente. Para el calculo numérico se utilizo
como limite superior del intervalo de integracién en el tiempo tx = 30 fs, dividiéndolo homogéneamente en N = 212 datos.

En ambas figuras, Figs. 3.1 y 3.2, se observa que los datos numéricos obtenidos mediante el método de la
transformada discreta de Fourier reproducen satisfactoriamente las soluciones analiticas correspondientes en el
dominio opuesto. Aunque el acuerdo no es perfecto, existiendo diferencias entre el valor calculado analiticamente
y por medio de la transformada discreta de Fourier, las diferencias se encuentran en la cuarta cifra decimal (ver
apéndice (). Por tanto, se concluye que es posible utilizar el algoritmo FFT para calcular la IDFT de los campos
EM esparcidos por la NP, que se obtienen en el dominio espectral, sin necesidad de realizar aproximaciones
adicionales.
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3.2 Fuerza de retroceso

3.2. Fuerza de retroceso

A partir de las Ecs. ( )y ( ), que describen el término dipolar del campo EM esparcido por la
NP en el dominio temporal, se puede calcular el vector de Poynting resultante utilizando la Ec. ( ), lo que
permite obtener una expresion analitica para la fuerza de retroceso experimentada por la NP, la cual se puede
expresar en términos de tres transformadas de Fourier inversas, de acuerdo a la Ec. ( ):

Pt 0 = (1o ) (e )00 [ 205 06, — 000,

donde las funciones espectrales auxiliares simplificadas ol (. 1}}(r, t) estan dadas por las Ecs. (2.32):

1 [ w wb
M _ L M W wo .
Q7 (r,t) = o / t7" (w) exp (z Cr) K, < 70) exp(—iwt)dw,

oo 153
OF(r,t) = % /:’O t]f(w)exp(i%r)[(l (ﬂch) exp(—iwt)dw,
QF(r,t) = % /jo ittt (w )eXp(zE ) (5b> exp(—iwt)dw.

Observando que las Ecs. (2.32) son de la forma [36]

£t~ to) = S L AF (1) explivto)} = o / Flw) expliwo(t — to))dw, (3.13)

donde, en el caso de las funciones espectrales auxiliares simplificadas,

= (E,M} wb
=1 K 3.14
Flo) = @Ko (52 ). (3.142)
o= (3.14D)
c
se obtienen dos resultados: las funciones espectrales auxiliares simplificadas corresponden a la transformada de
Fourier inversa del producto dado por la Ec. ( ) y a su vez estan trasladadas un factor r/c, es decir
{E,M} {E,M} r
QN (r) = afp ( - E) . (3.15)

Asi, las funciones espectrales auxiliares simplificadas representan ondas viajeras no dispersivas. Esto implica que,
a medida que la onda se desplaza en la direcciéon en la que la variable r» aumenta, la distribuciéon de amplitud y
la fase de la funcién de onda asociada no cambian. Dado que la suma y el producto de dos funciones de onda no
dispersivas es una funcion de onda no dispersiva [30], se puede concluir que la fuerza de retroceso dada por la Ec.
( ) es una onda no dispersiva que viaja en la direcciéon &, con rapidez c. En consecuencia, la interpretacion
fisica de la funciones exponenciales exp(iwg/c) implicitas en la Ec. ( ) corresponde a tomar en cuenta el
tiempo o/c que tarda en llegar la informacion de la fuerza de retroceso como paquete de onda o pulso [30] a
la superficie esférica de integracién de radio o que se considera al calcular del vector de Poynting resultante
mediante la Ec. (2.28).

Para analizar el comportamiento de la fuerza de retroceso, es relevante considerar el caso limite que se ha
reportado previamente [23], en el que se encontré que, al considerar una particula pequeiia, la distribucion del
vector de Poynting asociado al campo EM esparcido presenta una simetria esférica. Al calcular la integral de
superficie del vector de Poynting asociado al campo EM esparcido en la aproximacién de particula pequena
sobre cualquier superficie concéntrica a la NP, la fuerza de retroceso es nula. Esto sugiere que si el tamano de la
NP es comparable con la longitud de onda, el vector de Poynting pierde la simetria esférica, lo que resulta en
la manifestacion de una fuerza de retroceso. Por tanto, es de particular interés examinar el comportamiento
de la fuerza de retroceso que experimenta una NP pequena cuando su radio es del mismo orden de magnitud
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que el pardmetro de impacto (b ~ a ~ 1 nm), donde se espera que la fuerza de retroceso sea igual a cero. En
contraste, cuando b ~ a > 1 nm se espera que la fuerza de retroceso sea distinta de cero debido al tamano de la
NP. Finalmente, cuando b > a > 1 nm, se espera que el comportamiento de la fuerza de retroceso sea similar al
que se obtiene en el primer caso, dado que la particula resulta muy pequena por la comparacién de su radio con
el parametro de impacto.

Para analizar los tres casos de interés, los valores particulares que se emplean en el presente trabajo son: (%)
a=1nmyb=3nm, (i) a=10 nm y b = 12 nm y finalmente (7#4) ¢ = 10 nm y b = 30 nm. En lo siguiente se
denotara a la configuracion obtenida por el par de parametros a y b como arreglo {a,b}.

Con el objetivo de estudiar la fuerza de retroceso en distintos materiales, se muestran los resultados del
calculo correspondiente para cada arreglo {a, b}, considerando NP hechas de cuatro materiales distintos. Las
funciones dieléctricas respectivas a cada material se modelan mediante ajustes numéricos que se basan en datos
experimentales previamente reportados. Como ejemplo de materiales con respuesta metalica se consideran
aluminio, oro y bismuto, mientras que el carburo de silicio se emplea como ejemplo de un material dieléctrico
(las funciones dieléctricas se encuentran en el apéndice D).

3.2.1. Nanoparticula de aluminio

En la Fig. 3.3 se presenta el comportamiento de las componentes transversal (curvas continuas) y
longitudinal (curvas punteadas) de la fuerza de retroceso en funcion del tiempo que experimenta una NP de
aluminio modelando su funcion dieléctrica con el modelo de Drude [37, 38| (fw, = 13.144 €V, AI' = 0.197 eV)
para tres arreglos {a,b} y cuatro valores de la velocidad relativa 8 del electron. En general, se aprecia que
todas las curvas representan pulsos que tienden a centrarse en t = p/c conforme 3 — 1, en donde se ha elegido
el valor o = 150 nm para la esfera de integracion del vector de Poynting. La componente transversal de la
fuerza de retroceso presenta valores tanto positivos como negativos de magnitud similar, lo que fisicamente se
interpreta como una fuerza oscilante en la direcciéon é,, siendo en igual medida atractiva para algunos tiempos
(referente al punto donde la trayectoria del electron interseca al eje x) como repulsiva para otros tiempos. Por el
contrario, aunque la componente longitudinal de la fuerza de retroceso adquiere valores positivos, su amplitud es
principalmente negativa. Fisicamente representa una fuerza oscilante en la direcciéon €, paralela a la trayectoria
del electrén, pero predominantemente en direccién opuesta a la que se mueve la carga.

Una primera impresiéon que podria causar la Fig. 3.3 debido a los érdenes de magnitud de las componentes de la
fuerza de retroceso es que la magnitud de la componente longitudinal es siempre mayor que la magnitud de la
componente transversal, pero esto no siempre es asi. Por tanto, es importante analizar cada arreglo e identificar
para qué valores de 8 la componente transversal es mayor que la longitudinal.

Para el arreglo {1, 3}, la Fig. 3.3(a) muestra que la amplitud de componente transversal de la fuerza de retroceso
crece de manera significativa, aumentando progresivamente el orden de magnitud, cuando la rapidez relativa
crece, siendo el méaximo orden de magnitud de 107!° N cuando 8 = 0.99. La Fig. 3.3(b) muestra que la amplitud
de la componente longitudinal de la fuerza de retroceso tiene un comportamiento similar al de la componente
transversal a medida que § — 1. Sin embargo, el orden de magnitud méaximo que adquiere la componente
longitudinal de la fuerza de retroceso es 107'7 N cuando 8 = 0.99. En general, se observa que la componente
longitudinal de la fuerza de retroceso es al menos un orden de magnitud mayor que la componente transversal
para los cuatro valores de 8 mostrados. Sélo cuando 8 = 0.25, la amplitud de la componente transversal de la
fuerza de retroceso es mayor que la amplitud la componente longitudinal en el intervalo (0.52,0.56) fs.

Para el arreglo {10, 12}, se observa en la Fig. 3.3(c) que la componente transversal de la fuerza de retroceso
presenta el mismo orden de magnitud, 1076 N para valores de 3 entre 0.5 y 0.99, siendo la amplitud méxima
cuando 8 = 0.75. Por otra parte, la Fig. 3.3(d) muestra que la amplitud de la componente longitudinal de la
fuerza de retroceso aumenta el orden de magnitud de manera progresiva cuando g — 1, siendo la amplitud
méxima cuando 3 = 0.99 con orden de magnitud 10~* N. A diferencia el arreglo {1,3}, en el arreglo {10, 12} la
amplitud de la componente longitudinal de la fuerza de retroceso es al menos un orden de magnitud mayor que
la componente transversal para los valores § = 0.75 y 8 = 0.99. Cuando 8 = 0.25 y § = 0.50 ambas componentes
tienen el mismo orden de magnitud y en particular, la amplitud de la componente transversal de la fuerza de
retroceso es mayor que la amplitud de componente longitudinal para los intervalos de tiempo (0.46,0.56) fs y
(0.51,0.57) fs, respectivamente.
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Fig. 3.3: Componentes (a), (c), (e) transversal (curvas continuas) y (b), (d), (f) longitudinal (curvas punteadas) de la
fuerza de retroceso en funcién del tiempo que experimenta una nanoparticula de aluminio modelando su funcién dieléctrica
con el modelo de Drude [37, 38] con radio a y parametro de impacto b: (a), (b) a=1nmy b= 3 nm, (c), (d) a=10nmy
b =12 nm, (e), (f) a =10 nm y b = 30 nm, respectivamente, para valores de la rapidez relativa del electréon 8 = 0.25 (verde),
B = 0.50 (amarillo), 8 = 0.75 (azul) y 8 = 0.99 (rojo). Para el calculo se consider6 una superficie de integracion esférica de

radio ¢ = 150 nm.

Para el arreglo {10, 30}, en la Fig. 3.3(e) se muestra un comportamiento similar al mostrado para el arreglo
{1, 3}, aumentando progresivamente el orden de magnitud de la componente transversal cuando 8 — 1, siendo el
orden de magnitud maximo 10~!7 cuando 8 = 0.99. La Fig. 3.3(f) muestra que la amplitud de la componente
longitudinal de la fuerza de retroceso decrece significativamente si 8 — 0, resultando el maximo orden de
magnitud 107¢ N cuando 8 = 0.99. En el arreglo {10, 30}, la componente longitudinal de la fuerza de retroceso
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s6lo es un orden de magnitud mayor que la componente transversal cuando 8 = 0.99. Para g < 0.75 ambas
componentes tienen los mismos 6rdenes de magnitud, respectivamente. En particular, para los valores de 5 = 0.50
y 8 =0.75 la amplitud de la componente transversal de la fuerza de retroceso es mayor que la de la componente
longitudinal durante los intervalos de tiempo (0.46,0.56) fs y (0.51,0.56) fs, respectivamente. En el caso de
£ = 0.25, la amplitud de la componente transversal de la fuerza de retroceso es mayor que la de la componente
longitudinal para dos intervalos: (0.30,0.49) fs y (0.69,0.85) fs.

Del analisis de las graficas presentadas en la Fig. 3.3 se desprenden dos casos generales: (i) cuando la componente
longitudinal de la fuerza de retroceso es mayor que la componente transversal para todo tiempo ¢, superando
incluso su amplitud en uno o dos érdenes de magnitud, o bien (i) cuando la componente transversal de la
fuerza de retroceso es mayor pero del mismo orden de magnitud que la componente longitudinal y sélo para
un intervalo tiempo (dos en el caso del arreglo {10,30} cuando S = 0.25). Se puede visualizar la interpretacion
fisica de los casos que se mencionan, combinando las componentes transversal y longitudinal de un arreglo para
una 3 dada, obteniendo una representacién cuadro a cuadro en el tiempo del vector que indica la direccién y
magnitud de la fuerza de retroceso.

Para mostrar el comportamiento temporal de la fuerza de retroceso en el caso F; zritl,” > Flr:eﬁ 1, enla Fig. 3.4 se
presentan tres instantes indicados en las Figs. 3.3(c-d) con las etiquetas A, B y C, correspondientes al arreglo
{10,12} cuando 8 = 0.99. Es importante tener en cuenta que la representacion cuadro a cuadro generada de la
combinacion de las gréficas 3.3(c-d) depende del radio o en el sentido de considerar que la informacion del campo
lejano, y por ende la del vector de Poynting asociado, tarda g/c en llegar a la superficie esférica de integracion.
Por ello, los pulsos que se presentan en las Figs. 3.3(c-d) se atrasan —g/c en el tiempo para presentar el vector
asociado a la fuerza de retroceso en los instantes que se muestran en la Fig. 3.4 a la par del movimiento del
electron. Por ejemplo, el instante A indicado en las Figs. 3.3(c-d) corresponde al tiempo ¢ = 488.90 as, de
manera que al considerar un radio de integracién ¢ = 150 nm, el instante recorrido es t, =t — o/c = 11.44 as tal
como se indica en la Fig. 3.4(a).

(a) (b) (c)

20 T T T 20 T T T 20 T T T
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Fig. 3.4: Representacion de la fuerza de retroceso (flecha roja) en el tiempo (recorrida —g/c, normalizada y reescalada con el
parametro de impacto) que experimenta una NP de aluminio de radio a = 10 nm (circulo gris) mientras un electrén viaja con
velocidad v = 0.99cé, y parametro de impacto b = 12 nm para los instantes A, B y C, que se muestran en la Fig. 3.3(c-d):
(a) t =—11.44 as, (b) t =0 as y (c) t = 11.44 as, respectivamente.

Los instantes que se muestran en la Fig. 3.4 permiten ilustrar que la componente longitudinal de la fuerza de
retroceso que experimenta la NP hecha de aluminio en el arreglo {10, 12}, durante ~ 22.88 as, es significativamente
mayor, aproximadamente 100 veces, que la componente transversal. Més ain, la direccién predominante —e,
de la fuerza de retroceso indica que el vector de Poynting resultante tiene direccion €., de manera que la NP
radia en la misma direccion. La Fig. 3.4 ejemplifica el comportamiento comun de la fuerza de retroceso que
sucede en mitad de los casos que se ilustran en la Fig. 3.3: para el arreglo {1, 3} cuando § [{0.50,0.75,0.99},
para el arreglo {10,12} cuando 5 € {0.75,0.99} y para el arreglo {10,30} cuando 8 = 0.99. En tales casos, el
comportamiento de la fuerza de retroceso que experimenta la NP de aluminio es practicamente longitudinal y en
direccion —é, debido a la diferencia de un orden de magnitud (o dos) entre la componente longitudinal de la
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fuerza de retroceso y la componente transversal. La duracion de fuerza de retroceso que experimenta la NP en el
caso que F, fitl,” > Fll“:et1 | varfa entre 200 as y 15 as, que corresponden a los casos limite: el pulso més largo en el
arreglo {10, 12} cuando 8 = 0.75 y al pulso mas corto en el arreglo {1,3} cuando 5 = 0.99, respectivamente.
La Fig. 3.5 ilustra tres instantes indicados en las Figs. 3.3(e-f) con las etiquetas D, E y F, dentro de un rango
de 140.40 as representativos de los ~ 700 as que dura la fuerza de retroceso que experimenta la NP de aluminio
en el arreglo {10,30} cuando 8 = 0.50. Al igual que en la Fig. 3.4, la representacion vectorial de la fuerza de
retroceso mostrada en la Fig. 3.5 considera un corrimiento —p/c en su dependencia temporal para ilustrarla a la
par del movimiento del electron. Se observa en la Fig. 3.5(a) el instante ¢ = 0 cuando la componente transversal
de la fuerza de retroceso es mayor que la componente longitudinal, siendo de naturaleza atractiva. La Fig. 3.5(b)
muestra un instante t = 76.29 as cuando las componentes de la fuerza de retroceso son similares en amplitud.
Finalmente, la Fig. 3.5(c) muestra un instante ¢ = 140.40 as donde la fuerza de retroceso es predominantemente
longitudinal. Estos resultados muestran que no hay una direccion preferente del vector de Poynting resultante,
radiando unos instantes en direccion €, y en otros en direccion é,. En el caso especifico del arreglo {10,301}, se
puede concluir que el cardcter atractivo de la componente transversal de la fuerza de retroceso es el predominante,
asi como la componente longitudinal tiende a la direcciéon opuesta del movimiento del electrén.

() (b) (c)

40t Fri(t) ~ 107N D 40t Fret(t) ~ 107N E 40t Fri(t) ~ 107N F
B =050 B =0.50 B =0.50
20 20 20 A e
A e //
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Fig. 3.5: Representacion de la fuerza de retroceso (flecha amarilla) en el tiempo (recorrida —p/c, normalizada y reescalada

con el parametro de impacto) que experimenta una NP de aluminio de radio a = 10 nm (circulo gris) mientras un electrén

viaja con velocidad v = 0.50c &, y parametro de impacto b = 30 nm para los instantes E, D y F, que se muestran en la Fig.
(c-d): (a) t =0 as, (b) t =76.29 as y (c) ¢t = 140.40 as, respectivamente.

La Fig. 3.5 ejemplifica el caso cuando FlritL” < Flr:eﬁ,L s6lo para un intervalo de tiempo, presente en la mitad de
las situaciones mostradas en la Fig. 3.3: para el arreglo {1,3} cuando 8 = 0.25, para el arreglo {10, 12} cuando
B €{0.25,0.50} y para el arreglo {10, 30} cuando S € {0.25,0.50,0.75}. En tales casos, la fuerza de retroceso
que experimenta la NP tiene una direccion tanto longitudinal como transversal, es decir, la NP puede ser atraida
y repelida por el electrén (referente al punto donde la trayectoria del electron interseca al eje ) en la misma
magnitud que experimenta una fuerza de retroceso paralela al movimiento del electron.

Al comparar los 6rdenes de magnitud de la fuerza de retroceso entre los arreglos estudiados, se observan tres
resultados de interés. (i) Para el arreglo {1, 3} las componentes de la fuerza de retroceso transversal y longitudinal
tienen 6rdenes de magnitud maximos de 1078 N y 10~!7 N, respectivamente, mientras que para el arreglo
{10,12} las componentes de la fuerza de retroceso transversal y longitudinal tienen como érdenes de magnitud
méaximos 10716 N y 10~'* N, respectivamente. Se observa que las componentes transversal y longitudinal de
fuerza de retroceso disminuyen en dos y tres 6rdenes de magnitud, respectivamente, al considerar una NP de radio
a =1 nm en lugar de una NP de radio @ = 10 nm, manteniendo la relacién entre el parametro de impacto y el
radio de la NP de b — a = 2 nm. De lo anterior se puede concluir que la fuerza de retroceso es practicamente nula
al considerar una particula pequena en comparaciéon con la calculada en una NP de tamano significativo a > 1
nm, a pesar de que el parametro de impacto sea del mismo orden de magnitud que el radio de la NP. (iz) Las
componentes de la fuerza de retroceso en el arreglo {10, 30} presentan 6rdenes de magnitud méximos de 1077 N
y 10716 N, respectivamente. De modo que, guardando la proporcion 1 : 3 entre el radio de la NP y el parametro
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de impacto como en el arreglo {1,3}, para el arreglo {10, 30} la fuerza de retroceso decrece en uno y dos érdenes
de magnitud, respectivamente, al aumentar el parametro de impacto de b = 12 nm a b = 30 nm, sugiriendo que si
bien la NP tiene un tamano significativo, el hecho de que el parametro de impacto sea mucho mayor que el radio
de la NP implica que la fuerza de retroceso disminuya, como si se considerara una NP pequena. (éii) Finalmente,
la fuerza de retroceso calculada para los tres arreglos presentan un comportamiento en comin. La componente
transversal es mayor pero del mismo orden que la componente longitudinal principalmente cuando el electron
viaja con rapideces relativas 8 < 0.5 y es a su vez cuando la fuerza de retroceso alcanza érdenes de magnitud
minimos: 1072! N para el arreglo {1,3}, 107!7 N para el arreglo {10,12} y 1072° N para el arreglo {10, 30}.

3.2.2. Nanoparticula de oro

Para el caso de una NP de oro, las componentes transversales y longitudinales de la fuerza de retroceso
para los arreglos {1, 3}, {10,12} y {10, 30} se muestran en la Fig. 3.6, donde se ha usado una funcién dieléctrica
experimental, ajustando los datos con un modelo de Drude méas ocho lorentzianas [39]. Al igual que para el
caso de la NP de aluminio, las curvas representan la fuerza de retroceso como pulsos que tienden a centrarse en
t = o/c a medida que § — 1. Para los tres arreglos, como en el aluminio, las curvas representan fisicamente una
fuerza de retroceso donde la componente en direcciéon &, varia en el tiempo entre un caracter atractivo (referente
al punto de la trayectoria del electron que interseca al eje x) y un caracter repulsivo, mientras que la componente
paralela a la trayectoria del electron tiene predominantemente la direccion —e,, es decir, la direccion tiende a ser
opuesta a la del movimiento del electrén.

Para el arreglo {1, 3}, la Fig 3.6(a) muestra que la componente transversal de la fuerza de retroceso aumenta
su orden de magnitud progresivamente cuando S — 1. El orden de magnitud maximo para la componente
transversal es 10717 N cuando 3 = 0.99. En la Fig. 3.6(b) se observa que la componente longitudinal de la fuerza
de retroceso tiene el mismo comportamiento que la componente transversal pero con un orden de magnitud
maximo 107¢ N cuando 3 = 0.99. A diferencia del caso de la NP de aluminio, en el arreglo {1, 3}, la componente
longitudinal de fuerza de retroceso que experimenta la NP de oro es un orden de magnitud mayor que la
componente transversal para todo instante ¢ so6lo en dos casos, cuando § € {0.75,0.99}. Cuando 8 = 0.25 y
£ = 0.50, ambas componentes tienen el mismo orden de magnitud y en particular, la amplitud de la componente
transversal de la fuerza de retroceso es mayor que la de la componente longitudinal para los intervalos de tiempo
(0.49,0.51) fs y (0.50,0.51) fs, respectivamente.

Para el arreglo {10, 12}, la Fig. 3.6(c) muestra que la componente transversal de la fuerza de retroceso tiene el
mismo orden de magnitud 107 N para 8 = 0.75 y 8 = 0.99, el cual decrece cuando 8 — 0. En comparacion,
en la Fig. 3.6(d) se observa que la componente longitudinal de la fuerza de retroceso tiene los mismos 6rdenes
de magnitud que la componente transversal cuando 8 € {0.25,0.50,0.75}, mientras que para 3 = 0.99 el orden
de magnitud aumenta hasta 10~'3 N. Los intervalos de tiempo para los cuales la amplitud de la componente
transversal es mayor que la de la longitudinal son (0.42,0.52) fs, (0.47,0.51) fs y (0.49,0.51) fs para 8 = 0.25,
B =0.50y 5 = 0.75, respectivamente. Sélo cuando S = 0.99, la amplitud de la componente longitudinal es mayor
que la amplitud de la componente transversal para todo instante t.

El caso del arreglo {10,30}, mostrado en las Fig. 3.6(e-f), es similar al del arreglo {10,12}. Para 3 €
{0.25,0.50,0.75} el orden de magnitud de la componente transversal de la fuerza de retroceso coincide con
el de la componente longitudinal, siendo mayor la amplitud de la componente transversal para los intervalos
(0.25,0.46) U (0.68,0.86) fs, (0.41,0.50) fs y (0.47,0.51) fs, respectivamente. Para § = 0.99, la amplitud de la
componente longitudinal es mayor que la amplitud de la componente transversal para todo tiempo ¢, siendo
los 6rdenes de magnitud maximos 107! N para la componente transversal y 107! N para la componente
longitudinal.

Comparando las magnitudes de las componentes de la fuerza de retroceso calculadas para los tres arreglos entre
si, se observan resultados similares al del caso de una NP de aluminio. En el arreglo {1, 3}, las componentes
transversal y longitudinal de la fuerza de retroceso [Fig. 3.6(a-b)] presentan érdenes de magnitud maximos
de 10717 N y 107! N, respectivamente, mientras que en el arreglo {10, 12} los 6rdenes de magnitud maximos
para las componentes transversal y longitudinal [Fig. 3.6(c-d)] son 107 N y 10713 N, respectivamente. Ambas
componentes de la fuerza de retroceso difieren en tres 6rdenes magnitud entre ambos arreglos, de manera que
la fuerza de retroceso es practicamente nula en el arreglo {1, 3}, tal como en el caso de la aproximaciéon de
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particula pequena. En el arreglo {10, 30}, las componentes transversal y longitudinal de la fuerza de retroceso
[Fig. 3.6(e-f)| tienen 6rdenes maximos de magnitud 107¢ N y 10715 N, respectivamente, lo que en comparacién
con las componentes de la fuerza de retroceso calculadas para el arreglo {10, 12} difieren dos érdenes de magnitud
para ambas componentes, sugiriendo asi que la fuerza de retroceso cuando b > a considera a la particula pequena
por la comparaciéon entre en parametro de impacto y el radio de la NP.
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Fig. 3.6: Componentes (a), (c), (e) transversal (curvas continuas) y (b), (d), (f) longitudinal (curvas punteadas) de la
fuerza de retroceso en funcion del tiempo que experimenta una nanoparticula de oro modelando su funcién dieléctrica con el
modelo de Drude-Lorentz [39] con radio a y parametro de impacto b: (a), (b) a=1nmy b= 3 nm, (c), (d) a=10 nm y
b=12 nm, (e), (f) a =10 nm y b = 30 nm, respectivamente, para valores de la rapidez relativas del electron 8 = 0.25 (verde),
B = 0.50 (amarillo), 8 = 0.75 (azul) y 8 = 0.99 (rojo). Para el calculo se considera una superficie de integracion esférica de
radio o = 150 nm.
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Para comparar los resultados obtenidos para el oro con los obtenidos para una NP de aluminio, en la Fig. 3.7 se
presentan los instantes indicados en las Figs. 3.6(c-f) de la fuerza de retroceso que experimenta una NP de oro
en los arreglos {10,12} y {10,30} cuando 8 =0.99 y 8 = 0.50, respectivamente. Las Figs. 3.7(a-c) ejemplifican
el caso cuando la fuerza de retroceso es predominantemente longitudinal. A diferencia de la NP de aluminio
donde se presentaba en la mitad de los casos, para la NP de oro este caso se presenta principalmente cuando
B ~0.99. Las Figs. 3.7(d-f) representan el caso cuando ambas componentes de la fuerza de retroceso, transversal
y longitudinal, tienen el mismo orden de magnitud. En general, la fuerza de retroceso que experimenta una NP
de oro no tiene una direccién preferente a menos de que la rapidez relativa del electréon se aproxime al limite
relativista (0.75 < 8 — 1).

(a) (b) (c)
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2o B e 1 E o e je | 2 o :
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Fig. 3.7: Representacion de la fuerza de retroceso (flechas roja y amarilla) en el tiempo (recorrida —p/c, normalizada y
reescalada con el parametro de impacto) que experimenta una NP de oro de radio a = 10 nm (circulo dorado) mientras un
electron viaja con velocidad y parametro de impacto (a-c) v = 0.99c é; y b = 12 nm, (d-f) v = 0.50c &, y b = 30 nm,
respectivamente. Los instantes A, B y C que se muestran en la Fig. 3.6(c-d) son los tiempos (a) t = —0.61 as, (b) t = —0.0763
asy (c) ¢t = 1.6 as, respectivamente. Los instantes D, E y F que se muestran en la Fig. 3.6(e-f) corresponden a los tiempos (d)
t=-3.05as, (e) t =3.97 as y (f) ¢t = 7.32 as, respectivamente

En general, la fuerza de retroceso que experimenta una NP de oro se caracteriza por presentar componentes con
un orden de magnitud mayor en comparacion con los obtenidos para una NP de aluminio. Por otra parte, en las
Figs. 3.3(d,f) se muestra que para ¢ = 10 nm (a > 1 nm), la componente longitudinal de la fuerza de retroceso
en el caso de una NP de aluminio sélo tiene un minimo apreciable, mientras que en las Figs. 3.6(d,f) se observa
que la componente longitudinal en el caso de una NP de oro presenta dos minimos relevantes y comparables
entre si. Fisicamente se interpreta como una fuerza en la direccion —eé, con amplitud significativa y semejante,
en dos instantes diferentes.
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3.2 Fuerza de retroceso

3.2.3. Nanoparticula de bismuto

A diferencia del aluminio y el oro, el bismuto puede ser considerado un semimetal [40], compartiendo
propiedades tanto con metales como con dieléctricos, o bien presentando cantidades caracteristicas con valores
intermedios entre los dados para estas dos clasificaciones (por ejemplo, conductividad térmica y conductividad
eléctrica). En la Fig. 3.8 se presenta el comportamiento de las componentes transversal y longitudinal de la
fuerza de retroceso en funcion del tiempo que experimenta una NP de bismuto para los arreglos {1, 3}, {10,12} y
{10, 30}, para cuatro valores diferentes de la rapidez relativa del electrén § y considerando datos experimentales
de la funcion dieléctrica, ajustada con el modelo de Brendel-Bormann [39, 41].

Una de las caracteristicas de la fuerza de retroceso calculada para una NP de bismuto es que la componente
transversal de la fuerza de retroceso [Figs. 3.8(a,c,e)] tiene el mismo orden de magnitud que la componente
longitudinal [Figs. 3.8(b,d,f)] en los tres arreglos cuando 8 € {0.25,0.50,0.75}, y solo es predominante la
componente longitudinal en todo tiempo ¢t cuando 8 = 0.99.

Otra de las caracteristicas principales de la fuerza de retroceso en una NP de bismuto se presenta en las Figs.
3.8(c-f), donde al considerar el radio @ = 10 nm (@ > 1 nm), las componentes de la fuerza de retroceso presentan
un caracter oscilatorio con maximos y minimos en varios instantes, lo que fisicamente se interpreta como una
fuerza de retroceso con componentes que oscilan a medida que el tiempo avanza pero con una mayor duracién en
comparaciéon con la que experimenta una NP de aluminio o una NP de oro.

Las amplitudes de las componentes de la fuerza de retroceso aumentan al considerar una NP de bismuto (Fig.
3.8) en comparacion con las calculadas para una NP de aluminio (Fig. 3.3). Sin embargo, las amplitudes de las
componentes de la fuerza de retroceso al considerar una NP de bismuto no superan a las calculadas para una
NP de oro (Fig. 3.6).

Al considerar una NP de radio a = 10 nm, tanto las componentes longitudinales de la fuerza de retroceso
calculadas para una NP de oro [Figs. 3.6(d,f)]|, como para una NP de bismuto [Figs. 3.8(d,f)], se caracterizan
por presentar dos minimos relevantes y comparables entre si. La diferencia radica en que la amplitud del primer
minimo es mayor al considerar una NP de oro, mientras que la amplitud del segundo minimo es mayor cuando
se considera una NP de bismuto.

3.2.4. Nanoparticula de carburo de silicio

El carburo de silicio es un material dieléctrico de alto indice de refraccion, siendo la contribucion dipolar
magnética mas relevante que la dipolar eléctrica, a diferencia de los metales donde predomina la respuesta
eléctrica sobre la magnética. La Fig. 3.9 presenta el comportamiento de la fuerza de retroceso en funciéon del
tiempo que experimenta una NP hecha de carburo de silicio considerando datos experimentales de la funcién
dieléctrica, ajustada con el modelo de Brendel-Bormann [41, 42], para los arreglos {1, 3}, {10,12}, {10,30} y
para cuatro diferentes valores de la rapidez relativa del electron 3.

Al considerar una NP de radio a = 10 nm, la fuerza de retroceso calculada para una NP de carburo de silicio
se caracteriza por presentar un comportamiento semejante al del bismuto, de tal modo que las componentes
transversal [Figs. 3.9(c,e)] y longitudinal [Figs. 3.9(d,f)] coinciden en el orden de magnitud correspondientemente
en cada arreglo cuando 8 € {0.25,0.50,0.75}, siendo los casos donde las componentes de la fuerza de retroceso
son tales que Fzritl,\| < Fi£Y | - Los casos donde la componente longitudinal predomina, es decir F, zritl,” > Fe
se presentan cuando 8 = 0.99 en los tres arreglos y en el arreglo {1,3} cuando 8 > 0.50. Al comparar la Fig.
3.8 con la Fig. 3.9 se observa que, en general, las amplitudes de las componentes de la fuerza de retroceso para
una NP de bismuto y para una NP de carburo de silicio son similares, de manera que las amplitudes de las
componentes de la fuerza de retroceso para una NP de carburo de silicio estdn acotadas inferiormente por las
calculadas para una NP de aluminio y superiormente por las calculadas para una NP de oro. Con estos resultados,
se puede decir que el comportamiento de la fuerza de retroceso que experimenta una NP dieléctrica es semejante
a la que experimenta una semimetalica.

Al comparar entre si los 6rdenes de magnitud maximos de las componentes de la fuerza de retroceso que se
obtienen para cada arreglo, se confirman dos resultados para el caso de un dieléctrico, obtenidos previamente
tanto en metales como en el semimetal: (i) la fuerza de retroceso calculada en el arreglo {1,3} verifica el
resultado que se espera para la aproximacion de particula pequenia, resultando una fuerza préacticamente nula al
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compararla con la fuerza de retroceso calculada para el arreglo {10,12} (b ~ a > 1 nm). (i) Las componentes
de la fuerza de retroceso calculada para el arreglo {10,30} decrece un orden de magnitud en comparacioén con
las componentes calculadas para el arreglo {10, 12}, sugiriendo que el hecho de considerar b >> a > 1 nm tiende
al comportamiento de la aproximacién de particula pequena.

[ﬁ M 025005 W07 W 0.99]
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Fig. 3.8: Componentes (a), (c), (e) transversal (curvas continuas) y (b), (d), (f) longitudinal (curvas punteadas) de la
fuerza de retroceso en el tiempo que experimenta una nanoparticula de bismuto modelando su funcién dieléctrica con el modelo
de Brendel-Bormann [39, 41] con radio a y parametro de impacto b: (a), (b) a =1 nm y b= 3 nm, (c), (d) a =10 nm y
b =12 nm, (e), (f) a = 10 nm y b = 30 nm, respectivamente, para velocidades relativas del electrén 8 = 0.25 (verde), 8 = 0.50
(amarillo), 8 = 0.75 (azul) y 8 = 0.99 (rojo). Para el calculo se considera una superficie de integracion esférica de radio o = 150
nm.
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Fig. 3.9: Componentes (a), (c), (e) transversal (curvas continuas) y (b), (d), (f) longitudinal (curvas punteadas) de la
fuerza de retroceso en el tiempo que experimenta una nanoparticula de carburo de silicio modelando su funciéon dieléctrica con
el modelo de Brendel-Bormann [41, 42] con radio a y pardametro de impacto b: (a), (b) a =1 nm y b =3 nm, (c), (d) a = 10
nm y b=12 nm, (e), (f) a =10 nm y b = 30 nm, respectivamente, para velocidades relativas del electréon 8 = 0.25 (verde),

B = 0.50 (amarillo), 8 = 0.75 (azul) y 8 = 0.99 (rojo). Para el calculo se considera una superficie de integracion esférica de
radio ¢ = 150 nm.

Del anélisis de las componentes de la fuerza de retroceso para NP hechas de cuatro diferentes materiales —dos
metales, un semimetal y un dieléctrico de alto indice de refraccion— se puede concluir en general que la fuerza
de retroceso se presenta en NP de radio a > 1 nm. Las amplitudes de las componentes de la fuerza de retroceso
son comparables entre si dependiendo de la velocidad relativa del electron j3: (1) Fl‘"ZEtLH < F, lritl, 1 si <075, 0
bien (i) FlritL” > F lritl, | si 8 ~0.99. En cuestién de materiales, la respuesta mecanica al momento radiado por
el campo EM esparcido por la NP se debera principalmente a la asimetria en el tiempo del patréon radiacion
dado por el vector de Poynting asociado al campo EM esparcido en campo lejano.
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Capitulo 4

Conclusiones y trabajo a futuro

4.1.

Conclusiones

Desde el enfoque de la electrodinamica clasica, en este trabajo se estudio6 la fuerza de retroceso, dada

en términos del vector de Poynting resultante, que experimenta una nanoparticula de radio a debida al campo
electromagnético radiado e inducido por el campo electromagnético de un electrén que viaja una velocidad
constante v = (cé,, que pasa a una distancia b del centro de la nanoparticula. Los calculos se realizaron
considerando tres diferentes combinaciones de radio a y pardmetro impacto b (denominadas arreglos {a,b}) y
diferentes materiales del que esté hecha la nanoparticula: metales como el aluminio y el oro, semimetales como
bismuto y dieléctricos de alto indice de refraccién como el carburo de silicio. Las conclusiones que se desprenden
del trabajo son las siguientes:

La fuerza de retroceso es un pulso que considera el tiempo de retardo o/c que tarda en llegar la informacion
a la superficie de integracion esférica de radio ¢ donde se calcula el vector de Poynting resultante. De este
modo, la fuerza de retroceso se debe a la asimetria del patréon de radiacion asociado al vector de Poynting
sobre la superficie de integracion.

En la aproximacion dipolar, la fuerza de retroceso se debe a la interaccion entre el dipolo eléctrico y el
dipolo magnético, de modo que si no se considera la presencia de alguno de estos dos términos, la fuerza
de retroceso se anula para todo instante debido a la simetria del patrén de radiacién asociado al campo
EM producido por el dipolo considerado (eléctrico o magnético).

La fuerza de retroceso tiene dos componentes: la componente longitudinal en direccién —é,, es decir,
predomina la direccién contraria al movimiento del electrén y la componente transversal en direcciéon €,
que oscila en el tiempo entre un caracter atractivo y uno repulsivo (referente al punto donde la trayectoria
del electron interseca al eje x).

En general, la relacion entre las amplitudes de las componentes de la fuerza de retroceso que experimenta
una nanoparticula tienen dos posibles comportamientos que dependen principalmente de la rapidez relativa
B del electrén. Si g < 0.75, la componente transversal es del mismo orden de magnitud que la componente
longitudinal, siendo ambas relevantes para la dindmica de la nanoparticula dada por la fuerza de retroceso.
Si0.75 < 8 — 1 (limite relativista), la amplitud de la componente longitudinal de la fuerza predomina
sobre la amplitud de la componente transversal.

Al considerar la configuracién b ~ a ~ 1 nm, la fuerza de retroceso es préacticamente nula al compararse
con la calculada en el arreglo donde b ~ a > 1 nm, verificando que la fuerza de retroceso es cero en la
aproximacion de particula pequena. A su vez, la fuerza de retroceso tiende a decrecer, en comparacion a la
calculada en el arreglo donde b ~ a > 1 nm, cuando se considera un parametro de impacto b > a > 1 nm.

40



4.2 Trabajo a futuro

4.2.

Tal comportamiento se debe a que la configuracion tiende a la aproximacion de particula pequena por
considerar un parametro de impacto mucho mayor que el radio de la nanoparticula.

La fuerza de retroceso que experimenta una nanoparticula de aluminio es de menor magnitud que la que
se calcula para una nanoparticula de bismuto. En general, la fuerza de retroceso que experimenta una
nanoparticula de bismuto y una nanoparticula de carburo de silicio son del mismo orden de magnitud. La
fuerza de retroceso obtenida al considerar una nanoparticula de oro es la de mayor magnitud entre los
materiales estudiados.

La fuerza de retroceso que experimenta una nanoparticula de bismuto, representativa de los semimetales,
se caracteriza por tener una mayor duraciéon que la fuerza de retroceso que experimenta una nanoparticula
metéalica o dieléctrica.

Trabajo a futuro

Las lineas en las que se puede continuar el estudio de la fuerza de retroceso que experimenta una nanoparticula

Son:

Calcular la fuerza de retroceso que experimenta una nanoparticula en funcion del radio y del parametro de
impacto considerando las contribuciones multipolares de mayor orden (I > 2) al campo electromagnético
esparcido lejano.

Emplear la metodologia de las funciones espectrales auxiliares y la transformada rapida de Fourier para el
calculo de la fuerza total asociada al campo electromagnético esparcido en la aproximacion dipolar en sus
tres contribuciones: el término asociado al campo interno, el asociado al campo externo y el asociado al
campo lejano (fuerza de retroceso), considerando la integral en la variable r que no se toma en cuenta en el
término de la fuerza de retroceso pero si en los primeros dos términos de la Ec. ( ). Esta nueva integral
podria calcularse con algin método numeérico o bien, analizando las expresiones analiticas, especificamente
al calcular integrales de dngulo sélido, para hallar una posible simplificaciéon de las expresiones por medio
de su relacion con las funciones espectrales auxiliares.

Calcular la integral temporal de la fuerza de retroceso variando la rapidez relativa del electrén S y
parametro de impacto b para encontrar posibles valores 6ptimos que dan lugar a un valor maximo de la
componente transversal del momento lineal radiado.
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Apéndice A

Solucion de Mie extendida: Calculos
suplementarios

Para resolver la ecuacion vectorial de Helmholtz [28]
VM + £°M = 0, (A1)

se propone un campo M tal que su divergencia sea cero (V - M = 0), expresandolo como el rotacional de otra
funcioén vectorial V:
M=VxV. (A.2)

Calculando el operador (V2 + k?) de la Ec. (A.2) se obtiene

VM + M =V(V-M) -V x (V x M) + k*M (A.3a)
=V[V-(VXxV)]-Vx[Vx(VxV)]+EVxV (A.3Db)
=V x[-Vx(VxV)]+V x (k*V) (A.3c)
=V x [V2V - V(V-V) +Ek*V] (A.3d)
=V x [V2V +k*V] -V x [V(V - V)] (A.3e)
=V x [V*V +Ek*V]. (A.3f)

A su vez, la funcién vectorial V puede ser expresado en términos de una funciéon escalar ¢ de la forma
V =1, (A4)

donde r es el vector de posicion. Calculando el laplaciano (V?) en coordenadas esféricas de V dado por la Ec.
(A1), se obtiene:

V2V = V2(ry) (A.5a)
=V [V(ry)] (A.5b)
=V . (YVr+1rVy) (A.5¢)
—v-(Ty+rvy) (A.5d)
=Vi+ V- (rVy) (A.5¢)
=VyY+rV.(VY)+ VYV r (A.5f)
= 4V + V2. (A.5g)
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Sustituyendo el resultado de la Ec. (A.5) en la Ec. (A.3):

VM + k*M = V x [V2V + k?*V] (A.6a)
=V x AV + vV + vk (A.6b)
=4V x (Vo) + V x [¢(VZ) + k)] (A.6c)
=V x [r(VZ + k%)) (A.6d)

Si ¢ cumple con la ecuacién escalar de Helmholtz entonces M cumple con la ecuacién vectorial de Helmholtz.
Definiendo otra funcién vectorial N como

NZVZM’ (A7)
se caleula el operador (V2 + k2) aplicado a N dado por la Ec. (A.7):

V2N+k2N=V2<VzM>+k2(VzM) (A.8)
=%{V[v-(V><M)]—V><[VX(VxM)]Jrk?vXM} (A.8b)

_ % [V % [-V % (V x M)] + ¥ x (kM) (A.80)

= % {(VX[V*M-V(V-M)]+V x (M)} (A.8d)

= %{v x (V2M + kM) — V x [V(V - M)]} (A.8e)

= %[v x (VM + k*M)), (A.8f)

donde nuevamente, si 1 cumple con la ecuaciéon escalar de Helmholtz, entonces M cumple con la ecuacién
vectorial de Helmholtz, y por tanto también N. Asi:

V+Ep=0 = VM+EM=0 = VN+IN=0. (A.9)

También se tiene que N es proporcional a M, ya que

VXxN=V x (sz) (A.10a)
= %[V(V M) — V*M] (A.10b)
= 7VISM (A.10c)
_ kz}i“ (A.10d)
= kM. (A.10e)

En resumen, M y N cumplen con las ecuaciones
V x M = kN, V x N = kM, (A.11a)
V-M=0, V- -N=0. (A.11b)

Para resolver la ecuacion escalar de Helmholtz en coordenadas esféricas

10 (209 1L o[ o 1y,
2 or (r 87‘> + r2sinf 00 (Sm969> + 12 sin? 0 02 + k% =0, (A.12)
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Capitulo A. Solucién de Mie extendida: Célculos suplementarios

se propone una solucion de la forma ¥ (r, 0, ¢) = R(r)O(0)®(yp), reescribiendo la Ec. ( ) como

1d [ ,dR 1 d de 1 1d%*®
- k2r? + — 0— —— | =0. A.13
Rdr( dr >+ T Osnodg (Sm d9>+sin29(<1>dga2) (A.132)
Separando ( ) en cada variable esférica, se obtienen las siguientes ecuaciones:
1d?® 9
= A.13b
ddgz ( )
1 d doe >
Snd b ( in 9d€> 817:720 =—I(l+1) (Ecuacion asociada de Legendre), (A.13c¢)
]. d dR 2 2 oz P
Rar (r O > + kS =1(+1) (Ecuacion esférica de Bessel). (A.13d)
Las soluciones a las Ecs. ( ) son, en términos de las constantes [ y m, respectivamente:
P () = exp(imep), (A.14a)
©1.m(0) = P"(cosb) (Funcion asociada de Legendre), (A.14b)
Ry(r) = zl(j)(k:r) (Funcion esférica de Bessel), (A.14c)

conle{l,2,..} yme{-l,-l+1,...,0,...,01 — 1,1}, y donde el superindice j € {1,2, 3,4} denota

Zl(l)(kﬂ‘) = ji(kr) (Funcion esférica de Bessel del tipo 1), (A.15a)

Zl(2)(k7“) = yi(kr) (Funcion esférica de Bessel del tipo 2), (A.15b)

Zl(3)(k7") = hl(+)(kr) =15, (kr) — yi (kr) (Funcion esférica de Hankel del tipo 1), (A.15¢)

21(4)(]“7") = hl(_)(kr) =5 (kr) + yi(kr) (Funcion esférica de Hankel del tipo 2). (A.15d)

La solucién a la Ec. ( ) corresponde a combinaciones lineales del producto de las Ecs. ( ), obteniendo:

) [e's) l

P9 (r,0,0) = Z Y (k) Y™ (0, 0), (A.16)
I=1 m=

donde 9 ., es el coeficiente de la combinacion lineal y ¥;™(8, ) el armonico esférico escalar de orden [, m dado
por

2l+1

—~

I —m)!

Y, (0,¢) = fi.mP" (cosb) exp(imey) con fim = UTm)’ (A.17)
que es solucion a la parte angular de la Ec. ( ). Como M y N se relacionan con v de la siguiente manera:
. ) . ) ©) [()

M) =V x (rgp@)) = —r x Vi) N = % = % <L¢ ) : (A.18a)

i
MY = —ir x V), NO =V 2 Lo, (A.18b)

i

definiendo los operadores como L = —ir x V [33] y ¥ = (ik)~'V x L, concluyendo que

L) — @) v T = NG, (A.19)
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Calculando los operadores L y Y aplicados a la Ec. (A.16), se obtiene que:

DL (k1) Y™ (6, 9)]

M
MN

0
3
Il
L

¢l7mfl,mﬂ[z;j) (kr)P™ (cos 8) exp(imep)] (A.20a)

M
MN

T
3
Il
L

GM, M) (k; 7,0, ),

)
|M~

0
3
|

L

D1 T[22 (k) Y (0, )]

]2
M-

T
3
Il
L

om fr.m X[27) (kr) P (cos 0) exp(imyp)] (A.20Db)

M
MN

T
3
Il
L

GNP (k;7,0, ).

l,m

M
MN

0
3
Il
L

Definiendo los armoénicos esféricos vectoriales como [28]:

M) (kr,0,0) = — v x V[ (kr) P (cos 0) exp(imy)]
(A.21a)

= izl(j) (kr) si%le(COS 0) exp(imyp)éy — zl(j) (kr) %le (cos 8) exp(imp)é,,

Nl(,jr)n(kra 0,p) =— M[Zl(j)(kr)ﬂm(cos 0) exp(imy)]
(”) |
=1 +1) 2 k(rkr) P™(cos 0) exp(img)é, + %%[TZ;J)(kT)]%Rm(COS 0) exp(imep)és (A.21b)
1 do o M om o
+ i [rz” (kr)] sinepl (cos 0) exp(imep)é,,.

En conclusion, si un campo vectorial G cumple con la ecuacion vectorial de Helmholtz (A.1), entonces puede ser
escrito como una combinacion lineal de los armoénicos esféricos vectoriales Ny ., v My, [28]:

Descomposicion de Helmholtz en términos de los armoénicos esféricos vectoriales

[eS) l
V’G+EG=0 = G=) Y (G))Mym+G),Nim). (A.22)

Las derivadas involucradas en las Ecs. (A.21) se pueden evitar haciendo uso de las relaciones de recurrencia para
las derivadas de las funciones asociadas de Legendre y las funciones esféricas de Bessel [43]:

m l—-m+1) . cos@ _..
@Pl (cosf) = %B+1(COS 0)—(1+1) sinepl (cos ), (A.23a)
1 ;
L o) = @+ n2ZED e, A.23b
kr dr kr

que sustituyéndolas en las Ecs. (A.21), los armonicos esféricos vectoriales se reescriben como
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Capitulo A. Solucién de Mie extendida: Célculos suplementarios

Armoénicos esféricos vectoriales

w (w mo. L
M;nz (kr,0,0) = zzl( )(kr)wPl (cos 0) exp(imep)éy
A.24a)
) l-m+1) ., B cosf .. ) . (
2 (kr) [—sinﬁ P i(cosf) — (14 1) sinOPl (cos )| exp(imp)eé,,.
(w) Z(w) (kr)
Nlj”m(kr, 0,0) =1+ 1)ITle(cos 0) exp(imyp)eé,
(w)
z (k) w l-m+1) .
+|+1)——= . z;d(kr)] [—( o )PH_l(cos 6)
9 (A.24b)
cos ) .
—(1+1) gy P/ (cos 9)] exp(imep)éy
(w)
. z 7 (kr w mo . . R
+i |1+ 1)% - zfd(kr)] mPl (cosB) exp(imep)é,,

Como el campo EM producido por el electrén cumple con la ecuacion vectorial de Helmholtz, Ec. (A.1), se puede
expandir en términos de los armoénicos esféricos vectoriales tal como se indica en las Ecs. (1.13). Para calcular
los coeficientes V.., y Wi que aparecen en las Ecs. (1.13), es necesario calcular la expansion multipolar del
potencial escalar dado por las Ecs. de Maxwell en el dominio espectral:

V- D(r;w) = fext (r;w), (Ley de Gauss eléctrica) (A.25a)
V- B(r;w) =0, (Ley de Gauss magnética) (A.25b)
V x E(r;w) — iwB(r;w) = 0, (Ley de Faraday-Lenz) (A.25c¢)
V x H(r;w) + iwD(1;w) = Jox (15 0) (Ley de Ampére-Maxwell) (A.25d)

De las Ecs. (A.25b) y (A.25¢) se pueden definir los potenciales a(r;w) y A(r; w), tales que el campo electromag-
nético esta dado por

E(r;w) = —V(r;w) + iwA(r;w), (A.26a)
B(r;w) =V x A(r;w). (A.26D)
Considerando que el electron se mueve en el vacio, se sustituyen las relaciones constitutivas
D(r;w) = eoB(r;w), (A.27a)
B(r;w) = puoH(r; w), (A.27D)
las Ecs. (A.26) y la norma de Lorentz [30]
V-A(r;w) — i;u—z(g(r;w) =0, (A.28)

en las Ecs. (A.25a) y (A.25d), obteniendo que los potenciales ¢ y A se relacionan con las fuentes externas como

r;w)

. _
[vui—z} ) = ~Lomie)

>, W] % T
Ve 4+ =z A(r;w) = —poJdext (r;w).

(A.29a)

(A.29b)
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Realizando una transformada de Fourier espacial de las Ecs. ( ), bajo la convencion
(k) = For{g(r)} = / r) exp(—ik - 1), (A.30a)

g(r) = 5 {50} = W / k) explik - 1), (A.30b)

se obtiene que las expresiones para los potenciales en el espacio (k;w) son

e ~x k7
d(k;w) = Pext ( w)g ’ (A.31a)
w
€0 (—k2 + 2)
c
e j X k7
Ak w) = frod ext ( ‘;’) (A.31Db)
k242
En el caso particular del electron moviéndose a velocidad constante v = fc €., las fuentes externas de carga y
corriente estan dadas en términos de la carga ¢ = —e del electrén como
Pext (T3 1) = —ed(r — ry), (A.32a)
ext( ) pext( )V, (A32b)
donde r; = rg + vt es la posicion del electrén al tiempo t y rg = (b,0,0) su posicion en ¢t = 0, el punto mas
cercano a la NP. Calculando la transformada de Fourier espacial y temporal de las Ecs. ( ), v sustituyendo el
resultado en las Ecs. ( ), se obtiene que los potenciales que permiten calcular el campo EM producido por

electron son

~ —ed(r — ry
Fo (i ) = (—wl (A.33)
o(1+5)
2
e ~ex k; ~ex k; e
AeXt(k;w) _ Hop t( (‘;)V _ P t( W)V2 — XQQSQXt(k;w), (A33b)
w w c
7]{'/ -+ 3 6002 (kQ + 2)
c c
Calculando la transformada de Fourier inversa espacial de los potenciales dados por las Ecs. ( ), se obtiene
~, 2e Wz lw|R
ext .o\ _ _ VK A.34
9 (3 w) 4mep e P (Z Bc) 0 ( Bye ) ’ ( 2)
~eX v Nex
A (r;w) = 507 (r;w), (A.34b)
donde Ky(a) es una funciéon de Bessel modificada del segundo tipo [43]. Sustituyendo las Ecs.( ) en las Ecs.
( ), las expresiones para el campo EM producido por el electron en términos del potencial escalar ¢ (r;w)
son
E*(r;w) = ( V+iw— ) % (r; w), (A.35a)
B (r;w) = V x [C—que"t(r;w)} = V™t (r;w) X CXQ (A.35b)

Para escribir la expansion multipolar del potencial escalar E)Fext se resuelve la ecuacion escalar de Helmholtz (A.1)

(ecuacion que cumple el potencial escalar quS"Xt) mediante el método de la funcion de Green [29], obteniendo la
expresion
e

P (rw) = —— / h G(r;r;) exp(iwt)dt, (A.36)

€0 J_0o
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Capitulo A. Solucién de Mie extendida: Célculos suplementarios

donde G(r;r;) es la funcion de Green de la ecuacion de Helmholtz y su expansion dada por el teorema de adicion
[29] es

. 00 l
exp(ik|r — r¢|) . +) m m
Gleir) = e o =R 2 Ak )Y B 0V 0,0), (A.37)
donde . ]
A S1 re < T A S1 e >T
T<_{r si r<mn Y T>_{r si r>r’ (A.38)
Considerando 7, > r y sustituyendo la Ec. ( ) en la Ec. ( ), se obtiene la expresion
oo l
~ ek , m e . .
Pt rw) =~ LSS kY6, 0) / B (e ) Y™ (65, 1) expicot)dt. (A.39)
€0 —oo
=1 m=—1
Para resolver la integral de la Ec. ( ), se iguala la expresion de ¢*<t a la dada por la ecuacion ( ).

Posteriormente, realizando varios pasos algebraicos y considerando las relaciones entre las funciones modificadas
de Bessel K, (a) y I, () [44], asi como la expansion en serie de Taylor de la funcion modificada de Bessel de
primera especie I, (a) y de la funciéon exponencial [36], se obtiene que la expansion multipolar del potencial
escalar presente en las Ecs. ( ) es

~ ek wlb\ . m
G (13 w) = *GOTJZ S A K, <ﬂ7|c> Gi(kr)Y™ (8, ), (A.40)
1=1 m=—1

donde

l
Frm (@4 1)1
A - >

l,m
- B+l IZ; (A.4la)

i
A (Izmy (i) a0
o D) (E)N2)
. 1 . ., .
y los ntimeros J j’;’i ; se calculan mediante la relaciéon de recurrencia

(L —m)Iy™m = (20— 1)I 2 — (L +m— 135, (A.41b)

ll,iz Z.171‘2

—1m _ 07 jm72,m

con los valores iniciales I} ;
1,22 11,12

pp = {CUTEm IO AT, e (Ao
1,02 0, si 19 es impar
donde B(u,v) es la funcion beta o también llamada integral de Euler de primer orden [36].
Una vez sustituida la Ec. ( ) en la ecuacion ( ) y utilizando las Ecs. ( )y ( ), se calculan
los coeficientes Vi ., y Wi, presentes en las Ecs. ( ). Por medio de los coeficientes tF y t%\/[, analogos a los
coeficientes de Mie [28], se propone la solucion para el campo esparcido e interno. Imponiendo las condiciones de
contorno, Ecs. ( ), ¥ sustituyendo los armonicos esféricos vectoriales dados por las Ees. ( ), se obtienen
expresiones que necesitan de las relaciones de ortogonalidad entre las funciones asociadas de Legendre y sus
derivadas para obtener el sistema de ecuaciones dado por las Ecs. (1.31), que permite calcular ¢ y tM [45].

La solucion a la Ec. ( ) son las funciones asociadas de Legendre, que para el presente trabajo son definidas
como [36]
PG = (=" P eon ) = o (2= 1) (A42)
1 M) = H d,U,mlM lﬂ_QZl'd,ulu ) .

donde p = cosf y P,(u) es el polinomio de Legendre de orden [. Asi, las funciones asociadas de Legendre cumplen
con la relaciéon de ortogonalidad

v - 26 (L+m)!
[ AP GORP () dp = e (A43)
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Al definir las funciones angulares

7t (cos ) = S;:e P"(cos0), (A.44a)
d
7" (cos 0) = 0 P/ (cos0), (A.44Db)

resulta que no son ortogonales, pero m;(u) = 7;(u) si lo es consigo misma. Para probar la ortogonalidad de
7+ 7" se parte de aplicar la Ec. ( ) a P/ y multiplicando el resultado por P}/*; repitiendo el procedimiento
invirtiendo [ por I’ y sumando las ecuaciones resultantes se obtiene que

dP™(cosb)
dé

dP]*(cos )

d
— | si 7 i " —_— 1
0 (sm 0P (cos ) + sin 0 P" (cos 0) 0 ) +[l1+1)

(A.45)

P 0) mP 0 dpP™ 0)dpP" 0
+l’(l’+1)]P[,”(cos9)le(cosﬁ)sin9:2<m (" (cos) mPy"(cos )+ 1" (cosf) dFy"(cos )>sin0,

sin 0 sin 6 dé dé
donde se sumo6 el término 2 dP™/df dP}*/df en ambos lados de la ecuacion para completar las derivadas.

Integrando la Ec. ( ) en el intervalo 8 € (0,7), o p € (—1,1), y usando las Ecs. ( )y ( ), se obtiene
que

1
[ + 7 ) = 8 (A.46)
Adicionalmente
1 T 1
dP*(cos 8 m m
[ o dn= [ mepieose) D a0 — - [y dn. (A7
donde la Ec. ( ) fue usada en una integracion por partes. De este modo, combinando las Ecs. ( )y ( ),
se concluye que
! 2(1+1) (I +m)!
i + 7" " + 7 =011 . A .48
[ cos) ) cos0) 7l e = 6 (A49)
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Apéndice B

Simetrias del vector de Poynting externo y
esparcido

Para calcular el vector de Poynting asociado al campo EM producido por el electron, Ecs. (1.7), se emplea
la Ec. (2.1b), resultando

SeXt(I"t) o <q2’72BC> { _(1' — b)(z — BCt)éx — y(Z — 5Ct)éy + RQéZ }
"\ 1672 [R? +~2(z — Bet)?]3 .

(B.1)

Dado que el movimiento del electron se considera como rectilineo uniforme (Fig. B.1), es natural que presente
simetrias en las expresiones del campo EM que produce. Tal es el caso de la simetria que presenta respecto al eje
definido por la trayectoria del electréon. Remplazando en la Ec. (B.1), z — —z + 2b y y — —y se obtiene que

St (= + 20, —y, z;1) = =57 (2, y, 2 1), (B.2a)
Xt . _ Xt .

Sy (= +2b, —y, 2;t) = =S (z,y, 23 1), (B.2b)

ST+ 2b, —y, z;t) = ST (x,y, 23 1), (B.2¢)

lo que significa que la distribucién del vector de Poynting tiene simetria azimutal para cualquier valor de z en
todo instante de tiempo t. Basta con analizar un corte longitudinal, respecto a la direcciéon de movimiento, de la
distribucién de S®** para conocer su comportamiento general.

>
>

~

Sy

Fig. B.1: Un electréon (punto magenta) viaja en direccién z cortando al eje = a una distancia b del origen. Se muestran los
planos x =0, y = 0 y z = 0 en color rojo, amarillo y verde, respectivamente.

50



Por otra parte, remplazando z — z 4 B¢t en la Ec. (1B.1), se obtiene que
S (z,y, 2 + Bet; t) = S (2, y, ;0), (B.3)

representado asi una simetria de traslacion en la direccién z del vector de Poynting asociado al campo EM
producido por el electréon. Evaluando en ¢t = 0 la Ec. (I3.1), basta para conocer el comportamiento del campo en
general, pues s6lo se traslada en la direccién z a medida que el tiempo transcurre.

Dadas la simetria azimutal respecto al eje que define la trayectoria del electron y la simetria traslacional en la
direccion z en el tiempo, se evalaa la Ec. (B.1) en (b,y, z; 0) para analizar el comportamiento longitudinal del
vector de Poynting asociado al campo EM producido por el electréon, resultando

2.2 A 24
ext oy (€ Be [—yzey +yte.
S (bvyvz’o) - (167'('260) |: (yg +7222)3 :| I (B4)

donde la ausencia de componente x implica que no hay componente transversal al corte realizado en x = b.
En la Fig. B.2 se presentan tres cortes longitudinales, correspondientes a tres diferentes valores de 3, para la
distribucién del vector de Poynting asociado al campo EM producido por el electron en la parte superior y tres
cortes transversales en la parte inferior, correspondientes a los cortes A, B y C indicados en la Fig. B.2b). Por
una parte, el efecto que produce el aumentar el valor de la rapidez relativa S del electrén en la distribucion del
vector de Poynting es que presenta una contracciéon de Lorentz, aplanando los 16bulos de alta intensidad hacia el
plano transversal a la direcciéon en que se mueve el electron. Analizando los cortes transversales, se observa que
las lineas de campo nacen del eje descrito por la trayectoria del electron, especificamente por donde ha pasado,
mientras que se cierran en la misma linea pero hacia donde estara el electron. La ausencia de lineas de campo en
la Fig. e) se debe a que no tiene componentes transversales, solo existe componente longitudinal al sustituir

z=0en la Ec. (B.4).

o ext - q oxt - - ext
(a) 2 IS] (b) 2 IS] (c) 2 18]
[wal] [wal] | [ual]
4 20 30
3 15
20
2 10
10
1 5
0 0 0
57 157 st
(ual] [wal [ual]
2.0 40 1.0
. 0.8
L5 30
0.6
1.0 20 04
! { . ) 0.5 10 0.2
-1 0 1 2 3
x [nm] 0 2 [nm] 0

Fig. B.2: Magnitud y lineas de campo del vector de Poynting asociado al campo EM producido por el electron considerando
un parametro de impacto b = 1 nm. Los cortes longitudinales en z = b corresponden a valores de la velocidad relativa a)
B8=0.1,b) 3=0.5yc) B =0.9. Enla Fig. b), se muestran tres cortes transversales con las etiquetas A, B y C correspondientes
ad)z=—-1nm,e) z=0yf) 2=12nm.
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Capitulo B. Simetrias del vector de Poynting externo y esparcido

Dadas las simetrias presentes en el vector de Poynting asociado al campo EM producido por el electron, es
natural preguntarse si también existen simetrias en el vector de Poynting asociado al campo EM esparcido por
la NP, con el objetivo de optimizar el tiempo de cémputo al realizar la IFFT de las Ecs. ( )y ( ), asi
como analizar las implicaciones fisicas como la anulaciéon de componentes.

Si bien las expresiones del campo EM esparcido por la NP estan dadas en el dominio espectral, de la definicion
de la transformada de Fourier temporal, Ec. (1.8), se puede afirmar que las simetrias espaciales que presenten
las Ecs. (1.38) y (1.39), se preservaran en sus expresiones en el dominio temporal.

Por la configuraciéon del problema planteado en la Fig. 1.1, que se considera tanto al electrén viajando en linea
recta como a la NP esférica, se espera que exista una simetria respecto al plano y = 0 que contiene un corte
transversal de la NP asi como a la trayectoria del electrén. La simetria se presenta al remplazar la coordenada
esférica ¢ — —p. Considerando que la dependencia en la variable ¢ aparece en la funciones trigonométricas sin
y cos, cuya paridad es

cos(—¢) = cos p, (B.5a)
sin(—y) = —sin g, (B.5b)

las componentes del campo eléctrico esparcido correspondientes al término dipolar, Ecs. ( ), se ven modificadas
como

B (1,0, —piw) =B (1,0, 0;w), (B.6a)
E (.0, —p;w) =EZ 4(r, 6,5 w), (B.6b)
Efiq,gg(r,@?*(p;w) = Efi%7¢(r>97¢5w), (BGC)

mientras que las componentes del campo H dadas por las Ecs. ( ) cambia a

-ﬁleili,r(rvga _@;w) = - ‘Erleilir(rvgvgo; W), (B7a)
chi!i,e(rvaa 7907("}) = chi!i,e(raaa(p;w)7 (B7b)
HZY (0, —pyw) =HY (1,0, p;0). (B.7c)

Realizando un cambio de coordenadas por medio de una matriz de cambio de base [30], las simetrias mostradas
en coordenadas esféricas en las Ecs. (3.6) y (B.7) son equivalentes a remplazar la coordenada y — —y en el caso
cartesiano. Asi, la inversion de coordenadas respecto al plano y = 0 modifica las componentes cartesianas del
campo eléctrico como

Eleiplz(x, %) zﬁfilal@(x,y,z;w), (B.8a)
B2 (@, -y, zw) == B2 (2,y,23w), (B.8b)
Efi}i,z(l'7 7y,Z;CU) :Efi}i,z(fvyaz;w), (BSC)

mientras que la sustitucién y — —y modifica las componentes cartesianas del campo H como

HZ2 (2, —y,z0) = — HZY (2,9, 25w), (B.9a)
Hleiriy(xa —y,Z;OJ) :H;iri7y(m7yaz;w)7 (ng)
HlCiILZ(I, *y,Z,W) :7chip17z(xvyaz7w) (BQC)

Por la definicién de la transformada de Fourier inversa temporal, las simetrias del término dipolar del campo
eléctrico mostradas en las Ecs. (B.8) se preservan en el dominio temporal como

Eleili’g;(‘r7 _y7z7t) :Eleili,z($7y,2;t), (BlOa)
B (@ =y, zt) == B2 (2,9, 23t), (B.10b)
Eleipi,z(mv —y,Z;t) :Efillz(l',y,z;t), (B]'OC)
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mientras que las simetrias para el término dipolar del campo H dadas por las Ecs. (B3.9) resultan en el dominio
temporal

HPY (2, —y, 2t) = — HP2Y (2,9, 25 ), (B.11a)
Hleili,y(xv _y7z7t) :Hleils])_’y(x’y7z;t)7 (Bllb)
HZ (2, —y,z;t) = — HZY (2,9, 21). (B.11c)

Sustituyendo las Ecs. (B.10) y (B.11) en la Ec. (2.2), se obtiene que el vector de Poynting asociado al término
dipolar del campo EM esparcido presenta las siguientes simetrias

Si2E w(w, —y, z5t) = SN (w9, 25 ), (B.12a)
S0 (@, —y, zit) = =52 (x,y, 250), (B.12b)
S (@, —y, 25t) = S (2, 23t). (B.12¢)

De manera que, considerando las Ecs. (3.12) para calcular el vector de Poynting resultante por medio de la Ec.
(2.28), se obtiene que

Vector de Poynting resultante asociado al término dipolar del campo EM esparcido

&M (et) = 61 (i) + &) (o). = FZ(t) = 2y | (e + B2y (e,  (B.13)

lo que significa que s6lo aparecera la componente z (longitudinal) y la componente z (transversal) en la fuerza
de retroceso, es decir, no hay momento total radiado en la direccion y.

Otra simetria que se busca en el sistema es la de inversion respecto al origen. Sustituyendo 8§ - 7—0y ¢ — p+m
en la Ec. (1.38), se tiene que las componentes del campo eléctrico se modifica como

B (-r5w) =E7% (), (B.14a)
~ 3k , wb wb
B (—rw) = ) =22 _itMBeos oD (kr) K {B | cos 0 cos oKy | 22
121,0(—T;w) (47T60> PR { ity B eosphy™ (kr) Ky Bre +1iy |cosbcos pliy Bre i
i wb W) (k) '
@ K, et 21— _ (+)
5 sin 0 K (ﬂ’YC)} [ o hs ' (kr)| ¢,
~ 3k wb h(H(kr)
E®P (—rjw)=— <L> 2 ginpK <—> Ol b S M SRR D
l_l,cp( ) 47T60 c/yﬂg 2291 ﬂ’}/c 1 kr 2 ( ) (B14C)
+it)1 3 cos 9h§+)(kr)} )

mientras que, la inversion de coordenadas respecto al origen en la Ec. (1.39), modifica las componentes del
campo H como

HZ (-rsw) = = B2 (r3w), (B.15a)
rres € 3k wb . . h(+) kr
Hl:ri,é(_r;w) = (E) WKl <B_’YC> sin @ {ltlf/z,(l+)(k'r‘) + ﬂtllvl [2% — hg+)(kr) cosf p, (B.15b)
~ e\ 3k ) wb 1 whb\ .
Hleiriw(—r;w) = (E) W { 1Eh§+)(kr) [zKl (ﬂ_’YC> cos B cosp + ;K@ (ﬂ_”)/c) sin 9}
B.15c¢)
wb h,(H(kr) (
_F M 1~ 1 o (+) .
Bt Ky (37"0> [2/{7' hs'(kr)| cosy ¢,

donde los términos en verde corresponden a los términos que cambian de signo al realizar la sustitucion de
coordenadas. De las Ecs. (B.14) y (B.15) se observa que no existen simetrias para las componentes 0 y ¢ del
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Capitulo B. Simetrias del vector de Poynting externo y esparcido

término dipolar del campo EM esparcido. Sin embargo, esto cambia al realizar la aproximacion de particula
pequefia para los coeficientes t& y tM [28], donde

th o~ x3, (B.16a)
tM~0, (B.16b)
por lo cual se omitirfa la respuesta magnética de la NP, pues directamente se eliminan los términos que contienen
el factor tM. Al sustituir las aproximaciones a tercer orden dadas por las Ecs. (3.1) en las Ecs. (3.14) y (13.15),

se obtiene que las Ecs. (3.2) correspondientes al término dipolar del campo EM en aproximacion de particula
pequena presentan las simetrias

ECPAPP(_p: ) = BODAPP (p: ), (B.17)

HH PP (—pst) = —HPR PP (r;1), (B.18)

de modo que, preservando esta simetria en el dominio temporal y calculando el vector de Poynting asociado al
campo EM esparcido bajo la aproximacion de particula pequena, se obtiene que

S (xst) = ST (), (319

y al calcular el vector de Poynting resultante por medio de la Ec. (2.28), el resultado es

Vector de Poynting resultante asociado al término dipolar del campo EM esparcido en aproximacion de

particula pequena

SSPAPP(p) =0 = FPP() =0, (B.20)

que directamente se asocia con la ausencia de fuerza de retroceso debida al momento radiado por campo EM
esparcido.
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Apéndice C

Transformada rapida de Fourier

Al calcular la transformada de Fourier de una funcion f(¢) es posible obtener una integral cuya soluciéon
no pueda expresarse de manera analitica, de manera que resulta conveniente abordar el problema con metddos
numéricos. En el presente trabajo se emplea la transformada rdpida de Fourier inversa (IFFT por por sus siglas
en inglés Inverse Fast Fourier Transform) para el calculo numérico de las integrales que resultan tanto al realizar
la transformada de Fourier inversa del término dipolar del campo EM esparcido por la nanoparticula (NP) como
las que se obtienen al simplificar la fuerza de retroceso en términos de las funciones espectrales auxiliares.
Para dar un esquema general de la transformada rapida de Fourier (FFT por sus siglas en inglés Fast Fourier
Transform) resulta conveniente empezar con la transformada de Fourier continua (o analitica). La definicion y
convencién de transformada de Fourier temporal y su transformada inversa estan dadas por las Ecs. (1.8):

flw) = giutsn = [ () expliwt)dr,
50 = T8 T = 5= [ Fw)ep(-isde,

las cuales son transformaciones que permiten expresar una sefial (funcién) dada en el dominio temporal (en
funcion del tiempo t) en términos de una funcién en el dominio espectral (en funcion de la frecuencia angular w)
[46]. Por la definicion de integral de Riemannm [36], una integral se puede expresar como el limite de una suma
(o serie, en este caso). En el caso de la transformada de Fourier, se expresa como

/_Z f () exp(iwt)dt = Alirg Z f(to + rAt) exp [iw(to + rAt)|At, (C.1)

o bien, suponiendo que f(t) = 0 fuera de un intervalo t € {0, T} y trasladando la funcién a tq = 0*, se puede
reescribir (C.1) de la siguiente manera:

/ f(t) expliwt) = lim Zf expliwt, | At, (C.2)

At—0

donde t, = rAt y ty_1 = T. Numéricamente, considerar At suficientemente pequena permite aproximar la
funcion f(w) dada por la definicion de transformada de Fourier, siendo asi

N—

y—t

f () exp(iwt,.) At. (C.3)
r=0

'Trasladar la funcién a to = 0 no afecta al comportamiento de la funcién pues el factor exp(iwto) solo desplaza tg el
argumento de la transformada de Fourier tal como se muestra en la Ec. ( ).
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Capitulo C. Transformada rapida de Fourier

Considerando un mallado en el dominio espectral {wy,wa, ... ,wn}, los valores numéricos {v1,va, ... , vy} dados
por la transformada discreta de Fourier (DFT por sus siglas en inglés Discret Fourier Transform) estan dados
por la expresion

N-1
Vs f(tr) exp(iwst, ) At = Z f(t) exp [i(sAw) (rAt)|At, (C4)
r=0
donde a su vez, considerando el conjunto de N datos {to,t2,... ,tny—1} para f(t), se define la transformada

discreta de Fourier inversa (IDFT por sus siglas en inglés Inverse Discret Fourier Transform) como

N—1

! fws) exp(—iwsty ) Aw = Z Flws) exp [—i(sAw) (rAt)] Aw (C.5)
Up = = — = . .
T ’I” 2’7T ‘ S p S T 27T S p

s=!
Para calcular la transformada de Fourier en forma de una suma finita, Ec. (C.2), en vez de una transformada
de Fourier dada por una serie, Ec. (C.1), se asume que la funcion se anula fuera de un intervalo {0,7}. Para

garantizar lo anterior, se hace uso del teorema de Parseval-Plancherel [46]:
[ 1rwpa= [ ife)Pde. (o)

lo que permite delimitar el intervalo en el cual la funcién f(w) no se anula al ser cuadrado integrable [46]. A su
vez, se considera el principio de incertidumbre que relaciona At en el tiempo con Aw en la frecuencia angular,
siendo

2
AtAw = — .
tAw N (C.7)
donde ; 5
Af — IN=1 Aw — 7T ) )
t N w v (C.8)

Numéricamente, si At > Aw, el comportamiento de la funciéon en el dominio espectral serd dada para frecuencias
més cercanas entre si, del mismo modo que si Aw > At, el comportamiento de la funcién en el tiempo sera dado
en instantes cada vez mas proximos entre si. Es importante considerar la relaciéon entre estas dos cantidades para
no perder informacién en el dominio deseado. La recoleccion de datos para generar las graficas que representan a
la funcién de manera discreta es importante, pues se necesitan mas datos para definir secciones de la transformada
de Fourier donde el paso Aw sea méas grande que el ancho de un maximo o un minimo, tal como lo menciona el
teorema de Nyquist?. Asi, se considera el teorema de Nyquist definiendo el paso Aw suficientemente pequeno
analizando las graficas en el dominio espectral para definir los maximos y minimos de manera clara. Sustituyendo
la Ec. (C.7) en las Ecs. (C.4) y (C.5) se obtienen los conjuntos de datos dados por la transformada discreta de
Fourier y su inversa, que son de la forma

N
TS
{vs} = DFT{u,} donde wv, = At;ur exp (QWZN), (C.9a)
Aw N TS
{ur} =IDFT{vs} donde wu, = 5 2 Vs €XP (—2MN). (C.9b)

De las Ecs. (C.9) se observa que el calculo de los N valores dados por la DFT{v,} necesita N operaciones
elementales® para cada uno de los valores v,, de manera que son necesarias N2 operaciones elementales para
obtener todo el conjunto de datos {vy,vs,... ,vn5}. La transformada rapida de Fourier es un algoritmo que elige

2Aunque el teorema de Nyquist formalmente sugiere el dividir los intervalos de recoleccion con diferentes At, por
simplicidad del presente trabajo se escogi6é un valor para At uniforme debido al comportamiento de las funciones tratadas,
asi como el hecho de que el tiempo de calculo no es tan demandante.

3Se define como operacion elemental, en el contexto de transformada discreta de Fourier, a la multiplicaciéon de dos
nameros complejos en adicién con otro namero complejo [46].
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de manera estratégica el nimero de datos en el dominio {¢1,ts,... ,ty5}, minimizando el nimero de operaciones
elementales, optimizando el tiempo de computo de la DFT.

La ventaja del método FFT se deriva de la siguiente afirmacién: La DFT de un conjunto de N = N; N> datos,
donde Ny, Ny € N, necesita solo N(N; + Nz) operaciones elementales para calcularse [46].

Demostracion: Sean r,s = 0,1,2,... , N — 1 tales que
r=1r1Ny + 1o, (ClOa)
s = 81Ny + s9, (CIOb)

donde si r;1 = 0,1,2,..., Ny — 1 entonces 7o = 0,1,2,... , N; — 1 y, andlogamente, si so = 0,1,2,... ,Ny — 1
entonces s1 = 0,1,2,...,N; — 1. De modo que, sustituyendo las Ecs. ( ) en la siguiente expresion, se obtiene

- N N
exp (271'2’%) = exp _27”' (riN1 + ?\2]35\2 2+ 82)}

= exp |2mi <r1 + Nl) (sl + NQ>] (C.11b)

(C.11a)

= exp (2mirys1) exp [271'1 <r1 Ny + slﬁl 4 7’3\?)} donde r1,s1 € N (C.11¢)
= exp 27T’L(7“1N+81;f21+7ﬂj\[82):|, (C.11d)
sustituyendo el resultado de la Ec. ( ) en la Ec. (C.9) para calcular el valor de u,:

N-1
> Uy €XP [277@(“]\7 —|—le + TA2N82>]A1€

N-1
= At ;} Uy Ny +75 €XP (2mrl N2> exp [27rz (SIN + ijsz)] ,

donde 1 =0,1,... ,No—1yro=0,1,... ,N; — 1, de modo que

Nl 1 N2 1
&) 9252 2
vs = At E exp {2m (81N + N)} E Upy Ny €XD (2mr1 N) (C.12a)

ro=0 r1=0
R T T8
= At ZO exp {2771’ (s;LNQ1 + j\f)} C(ra, s2), (C.12b)
Tro=
donde se define

No—1
.82
C(ra, 52) = Z Upy Ny €XD (27721"1 N2> (C.13)

™1 =0

De la Ec. ( ) se observa que C(rs, s2) esta presente N; veces para cada valor de s posible. Es decir,

s= 89 ,No+59,2No5 + 59,... ,(Nl_l)N2+82.
s1=0 s1=1 s1=2 s1=N;—1

N7 veces

Por otra parte, también de la Ec. ( ) se observa que cada C(rg, s2) requiere Ny operaciones elementales
(términos de la suma). Dado que hay N posibles C(r3,s2) (0 < rg < Ny, 0 < 59 < Ny — 1), se necesitan NN,
operaciones elementales para calcular todos los C(rg, s2) posibles. Una vez calculados, se sustuyen en la Ec.
( ), de la cual se observa que son necesarias N7 operaciones elementales para calcular cada vs. Como hay
N valores de v,, son necesarias N N; operaciones elementales. De manera que, el ntimero total de operaciones
elementales para calcular todos los valores vs son
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Capitulo C. Transformada rapida de Fourier

NN, + NN = N(Ny + Na). | (C.14)
—— ——
C(r2,s2) posibles suma sobre 72
La demostracion de que solo son necesarias N (N7 + N3) operaciones elementales para calcular la DFT cuando el
namero de datos es de la forma N = N; Ny es la misma para N = N; N5 N3, teniendo que realizar solamente
N (N7 4+ N2 + N3) operaciones elementales. La optimizaciéon que descubrieron J. W. Tukey y J. W. Cooley en
1965 [46] de este resultado es elegir N = 2# con # € N, teniendo que realizar solamente

N@2+2+---+2) = 24N = 2N log, N (C.15)
—_———

# veces

operaciones para el calculo de la DFT (IDFT) de 2% datos, lo cual es una ganancia signficativa en el tiempo de
computo considerando que antes se contemplaban N? operaciones a realizar.

En el capitulo 3 se menciona que la precisién en el calculo numérico de la DFT realizado con Mathematica 13.0%,
es tal que los datos obtenidos y mostrados en la Fig. 3.1 difieren de la solucién exacta hasta la cuarta cifra
decimal. Para obtener este resultado, se calcula el error absoluto [47] entre los valores dados por las expresiones
analiticas de las componentes del campo EM esparcido en aproximacion de particula pequena, Ecs. (3.2), con los
datos obtenidos al calcular la DFT de las componentes del campo EM esparcido en la aproximacion dipolar
eléctrica, Ecs. (3.3).

En las Figs. C.1(a-c) y Figs. C.1(d-f) se muestran las graficas del error absoluto calculado para los campos
eléctrico y H esparcidos, respectivamente, en el dominio espectral considerando distintos valores del limite
superior del intervalo de integracion ¢ty y del nimero de datos N = 2#. Al aumentar ty, el méaximo del error
absoluto disminuye, siendo para el campo eléctrico: ~ 0.08 u.a. (unidades arbitrarias) si ty = 30 fs, ~ 0.008 w.a.
sity =45 fs y ~ 0.0009 u.a. si ty = 60 fs; y para el campo H: ~ 0.10 u.a. si txy = 30 fs, ~ 0.009 u.a. si ty =45
fs y ~ 0.0009 u.a. si t; = 60 fs. Por otra parte, aumentar el nimero de datos N no cambia el comportamiento
general del error absoluto. Los valores de N que se muestran en la Fig. C.1 corresponden a los valores minimos
para los cuales las curvas mostradas se suavizan. De las graficas del error absoluto para el campo EM esparcido
mostradas en las Figs. C.1(c,f), se concluye que los datos obtenidos al calcular la DFT de los campos eléctrico y
H con tn = 60 fs difieren del resultado exacto hasta la cuarta cifra decimal, obteniendo un error menor al 0.01 %.

[- Componente z [ll Componente y [] Componente z ]

C T T LI -
= 006k (B) 1y =301 3% 008 (d) 1y =308 ;
= 0.04F o0 i = 0k _ol0 3
= 0.02F N=2 i T 002E N =2 E
2 0.006F (b) ty =455 3 ?g 0.008 (€) 4o 45
hﬁ 0.004E N =210 E | 8882 N =9l

' 0.002 i 0.002} &;
25 Om z; 0 === frr———
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Fig. C.1: Error absoluto de las componentes cartesianas del (a-c) campo eléctrico y (d-f) campo H esparcidos por una NP
hecha de aluminio [37, 38], de radio a = 1 nm, al interactuar con un electrén con velocidad 8 = 0.5¢ y parametro de impacto
b = 12 nm, en el dominio espectral. Para el calculo de error absoluto se emplea como limite superior de integraciéon (a,d)
tny =30 fs, (b,e) ty =45 fs y (c,f) tx = 60 fs, para una cantidad de datos (a,b,d) N =210 (e) N = 2! y (c,f) N = 212,
Ambos campos se evaltian en el punto r1 = (0, —5,1) nm, elegido arbitrariamente.

“Para el calculo numérico se utilizan las funciones Fourier[tabla de datos, FourierParameters— {1,1}] en el
caso de la DFT, y la funcion InverseFourier[tabla de datos, FourierParameters— {—1,1}] para la IDFT.
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Por otra parte, para verificar la precision en el calculo numérico de la IDFT mostrado en la Fig. (3.2), se calcula
el error absoluto entre los valores dados por las expresiones analiticas de la componentes del campo EM esparcido
en la aproximacion dipolar eléctrica, Ecs. (3.3), con los datos obtenidos al calcular la IDFT de las componentes
del campo EM esparcido en aproximacion de particula pequena, Ecs. (3.2).

En las Figs. C.2(a-c) y C.2(d-f) se muestran las graficas del error absoluto calculado para los campos eléctrico
y H esparcidos, respectivamente, en funciéon del tiempo para distintos valores de tx y N = 2%#. Al igual que en
el calculo del error de la DFT, aumentar el valor de ¢y disminuye el maximo del error absoluto y los valores
presentados para NN son los valores minimos para los cuales se suavizan las curvas presentadas. De las graficas
mostradas en las Figs. C.2(c,f), correspondientes al error absoluto para los campos EM esparcidos en funcion
del tiempo, se concluye que los datos obtenidos al calcular la IDFT con ¢y = 30 fs difieren del resultado exacto
hasta la cuarta cifra decimal, obteniendo al igual que en el caso de la DFT un error menor al 0.01 %.

l- Componente = [ll Componente y [I] Componente z ]

T T T ] L T 3
- 0004 (a) tv=20fs 1 8'882 3 (d) ty=20fs
= 0.002 /\/\/\/\ N=ot 1 = 7 :
53 0 ./f\./'\./'\!"',f'v'ﬁm/.\mf.\’ﬂf\mf\a: VaVaVoV WS £ 3
i) k e
Q}T 0.0010 (b =250 QT
& 0.0005F /\ /\ N N =2% 1 T 0.0005k N =2" .
- 0 /f},':\":\/':\".\".\’?‘@/\’?/}f[\fAf{\.Af’}’?-ﬁ’T—- ;L
oz 0.0002 /\ (c) ty=30f 1 3
£4* 0.0001 =2 4 &F
S /\/\/\ N=2 ] =
o 0 MVAA /\/\/\/\/\’\/\m’\mr\mf 3
0 5 10 15 20

t [fs]

Fig. C.2: Error absoluto de las componentes cartesianas del (a-c) campo eléctrico y (d-f) campo H esparcidos por una NP
hecha de aluminio [37, 38|, de radio a = 1 nm, al interactuar con un electrén con velocidad 8 = 0.5¢ y parametro de impacto
b = 12 nm, en el dominio temporal. Para el célculo de error absoluto se emplea como limite superior de integraciéon (a,d)
ty =20 fs, (bye) txy = 25 fs y (c,f) tny = 30 fs, para una cantidad de datos (a,d) N = 2!! y (b,c,e,f) N = 2!2. Ambos
campos se evaltian en el punto r1 = (0, —5,1) nm, elegido arbitrariamente.

En la Fig. C.2 s6lo se presentan graficas del error absoluto para valores t > 0, esto debido a que el comportamiento
general de las expresiones analiticas es distinto al de los datos obtenidos al calcular la IDFT, aumentando el valor
del error absoluto a medida que t disminuye su valor. Para ejemplificar esta diferencia en el comportamiento entre
los datos exactos y los calculados numéricamente, en la Fig. C.3(a) se presentan los valores del error absoluto de
la componente z del campo eléctrico esparcido en funcién del tiempo, para los valores ty = 30 fs y N = 212
correspondientes a la curva azul de la Fig. C.2(c), pero en el intervalo [—20, 0] fs. En la Fig. C.3(b) se observa
que el comportamiento de la expresiéon analitica ngg(rl; t) es monotonamente decreciente conforme ¢t — 0 desde
valores negativos, y converge rapidamente a 0 cuando ¢ — —oo. Por otra parte, en la Fig. C.3(c) se observa que
los datos obtenidos de calcular la IDFT del campo eléctrico esparcido presentan un caracter oscilatorio alrededor
del valor Efiquj (r1;t) = 0, aumentando su amplitud a medida que t decrece a valores negativos. Esto se debe a
que al calcular una IDFT, en realidad se considera que la funcion a transformar del espacio de frecuencias al
espacio temporal es ciclica con periodicidad dada por el intervalo en el tiempo considerado, en este caso [—30, 30]
fs, de modo que las oscilaciones que se presentan para t < 0 son las correspondientes a tiempos mayores de t = 20
fs, pero que son asignados a valores negativos por el comportamiento ciclico de los valores dados por la IDFT.
De lo anterior se concluye que, para valores negativos de t, el error absoluto no tiene sentido y no es posible
establecer una cota que estime el error de los valores calculados, de modo que la precisiéon esta dada por el error
absoluto calculado en valores de t > 0.
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Fig. C.3: (a) Error absoluto de la componentes x del campo eléctrico esparcido por una NP hecha de aluminio [37, 38], de
radio ¢ = 1 nm, al interactuar con un electrén con velocidad 5 = 0.5¢ y parametro de impacto b = 12 nm, en el dominio
temporal, con parametros ty = 30 fs y N = 212, Comportamiento de los datos (a) exactos y (c¢) numéricos calculados por
medio de la IDFT para la componente x del campo eléctrico esparcido en funcién del tiempo. El campo eléctrico se evalian en
el punto r1 = (0, —5,1) nm, elegido arbitrariamente.

Para el calculo de la IDFT de las funciones espectrales auxiliares se considerd un intervalo fijo de tiempo
considerando ty = 50 fs. A su vez, el numero de datos considerados para el calculo vario en funcion de la
velocidad relativa 3, del arreglo {a,b} y del material de la nanoparticula. En la Tabla se muestran las
potencias del factor 2 elegidas para obtener las graficas mostradas en el capitulo

Potencia del ntumero de datos n = 2%

Arreglo {1,3} {10,12} | {10,30}
Material
(modelo) b # # #
0.25 16 14 14
Aluminio 0.50 16 14 14
(Drude) 0.75 17 17 15
0.99 18 17 16
Oro 0.25 15 14 14
(Drude- 0.50 16 15 14
Lorentz) 0.75 17 15 14
0.99 18 16 16
Bismuto 0.25 15 14 14
(Brendel- 0.50 16 14 14
Bormann) 0.75 17 15 14
0.99 18 16 16
Carburo 0.25 15 14 14
de Silicio 0.50 16 15 14
(Brendel- 0.75 17 15 14
Bormann) 0.99 18 16 17

Tabla C.1: Potencia del factor 2 correspondientes al niimero de datos considerados para el calculo de la fuerza de retroceso que
experimenta una NP en el arreglo {a, b} en términos la IFFT de las funciones espectrales auxiliares simplificadas, Ecs. ( ).
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Apéndice D

Funciones dieléctricas

Para la funcion dieléctrica del aluminio se utiliza el modelo de Drude [37], desarrollado por el fisico
aleman Paul Drude en 1900, el cual consiste en modelar con mecénica clésica el comportamiento microscopico
de los electrones presentes en una red cristalina de un metal, considerdndolos como un gas de electrones libres.
El modelo proporciona una expresion para la conductividad eléctrica que a su vez permite dar una expresion
para la funcion dieléctrica del metal, la cual es:

2

eD(w) :1_Mw7+pim7 (Dl)
donde w, y I son la frecuencia de plasma y la constante de amortiguamiento fenomenolégica caracteristicas del
metal, respectivamente, mientras que w es la frecuencia angular de la onda electromagnética que excita al metal.
El metal que mejor es representado por el modelo de Drude es el aluminio, con pardmetros hw, = 13.144 eV y
Al = 0.197 eV [38].
En la Fig. D.1 se muestra el comportamiento de la parte real y la parte imaginaria de la funcion dieléctrica dada
por el modelo de Drude para el aluminio en funcion de la energia hw. Mientras que la parte real (curva celeste)
es una funcién creciente que cambia de signo cuando la frecuencia es cercana a la frecuencia de plasma w, con
un comportamiento asintotico a Re{e} = 1 para frecuencias altas, la parte imaginaria (curva amarilla) es una
funciéon decreciente que siempre es positiva y asintotica a Im{e} = 0 en el limite w — oo.

6||| ]
Ar ]

eAl(w)

hw [eV]

Fig. D.1: Parte real (curva celeste) y parte imaginaria (curva amarilla) de la funcién dieléctrica del aluminio modelada como
un material tipo Drude. La frecuencia a la cual se intersecan ambas curvas es cercana a la frecuencia de plasma, que en caso del
aluminio es fuwp = 13.144 €V [38]. La funcién dieléctrica es la relativa (normalizada por la del vacio), resultando una cantidad
adimensional.
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Capitulo D. Funciones dieléctricas

La funcién dieléctrica del oro empleada se obtiene mediante modelo de Drude-Lorentz [39], desarrollado por
el fisico neerlandés Hendrik Antoon Lorentz, el cual considera el movimiento de los electrones en un material
como el dado por un oscilador armoénico sujeto a un campo eléctrico. El modelo emplea la ecuacién del oscilador
armonico amortiguado y forzado [41] para describir la dindmica de un electron y con ello, la funcién dieléctrica
del metal: )

wpfj

epr(w) =1+ Z T Ty (D.2)
5 Y

donde la suma indica la superposicion de osciladores arménicos al modelar las contribuciones interbanda [41].
Al igual que en el modelo de Drude, wy, es la frecuencia de plasma, mientras que I'; y w; son el coeficiente de
amortiguamiento y la frecuencia caracteristica del j-ésimo oscilador arménico, respectivamente. f; representa el
peso que tiene la contribucién del j-ésimo oscilador arménico a la funcién dieléctrica.

En la Fig. D.2 se muestra el comportamiento de la parte real y la parte imaginaria de la funcién dieléctrica del
oro, en funcion de la energia fw, dada por el modelo de Drude-Lorentz con el conjunto de datos {f;,w;,T';}
reportado en la Ref. [39].

8F .
= OF —Re{e} | 7
2 4t I ]
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Fig. D.2: Parte real (curva celeste) y parte imaginaria (curva amarilla) de la funcién dieléctrica del oro modelada como
un material tipo Drude-Lorentz. La funcion dieléctrica considera nueve osciladores armoénicos. Los datos {fj,w;,T';} estan
reportados en la Ref. [39]. La funcién dieléctrica es la relativa (normalizada por la del vacio), resultando una cantidad
adimensional.

Por ultimo, las funciones dieléctricas utilizadas para el bismuto y el carburo de silicio estdn dadas por el modelo
de Brendel-Bormann [41], desarrollado por los fisicos R. Brendel y D. Bormann, el cual calcula la funcion
dieléctrica como una superposicién infinita de osciladores armoénicos tipo Drude-Lorentz utilizando un perfil
gaussiano. Asi, la funcion dieléctrica dada por el modelo de Brendel-Bormann es [41]:

_ i/ fjwy aj — wj aj +wj
egp(w) =1+ ZJ: 2\/§ajw lw ( \/iaj +w \/ﬁaj

donde a; = y/w? —iwl'; y o, es la desviacion estandar del j-ésimo perfil gaussiano. Se define la funcion de
Faddeeva' en términos de la funcién exponencial y la funcién error complementaria como

; (D.3)

w(z) = exp(—2°)ercf(—iz). (D.4)

En la Fig. D.3 se muestra el comportamiento de la parte real y la parte imaginaria de la funcion dieléctrica del
bismuto utilizando un ajuste causal de datos experimentales [39] por medio de la funcién dieléctrica dada por el
modelo de Brendel-Bormann [41].

'Para el célculo de la funcién dieléctrica dada por el modelo de Brendel-Bormann se utilizé la versién 11.0 del software
Mathematica, pues en las versiones posteriores la funcion de Faddeva presenta errores de calculo para valores cercanos al
cero.
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Fig. D.3: Parte real (curva celeste) y parte imaginaria (curva amarilla) de la funcién dieléctrica del bismuto calculada mediante
el modelo de Brendel-Bormann [41] en funcién de la energia hw para: (a) 0-3 eV, (b) 2.5-20 eV y (c) 20-70 ¢V. La funcion
dieléctrica considera un oscilador arménico tipo Drude y 12 osciladores tipo Brendel-Bormann. Los datos {fj,w;,I'j,0;} para
el bismuto estan reportados en la Ref. [41]. La funcién dieléctrica es la relativa (normalizada por la del vacio), resultando una

cantidad adimensional.

En la Fig. D.4 se observa el comportamiento de la parte real y la parte imaginaria de la funciéon dieléctrica del
carburo de silicio utilizando un ajuste causal de datos experimentales [42] por medio de la funcion dieléctrica

dada por el modelo de Brendel-Bormann [41].

(a) 600r 7

400} —Re{e} .

— Im{e} 1

3200 -

= ! ]
[p] L
w 0 i

—200F .

0.085 0.090 0.095 0.100 0.105 0.110 0.115
fuw [eV]

(b) 20
15

< 10t

€SiC

o O Ot

0...

hw [eV]

Fig. D.4: Parte real (curva celeste) y parte imaginaria (curva amarilla) de la funcién dieléctrica del carburo de silicio
calculada mediante el modelo de Brendel-Bormann [41] en funcién de la energia fw para: (a) 0.085-0.115 ¢V y (b) 0-30 ¢V. La
funcién dieléctrica considera un oscilador armoénico tipo Drude-Lorentz y 11 osciladores tipo Brendel-Bormann. Los datos
{fj,w;j,Tj,0;} para el carburo de silicio estan reportados en la Ref. [41]. La funcién dieléctrica es la relativa (normalizada por

la del vacio), resultando una cantidad adimensional.
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